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Filtros notch adaptativos sao frequentemente utilizados para rastrear componen-
tes senoidais de sinais. O rastreamento é obtido pela minimizacao do sinal de saida
através de ajustes da frequéncia de notch de forma que esta rastreie a componente
alvo ao longo do tempo. Neste texto, apresentam-se algoritmos para a adaptagao
da largura de banda de filtros notch tipo trelica de acordo com a distancia en-
tre a frequéncia da componente alvo e a frequéncia de notch do filtro. Também
apresentam-se projetos de filtros notch adaptativos voltados para o rastreamento
de sinais quasi-harmonicos. Os algoritmos para adaptacao da largura de banda se
baseiam no uso de filtros passa-faixa dos quais se obtém sinais auxiliares ao processo
de adaptacao. Estes filtros sao construidos em torno de um ntcleo passa-tudo com-
partilhado com os filtros notch. Os filtros notch adaptativos voltados para o rastre-
amento de sinais quasi-harmonicos, compostos por secoes IIR em cascata, tém seus
coeficientes modelados através de parametros adaptativos comuns a todas as segoes.
Propoem-se duas formas de realizar essa modelagem: através dos parametros de um
unico polinomio de ordem arbitraria, ou através de parametros usados na modela-
gem dos modos de vibracao de um instrumentos de corda, a frequéncia fundamental

nominal e o coeficiente de inarmonicidade.
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Adaptive notch filters are frequently used to track the sinusoidal components of
signals. Tracking is achieved by minimizing the output through adjustments of the
notch frequency so that it follows the target component over time. In this text,
algorithms for adaptation of lattice notch filters’ bandwidth are presented. These
algorithms’ behaviour is in accordance with the distance between the target com-
ponent frequency and the filter’s notch frequency. Adaptive notch filter design for
tracking of quasi-harmonic signals are also presented. The algorithms for bandwidth
adaptation are based on the use of auxiliary signals, obtained from bandpass filters,
to aid the adaptive process. These filters are constructed around an allpass core
shared with the notch filters. The adaptive notch filters developed for the tracking
of quasi-harmonic signals, composed by cascaded IIR sections, have their coefficients
modeled through adaptive parameters that are common to all sections. Two meth-
ods are proposed to implement this modeling: through parameters obtained from
a single polynomial with arbitrary order, or through the parameters used to model
the vibrational modes of a stringed instrument, the nominal fundamental frequency

and the inharmonicity coefficient.
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Capitulo 1
Introducao

Neste trabalho, desenvolvem-se ferramentas voltadas para rastreamento frequencial
de sinais nao-estacionérios utilizando filtros notch adaptativos (ANFs, do inglés
Adaptive Notch Filters). As ferramentas desenvolvidas podem ser divididas em dois
grupos: algoritmos para a adaptacao da largura de banda de filtros notch tipo
trelica (ALNFs, do inglés Adaptive Lattice Notch Filters) e projetos de filtros notch
adaptativos voltados para o rastreamento de componentes senoidais em sinais quasi-
harmonicos.

Os filtros utilizados neste trabalho sao formados por secoes de 2% ordem com
resposta ao impulso infinita (IIR, do inglés Infinite Impulse Response). O rastrea-
mento é obtido através da adaptacao da frequéncia de notch buscando minimizar a
contribuicao da componente alvo a energia do sinal de saida de filtro.

Os algoritmos para a adaptacao de largura de banda foram desenvolvidos para
uso com 2 projetos de ALNFs criados por Regalia ﬂ, B], um com coeficientes reais
e outro com coeficientes complexos. Os projetos de filtros notch para rastreamento
de sinais quasi-harmonicos foram desenvolvidos a partir do ANF de Nehorai [3] e do
ALNF de coeficientes reais de Regalia ] Estes projetos permitem o estabelecimento
de relacoes simples entre seus coeficientes e os parametros adaptativos dos modelos

utilizados no trabalho.

1.1 Algoritmos para a Adaptacao da Largura de
Banda

O desempenho de um ANF no rastreamento de uma componente nao-estaciondaria
pode ser aperfeicoado se a largura de banda do notch também for ajustada ao longo
do tempo. Durante o processo de rastreamento, a distancia entre a frequéncia de
notch e a componente alvo varia em funcao da dinamica de adaptacao da frequéncia

de notch e da trajetéria frequencial da componente alvo (que pode incluir desde



sweeps suaves até saltos bruscos). Se essa distancia se tornar muito grande, pode ser
necessario aumentar a largura do notch para manter (ou retomar) o rastreamento.
Por outro lado, quando essa distancia atingir pequenos valores, faz-se necessario
reduzir a largura do notch para que a atenuacao da energia do sinal seja restringida
a uma pequena vizinhanca em torno da frequéncia alvo.

Os algoritmos propostos para adaptacao da largura de banda se baseiam no uso
de filtros passa-faixa construidos em torno de um nicleo passa-tudo compartilhado
com os filtros notch. O resultado da comparacao de um sinal auxiliar, obtido a
partir do filtro passa-faixa, e do termo de atualizacao, calculado para adaptacao da

frequéncia de notch, guia o processo de adaptacao da largura de banda.

1.2 Projetos de Filtros Adaptativos para o

Rastreamento de Sinais Quasi-harmonicos

Sinais quasi-harmonicos podem ser modelados como um somatério de componentes
senoidais, com frequéncias distribuidas seguindo pequenos desvios em relacao a uma
série harmonica, inseridas em ruido aleatorio. Considerando sinais nao-estacionarios,
esta modelagem também deve utilizar componentes nao-estacionarias.

A regra de formacao dos pequenos desvios frequenciais depende do processo fisico
gerador do sinal. Para sinais gerados por instrumentos de cordas, foco de aplicagao
desta tese, a inarmonicidade é caracterizada por desvios positivos nas frequéncias
de seus modos de vibragao em relacao a uma série harmonica com razao igual a
frequéncia do modo fundamental.

As frequeéncias das componentes senoidais podem ser rastreadas ao longo do
tempo usando uma cascata de filtros notch, em que cada secao é utilizada para ras-
trear a frequéncia de uma tnica componente. Os filtros propostos neste trabalho tém
seus coeficientes modelados através de um nimero reduzido de parametros adaptati-
vos, comuns a todas as segoes. Propoem-se duas formas de realizar esta modelagem:
através dos parametros de um tnico polinomio de ordem arbitraria ou, no caso do
rastreamento de sinais de instrumentos de cordas, através de parametros usados
na modelagem de seus modos de vibragao: a frequéncia fundamental nominal e o
coeficiente de inarmonicidade. Com estas modelagens, os filtros resultantes podem
ser criados com menos parametros adaptativos para determinacao das frequéncias

de notches do que o niimero de segoes cascateadas.



1.3 Objetivos

O objetivo desta tese é a criagao de ferramentas para o rastreamento frequencial
de sinais nao-estaciondarios através de filtros notch adaptativos. Este objetivo foi
dividido em duas tarefas: 1) o desenvolvimento de uma ferramenta voltada para
a melhora do desempenho de rastreio frequencial dos ALNFs de Regalia e 2) o
projeto de filtros voltados especificamente para o rastreio frequencial de sinais quasi-

harmonicos. Estes objetivos sao detalhados abaixo.

1. Desenvolvimento de um algoritmo para a adaptacao da largura do notch nos
projetos de ALNFs de Regalia de acordo com a distancia entre a frequéncia
da componente alvo (desconhecida) e a frequéncia do notch. A adaptagao da
largura de banda deve melhorar o desempenho de rastreamento frequencial
do filtro em comparacao ao desempenho de rastreamento sem a adaptagao da

largura de banda.

2. Desenvolvimento de filtros para rastreamento de componentes senoidais em
sinais quasi-harmonicos utilizando um ntmero reduzido de parametros adap-

tativos. Propoem-se duas formas de modelar os coeficientes dos filtros:

e Através dos parametros de um 1nico polinomio de ordem arbitraria. Este
filtro deve ser capaz de rastrear multiplas componentes de sinais quasi-
harmonicos utilizando menos parametros adaptativos do que o ntmero

de secoes do filtro.

e Através de parametros tipicamente usados em modelos fisicos de instru-
mentos de cordas: a frequéncia fundamental e o coeficiente de inarmoni-
cidade. A aplicacao destes filtros no rastreio de sinais de instrumentos de
corda deve possibilitar a estimacao dos parametros visando a modelagem

fisica do instrumento.

1.4 Organizacgao

Esta tese esta organizada da seguinte forma: o Capitulo Bl contém as descricoes dos
filtros de Nehorai e Regalia usados como base para o desenvolvimento deste trabalho.
O Capitulo Bl mostra o desenvolvimento do algoritmo proposto para a adaptagao da
largura de banda dos ALNFs de Regalia em conjunto com testes de rastreamento.
O Capitulo E, que serve como suporte aos capitulos seguintes, descreve como o
fenomeno de inarmonicidade em instrumentos de corda ¢ usualmente modelado. O
Capitulo Bl mostra o desenvolvimento dos filtros para o rastreamento frequencial uti-

lizando polinémios de ordem arbitraria em conjunto com testes de rastreamento. O



Capitulo 6l mostra o desenvolvimento dos filtros utilizando os parametros frequéncia
fundamental e coeficiente de inarmonicidade em conjunto com testes de identificacao
do coeficiente de inarmonicidade em sinais de piano. O Capitulo [ apresenta as con-

clusoes deste trabalho e desenvolvimentos previstos para o futuro.



Capitulo 2

Filtros Notch Adaptativos

Filtros notch adaptativos sao frequentemente usados em aplicacoes que envolvem

rastreamento frequencial Mﬂ] como, por exemplo, a supressao de microfonia ,Iﬁe

).

Diversos projetos de ANF's HR[ e alioritmos de adaptacao compativeis, foram

a atenuacao de interferéncias de banda estreita em sistemas de comunicacao [9,
propostos com esse objetivo H—B, ]. A preferéncia por projetos IIR ocorre,
principalmente, porque estes permitem criar notches estreitos usando filtros de or-
dem baixa, o que nao seria possivel usando filtros FIR. Além disto, alguns projetos
permitem estabelecer relagoes simples entre os coeficientes dos filtros e as frequéncias
de notch HH, IEL Iﬂ@]

Dentre esses, o ANF de Nehorai E] tem sido usado com sucesso no rastreamento
de multiplas componentes senoidais em sinais nao-estacionarios ﬂg, , IEE] Para
rastrear M componentes utiliza-se um ANF com ordem 2M, distribuindo M notches
entre as frequéncias positivas (além de M notches entre as frequéncias negativas).
Pode-se, alternativamente, rastrear M componentes senoidais através de M filtros
de 2% ordem conectados em cascata.

Muitos ANFs sao construidos em torno de estruturas passa-tudo dil, , Iﬂ, IE,
, ] Dentre estes, os ANFs em trelica de Regalia [1, ] possuem algoritmos
adaptativos de baixo custo computacional e proporcionam estimativas frequenciais
sem polarizacao em relacao a variancia do ruido.

A versao de coeficientes reais ﬂ, ], um ALNF de 2% ordem, possui um notch
entre 0 e m e um notch, simétrico, entre —m e 0. Do mesmo modo que o ANF de
Nehorai quando implementado com ordem 2, podem-se cascatear M segoes deste
filtro para rastrear M componentes senoidais.

A versao de coeficientes complexos [2], um ALNF de 1* ordem, possui um notch
entre —m e m, 0 que o faz apropriado para rastrear sinais analiticos. Novamente,

podem-se cascatear M secoes deste filtro para rastrear M componentes senoidais.



2.1 Filtro Notch Adaptativo de Nehorai

A funcao de transferéncia do ANF de Nehorai é dada por

B(z) L+bz7 . 4b,, 2 Mg b 22V gy 2M
B(p™l2) 1+ pbz=i4.. +pMb, 2= M4 4 p2M-1p p=2M+1 | 2M »—2M
(2.1)

H(z) =

onde B(z) = 1+bz" 4. .4+b, 2 M+ . +b,272M + 272 ¢ um polinémio com
coeficientes em simetria e p é o raio dos polos no plano z.

A Figura 2.J] mostra o posicionamento de polos e zeros no plano z de um ANF
com ordem 2M = 4, p=0,95 e frequéncias de notch iguais a 1,0 e 2,7 rad/amostra,

respectivamente. A Figura mostra a resposta em magnitude do mesmo filtro.
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Figura 2.1: Polos e zeros de um ANF de Nehorai com ordem 4, p=0,95 e frequéncias
de notch iguais a 1,0 e 2,7 rad/amostra, respectivamente.

Para cada frequéncia de notch observam-se, entre 0 e m, um zero posicionado
sobre a circunferéncia unitaria e um polo posicionado na linha radial entre este
zero e a origem do plano. Observam-se também, entre —m e 0, um zero e um polo
posicionados simetricamente em relacao ao eixo real. Quanto maior for o valor de
p, menores serao as larguras dos notches.

A funcao de transferéncia em () também pode ser obtida através de uma
cascata de M secoes H,,(z) de 2* ordem. Um projeto com as mesmas caracteristicas
do projeto de Nehorai, porém apresentado na configuracao de secoes de 2* ordem em
cascata, foi desenvolvido independentemente por Ng @] e publicado pouco depois.
Na configuracao em cascata, cada secao tem uma funcao de transferéncia dada

por
1+ a2zt + 272

T+ Pzt + p2 272

Hop(2) (2.2)
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Figura 2.2: Resposta em magnitude de um ANF de Nehorai com ordem 4, p=0,95
e frequéncias de notch iguais a 1,0 e 2,7 rad/amostra, respectivamente.

sendo m o indice que identifica as se¢oes. A funcao de transferéncia completa é dada
por

M
1+a,z"t+ 272
H(z) = ][ #a(2) = ]] 1+ Pzt + p2 272’
m=1 m m=m m

(2.3)

=1
onde M é o numero total de segoes.

Cada secao possui dois parametros livres, o coeficiente a,, e o raio do polo p,,,
sendo -2 < a, <2 e 0 < p, < 1. O coeficiente a,, esta relacionado com
a frequéncia central de atenuacgao w, através da Férmula (24, demonstrada no
Apéndice A.

Ay = —2 COS Wy, (2.4)

A configuracao em cascata se tornou comum na literatura por permitir, assu-
mindo que as larguras dos notches sejam suficientemente pequenas, o desenvolvi-
mento de algoritmos para a adaptacao independente de cada secao através de seus
sinais de saida , , , ] O uso desta configuracao também evita o célculo das
raizes do polinomio B(z) em (2.I]), possivelmente de ordem elevada, para determinar
quais sao as frequéncias de notch.

Outra vantagem da configuracao em cascata é a possibilidade de individualizar

os valores de p,, e, consequentemente, individualizar a largura de cada notch.

2.2 Filtros Notch Adaptativos de Regalia

Os ALNF's de Regalia sao construidos em torno de filtros passa-tudo com estruturas
em trelica e coeficientes normalizados dﬂ, B, , ]

R |



2.2.1 Filtro com Coeficientes Reais

A funcao de transferéncia do filtro passa-tudo que serve como nucleo do ALNF com

coeficientes reais é dada por |1

P(z) sent +senf(1 +sen7)z! + 272

Az) = = . 2.5
(2) U(z) 1+4senf(l+sent)z=!+ (sent)z=2 (2:5)
A funcao de transferéncia do filtro notch correspondente é dada por
E(z) 1 1+sent 1+ 2senfz71 + 272
(2) Ulz) 2 1+ A() 2 1 +senf(1l+sent)z"! 4+ (sent)z—2
(2.6)

Esta funcao pode ser implementada através da estrutura em trelica mostrada na
Figura 23]

COST cosf
ufn) 5 T >—®
E —sen T sen 6 —sen d
E cos
! -1 21 e
’Z(Z )

Figura 2.3: Filtro notch em trelica com coeficientes reais.

Este filtro estabelece um notch entre 0 e 7 com frequéncia w, dada por

wp =0+ g (2.7)

e raio p do polo dado por

p=+sent, 0<7< g (2.8)

A relacao entre p e a largura de banda BW do notch é dada por

1—p?
BW = 2 arctg T2 ) (2.9)
p

A Figura 2.4 mostra o posicionamento de polos e zeros no plano z de um ALNF



com coeficientes reais, p = 0,7 e frequéncia de notch igual a 7/4 rad/amostra. A

Figura mostra a resposta em magnitude do mesmo filtro.
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Figura 2.4: Polos e zeros de um ALNF de Regalia com coeficientes reais, p=0,7 e
frequéncia de notch igual a w/4 rad/amostra.

Observam-se, entre 0 e 7, um zero posicionado sobre a circunferéncia unitaria
referente a frequéncia de notch e um polo posicionado préximo a linha radial entre
o zero e a origem do plano. Observam-se também, entre —7 e 0, um zero e um polo
posicionados simetricamente em relacao ao eixo real. Quanto maior for o valor de

p, menor sera a largura do notch.
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Figura 2.5: Resposta em magnitude de um ALNF de Regalia com coeficientes reais,
p=0,7 e frequéncia de notch igual a /4 rad/amostra.



2.2.2 Filtro com Coeficientes Complexos

A funcao de transferéncia do filtro Eassa—tudo que serve como nicleo do ALNF com

]

coeficientes complexos é dada por

Q(z) ezl —q
C = . . 2.10
(2) U(z) 1—aeiwnz™1 (2.10)
A funcao de transferéncia do filtro notch correspondente é dada por
H(2) E(2) 1[1 () l+a 1—ewnzt (2.11)
Z)= == — —_ z = - .
U(z) 2 21— qetwnz=l’

sendo w,, a frequéncia de notch e « o raio do polo. Esta fungao pode ser implemen-

tada através da estrutura em trelica da Figura 2.0
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Figura 2.6: Filtro notch em trelica com coeficientes complexos.

A relacao entre « e a largura de banda BW do notch é dada por
BW =7 —4arctga. (2.12)

A Figura 27 mostra o posicionamento do tinico polo e do tinico zero no plano
z estabelecidos por um ALNF com coeficientes complexos, a =0,7 e frequéncia de
notch igual a w/4 rad/amostra. A Figura mostra a resposta em magnitude do
mesmo filtro.

Observa-se apenas um zero posicionado sobre a circunferéncia unitaria referente
a frequéncia de notch e um polo posicionado radialmente entre o zero e a origem do

plano. Quanto maior for o valor de «, menor sera a largura do notch.
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Figura 2.7: Polos e zeros de um ALNF de Regalia com coeficientes complexos, a=0,7
e frequéncia de notch igual a /4 rad/amostra.

Durante a adaptacao do filtro, a frequéncia de notch w, pode livremente cruzar
da faixa de frequéncias positivas para a faixa de frequéncias negativas, e vice-versa,

através de 0 ou de 7.
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Figura 2.8: Resposta em magnitude de um ALNF de Regalia com coeficientes com-
plexos, «=0,7 e frequéncia de notch igual a 7/4 rad/amostra.
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Capitulo 3

Algoritmos para a Adaptacao da
Largura de Banda de Filtros
Notch em Trelica

Nas aplicacoes de rastreamento frequencial através de filtros notch, além de adaptar
a frequéncia central de atenuacao (a frequéncia de notch), é 1til ajustar a largura
do notch ao longo do tempo. Por exemplo, no rastreamento de componentes esta-
cionarias pode-se iniciar a adaptacao usando um notch com largura extensa, que
é entao gradualmente reduzida de acordo com alguma regra deterministica. Deste
modo a componente alvo é afetada pelo notch no inicio da adaptacao mesmo se
a frequéncia desta componente estiver distante da frequéncia inicial do notch. Ao
final da adaptacao, se a componente alvo for corretamente rastreada, a reducao da
largura de banda assegura que o sinal de entrada sera atenuado apenas sobre uma
pequena faixa em torno da frequéncia da componente [3].

No rastreamento de componentes nao-estacionarias, a distancia entre a
frequéncia de notch e a componente alvo varia em funcao da trajetoria da frequéncia
de notch e da trajetoria frequencial da componente alvo. Se essa distancia se tornar
muito grande pode ser necessario aumentar a largura do notch para manter o rastre-
amento. Por outro lado, quando essa distancia for pequena, a largura do notch deve
ser reduzida para que a atenuacgao do sinal de entrada seja limitada a uma pequena
vizinhanga em torno da frequéncia alvo [17].

Neste capitulo, apresenta-se um método para a adaptacao das larguras de banda
dos ALNFs de Regalia H, Iﬂ] Este método se baseia no uso de um filtro passa-faixa,
construido em torno do ntcleo passa-tudo do ALNF, através do qual pode-se obter
um sinal auxiliar para guiar a adaptagao da largura de banda. Este sinal auxiliar
pode ser comparado ao termo de atualizacao usado na adaptacao da frequéncia de

notch para inferir se a largura de banda deve ser aumentada ou reduzida. Propoem-
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se, com base nesta inferéncia, algoritmos adaptativos para as larguras de banda.

3.1 Filtro com Coeficientes Reais

Dragosevi¢ e Stankovié¢ , , ] desenvolveram um algoritmo para a adaptacao
da largura de banda do ANF de Nehorai através do ajuste de p, no qual usam a
energia do sinal de saida como funcao custo a ser minimizada. Porém, como serd
mostrado a seguir, esta abordagem nao pode ser utilizada na adaptacao da largura
de banda do ALNF de Regalia.

Pode-se observar nas Figuras Bl e que a magnitude das respostas em
frequéncia do ANF de Nehorai e do ALNF de Regalia assume valor méximo nos
extremos frequenciais 0 e m. No projeto de Nehorai, a magnitude nesses extremos é
maior que a unidade e depende do valor de p. Quanto menor for o valor de p, maior
sera a transmissao nessas regioes. No projeto de Regalia, a magnitude da resposta
em frequéncia em 0 e 7 ¢é igual a unidade, independentemente do valor de p.

O filtro de Nehorai atenua o sinal na vizinhanca da frequéncia de notch porém
o amplifica em regioes suficientemente afastadas. Por outro lado, o filtro de Regalia
atenua o sinal, com maior ou menor intensidade, em toda sua extensao frequencial
(exceto em 0 e ).

No algoritmo para a adaptacao da largura de banda do ANF de Nehorai pro-
posto por Dragosevi¢ e Stankovi¢, a minimizacao da energia do sinal de saida pro-
move o ajuste de p através de um compromisso entre atenuar a componente alvo e
nao reforgar a energia do sinal nas regioes afastadas da frequéncia de notch. Este
compromisso impede que a largura do notch seja aumentada continuamente. Este
algoritmo é mostrado na Secao B2l

Nas aplicacoes de rastreamento frequencial utilizando o ALNF de Regalia, qual-
quer aumento na largura de banda motch implica a reducao da energia do sinal de
saida. Por isto, adaptar p visando a minimizagao da energia do sinal de saida levaria
apenas a aumentar a largura de banda continuamente. Neste capitulo, desenvolve-se
uma alternativa para o controle da largura de banda que nao envolve a minimizagao
da energia do sinal.

Para desenvolver os algoritmos para a adaptagao da largura de banda, tanto
para o ALNF de coeficientes reais quanto para o ALNF de coeficientes comple-
x0s, € necessario primeiramente obter propriedades relevantes dos algoritmos para
a adaptacao da frequéncia de notch. Na secao seguinte, discute-se o algoritmo pro-

posto para a adaptacao da frequéncia de notch do ALNF de coeficientes reais.
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Figura 3.1: Respostas em magnitude de ANFs de Nehorai com notch em 7 /4. Im-
plementacoes com p=0,85 e com p=0,95.
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Figura 3.2: Respostas em magnitude de ALNFs de Regalia com notch em /4.
Implementagoes com p=0,85 e com p=0,95.

3.1.1 Algoritmo para a Adaptacao da Frequéncia de Notch

O algoritmo adaptativo para a frequéncia de notch mostrado nesta subsecao foi
apresentado pela primeira vez em [1] e analisado com maior profundidade em ],
onde foi chamado de Algoritmo Simplificado. O algoritmo recebe este nome porque
nao requer o calculo de gradientes para gerar seu termo de atualizacao. Em vez disto,
este utiliza diretamente o estado interno da treliga x[n], mostrado na FiguraB.3] para

formar o termo de atualizagao &[n| = e[n]z[n], resultando na férmula
Oln + 1] = 0[n] — p[nle[n]z[n], (3.1)

onde p[n] é o passo de adaptagao.
O algoritmo completo [22, Ch. 10] pode ser visto no Apéndice [Bl
A andlise do valor esperado do termo de atualizagao &[n] tem um papel impor-

tante no desenvolvimento do método de adaptacao da largura de banda. Sendo
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COST cos 6

sen T —sen T sen d —sen 6

COST cos 0

Figura 3.3: Filtro notch em trelica com coeficientes reais destacando o estado x[n].

S.(w) a densidade espectral de poténcia do sinal de entrada u[n], H(e’*) a resposta
em frequéncia associada & funcao de transferéncia em (2.0G) e F'(¢/*) a resposta em

frequéncia associada a funcao de transferéncia

X(z) costcosf z !

F(z)= = 3.2
D(z) =1+senf(1 +sen7)z* + (sent)z 2, (3.3)
o valor esperado de £[n| = e[n|z[n] pode ser obtido através da transformada de
Fourier inversa de S, (w)H (e?*)F*(e/*),
1 (7 ‘ o
E{e[n+m|zn|} = 2—/ Su(w)H (') F () e’ ™ dw, (3.4)
™ —T
calculada para um atraso m = 0:
1 i ) )
E {e[n]z[n]} = 2—/ Su(w)H () F(e’*)dw. (3.5)
™ —T

Considerando um sinal de entrada u[n] composto por uma senoide com amplitude
a, frequéncia wy e fase ¢ uniformemente distribuida, inserida em ruido branco Gaus-

siano b[n| com variancia o2,
uln] = acos (won + ¢) + bin|, (3.6)

a densidade espectral de poténcia é dada por

a’r

Sy(w) = 7(5((4) —wo) + 6(w + wp)) + o2 (3.7)
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e o valor esperado do termo de atualizagao ¢ dado por

2 cos T cos f(cos wy+sen 6)

E{¢[n]} = E{elnlaln]} = - (1+sen7) Die)p (3.8)
Usando a Equagao (271), pode-se escrever
B a? COS T sen wy, (Cos wy — cos wy, )
E{¢[n]}= 7(1+Sen7’) D(c ) (3.9)

A Equagao ([B.9) estabelece a forca e o sentido esperados para o termo £[n] como
uma funcao da frequéncia de notch w, e da frequéncia wy da componente senoidal
de entrada. A Figura B.4] mostra os valores esperados do termo de atualizacao em
funcao da frequéncia de notch w, quando o sinal de entrada do filtro é, como um

exemplo, uma senoide com frequéncia wy = 7/2.

E{¢n]}

0 /4 /2 3 /4 T

Wy, (rad/amostra)

Figura 3.4: Valor esperado F{{(n)} em fungao da frequéncia de notch dada uma
entrada senoidal com frequéncia wy = 7/2 para um ALNF com p = 0,95.

Observa-se um valor esperado E{{[n]} negativo se a frequéncia de notch w, for
menor que a frequéncia (desconhecida) do sinal de entrada wy, um E{[n]} igual
a zero se w, e wy coincidirem e um F{{[n]} positivo se w, for maior que wy. A
féormula de atualizagdo dada na Equacao (B.1]) se baseia nestas propriedades e na

aproximacao, a cada iteracao, E{{[n|} ~ £[n].

3.1.2 Algoritmo para a Adaptacao da Largura de Banda

Pode-se obter um filtro passa-faixa complementar ao filtro notch através da estrutura
passa-tudo que serve como nucleo do ALNF @] A Figura mostra sua imple-

mentagao em trelica em conjunto com a implementacao do filtro notch mostrada na
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Secao B 111

COST cosf

Figura 3.5: Estrutura em treliga unica com saidas notch e[n] e passa-faixa e,[n]

A funcao de transferéncia do filtro passa-faixa é dada por

B(z) = %((5)) _ % [1—A(2)] = 1_826“7 ! ~ é;g. (3.10)
A partir da estrutura em trelica, pode-se criar uma funcao auxiliar
§aln] = ea[n]zln+1], (3.11)
com valor esperado dado por
Bl )} = Blealolelnt 1) =5 [ S0)BEILE ), (12

onde B(e’*) é a resposta em frequéncia associada a funcao de transferéncia em (310

e L(e’*) é a resposta em frequéncia associada a funcao de transferéncia

X(z)z cosTcost

L&=Te = D0

(3.13)

Considerando o sinal de entrada u[n] definido em (B.), o valor esperado de ,[n]

resultante é dado por

(3.14)

E{&[n]} = (1—senT)cosT cosf (a2 (1 — cos(2wp)) o? )

2|D(e70)|? | D(e)|?
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Usando a Equagao (27), pode-se escrever

a? (1 — cos(2wp)) o? )
2|D(ev«0)|? |D(e™)|* )

E{&,[n]} = (1—senT)cos Tsenw, ( (3.15)

A FiguraB@mostra E {,[n]} sobreposto ao valor absoluto de E{¢[n]} em funcao
da frequéncia de notch w, quando o sinal de entrada do filtro é uma senoide com

frequéncia wy = /2.

[E{EInI}, E{Caln]}

7Ti/2

Wy, (rad/amostra)

Figura 3.6: Comparagdo de |E{¢[n]}| e E{&[n]} para um sinal senoidal com
frequéncia wy = 7/2 em fungao de w,, para um ALNF de coeficientes reais.

Pode-se observar que, se a frequéncia de notch w, estiver distante da frequéncia-
alvo wg, |E{¢[n]}| serd maior que E {&[n]}. Esta situacao corresponde a linha
tracejada em vermelho. Por outro lado, se w, estiver préxima da frequéncia-alvo,
E{&.[n]} serda maior que |E{{[n]}|. Esta situagdo corresponde a linha sélida em
vermelho.

Estas observacoes fundamentam a criagao de um método de controle da largura
de banda através da comparacao das fungoes |£[n]| e &,[n]. Utilizando, a cada
iteragao, as aproximagoes E{¢[n]} =~ &[n] e E{&[n]} =~ & [n], separam-se duas

situacoes:

1. A situagao |{[n]| > &,[n] indica que a frequéncia de notch se encontra distante

da frequéncia-alvo wy, sendo necessario aumentar a largura de banda do notch.

2. A situacao [€[n]| < &.[n] indica que a frequéncia de notch se encontra na
vizinhanga da frequéncia-alvo wy e que a largura de banda do notch pode ser

reduzida.

Através da identificagao dessas situacoes, propoe-se o Algoritmo[I] onde a largura

de banda do notch é controlada através do ajuste do raio do polo p.
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Algoritmo 1
Adaptacao da Largura de Banda do ALNF de Regalia com Coeficientes Reais

1. &n] = le[n]z[n]l, &uln] = ea[n)z[n + 1]

~

2. K = sign(¢[n] — &[n])

3. if Kk =1 then

4. pln+1] = pln] — mn] {[n],
5. else

6. pln+1] = p[n] + 12[n] &[nl,
7. end if

8. pln+1] = min(p[n+1], pmax), pln+1] = max(pmin, pln+1]),

9. sen(t[n+1]) = p*[n+1], cos(r[n+1]) = /1 —sen?(r[n+1]) .

Neste algoritmo, v1[n] e v2[n] sdo pequenos valores reais positivos, os passos de
adaptacao do raio do polo p, e sign é a funcao sinal. As constantes puin € Pmax
sao, respectivamente, os limites minimo e maximo de p. Estes limites podem ser
escolhidos livremente de acordo com a aplicacao, desde que se observe que seus
valores devem estar contidos entre zero e um.

As funcoes €[n] e &[n] sdo usadas tanto para decidir pelo aumento ou pela
redugao da largura de banda quanto para ponderar a adaptacao de p. Se é [n] > &[nl,
a largura de banda é aumentada através do decréscimo de p. Por outro lado, se
€[n] < &[n], alargura de banda é reduzida através do aumento de p. Opta-se sempre
por ponderar a adaptacao usando a funcao que apresentar o maior valor instantaneo,
¢ [n] no caso de aumento da largura de banda e &,[n] no caso de diminuigao.

A combinacao deste algoritmo com o Algoritmo Simplificado de Regalia para a

adaptacao da frequéncia de notch pode ser vista no Apéndice

3.1.3 Testes de Rastreamento

Os testes desta secao sao baseados em experimentos de rastreamento frequencial
apresentados em , B] e , Ch. 10] com um sinal amostra cuja frequéncia muda
bruscamente a cada 1000 iteracoes. O objetivo da insercao de mudancas abruptas
na frequéncia do sinal de entrada é forcar perdas de rastreamento. Assim pode-se
avaliar a rapidez com que o filtro retoma o rastreamento. Apresenta-se também
um experimento de Monte Carlo, com 100 realizacoes, usado para avaliar o erro
quadratico médio (MSE, do inglés Mean Squared Error) das estimativas frequenciais.

Os testes foram realizados com e sem adaptacao da largura de banda, usando
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respectivamente os algoritmos mostrados nos Apéndices [C] e Nos testes sem
adaptacao da largura de banda, o raio do polo foi mantido como 0,92, o mesmo
valor utilizado nos experimentos com notches de banda estreita em [1]. Este va-
lor também foi utilizado nos testes com adaptacao de largura de banda como valor
inicial de p e como o valor de pya.x. Os sinais de entrada foram implementados de
acordo com a Equacao ([B.6]) com a = 1, utilizando uma razao sinal-ruido (SNR, do
inglés Signal-to-Noise Ratio) de 0 dB.

A adaptagao da frequencia de notch foi implementada como um algoritmo Least
Squares através do uso de um passo de adaptacao variavel no tempo atualizado

como [1]

pn] = l/i:)\”_ixg[n], 0< A< (3.16)

O tamanho do passo de adaptagao da frequéncia de notch pn] em (316 foi calculado
usando um fator de esquecimento A = 0,97 |1]. Os passos de adaptacao de p foram
implementados como v [n| = p[n] e v5[n] = 2u[n]. Buscou-se assim reduzir a largura
de banda rapidamente sempre que o rastreamento tiver sido retomado. A reducao
da largura de banda numa taxa mais elevada do que a que seria usada para seu
aumento nao deve provocar a perda de um rastreamento ja estabelecido.

Na Figura 3.7 mostram-se as trajetérias de rastreamento observadas nesse teste.
A trajetoria da frequéncia-alvo é representada em linhas tracejadas. Esta trajetoria
¢ igual a trajetoria utilizada nos testes realizados em [l]. Mostra-se também a
evolugao das larguras de banda BW correspondentes a essas observagoes. Além das
trajetorias de rastreamento e da evolugao das larguras de banda, mostra-se o MSE
das estimativas frequenciais em funcao do tempo, obtido com um experimento de
Monte Carlo utilizando 100 realizacoes do sinal de entrada.

Nas Figuras B.8 aB.I5 mostram-se as trajetérias de rastreamento de 8 realizagoes
do sinal de entrada, em conjunto com as evolugoes das larguras de banda correspon-
dentes. As legendas foram suprimidas para evitar superposicoes com os tracados das
medigoes. Assim como na FiguraB.7 os tracados em vermelho correspondem ao pro-
cessamento com adaptacao da largura de banda e os tragados em azul correspondem

ao processamento sem a adaptacao da largura de banda.
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Figura 3.7: (a) Observagoes das trajetorias de rastreamento de um sinal senoidal
sem e com a adaptagao da largura de banda. (b) Evoluc¢ao temporal das larguras
de banda correspondentes. (c¢) MSE das estimativas frequenciais obtido com um
experimento de Monte Carlo.

Pode-se observar na FiguraB.7 e nas Figuras a 318 que, quando o algoritmo
proposto é utilizado, a largura de banda aumenta conjuntamente com as mudancas
na frequéncia do sinal de entrada. A utilizacao do algoritmo também leva a di-
minuicao da largura de banda quando o rastreamento é recuperado. Além disto
pode-se observar através da evolugdo do MSE, mostrada na Figura B7(c), que o
rastreamento é reestabelecido mais rapidamente quando se utiliza o algoritmo pro-

posto.
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3.2 Filtro com Coeficientes Complexos

Para desenvolver o algoritmo de adaptacao da largura de banda do ALNF de coe-
ficientes complexos de Regalia, assim como no desenvolvimento do Algoritmo [, é
necessario primeiramente analisar o algoritmo para a adaptacao de sua frequéncia
de notch.

3.2.1 Algoritmo para a Adaptacao da Frequéncia de Notch

O algoritmo adaptativo desenvolvido por Regalia para seu ALNF de coeficientes
complexos [2] utiliza, assim como o Algoritmo Simplificado para o ALNF de coefici-
entes reais, um estado interno da trelica para compor seu termo de atualizacao. A
Figura mostra a estrutura do filtro e o estado interno z[n|, usado para formar

o termo de atualizacao £[n| = Im (e[n]z*[n]) na férmula

wn[n + 1] = wy[n] + pln) Im (e[n]z*[n]) . (3.17)

Figura 3.16: ALNF com coeficientes complexos destacando o estado z[n].

O algoritmo completo pode ser visto no Apéndice
Sendo S, (w) a densidade espectral de poténcia do sinal de entrada u[n], H(e/*)
a resposta em frequéncia associada & funcao de transferéncia em 211 e F(e¥) a

resposta em frequéncia associada a funcao de transferéncia

1

o= im0

U(z) 1 — qedwnz=1’

(3.18)
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o valor esperado de £[n| pode ser obtido através de B]

= o [ S HE) P (3.19)

™

E{e[n]z"[n]}

Considerando um sinal de entrada u[n] composto por uma senoide complexa com
amplitude a, frequéncia wy e fase ¢, uniformemente distribuida, inserida em ruido

branco gaussiano complexo b[n] com variancia o2,
uln] = ae? 0+ 4 pln), (3.20)
a densidade espectral de poténcia S,(w) é dada por
Su(w) = 2ma®6(w — wp) + o2 (3.21)

e o valor esperado de E{e[n|z*[n]} é dado por

1 T=a2 a2 (ei@o—wn) _ 1 2 pm giw—wn)
E{e[n]z*[n]} = ( +a)2 a (a (e ) +2 / ‘ dw

|1 — aej(wo—wn)’2 % 1— aej(w—wn)|2

|

(3.22)
Pode-se entao obter o valor esperado do termo de atualizacao
y a’(1+a)V1—a?
E{¢[n]}=FE{Im(e[n]z’n))} = ( ) sen(wo—wy,) - (3.23)

2|1 —aed(wo—wn) |2

A Equagao ([B.23) estabelece a forca e o sentido esperados para o termo &[n]
como uma funcao da frequéncia de notch w, e da frequéncia wy da componente
senoidal complexa de entrada. A Figura B.I7 mostra os valores esperados do termo
de atualizacao em funcao da frequéncia de notch w, quando o sinal de entrada do
filtro é, como um exemplo, uma senoide complexa com frequéncia wy = 7/2.

Observa-se um valor esperado E{{[n]} positivo para wy — 7 < w,, < wp, negativo
para wy < w, < Wo+ T e zero para w, = wy € w, = wo £ m. A formula de atualizagao
dada na Equacao ([BI7)) se baseia nestas propriedades e na aproximagao, a cada
iteragao, {[n] = E{[n]}.

3.2.2 Algoritmo para a Adaptacao da Largura de Banda

Assim como no desenvolvimento do algoritmo para a adaptacao da largura de banda
do ALNF de coeficientes reais, pode-se obter um filtro passa-faixa complementar ao
ALNF de coeficientes complexos através da estrutura passa-tudo que lhe serve como
nucleo. A Figura mostra a implementacao em trelica deste filtro em conjunto

com a implementacao do ALNF mostrada na Segao B.2.11
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Figura 3.17: Valor esperado E{{[n|} em funcao da frequéncia de notch dada uma
entrada senoidal complexa com frequéncia wy = m/2 para um ALNF com p = 0,8.

A funcao de transferéncia do filtro passa-faixa é dada por

E.(z) 1 l—a 14 efonzt
B(z) = 1+C . 3.24
() Uz) 2 1+C )] = 21— qeiwnzl (3:24)
A partir da estrutura em trelica, pode-se criar a funcao auxiliar
§aln] = Re (ea[n]z"[n]), (3.25)

O valor esperado de &,[n] pode ser obtido através de
E{eu[n] =— / B(e)FH (/) dw, (3.26)

onde B(e/*) é a resposta em frequéncia associada a funcao de transferéncia em (3.24))

e F(e?¥) é a resposta em frequéncia associada & fungao de transferéncia

X Jwn ~—1
() _ o e (3.27)

F p— p—
(2) U(z) 1 — aeiwnz—1

Considerando o sinal de entrada u[n] definido em ([B20), o valor esperado de &,[n]

resultante é dado por

E{&l[n]} = E{Re (ea[n]z*[n])} =
V1i—a? (1—a) (aQ(Cos(wo—wn)+1) o2

2 |]_—O[€j(w0_wn) 2 + |1_aej(w—wn)|2) ' (328>
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Figura 3.18: Estrutura em treliga unica com saidas notch e[n] e passa-faixa e,[n]

A Figura mostra E {,[n]} sobreposto ao valor absoluto de E{¢[n]} em
funcao da frequéncia de notch w, quando o sinal de entrada do filtro é uma senoide

complexa com frequéncia wy = 7/2.

3 .................. EEEEEEEEEEEEEE R
Sl E(€l])
5 B{&.fn)
=
% T F
=
0 ; : ;
—T —m/2 0 /2 s

wy (radianos/amostra)

Figura 3.19: Comparacao de |E{{[n]}| e E{&,[n]} para uma senoide complexa com
frequéncia wy = 7/2 em fungao de w,, para um ALNF de coeficientes complexos.

Pode-se observar que, se a frequéncia de notch w,, estiver distante da frequéncia-
alvo wy, |E{&[n]}| serd maior que E {,[n]}. Um exemplo desta configuragao estd
assinalado pela linha tracejada em vermelho. Por outro lado, se w, estiver préxima
de wy, E{&[n]} serd maior que |E{{[n]}|. Um exemplo desta configuragao estd

assinalado pela linha sélida em vermelho.
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Estas observacoes fundamentam a criagao de um método de controle da largura
de banda através da comparacao das fungoes |£[n]| e &,[n]. Utilizando, a cada
iteragao, as aproximagoes E{&[n]} = &[n] e E{&[n]} =~ & [n], separam-se duas

situacoes:

1. A situagao |€[n]| > &,[n] indica que a frequéncia de notch se encontra distante

da frequéncia-alvo wy, sendo necessario aumentar a largura de banda do notch.

2. A situacao [€[n]| < &.[n| indica que a frequéncia de notch se encontra na
vizinhanga da frequéncia-alvo wy e que, portanto, a largura de banda do notch

pode ser reduzida.

Propoe-se assim o Algoritmo [ onde a largura de banda do notch é controlada

através do ajuste do raio do polo a.

Algoritmo 2
Adaptacao da Largura de Banda do ALNF de Regalia com Coeficientes Complexos

1. &n] = |Im (e[n]a*[n]) |, &un] = Re (ea[n]2*[n])

~

2. k= sign(¢[n] — &[n))

3. if kK =1 then

1. aln+1] = aln] — nn] €n),
5. else

6. a[n+1] = aln]+ van] &nl,
7. end if

8. a[n+1] = min(a[n+1], max), @[n+1] = max(ami, a[n+1]).

Assim como no Algoritmo [Il v4[n] e v[n] sdo os passos de adaptacao do raio
do polo, neste caso a. As constantes api, € amayx Sa0, respectivamente, os limites
minimo e maximo de «, que podem ser escolhidos livremente de acordo a aplicacgao,
desde que seus valores estejam contidos entre zero e um.

As funcdes £[n] e &,[n] sdo usadas para decidir pelo aumento ou pela reducio da
largura de banda e para ponderar a adaptacio de a. Se & [n] > &,[n], a largura de
banda ¢ aumentada através do decréscimo de a. Por outro lado, se £[n] < &[n], a
largura de banda é reduzida através do aumento de o. Opta-se sempre por ponderar
a adaptacdo usando a funcdo que apresentar o maior valor instantaneo, & [n] no caso
de aumento da largura de banda e £,[n] no caso de diminuigao.

A combinagao deste algoritmo com o Algoritmo de Regalia para a adaptagao

da frequéncia de motch do ALNF de coeficientes complexos pode ser vista no
Apéndice [El
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3.2.3 Testes de Rastreamento

Os testes desta secao sao baseados em experimentos de rastreamento frequencial
apresentados em [2] com um sinal de entrada senoidal complexo cuja frequéncia
muda bruscamente a cada 1000 iteracoes. Apresenta-se também um experimento
de Monte Carlo, com 100 realizagoes, para avaliar o erro quadratico médio das
estimativas frequenciais.

Os testes foram realizados com e sem adaptacao da largura de banda, usando
respectivamente os algoritmos mostrados nos Apéndices [El e Nos testes sem
adaptacao da largura de banda, o raio do polo foi mantido como 0,92. Este va-
lor também foi utilizado nos testes com adaptacao de largura de banda como valor
inicial de a e como o valor de ay... Os sinais de entrada foram implementados de
acordo com a Equagao ([B20), com a = 1, utilizando razao sinal-ruido SNR = 0 dB.

O passo de adaptacao da frequéncia de notch foi implementado, analogamente a

forma utilizada na Equagao ([B.I6]), como

pnl =1/ Z N'hxnlatn), 0<< A< 1. (3.29)
i=0
Usou-se novamente um fator de esquecimento A = 0,97, além de v4[n| = p[n] e

a[n| = 2u[n| buscando reduzir a largura de banda rapidamente sempre que o ras-
treamento tiver sido restabelecido.

Na FiguraB.20 mostram-se as trajetorias de rastreamento observadas nesse teste.
A trajetoria da frequéncia-alvo é representada em linhas tracejadas. Esta trajetoria é
igual a trajetéria utilizada nos testes realizados em [2]. Podem-se observar transigoes
das trajetorias de rastreamento através dos limites inferior e superior da escala de
frequéncia. Isto ocorre porque o notch é capaz de cruzar da faixa de frequéncias
positivas para a faixa de frequéncias negativas, e vice-versa, através de 0 e 7 (ou,
considerando a normalizagao, 0 e 1).

Mostra-se também a evolucao das larguras de banda BW correspondentes a essas
observacgoes. Mostra-se também o MSE das estimativas frequenciais em funcao do
tempo, obtido com um experimento de Monte Carlo utilizando 100 realizacoes do
sinal de entrada.

Nas Figuras B.21] a mostram-se as trajetorias de rastreamento de 8 rea-
lizacoes do sinal de entrada, em conjunto com as evolucoes das larguras de banda cor-
respondentes. Novamente, as legendas foram suprimidas para evitar superposicoes
com o tracado das medigoes. Os tracados em vermelho correspondem ao processa-
mento utilizando adaptacao da largura de banda e os tracados em azul correspondem

ao processamento sem adaptacao da largura de banda.
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Figura 3.20: (a) Observagoes das trajetdrias de rastreamento de uma senoide com-
plexa sem e com a adaptacgao da largura de banda. (b) Evolu¢do temporal das
larguras de banda correspondentes. (c¢) MSE das estimativas frequenciais obtido
com um experimento de Monte Carlo.

Pode-se observar na FiguraB.20le nas FigurasB.2T]a[B.28 que, quando se usa o al-
goritmo proposto, a largura de banda aumenta conjuntamente com as mudancas na
frequéncia do sinal de entrada. Também observa-se que a largura de banda diminui
quando o rastreamento é recuperado. O algoritmo funciona inclusive para com-
ponentes senoidais complexas com frequéncia negativa. Pode-se observar também,
através da evolugao do MSE mostrada na Figura B.20(c), que o rastreamento é
reestabelecido mais rapidamente quando se utiliza o algoritmo proposto.

A continuacao do desenvolvimento de algoritmos para a adaptacao da largura
de banda de ALNFs envolvera futuramente testes mais extensos. Deve-se analisar
principalmente como o algoritmo precisa ser ajustado para o uso em situagoes onde
o sinal de entrada nao é composto apenas por ruido e pela componente senoidal que

deve ser rastreada.
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Capitulo 4

Inarmonicidade em Instrumentos
de Corda

O modelo mais utilizado para descrever a relacao entre as frequéncias f,, dos modos

de vibracao de uma corda de instrumento musical é dado por |:
fn =nfoV1+ Bn?, n=1{1,2,3,..}, (4.1)

onde n é o numero da parcial, fy é a frequéncia fundamental nominal e B é o
coeficiente de inarmonicidade.

A frequéncia fundamental nominal f é definida como a frequéncia fundamental
de vibragao que a corda teria se fosse perfeitamente elastica. Seu valor é ligeiramente
menor que o da frequéncia fundamental f;.

Os parametros fy e B sao relacionados ao comprimento da corda [l e a tensao

a que esta submetida

_ mE,d
S 6412T

(4.2)

onde as propriedades da corda sao:
B = coeficiente de inarmonicidade,
E,=mobdulo de Young,

d= diametro,

lss = comprimento e

T =tensao da corda.

O coeficiente de inarmonicidade B assume apenas valores positivos. Para cordas
de piano com f; abaixo de 1 kHz, os valores de B sao tipicamente localizados na
faixa (107%,1073). Para cordas com f; acima de 1 kHz, os valores sdo tipicamente
localizados na faixa (1073,1072) [32]. Os valores podem se estender também um

pouco acima ou abaixo dessas faixas, dependendo das caracteristicas das cordas.
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A Equagao (@) reflete o fendmeno de inarmonicidade observado em cordas
de instrumentos musicais. A inarmonicidade é caracterizada por pequenos desvios
positivos nas frequéncias dos modos de vibracao em relagao a uma série harmonica
com razao igual a frequéncia do modo fundamental. Estes desvios, que se devem
a rigidez eladstica do material, aumentam nao-linearmente com o crescimento do
modo observado. Deste modo, os instrumentos de corda geram sinais que podem
ser classificados como quasi-harmonicos.

Particularmente, cada nota de piano é gerada pela vibragao simultanea de uma,
duas ou trés cordas. Os valores de £, das cordas associadas a uma determinada
nota podem variar nao sé6 de modelo para modelo do instrumento como entre as
préprias cordas.

A Equacao (A1) é considerada um bom modelo se o deslocamento transversal
da corda estiver restrito a uma pequena regiao em torno da posicao de equilibrio.
Um modelo completo precisaria levar em conta que a tensao sobre a corda varia
nao-linearmente com seu deslocamento transversal, e que seus modos de vibracao
também dependem da rigidez dos suportes em suas extremidades [33].

O conhecimento do coeficiente de inarmonicidade B e da frequéncia fundamen-
tal nominal jo Eode ser utilizado na sintese de instrumentos musicais por modelos
fisicos [30, ] e em projetos de filtros pente invertido (ICFs, do inglés Inverse
Comb Filters) com atraso fracionario para a andlise de sinais musicais, como mos-
trado por Lehtonen @]

A configuracao bésica de um ICF, mostrada na Figura 4., produz notches com
frequéncias centrais de atenuagao posicionadas sobre multiplos inteiros de fs/L,
sendo f, a frequéncia de amostragem e L o comprimento da linha de atraso z—~.
A configuracao com atraso fracionario, mostrada na Figura B2, produz notches
com espacamento inarmonico através da substituicao da linha de atraso por um

filtro H(z) com resposta de fase nao-linear. Este filtro pode ser projetado usando

estimativas de f; e B visando a anélise de sons de instrumentos de corda ]

x[n] —> ]

L

Figura 4.1: Filtro pente invertido.

A andlise de sinais quasi-harmonicos de instrumentos de corda através de filtros
com multiplas bandas de assagem foi abordada por Thornburg e Leistikow ] e

por Galembo e Askenfelt |43], sendo o projeto de Galembo e Askenfelt voltado para a
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H(z)

Figura 4.2: Filtro pente invertido com atraso fracionario.

analise de sinais de piano, incluindo a estimacao dos parametros B e fy;. Thornburg
e Leistikow ajustam os filtros iterativamente enquanto Galembo e Askenfelt usam

varios filtros realizados através de uma varredura de parametros.

4.1 A Inarmonicidade em Pianos

Um piano comum tem extensao de 88 notas, de La 0 a D6 8, sendo cada uma
produzida usando uma, duas ou trés cordas, dependendo da nota tocada. O principal
motivo para o uso de um numero diferente de cordas por nota é equalizar o volume
do instrumento ao longo de sua extensao. As notas mais graves sao produzidas
usando apenas uma corda por nota. Numa faixa de notas intermediaria sao usadas
duas cordas por nota (o ponto de transicao de uma para duas cordas e a quantidade
de notas produzidas usando duas cordas varia entre pianos). As notas restantes, a
maioria das notas do instrumento, sao produzidas usando trés cordas.

Assume-se comumente que se pode associar um tnico coeficiente de inarmoni-
cidade a cada nota, mesmo aquelas geradas usando duas ou trés cordas. Deste
modo, existiriam 88 diferentes coeficientes de inarmonicidade para estimar a partir
de um piano comum. Sabe-se porém que afinadores de piano podem estabelecer
afinacoes ligeiramente diferentes para as cordas associadas a uma mesma nota. Este
procedimento serve para ajustar a envoltéria temporal da nota [44]. As pequenas
diferencas estabelecidas entre as cordas nao sao relevantes o suficiente para provocar
a sensacao de desafinacao, porém podem causar dificuldades para a determinacao de
um coeficiente de inarmonicidade tinico por nota. Isto ocorre porque os coeficientes
dependem das tensoes sobre as cordas (4.2).

Os valores dos coeficientes de inarmonicidade ao longo das notas de um piano
podem ser modelados numa escala logaritmica como a soma de duas assintotas line-

ares B, IB] Cada assintota pode ser associada a um dos cavaletes do instrumento

10s cavaletes sdo estruturas que repousam sobre a tdbua harménica e estabelecem para cada
corda um de seus nds de vibragao. Os pianos tém dois cavaletes: o cavalete de graves (bass bridge)
e o cavalete de médios e agudos (treble bridge).
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A curva de coeficientes By () resultante deste modelo é dada por

By(l) = 89 4 ), (4.3)
by(0) = sl +y,, (4.4)
b (0) = sl +y,, (4.5)

sendo ¢ o indice MIDI da nota, {s,,y,} os parametros que pesam predominan-
temente no comportamento da curva Bp[f] para as notas graves e {s.,y,} os
parametros que pesam predominantemente o comportamento da curva By[f] para
as notas médias e agudas. No protocolo MIDI (Musical Instrument Digital Inter-
face) M, p. 87], os indices MIDI das notas identificam 128 notas musicais em escala
cromatica. As 88 notas de um piano comum sao identificadas por nimeros de 21 a
108. Deste modo, m € {21, ...,108}.

A Figura mostra uma curva tipica obtida através deste modelo usando os

parametros {s,,y,} = {—0,09, —6,87} e {s,,v,.} = {0,09, —13,70} ]

10"

21 30 40 50 60 70 80 90 100 108
indice MIDI ¢

Figura 4.3: Curva de coeficientes de inarmonicidade obtida através de modelagem.
Apesar das mudancas fisicas na montagem de cordas ao longo da extensao do

teclado (como a mudanca entre cavaletes, o uso de diferentes niimeros de cordas e o

uso de cordas envoltas para as notas mais gravedi), os fabricantes de pianos buscam

2Uma corda pode ser fabricada envolta por um enrolamento metalico para abaixar seu pitch
sem aumentar excessivamente seu diametro ou comprimento.
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produzir transi¢oes suaves de timbre entre notas contiguas no instrumento M] Isto
produz também transicoes suaves entre os coeficientes de inarmonicidade de notas
contiguas. Particularmente, pode-se esperar que os valores de coeficientes associadas

a notas vizinhas sejam préximos.
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Capitulo 5

Filtros Notch Adaptativos com
Coeficientes Modelados por um
Polinomio

Na implementagao em cascata do ANF de Nehorai, cada se¢ao do filtro produz um

notch entre 0 e m com frequéncia w,, determinada pelo coeficiente a,,. A funcao

de transferéncia deste filtro, definida em (2Z3)), e a relagao entre a,, e w,, definida

em (24)), sdo repetidas em (B.1]) e (52):

H(z) = [T Hul2) = [T 5 U (5.1)

—1 2 ,—27
—+ aAm 2 + z
m=1 m=1 Pmlm Prm

U, = —2 COS Wy, (5.2)

Propoe-se modelar os coeficientes a,, da Equacao (B.1]) através de um polinomio
definido em funcao da varidvel m ] Esta abordagem permite que o numero
de parametros utilizados para controlar as posicoes dos motches seja menor que o
nimero de secoes cascateadas. Além disto, o filtro resultante mantém uma relagao
construtiva entre seus coeficientes que favorece o rastreamento de parciais quasi-

harmonicas.

5.1 Modelagem

O modelo proposto é dado pelo polinomio em m

Uy = Zg@lml. (5.3)

36



Considerando que o limite inferior de a,, é —2, pode-se fazer o= —2. Deste modo,
a,, serd igual a —2 quando, para [ > 1, ¢, for igual a 0. O modelo resultante é dado

por
L

Uy = Z o,m! — 2. (5.4)
=1

Utilizando este modelo, cada frequéncia de notch fica atrelada ao modelo polino-
mial através das Equagoes (0.4]) e (B2). A adaptacao do ANF pode entao ser feita
através dos L parametros do polinomio, em vez dos M coeficientes da Equagao (5.1]).

Um procedimento simples para a inicializa¢ao dos parametros ¢, consiste em re-
solver um sistema de equagoes lineares (determinado ou sobredeterminado), formado

pela combinagao das Equagoes (5.4) e (5.2), resultando em
L L-1 _
om” 4@, m"T 4 om — 2 = —2C0S Wy, (5.5)

A Figura B mostra os valores do coeficiente a,, correspondentes a série
harmonica de 1 kHz para uma taxa de amostragem f, = 44,1 kHz (w,, =
mx 0,125 rad /amostra), obtidos usando a Equacao (5.2). Mostram-se também os va-
lores de a,, obtidos através do modelo polinomial com ordem L = 3. Os parametros
¢, foram obtidos de um sistema de Equacoes (5.5) resolvido para m = {1,8,16}.
Esta escolha mostra que, com um polinomio de ordem 3, pode-se obter uma boa
aproximagao dos coeficientes referentes a essa série harmonica em quase todo o es-
pectro.

A préxima secao mostra o desenvolvimento de um algoritmo adaptativo para os
parametros ¢, do modelo polinomial proposto. O objetivo é rastrear M componentes
senoidais em sinais quasi-harmonicos através da adaptagao de L parametros de um

polindémio, sendo L < M.

5.2 Algoritmo para a Adaptacao do Modelo

O desenvolvimento deste algoritmo segue a abordagem recursiva utilizada por Neho-
rai B] para adaptar seu projeto ANF. No entanto, deve-se adaptar os parametros
¢, da Equagao (5.4) em vez dos coeficientes b,, da Equagao (2.]). Diferentemente
de Nehorai, utiliza-se a estrutura em cascata mostrada na Figura

O desenvolvimento de algoritmos adaptativos para ANF's através deste tipo es-
trutura busca a minimizagao da energia do sinal de saida de cada secao. Esta
abordagem parte do pressuposto que, se os notches forem suficientemente estreitos,

cada secao pode ser adaptada independentemente , , , ]

Sendo A,,(q) =1+ a,g ' + ¢ 2 onde ¢! é o operador atraso unitario, a saida
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Figura 5.1: Valores dos coeficientes a,, correspondentes a notches centralizados sobre
uma série harmonica e aproximacoes obtidas utilizando o modelo polinomial com
ordem 3.

e[0,n] e[l,n] e[2,n] e[M—1,n] e[M,n]
—> H,(?) > H,(z) > oo —> Hy(z) >

Figura 5.2: Se¢oes ANF arranjadas em cascata. Cada segao é utilizada para rastrear
uma componente senoidal.

da m-ésima secao pode ser escrita como

Am(q)
Ap(pmaq)

elm,n| = elm—1,n (5.6)
onde n é o indice amostral e ][0, n] se refere ao sinal de entrada.
Rearranjando a Equacao (5.0) e tomando sua derivada em rela¢ao ao parametro
@1, obtém-se
O(Am(pmq)elm,n]) _ 9(Am(g)e[m—1,n])

p— . 5.7
dpy iy ( )
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Pela regra do produto, segue

(5.8)
de[m, n|

Definindo a derivada ,[m,n] = — , pode-se, através da Equagao (54,

dyy

reescrever (B.8]) como

O (L+pm(pym™N- -+ o,m=2)g 4+ pr g%
D
O L+ (o ym™N+- - - +o,m—2)g H+q72)
ol

€[m> n] _wz [mv n]Am (pmqil) =

E[m_lvn]_¢l[m_1an]Am (q_l)v (59)
resultando em

pmmelm,n—1] — ¥, [m,n]A,(pmq) = m"elm—1,n—1] — ¢, [m—1,n|A..(q).
(5.10)

A Equagao (5I0) pode ser resolvida para 1, [m, n]:

m*(—e[m—1,n—1] + pme[m,n—1]) + ¢, [m—1, n]Am(q)'

dilm.n] = A, (Pmq)

(5.11)
A atualizagao dos parametros ¢, pode ser obtida através de um algoritmo de

Erro de Equacao (EE, do inglés Equation Error) @, Cap. 9]. Para isto, deve-se

primeiramente obter uma expressao recursiva para a derivada 1), [m, n].

Definindo B[m,n|=—e[m—1, n—1]+ pne[m, n—1], pode-se reescrever (5.11]) como

_ Bl + 4 =L ()

m,n| = 5.12
W, [m, n] Ao o) (5.12)
Pode-se notar que ,[0,n] = _658[0, " = 0. Desse modo, para m = 1,
i
B[L.n]
1,n] = 22" 5.13
Bl = e (.13

Substituindo A,,(¢) = 1+ ang~* + ¢ 2 na Equacao (5.13)), obtém-se

m"Bim,n] + ¥, Im—1,n](1 + ang " + ¢2
wl[m7n] = [ ]1 + l[ _1]( 2 -2 ) (514)

Pode-se entao, aplicando os operadores de atraso, obter ¢,[m,n] em formato recur-
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sivo,

d}l[mﬂﬂ = mnﬁ[mﬂl] - pmamwl[mv n_l] - p$n¢l[m7n_2]
+ Yfm—1,n] + apiim—1,n—1] + ¢ jm—1,n-2]. (5.15)

Pode-se entao construir o algoritmo adaptativo usando a Equacao (B.13]), onde

cada parametro ¢, é adaptado em funcao das M saidas da cascata de se¢oes ANF:

Sendo

eln]=lp,[n] @ln] oy ]l

plm,n] = [1[m,n] Pa[m,n]- - Pr[m, nHTv
A um fator de esquecimento (0 < A <1)e

P, a estimativa da inversa da matriz Hessiana referente a m-ésima segao IIR do
filtro @]

Algoritmo 3
Algoritmo para a adaptacao do modelo polinomial

1. for m=1to M do

L
2. Ay = Z @, [n)m! — 2,
=1

3. elm,n] =em—1,n] + apelm—1,n—1] + em—1,n—2]

—pmamelm,n—1] — p?.elm,n—2],

4. Blm,n]|=—e[m—1,n—1] + ppe[m,n—1],
5. for/=1to L do
6. Uilm,n] = m™ Blm, n] — pmantilm,n—1] — p?[m,n—2]

+im—1,n] + aphm—1,n—1] + ym—1,n—-2|,

7. end for

Q. p.—(p. . Pm,nfl’lf[my n)’ [m, n)P o1 17
7 7 A+ ’lp [mv n]Pm,nfl’lp[m, n] A

9. end for

10. pln] = @ln—1] + % S Py tplm, nlelm, .

m=1

'Nesse caso, como existem L parametros adaptativos, P,, , tem tamanho L x L.
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5.2.1 Adaptacao do Raio dos Polos

Na implementacao original do ANF de Nehorai B], o raio dos polos foi implementado

como uma func¢ao do tempo de acordo com
pln+1] = p’p[n] + (1—p°)p*, (5.16)

onde p° uma constante com valor entre 0 e 1 e p™ é o valor final desejado para
o raio. Nesta abordagem, o valor inicial do raio p[l] deve ser escolhido de forma
que cada notch tenha, no inicio da adaptacgao, largura suficiente para afetar uma
extensa faixa frequencial. Ao longo do tempo, se p> > p|[1], os notches ficam mais
estreitos, possibilitando um rastreamento mais preciso. Esta implementacao, eficaz
na identificacao das componentes senoidais de sinais estacionarios, nao funciona
bem com sinais nao-estacionarios, dado que nao ha dependéncia entre a dinamica
das frequéncias das componentes de entrada e a largura dos notches.

Dragosevi¢ e Stankovic¢ ﬂ, Ig, @] demonstraram que, utilizando a representagao
em cascata do filtro, a individualizacao e implementacao adaptativa dos valores de
p favorece o rastreamento de sinais nao-estacionarios. Como discutido na Segao B.1]
diferentemente do ALNF de Regalia, a adaptacao do raio dos polos do ANF de
Nehorai pode ser guiada através da minimizacao da energia do sinal de saida. No

algoritmo recursivo desenvolvido em ], os regressores 1,[m, n/, calculados como

(amq™" + 2pm[n]q?)e[m, n]

= 5.17
Ol = T il T+ il o4
sao utilizados para adaptar cada p,, através de
pm[n+1] = pm[n] + (1 - )‘P)R[ma n]_ld}p[mv n]s[m,n], (518)
sendo
R[m,n] = Rlm,n—1] + (1 — \,)(¢, [m,n] — Rlm,n—1)). (5.19)

5.2.2 Adaptacao dos Fatores de Esquecimento

Assim como os raios dos polos, os fatores de esquecimento A e A\, também podem ser
variantes no tempo e diferentes para cada secao. Resultados em ] mostram que se
pode aprimorar o rastreamento frequencial se o fator de esquecimento A, referente

a etapa 8 do Algoritmo (@], for implementado como

A, n+1] = (1=0)A[m, n] + dpm[n+1], 0<d< 1. (5.20)
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onde \,[m,n| deve ser maior do que A\[m,n] para que p,,[n| varie mais lentamente

do que a,,. Esta propriedade é implementada neste trabalho através das equagoes

Alm,n + 1] = min {(1=8)A[m, n] + dpm[n+1]K, Amax } (5.21)

Aplm, n41] = min {(1-5)A,[m, n] + dpm[n+1]K,, Amax} (5.22)

sendo K e k,, valores reais ligeiramente maiores que 1.

5.3 Detalhes de Implementacao

No rastreamento frequencial de um sinal com multiplas componentes se faz ne-
cessario estabelecer restrigoes a dinamica das varidveis adaptativas ¢;[n] e pp[n]
motivadas pelas caracteristicas do sinal. As se¢oes seguintes descrevem procedimen-
tos para a realizacao dessas restrigoes. Considera-se que os sinais de entrada podem
ser modelados como muiltiplas componentes senoidais (parciais), quasi-harmonicas

e nao-estaciondrias, inseridas em ruido branco Gaussiano.

5.3.1 Fatores de Qualidade Maximo e Minimo

Como o rastreamento de um sinal ruidoso pode ser prejudicado se a largura de
banda de um notch for reduzida excessivamente, cria-se um limite superior para p,,.
Define-se este limite através de um fator de qualidade maximo Q.x. O fator de
qualidade de uma secao m pode ser calculado através de sua largura de banda, dada

por [
BW[m,n| = n(1—pmn[n]). (5.23)

Assim, obtém-se o fator de qualidade

. W[N]
Dado Qnax, segue que
Pmax|m,n] =1 — gm—[njr (5.25)

Também se define um limite inferior para p,,[n] em funcao de um fator de qualidade
minimo Qui,. O limite inferior ajuda a prevenir que uma segao atenue significativa-

mente componentes que devem ser rastreadas por secoes vizinhas. O limite inferior
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Pmin|m, n] é dado por
Win[n]

Qminﬂ' ‘

Pmin|m, 1] =1 (5.26)

5.3.2 Inicializacao

O rastreamento de parciais através de ANF's é sensivel a inicializagao dos coeficientes
do filtro. Pode-se reduzir este problema inicializando-os de forma que as frequéncias
de notch correspondentes estejam na vizinhanca das frequéncias-alvo. Porém, este
procedimento requer conhecimento prévio sobre o sinal analisado, o qual muitas
vezes nao esta disponivel. Por esse motivo apresenta-se um método de inicializacao,
em 3 passos, que prescinde de informagoes prévias sobre o sinal analisado.

No 1° passo utiliza-se uma unica secao do filtro para localizar uma das parciais
presentes no sinal. No 2° passo utiliza-se uma segunda secao, cascateada com a
primeira, para localizar e rastrear uma segunda parcial. No 3° passo utiliza-se o
modelo polinomial proposto para rastrear M parciais do sinal analisado. Estes

passos sao detalhados a seguir.

1° passo
Inicializa-se a secao m = 1 do filtro de forma que sua frequéncia de notch
esteja em uma posicao arbitraria wy. Devido a implementacao adaptativa de
p1, seu valor tende a aumentar quando a frequéncia de notch se aproximar
da frequéncia de uma parcial qualquer. Este aumento é acompanhado pelo
aumento do fator de qualidade Q[1,n], através de (5.24]). Desse modo, Q[1,n|
pode ser utilizado para indicar se uma parcial foi localizada. Como a evolugao
de Q[1,n] pode ser ruidosa, utiliza-se como indicador uma versao suavizada

dada por

Q[m,n] = (1-0,)Q[m,n — 1]+0,Q[m,n], 0<4, <1, (5.27)

calculada para m = 1. O 2° passo se inicia quando Q[1,n] ultrapassar um
limiar Q7. Nesse ponto se conhece a frequéncia de uma das parciais do sinal

mas nao se sabe qual é sua posi¢ao na série de componentes quasi-harmonicas.

2° passo
Inicializa-se uma nova secao ANF de forma que sua frequéncia de notch wsy
seja ligeiramente mais elevada que w;. Como a parcial rastreada pela 1* secao
é atenuada em sua saida, a 2% secao do filtro tende a rastrear outra parcial. A
inicializacao de wy é realizada com uma frequéncia mais elevada porque w; pode
estar rastreando a frequéncia fundamental. Neste caso, a inicializagao com
uma frequencia mais baixa poderia levar o notch a se dirigir para a frequéncia

zero. Assim como no 1° passo, utiliza-se uma versao suavizada do fator de
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qualidade da 2% sec¢ao do filtro, calculada usando a Equacao (5:27)) com m =2,

para indicar se outra parcial foi localizada.

Simultaneamente, para cada nova amostra n, calcula-se a razao entre as

frequéncias de notch wi[n] e wo[n] na forma

min{w [n], we[n]}

rin] = : (5.28)

max{w;[n], ws[n]}

e gera-se a versao suavizada 7[n] = (1-9,)7[n — 1] + §,7[n], 0 < 0, < 1.

O 3° passo se inicia quando Q[2, n] ultrapassar o limiar Q7.

3° passo
No inicio do 3° passo, compara-se 7[n| com os elementos de um conjunto
rp formado por razoes entre pequenos numeros inteiros 1 e 7y, onde 1 < 7,
como {1/2,1/3,1/4,2/3,2/5,3/4,3/5,4/5,4/7,5/6,5/7,6/7}. O valor de r,
mais proximo de 7[n] é provavelmente igual & razdo entre as posi¢oes das
parciais rastreadas na série quasi-harmonica. O numerador correspondente 7
indica qual é a posigdo da parcial com frequéncia min{w;[n],ws[n]}. Deste
modo, pode-se inicializar os parametros ¢, do modelo polinomial através da
resolucao de um sistema composto pela Equagao (&.3]), resolvido para L valores
arbitrarios de m, sendo w,, = (m/n) min{w; [n],ws[n]}. As razoes no conjunto
ry, foram escolhidas assumindo que nenhuma parcial, ou somente uma parcial,
estaria localizada entre as frequéncias wy[n] e we[n]. Esta suposigao é razodvel
desde que se inicialize wy[n] proxima a wi[n]. Desse modo, é pouco provavel
que a segunda secao do filtro perca duas ou mais parciais subsequentes antes

de conseguir iniciar um rastreamento.

Se wi[n] e waln| estiverem em relagao de oitava, utiliza-se uma terceira se¢ao
do filtro para determinar se existe uma parcial com frequéncia intermediaria.
Inicializa-se esta secao com sua frequéncia de notch sobre o valor médio de
wi[n] e woln]. Ao longo do rastreamento, calcula-se a versao suavizada de seu
fator de qualidade Q[3,n] usando a Equacao (5.27). Quando Q[3,n] ultrapas-

sar o limiar ()7, calcula-se

ws[n| — min{ws[n] — wa[n|}

(5.29)

foet = [ws[n] — wn [n]]

O subscrito ‘oct” em 7, se refere a palavra octave, dado que se busca desam-
biguar a ocorréncia de parciais em relacao de oitava. A localizacao de uma

parcial entre wy[n] e wy[n] serd indicada por roq = 0,5.

Pode-se, alternativamente a inicializagao proposta, utilizar uma técnica hibrida

que combine, por exemplo, uma analise espectral com a filtragem adaptativa.
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Os valores utilizados na inicializacao dos testes de rastreamento apresentados na
Secao B4 sao listados no Apéndice [El Estes valores foram escolhidos experimental-
mente, buscando estabelecer uma inicializacao que desse robustez ao rastreamento,

independentemente das configuracoes dos testes realizados.

5.4 Testes de Rastreamento do Modelo Polino-
mial

Nesta secao mostram-se os resultados de testes de rastreamento realizados sobre
sinais quasi-harmoénicos. Os sinais de entrada ¢[0,n| sdo formados por parciais se-

noidais com evolugao frequencial em chirp e distribuigao dada pelo modelo ([@.T]).

el0,n] = Z A, cos(0,[n] + ¢,) + bln]. (5.30)

Para uma dada parcial p, A, é sua amplitude, ¢, ¢ sua fase (aleatdria) e b[n]
¢ ruido branco gaussiano. A frequéncia instantanea v,[n] = d(6,[n])/dn, alvo do

rastreamento, é dada por

Vp[n] = pdo[n]\/1+ Bp?. (5.31)

Os parametros usados no testes foram: P =8, A, =1, SNR = 20 dB, frequéncia de
amostragem f; = 44,1 kHz e coeficiente de inarmonicidade B = 0,003.

Utilizou-se um ANF composto por 7 secoes e modelo polinomial com ordem
3 para rastrear as 7 primeiras parciais do sinal de entrada. Foram criadas, para
cada sequéncia de frequéncias alvo testada, 8 realizacoes do sinal de entrada. Cada
realizacao dura 1 segundo e possui um conjunto diferente de fases iniciais ¢, definido
aleatoriamente.

Na Figura[B.3 mostra-se o resultado de um rastreamento realizado sobre um sinal
com frequéncia fundamental inicial f3[0] = 800 Hz (sendo fy[0] = ¥[0](fs/27)).

Pode-se observar que todos os passos ocorrem corretamente, com a localizacao de
uma das parciais no 1° passo, de outra no 2° passo, e do conjunto das M primeiras
parciais no 3° passo. Pode-se observar também um problema no uso da inicializagao
em passos: nao se obtém estimativas de todas as frequéncias alvo durante os passos
1 e 2. Para solucionar este problema, pode-se continuar o rastreamento sobre o
mesmo sinal invertido no tempo, isto é: sendo N a amostra final do sinal de entrada,
continua-se o rastreamento usando o sinal £[0,n| paran = {N,N—1, N—=2,--- [1}.
Dessa forma, pode-se rastrear as frequéncias correspondentes a duragao dos passos
le?2.
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Figura 5.3: Rastreamento de parciais quasi-harmonicas em chirp com fyl0] =
800 Hz. As trajetérias das frequéncias alvo sao mostradas em linhas tracejadas
e as frequéncias rastreadas sao mostradas em linhas continuas.

As Figuras a mostram os resultados dos testes realizados com fy[0] =
500 Hz e fo[0] = 1 kHz. Nelas, pode-se observar que as trajetérias rastreadas
acompanham com proximidade as trajetérias das frequéncias alvo.

As Figurasb.2T]a[5.28 mostram os resultados dos testes realizados com frequéncia
fundamental inicial igual a 350 Hz. Nota-se que a frequéncia mais baixa da série
nao pode ser rastreada em todas as realizacoes. Esta perda reflete a dificuldade de
rastrear parciais com frequéncias préximas de zero utilizando ANFs IIR em forma
direta, como o ANF de Nehorai [51]. Regalia mostra em H] que, para rastrear
parciais com frequéncias préximas de zero ou da frequéncia de Nyquist, existe maior
risco de instabilidade quando se utiliza ANFs IIR em forma direta do que quando
se utiliza ANFs IIR em treliga (ALNFs). Apesar disso, as frequéncias de notch do
filtro convergem para as outras frequéncias-alvo. Pode-se ressaltar que, neste caso,

350 Hz corresponde a apenas 1,6% da frequéncia de Nyquist.

46



9000} | — — — frequéncias alvo i

8000F frequéncias rastreadas S~ — |
7000F =~ T~
6000- ~ /\

5000F

“‘4000}/ /,//\\\\
-]

3000

(Hz)

20000 |
0000 L
0 L L L L L L L

0 1k 2k 3k 4k 5k 6k 7k 8k 9k
n (amostra)

Figura 5.4: Rastreamento de parciais quasi-harmonicas em chirp com f,[0] = 800Hz
usando reversao temporal do sinal de entrada.
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Figura 5.5: Realizagao 1, fy[0]=500Hz.  Figura 5.6: Realizacao 2, f,[0]=500Hz.
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Figura 5.7: Realizagao 3, fy[0]=500Hz.  Figura 5.8: Realizacao 4, fo[0]=500Hz.
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Figura 5.9: Realizacgao 5, fy[0]=500Hz. Figura 5.10: Realizacao 6, fy[0] =500Hz.
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Figura 5.11: Realizagao 7, fo[0]=500Hz.  Figura 5.12: Realizagao 8, fo[0]=500Hz.
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Realizacao 1, fo[0]=1kHz.
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Figura 5.17: Realizagao 5, fo[0]=1kHz.
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Realizagao 7, fy[0]=1kHz.
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Figura 5.14: Realizacao 2, fy[0]=1kHz.
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Figura 5.16: Realizacao 4, fy[0]=1kHz.

1200
10004
8000
£ 6000

4000

45k 6,75k 9k

0 225k
n (amostra)

Figura 5.18: Realizagao 6, fy[0]=1kHz.
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Figura 5.20: Realizacao 8, fo[0]=1kHz.
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Figura 5.21: Realizagao 1, fy[0] =350 Hz.
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Figura 5.23: Realizagao 3, fy[0] =350 Hz.
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Figura 5.25: Realizacao 5, fy[0] =350 Hz.
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Figura 5.27: Realizacgao 7, fy[0] =350 Hz.
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Figura 5.22: Realizagao 2, fy[0] =350 Hz.
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Figura 5.24: Realizacao4, fy[0] =350 Hz.
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Figura 5.26: Realizagao 6, fy[0] =350 Hz.
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Figura 5.28: Realizacao 8, fy[0] =350 Hz.



A Figuras (.29 a [5.36] mostram os resultados dos testes realizados com f,[0] =
1,5 kHz. Pode-se observar que, com o crescimento da distancia frequencial entre
as parciais devido ao aumento da frequéncia fundamental e a inarmonicidade do
sinal, o rastreamento da 7% parcial pode sofrer um desvio em direcao a trajetéria
frequencial da 8* parcial. Isto ocorre porque a ordem escolhida para o modelo é
pequena demais para possibilitar o rastreamento preciso das 7 primeiras parciais.
Pode-se solucionar este problema aumentando a ordem do polinomio que modela os
coeficientes a,,. As Figuras [£.37 a [5.44] mostram os resultados de testes realizados
usando um polinomio de ordem 4. Nelas pode-se observar a correcao dos desvios
ocorridos no teste anterior. Por outro lado, o aumento da ordem do polinémio nao
pode ser usado para resolver o problema de rastreio de baixas frequéncias. Este
problema decorre da estrutura do filtro [1] e nao reflete uma limita¢do do modelo
polinomial no estabelecimento de coeficientes coerentes com uma série de parciais
que contenha componentes com baixa frequéncia.

Buscou-se, com a utilizagao dos sinais sintéticos apresentados nesta secao, testar
controladamente os limites do rastreamento através do modelo polinomial. Planeja-

se futuramente estender os testes com a utilizagao de sinais reais.

— —

f (Hz
7 (i

% 225k a5k 675k 9k 0 225k 45k 675k 9
n (amostra) n (amostra)

Figura 5.29: Realizacao 1, fo[0]=1,5kHz.  Figura 5.30: Realizacao 2, fo[0]=1,5kHz.
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Figura 5.31: Realizagao 3, fo[0]=1,5kHz.  Figura 5.32: Realizacao 4, fo[0]=1,5kHz.
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Figura 5.33: Realizacao 5, fo[0]=1,5kHz.  Figura 5.34: Realizacao 6, f;[0]=1,5kHz
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,5kHz.  Figura 5.36: Realizagao 8, fy[0]=1,5kHz

Figura 5.35: Realizagao 7, fy[0] =1
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Figura 5.37:
Realizagao 1, L = 4, fy[0]=1,5kHz.

15000
g 10000
S
5000
0
0 2,25k 4,5k 6,75k 9k
n (amostra)
Figura 5.39:

Realizagao 3, L =4, fy[0]=1,5kHz.
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Figura 5.38:
Realizacao 2, L = 4, fy[0]=1,5kHz.
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Figura 5.40:

Realizacao 4, L = 4, fy[0]=1,5kHz.
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Figura 5.41:
Realizagao 5, L = 4, fy[0]=1,5kHz.
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Figura 5.43:

Realizagao 7, L = 4, fy[0]=1,5kHz.
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Figura 5.42:
Realizacao 6, L = 4, fy[0]=1,5kHz.
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Capitulo 6

Filtros Notch Adaptativos com
Coeficientes Definidos por um

Modelo de Inarmonicidade

Dado que existem relagoes simples entre os coeficientes de ANFs de 2* ordem e
suas frequéncias de notch, como nas Equagoes (24) e (Z7), alguns algoritmos de
rastreamento usam essas frequéncias diretamente como seus parametros adaptati-
VoS @@] Esta abordagem também é usada em projetos de ANFs que conjugam
modelos harmonicos com a adaptacao direta de apenas um parametro frequencial.
Neste caso, o parametro adaptativo é a frequéncia de notch associada a frequéncia
fundamental do sinal, e as frequéncias dos outros notches sao definidas pela série
harmonica correspondente |4, E’)E] Propoe-se neste capitulo uma abordagem simi-
lar, porém voltada para o processamento de sinais quasi-harmonicos gerados por
instrumentos de corda.

Em vez de se utilizar apenas a frequéncia fundamental como parametro adap-
tativo, utilizam-se os parametros do modelo de inarmonicidade para cordas ﬂj]
a frequéncia fundamental nominal e o coeficiente de inarmonicidade, discutidos no
Capitulo @l Deste modo, a adaptacao das M secoes do filtro passa a ser realizada
através do ajuste de apenas 2 parametros.

Considerando que alguns instrumentos de corda podem gerar tons muito graves
e que, para frequéncias muito baixas, o ANF de Nehorai apresenta problemas de
rastreamento e de risco de instabilizacao |1, H], opta-se por realizar o filtro usando
o ALNF de coeficientes reais de Regalia.

A Figura mostra a implementagao em cascata deste filtro (similar & imple-
mentacao em cascata do ANF de Nehorai), sendo H,,(z) a fungao de transferéncia
associada a se¢ao m.

Pode-se entao usar a Equagao (] para restringir as frequéncias de notch ao
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e[0,n] e[l,n] e[2,n] e[M-1,n] e[M,n]
— > H1(Z) > H2(Z> o /> HM(Z) >

Figura 6.1: Se¢oes ALNF arranjadas em cascata.

modelo de inarmonicidade para cordas. Desta forma, cada w,,[n] deve obedecer a

Wi [n] = mn[n]\/1+ BlnJm?, (6.1)

sendo wy[n] o parametro referente ao rastreamento da frequéncia fundamental nomi-

relacao

nal wo[n] e B[n] o pardmetro referente ao rastreamento do coeficiente de inarmoni-
cidade B. Cabe ressaltar que, apesar de B ser uma constante, B[n] ¢ implementado
como um parametro adaptativo.

Cada secao do filtro é composta por uma estrutura em trelica, como mostrado

na Figura (6.2). Nesta implementagcao, cada se¢ao do filtro produz um notch com

COS T cos b,

glm—1,n] : {>—>@ {>—>®7

—sen T sen 6, —sen6,,

cos b,

21 |¢ ( >‘ < -1

A

{ﬁ—»a[m,n]

Figura 6.2: Secao m do filtro adaptativo

frequéncia determinada por

wmln] = O,ln] + g (6.2)
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6.1 Algoritmo para Filtragem Adaptativa Usando

O Modelo de Inarmonicidade

Nesta segao desenvolve-se um algoritmo para a adaptagdo dos parametros wg[n| e
B[n] Assim como na Secao [1.2] este desenvolvimento visa a minimizagao da energia
do sinal de saida de cada secao do filtro partindo do pressuposto que, se os notches
forem suficientemente estreitos, cada secao pode ser adaptada independentemente.

Pode-se derivar um algoritmo do tipo LMS nao-linear [57] para a adaptacao de
@oln] e B[n] a partir da férmula de atualizacio por gradiente descendente. Consi-

derando um parametro genérico 3, sua atualizacao é dada por

1 9Jn]

ln+1] = Bln] - 5u=5 2%,

(6.3)

onde J[n| é uma fungao de custo. Nas aplicagoes de rastreamento frequencial através
de filtros notch em cascata, define-se o erro do processo para uma secao como
elm,n] = dlm,n] — e[m,n], sendo o sinal desejado d|m,n] = 0. Deste modo, o
erro quadrético se torna e*[m,n] = £2[m,n]. Sendo J[n| o erro quadrdtico médio,

segue que

dJn]  OFE {e*[lm,n|} de[m, n]
o5 95 =2F {5[m,n]7}. (6.4)

Oelm, n]

9B

Substituindo o valor esperado F {5[m,n] }, desconhecido, pelo valor ins-

delm, n]

p

tantaneo £[m, n] obtém-se a férmula de atualizagdo
Oe[m,n|

5 (6.5)

Bln+1] = Bn] — pelm, n]

Deve-se agora calcular a derivada %ﬁ,n] para ([n] = @o[n] e Bn] = Bn).

O sinal de saida da m-ésima se¢ao [m, n] pode ser expresso, usando o operador

atraso unitério ¢~!, como
elm,n] =e[m—1,nlH,,(q), (6.6)

sendo

Hy,(q) = 5 (14 Anlq)) (6.7)

DO | —

senT +senf,,(1+sent)g ™t + ¢ 2
Am(q) = ( )

= . 6.8
1+senb,,(1+sent)g~! + (sent)qg=2 (6.8)
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A partir da Equagao (6.4), pode-se escrever

9 (elm,n]) _ 0(e[m—1,n]Hn(q))

0 _ 53 . (6.9)
Desse modo,

0 (&?gg, nl) _ 0 (5[772; 1,n)) H,(q) +e[m—1,n] 0 (%TE(Q)) . (6.10)
A Equagao (6I0) pode ser reescrita como

a(gggvn]) _ 8(5[7?);1’71])]—1771((1)—l—s[m—l,n]a(/g—%@))- (6.11)

O primeiro termo a direita da Equacao (6.I1]) caracteriza uma recursao entre segoes
subsequentes. Deve-se portanto calcular as derivadas na mesma sequéncia de co-
nexao dos filtros. Observa-se que, dado que o sinal de entrada £[0, n| independe dos

parametros adaptativos,

9 (£[0, n]) _
95 H,.(q) = 0. (6.12)
Fazendo as substituicoes Op,[n] = wpln] — 7/2 € wmln] = mao[n]\/1+ Blnjm?,
obtém-se para [ = @y
_ =2yl
a(Anj(Q)) — /1 —i—E[n]m? <Senwm[n] (I+sent)(—1+sen7)(l—gq )q2 ) |
D (1 — coswp[n] (1 +sent)q™! + (sen7)g=2)
(6.13)
e para § = B[n]
0(Am(q) m3wo[n] (senwm[n] (14+sent)(—1+sen7)(1— q_z)q_l)
OB 21/1 + Blnjm? (1 — coswp[n] (14 sen7) gt + (sen7)g=2)>
(6.14)
As Equagoes ([6I3]) e (614) sao dadas em fungdo de um mesmo termo
senwp,[n] (1 +sen7)(—=1+sen7) (1 —q 2)g~!
O RSO E L T al R
(1 —coswp[n| (1 +sen7)qg=! + (sen7)g2)

Regalia apresentou em ﬂﬂ, p. 575] um algoritmo adaptativo que visa a adaptacao
de 0, em funcao do termo M (q). Para isto utilizou uma trelica adicional. Na sua
implementagao, porém, nao aparece a recursao estabelecida na Equagao (E.11]).

Definindo as funcoes

d (Am(q))

Guwo|m,n] = e[m—1,n] e

(6.16)

o8



d (AW}(Q))

gslm,n] = elm—1,n] , (6.17)

pode-se montar a estrutura, mostrada na Figura em funcao do parametro
9 (elm,n]) 0(e[m,n])
e —.

Oy 0B

genérico 3, para o calculo de
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cos b

elm—1,n]

1\a
&

senT —senT
! CcoST l cos
/+ < /I ~—1 + ~—1
N ~ -
1
2 .
'|> > c[m,n] L+sens
COST
CcOST cos 6
; o
'S
senTt —senT senf —send
COST cos bt
v
z1 + < z1

my/ 1+ B[n]m’-’
—i>—> Guo |, 1]

m>@y[n]

24/1+ B[n m?2

J (g[m—1,n])

» gplm.n]

™~
l/

COST

Jp

senT

M\
)

g [m,n]

Figura 6.3: Estrutura para o cédlculo de

60



6.1.1 Implementacao Detalhada

Nesta secao detalha-se o procedimento de implementagao do algoritmo para filtra-
gem adaptativa usando o modelo de inarmonicidade. No Apéndice [G] encontram-se
os valores de inicializacao do algoritmo utilizados na estimacao de coeficientes de

inarmonicidade descrita na Segao

Procedimento

Para cada nova amostra n, atualize o passo p como u = ap+ (1 — a) pimax, sendo
a uma constante com valor entre 0 e 1 e fiyax 0 valor limite de p. O objetivo é au-
mentar gradualmente os passos de adaptacao, evitando assim ajustes muito rapidos
durante o periodo de ataque da nota. Nesse periodo a distribuicao de energia no
espectro frequencial é usualmente mais complexa do que as distribui¢oes observadas
nos periodos de decaimento e sustentacao. A adaptacao mais lenta ajuda a evitar
que os notches se encaminhem para frequéncias de componentes transitorias.

Realize a filtragem usando, para m = 1 até M, os 10 passos a seguir:

1: Para a 1° trelica, calcule

[gl[m,n]] _ [cos T —sen T] le[m—l,n]]
p1[m, n] sen T  COS T yilm,n] |’

g[m,n] = % (e[m—1,n] 4+ p1[m,n]),
calm,n] = % (e[m—1,n] — pu[m, n])
film,n] = x1[m, n| (%) )

2: Para a 2¢ trelica, calcule
g2[m,n]|  |cos T —senT| |fi[m,n]
pa[m, n] sen 7 cos T | |ya[m,n]|’
Go [, 0] = (film, 0] = pam, n]) m\/1 + Bln}m?,

m3o[n]

gB[m>n] = (fl[m> TL] _p2[m>n]) :
24/1 + B[n]m?
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Jd(elm—1,n])

- , calcule
8W0

3: Para a trelica que recebe

n o] [OElm=1.n])
[gg[m,n]] _ [cos T —sen T] —om

ps[m, n] sen T COS T ys[m, n]

d(elm,n]) 1 (8(5[m—1,n])

9 =5 9 + ps[m, n]) + Guo (M, 1.

4: Normalize o passo fi,,|[m| referente a adaptacao do parametro wy[n|.

awmzamm+(%@ﬂ@fu—w

0wy

ﬂwo [m] = max (ﬂwo [m]a :umin) :

d(e[m—1,n])

5: Para a trelica que recebe —B, calcule

0B ,

sen T COS T y4[m7 n]

[94[m,n]] _ [COS T —sen T] d(elm—1,n])

Aol _ L (XL ) + gl

6: Normalize o passo fi[m)] referente & adaptacdo do pardmetro Bn).
a 2
Pg[m] = Pglm]a + (—(ggg n])) (1—a).

M
#B[m] - PB[m] +67

~

fip[m] = max (fig[m], pimin) -

7: Atualize a estimativa da frequéncia da m-ésima parcial e calcule 6 para completar

os calculos das treligas.

~

Wm[n| = magn]\/ 1+ B[n]m?2,
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0 =wnln| — g

8: Se Wy,[n| se aproximar m, desative a segao.
if @,,[n] > 0,987 then
M=M-—1,
endif

9: Calcule as contribuigoes da segdo m as adaptagdes dos parametros wy[n] e Bln].

tempg, [m] = —fiu, [mle[m + 1, 7] 8(6{[372(,)71])7
temp glm] = —fup[mlem + 1,7 22

10: Complete os calculos das trelicas.

wi[m,n+1]|  |cos & —sen 0| |gi[m,n]
yilm,n+1]|  |sen 8 cos @ | |zi[m,n]|’
wo[m,n+1]|  |cos & —sen 0| |ga[m,n]
yo[m,n+1]|  |sen 6 cos @ | |za[m,n]|’
w3[m,n+1]|  |cos & —sen 0| |gs[m,n]
ysm,n+1]|  [sen @ cos 0 | |z3[m,n]|’
wy[m,n+1]|  |cos & —sen 0| |gsm,n]
yalm,n+1]|  |sen 8 cos @ | |zfm,n]|

A adaptacao dos parametros é realizada usando as medianas das contribuigoes
das M secoes do filtro:

Woln] = wo[n — 1] + mediana(tempy, [1,..., M]); (6.18)

A A

Bln| = B[n — 1] + mediana(tempy[1, ..., M]). (6.19)

Quando for o caso, o conhecimento prévio de qual nota estda sendo analisada
pode ser utilizado para restringir a adaptagao de wyp[n] a uma faixa de valores pré-

estabelecida. No método de estimacao do coeficiente de inarmonicidade mostrado
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na Secao [62] utilizam-se limites de 1/4 de tom para cima e para baixo do valor
que a frequéncia fundamental teria caso seguisse a série harmonica fy(¢) = 27,5 x
2(=21)/12 Hy sendo ¢ o indice MIDI das notas.

Na Secio 5.2 utilizam-se também restricdes aos valores de B[n]. O minimo valor
permitido durante a adaptagao é zero, e o maximo é 0,05 (valor maior que o maximo
coeficiente de inarmonicidade esperado para um piano).

Antes de incrementar o indice amostral n verifica-se, de acordo com os valores
de &o[n] e Bln], qual é o valor de &, para m=M+1. Se esta frequéncia for menor
que 0,987, faz-se M = M + 1 e inicializa-se um novo notch sobre essa frequéncia,

guardando assim uma margem de seguranca de, pelo menos, 0,027 até o limite 7.

6.1.2 Controle da Atividade das Secoes ALNF

Durante o processo de rastreamento, parte das M secoes ALNF pode estar filtrando
apenas ruido. Isto ocorre principalmente por causa de quedas na energia de parciais
ou pela perda de rastreamento de parciais ativas. Os gradientes calculados a partir
dessas secoes nao sao confiaveis para guiar a adaptacao das estimativas da frequéncia
fundamental e do coeficiente de inarmonicidade.

Pode-se resolver este problema através da observagao dos sinais £,[m, n|, que sao
as saidas das configuragoes passa-faixa complementares aos filtros notch.

gqalm,n] = = (elm—1,n] — py[m,n]).

N | —

Se uma segao m estiver rastreando com sucesso uma parcial, o espectro de g,[m, n]
apresentara baixa planura. Se o rastreamento dessa parcial for perdido, o espectro
de g,[m,n| apresentara aumento da planura. Esta propriedade pode ser utilizada

para decidir se os valores dos gradientes

d(e[m,n]) . d(e[m,n])
o oB

referentes a essa se¢ao, devem ser utilizados ou descartados.

Utiliza-se a medida de planura espectral F' proposta por Madhu B] que, diferen-
temente da medida usual realizada como a razao entre a média geométrica e a média
aritmética do espectro de magnitude @, Cap. 6], apresenta resultados consistentes
mesmo se o espectro analisado apresentar raias com valor zero. A medida F' retorna
valores contidos entre 0 e 1, onde valores proximos a 1 indicam espectros com forte
planura e valores préximos a 0 indicam espectros com baixa planura.

Calcula-se F' usando a magnitude da transformada de Fourier de tempo curto
(STFT, do inglés Short-time Fourier Transform) sobre blocos de 25 ms de sinal com

superposicao de 75% entre blocos subsequentes. Para cada calculo realizado, se um
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limiar 7 for ultrapassado, excluem-se os préximos gradientes da secao correspon-
dente dos calculos de atualizacao dos parametros wyg e B. Esta situagao é mantida

enquanto a medida estiver acima do limiar.

Detalhamento

Durante o rastreamento calcula-se F' para cada secao m a cada 25 ms aproximada-

mente. O nimero de amostras A’ referente a esse periodo é calculado como
Al = round (25ms X f;), (6.20)

sendo round a func¢ao arredondamento e f; a taxa de amostragem.
Pode-se descrever o sinal que compoe o g-ésimo bloco relativo a secao m, usando

um indice amostral auxiliar n € {0, ..., Al—1}, como

ellm,n] = (6.21)

gqlm, n + q9], para 0 <n <A —1,
0, caso contrario,

sendo S = A(/4 o nimero de amostras do salto entre janelas subsequentes. Para
realizar o cdlculo de F' nao se aplicou uma janela de suavizagao a sequéncia £4[m, n].

Calcula~se £[m, k], a STFT de €?[m,n|, usando a Transformada Rapida de
Fourier (FFT, do inglés Fast Fourier Transform). Preenche-se com zeros a sequéncia
£4[m, n] para obter um niimero total de amostras igual a primeira poténcia de 2 maior
que N |60, pp. 176-184].

Deve-se entao normalizar o espectro de magnitude como

g’q[m, K] _ |5§[m7 K”

a = W. (6.22)
K

A medida de planura espectral F(E£9[m, £]), obtida em funcio de £4m, k], é dada

por
o (Bt o, )
- Sg [mv I;\] 1Og2€g [mv I;\] )
F(Elm, k]) = —1+2 loga(%) 5 (6.23)

6.2 Estimacao do Coeficiente de Inarmonicidade

A estimacao dos coeficientes de inarmonicidade de instrumentos de cordas pode ser
utilizada como técnica auxiliar a sintese digital [30, 138,61, 162] ou a transcrigao musi-

cal automatica @, @} Métodos de estimacao de coeficientes de inarmonicidade sao
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usualmente testados usando gravagoes de piano. O motivo é, além da importancia
do instrumento, a grande variedade de comprimentos, larguras e tensoes entre suas
cordas. Isto implica uma grande extensao de coeficientes de inarmonicidade para
um unico instrumento. Cada piano possui um conjunto unico de coeficientes de
inarmonicidade dado em funcao das caracteristicas de seu encordoamento.

Nesta secao, aplica-se a filtragem adaptativa usando o modelo de inarmonicidade
para estimar os coeficientes referentes a notas reais e sintéticas de piano. A estimagcao
¢ realizada a partir de gravagoes individuais de cada nota, usando o conhecimento de
qual nota se esta analisando ,Iﬂ, , @] Os resultados da aplicacao deste método
a sinais reais da base RWC [66], cujos valores de referéncia nao sao conhecidos, sao
comparados aos resultados apresentados recentemente em ﬂﬂ] Os resultados da
aplica¢ao do método a sinais sintéticos disponibilizados por Rauhala et al. [67], cujos
valores de referéncia sao conhecidos, sao comparados aos resultados apresentados

em [28].

6.2.1 Testes Sobre Sinais Reais

A avaliacao do método sobre sinais reais de piano é realizada de acordo com a aborda-
gem proposta em dﬁ] Esta abordagem trata o problema de avaliacao dos resultados
da estimacao dos coeficientes de inarmonicidade de sinais dos quais nao se conhece
os valores de referéncia. Neste caso, avalia-se quao bem os resultados do método
se ajustam ao modelo tedrico para os coeficientes de inarmonicidade (L3

proposto em @] O modelo é repetido a seguir:
By(£) = ets® 4 br®) (6.24)
sendo ¢ = {21, ...,108} (indices MIDI das notas) e
bp(l) = 5,0+ yy, (6.25)

b (0) = sl +y,. (6.26)

Os parametros do modelo sao obtidos fazendo-se o ajuste da curva By () aos coefi-

A

cientes estimados B(¢) através da minimizacao da Equacao ([6.271).

02 = 3 3" [(B(0) ~ In(By(0)) " (627)
l

2
Utilizam-se os logaritmos de B({) e By(¢) devido ao comportamento dos coeficien-
tes em funcao de ¢. De acordo com o modelo tedrico de inarmonicidade os coe-
ficientes podem ser representados numa escala logaritmica como a soma de duas

assintotas |.  Os parametros do modelo sdo inicializados como s, = —0,09,
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Yy, = —6,87, s, = 0,09 ey, = —13,70 dﬁ] A minimizacao de O, ¢é realizada
usando o algoritmo Scaled Conjugate Gradient |68], implementado nesta tese usando

o toolbox Netlab @] B, pp. 34-35], com os gradientes

e(SBE‘HJB)
802 6(SBz+yB)
ayB = ) (h’l Bb(£>>> T(f)’ (629)

ge(ST £+yT )

802

e(STz+yT)

90,
S Z (1n (Bb(e))) AR (6.31)

0y,

Na estimagao dos 88 coeficientes referentes a um piano, os métodos de es-
timacao podem apresentar valores incompativeis com uma curva modelada através
das Equagoes (6.24H6.20), particularmente para as notas mais altas dﬂ] Por isto
selecionam-se para o ajuste, para cada ¢, apenas valores de B (¢) entre 0.1By, (¢) e
10By, (£), sendo By (¢) os valores de By(£) obtidos na inicializacao do ajuste.

A avaliacao global da qualidade das estimativas para um piano é medida usando-

se a variancia amostral dos logaritmos dos coeficientes:

(6.32)

sendo S o numero total de coeficientes estimados para um mesmo piano.

Um bom ajuste das estimativas ao modelo tedrico dos coeficientes de inarmonici-
dade ¢ indicado por um valor pequeno de ¢%. Para esta medida utilizam-se todos os
valores de 3(6), mesmo aqueles que nao estiverem entre os limites usados no ajuste
de By(¢). Na auséncia dos valores de referéncia, esta medida é usada para avaliar a
acuracia global das estimativas para um piano ]

Os testes foram realizados utilizando gravacoes da base de dados RWC Music
Database: Musical Instrument Sound Database [66]. As gravagdes de piano desta
base sao compostas por registros monoaurais com resolugao de 16 bits e taxa de
amostragem de f; = 44100 Hz. Foram utilizadas gravagoes com articulagao normal
dos 3 pianos actsticos presentes na base, identificados como 011PFNO, 012PFNO e
013PFNO. Para cada piano sao disponibilizados 3 niveis diferentes de dinamica (indi-
cados pelas letras ‘P’ para piano, ‘M’ para mezzo e ‘F’ para forte). Assim, foram uti-
lizadas as gravacoes nomeadas 011PFNOP, 011PFNOM, 011PFNOF, 012PFNOP,
012PFNOM, 012PFNOF, 013PFNOP, 013PFNOM e 013PFNOF. Cada gravacao é

composta por uma sequéncia das 88 notas individuais. Cada nota é precedida por
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ruido ambiental e sucedida por uma sequéncia de zeros.

Procedimento de estimacao

1. Como as gravacoes da base RWC sao disponibilizadas como uma sequéncia de
notas, é necessario segmenta-las em trechos que contém, cada um, apenas uma
nota a partir de seu onset. Encontram-se os onsets aplicando-se o algoritmo
Spectral Fluz como descrito em [71]. Os arquivos sdo segmentados em trechos
que se iniciam no onset de cada nota e terminam apds 1 segundo ou até se

iniciar a sequéncia de zeros que sucede a nota, o que ocorrer primeiro.

2. Dado o indice MIDI 7, usa-se uma aproximacao da frequéncia fundamental
da nota dada por f(¢) = 27,5 x 2=20/12 Hy série correpondente aos pitches
de uma escala em temperamento iguall] Se f; for menor que 1 kHz o sinal é
decimado por um fator R dado pelo arrendondamento para um valor inteiro
de 1 kHz/fy. A decimacao é realizada em K etapas pelos fatores primos R, (k)
de R, sendo k = {1, ..., K'}. Antes de cada etapa o sinal é filtrado por um filtro
passa-baixas Chebyshev do tipo I B, pp. 177-178] com frequéncia de corte
igual a 0,8fs/(2R,(k)) e ripple na banda de passagem de 0,05 dB. O objetivo
deste procedimento é trazer as componentes de baixa frequéncia destes sinais
para uma faixa mais elevada do espectro, onde os ALNFs possuem melhor

desempenho.

3. O rastreamento de parciais é realizado utilizando o algoritmo para adaptacao
dos parametros wy e B. O rastreamento é realizado uma vez no sentido normal

da passagem do tempo e uma vez no sentido reverso.

4. Apés o rastreamento, sendo N o total de amostras do trecho segmentado,
existem 2N estimativas do coeficiente de inarmonicidade. A estimativa final
do coeficiente de inarmonicidade referente ao indice ¢ é tomada como a mediana

da trajetéria do parametro B[n] para n = {N/2,...,2N}.

Resultados

As Figuras [67], e contém os resultados referentes aos pianos 011PFNO,
012PFNO e 013PFNO, respectivamente. Foram analisados, para cada uma das
88 notas de cada piano, 3 registros correspondentes as diferentes dinamicas. Desse
modo, o nimero total de coeficientes estimados por piano é S = 264. Os coeficientes
estimados sao mostrados em verde e as curvas B[], resultantes da aplicacao do

modelo de inarmonicidade, sao mostrada em azul.

'De acordo com a notacdo utilizada nesta tese, fy é a frequéncia fundamental nominal e f; é a
frequéncia fundamental. Se B =0, f1 = fo.
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Figura 6.4: Estimativas dos coeficientes de inarmonicidade do piano 011PFNO e a
curva de coeficientes By[¢] resultante.

21 30 40 50 60 70 80 90 100 108
indice MIDI ¢

Figura 6.5: Estimativas dos coeficientes de inarmonicidade do piano 012PFNO e a
curva de coeficientes By[/] resultante.

69



21 30 40 50 60 70 80 90 100 108
indice MIDI ¢

Figura 6.6: Estimativas dos coeficientes de inarmonicidade do piano 013PFNO e a
curva de coeficientes By[¢] resultante.

Pode-se notar que os coeficientes B [(] obtidos para os 3 pianos sao compativeis
com o modelo tedrico. De acordo com o modelo, os coeficientes podem ser represen-
tados numa escala logaritmica como a soma de duas assintotas, sendo uma associada
majoritariamente as notas mais graves e outra associada majoritariamente as notas
restantes [31]].

Nota-se também que, para os 3 pianos, a incidéncia de pontos B[ﬁ] fora da curva
By[f] é maior para as notas mais agudas, principalmente nas estimativas referentes
ao piano 012PFNO. O principal motivo é a dificuldade em rastrear muitas das
componentes destes sinais. Das gravacoes analisadas, as notas mais agudas tém
poucas componentes com energia suficiente para destaca-las do nivel de ruido. Pode-
se observar este efeito na Figura [6.7, que mostra o espectrograma do registro da
nota E7 (¢ = 100) da gravacao 012PFNOP. Este registro é de uma nota tocada
com dinamica piano, o que contribui para a dificuldade em destacar parte de suas
componentes do nivel de ruido. Dentre os pontos B[(] fora da curva B[], a maioria
é resultante de estimativas realizadas sobre notas com dinamica piano.

Pode-se observar na Figura 6.7 a trajetoria da frequéncia fundamental, em torno
de 2,67 kHz, ao longo de toda a duragao do sinal. A trajetéria de f5, em torno
de 5,42 kHz, se confunde com o nivel de ruido apds aproximadamente 0,2 s. As
trajetorias das demais componentes nao podem ser observadas porque suas energias

sao muito baixas.
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Figura 6.7: Espectrograma de gravagao da nota E7 tocada com dinamica piano.

A qualidade global do conjunto de estimativas para cada piano foi calculada
através da medida ([632]). Os resultados para as estimativas dos coeficientes refe-
rentes aos pianos 011PFNO, 012PFNO e 013PFNO sao apresentados na Tabela [6.1],
referidos como ANF (remetendo & estimacao de coeficientes através de ANFs). Es-
tes resultados sao apresentados em conjunto com resultados levantados recentemente
em [47] de outros 4 métodos realizando a mesma tarefa. Os métodos apresentados
sao referidos como ICF (do inglés Inharmonic Comb Filter), MAT (do inglés Median-
Adjustive Trajectories), NMF (do inglés Non-negative Matriz Factorization) e CG
(Conjugate Gradient).

Tabela 6.1: Variancia Amostral 0%

ICF | MAT | NMF | CG | ANF
011PFNO | 24,793 | 1,190 | 0,133 | 0,077 | 0,055
012PFNO | 31,440 | 1,569 | 1,265 | 1,539 | 0,161
013PFNO | 28,757 | 1,718 | 0,748 | 0,037 | 0,037

O método ICF B] utiliza filtros pente realizados no dominio da frequéncia com
bandas de passagem espacadas de acordo com séries que seguem o modelo de inar-
monicidade para cordas em funcao de fy e B. Estes parametros sao obtidos através
de varreduras em pequenos incrementos dentro de faixas preestabelecidas, buscando
o filtro que melhor se ajusta ao sinal analisado.

O método MAT @;

realiza estimativas das frequéncias das parciais através da
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selecao de picos do espectro. As estimativas sao realizadas em sequéncia a partir da
frequéncia fundamental. Para cada nova frequéncia estimada, aprimoram-se também
as estimativas dos parametros fy e B, que sao entao utilizadas para auxiliar a selegao
do pico espectral correspondente a parcial subsequente.

O método NMF BT

um dicionério de padroes espectrais composto com restricoes de inarmonicidade. Os

utiliza fatoracao de matrizes nao-negativas realizada com

resultados das fatoracoes também indicam os coeficientes das notas.

O método CG [47] utiliza otimizagdo nao linear para selecionar, conjuntamente,
as frequéncias das parciais e os parametros frequéncia fundamental e coeficiente de
inarmonicidade.

Pode-se observar que o método proposto apresentou menores valores de 0% que
os outros para medidas referentes aos pianos 011PFNO e 012PFNO. Isto indica
que o método teve desempenho superior aos demais na estimacao de coeficientes
compativeis com o modelo tedrico de inarmonicidade. O método também obteve
melhor resultado do que os demais nas estimativas referentes aos pianos 013PFNO,
exceto pelo método CG, que obteve a mesma precisao. Segue que o método proposto
apresenta resultados tao bons ou melhores que os demais métodos na avaliagao
segundo a medida 0%. Deve-se destacar que o método ICF ], que apresentou

resultados inferiores aos demais, foi desenvolvido originalmente visando a estimar

apenas coeficientes referentes a notas com fy < 200 Hz e B < 1073,

6.2.2 Testes Sobre Sinais Sintéticos

A avaliagao sobre sinais sintéticos é realizada usando a base de dados disponibilizada
por Rauhala et al. @] A base é composta por 35 notas de piano, referentes aos
indices MIDI ¢ = {21, ..., 55}, criadas usando sintese aditiva M, Sec. 10.4]. As notas
foram criadas com frequéncia de amostragem f, = 44,1 kHz, 16 bits e com ruido
branco gaussiano aditivo (SNR = 40 dB). A avaliacdo do método ¢ realizada através
da raiz do erro quadréatico médio (RMSE, do inglés Root Mean Square Error) das
estimativas. A avaliacao pode ser realizada deste modo porque os coeficientes de
inarmonicidade da base de dados B({) sao conhecidos |28, [67].

O célculo da raiz do erro quadratico médio é realizado como

RMSE = \| £ (6.33)

sendo B os coeficientes reais conhecidos.
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Procedimento de estimacgao

O procedimento de estimacao € igual ao procedimento utilizado para a estimacao
de coeficientes de sinais reais, exceto pela auséncia da etapa 1. Esta etapa nao é
necessaria porque os sinais da base de dados [67] foram disponibilizados ja segmen-

tados.

Resultados

A Figura contém os resultados das estimativas referentes aos sinais sintéticos.
Os coeficientes estimados B[f| sao mostrados em verde e os coeficientes reais B[/

sao mostrados, conectados, em azul.

10 ° - - - - - - -

21 25 30 35 40 45 50 55
indice MIDI ¢

Figura 6.8: Estimativas dos coeficientes de inarmonicidade de sinais sintéticos de
piano sobrepostos aos valores reais.

Os coeficientes B[f] obtidos sio muito préximos dos valores reais. O valor do
RMSE para este conjunto de estimativas é apresentado na Tabela [6.2] na coluna
ANF. Este resultado é mostrado em conjunto com resultados levantados em [28] de
outros 3 métodos realizando a mesma tarefa. Os métodos sao o ICF, o ICFT e o
PFD (do inglés Partial Frequencies Deviation).

O método ICF* é uma variagao do método ICF com alteragoes na implementacao
dos filtros e no algoritmo de varredura de parametros dﬂ]

O método PFD [2§] estima o coeficiente de inarmonicidade iterativamente através

da selecao de picos proeminentes no espectro. A atualizacdo do coeficiente de inar-
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monicidade é realizada em funcao das diferencas entre as frequéncias dos picos se-
lecionados e as frequéncias previstas pelo modelo (1) de acordo com a estimativas

correntes.

Tabela 6.2: Raiz do erro quadratico médio das estimativas

ICF ICFT PFD ANF
RMSE | 1,19x107° | 1,16x10°° | 1,19x10~° | 1,07x10~°

O método proposto apresentou erro menor que os métodos ICF, o ICFT e
PFD. Mostra-se assim que o método também foi eficaz na estimacao dos coefici-
entes de inarmonicidade da base de sinais sintéticos de piano disponibilizada por
Rauhala et al. @]

Todos os testes realizados nesta secao envolvem notas de piano, porém muitos
outros instrumentos musicais apresentam inarmonicidade. Por isso, esta analise deve

ser estendida para instrumentos além do piano, como o violao e o violino.
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

7.1 Conclusoes

Neste trabalho, foram desenvolvidos algoritmos para a adaptagao da largura de
banda de filtros notch tipo trelica de acordo com a distancia entre a frequéncia
da componente alvo e a frequéncia de notch do filtro e projetos de filtros notch
adaptativos voltados para o rastreamento e a identificacao de parametros de sinais
quasi-harmonicos.

Mostrou-se o desenvolvimento de dois algoritmos para a adaptacao da largura
de banda dos projetos ALNF de Regalia, com coeficientes reais ou complexos. Os
algoritmos propostos promovem o controle compativel com a distancia frequencial
entre a componente senoidal de entrada e a frequéncia de notch do filtro. Ocorre
aumento na largura de banda no caso de perda de rastreamento e diminui¢ao quando
o rastreamento é recuperado. Este comportamento é obtido mesmo com os sinais
inseridos em ruido branco com SNR = 0 dB. Além disto pode-se observar, através da
evolucao do MSE em experimentos de Monte Carlo, que o rastreamento frequencial
é reestabelecido mais rapidamente quando se utilizam os algoritmos propostos.

Mostrou-se o desenvolvimento de filtros notch adaptativos e algoritmos de
adaptacao voltados para o rastreamento de sinais quasi-harmonicos com coefici-
entes modelados através de parametros adaptativos comuns a todas as se¢oes. Os
parametros adaptativos podem ser obtidos através de um modelo polinomial ] ou
através de um modelo de inarmonicidade. Mostrou-se ser possivel rastrear multiplas
componentes utilizando um conjunto de parametros com menos elementos do que o
nimero de componentes rastreadas.

Testes de rastreamento do modelo polinomial mostraram que se pode rastrear 7
parciais em chirp quasi-harmonico usando apenas 3 parametros na modelagem dos
coeficientes do filtro. Foi necessario utilizar um modelo polinomial de 4 parametros

para rastrear sinais com parciais localizadas em regioes elevadas do espectro.
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Os filtros projetados para o rastreamento de sinais quasi-harmonicos através
do modelo de inarmonicidade foram utilizados na criacao de uma método para a
estimacao de coeficientes de inarmonicidade. O método foi testado com sinais reais
e sintéticos de piano. Observou-se que o método apresentou resultados iguais ou
superiores aos resultados obtidos por outos métodos em uma avaliacao que mede
a compatibilidade das estimativas com um modelo tedérico para os coeficientes de
inarmonicidade.

Observou-se também que o método proposto foi eficaz na estimacao dos coeficien-
tes de inarmonicidade de sinais sintéticos de piano, apresentando resultado superior
aos disponiveis na literatura para a base de dados analisada.

Mostrou-se ser possivel usar um ANF para rastrear as parciais de sinais quasi-
harmonicos através da adaptacao de um ntmero reduzido de parametros comuns.
Estes parametros mantém as diferentes secoes atreladas a um tunico modelo que

pode ser inspirado no processo fisico gerador do sinal analisado.

7.2 Trabalhos Futuros

Os principais itens que devem ser abordados na continuacao desta pesquisa estao

listados a seguir.

1. O desenvolvimento de algoritmos para a adaptacao da largura de banda de
ALNFs, com coeficientes reais ou complexos, visard a aplicacoes mais desa-
fiadoras. Deve-se pesquisar como o algoritmo deve ser modificado se o sinal
de entrada nao for composto unicamente por ruido e por uma componente
senoidal. Deve-se também buscar como aplicar o método como técnica auxiliar

ao rastreio das diversas componentes de um sinal musical.

2. Deve-se construir, como alternativa a inicializacao em 3 passos usada no rastre-
amento através do modelo polinomial, uma técnica de inicializacao hibrida que
combine uma andlise espectral com a filtragem adaptativa. Pode-se também
realizar uma analise tempo-frequéncia como suporte ao rastreamento através

de filtragem adaptativa.

3. Deve-se aumentar o escopo dos testes de rastreamento aplicados aos dois mo-
delos desenvolvidos, polinomial e de inarmonicidade. Os testes devem envolver
instrumentos além do piano, como o violao e o violino. Os sinais de teste devem
conter exemplos de técnicas de ornamento musical como glissando, vibrato e

tremolo. Podem-se estender os testes também a analise de voz.

4. Deve-se analisar detalhadamente a convergéncia e a estabilidade dos algoritmos

adaptativos propostos.
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Apeéendice A

Relacao entre os coeficientes das segoes dos filtros de Nehorai/Ng e as

frequéncias de notch

Para observar que a,, = —2 cos w,, pode-se notar que se busca resposta de magnitude
igual a zero para a frequéncia desejada w,,. Assim, a resposta deve ser zero em

2 = elvm,

14 amzt+22=0,

1 + ape 79m 4 e 20wm — ),

Qe Im = —1 — e 2wm
—(1 + e7%m)

Un = = o

am — _(ejwnL + e_jwnL).

ejwm + e_jwm
Como, —————— = COS W,
2
Ay, = —2 COS Wyy,.
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Apeéendice B

Algoritmo Simplificado

COS T

ufn)] +9M
O Sy EN
|2 »c[n]

A cada iteracao deve-se calcular

[g[n]] _ [cos T —sen T] [u[n]] .
p[n] sen 7 cosT | |yln]|

(uln] + pln]),

z[n+1]
y[n+1]

_ [COS O[n] —sen Q[n]] [g[n]] .
sen fn] cos O[n] | |z[n]

86



Apéndice C

Algoritmo Simplificado + Algoritmo de Adaptacao da Largura de Banda

[g[n]] _ [cos T[n] —sen T[n]] [u[n]]
pln] sen 7[n] cos 7[n] | |y[n]|’

(uln] + pln]),

z[n+1]
y[n+1]

cos f[n] —sen Q[n]] [g[n]]

sen A[n] cos O[n] | |z[n]|’

&aln] = x[n+1leq[n),
r = sign ([{[n]| — &u[n]),

if Kk =1 then

pln+1] = p[n] — n[n] €[],
else

pln+1] = pln] + van] &[n],
end if

p[n—|—1] = min(ﬂ[n+1]v pmax)? p[n+1] = maX(pmimp[n—i_l])?

sen(t(n+1]) = p*n+1], cos(r[n+1]) = /1 —sen?(r[n+1]) .
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A [ ]
Apendice D
Algoritmo de Regalia para adaptagao do ALNF de Coeficientes Complexos

1—0(2 gln ejwn[n]

wn[n+1] = wpln] + pln] Im (e[n]z"[n]) .
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Apendice E

Algoritmo de Regalia para adaptagao do ALNF de Coeficientes Complexos +
Algoritmo de Adaptagao da Largura de Banda

A cada iteracao deve-se calcular

7n] = 1=a?[n],

&a[n] = Re (ea[n]z*[n]),

wn[n+1] = wa[n] + pln] nl,

k= sign ([§[n]] — &a[n]),

if Kk =1 then )
aln+1] = aln] —wnn] {0,

elsff[n+ 1] = afn] + wa[n] &ulnl,

end if

an+1] = min(an+1], max), a[n+1] = max(omm, a[n+1]),
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Apeéendice F

Inicializagcao dos Passos de Rastreamento de Parciais Quasi-Harmoénicas

1° passo

wi[1]=272000/fs; P11 =1x10"% R[1,1] = 1;

pi1] =1 —w[0]/(Q[1,1]7);6 =g, =107%

A[L, 1] = 0,99: Amaxe = 0,99; A,[1,0] = 0,999; & = 1; 5, = 1,002.

2° passo
waln]=1,1 x wi[n]; Py, = 10"3wy;
Q2 = Qy[2,n] = Q[2,n] = 20;
p2,n]=1=as[n]/(Q[2,n]r); R[2,n] = R[1, n];

8]2]=0,005; A2, n] = 0,99; Amax = 0,995; A,[2, n]=0.9.

Resolugio de Razdo Harmoénica
ws[n)=1,5 min{ay [n], &a[n]};
P[3,n]=0,25x10 : Q5 = Q,[3,n] = Q[3,n] = 10;
pl3,n]=1-ws[n]/(Q[3,n]m); R[3,n]=R[1,n;

A[3,7]=0,99; Anax = 0,99; A,[3,2]=0,9.
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3° passo Modelo Polinomial
xk=1,015; k,=1,02; §=0,002; Q[m, n| =40;
wm[n] = (m/n) min{w; [n—1], wa[n—1]}; Qumin = 30; Qmasr = 200;
calcule ¢,, para um sistema de L equagoes (5.3));
Plm, n] = (0,25/n) min{wi [0~ 1], s [n—1]}diag{(5m) (5m) (5m) }

Rlm,n]=R[1,n=1]; pp[n] = 1 = wn[n]/(Q[m, n]m);

Alm,n] = A, [m,n] = ppn].
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Apéndice G

Inicializagao do Algoritmo para Filtragem Adaptativa Usando o Modelo de

Inarmonicidade

p=10""
Hmax = 10727

Dados o indice MIDI / e a frequéncia de amostragem f,, f1(£) = 27,5 x 2¢=20/12 Hz,

0= O/ S
Para m = {1,..., M},

gl[mv 1] = pl[mv 1] = yl[mv 1] = Il[mv 1] = fl[m7 1] =0,
ga[m, 1] = pa[m, 1] = ya[m, 1] = x9[m, 1] = fo[m, 1] =0,
gs[m, 1] = ps[m, 1] = y3[m, 1] = x3[m, 1] = f3[m, 1] =0,

g4[m7 1] :p4[m7 1] = y4[m> 1] = l‘4[m, 1] = f4[m7 1] = 07

wo[0] = 2 fo(€)/ fs,

B[0] = 107*,
BW = @y /16,
1 tg(BW)/2)

“T T rtg(BW/2)

T = arcsen(«),
P,,Im] = Pglm] = 10,

T =09, 6=10"° jtpin = 1075,
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