+» COPPE
CARK T

Instituto Alberto Luiz Coimbra de U F RJ
Pos-Graduagao e Pesquisa de Engenharia

IDENTIFICACAO DE SISTEMAS NAO-LINEARES BASEADA NO
ALGORITMO LAR: PROPOSTA DE UM CRITERIO DE PARADA
GEOMETRICO E SUA APLICACAO PARA A CONSCIENCIA SITUACIONAL

Catia Valdman

Tese de Doutorado apresentada ao Programa
de Pos-graduagao em Engenharia FElétrica,
COPPE, da Universidade Federal do Rio de
Janeiro, como parte dos requisitos necessarios
a obtencao do titulo de Doutor em Engenharia

Elétrica.

Orientadores: Marcello Luiz Rodrigues de
Campos

José Antonio Apolinario Junior

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2014



IDENTIFICACAO DE SISTEMAS NAO-LINEARES BASEADA NO
ALGORITMO LAR: PROPOSTA DE UM CRITERIO DE PARADA
GEOMETRICO E SUA APLICACAO PARA A CONSCIENCIA SITUACIONAL

Catia Valdman

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO ALBERTO LUIZ
COIMBRA DE POS-GRADUACAO E PESQUISA DE ENGENHARIA (COPPE)
DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS
REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE DOUTOR
EM CIENCIAS EM ENGENHARIA ELETRICA.

Examinada por:

Prof. Marcello Luiz Rodrigues de Campos, Ph.D.

Prof. José Antonio Apolinario Junior, D.Sc.

Prof. Sergio Lima Netto, Ph.D.

Prof. Vitor Heloiz Nascimento, Ph.D.

Prof. Ernesto Leite Pinto, D.Sc.

Prof. Alexandre Santos de la Vega, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
FEVEREIRO DE 2014



Valdman, Catia

Identificacao  de  sistemas nao-lineares baseada
no algoritmo LAR: proposta de wum critério de
parada geométrico e sua aplicagao para a consciéncia

situacional/Catia  Valdman. — Rio de Janeiro:
UFRJ/COPPE, 2014.

XV T3 pf 1] 29,7cm.

Orientadores: Marcello Luiz Rodrigues de Campos

José Antonio Apolinario Junior

Tese (doutorado) — UFRJ/COPPE/Programa de
Engenharia Elétrica, 2014.

Referéncias Bibliograficas: p. -1

1. Algoritmo Least Angle Regression. 2. Algoritmo
Recursive Least Squares. 3. Sistemas nao-lineares. 4.
Filtro de Volterra. 5. Selecao de modelo. 6. Consciéncia
situacional. [. Campos, Marcello Luiz Rodrigues de
et al. 1. Universidade Federal do Rio de Janeiro, COPPE;,
Programa de Engenharia Elétrica. III. Titulo.

il




v

Filha de peize, peizinho é!
Aos meus peizes,
que me ensinaram a nadar

so para frente.



Agradecimentos

Meu periodo de doutoramento foi uma jornada. Para realizar um desejo pessoal,
iniciei o doutorado ha cinco anos, em Marco de 2009. Numa familia de académicos,
nao podia fugir a regra (pelo menos nao dessal). S6 nao esperava que tantas coisas
memoraveis, boas e ruins, fossem acontecer neste periodo.

Infelizmente, minha mae, Belkis Valdman”"T, nao estd mais aqui presente para
ver que consegui concluir. Tenho certeza que estaria, e estd, muito orgulhosa de
mim, assim como estd meu pai, Benjamin Valdman. Meu pai, invariavelmente ao
meu lado, viu de perto todas dificuldades superadas neste periodo. Nao existem
palavras que bastem para agradecer aos meus pais.

Minhas irmas, Andrea Valdman e Erika Valdman, também sao muito especiais.
As vezes mais perto, as vezes mais longe, mas sempre me ajudando um pouco aqui
um pouco acold, com as suas experiéncias académicas e de vida.

Quero agradecer em especial a minha tia, Keti Tenenblat, por me ajudar nas
pedras do meu caminho e me dar autoconfianca em momentos criticos. Ao meu tio,
Jo Dweck, quero agradecer por seu sabios conselhos — sempre tinha um, se precisasse
ou nao!

Neste periodo também ocorreram mudancas no meu trabalho como examinadora
de patentes, no Instituto Nacional de Propriedade Industrial. Muitas responsabi-
lidades foram adquiridas em viagens internacionais. Se nao fosse por minha chefe,
Telma Alcantara, e meu amigo Renato Dutra, o caminho teria sido mais sinuoso.

Conselhos e conversas com amigos também fazem parte do meu viver. Alguns
amigos em particular me ajudaram a “quebrar um galho”, por isso gostaria de
agradecer especialmente ao Rafael Brandao e Fabiano Castoldi, que sempre res-
ponderam aos meus pedidos, minhas interminaveis duvidas “técnicas”, facilitando
minha jornada. No quesito ajuda pessoal, tem uma lista grande de amigos... Em
especial, gostaria de agradecer a Viviane Lajter Segal, Nira Bessler, Luciana Gerber,
Miriam Berenguer, Andrei Battistel e Florian Knéble, por longas conversas que
sempre trazem uma sensacao de calma e seguranca em minha vida.

Por fim, gostaria de agradecer ao Marcello Campos e ao José Apolinario, por
terem confiado em mim e aceitado a me orientar como aluna de doutorado em

tempo parcial.



Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFR.J como parte dos requisitos necessérios

para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

IDENTIFICACAO DE SISTEMAS NAO-LINEARES BASEADA NO
ALGORITMO LAR: PROPOSTA DE UM CRITERIO DE PARADA
GEOMETRICO E SUA APLICACAO PARA A CONSCIENCIA SITUACIONAL

Catia Valdman

Fevereiro/2014

Orientadores: Marcello Luiz Rodrigues de Campos

José Antonio Apolinario Junior

Programa: Engenharia Elétrica

Esta tese apresenta duas propostas para identificacao de sistemas nao-lineares.

A primeira proposta, chamada de algoritmo GLAR, é criada a partir de um
novo critério de parada geométrico que atua ativamente no algoritmo Least Angle
Regression (LAR), interrompendo-o apds N iteragoes. Tal critério possui um fator
de penalidade, influenciado pela quantidade de dados disponivel e pela esparsidade
do sistema. Quando comparado com outros critérios de selecao de modelo no estado
da arte, o resultado do critério de parada geométrico mostra ser mais eficiente,
indicando uma quantidade de coeficientes que resulta em um erro minimo quadratico
proximo ao ruido de observacao do sistema.

A segunda proposta, chamada de algoritmo GLAR-RLS, é criada a partir da com-
binagao do algoritmo GLAR e do algoritmo Recursive Least Squares (RLS). Com a
indicagao pelo algoritmo GLAR de quais coeficientes sao necessarios para a identi-
ficagao do sistema, o algoritmo RLS estima o vetor de coeficientes recursivamente
no tempo, com N coeficientes ao invés do total J. O termo consciéncia situacional
é introduzido nesta proposta como a percepcao de uma modificacao no sistema;
para esta tarefa, o erro de estimacao é usado, identificando modificacoes bruscas
e acionando o algoritmo GLAR. Considerando sistemas nao-lineares esparsos, em
que N << J, o algoritmo GLAR-RLS possui maior precisao e menor complexidade
computacional do que o algoritmo RLS. Sistemas nao-lineares com modelos esparsos
sao simulados para avaliagao de ambos os algoritmos. Para identificar os sistemas
nao-lineares simulados, filtros de Volterra de terceira ordem e de quinta ordem sao

utilizados em conjunto com os algoritmos propostos.
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In this thesis two new schemes for nonlinear system identification are proposed.

The first one, called the GLAR algorithm, is created using a new geometrical
stopping criterion, which interrupts the Least Angle Regression (LAR) algorithm
after N iterations. Such criterion has a penalty factor, ruled by the amount of
available data and the system sparsity. When compared to other criteria in the
state of the art, the results of the geometrical stopping criterion shows to be more
efficient, indicating an amount of coefficients that yields a minimum quadratic error
closer to the system observation noise.

The second one, called the GLAR-RLS algorithm, combines the GLAR and the
Recursive Least Squares (RLS) algorithms. The RLS algorithm estimates the co-
efficient vector recursively in time, estimating N, given by the GLAR algorithm,
instead of the total J coefficients. The term situational awareness is used in this
thesis as the perception of a modification in the system, carried out by the estimated
error which identifies abrupt modifications and triggers the GLAR algorithm. Con-
sidering sparse nonlinear systems, where N << J, the GLAR-RLS algorithm is
more accurate and less computationally complex than the RLS algorithm. Non-
linear systems with sparse models are simulated to evaluate both algorithms. To
identify the simulated nonlinear systems, third-order and fifth-order Volterra filters

are combined with the proposed schemes.
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e k > 20.000; em 10.000 < k£ < 20.000, esta quantidade nao é conhecida.105
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Capitulo 1
Introducao

Identificar sistemas, sejam lineares ou nao-lineares, sempre foi um desafio. Iden-
tificacao de sistemas pode ser referida como sendo uma &area de conhecimento que
estuda maneiras de modelar e analisar sistemas a partir de observagoes, ou seja, da-
dos H] Apesar de ser um problema antigo, amplamente investigado e com diversas
solugoes propostas, o desafio ainda permanece.

Atualmente, sistemas de aquisicao de dados confiaveis e capazes de monitorar
variaveis de processos reais com altas taxas de amostragem, de maneira a garantir
uma representagao dinamica do sistema, estao disponiveis com maior facilidade [1].
O desafio agora é a identificagao de sistemas em tempo real com baixa complexidade
computacional e, assim, baixo custo de energia. Sistemas real time sao dinamicos no
tempo. A percepcao de uma modificacdo no sistema identificado é chamada nesta
tese de consciéncia situacional.

Consciéncia situacional, do termo em inglés situational awareness, foi criado no
final da década de 80 por pesquisadores da area aeroespacial. Endsley H] define
consciéncia situacional como o modelo que o piloto da aeronave faz do mundo a
sua volta em qualquer ponto no tempo. A capacidade individual, o treinamento,

as experiéncias, o objetivo e as habilidades para responder a uma tarefa determi-

nam a consciéncia situacional do piloto [2]. Atualmente, este termo é utilizado em
outras dreas de uma forma mais abrangente. Em [3], o monitoramento de sistemas
industriais foi utilizado neste contexto. Em [4], o conceito de consciéncia situacional

foi utilizado para descrever como sensores de aquisicao de dados devem processar e
responder o conhecimento da situagao em curso, objetivando reduzir a quantidade
de pacotes de dados enviados para o sistema de monitoramento.

Dentre os algoritmos no estado da arte disponiveis para identificacao de sistemas,
o algoritmo Least Angle Regression, conhecido como LAR, é abordado nesta tese.
O algoritmo LAR foi proposto por Efron et al. e publicado pela primeira vez em
2004 [5]. Nesta ocasiao, o acronimo dado ao algoritmo foi LARS, onde S indica

os algoritmos LASSO e Stagewise E], cujos resultados podem ser obtidos com uma



pequena modificagao no pseudocddigo do algoritmo original. O acronimo LAR, ao
invés de LARS, é encontrado pela primeira vez em 2009 na publicacao do livro The
Elements of Statistical Learning: Data Mining, Inference, and Prediction da], dos
mesmos autores do artigo original. O algoritmo ainda é, entretanto, referenciado na
literatura técnica de ambas as formas.

O algoritmo LAR é um algoritmo de regressao similar ao forward stepwise B], ou
seja, a estimacao dos coeficientes é sequencial e os coeficientes sao adicionados um a
um ao modelo, compondo o chamado conjunto ativo. A cada interacao, o “melhor”
coeficiente ¢ identificado e adicionado ao modelo [6]. No algoritmo LAR, o “melhor”
coeficiente é aquele que tem maior correlagao com o erro residual, i.e., o coeficiente
que mais influencia o erro e altera a estimacao do sinal de saida. No algoritmo LAR,
o primeiro coeficiente adicionado ao modelo é estimado de modo a atingir seu valor
de erro quadrado minimo; porém, ao identificar outro coeficiente tao correlato com
o erro residual quanto o primeiro, este segundo coeficiente é adicionado ao conjunto
ativo e ambos coeficientes sao estimados de forma interligada da] O algoritmo LAR
continua até que todos os coeficientes componham o conjunto ativo, resultando,
se nao for acionado um critério de parada, a mesma resposta do algoritmo Least
Squares (LS) B]

Varios estudos sobre o algoritmo LAR foram apresentados em livros da, H] e
outros tipo de publicacoes E] O algoritmo LAR foi desenvolvido e baseado em
estudos de diabetes [3], sendo utilizado em diversas aplicagoes desde entao.

Em [11] e [12], modelos de classificagao de textos (TC — Text Classification) foram
desenvolvidos utilizando o LAR. O algoritmo LAR foi considerado o mais adequado
por escolher e ordenar os termos mais relevantes. Em ambos artigos, foi concluido
que o LAR é um algoritmo eficiente para problemas de classificagao textuais.

Em [13], o algoritmo LAR foi usado para estimar a variabilidade de desempenho
de circuitos integrados com um maior nimero de coeficientes, na ordem de 10* a
105. Ao comparar a resposta do algoritmo LS e do algoritmo LAR, os autores
concluiram que o algoritmo LAR diminui o tempo de execucao em até 25 vezes, sem
comprometer a exatidao.

Em 2010, o algoritmo foi empregado na area de processamento de imagem, em
representa¢ao e reconhecimento facial [14], bem como em estimativa facial e esti-
mativa de idade [15]. Em ambos os estudos, o algoritmo LAR foi utilizado como
ferramenta para avaliar os resultados dos parametros.

Nesta tese, o algoritmo LAR ¢é utilizado para a identificacao de sistemas nao-
lineares. Modelos de sistemas nao-lineares sao usados em diversas areas, tais como
sistemas de comunicacao, amplificadores de poténcia, alto-falantes com distorcao
harmonica, entre outros E] Para a identificacao de sistemas nao-lineares, o filtro

de Volterra é comumente empregado.



Filtro de Volterra é um dispositivo nao-linear com memoria baseado na série de
Volterra E] A série de Volterra pode ser considerada uma generalizacao da série
de Taylor de uma funcao com memoria, e pode possuir infinitos coeficientes em seu
nucleo, ou kernel. Para evitar um grande nimero de coeficientes, a maioria das
abordagens tende a limitar a ordem do filtro em dois.

Em [18, 19], filtros adaptativos de Volterra de segunda ordem foram utilizados
para modelar um sinal nao-linear proveniente do eco usando o algoritmo Normalised
Least Mean Squares (NLMS). Em [2(], sinais estaciondrios e nao estacionarios que
surgem a partir do modelo de Volterra foram estimados utilizando redes neurais;
novamente, o modelo de Volterra de segunda ordem foi considerado suficiente para
avaliacao do efeito. Em H], um estudo foi realizado com varios algoritmos combi-
nados com filtro de Volterra para identificar sistemas nao-lineares. Os algoritmos es-
tudados foram: Least Mean Squares (LMS), NLMS, Recursive Least Squares (RLS),
affine projection e summation affine projection; mais uma vez, apenas componentes
nao-lineares de até segunda ordem foram tratados [21].

Uma caracteristica do filtro de Volterra é a tendéncia a gerar sistemas esparsos

]. Sistemas esparsos, por definigdo, possuem muitos coeficientes nulos. O algo-
ritmo LAR mostra-se ttil ao ser usado em sistemas esparsos, pois estima, a cada
iteragao, um novo coeficiente, escolhido devido a sua influéncia no erro residual.

O modo de estimagao de coeficientes motivou o desenvolvimento de um critério
de parada para o algoritmo LAR, interrompendo-o antes de todos os coeficientes
serem estimados. Ao interromper o algoritmo LAR na iteragdo N, N coeficientes
sao estimados e J — N coeficientes permanecem iguais a zero, onde J é a quantidade
total de coeficientes. Os N coeficientes estimados pelo algoritmo LAR sao chamados
de coeficientes ativos.

A interrupc¢ao do algoritmo LAR antes de todos os coeficientes serem estima-
dos é vantajosa na identificacao de sistemas esparsos, pois sabemos a priori que
apenas N << J coeficientes nao-nulos precisam ser estimados. Esta analise foi o
estudo inicial desta tese, apresentado em [22, @], através da simulagao de um sis-
tema nao-linear com o valor de N conhecido. Neste estudo foi concluido que, ao
usar o algoritmo LAR com o filtro de Volterra, é possivel identificar os coeficientes
mais importantes em sistemas nao-lineares, independente de suas posi¢oes no kernel,
permitindo, assim, o uso de filtros de Volterra de ordens mais elevadas [23].

No entanto, na maior parte de casos reais, o valor de N é desconhecido e precisa
ser determinado. Para tal, alguns critérios de selecao de modelo sao conhecidos
na literatura técnica. Nesta tese, sao abordados os critérios Akaike Information
Criterion (AIC) dﬂ], Bayesian Information Criterion (BIC) @] e Mallows C, (C,)

]. Todos estes métodos sao amplamente conhecidos e aplicados em diversas dreas,

desde ecologia até tecnologia .



Os critérios AIC, BIC e C, sao baseados em funcoes custo versus beneficio, e to-
das as ordens possiveis do modelo precisam ser testadas para, entao, o ponto étimo
da fungao ser definido. Por isso, estes critérios necessitam que o algoritmo LAR
iteraja até o final — somente apos a estimacgao de todos os coeficientes é determi-
nada sua quantidade 6tima. Desta forma, estes critérios nao usam a vantagem do
algoritmo LAR de calcular um coeficiente por iteragao.

A n-ésima iteragao do algoritmo LAR (n = 1,---,J) ndo é relacionada ao ins-
tante de tempo daquela amostra, mas sim relacionada a quantidade de coeficientes
nao-nulos selecionados até entao. Na iteracao n as seguintes informagoes sao conhe-

cidas:

1. o vetor de coeficientes estimado com n elementos, ou coeficientes, nao-nulos;
2. o vetor de sinal de saida estimado;
3. a matriz de sinal de entrada; e

4. o vetor de sinal de saida de referéncia.

Utilizar o valor do erro médio quadratico (MSE) minimo para determinar quando
parar o algoritmo nem sempre é possivel. Se o MSE minimo nao for conhecido,
i.e., se o ruido do sistema nao for conhecido, nao é possivel determinar se o MSE
desejado foi atingido.

O critério de parada proposto nesta tese para o algoritmo LAR é chamado de
critério de parada geométrico. O critério de parada geométrico, primeiro apresentado
em [32], é baseado na matriz de sinal de entrada e no vetor de erro de estimagao. O
critério de parada geométrico foi desenvolvido através da observacao das respostas de
dois cenarios de sistemas nao-lineares simulados: um sistema nao-linear polinomial
de terceira ordem e um sistema nao-linear polinomial de quinta ordem. O algoritmo
LAR com o critério de parada geométrico é chamado de algoritmo GLAR, a primeira
contribuicao desta tese.

Para validar o algoritmo GLAR, os algoritmos Least Squares (LS), Constrained
Least Squares (CLS) e Subset Selection (SSS) foram usados para avaliacao de de-
sempenho quanto ao erro nos coeficientes estimados e ao erro de estimacao.

O algoritmo GLAR usa dados em lote, normalizados por coeficiente e nao por
tempo, impedindo o desenvolvimento de uma versao recursiva no tempo. Foi de-
senvolvido, entao, um algoritmo que utiliza alternadamente o algoritmo GLAR e o
algoritmo RLS, chamado de algoritmo GLAR-RLS. O algoritmo GLAR-RLS utiliza
a indicacao dos N coeficientes dada pelo algoritmo GLAR para estima-los, recursi-
vamente no tempo, através do algoritmo RLS.

A utilizagao do algoritmo GLAR-RLS em conjunto com o filtro de Volterra per-

mite a identificacao de sistemas nao-lineares com modificacoes bruscas do vetor de
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coeficientes, possuindo, assim, consciéncia situacional. Para validar o algoritmo
GLAR-RLS, o algoritmo RLS foi usado para avaliacao de desempenho quanto ao
erro nos coeficientes estimados e ao erro de estimacao.

Ao longo desta tese, letras mintsculas em negrito identificam vetores, como x, y
e u, e letras maitusculas em negrito identificam matrizes, como X e M. As principais
conclusoes sao resumidas ao final de cada capitulo.

O Capitulo Bl é uma revisao dos conceitos abordados: representagao de sistemas
nao-lineares, incluindo filtros de Volterra; os algoritmos de estimacao LAR, LS, CLS
e SSS; e os critérios de selecao de modelos AIC, BIC e C,,.

O Capitulo Bl trata do algoritmo GLAR. Neste capitulo, o critério de parada
geométrico é demonstrado e o algoritmo LAR é desenvolvido de modo recursivo
por iteragao. Na Secao B3 a identificagdo de sistemas nao-lineares com o algoritmo
GLAR em conjunto com o filtro de Volterra é avaliada utilizando diferentes cenérios.
Sistemas nao-lineares do tipo polinomio de terceira ordem, polinomio de quinta
ordem e tangente hiperbodlica foram simulados.

O Capitulo @l descreve o algoritmo GLAR-RLS. O algoritmo GLAR-RLS em con-
junto com o filtro de Volterra é avaliado na identificacao de sistemas nao-lineares
estacionarios por partes na Secao EE3  Os sistemas nao-lineares sao ditos esta-
cionarios por partes pois o vetor de coeficientes sofre alteragoes bruscas ao longo
do tempo. Diferentes cendrios sao simulados para validagao do algoritmo GLAR-
RLS.

Finalmente, no Capitulo B as conclusoes dos capitulos anteriores sao reunidas,

as contribuigoes desse trabalho apresentadas e trabalhos futuros sao sugeridos.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

2.1 Introducao do capitulo

O objetivo deste capitulo é apresentar conceitos, ja conhecidos no estado da arte,
necessarios para o entendimento do trabalho desenvolvido. Para tal, trés assuntos
sao abordados: representagao de sistemas nao-lineares, algoritmos para estimagao
dos coeficientes do sistema e critérios de selecao de modelos.

No processo de identificacao de sistemas nao-lineares, a primeira etapa é definir
a sua representacao — tema apresentado na primeira secao deste capitulo. Dentro
desta abordagem, o filtro de Volterra é apresentado como a opcao escolhida para a
representacao dos sistemas nao-lineares a serem identificados.

A etapa seguinte no processo de identificacao de sistemas compreende empregar
um algoritmo para a estimacao dos coeficientes do sistema. Para isso, algoritmos
com o objetivo de minimizar o erro quadratico sao apresentados na segunda se¢ao
deste capitulo. Os algoritmos aqui descritos sao: o algoritmo Least Squares (LS),
o algoritmo Least Angle Regression (LAR), e o algoritmo Least Absolute Shrinkage
and Selection Operator (LASSO). O algoritmo LAR é apresentado com detalhes,
uma vez que foi o objeto principal de estudo desta tese.

O 1ltimo ponto abordado neste capitulo é a apresentacao de critérios de selecao
de modelos. Com este objetivo, os critérios Akaike Information Criterion (AIC),
Bayesian Information Criterion (BIC) e Mallows C, (C,) sao apresentados. Estes
critérios sao utilizados para comparar o desempenho do critério de parada geométrico
proposto no Capitulo Bl No processo de identificagdo de sistemas, o critério de
selecao de modelos pode ser aplicado em uma etapa posterior ou na mesma etapa

da estimacao dos coeficientes.



2.2 Representacao de sistemas nao-lineares

Sistemas dinamicos encontrados na pratica sao, em tultima instancia, nao-lineares

]. Muitas vezes estes sistemas podem ser aproximados por sistemas lineares, porém
outras vezes nao. A principal motivacao para o uso de sistemas nao-lineares é
o fato de modelos nao-lineares produzirem certos regimes dinamicos que modelos
lineares nao conseguem representar [1]. Alto-falantes atuando préximo a saturagao
e supressores de eco sao sistemas nao-lineares tipicos [16]. O objetivo desta se¢ao é
apresentar algumas representacoes de sistemas nao-lineares, com énfase no filtro de

Volterra.

2.2.1 Modelos em cascata

Uma forma simples de representar sistemas nao-lineares é usando modelos em cas-

cata [33]. A Figura BT apresenta os seguintes modelos em cascata [33]:

(a) LN — este modelo é composto por um filtro linear (L) seguido de um dispositivo

nao-linear (N) sem meméria, conhecido como modelo de Wiener.

(b) NL — este modelo é composto por um dispositivo nao-linear (N) sem memoria

seguido de um filtro linear (L), conhecido como modelo de Hammerstein.

(c) LNL —este modelo é composto por um filtro linear (L), seguido de um dispositivo

nao-linear (N) sem meméria e de um segundo filtro linear (L).

s(k d(k)

L r(k) N LAk N z(k) r, L4k

(a) Modelo de Wiener (b) Modelo de Hammerstein

s(k I, r(kl N z(k:l I, ﬂ)

(¢) Modelo LNL

Figura 2.1: Representacao de sistemas nao-lineares em modo cascata.

Para o (primeiro) dispositivo linear, L;, a saida de um sistema causal, discreto

e invariante no tempo pode ser representada por
r(k) = hp,(Ds(k) + -+ by, (mr,)s(k —me, +1), (2.1)

onde k ¢é o indice temporal, s(k) ¢ o sinal de entrada no sistema, r(k) ¢ o sinal

de saida do (primeiro) dispositivo linear, my, — 1 é o tamanho de memdria do
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(primeiro) dispositivo linear, e hyr,(i),1 < ¢ < my,, é a resposta ao impulso do
(primeiro) dispositivo linear.
Para o dispositivo linear Lo, a saida de um sistema causal, discreto e invariante

no tempo pode ser representada por
d(k) = hr,(1)2(k) + -+ hp,(mp,)2(k —mp, + 1), (2.2)

onde k é o indice temporal, z(k) é o sinal de entrada no (segundo) dispositivo linear,
d(k) é o sinal de saida de referéncia, my, — 1 é o tamanho de memoria do (segundo)
dispositivo linear, e hr,(i),1 < i < my,, é a resposta ao impulso do (segundo)
dispositivo linear.

Para os dispositivos nao-lineares sem memoria, assumidos polinomiais, a saida
de cada modelo é aqui vista separadamente. A saida do modelo de Wiener pode ser

representada em tempo discreto por
d(k) = hy(L)r(k) + hy (2)r*(k) + - + hy (7' (k), (2.3)

enquanto que a saida do dispositivo nao-linear do modelo de Hammerstein pode ser

representada em tempo discreto por
2(k) = hy(1)s(k) 4+ hy(2)s*(k) + - - - 4 hy(D)s' (k). (2.4)

Ja para o modelo LNL, a saida da nao-linearidade sem memoria pode ser represen-

tada em tempo discreto por
2(k) = hy(D)r(k) + hn(2)r2(k) + - - + ha (D7t (k). (2.5)

Nas trés tltimas expressoes, k é o indice temporal, s(k) é o sinal de entrada no
sistema, r(k) é o sinal de saida do (primeiro) dispositivo linear, z(k) é o sinal de
entrada no (segundo) dispositivo linear, d(k) é o sinal de saida de referéncia, [ é
a ordem de nao-linearidade, e hy(i),1 < ¢ < [, sdo os coeficientes do polindémio
do dispositivo nao-linear, i.e., hy(1) é o coeficiente linear, hyn(2) é o coeficiente
quadrético ou de segunda ordem, hy(3) é o coeficiente ciibico ou de terceira ordem,

e assim sucessivamente.

Assim, a saida do modelo de Wiener, usando (211) e (23)), é dada por

d(k) =hy(1) (b, (D)s(k) + -+ hpy (me,)s(k —mp, +1)) +---+
I (1) (g (1)s(k) + - -+ by (myy)s(k = mp, +1)) (2.6)



enquanto que a saida do modelo de Hammerstein, usando (Z2) e (4, é dada por

A(k) =he, (1) (i (D)s(k) + -+ I (D' (R)) + -+
hay(me,) (e (U)s(h = me, + 1)+ -+ hy(@)s' (k= mz, + 1) ;- (27)

finalmente, a saida do modelo LNL, usando (1), [Z2) e [Z3), é dada por

Dhn(1) (hr,(1)s(k) + -+ hr,(mp,)s(k —mp, +1)) + -+
) (hey (Vs(k) + -+ hiy (my)s(k = m, + 1) 4o+

Yan(1) (hp, (1)s(k —mp, + 1)+ -+ hp,(mp,)s(k —mp, —mp, +2))+ -+
hr,(mp,)hn(l) (hp,(V)s(k —mp, + 1)+ -+ hr,(mp,)s(k —mp, —mg, + 2))l . (2.8)

2.2.2 Filtros de Volterra

Outra forma de representar sistemas nao-lineares é através do filtro de Volterra —
quando as memorias dos dispositivos lineares de um modelo LNL sao pequenas, o
filtro de Volterra pode ser mais vantajoso devido a sua modularidade E}] Os mo-
delos de Wiener e Hammerstein sao casos particulares do modelo LNL, que podem,
por sua vez, ser representados através de um filtro de Volterra, como apresentado
na Figura Z2 Uma vantagem da modelagem através do sistema LNL é o ntmero
reduzido de coeficientes quando comparado ao filtro de Volterra. Entretanto, com-
putar os coeficientes do modelo LNL pode ser bem mais complicado do que calcular

os coeficientes usando um filtro de Volterra E]

N i L2 %‘i&k)z & Volterra M

Figura 2.2: Nos modelos de Wiener, Hammerstein e LNL sao necessarios dois ou
trés dispositivos, enquanto que no filtro de Volterra apenas um dispositivo modela
o sistema nao-linear.

O filtro de Volterra descreve a relagao de entrada e saida em um dispositivo
nao-linear com meméoria B] Um sistema nao-linear causal, discreto e invariante no

tempo é representado pela seguinte expansao da série Volterra [21]]:

d(k) = ho+ > hi(ma)s(k —m)

m1=0



+ Z Z hao(my,ma)s(k —my)s(k —msg)

m1=0mo=0

+ Z Z Z hs(my,ma,mgz)s(k —my)s(k — ma)s(k —mg)

m1=0mo=0m3=0

4+ o+ Z Z ...Zhl<m17...,ml)

m1=0 mo=0 m;=0

s(k—mq)s(k —mg)---s(k—my)+ -, (2.9)

onde k é o indice temporal, d(k) é o sinal de saida de referéncia, s(k) é o sinal de en-

trada, [ é a ordem do filtro, my »...; sdo as memorias do filtro, e hy(my, - - - ,my) sdo os

[-ésimos coeficientes do kernel Volterra, i.e., hy é o termo independente (bias, ou com-

ponente DC), hy(mq) sdo os coeficientes lineares ou de primeira ordem, ho(m,ms)

sao os coeficientes quadraticos ou de segunda ordem, h@ml,mg,mg) sao os coefi-
.

Observamos em ([ZJ) que o nimero de coeficientes hy(my,--- ,m;) no kernel

cientes cubicos ou de terceira ordem, e assim por diante

Volterra pode ser infinito, bem como a memoéria m;,..; pode ser infinita. Na
préatica, o filtro de Volterra é truncado, i.e., com a ordem e o numero de coeficientes

finitos. O nimero de coeficientes no kernel, em uma representacao truncada da série

Volterra, para uma ordem ! e memoria finita m (mqo...; = 0,1,--- ;m), é calculado
por [34]
[ 1 l 1!
g trmal) _emt ) (2.10)
l I(m +1)!

onde J é o total de coeficientes, [ é a ordem do filtro de Volterra, dado pelo fator
de nao-linearidade, e m é o tamanho de memdria do filtro de Volterra, também
conhecido como ordem dinamica.

Um exemplo da série Volterra truncada para um filtro de segunda ordem (I = 2)

com tamanho de memdria unitario (m = 1) é dado por

d(k) = ho+ Y hi(my)s(k —m) +

m1=0
1 1

Z Z ho(my,mso)s(k —my)s(k — ms)

m1=0 mo=0

= ho+ hi(0)s(k) + hy(1)s(k — 1) + hy(0,0)s(k)s(k) +
ha(0,1)s(k)s(k — 1) + ha(1,0)s(k — 1)s(k) +
ho(1,1)s(k — 1)s(k — 1)

= ho+ hi(0)s(k) + hi(1)s(k — 1) + hy(0,0)s%(k) +
2h5(0,1)s(k)s(k — 1) + ho(1,1)s*(k — 1), (2.11)
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considerando hy(0,1) = hy(1,0), uma vez que ambos os termos multiplicam
s(k)s(k —1).

Podemos utilizar notacao matricial para representar o filtro de Volterra: descon-
siderando o termo constante hg (ndo é de interesse na area em pesquisa), (2I1]) pode

Ser expressa por

d(k) = h's(k), (2.12)
onde
s(k) = [s(k) s(k—1) s*(k) s(k)s(k—1) s*(k—1)]" (2.13)
é o vetor do sinal de entrada, e
h = [h1(0) hy(1) he(0,0) 2hy(0,1) ho(1,1)]" (2.14)

é o vetor de coeficientes. Este exemplo é ilustrado na Figura B3

s(k)

z

noLdk)

O
.
—®

Figura 2.3: Diagrama ilustrativo de um sinal de entrada em um filtro de segunda
ordem com meméria unitaria.

Refazendo este exemplo, agora numericamente, seja
h=[0 01 —1 025"
O sinal de saida, dado por (ZI2), é igual a
d(k) = s*(k) — s(k)s(k — 1) + 0,255*(k — 1).

O sistema resultante é, de fato, um sistema de Wiener (LN), como apresentado na
Figura 241
O ntmero total de coeficientes no kernel Volterra é dado por (ZI0)

24+1+1) 24
A1+ 1) 4

Desprezando a componente DC, dos 5 (cinco) coeficientes possiveis no kernel
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L N

ﬂ@>qm—nsqk—n e )

Figura 2.4: Exemplo de um sistema de Wiener criado a partir das equagoes de uma
série Volterra truncada de segunda ordem com tamanho de memoria unitario.

Volterra, apenas trés sao diferentes de zero. Este exemplo ja indica que o uso
de filtros de Volterra resulta, muitas vezes, em sistemas com modelos esparsos.

Nesta trabalho, como serd visto no Capitulo Bl e Capitulo Bl dois cenérios de
sistemas nao-lineares sao simulados. No primeiro, um filtro de Volterra de terceira
ordem (I = 3) com tamanho de memdria igual a quatro (m = 4) ¢ utilizado para
identificacao dos sistemas. No segundo, um filtro de Volterra de quinta ordem (I = 5)
com tamanho de memdria igual a seis (m = 6) é utilizado para identificagao de
sistemas nao-lineares. Consequentemente, o niimero total de coeficientes no kernel,
calculado por (2I0), é dado por

o (B4

Cenarlo 1: J = m = 56, (215)
o, BF6+D)

Cenarlo 2: J = m = 792 (216)

Como a componente DC nao foi levada em consideracao, o total de coeficientes
estimado foi 55 e 791 para o primeiro e segundo cenérios, respectivamente. Outros
valores de [ e m sao possiveis; os valores aqui utilizados resultam em uma grande
quantidade de coeficientes — o suficiente para avaliar os algoritmos propostos, dentro
da espectativa da quantidade de coeficientes necessaria para modelar sistemas reais.

O principal problema ao usar um filtro adaptativo baseado no modelo de Volterra
¢ que, geralmente, nao é pratico, seja porque leva muito tempo para convergir,
quando usado com algoritmos do tipo Least Mean Squares (LMS), seja porque possui
muitos coeficientes, e, portanto, muito complexo, quando usado com algoritmos
do tipo Least Squares (LS) [17]. Entretanto, modelar um sistema nao-linear LNL
utilizando um filtro de Volterra gera um grande ntimero de coeficientes nulos, como
visto no exemplo acima. Devido a esta caracteristica de esparsidade, é vantajoso
combinar filtros de Volterra com o algoritmo LAR, como descrito no Capitulo Bl e

no Capitulo B
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2.3 Algoritmos de Estimacao

Na se¢ao anterior foram apresentadas algumas modelagens usadas para sistemas nao-
lineares, com énfase no modelo de Volterra. A etapa seguinte para a identificagao de
um sistema nao-linear é a determinacao dos coeficientes do modelo adotado. Dentre
os diversos algoritmos para estimagao de coeficientes, o desenvolvimento desta tese
foi baseado no algoritmo Least Angle Regression (LAR). Para fazer uma comparagao
de desempenho do algoritmo LAR em combinac¢ao com o filtro de Volterra para
identificacao de sistemas nao-lineares, outros quatro algoritmos foram estudados:
Least Squares (LS), Subset Selection (SSS), Constrained Least Squares (CLS), e
Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO). O objetivo desta seg¢ao

é apresentar todos os algoritmos analisados.

2.3.1 Algoritmos LS — Least Squares

Da familia dos algoritmos de minimos quadrados (LS), trés algoritmos foram estu-

dados: LS, SSS e CLS.

Algoritmo LS

O algoritmo LS foi primeiramente desenvolvido por Carl Friedrich Gauss em 1795,
porém apresentado por Legendre somente em 1805 M] O objetivo do algoritmo LS é
encontrar uma solucao que minimiza a soma dos erros ao quadrado [, lj] A origem

da ideia pode ser encontrada nos trabalhos de Gauss sobre estudos astrondmicos [1f].

1 (k) / d(k)

| 0

Figura 2.5: Configuragao bésica para identificacao de sistemas. Note que y(k) =
wTx(k), de modo que o erro de estimacao seja é(k) = d(k) — w'x(k).

A FiguraZH apresenta a configuracao basica (genérica) para identificagdo de um

sistema por um filtro linear. Seja
w=[wy owy e wy)t (2.17)
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o vetor de coeficientes, onde 1 < j < J é o indice do coeficiente, e
X = [x(1) -+ x(k) -+ x(K)] (2.18)
a matriz de sinal de entrada (J x K), onde
x(k) = [or(k) - a;(k) - @ (k)T (2.19)

é o vetor de sinal de entrada do tempo k. O sinal de saida estimado do tempo 1 ao

tempo K, colocado num vetor y, é dado por
y = X'w. (2.20)

Considerando ainda d como o vetor de sinal de saida desejado (do tempo 1 ao

tempo K), a solugao LS é dada pela otimizagao da funcao objetivo [
min [d — ] (2.21)
Substituindo (Z20) em (21]), podemos escrever a fung¢ao custo por
e = [l - XTw|? = [lel|* (2.22)

A solugao 6tima é obtida quando fazemos Ve = 0. Calculando o gradiente da

funcao custo encontramos

Vwe = Vule|? = Vy{eTe}
= Vu{[d" —w'X][d - X"w]}
= Vo {(Xd) "W} -V {wH(Xd)} + Vo {w XX w}.

Sabendo que Vywla = Vyalw = a e que Vo {w'XXTw} = 2XXTw, uma vez

que XXT é simétrica, chegamos a
Vewe = —2Xd+ 2XX'w, (2.23)
de onde obtemos, com Ve = 0, a resposta LS:
wrs = (XX1)™1Xd, (2.24)

assumindo que seja possivel calcular (XX™1)~!.

Ao utilizar o algoritmo LS para modelar sistemas esparsos, devido a estimacao
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dos coeficientes nulos a priori, o resultado do vetor de coeficientes possui baixo bias,
porém alta variancia [6]. Uma forma de melhorar a acurdcia ¢ anular (ou diminuir)
alguns coeficientes; desta forma, o bias é sacrificado de modo a reduzir a variancia
dos valores estimados e, assim, melhorar a estimacao em geral da] Por este motivo,
dois algoritmos que selecionam subgrupos da resposta LS foram analisados: o Subset
Selection (SSS)qﬂ] e o Constrained Least Squares (CLS) H] No algoritmos SSS,
coeficientes de menor magnitude assumem valores iguais a zero. No algoritmo CLS,
é utilizada uma matriz de restricao para forgar que determinados coeficientes sejam

nulos.

Algoritmo SSS

O algoritmo SSS considera a quantidade N de coeficientes nulos conhecida. Este

algoritmo utiliza a resposta LS, inserindo N zeros nos coeficientes de menor valor

absoluto [@]. Isto pode ser descrito por
0, para os N menores valores absolutos de wyg
[WSSS]]' = - (2.25)
[Wis];, caso contrdrio.

Algoritmo CLS

O algoritmo CLS considera conhecida, além da quantidade N de coeficientes nulos,
as suas posicoes dentro do modelo. O algoritmo utiliza a chamada matriz de restricao
C (constraint matriz, dai o nome do algoritmo) para colocar zeros nas posigoes
correspondentes daqueles coeficientes dados.

A matriz C é composta por .J (quantidade total de coeficientes) linhas e N (quan-
tidade total de coeficientes nulos) colunas. Em cada coluna apenas uma posi¢ao
possui o valor 1: naquela em que é desejado anular o coeficiente; o restante possui
valor 0. Por exemplo, seja um sistema com cinco coeficientes, onde sabemos que os

coeficientes ws e ws sdo nulos. A matriz de restricao é

(2.26)

Q

|
o o o~ ©
— o o o o

A funcao objetivo do algoritmo CLS é dada por HD
min ||d — y||* s.t. C'w =0. (2.27)
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Podemos observar que, usando a matriz C do nosso exemplo e w = [w; - - - w;] T, ao

fazermos CTw = 0, iremos forcar w, = ws = 0.

A nova funcao custo, usando o vetor de multiplicador de Lagrange A, é dada por
e=|d - XTw|>+ X'CTw. (2.28)

Para encontrar a solucao da funcao objetivo, devemos calcular o gradiente da

funcao custo,
Vwe = Vui[d' —wX][d — XTw]} + Vo {ATCTw}. (2.29)

Usando a resposta encontrada anteriormente (ZZ23]) para a primeira parte da equacao

EZ239), encontramos

Ve = —2Xd+2XX"'w + CA. (2.30)

Fazendo Ve = 0, encontramos

w = (XX")™! (Xd — %) : (2.31)

Usando a restricao CTw = 0,

cT(xx™)! <Xd—%) =0

%CT(XXT)*CA = CT'(xXxX")'Xxd
A = 2t xXxXh e tet(xxt)IxXd. (2.32)

Substituindo (Z32) em (Z3T), obtemos

w o= (XxXH™ (Xd—2C[CT(XXT)_lcl_1CT(XXT)‘1Xd)

2
= (XXH)'Xd - (xXxXH) et xxh) e tet(xxt)1xXd, (2.33)
de onde, usando a resposta LS (ZZ24]), encontramos a resposta CLS:

wers = wrs — (XX 'C[CT (XXM IC] ' CTwys. (2.34)

16



Exemplo

Para ficar clara a diferenca entre os algoritmos LS, SSS e CLS, seja o exemplo a
seguir. Em um sistema com o total de coeficientes a serem estimados J = 5 possui,

no tempo K = 6, a matriz de sinal de entrada e o sinal desejado dados por

) _ [ 6.70 |
4.00 2.15 3.00 3.30 3.40 2.90 - 80
5.00 2.65 5.10 2.80 3.50 3.40 '
5.60
X =1 550 290 550 3.30 3.80 3.70 e d= 050
6.00 3.15 550 4.00 3.90 4.30 6'80
7.60 3.95 7.30 4.00 3.70 3.90 '
- - 7.30

Seja também conhecido que os coeficientes wq e ws sao nulos.
A resposta da estimagao dos coeficientes do sistema, quando aplicado cada algo-
ritmo, é dada por

1.81
—2.08
wrs = (XX1)"1Xd =| —0.18 |,
2.69
—0.44

1.81

_ —2.08
0, para os N menores valores absolutos de [wpg],
(wsssln = [Wrs] caso contrario N 0001
b 2.69

0.00

2.33
0.00
wers = wis — (XXT)T'C[CT(XXT) 7' el Clwg = | —2.92
2.60
0.00

Note que o algoritmo SSS corretamente atribuiu zero a ws, porém ws também foi
anulado, erradamente. O algoritmo CLS, por sua vez, atribuiu zero aos coeficientes

wy € ws (tinhamos este conhecimento a priori).

2.3.2 Algoritmo LAR — Least Angle Regression

O algoritmo LAR foi proposto em 2004 por Efron et al. B] A compreensao completa
do algoritmo nao é trivial; na primeira apresentacao feita pelos autores, em [3], a

justificativa de todas as suas equacoes e o comportamento grafico dos vetores nao
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sao apresentados.

Nos anos seguintes vérios estudos sobre o algoritmo LAR foram realizados ﬂaﬂ]
Dentre estes, dois se destacam: Berghen [§] apresentou graficamente o comporta-
mento do algoritmo LAR, bem como equagoes simples e diretas para a normalizagao
dos dados; e Khan et al. [9] descreveu detalhadamente como as equagoes do algo-
ritmo sao obtidas.

A nomenclatura utilizada para descrever o algoritmo LAR deve ser claramente
definida, caso contrario o pleno entendimento pode ser prejudicado. As equagoes
principais serao aqui apresentadas, buscando uma proximidade da notagao utilizada
na area de processamento de sinais, com base na Figura 0 onde w (J x 1) é o
vetor de coeficientes. Devido a normalizagao necesséaria do algoritmo LAR, explicada

mais adiante nesta secao, vetores e matrizes com dados nao normalizados recebem

o simbolo “7” no topo de cada variavel, por exemplo em W e X.
LAR .
/ d(k)
oA

| ()

Figura 2.6: Configuragao basica de um modelo linear usado em identificagao de
sistemas. Note que (k) = w'x(k) e d(k) é o sinal desejado, de modo que o erro de

estimacao seja é(k) = d(k) — wIx(k).

O vetor de sinal de entrada (J x 1) do tempo k ¢é definido por
(k) = [21(k) -+ 35(k) - T4 (R)]" (2.35)
onde k = 1,2,--- ,K, é o indice temporal, e j = 1,2,---,J é o indice do canal.

Agrupando todas as amostras de entrada de 1 a K, a matriz de sinal de entrada
(J x K) é definida por
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= | ) k) - B(K) (2.36)

i.e., cada coluna corresponde a um vetor de sinal de entrada para um dado tempo
k.

O algoritmo LAR utiliza essa matriz de outro ponto de vista. Seja o canal j, de
agora em diante chamado de coeficiente j, com todas as suas amostras; podemos

rescrever a matriz do sinal de entrada como
S - ~ - 1T
X=[x % - %], (2.37)

onde

% = [55(1) o B (k) - B (K] (2.38)

é o vetor (K x 1) de dados do coeficiente j. Z,(k) é o sinal de entrada do coeficiente
J no instante k.
Todos os K instantes sao também agrupados no vetor de sinal de saida desejado
definido por
d=[day - di) - -J(K)]T | (2.39)
Os tinicos dados de entrada do algoritmo LAR sao estes definidos acima, a matriz
do sinal de entrada X e o vetor de sinal de saida desejado d. Estes dados devem ser
normalizados [3] antes do inicio do algoritmo propriamente dito, como apresentado
a seguir. Consequentemente, o resultado do vetor de coeficientes estimado é norma-
lizado, e deve entao ser transformado para a sua condic¢ao original, como explicado

em seguida. O algoritmo LAR ¢é detalhado na ultima parte desta segao.

Normalizagao dos dados de entrada

A normalizacao dos dados imposta pelo algoritmo LAR busca garantir ao algoritmo
LAR que seus dados de entrada satisfacam as seguintes condigoes, sendo j = 1,--- ,J

o indice de coeficientes e k =1,--- ,K o indice temporal:

M)~
=N

Sk = 0 (2.40)

i
I

]~

k) = 1 (2.41)

T

1
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id(k) = 0 e (2.42)

fe=
S d(k) = L (2.43)

k=

[y

Isto é, o vetor de dados de cada coeficiente j (x;,7 =1,---,J) deve ter média zero
(X40) e norma quadrada unitéria [Z41]), bem como o vetor de sinal de saida deve ter
média zero ([(ZZZ). A dltima condicao (243) ndo é necesséria originalmente, i.e., ndo
é apresentada no artigo original do algoritmo LAR [4]; no entanto, além de aumentar
a estabilidade numérica, como sugerido por Berghen [§], auxilia no desenvolvimento
do critério de parada do algoritmo proposto, como serd visto mais adiante.

Sendo assim, sempre que os dados originais (X; e d) ndo satisfizerem (ZZZ0)-
EZ3), eles devem ser normalizados para x; e d, de modo a obter tais condigdes.

Para tal, o vetor de dados normalizado do coeficiente j (K x 1) é dado por

xj= 2 (2.44)
Nx;
onde «
D k=1 T(F)
ms, = k .1Kj (2.45)
¢ a média dos elementos do vetor de dados do coeficiente j e
o, = [1%; — | (2.46)

é o comprimento do vetor de dados ja com média nula do coeficiente j. Definindo o

vetor de média de todos os coeficientes (J x 1) por
T
m; = [m;(1 C Mg, e m;(.,} , (2.47)

podemos agrupar as médias de todas as amostras de entrada, de 1 a K, na matriz
Mx (K x J) definida por

M; = [mi"‘mi]T
mx, Mmx,
= ST (2.48)
mx, Mmx,
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Definindo também a matriz diagonal Ny (J x J) por

N, = SN (2.49)

e considerando a definicdo em (Z31), a matriz de sinal de entrada normalizada é

dada por
C KT g, T
x| N,
X=|:|= : — N_! (5( _ MX> . (2.50)
X; 5(3 Mz,
L Nx i

d _ ~
q="""4d (2.51)
Na
onde -
L d(k)
g === —— 2.52
my T (2.52)

¢ a média dos elementos do vetor de sinal de saida desejado e
na = lld - mg| (2.53)

¢ o comprimento do vetor de sinal de saida ja com média nula.

O processo de normalizacao esta representado na Figura 27

O novo sistema com o sinal normalizado ira resultar em um vetor de coeficientes
relativo aos dados normalizados, gerando w ao invés de w. A seguir, a transformagao

necessaria para retornar o valor de w para w ¢é explicada.

Desnormalizacao do vetor de coeficientes

Como visto no tépico anterior, os dados de entrada do algoritmo devem, sempre
que nao obedecerem (40)—([ZZ3)), ser normalizados antes de iniciar o algoritmo.
Assim, também temos que encontrar a transformacao necessaria para o vetor de
coeficientes, uma vez que encontramos, com dados de entrada normalizados, o vetor
de coeficientes normalizado (w), enquanto queremos conhecé-lo em sua condigao
original (W).

O modelo do sistema desconhecido a ser estimado ¢ indicado na FiguraZ§ onde
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

1/K me 1 c
1_K[;12—1 ;\F % —my| X
I ) A2
1 1
I \% v
oK) i + X

Figura 2.7: Bloco de normalizagao necessdrio pelo algoritmo LAR. O sinal de en-
trada, aqui representado por v(k), pode ser Z;(k),1 < j < J, ou d(k); consequente-
mente, o vetor de sinal de saida, aqui representado por v, ¢ x;,1 < j < J, ou

d.

uma componente DC (constante D) é incluida para possibilitar sinais de entrada e
de saida com médias diferentes de zero e comprimentos nao unitarios. Na Figura 22§,

o sinal a ser estimado ¢é dado por

Jo(k) = wix(k) + D. (2.54)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 2.8: Modelo do sistema desconhecido quando assumimos dados com médias
diferentes de zero e comprimentos nao unitérios. Note que n(k) é o ruido (aditivo)
de observacao.

O modelo linear do vetor de coeficientes w, estimativa de w,, e o valor constante
D devem ser encontrados de modo a termos uma boa predigao de 7,(k). A FiguraZ9

indica como obtermos a predigao de g,(k) a partir dos coeficientes nao-normalizados.
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LAR

( e(k)

Figura 2.9: Estimativa da saida do sistema desconhecido pelo algoritmo LAR. Ob-
serve que g(k) é uma predicao de g,(k) da Figura 23

O vetor de coeficientes w, do ponto de vista deterministico, é obtido quando a

média do erro é igual a zero e sua variancia é minimizada. Para tal, fazemos

i (d(k) =G (k)

me = ~K
_XF, (d(k) ~ WT() - D)
. K
C Yl WIS R
K K
= ma — v~va,~( - D
= 0, (2.55)
donde
D =mg — W 'mg. (2.56)

A fim de minimizar a variancia do erro, temos o seguinte problema de otimizacao

S (k) — W K(k) — D
W K—-1 ’

o qual, usando o valor de D em (50, resulta em

S (k) — W) — mg + % mg)?
W K—1 ’

i.e.,

i i (18) — 1a — 97500 ~ o) -
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Usando as equacoes de normalizacao encontradas, dadas por

x(k) = N'(%(k) —mg) <= x(k) —mg = Nyx(k), e
d(k) —

nq

mg

d(k) = — d(k) —mg = nad(k),

obtemos

K = 2
in St (1ad(h) — WINx(B))

equivalente a

st (109 - 5N )

nq

min 7 : (2.58)
De (Z5Y), a equagao para o vetor de coeficientes normalizado é diretamente
obtida por
wl = VVT&.
nq

Uma vez que Ny é simétrica, NI = Ny, encontramos a relacao

Ny . - _
W= —"W < w=ngN,'w. (2.59)
nq
Com isso, todas as normalizagoes necessarias para o algoritmo LAR foram des-
critas. Apds estimar o vetor de coeficientes, este deve ser desnormalizado conforme

descrito nesta se¢ao, sendo a estimativa de saida do sistema desconhecido dada por

=naw x(k) + mg. (2.60)

O algoritmo LAR ¢é descrito a seguir com detalhes. A partir deste momento,

assumimos que todas as devidas normalizacoes foram realizadas, i.e., os dados obe-

decem a (Z40)-(Z743).

Revisao detalhada do algoritmo LAR

A cada iteragao do algoritmo LAR um coeficiente é adicionado ao conjunto de ele-
mentos ativos, totalizando no maximo .J iteragoes da] Para que o coeficiente ativo
seja escolhido e o algoritmo venha a convergir, todo vetor ou matriz é dependente
da iteracao que esta sendo computada naquele momento, com excecao apenas de X

e d — dados necessarios para aplicar o algoritmo LAR. Neste trabalho, a iteragao

24



do algoritmo LAR é representada pela letra n = 1,--- ,J, sempre apresentada no
modo subscrito em cada vetor ou matriz. O desenvolvimento feito neste trabalho
estd considerando apenas sistemas sobredeterminados.

Primeiro, definimos a equagao base do algoritmo LAR, dada pelo vetor (J x 1)

de correlagao [3],
c, = Xe,, (2.61)

onde X é a matriz de sinal de entrada normalizada (J x K), definida em (2350), e
e, ¢ o vetor de erro de predi¢ao (K x 1), definido por

e,=d—y,_1, (2.62)

onde y,_1 é o vetor de sinal de saida estimado na iteragdo anterior (yo = 0), e d é
o vetor de sinal de saida desejado, definido em (Z3).

O vetor de correlacao pode, entao, ser reescrito por

Cn = [cin o Cim oo cynlt
= [x; -0 X5 - XJ]Ten
en(1)

= [x(1)---x(K)] :
en(K)

ZkK:1 z1(k)en (k)
_ : . (2.63)

S g (k)eq (k)

Como pode ser observado, o j-ésimo elemento do vetor de correlagao na n-ésima
iteracao do algoritmo, c¢;,, corresponde a correlagao estimada entre o erro de es-
timacao e o vetor de dados do coeficiente j.

Chamamos de conjunto ativo, A,,, o conjunto de coeficientes estimados no mo-
delo na iteracao n. A cada iteracao, um coeficiente é adicionado a este grupo. O
vetor de predicao do algoritmo LAR, y,, é redirecionado a cada iteracao, como o
nome Least Angle Regression sugere, para a dire¢cao equiangular dentre os vetores
do modelo. A direcao a ser seguida, definida pelo vetor u,, tem o mesmo angulo

para todo x;,j € A,,. Para isso, trés regras devem ser obedecidas [9]:

1. ter comprimento unitario:

2 T .
[un | = u,u, =1 (2.64)
2. ser de modo que o angulo e, consequentemente, o cosseno deste angulo, «,,,
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entre cada vetor de dados do coeficiente no conjunto ativo e u, seja o mesmo:
ijjTun =a,,Vj € A,, (2.65)

onde s; = £1, dado pelo sinal de ¢;,. Este sinal deve ser utilizado para que
o angulo fique dentro do primeiro quadrante, e o cosseno do angulo «,, seja
sempre positivo. Sendo ||x;|| = ||u,|| = 1, a Equacao (ZGH) pode ser escrita
como

X,u, = a,1,, (2.66)

onde 1, é um vetor com o mesmo numero de elementos de 4, composto
por 1’s, e X,, é a matriz composta pelos vetores de dados dos coeficientes do

conjunto ativo definida por
Xn = | $pXj 0 85X, | (2.67)

3. ser uma combinagcao linear dos vetores de dados dos coeficientes que estao no
conjunto ativo:
u, = X p,, (2.68)

onde p,, é um vetor de pesos (n x 1), determinado a seguir.

Para determinar p,,, primeiro substituimos ([E8) em (&), de modo que
pr X, X pn = P Rup, =1, (2.69)

onde R,, = X,,XT ¢ a matriz de correlacio dos vetores de dados dos coeficientes do
conjunto ativo. Em seguida, substituindo (EGY)) em (66, teremos

onde
pn = o, R, '1,. (2.71)

Considerando que o sistema é sobredeterminado, R.;! sempre serd possivel de ser

calculado.
Finalmente, «,, é calculado substituindo (ZZI]) em (269),

p,R,p, = (a, R, '1,)"R, (0, R, '1,) = 21 R 1, = 1,
usando S, = R, !,

o, = (178,1,)7 2 (2.72)
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Substituindo (7)) em (Z6Y), u,, é obtido por
u, = @, XS, 1,. (2.73)

O algoritmo LAR comeca com o vetor de saida estimado igual a zero, i.e., yg = 0.

O vetor de saida estimado y,, é atualizado de acordo com a seguinte equacao []:

Yn = Yn-1 1+ Ynln, (274)

onde u,, é dado por ([ZZ3J), e v, é o tamanho do passo dado na dire¢gao u,. O
tamanho do passo depende dos coeficientes que estao fora do modelo, i.e., nao estao
no conjunto ativo. Os coeficientes que estao fora do modelo compdem o chamado
conjunto inativo, A,,.

O tltimo ponto do algoritmo é determinar qual coeficiente do conjunto inativo
deve ser escolhido para ser transferido ao conjunto ativo e, assim, calcular o passo
Y. O coeficiente escolhido, dentre os coeficientes de A,,, é aquele que estd mais
correlacionado com o erro residual, calculado como se segue.

O vetor de correlagdo, substituindo ([Z62) em (1), é dado por
¢, = X(d -y, 1), (2.75)
de modo que o valor de correlacao relativo ao j-ésimo coeficiente é dado por
i =%, (d = yn_1). (2.76)
Substituindo ([Z74) em (Z70) temos

Cim = X]T<d —Yn-—2— ’7n7111n71)
= X]T<d - yn72) - fyanX]Tunfl

Cin—1— ’}/n_lx;run_l. (277)

Por definicao, todos os coeficientes no conjunto ativo tém o mesmo valor de
correlagao absoluto, |¢;,| = Chazn,Jj € An, € 0 mesmo angulo cujo cosseno € vy,

dado em (Z6H). Logo, para os coeficientes ativos teremos

Cmaa},n - Cmax,n—l — Tn—10n—1, j € Aﬂa

equivalente a
Cma:v,n+1 = Cmam,n — TnOn, j € Aﬂ+17 (278>

sendo este o valor maximo de correlacao da iteracao seguinte.
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Definindo um vetor auxiliar por
a, = Xu,, (2.79)

um coeficiente de indice j que estd no conjunto inativo tera este mesmo valor de

correlagao se, para c;, > 0,

Cin — ’Ynx;‘run = Cmaa},n — Y Qn, j € Aﬂ
N = Cmaa},n - Cj,n (2 80)
J U, — Gjp, ’

ou, para c;, < 0,

T . A
—Cjn + ’Van u, = Cma:v,n — YiQn, J € 'An
Cmax,n + Cin
Qp + Qjn

Vo= (2.81)
O préoximo coeficiente mais correlacionado, o escolhido j,, é aquele que resulta
no menor valor positivo de ;,

Yy = min v;, (2.82)

v;>0

onde 7; sdo valores encontrados em ([ZX0) e ([ZXI) para j € A,. O dito coeficiente,
identificado pelo indice j,, é removido do conjunto inativo e inserido no conjunto
ativo, e o valor =, é considerado na iteracao atual n. Na tultima iteracao, quando
n = J, hd uma excecdao, uma vez que A; = [ ] e nenhuma das equacoes acima
pode ser calculada; neste momento o algoritmo utiliza v; = Car 5/, de forma a
resultar na solugao LS [].

A seguir, com base na Figura 210, é apresentado um exemplo grafico simples de
como ¢é incrementado o algoritmo LAR. Seja um sistema com quatro coeficientes,
j = 1,2,3,4; logo, os vetores de dados dos coeficientes sao representados por Xi, Xs,
X3, € X4.

O primeiro coeficiente a entrar no conjunto ativo, em n = 1, é encontrado a
partir da equacao ¢; = XTd. Seja o maior valor absoluto de c; calculado para o
coeficiente j = 1, ou seja, j = 1 é o mais correlato: |ci1| > [caa|, |c11] > |esq] e
|c1,1] > |ea1]. y1 aumenta o valor 41 na direcdo u; (y1 = yo + 711, yo = 0), sendo
~1 0 menor valor encontrado para que um novo coeficiente seja tao correlato quanto
o coeficiente j = 1.

Seja o0 novo coeficiente mais correlato j = 2, ou seja, calculando ¢, = X (d—y1),
obtém-se |c1 o] = |caa| > |c32| € |c12| = |c22| > |ca2]. Neste momento, y, aumenta o
valor 7, na direcao us, direcao esta equiangular entre x; e x3. Novamente, o valor

v9 foi calculado tal que um novo coeficiente seja tao correlato quanto j =1e j = 2,
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YLs

» X4

X3

Figura 2.10: Exemplo da implementacao do algoritmo LAR em um sistema com qua-
tro coeficientes. O vetor de saida estimado y,, é incrementado conforme os vetores
de cor azul. Os vetores com o mesmo padrao de traco sao do mesmo coeficiente.
Note que o vetor de dados do coeficiente j = 3, x3, selecionado em n = 4, teve sua
diregdo invertida (j, = 3,s;, = —1).

por exemplo j =4 (|c1 3] = |ca3| = |cas| > |cs3]). y3 aumenta, entdo, o valor 3 na
direcao ug, direcao esta equiangular entre x4, X5 € Xj.

Finalmente, o ultimo coeficiente mais correlato sé pode ser j = 3. Neste mo-
mento, nao ha nenhum outro coeficiente restante, logo o valor de v4 é calculado tal
que a resposta do LAR equivalha a resposta LS. A diregao seguida é equiangular a

todos os vetores de dados de coeficientes do sistema.

Estimacgao do Vetor de Coeficientes

No algoritmo LAR, o vetor de coeficientes estimados pode ser calculado apenas apos
a ultima iteracao realizada. Dependendo da aplicacao, estimar o vetor de coeficientes
apenas no final nao é prejudicial. No entanto, para a aplicagao de identificacao de
sistemas nao-lineares aqui abordada, é desejado estimar o vetor de coeficientes a
cada iteracao. Este adicional, ndo evidenciado em [], é apresentado a seguir.

Seja o vetor de coeficientes ativos estimado (n x 1) pelo algoritmo LAR na
iteracao n dado por

Wp = [wjlm wjnm]Tv (283)

e o vetor de coeficientes completo estimado (J x 1) pelo algoritmo LAR na iteragao
n dado por

Wy =W, o Wi e wil (2.84)

O vetor de coeficientes ativos é idealmente estimado por
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Note que w,, tem tamanho n x 1, ordenado como em A.

Usando o vetor de sinal de saida estimado, dado por ([ZZ4l), encontramos

W, = San(Yn—l + ’Ynun)
= S, X, V-1 + 7S, X, u,. (2.86)

Para resolver a primeira parte da equacao, conhecemos que a saida estimada é

calculada por

Vo1 = X W,_1, (2.87)
de onde também encontramos w,,,

W, = (XX 'Xy,. (2.88)

Podemos escrever a relagao entre X e X,,, baseado em (267), por

X, =D,P,X (2.89)
onde
P,
P, = : , (2.90)
pj,

é a matriz selecao como em A,, (n x J), onde p;, é um vetor com a posicao j, igual

a 1 e as demais iguais a zero, e
D, = diag(sj, - - -s;,) = diag(P,, sign(c,)) (2.91)

¢ a matriz diagonal composta por £1 (n x n), dado pelo sinal de s;, = sign(c;,),j €
A,,. Ambas as matrizes sao compostas de acordo com a ordem em que os coeficientes
entram no conjunto ativo. Por exemplo, seja um sistema com cinco coeficientes

(J =5), em que o algoritmo LAR encontra-se na terceira iteracao (n = 3) com

T T
A3:[3 2 5} e cgz[o.z 05 05 —04 0.5] .

Neste caso, teremos

0 0 0 0 0 0
P3: 0 1 00 € D3: 0 -1 0
0 0 01 0 1
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Assim, temos que D' =D,, e D2 =P, Pl =1,,.
Por definicao, temos
w, =P!D,w,. (2.92)

Substituindo [Z32) em (ZXT) e usamdo (ZTJ), mostramos que

Yn-1= XTPg‘ianflwnfl - nglwnfl- (293>

Logo, ([Z32) é solugao de (X7). Note que w,, tem tamanho J X 1, enquanto que
w,, tem tamanho n x 1. A multiplicacao de w,, pela transposta da matriz de selecao

P,, n x J, retorna ao tamanho original o vetor de coeficientes.

Usando (Z671) e ([Z93) para solucionar a primeira parte da equagao (80, tere-
mos

Sanynf 1 = Sannglwnfl

- San[Xz—l Sjnxjn] [ W ]

0
- 1, [ Wn-1 ]
0

_ [ ’8* ] (2.94)

Para a segunda parte da equacao ([Z8H), sabemos, de [Z13), que
u, = anX:Snln.

Substituindo (Z73) e (Z34) em (Z=M), temos

W, = Sanynfl—i_fYnSanun

_ W’(‘)—l + Y00 S X XS, 1,
Wn—1
= + nansnlna

de onde encontramos

w, — [ ng TSN (2.95)
onde
w, = a,S,1,. (2.96)

Assim, temos o algoritmo completo, com todas equacoes utilizadas apresentadas
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no Algoritmo [l Deve-se lembrar que é necessario desnormalizar o vetor de coefi-
cientes, dado em (Z5d). Note ainda que um vetor w, esparso permanece esparso

apos a desnormalizacao.

Algoritmo 1 - LAR

entrada: 5(, d
1: normalizar para X, d
20 Ag [ ]
3:y0« 0
4: P, [ ]T
5 forn=1:.J do
6: €p — d - Yn—-1
7 c, — Xe,
: [Crnaz,POSmaz] — maz(|c,]|)
9: if n =1 then
10: In < POSmax
11: end if
120 Ay [ Ay ga |
13: A, —{1,2,--- . J} — A,
14: pj, < zeros(J,1)
15 pj,(jn) — 1
16: P, — [P, p;,]"
17: D,, — diag(sign(P,c,))
18: X, D,P,X
19: S, «— (X, XI)"!
20: 1, < ones(n,1)
21:  a, « (17S,1,)"1/?
22: Wy — apS,l,
23: u, — X, wy,
24: a, — Xu,
25: if n = J then
26: Yn = Crmaz/n
27: else
28: for j=1toJ—ndo
29: By o Cmoz = CAGn
An = AAG),n
30: gy o Cmoz t A
O+ AAG).n
31: 7v; « min(8; > 0,52 > 0)
32: end for
33: [Vn,p0sn] < min(v;)
34: Jn — An(posy,)
35: end if
36: Yn < Yn—1 1+ YnUn
37 wy, — Wi | 0T +y,w,
38: end for

39: W «— P;DJWJ
saida: desnormalizar w
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2.3.3 Algoritmo LASSO — Least Absolute Shrinkage and

Selection Operator

Robert Tibshirani apresentou, em 1996, o algoritmo LASSO como um novo método
para estimagao de modelos lineares [31]. Tibshirani também é coautor do algoritmo
LAR, apresentado em 2004. Uma modificagao no algoritmo LAR permite que todas
as respostas do algoritmo LASSO sejam obtidas [4]. O conteiddo aqui apresentado
é esta modificagao necessaria no algoritmo LAR, de modo que o algoritmo LAR
modificado satisfaga a funcao objetivo do algoritmo LASSO.

A fungao objetivo do algoritmo LASSO é minimizar o erro residual sujeito a
um valor absoluto maximo dos coeficientes estimados M] Em outras palavras, o
algoritmo LASSO resolve o problema LS sujeito a uma restricao de norma-1 dos

seus coeficientes, cuja func¢ao objetivo é dada por [3§]
min ||d — y|* s.t. |wl1 <, (2.97)

onde [|wl|; = >, |w;|, e t é uma constante definida_a priori.

Em 1999, Osborne et al. apresentaram em [39, 4(] melhorias no processamento
do algoritmo LASSO, que futuramente foi chamado de Homotopy, ou Homotopia.
A resposta do algoritmo Homotopia é a mesma resposta do algoritmo LASSO. De
maneira andloga, Tibshirani apresentou em [5] uma modifica¢ao no algoritmo LAR
para que obtivesse também a mesma resposta do algoritmo LASSO. O préprio autor
disse que o algoritmo LAR modificado para o algoritmo LASSO tem um procedi-
mento semelhante ao algoritmo de Homotopia, porém de uma forma mais direta
al

Donoho e Tsaig dﬁ] desenvolveram um critério de parada, chamado de pro-
priedade da solucao do passo-k, usado para o algoritmo Homotopy, algoritmo com
resultado semelhante ao algoritmo LASSO. Este critério foi desenvolvido para o caso
de sistemas subdeterminados e, segundo os autores, pode também ser utilizado no
algoritmo LAR. Apéds atingir a quantidade ideal segundo a propriedade apresentada,
o algoritmo é interrompido antes de todos os coeficientes serem estimados.

O enfoque aqui apresentado é a modificagdo necessaria no algoritmo LAR para
que tenha a resposta do algoritmo LASSO. Maiores detalhes do algoritmo LASSO
nao sao apresentados, uma vez que o algoritmo LASSO nao foi objeto de estudo
aprofundado para o desenvolvimento deste trabalho.

Vamos rescrever a funcao objetivo do algoritmo LASSO com a nomenclatura
utilizada na Secao 232k

min ||d — y,[|? s.t. ||Wa| <t (2.98)
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A~ J A , . . .

onde [|[W,|[1 = > 75, [W;n[, e t é uma constante definida a priori.
Para que a resposta do algoritmo LAR seja a resposta do algoritmo LASSO é
necessario que o sinal de cada coeficiente estimado seja o mesmo sinal do seu valor

de correlagao, ou seja [
sign(w; ) = sign(c;,) = s;. (2.99)

O algoritmo LAR nao impoe esta restrigao, porém pode ser modificado para que
isto ocorra.
Para encontrar a solugao da funcao objetivo do LASSO (97), devemos calcular

o gradiente da funcao custo, definido por
Ve = Vi, {[d" = wiX][d — X"W,]} + V. {)\Z \wjn\} (2.100)

Relembrando a relacao entre w,, e w,, (202
. T
W, = Pn anna

onde w, é definido em (ZZ3) e w, é definido em (ZX4), a norma L; usada na

restricao do algoritmo pode ser reduzida a
J n
IWlls =D il = Y 8j:0j,0 = Wi Dyl (2.101)
j=1 i=1

Desta forma, substituindo (2292)) e (ZI01) em (ZI00), bem como usando o mul-

tiplicador de Lagrange A, encontramos

Va,e = Vy, {[d¥ = P'D,w,)"X][d - X"P'D,w,|} + V,{\w'D,1,}
= -V, {d'X"P!D,w,} -V, {w'D,P,Xd}
4V {w:D,P,XX"P!D,w} + V,, {Aw'D,1,}
= -2D,P,Xd +2D,P,XX"P'D,w, +\D,1,
= —2X,d +2X, X w, + AD,1,, (2.102)

onde X,, = D, P, X [Z89). Fazendo Vy,, ¢ = 0, encontramos
2X,(d — X} w,) = AD,1,,. (2.103)
Substituindo y,, = X w, 33) em ZIIJ) e voltando com X,, = D, P, X,
2D, P,c, = \D,1,. (2.104)
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A
Nota-se que P,c, é o valor de ¢;,,j € A,. Logo, Crawn = 5 Por outro lado,

também temos, igualando (ZI03)) e (ZI04),
P, X(d—-X'w,) =P,c,. (2.105)

Em ambos os lados, a multiplicagao por P, indica que a igualdade deve ser man-
tida apenas para os coeficientes ativos. Neste caso, temos entao que sign(c;,) =
sign(w; ), como querfamos demonstrar em (EZ99).

Para que (99) seja satisfeita, suponha que o algoritmo esteja na iteragao n.

Sabemos que a relagao entre w,, e w,, (292)) é dada por
- T
W, = PnDan,

bem como (ZZ05)

Wn—1 +
W, = n®n
0 v
onde w,, = | Wiy n Wip.n ]T = a,S,1, [Z34)
Logo,
W, = PTD, W’(‘]‘l +7,PTD,w,
= Who1 + 1P D, w,. (2.106)

Os sinais de w,, e w,,_; serao diferentes a partir de
P D, w, = —W,_;. (2.107)

Uma vez que w;,—1 =0,j € A, (o mesmo resultado obtemos para o lado esquerdo
da equagao), apenas os coeficientes ativos devem ser verificados. Para os coeficientes

ativos, isto vai ocorrer quando

VinSinWin,n = —Wj, n—1
Wi n—1
J— .]717”
Vin = T s (2.108)
SjnWin.n
o primeiro ocorrendo em
Virasso = 11 {an}- (2.109)
Yin >0

Quando nao ha valor positivo para 7v;,, é considerado infinito.

Yirasso

Por fim, quando 7, ,+¢,, dado por (ZI09), for menor que 7, dado por (Z82), o
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coeficiente j;ass0 € retirado do conjunto ativo

A, = A, — jrasso, (2.110)

e o tamanho do passo de iteracao ¢ igual 7;, ,4s,, a0 invés de v,. Ou seja, o valor

mdximo de correlacao ¢ dado por (78
Cmaa},n-ﬁ-l = Cmaa},n — Virasso@ns ] S An, (2111)
bem como o vetor de saida estimado y,, ¢ dado por (274)

Yo = Yn-1+ Vjsassoln: (2.112)

e o vetor de coeficientes w,, dado por (Z9H)

Wn—1
W, =

() +7LASSOwn. (2113)

O pseudocddigo do algoritmo LAR modificado para obter as respostas do algo-
ritmo LASSO ¢é apresentado no Algoritmo Bl

2.4 Critérios para selecao de modelo

Selecao de modelo é a escolha de parametros, aqui chamados de coeficientes, na
tentativa de criar um modelo com a menor complexidade possivel para uma quanti-
dade de dados finita da, El] Se a quantidade de coeficientes usada for muito menor
do que a quantidade efetiva do sistema real, o modelo nao possuira a complexidade
estrutural necessaria para reproduzir a dinamica do sistema. Por outro lado, se a
quantidade for muito maior do que a necessaria, a estimacao dos coeficientes sera
mal dimensionada H] Neste trabalho, o critério para selecao de modelo ira definir
a quantidade e quem serao os coeficientes nao-nulos do sistema, também chamados
de coeficientes ativos na Secao 23

Trés critérios para selecao de modelo foram estudados: Akaike Information Crite-
rion (AIC), Bayesian Information Criterion (BIC) e Mallows C,. Os dois primeiros
critérios, propostos na década de 70, sao amplamente utilizados em sele¢ao de mo-
delos nas mais diversas areas, como em modelos urbanos |i_ﬂmodelos sociolégicos

] e modelos aplicados na drea de ecologia e evolucao [28, 31]. O terceiro critério,
também conhecido e proposto na década de 70, foi estudado em particular por ter
sido sugerido por Efron et al. [d], como critério de selegao especificamente para ser

usado com o algoritmo LAR. Todos estes critérios sao medidas de qualidade de
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Algoritmo 2 — LAR modificado para LASSO

entrada: 5(, d
normalizar para X, d
Aog —[]
Yo<0
P, —[]T
forn=1:Jdo
en —d—yn-1
cp — Xep,
[Cmaacyposmaac] — max(|cn\)
if n =1 then
Jn < POSmax
end if
Ay — [ Apor jn ]
~A_'n<;{1727 7J}7An
Pj, < zeros(J,1)
Pjn (Jn) < 1
Pn - [Pz—l pjn}T
D,, « diag(sign(Pncn))
Xp «— D, PpX
Sn — (XpXT)~!
1, < ones(n,1)

DO = = = = e e

21: Qp — (1;§sn1n)*1/2

22: wn — apSnply,

23: u, — Xnpwn

24: a, «— Xunp

25: if n = J then

26: Yn C’maz/an

27: else

28: for j =1to J—n do

29: P R
Co‘n T 2A@G)n

30: By o Loz T CAG)m

an +AL(3),n

31: v, « min(81 > 0,82 > 0)

32: end for

33: [vn ,posfn} — min(v;)

34: Jn — An(posn)

35: end if

36: for j =1tondo

37: Yrasso(j) = —wjn—1/(s;jwjn)

38: end for

39:  [yrasso0,pospasso] < min(yp 550 > 0)

40:  jrasso < An(pospasso)
41:  if ypasso < yn then

42: Yn ¢ Yn-1 +YLASSOUn

43: w, — [wi_ 1 0T +vrass0wn
44: A, — A, — jrasso

45: P, P, — Pjrasso

46: else

4T: Yn < Yn-1 + TnUn

48: w, — [wi_; 0]T +~,w,

49: end if

50: end for

51: W «— P;D.]WJ
saida: desnormalizar w

ajuste ou de incerteza para uma dada quantidade de amostras B]
A quantidade de coeficientes indicada por cada critério é funcao do nimero de
amostras utilizadas, do nimero de coeficientes estimados e do erro de estimagao.

A quantidade 6tima de coeficientes é escolhida pelo menor resultado da equacao de
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cada critério dﬂ, @] Para isso, todos os modelos possiveis devem ser calculados, ou
seja, deve ser estimado o modelo com 1,2, --- | até J coeficientes. O menor resultado
apontado pelos métodos AIC/BIC/C,, proporciona o modelo com a quantidade de
coeficientes ideal para aquele critério em particular.

Isto j& demonstra uma desvantagem destes critérios para serem usados em con-
junto com o algoritmo LAR: o algoritmo deve ser processado iterativamente até que
todos os coeficientes sejam estimados; somente apds a tltima iteracao pode-se entao
definir, de todos os coeficientes estimados, quantos devem ser efetivamente utiliza-
dos. Em outras palavras, nenhum destes critérios é um critério de parada de um
algoritmo, apenas critérios para selecao do ntimero de coeficientes do modelo 6timo.

A seguir, é apresentado cada critério separadamente.

2.4.1 Akaike Information Criterion

Hirotsugu Akaike introduziu, em 1973, o conceito de critério de informacao como
uma ferramenta para a selegdao 6tima de modelo. Akaike sugeriu a seguinte equagao

para avaliagao de selegao de modelo [24]:

2
AIC = K log (” Ky” ) +2N, (2.114)

onde K ¢ a quantidade de amostras usada no calculo do modelo, N é a quantidade
de coeficientes estimados, d é o vetor de referéncia, e y é o vetor de saida estimado,
de modo que ||d —y]|| é o erro de estimacao.

O primeiro termo mede a falta de ajuste do modelo, enquanto que o segundo
termo é uma penalidade para coeficientes adicionados ao modelo [42]. Assim, quando
o numero de coeficientes estimados N aumenta, o erro estimado diminui, porém a
penalidade do modelo aumenta. Outra interpretacao, dada por Aguirre H], é a de
que a medida que termos sao incluidos no modelo, o niimero de graus de liberdade
aumenta permitindo um ajuste aos dados mais exato.

Para um ntumero pequeno de amostras, quando K/N < 40, deve ser usado o

chamado Akaike Information Criterion de segunda ordem [24], dado por
Id —ylP? 2N(N +1)
AIC =K1 2N + ——. 2.11
C og ( 7 F2N 4 1 (2.115)

Para grandes quantidade de amostras (maiores valores de K'), o tltimo termo tende

a zero, de modo que (ZITH) resulta em (ZTT4)).

Para a identificacao dos sistemas nao-lineares proposta, diversas quantidades de
amostras foram utilizadas, desde uma pequena quantidade de amostras (K/N < 40)
até uma grande quantidade delas (K/N > 40). Desta forma, (ZI1H) foi a equacao

utilizada para avaliacao do critério AIC.
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2.4.2 Bayesian Information Criterion

Gideon Schwarz apresentou, em 1978, uma modificacao no critério AIC, chamado
de Bayesian Information Criterion, dado por [25]

_ Id -y
BIC = Klog I + Nlog K, (2.116)

onde K é a quantidade de amostras usada no calculo do modelo, N é a quantidade
de coeficientes estimados, d é o vetor de referéncia, e y é o vetor de saida estimado,
de modo que ||d — y|| é o erro de estimagao.

E clara a sua similaridade ao critério AIC: o primeiro termo mede a falta de
ajuste do modelo, enquanto que o segundo termo é uma penalidade para coeficientes
adicionados ao modelo. A diferenca é no termo de penalidade, maior para o BIC do
que para o AIC (log(K) > 2 para K > 8) @]

2.4.3 Mallows C,

Colin Mallows apresentou, também em 1973, assim como o Akaike, um critério
desenvolvido particularmente para modelos estimados através do algoritmo Ordinary
Least Squares (OLS) [26]. Por este motivo, foi sugerido por Efron et al. como critério

para indicar a quantidade de coeficientes étima na primeira proposta apresentada

em [d]. O critério, conhecido por C,, onde p é o ntimero de coeficientes dentro do
modelo, é dado por [26]
d— 2
CPZM — K +2N, (2.117)
94

onde K é a quantidade de amostras usada no calculo do modelo, N é a quantidade
de coeficientes estimados, d é o vetor de saida de referéncia, y é o vetor de saida
estimado, e 03 ¢ a variancia do vetor de referéncia. Note que o indice p faz referéncia
ao coeficiente, que neste trabalho é chamado de N (p = N). Porém, para nao

descaracterizar o nome do critério, foi mantido o indice p em C,.

2.5 Conclusao do capitulo

Neste capitulo foi realizada uma apresentacao dos conceitos basicos dos tépicos
relacionados a esta tese. Os topicos foram apresentados na ordem das etapas para
identificacao de sistemas nao-lineares.

Primeiro, na Secao L2 diferentes maneiras para a representacao de sistemas nao-
lineares foram apresentadas. Os trés modelos em cascata LN (modelo de Wiener),
NL (modelo de Hammerstein), e LNL foram abordados. Ainda nesta segao, o filtro

de Volterra foi delineado.
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A seguir, na Secao EZ3 algoritmos de estimacao foram detalhados; dentre aque-
les apresentados estao tres algoritmos da familia Least Squares: LS, SSS, e CLS. O
algoritmo LAR foi, entdo, minuciosamente descrito, com todas as equagoes determi-
nadas na maneira convencionalmente utilizada na area de processamento de sinais.
O algoritmo LAR foi abordado com diversos detalhes nao explicitos em trabalhos
anteriores. Ao final desta secao, o algoritmo LASSO foi apresentado, com o enfoque
na modificacdo necessaria ao algoritmo LAR para que a resposta seja a mesma do
algoritmo LASSO.

Finalizando, na Secao B4l trés critérios para selegio de modelo, amplamente
conhecidos, foram apresentados: AIC, BIC e Mallows C,. Os critérios para selecao
de modelo nao sao critérios de parada de um algoritmo, pois necessitam que todos
os J modelos possiveis, sendo J a quantidade total de coeficientes, sejam criados
para selecionar o melhor deles.

O levantamento do estado da arte mostrou que o algoritmo LAR, recentemente
desenvolvido, é um algoritmo com caracteristicas que favorecem a sua utilizagao na
identificacao de sistemas esparsos. Sua principal desvantagem ¢ a alta complexidade
computacional e a impossibilidade de ser recursivo no tempo, devido ao uso de dados
em bateladas. O bom desempenho do algoritmo LAR em diversas aplicagoes gerou
um interesse de desenvolver um critério de parada, a fim de torna-lo mais eficiente

na identificagao de sistemas esparsos. Este é o tema do préximo capitulo.
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Capitulo 3

Algoritmo GLAR

3.1 Introducao do capitulo

Neste capitulo ¢ apresentada a primeira contribuicao desta tese: o algoritmo aqui
designado por GLAR, i.e., o algoritmo LAR incluindo um critério de parada
geométrico. A motivacao inicial ao desenvolver o critério de parada geométrico
para o algoritmo LAR era gerar um algoritmo capaz de trabalhar de modo eficiente
com sistemas esparsos. Sistemas esparsos sao, por defini¢ao, sistemas que geram
modelos com uma grande quantidade de coeficientes nulos.

O algoritmo LAR estima um novo coeficiente a cada iteracao: apos n iteragoes,
n coeficientes sao estimados, permanecendo os coeficientes restantes iguais a zero.
Sera mostrado que o algoritmo LAR identifica corretamente os N coeficientes nao-
nulos do sistema esparso proximo a n = N, de modo que interrompé-lo antes da
estimacao de todos os coeficientes nao prejudica a identificagao do sistema. Com
este objetivo, foi desenvolvido o algoritmo GLAR, nome dado ao algoritmo LAR
com o critério de parada geométrico, apresentado na Secao B2

Para validar o esquema proposto, na Secao B3 sistemas nao-lineares sao iden-
tificados com o algoritmo GLAR em conjunto com o filtro de Volterra. Primeiro, a
quantidade de coeficientes determinada pelo critério de parada geométrico é com-
parada a quantidade de coeficientes determinada pelos critérios de selecao AIC, BIC

e C,. Em seguida, os vetores de coeficientes estimados resultantes dos algoritmos
GLAR, LS, CLS e SSS sao comparados.

3.2 Desenvolvimento do algoritmo GLAR

Conforme discutido no Capitulo [, o primeiro objetivo ao estudar o algoritmo LAR
foi desenvolver um critério de parada para interromper o algoritmo utilizando apenas

a informacao disponivel na iteracao n. Com o critério de parada geométrico é
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possivel interromper o algoritmo LAR antes da estimacao de todos os coeficientes.

Sao duas as vantagens do algoritmo LAR ser interrompido antes de calcular to-
dos os coeficientes: diminuir a complexidade computacional e, no caso de sistemas
esparsos, determinar coeficientes com magnitude zero (quantos e quais sdo os coe-
ficientes). Esta motivacao levou ao desenvolvimento do critério de parada para o
algoritmo LAR, chamado de critério de parada geométrico.

O critério de parada geométrico é assim chamado pois utiliza os angulos, 0, ,,
para avaliar se o algoritmo deve ser interrompido na iteragao corrente n. Na Se¢ao
B2l estes angulos sao determinados. O critério de parada geométrico em si é
apresentado na Se¢ao B2

Em seguida, o algoritmo LAR é desenvolvido de modo recursivo em n. O al-
goritmo LAR apresentado em detalhes no Capitulo Bl, Secao 232 nao apresenta
nenhuma tentativa em relacao a otimizacao — a complexidade computacional nao
estava em questao. A recursividade em n, como demonstrado na Se¢ao B2ZZ3 tem o
objetivo de desenvolver um algoritmo mais eficiente.

Por fim, o pseudocédigo do algoritmo GLAR e sua complexidade computacional
sao apresentados na Secao B2l onde as equagoes recursivas pertinentes foram in-

seridas.

3.2.1 Determinacao dos angulos 0, ,

O vetor de correlagao (Z&1l), definido por

Cnp = Xena
_ - - -
Cln Xie,
— T
Cin - X] €n ) (3].)
T
| Cin | L Xi€n ]

¢é o vetor base calculado a cada iteracao do algoritmo LAR.

Na tltima iteragao do algoritmo LAR (n = J), a resposta obtida é a resposta
LS. Neste caso, os vetores de dados dos coeficientes sao ortogonais ao vetor de erro
de predigao,

x; Ley, Vj (3.2)

ou seja,
Cjg = XjTeJ =0, Vj, (3.3)

conhecido como principio da ortogonalidade E] Antes da tltima iteracao, o angulo
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entre cada vetor de dados de coeficiente e o vetor de erro de predicao é diferente de
90°.

O critério de parada geométrico para o algoritmo LAR proposto nesta tese é
baseado no conceito do principio da ortogonalidade e no vetor conhecido c,. O
critério de parada geométrico utiliza os angulos entre os vetores de dados de coefi-

cientes e o vetor de erro de predigao, calculado pelo produto interno < x;,e, >,

; xle, xje, (3.4)
i = Arccos —=———— = arccos , .
8 15 111]ex|l len
onde ||x;|| = 1 devido a normalizacdo. Os angulos 6, ,,Vj, sdo agrupados no vetor
de angulos (J x 1) definido por

0, =101 005, . (3.5)

Comparando (Bl) e (B4), constata-se que os angulos ;,, e o vetor de correlagao
¢, estao diretamente relacionados. O comportamento de 6, ,,, a medida que o valor
de n aumenta, é alterado junto com o valor maximo de correlagao, C,az n-

O valor maximo de correlagao é monotonicamente decrescente, como demons-

trado em (ZT7F), dado por

Cma:v,n = Cmam,nfl — TnOnp. (36)

Pelo algoritmo LAR, C),44., € 0 valor de correlagao absoluto dos coeficientes ativos,
enquanto que o valor de correlagao absoluto dos coeficientes inativos é sempre menor
do que aquele, ou seja,

- Cmaa},na ] € An

|Cjin] o (3.7)
< Cmam,nu .] € An
Para j € A, [B1) pode ser simplificado para ¢;, < Crazn-
Para os coeficientes ativos, j € A,, o angulo é dado por
—C,
arccos — ==t Cjm <0
maz,n
arccos , Cjim > 0.
len]]
Baseado na Figura Bl pode-se perceber que
o mazx,n o _Cmam n
90° — arccos = = 190° — arccos ————1| . (3.9)
len]] len]]
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: Hn(jQ)

- Cmax,n Cmaa:,n

len]] lenl|

Figura 3.1: Exemplo grafico dos angulos de dois coeficientes, j; e jo € A, onde

Cjin = _Cmaaﬂ,n € Cjon = Cmax,n-

Sabendo que
a<b = arccosa > arccosb, (3.10)

uma vez que ¢, < Chazn,J € An,

c; C
arccos —2— > arccos — -, (3.11)
lenll len|l
assim como
o Cin o Cmax,n
90° — arccos < 90? — arccos . (3.12)
len]] len]]

Este resultado, ilustrado na Figura B2 indica que os angulos de coeficientes
inativos sempre estao mais proximos a 90° do que os angulos de coeficientes ativos.
Os coeficientes ativos, escolhidos até a iteracao atual n, sao aqueles com maior valor
absoluto de correlagao |c; |, que mais aumentam o erro residual e mais longe estao
de 90°. Por este motivo sao escolhidos para serem estimados, e, assim, diminuir o

erro residual.

- Cmaz,n Cmaa: ,n

lenl] lenl]

Figura 3.2: Os angulos dos coeficientes inativos, representados em vermelho, estao
sempre mais proximos a 90° do que os angulos dos coeficientes ativos, representados
em preto.

3.2.2 O critério de parada geométrico

A partir de sistemas esparsos conhecidos, foi observado o comportamento dos

angulos 0;,,7j. A iteragao 6tima, n = N, ¢ definida pelo momento em que todos
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os coeficientes nao-nulos foram estimados e, consequentemente, o algoritmo LAR ja
¢ passivel de ser interrompido.
Com as observacoes realizadas, o primeiro critério de parada geométrico, inicial-

mente sugerido em B], foi o de interromper o algoritmo LAR quando
A@n S 06,, (313)

onde
Af,, = max(6,) — min(6,,); (3.14)

ou seja, quando a extensao dos angulos (A6,,) é igual ou menor do que o desvio
padrao inicial dos angulos (g, ), obtido na primeira iteragao, assume-se que todos
os coeficientes necessarios foram estimados e o algoritmo é interrompido. Todos os
angulos estavam contidos dentro de um cone limitado pelo desvio padrao inicial dos
angulos, como sugerido pela Figura B2 para um modelo com duas dimensoes. Com
o decorrer desta investigagao, o critério foi melhorado, conforme descrito a seguir.
Seguindo as conclusoes da Secao B.2ZT], ao calcular ¢;,,j € A, a cada iteracao,

uma das trés situagoes a seguir ocorre:

1. 86 existe ¢, = +Chazn, J € A,: 0 angulo minimo é gerado por coeficiente(s)

ativo(s);

2. s6 existe ¢, = —Cigan, J € Ayt 0 angulo méaximo é gerado por coeficiente(s)

ativo(s); ou

3. existem c¢;, = £Chapn,j € A,: ambos os angulos, minimo e maximo, sao

gerados por coeficientes ativos.

Na primeira iteragao, o caso (1) ou (2) acima ocorre, dependendo se ¢;, 1 > 0 ou
ci1 < 0,71 € Ay, A partir da segunda iteracao, uma das trés opgoes apontadas a

seguir ocorre:
e novamente o caso (1), se ¢, 2 = ¢j,2 > 0, j12 € Ay;
e novamente o caso (2), se ¢, 2 = ¢j,2 <0, j12 € Ag; ou
e 0 caso (3), quando |¢j, o] = [¢j, 2], J1,2 € Ao

Mesmo que o caso (3) ndo acontega na segunda iteragao, é esperado que ocorra logo.
Uma vez que o caso (3) acontega, ele se repete até o final do algoritmo, uma vez
que o coeficiente ativo permanece ativo com seu valor de correlacao diminuindo em
magnitude. A terceira situacao é apresentada na Figura

Quando a situacao (3) ocorre, A#, calculado por ([BI4)

Af,, = max(0,,) — min(0,,) = Oraz.n — Ominn,
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amax,n

1
Hmin,n

- Cmaz,n Cmaa: ,n

len]] lenl]

Figura 3.3: Os angulos maximo, 0,44, € minimo, O, », sao de coeficientes ativos,
j € A,. Os outros angulos, oriundos dos vetores em vermelho, sdo de coeficientes
inativos, emax,n > Hj,n > Hmin,nuj € An

baseado na Figura B3 tem como resultado duas vezes a distancia do maior (ou
menor) angulo até 90°. Assim, é desnecessario calcular todos os angulos para saber

qual o valor de Af,,, podendo ser reduzido a

A, =2 (900 — arccos M) : (3.15)
len]]
Isto diminui muito a complexidade computacional do critério proposto em @]
Voltando as possiveis situagoes que podem ocorrer, uma situagao que ocorre
com menor probabilidade é quando apenas o caso (1) ou apenas o caso (2) acontece
em todas as iteragoes, fato ilustrado na Figura B4 Caso os angulos oriundos dos
coeficientes inativos ja estejam muito proximos a 90°, calcular A0, = Opapn —
Omin.n pode satisfazer de forma prematura Af,, < og,, interrompendo o algoritmo
de estimagao com vetores de dados de coeficientes ativos ainda longe de 90°.

Em outras palavras, calcular A8, = 6,400 —Omin.n, como em ([BI4), pode resultar

Cmam n
em um valor menor do que Af,, = 2 (900 — arccos ﬂ , como em (BIH), levando
€n

o algoritmo a ser interrompido antes dos vetores de dados de coeficientes ativos
estarem proximos de 90°. Como consequéncia, o erro de estimagao seria maior.
Assim, é mais eficiente utilizar o célculo de Af,, como em ([BIH), pois é necessario
que os coeficientes ativos estejam préximos a 90° para uma correta estimagao do

vetor de coeficientes.

amax n

\ amln n

_Cmaa:,n

lenl]

Figura 3.4: Ilustracdo em que ocorre apenas a situacao (2) ao longo das iteragoes
do algoritmo LAR.
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Um dltimo ponto é adicionado ao critério de parada geométrico proposto em

]: o fator de penalidade, 0 < p < 1. Todos os critérios de sele¢ao aqui avaliados,
conforme apresentado na Se¢ao 4], possuem um fator de penalidade que determina
o modelo com a menor complexidade possivel para a quantidade de dados disponivel.
No critério de parada geométrico aqui apresentado este fator de penalidade é dado
pela constante . Quanto menor o valor de p, maior é a penalidade, porém melhor
é o ajuste.

O objetivo de p é aprimorar o resultado do critério de parada geométrico para
uma quantidade de dados limitada. Quanto menor o valor de i, mais proximos estao
os vetores de dados de coeficientes a 90?; consequentemente, o critério de parada
geométrico fica mais restrito. Quanto menor o valor de u, maior a quantidade
de coeficientes estimada. Quando p = 0, todos os coeficientes sao estimados e a
resposta LS é obtida. O valor de p poderia ser maior que um; no entanto, durante
a investigacao do critério de parada geométrico, foi observado que para pu > 1,
os vetores de dados de coeficientes estavam ainda longe de 90°, e os coeficientes
pertinentes nao haviam sido escolhidos.

O critério de parada geométrico final é aqui proposto por

Aen < Kooy, (316>
onde
0<u<l, e (3.17)
Cmam n
AB, =2 (900 — arccos e H ) : (3.18)

Na primeira iteragao em que (BI0) ¢é satisfeito, o algoritmo é interrompido em

n = N, determinando N como a quantidade de coeficientes escolhida.

3.2.3 Recursividade em n

Sejam as seguintes equagoes do algoritmo LAR, conforme definido na Segao 3.2

repetidas aqui por conveniéncia:

xj = [zj(1) -+ 2K (3.19)
X =[x - x;]", (3.20)
1, =1}, 1J"=[1---1]", com tamanho n, (3.21)
A, = []1 ]n]T = ["4371 jn]Tv (3.22)
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Xj2 le
1 1
X1 . .
1 1 1
1 1 1
1 el L L e2
Cmaa:,l _Cmaz,2 Cmaa:,2
T Jeil leoal iy el
X]17 -.7j4
€J
(c)n=J=4

Figura 3.5: Os angulos de todos os coeficientes, ativos (ilustrados em preto) e ina-
tivos (ilustrados em vermelho), se aproximam de 90° com n. Neste exemplo, qua-
tro coeficientes sdo identificados. Em (a), o primeiro coeficiente z;, resulta em
Ciin1 = Chaza > 0. Em (b), |¢j, 2| = |¢jo.2l = Crnaz2, porém c;, 2 > 0 e ¢j, 2 < 0. Em
(¢), todos os coeficientes sao estimados e o angulo com o vetor de erro residual é de
90°.

P,

P,=| : | =[P, pil" (3.23)
P,

D, = diag(s;, - --s;,) = diag(P,, sign(c,)) (3.24)

X, =D,P,X, ( )

S, = (X, X,) ™, (3.26)

a, = (178,1,)72, (3.27)

w, = a,S,1,, (3.28)

u, = X'w,, e (3.29)

(3.30)

a, = Xu,,.

Tendo em vista que (BI9) e (B220) nao variam em n, bem como (B21]) a (B23) ja

estao recursivas em n, um estudo sobre a viabilidade de calcular as equagoes (B24)

a (B30) de modo recursivo é apresentado a seguir.
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(B24)) D,, recursivo

A primeira equacao a ser definida no modo recursivo é a matriz diagonal de sinais
D,,. Uma vez dentro do conjunto ativo, o sinal de ¢;, , nao muda [5]. Assim, a

matriz sinal tem a sua recursividade descrita por

D,_
D,=| "' . . (3.31)
0 sign(p;,cn)

(B25) X, recursivo

A matriz de dados normalizada, X,,, é calculada de modo recursivo substituindo

B23) e B3T) em B2T),

X, = Db,P,X

anl 0 Pnfl
- . T r | X
I 0 mgn(pjncn) p;,
| DX
I sign(pﬁcn)pﬁX
-anl
= ) 3.32
ijn] (3.32)

onde
x;, = sign(pj,c.)p;, X. (3.33)

(B28) S, recursivo

A matriz de correlagao inversa, S,,, pode ser calculada usando o Lema de Inversao
de Matrizes em Bloco % Para C (nxn),f (nx1),eh (1x1), o Lema de Inversao

de Matrizes em Bloco [43] estabelece

1 1
Cl+-CcigfCct —-C'f
= B!'= %fTC—l g 1 o (3.34)
g g

C f

B =
)

onde g = h — fTC~f.

Desenvolvendo R,,, lembrando que x*

R, = X, X!

anl
= [ XT ] |: Xg—l X]n i|

Jn

49



T~T T
X, X1 X Xin

[ XX, Xn—lxjn]

[ R,.1 X%,
I x}ﬂnX}:ﬁl 1 '

Aplicando o Lema de Inversao de Matrizes em Bloco, usando S = R~!,

1 1
Sn—l + _Sn—lfnfg‘sn—l __Sn—lfn
n 1 1 )
——fnTSn—1 _
In 9n
onde

fn = Xn_lxjn, e

gn = 1—£7S, \f,.

Chamando de

[B30) é reduzida a

assim como (B3J) é reduzida a

gn =1 — fgvn.

(3.35)

(3.36)

(3.40)

(3.41)

As equacoes acima apresentadas compodem a forma mais simples para calcular

S,, pois f,, v,, e g, nao podem ser reduzidas, como demonstrado a seguir:

e f, — Substituindo (B32) em B31),

fn = an 1Xjn

o [ anQXjn ]

Xjnflxj”

Por exemplo, para n = 1,2,3,4:

— — xT =X — = xTx.
2. X1 =Xy =X, eXj, =Xy, logo f = X1Xj, = X Xy
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X1 XT
_ _ _ J1 , , — R
3. X1 = Xy = o T T e Xj, Xj,, logo f3 = Xox;, =
J2 J2
T
Xj1X]3
Ty, |’
X5 Xjs
T
X, X1
_ — T R . — J—
4. X1 = X3 = o x;, | e xj, = Xj, logo f1 = Xyx;, =
73 «T
ja
T <.
X Xija
T <.
Xy Xija
T+,
X3 Xja
Assim, nao ha recursividade entre f,, e f,_;.
e v, — Substituindo (E40) e (BZ2) em (B39),
Vnp = Snflfn
r 1
Sn72 + anlvT_l - Vn—1
= 9711—1 " In—1 Xn—2Xj,
T
— vIi Xjn-1%j,
L In—1 9n—1
r 1
Sn—QXn—QXjn + Vn—lvgflxn—QXjn - vn_lx};’ 1Xjn
= L 0 . (3.43)
_g 1vn71Xn_2xjn+ 1Xjn,1xjn
L n— n—

O primeiro termo, de modo geral, é o termo recursivo, o que nao ocorre aqui,

pois X, _ox;, # f,_1. Apesar de v,_; estar presente em outros termos, a

complexidade computacional de [B3J) é menor do que [BZJ), pois além da

maior quantidade de matrizes, existe a presenca de X,,_5, de tamanho (n —

2 x K).
e g, — Substituindo (B22) e [B43) em (BT,
gn = lff;fvn
1 1
- . Sn—2Xn_2%j, + lvn—lvz,lxn_zx]'n - —lvn_1xJTn71xjn
_ n, o
= 17[ xann_2 X Xj, ] T ox N "
ST Xax;, .
In_1 n—14*n J Gn_1 In—1""7

1

= 1-x] X5 5Sn—2Xn-2xj, + g—lx;rnxzfz\'n—lvzflxn—ﬂjn
o

1
T T T T T T T
+gn71xjn,Xn72Vn*1Xjn—1xjn + gnilxjnxjn—lvnfl)(n*QXjn - nilxjnxjnflxjnflxjn

1

= 1- x;-rnX372Sn,2Xn,2xJ-n + p 1x;-rnX372vn,1 (v271Xn72 + 2x;-rn71) Xj,
o

1 T 2
- (%, X, 1) (3.44)

9In—1

TxT T S0 ha s TxT
Como x; X, 5 # f, 4, nao hd recursividade em 1 — x; X 55, 2X, 2X;,.

Com este resultado, a complexidade computacional de (BZ1]) é menor do que

(BZ3), pelos mesmos motivos apresentados para v,,.
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B21) «, recursivo

O cosseno do angulo entre cada vetor de dados de coeficiente no conjunto ativo e a
direcao equiangular a ser seguida, o, isto é, o cosseno no angulo entre x;,j € A, e
u,, é obtido de forma recursiva substituindo (B21]) e (B40) em (B27),

a, = (17s,1,)71/?
1 1 —-1/2
S,—1+ —vnv}; —vV, 1
— 1T 1 dn n n—1
n—1 1 T 1 1
-——v, i
In In
—1/2
[1TS —l—llTvvT 1vT 11Tv—|—1] Lua /
= _ -1 —_— _ _ — _— _ —_—
n—1~n In n—1YnVn In n In n—1vYn In 1

T 1 T T 1 T 1 T e
<1n18n11n1 + g—lnflvnvn ]_nfl - —V, ]_nfl — —]_nfan + —> . (345)

Chamando de
ty=1" v, =vI1,_,, (3.46)

e percebendo que 11 1S, 11, 1 = (a,,_1) 7%, BZ) é reduzida a

2 ot + 1)\ V2
a, = (Oén21 -+ ( 4 i ))
gn

_ (%21 + (tng‘inly) o (3.47)

B28) w, recursivo

O vetor auxiliar para calculo, w,,, é calculado de modo recursivo substituindo (B40),

E21) e B4G) em B2T),

Wy = anSnln
i 1 1
Sp1+—v,vi ——v, 1
= a, lgn giz n—1
LT S 1
L Gn In
i 1 1
Sn—l]-n—l + _ang]-n—l - —Vp
T
— VI, —
L n 9n
I Qntn O
O‘nsnfllnfl +—Vvy——V,
apt, ap
_ + —
L 9n Yn
i Oy t, —1
Qyp, : Sn—l]-n—l + an Vi
— QOp—1 gn
= t—1
L Gn
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= | t—1" : (3.48)

Em (B2Y) sao N multiplicagdes e N(N — 1) somas. Em BZJ) sao 2N — 1
multiplicagoes, 2 divisoes, e N —1 somas. Ou seja, a recursividade diminui o niimero
de somas, porém aumenta o nimero de multiplicagoes. Como multiplicacao tem

maior complexidade computacional que soma, é mais economico utilizar a expressao

dada por (B23).
(B29) u,, recursivo

A direcao equiangular, u,, a ser seguida é calculada de modo recursivo substituindo

u, = szn
' t, —1
Wn—1 + (67% Vi
= [lexjn] G-t 17"
9n
Qan t, — 1 t, — 1
= X}: 1Wn—1 1 Qp X;l:—lvn Qn Jn
Op—1 9n 9n
o' b —1 o1
= u, 1+ (X 1V —X;,)- (3.49)
Q1 gn

Foi provado anteriormente, em (BZ3), que nao hé recursividade em v,,. Portanto,
o termo X! v, nao pode ser reduzido.

A complexidade computacional de (B29) é de KN multiplicagdes, enquanto que
a complexidade computacional de (B49) é de KN + K multiplicagdes. Logo, apesar

de existir u,, recursivo, ¢ mais econémica a expressao dada por ([BZ9).

(B30) a, recursivo

O vetor a,, é utilizado para identificar o préximo coeficiente que entrard no conjunto
ativo, logo nao precisa ser calculado com todos os J coeficientes. Apenas os J —n
coeficientes pertencentes ao conjunto inativo A sao necessarios.

Definindo a matriz de dados dos coeficientes inativos por
X, =[x T € A (3.50)
(B30) é escrita por

a, = X,u,. (3.51)



Como foi concluido que é ineficiente calcular u,, de modo recursivo, tampouco

a,, ¢ reduzido mais do que em (BX).

3.2.4 Pseudocddigo e complexidade computacional

O critério de parada geométrico proposto é adicionado ao algoritmo LAR, gerando
o algoritmo GLAR. O pseudocddigo do algoritmo GLAR é apresentado no Algo-
ritmo B, no final deste capitulo. A quantidade de multiplicagoes (x), divisoes (=),
somas (+), subtragoes (—) e poténcias (A) de cada linha do algoritmo estao em
vermelho, no lado direito do Algoritmo B Esta apresentacao facilita o calculo de
complexidade computacional resultante do algoritmo.

As equacoes recursivas pertinentes, i.e., que diminuem a complexidade computa-
cional, foram também inseridas neste novo algoritmo. Estas equagoes sao referentes
ao computo de D,,, X,,, S, a,, € X,,.

Além de multiplicacao, divisao, soma, subtracao e poténcia, as seguintes conside-

racoes foram feitas para o cdlculo da complexidade computacional:

e calcular o arco-cosseno de um valor equivale a quatro poténcias, uma soma e

uma subtragao (arccos(f) = —iln [«9 + V0?2 — 1} MD;

e calcular a norma de um vetor de tamanho (K x 1) equivale a K + 1 poténcias
e K — 1 somas (|x]| = /S0 [1d);

e cncontrar o valor maximo ou minimo de um vetor de tamanho J — N e a sua

posicao foi considerado J — N somas;

e excluir ou inserir um elemento em um conjunto foi considerado sem complexi-

dade;
e multiplicacao por +1 foi considerado uma soma.

A Tabela BTl apresenta a complexidade computacional do algoritmo GLAR e do
algoritmo LAR, caso fosse conhecido o valor de N. A ordem do algoritmo GLAR é
N3/3+ 3K N menor do que a ordem do algoritmo LAR, devido & recursividade aqui

apresentada.

3.3 Avaliacao do algoritmo GLAR

Para avaliar o critério de parada geométrico, primeiro é analisada sua atuacao nos da-
dos de Diabetes. Estes dados foram usados para validar o algoritmo LAR [H]. Mesmo

nao sendo um sistema esparso, a quantidade de coeficientes dada pelos critérios de

Lcaso a inversa seja obtida pela solucdo de um sistema do tipo Ax =b
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Tabela 3.1: Complexidade computacional do algoritmo GLAR e do algoritmo LAR

Algoritmo GLAR | Algoritmo LAR
Inversa ([]71) [ 0 N3 (ou N3/3)!
Poténcia (A) | 2K + 8 2K +6
Multiplicacdo (x) | 3KJ + KN+ K |3KJ+4KN+ K
+2N? +3N +3 | +N?+3N +3
Divisio (<) | 2J — N + 4 2] — 2N +3
Soma (+) | 3KJ + KN + 2K | 3KJ + 4KN + 2K
—J+2N?>+3N | —J+2N*-N+1
Subtragao (=) | K +4J —4N +6 | K +4J —4N +5

Ordem | 3KJ + KN | N*+3KJ+4KN

selecao AIC, BIC e C, e pelo critério de parada geométrico sao comparados na
Secao B3l

Nas secoes seguintes, o algoritmo GLAR é avaliado tanto em sua capacidade de
indicar corretamente a quantidade de coeficientes nao-nulos, quanto em sua capaci-
dade de estimacao do vetor de coeficientes na identificacao de um sistema nao-linear.
Para identificar os sistemas nao-lineares, é utilizado o algoritmo GLAR em conjunto

com um filtro de Volterra, conforme apresentado na Figura B.6

NORM

>xaomMmArO<

Figura 3.6: Identificacao de sistemas nao-lineares com filtro de Volterra e o algo-
ritmo GLAR. O bloco “NORM?”, ilustrado na Figura B, é devido a normalizagao
necessaria para o algoritmo GLAR que, por se tratar de um algoritmo de processa-
mento em lote, precisa ter K amostras coletadas.

O sistema nao-linear é representado por um modelo em cascata LNL, composto
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Figura 3.7: Bloco de normalizacao necessario para o algoritmo GLAR. O sinal de
entrada, 0(k), representa z,(k),1 < j < J, ou d(k). O vetor de saida, v; (K x 1),
representa x;,1 < j < .J, oud.

por dois filtros lineares com meméria (L; e Lg) e um dispositivo nao-linear sem
meméria (N). Na Secao B3, a ndo-linearidade é dada por equagoes polinomiais de
terceira ordem. Na Secao B33 a nao-linearidade é dada por equagoes polinomiais
de quinta ordem. Na Secao B3l a nao-linearidade é dada pela funcao tangente
hiperbdlica.

Nos sistemas cuja nao-linearidade é dada por equacoes polinomiais, a quanti-
dade de coeficientes nao-nulos é conhecida pelo modelo LNL. Para mostrar que o
critério de parada geométrico consegue, nestes cenarios, indicar a quantidade de coe-
ficientes nao-nulos do sistema em analise, os resultados sao comparados aos critérios
de selecao AIC (ZI113), BIC (Z114) e C, [(ZIID).

Nos diversos cenarios, o resultado da quantidade de coeficientes determinada pelo
critério de parada geométrico para diferentes valores de p é avaliado. Para evitar
rodar o algoritmo GLAR diversas vezes, cada vez com um valor diferente de i, foram
realizadas todas as iteracoes do algoritmo GLAR, até n = J, e, a cada iteracao, o
valor de p foi calculado a partir da defini¢ao do critério de parada geométrico ([BIM),
levando a

w= AOn. (3.52)

0'31

Para avaliar o algoritmo GLAR quanto a estimacao do vetor de coeficientes, o
algoritmo GLAR em conjunto com o filtro de Volterra é utilizado para identificagao
dos sistemas nao-lineares. O resultado do algoritmo GLAR é comparado com os
resultados dos algoritmos LS ([Z24]), SSS ([23) e CLS (Z34l). Para os algoritmos
SSS e CLS, o algoritmo GLAR é o responsavel por determinar a quantidade e a

posicao dos coeficientes nulos.

56



3.3.1 Dados de Diabetes

Nesta secao, o critério de parada geométrico é aplicado nos dados de diabetes usa-
dos no primeiro artigo de Efron et al. [5]. O conjunto de dados da diabetes foi
amplamente utilizado para validagao do algoritmo LAR, encontrado em @]

Em [5], Efron et al. usou o critério de selecao C, para identificar quantos coefi-
cientes, do total de dez, eram suficientes como marcadores de diabetes. O critério
C, indicou 7 (sete) como a quantidade de marcadores (coeficientes) necessaria, re-
sultado aferido por médicos experientes.

O algoritmo GLAR ¢ aplicado nos dados de Diabetes e a resposta de p avaliada
a cada iteracao do algoritmo. A quantidade de coeficientes calculada é diretamente

proporcional ao p, como apreciado na Figura B8

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.8: A quantidade de coeficientes dada pelos critérios de selecao AIC e C,, é
de sete coeficientes, enquanto que para o critério de selecao BIC é de apenas quatro
coeficientes.

Para Efron et al. B] o resultado de sete coeficientes estimados é satisfatorio.
Este resultado é obtido pelo critério de parada geométrico com 0,2 < pu < 0,3. O
critério de parada geométrico tem a flexibilidade de prover um resultado com mais
coeficientes, quando p — 0, ou com menos coeficientes, quando 4 — 1. Mesmo
neste cendario, que nao é esparso, o critério de parada geométrico pode resultar na

quantidade de coeficientes esperada para um técnico no assunto.
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3.3.2 Identificacao de sistemas nao-lineares do tipo

polinéomio de 3 ordem

Neste cenario, o modelo LNL, conforme apresentado na Figura B0, é construido por

Li: r(k) =wix(k)

N: z(k) =ar(k)—br*(k)

Ly: d(k) =wjz(k)+n(k)

onde
wi = [05 1 05"
x(k) = [#(k) #(k—1) @(k—-2)]"
wy = [0,1 —05 01]
[

2(k) 2(k—=1) 2(k—2)]"

em que Wi e Wy sdo os vetores do primeiro e segundo filtro, respectivamente, x(k),
z(k) e r(k) sdo sinais de entrada como apresentado na Figura B Dois sistemas
nao-lineares sao simulados. O primeiro, chamado de NL1, possui a = 0,1 e b = 0,01;
o segundo, chamado de NL2, possui a = b = 1. A diferenca entre ambos é apenas
na magnitude final dos coeficientes, enquanto que as posicoes dos coeficientes no
kernel sao mantidas. Para o sinal de entrada z(k) é simulado um ruido branco com
média nula e variancia unitaria. Para o ruido de observacao n(k) é simulado um
ruido branco com média nula e variancia de 107% e, em outra simulacao, com média
nula e variancia de 1072,

O filtro de Volterra correspondente possui 55 coeficientes (J = 55), resultado
de ZI0) com [ = 3 e m = 4 menos a componente DC. Pelas equagoes do sistema
LNL é possivel concluir que apenas 27 destes coeficientes sao nao-nulos, portanto 28
coeficientes sao nulos.

Em cada simulacao, para gerar os diversos resultados, sao tiradas as médias de
100 experimentos completos do algoritmo GLAR para trinta valores de K, K =
2J,5J,8J,---,89J. Uma amostra extra é utilizada em cada intervalo para calcular

0 erro a priori pertinente.

NL1 e NL2 com ruido de —60dB

Para primeiro avaliar o critério de parada geométrico, o resultado da quantidade
de coeficientes determinada pelo critério de parada geométrico para varios valores
de p com K = 5J e K = 89J é apresentado na Figura B9 Quanto mais dados

estao disponiveis (maior valor de K'), melhor é a estimagao dos coeficientes e a

58



determinacao da quantidade de coeficientes nao-nulos. Por estas razoes, quanto
maior o valor de K menor o valor de p para resultar na mesma quantidade de
coeficientes. Por exemplo, no sistema NL1, u = 0,52 para K = 5J e u = 0,12 para
K = 89J resultam em 40 coeficientes estimados. A amplitude dos coeficientes nao

altera significativamente as curvas apresentas na Figura B9

55

501

451

= 40

35

30

I I I I I I I I I 25 I I I I I I I I I
01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1 0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 0.9 1

1t i
(a) NL1 (b) NL2

Figura 3.9: O valor de N varia com a quantidade de dados disponiveis. A escolha
de u define quantos coeficientes sao estimados pelo algoritmo GLAR.

Lembrando que a quantidade de coeficientes estimada é o mesmo valor da ite-
racao n, com a Figura B0, a quantidade de coeficientes estimada necessaria para
que o erro de estimagao seja minimo é determinada. O maior valor de K resulta no
MSE minimo mais préximo do valor de coeficientes nao-nulos conhecido (27). Para
K = 5J, sao necesséarios aproximadamente 40 e 43 coeficientes para que o MSE seja
minimo em NL1 e NL2, respectivamente.

A quantidade de coeficientes estimada dada pelo critério de parada geométrico
com p = 0,5, bem como pelos critérios de selecao AIC, BIC e C, sao comparadas
na Figura BTl Neste momento, deve-se relembrar que o algoritmo LAR precisa ser
executado até o final, i.e., até n = J, para que entao os critérios de selecao AIC,
BIC e C, sejam computados e o resultado étimo obtido. Esta é uma clara vantagem
do critério de parada geométrico: uma vez que o critério é atingido, o algoritmo é
interrompido (algoritmo GLAR).

Com o valor de u constante, a quantidade de coeficientes estimada para maiores
valores de K diminui até uma quantidade em que a curva é estabilizada, observado
na Figura BTTl Este resultado pode também ser obtido pela Figura manter a
quantidade de coeficientes fixa significa diminuir o valor de u para maiores valores

de K; enquanto que para o valor de p fixo, a quantidade de coeficientes é maior para
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Figura 3.10: MSE, usando o erro a priori, calculado a cada iteragao do algoritmo
GLAR. Os coeficientes de NL2 tem maior magnitude do que os coeficientes de NL1,
gerando uma maior variacao de MSE e uma queda mais brusca quando os coeficientes
sao estimados corretamente.

000000000000

— 8 —A8
= =AC = =AC
0 BIC Q' BIC
—— Cp —— Cp
0 1 1 1 1 1 1 1 1 T ] 0 1 1 1 1 1 1 1 1 T ]
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

(a) NL1 (b) NL2

Figura 3.11: Quantidade de coeficientes estimada para cada um dos critérios avali-
ados. Para o critério de parada geométrico é usado p = 0,5. A reta em pontilhado
representa a quantidade total de coeficientes nao-nulos conhecida, dada pelo modelo
LNL por 27 coeficientes.

K menor.

Os critérios que mais se aproximam do valor conhecido de coeficientes nao-nulos
sao o critério de parada geométrico e o critério de selecao C,. No entanto, em
NL1 o critério de selegao C, resulta em menos coeficientes do que a quantidade

conhecida para K < 2.700, aproximadamente, insatisfatorio para a identificagao
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de sistemas. Ao usar o algoritmo LAR, estimar menos coeficientes do que aquele
conhecido pelo modelo LNL resulta em um erro de estimacao alto. A quantidade de
coeficientes conhecida pelo modelo LNL é o limite inferior de coeficientes que devem
ser estimados.

O histograma dos angulos entre cada vetor de dados dos coeficientes j = 1,--- ,J
e o erro residual é apresentado na Figura BI2, para a primeira iteragao (n = 1) e
para a iteracao quando o critério de parada geométrico com p = 0,5 é atingido, em
n = N diferente para cada valor de K (Figura BII). Isto confirma a anélise feita
na Segao BTl todos os coeficientes se aproximam de 90°, sejam coeficientes ativos

ou inativos.

01

30 T

20 = 20 =

151 b 151 T

10r b 101 T

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 ||
80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95

(a) NL1 (b) NL2

Figura 3.12: Histograma na primeira iteragaon = 1 en = N, quando A@y < 0,509, ,
para K =5.J, em azul, e K = 89.J, em marrom.

Em n = 1, em ambos os experimentos os angulos variam em faixas préximas
a 50°, deslocadas quando comparadas: de 80° até 130° para NLI1 (histograma
superior na Figura e de 45° até 95° para NL2 (histograma superior na
Figura [3.12(b)]). Na primeira iteracao, os angulos estao mais espalhados, enquanto
que na iteracao N apresentam-se mais homogéneos em torno de 90°. Na iteragao
n = N, o vetor de erro de predicao nao ¢é ortogonal a cada vetor de dados de co-
eficiente, mas o erro resultante é tolerado, como sera verificado com os resultados
de MSE apresentados posteriormente. Na tltima iteragao possivel, n = J, o his-
tograma ¢ uma unica linha em 90° para ambos os casos, correspondente a solugao
LS.

O desvio padrao dos angulos iniciais é apresentado na Tabela B2 Tanto em
NL1 quanto em NL2, o valor de gy, nao varia significativamente com a quantidade

de dados K. Comparando oy, para o mesmo valor de K em NL1 e NL2 observa-se
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uma maior variacao, i.e. a amplitude dos coeficientes influencia no desvio padrao
dos angulos iniciais.
Tabela 3.2: Desvio padrao dos angulos iniciais (o, )

| K=5J | K =289J
NLl‘ 9.4 ‘ 9,7

NL2 10,5 10,6

Uma vez comprovada a eficiéncia do critério de parada geométrico, o conjunto do
algoritmo GLAR em combinacao com filtro de Volterra é avaliado na identificagao
dos sistemas nao-lineares. O resultado do algoritmo GLAR com p = 0,5 é comparado
com os algoritmos LS, SSS e CLS. O algoritmo SSS utiliza a resposta do algoritmo
GLAR para determinar a quantidade de coeficientes nulos. O algoritmo CLS utiliza
a resposta do algoritmo GLAR para a determinar as posicoes dos coeficientes nulos
no kernel, necessario para a criacao da matriz de restrigao.

A norma da diferenga entre o vetor de coeficientes estimado por cada algo-
ritmo e o vetor de coeficientes ideal, conhecido pelo sistema LNL, é apresentada
na Figura Para o sistema NL2, com K = 2J, o algoritmo CLS apresentou
uma resposta mais degradada quando comparada ao algoritmo LS. Isto mostra que
esta quantidade de dados é insuficiente para indicar a posicao dos coeficientes nulos
corretamente. Para os outros valores de K, em ambos os sistemas, o resultado do al-
goritmo CLS teve sua curva ligeiramente acima da curva do algoritmo LS, sugerindo
que a resposta do algoritmo GLAR ¢ incorreta em relagao a posicao dos coeficientes
nulos com todas as quantidades de dados avaliadas. Por outro lado, o resultado
do algoritmo SSS, com sua curva ligeiramente abaixo da curva do algoritmo LS,
sugere que a quantidade de coeficientes nulos é correta. A diferenca dos resultados
dos algoritmo LS, CLS e SSS é muito pequena, todos os resultados estao abaixo de
—160dB, e a resposta ¢é inconclusiva baseada apenas na Figura B.13

O resultado degradado do algoritmo GLAR, apresentado na Figura BT3 indica
que a sua estimacao nao é tao precisa quanto a do algoritmo LS. Entretanto, seu
resultado é abaixo de —120dB para K > 5J; resultados da norma da diferenca entre
o vetor de coeficientes estimado e o vetor de coeficientes ideal abaixo de —120dB
tornam imperceptiveis as diferencas das curvas de resposta de MSE dos algoritmos
avaliados, apresentado na Figura BT4. Com excecao do algoritmo GLAR, todos os
outros algoritmos precisam estimar os 55 coeficientes (resultado LS) antes de forgar
alguns deles a zero, enquanto o algoritmo GLAR estima apenas o ntimero N de

coeficientes.
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Figura 3.13: Diferenca entre o vetor de coeficientes estimado por cada algoritmo
avaliado e o vetor de coeficiente ideal conhecido pelo sistema LNL. A precisao dos
vetores de coeficientes estimados é alta: para K > 5.J, em todos os casos, a resposta
ficou abaixo de —120dB. Para o critério de parada geométrico é usado u = 0,5.
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Figura 3.14: MSE, calculado com o erro a priori, para os diversos algoritmos avalia-
dos. Para obter as respostas dos algoritmos SSS e CLS, quantos (e quais) coeficientes
sao nulos é definido pelo critério de parada geométrico, diferente para cada valor de
K como apresentado na Figura BTl Para o critério de parada geométrico é usado
w=0,5.

NL1 e NL2 com ruido de —20dB

Neste cenério, o ruido de observagao é mais alto, elevando o grau de dificuldade na
estimacao do vetor de coeficientes. Entretanto, por mais precisa que seja a estimagao

do vetor de coeficientes, o MSE resultante sera em torno de —20dB.
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O resultado de N para diferentes valores de y com K = 5J e K = 89J ¢
apresentado na Figura BTO Quanto maior o valor de K melhor é a resposta N.
Enquanto que para NL2 as curvas sugerem em torno da quantidade correta de
coeficientes nao-nulos conhecida (27), a curva para K = 89.J em NL1 chega a indicar

apenas 15 coeficientes.

201
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Figura 3.15: Em NLI1, o resultado de N chega a 15 coeficientes apenas, enquanto
que em NL2, N chega a 26 coeficientes. Isto mostra a influéncia do ruido no sis-
tema, quanto maior o ruido mais dificil é identificar corretamente a quantidade de
coeficientes.

O resultado de MSE, calculado com o erro a priori, a cada iteracao do algoritmo
LAR é apresentado na Figura BT0l Em NL2, o resultado de MSE para K = 89,
Figura , converge em torno de 30 coeficientes. Com os resultados apresenta-
dos de MSE, é escolhido o valor de p = 0,5, baseado na Figura B.TH

O alto valor do ruido nao impediu o critério de parada geométrico de indicar
N préximo ao ideal, dado pelo modelo LNL, como apresentado na Figura B T4 O
mesmo nao aconteceu para os outros critérios de selecao avaliados, que tiveram o
resultado muito degradado devido ao ruido de observacao do sistema. O critério de
parada geométrico mostrou ser o melhor critério para todos os valores de K.

Uma vez que o ruido nao atrapalhou na curva de N para o critério de parada
geomeétrico, apresentado na FiguraBI1, ja era esperado que tampouco o histograma
dos angulos entre cada vetor de dados dos coeficientes j = 1,--- ,J e o erro residual
seria influenciado pelo ruido, como pode ser observado na Figura

O algoritmo GLAR, com pu = 0,5, em combinagao com filtro de Volterra é uti-
lizado para identificar os sistemas em questao. A norma da diferenca entre o vetor
de coeficientes estimado por cada algoritmo e o vetor de coeficientes ideal, conhe-

cido pelo sistema LNL, é apresentada na Figura BTd Com o ruido de observagao
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Figura 3.16: MSE, usando o erro a priori, calculado a cada iteracao do algoritmo
GLAR. Como o ruido é alto e os coeficientes em NL1 sdao de baixa magnitude, o
MSE resultante é proximo ao MSE minimo desde a primeira iteracao do algoritmo
GLAR.
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Figura 3.17: Quantidade de coeficientes estimada para cada um dos critérios avali-
ados. Para o critério de parada geométrico é usado p = 0,5. A reta em pontilhado
representa a quantidade total de coeficientes nao-nulos conhecida, dada pelo modelo
LNL por 27 coeficientes.

mais alto, o erro da norma da diferenca entre o vetor de coeficientes estimado e o
vetor de coeficientes ideal neste cenario chegou a —120dB, maior do que no cenario
anterior quando chegou a —200dB. Novamente, o resultado do algoritmo CLS in-
dica que algum (ou alguns) coeficiente estd sendo considerado nulo erradamente,

degradando o resultado quando comparado ao algoritmo LS. Todavia esta diferenca
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para K = 5J, em azul, e K = 89.J, em marrom.

nao é percebida na curva de MSE; ilustrada na Figura B20
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Figura 3.19: Diferenca entre o vetor de coeficientes estimado por cada algoritmo
avaliado e o vetor de coeficiente ideal conhecido pelo sistema LNL. Para o critério de
parada geométrico ¢ usado p = 0,5. Em NL2, apesar da quantidade de coeficientes
estimada estar satisfatéria, a estimacao do algoritmo GLAR estd sendo mascarada
pelo ruido gerando um pior resultado.
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Figura 3.20: MSE, calculado com o erro a priori, para os diversos algoritmos avali-
ados. Para o critério de parada geométrico é usado p = 0,5. Em NL2, a estimacao
degradada do vetor de coeficientes pelo algoritmo GLAR, observado na Figura BT,
é identificado aqui, na curva de MSE resultante.

3.3.3 Identificagcao de sistemas nao-lineares do tipo

polinéomio de 5% ordem

Para este cenario, o modelo LNL, conforme apresentado na Figura B8, é construido

por
Li: r(k) =wix(k)
N : z(k) =ar(k)—0br’(k) + cro(k)
Ly: d(k) =wiz(k)+n(k)

onde

wi = [05 05 1 05]"

x(k) = [E(k) #(k—1) #(k—-2) 3(k-3)]"
wy = [01 —05 1 —05]"

z(k) = [2(k) 2(k—1) 2(k—2) z(k—-3)"

em que Wi e Wy sao os vetores do primeiro e segundo filtro, respectivamente, x(k),
z(k) e r(k) sdo sinais de entrada como apresentado na Figura B Também nas
simulacgoes desta secao, a nomenclatura NL1 e NL2 é utilizada para referenciar dois
sistemas cujas magnitudes dos coeficientes sao distintas: NLI1 possui a = 0,1 e

b=c¢=0,01, e NL2 possui a = b = ¢ = 1. Para o sinal de entrada #(k) ¢é simulado
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um ruido branco com média nula e variancia unitaria. Para o ruido de observacao
¢ simulado um ruido branco com média zero e variancia de 1079,

O filtro de Volterra correspondente possui 791 coeficientes (J = 791), resultado
de [ZI0) com [ =5 e m = 6 menos a componente DC. Pelas equagoes do sistema
LNL é possivel concluir que 211 destes coeficientes sao nao-nulos e, portanto, 580
coeficientes sao nulos.

Em cada simulagao, para gerar os diversos resultados, foram tiradas as médias
de 50 experimentos completos do algoritmo GLAR para onze valores de K, K =
2J,3J,4J,---,12J. Uma amostra extra é utilizada em cada intervalo para calcular
0 erro a priori pertinente.

Uma vez que estimar todos os coeficientes consome muito tempo e que o niimero
de coeficientes nao-nulos é de apenas 211, para calcular os resultados deste cenario
o algoritmo GLAR ¢ iterado até n = 500.

NL1 e NL2 com ruido de —60dB

Os resultados de N para os diversos valores de p, usando K = 5J e K = 12J,
sao apresentados na Figura BZIl Para valores baixos de p é impossivel saber a
respectiva quantidade de coeficientes (IV), pois o algoritmo GLAR é interrompido
em n = 500. Para ambos os valores de K avaliados, a curva ainda esta em estado
decrescente em p = 1. A diferenca nas curvas de K = 5J e K = 12J nao é tao
claramente observada quanto no cenario anterior, pois os valores de K estao mais
proximos (a diferenga entre K = 5J e K = 12J é pouco mais que duas vezes,
enquanto que no cendrio anterior a diferenca entre K = 5J e K = 89J é em torno
de dezoito vezes). Também por este motivo as curvas K = 5J e K = 12.J se cruzamn.
O valor K = 89J = 351.995 é muito alto, inviabilizando a geracao de dados com
esta quantidade de amostras.

Apesar das curvas na Figura B2l nao deixarem clara qual a quantidade de co-
eficientes necessaria para atingir o erro de estimac¢ao minimo imposto pelo ruido
de observagao, a Figura indica que apods 400 coeficientes, aproximadamente, o
resultado desejado ¢é atingido.

Com os resultados apresentados na FiguraBZIl e na FiguraB22 o valor de MSE
minimo é atingido com p = 0,3. O algoritmo GLAR com g = 0,3, em conjunto com
o filtro de Volterra, é, entao, utilizado na identificacao destes sistemas nao-lineares.
O primeiro resultado apresentado ¢ a quantidade de coeficientes estimada por cada
critério avaliado, apresentado na Figura B223

Todos os critérios resultaram em uma quantidade de coeficientes acima daquela
determinada pelo modelo LNL. Isto mostra que quanto maior a ordem do sistema,
mais dificil é encontrar a quantidade de coeficientes correta do sistema em andlise.

Devido a interrup¢ao do algoritmo em n = 500, os resultados dos critérios de selecao
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Figura 3.21: Para as quantidades de dados avaliadas, as curvas se mantiveram
decrescentes; porém, mesmo para pu = 1, o valor de NV é acima daquele conhecido
pelo modelo LNL.
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Figura 3.22: MSE, usando o erro a priori, calculado a cada iteracao do algoritmo
GLAR. NL1, com coeficientes de menor magnitude, possui menor variagao de MSE.

AIC, BIC e C, poderiam ter resultados diferentes destes apresentados caso o algo-
ritmo GLAR fosse interrompido apenas em n = J = 791.

Para p > 0,3, o critério de parada geométrico resultaria em uma quantidade
de coeficientes mais proxima ao valor ideal conhecido pelo modelo LNL, porém
comprometeria o resultado de MSE. Em NL2, a quantidade de coeficientes indicada
pelos critérios de selecao AIC e BIC certamente nao é a quantidade correta final,

uma vez que resultaram N = 500 para diversos valores de K. Ou seja, as curvas da
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Figura 3.23: Quantidade de coeficientes estimada para cada um dos critérios avali-
ados. Para o algoritmo GLAR é usado pu = 0,3. A reta em pontilhado representa
a quantidade total de coeficientes nao-nulos conhecida, dada pelo modelo LNL por
211 coeficientes.

funcoes AIC e BIC ainda estao na descendente, e o ponto de minimo de cada funcao
nao é atingido.

O histograma dos angulos é apresentado na Figura B24l
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Figura 3.24: Histograma na primeira iteragaon = 1 en = N, quando A@y < 0,30y, ,
para K = 5J, em azul, e K = 89.J, em marrom.

Pela curva da norma da diferenca entre o vetor de coeficientes estimado pelo
algoritmo GLAR e o vetor de coeficientes ideal, apresentada na Figura B2H, a quan-

tidade minima para um resultado estavel do algoritmo GLAR é de, aproximada-
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mente, k > 5J = 3.955. A partir deste valor de K, todos os algoritmos possuem
erro de estimacao do vetor de coeficientes inferior a —100dB nos sistemas NL1 e

NL2, indicando uma boa precisao do vetor de coeficientes estimado.
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Figura 3.25: Diferenca entre o vetor de coeficientes estimado por cada algoritmo
avaliado e o vetor de coeficiente ideal conhecido pelo sistema LNL. Para o algoritmo

GLAR é usado u = 0,3.

Em NL2, Figura , para k < 3.J, a quantidade de dados nao é suficiente
para a correta estimacao do vetor de coeficientes pelo algoritmo GLAR. Em NL1,
Figura .25(a), o resultado do algoritmo CLS indica que o algoritmo GLAR nao
consegue indicar corretamente quais sao todos os coeficientes nulos do sistema. No
entanto, a julgar pelo resultado satisfatorio da estimacao do vetor de coeficientes,
tanto pelo algoritmo GLAR quanto pelo algoritmo CLS, apenas um ou dois coefi-
cientes, certamente de baixa magnitude, indicados como nulo sao indevidos.

Todos os algoritmos possuem um tempo de convergéncia similar para a curva de
MSE, Figura B208 em torno de £ > 4J = 3.164; a partir deste ponto, a diferenca
entre os algoritmos avaliados é desprezivel. O valor minimo imposto pelo ruido do

sistema ¢é atingido por todos os algoritmos.

3.3.4 Identificacao de sistemas nao-lineares do tipo tangente
hiperbdlica

No caso da funcao tangente hiperbdlica, nao ha quantidade de coeficientes ideal. A

funcao tangente hiperbdlica pode ser aproximada pela Série de Taylor por M]

r3(k) N 2r°(k) 17" (k)
15 315

tangh(r(k)) = r(k) — (3.53)
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Figura 3.26: MSE, calculado com o erro a priori, para os diversos algoritmos avali-
ados. Todos os algoritmo necessitam de & > 4J para atingir a resposta minima
imposta pelo ruido de observacao. Para o algoritmo GLAR é usado u = 0,3.

Ao usar um filtro de Volterra, a quantidade total de coeficientes é determinada
pelo tamanho do filtro de Volterra. Dois sistemas nao-lineares do tipo tangente
hiperbdlica foram simulados e identificados por um filtro de Volterra ora de terceira
ordem ora de quinta ordem. Nos dois sistemas, para o ruido de observagao n(k) é

simulado um ruido branco com média zero e variancia de 1076,

Identificacao de um sistema usando de um filtro de Volterra de 3* Ordem

Para este cenario, o modelo LNL, conforme apresentado na Figura B0, é construido

por
Li: r(k) =wix(k)
N : z(k) = tangh(r(k))
Ly: d(k) =wiz(k)+n(k)
onde

w; = [05 10 5]

x(k) = [#(k) F(k—1) &(k-2)]"
wy = [0,1 —05 0 1]

a(k) = [z(k) 2(k—1) 2(k—2)]"
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em que Wi e Wy sao os vetores do primeiro e segundo filtro, respectivamente, x(k),
z(k) e r(k) s@o sinais de entrada como apresentado na Figura Bl Para o sinal de
entrada z(k) ¢ simulado um rufdo branco com média nula e variancia 1072

Ao usar o filtro de Volterra com | = 3 e m = 4, a fungao tangente hiperbdlica é
aproximada a partir destes coeficientes do kernel Volterra de terceira ordem, tota-
lizando no maximo 55 coeficientes.

Utilizando uma aproximacao da funcao tangente hiperbédlica com dois termos da

Série de Taylor em (BA3), o resultado de z(k) é aproximado por

z(k) = tangh(r(k))
= tangh(w] %(k))
= tangh(0,5Z(k) + 2(k — 1) + 0,52(k — 2))

(0,5 (k) + &(k — 1) + 0,5F(k — 2))®
3 :

~ 0,55 (k) + @(k — 1) + 0,52(k — 2) —

que, apos expandida, resulta em uma equacao polinomial de terceira ordem com 13
coeficientes. Ao utilizar esta expressao aproximada para o sinal z(k), apds passar
pelo segundo filtro, o sinal de saida desejado d(k) é aproximado em uma equacao
polinomial de terceira ordem com 27 coeficientes.

Para gerar os resultados a seguir, sao tiradas as médias de 50 experimentos com-
pletos do algoritmo GLAR para trinta valores de K, K = 2.J,5J,8J,--- ,89J. Uma
amostra extra é utilizada em cada intervalo para calcular o erro a priori pertinente.

A FiguraB 2T sugere que o sistema é identificado corretamente com, aproximada-
mente, 12 coeficientes. A escolha de 12 coeficientes ao invés de 27 coeficientes como
sugerido pela aproximacao da Série de Taylor ocorre por dois motivos. Primeiro, os
coeficientes escolhidos no kernel Volterra pelo algoritmo GLAR podem ser diferentes
dos coeficientes utilizados pela aproximagao com a Série de Taylor. Segundo, alguns
dos 27 coeficientes sugeridos pela Série de Taylor possuem magnitude muito baixa
quando comparados a outros coeficientes mais significativos, e podem ser despreza-
dos.

Pela Figura B2, ¢ identificado que o MSE atingiu o valor minimo determinado
pelo ruido do sistema ainda antes de 12 coeficientes, tendo pouca influéncia a quan-
tidade de dados disponiveis (K). A identificacao deste sistema nao-linear do tipo
tangente hiperbédlica usando um filtro de Volterra de terceira ordem reflete bem a
caracteristica de esparsidade do sistema.

O MSE minimo, pela Figura B2 ja foi atingido em n = 15. Pela Figura B21,
para N = 15 ¢é necessario ter y = 0,8, sendo este o valor usado para avaliacao
do algoritmo GLAR. A quantidade de coeficientes a ser estimada por cada critério

avaliado é apresentada na Figura B29 Diferente dos outros critérios de selecao, a
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Figura 3.27: O critério de parada geométrico sugere aproximadamente 12 coeficientes
nao-nulos de um filtro de Volterra de terceira ordem para modelar o sistema nao-
linear do tipo tangente hiperbdlica simulado.
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Figura 3.28: MSE, usando o erro a priori, calculado a cada iteracao do algoritmo
GLAR para o sistema nao-linear tangente hiperbdlica.

curva de Af é decrescente em K, pois, sendo o sistema esparso, mais dados levam a
uma estimacao mais precisa do vetor de coeficientes — fato que melhora o resultado
do critério de parada geométrico.

O critério de selecao C, indica que, para K = 5J, cinco coeficientes sao
necessarios para a estimacgao do vetor de coeficientes. Pela FiguraB28 em n =5 o
resultado de MSE ainda nao é o minimo imposto pelo sistema. Os outros critérios de
selecao, AIC e BIC, sugerem mais de 20 coeficientes, quantidade suficiente porém
desnecessariamente alta. Desta forma, o critério de parada geométrico obteve o

melhor resultado de N.
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Figura 3.29: Quantidade de coeficientes estimada para cada um dos critérios avali-
ados. Para o algoritmo GLAR é usado p = 0,8. Neste caso nao ha quantidade de
coeficientes ideal.

O histograma dos angulos é apresentado na Figura B30
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Figura 3.30: Histograma na primeira iteracaon = 1 en = N, quando A@y < 0,80y, ,
para K = 5.J, em azul, e K = 89.J, em marrom.

O resultado de MSE ao identificar o sistema com o algoritmo GLAR, com p = 0,8,
em combinagao com filtro de Volterra é apresentado na Figura B3Tl O erro de es-
timacao resultante do algoritmo CLS, préximo ao minimo imposto pelo ruido de
observacao, sugere que os coeficientes nulos indicados pelo algoritmo GLAR estao
nas posicoes corretas. O resultado degradado do algoritmo SSS mostra que os coefi-
cientes estimados, pelo algoritmo LS, de menores magnitudes nao devem ser igual-
ados a zero. Aumentar o valor de K nao melhora a resposta do algoritmo SSS,

indicando que a estimacao por minimos quadrados, feita pelo algoritmo LS, nao é
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Figura 3.31: MSE, calculado com o erro a priori, para os diversos algoritmos avali-
ados. Para o algoritmo GLAR ¢ usado = 0,8.

A curva de MSE resultante para o algoritmo GLAR confirma que com apenas
11 coeficientes é possivel alcancar o erro de estimacao imposto pelo ruido de ob-
servacao. O algoritmo GLAR obteve um resultado satisfatério aproximando o vetor
de coeficientes com apenas 11 coeficientes nao-nulos, enquanto que a reposta do
algoritmo LS obteve um resultado satisfatorio aproximando o vetor de coeficientes

com 55 coeficientes nao-nulos. E clara a vantagem de utilizar o algoritmo GLAR

neste caso.

Identificacao de um sistema usando de um filtro de Volterra de 5* Ordem

Para este cenario, o modelo LNL, conforme apresentado na Figura B8, é construido

por
Li: r(k) =wix(k)
N : z(k) =tangh(r(k))
Ly: d(k) =wrz(k)+n(k)
onde
wi = [05 05 1 05]"
x(k) = [#(k) #(k—1) F(k—2) &(k—3)]"
wy = [01 —05 1 —05]"
2(k) = [2(k) 2(k—1) 2(k—2) 2(k-3)"
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em que Wi e Wy sao os vetores do primeiro e segundo filtro, respectivamente, x(k),
z(k) e r(k) s@o sinais de entrada como apresentado na Figura Bl Para o sinal de
entrada z(k) ¢ simulado um rufdo branco com média nula e variancia 5 x 1072

Para identificar este sistema, é utilizado um filtro de Volterra com [ =5 e m = 6.
Neste caso, a funcao tangente hiperbdlica é aproximada a partir destes coeficientes do
kernel Volterra de quinta ordem, totalizando no maximo 791 coeficientes. Utilizando
uma aproximagao da funcao tangente hiperbdlica com trés termos da Série de Taylor
em (B53)), o sinal de saida desejado d(k) é aproximado por uma equagao polinomial
de quinta ordem com 211 coeficientes.

Um filtro de Volterra de terceira ordem com meméria igual a seis (I = 3 e m = 6)
poderia também ser utilizado para identificar este sistema. Foi escolhido um filtro
de Volterra de quinta ordem com memdria igual a seis (I = 5 e m = 6) devido a
construgao prévia deste filtro para identificacao do cendrio anterior, na Secao B33

Para gerar os resultados a seguir, foram tiradas as médias de 50 experimentos
completos do algoritmo GLAR para onze valores de K, K = 2J3J,4J,---,12J.
Uma amostra extra ¢ utilizada em cada intervalo para calcular o erro a prior: per-
tinente.

A curva de N por u, apresentada na Figura B3 nao é significativamente in-
fluenciada por K, chegando a, aproximadamente, 100 coeficientes em p = 1. As
curvas sugerem ser satisfatério e suficiente identificar o sistema simulado, cuja nao-
linearidade é dada por uma funcao tangente hiperbdlica, usando de um filtro de

Volterra de quinta ordem.
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Figura 3.32: O critério de parada geométrico sugere em torno de 100 coeficientes
para identificacao do sistema simulado.

A curva de MSE, apresentada na Figura B33 mostra que o erro minimo de

—60dB ¢é atingido em n > 110, i.e., apés a estimacao de pouco mais de 110 co-
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eficientes o minimo imposto pelo ruido de observacao é atingido. Este resultado
é compativel ao encontrado na Figura B32% ¢ = 0,8 é um valor satisfatorio para

identificacao do sistema em analise.

—K=15]
—K=12)

MSE (dB)

-65 I I I I I I I I I |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

n

Figura 3.33: MSE, usando o erro a priori, calculado a cada iteracao do algoritmo

GLAR.

Avaliando o algoritmo GLAR com p = 0,8, a quantidade de coeficientes N para
cada critério é apresentada na Figura B34 Para todos os critérios, a quantidade de
coeficientes sugerida (40 < N < 300) é bem menor do que a quantidade total de
coeficientes (J = 791), enfatizando a caracteristica de esparsidade do sistema.

O resultado em K = 5J para o critério de selecao C, ¢ de pouco mais de 50
coeficientes. Pela Figura B33, em n = 50, o MSE ainda nao é o minimo imposto
pelo ruido de observagao. Os outros critérios de selecao sugerem uma quantidade
de coeficientes a ser estimada além da necessaria. Novamente o critério de parada
geométrico apresenta o melhor resultado.

O histograma dos angulos é apresentado na Figura B30

O resultado de MSE ao identificar o sistema em questao com o algoritmo GLAR,
com g = 0,8, em combinacao com filtro de Volterra é apresentado na Figura B36
A curva de MSE do algoritmo CLS indica que com qualquer quantidade de dados
(valor de K), o algoritmo GLAR escolhe corretamente quais coeficientes sao nulos.

A resposta de MSE dada pelo algoritmo SSS mostrou que nem sempre os coefi-
cientes estimados com menor magnitude pelo algoritmo LS sao aqueles que devem
ser iguais a zero. Quanto maior o valor de K, melhor a estimacao do vetor de
coeficientes pelo algoritmo LS. Quanto melhor a estimacao do algoritmo LS, mais
proximo a zero sao os coeficientes de fato nulos. Por isso, quanto maior a quantidade

de dados, melhor a resposta do algoritmo SSS.
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Figura 3.34: Quantidade de coeficientes estimada para cada um dos critérios avali-
ados. Para o critério de parada geométrico é usado p = 0,8. Neste caso nao ha
quantidade de coeficientes ideal.
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Figura 3.35: Histograma na primeira iteragaon = 1 en = N, quando A@y < 0,80, ,
para K = 5J, em azul, e K = 12J, em marrom.

3.4 Conclusao do capitulo

Neste capitulo foi apresentada a primeira contribuicao deste trabalho, o algoritmo
GLAR. Desenvolvido na Secao B2 o algoritmo GLAR utiliza o critério de parada
geométrico para interromper o algoritmo LAR. O critério de parada geométrico é
calculado com o auxilio dos angulos entre os vetores de dados de coeficientes e o
vetor de erro de estimacao. Foi identificado que a cada iteracao os angulos estao
mais préximos a 90°. Quando a condicao ([BI0) é satisfeita, o algoritmo GLAR ¢é
interrompido. Devido a interrupcao do algoritmo, N coeficientes sao estimados, ao

invés do total J (podendo ser N << J).
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Figura 3.36: MSE, calculado com o erro a priori, para os diversos algoritmos avali-
ados. Para o algoritmo GLAR ¢é usado = 0,8.

O critério de parada geométrico mostrou-se eficiente em todos os sistemas avalia-
dos. Primeiro, o algoritmo GLAR foi analisado com os dados da Diabetes, utilizado
na validacao do algoritmo LAR por Efron et al. da] O critério de parada geométrico
com p = 0,2 resulta na mesma quantidade de coeficientes (marcadores) sugerida pelo
critério de selecao C,.

Para avaliar a identificagao de sistemas nao-lineares utilizando o conjunto GLAR
e filtro de Volterra, modelos LNL simularam sistemas com trés tipos de nao-
linearidades. As fungoes nao-lineares foram dadas por polinomios de terceira ordem,
polinomios de quinta ordem e a fungao tangente hiperbodlica. Filtros de Volterra de
terceira ordem e quinta ordem foram utilizados para a identificacao dos sistemas.

Nos sistemas em que a nao-linearidade foi dada por equacoes polinomiais, a
quantidade de coeficientes era conhecida pelo modelo LNL. Com as duas ordens
do filtro de Volterra utilizadas, a quantidade de coeficientes estimada foi proxima
a quantidade ideal. O ruido de observacao imposto pelo sistema nao prejudicou a
determinacao correta da quantidade de coeficientes estimada. O resultado inferior
da norma da diferenga entre o vetor de coeficientes estimado pelo algoritmo GLAR
e o vetor de coeficientes ideal mostrou-se desprezivel ao ser comparado o MSE resul-
tante. Com K > 5J o vetor de coeficientes é estimado satisfatoriamente, resultando
no MSE minimo imposto pelo ruido de observacao.

Nos sistemas em que a nao-linearidade foi dada pela funcao tangente hiperbdlica,
a quantidade de coeficientes ideal nao era conhecida. O algoritmo GLAR estimou
corretamente o vetor de coeficientes do sistema com uma quantidade de coeficientes
mais baixa do que se a funcao tangente hiperbodlica fosse aproximada pela Série

de Taylor. Em torno de 80% dos coeficientes puderam ser nulos, acentuando a
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caracteristica de esparsidade do sistema.

Na identificacao dos sistemas nao-lineares aqui apresentados, o valor de u foi
definido pela quantidade de iteracoes necessérias para atingir o MSE minimo imposto
pelo ruido de observacao. Uma vez identificado n = NN, o valor correspondente de p,
na curva N X pu, foi determinado. De modo geral, o valor de y é determinado pela
quantidade de dados disponiveis e pela razao entre coeficientes nao-nulos e nulos.
Quanto menor o resultado de N/(J — N) , i.e. mais esparso o sistema, mais préoximo
a 1 pode ser o valor de . Uma analise matematica do comportamento de p pode
ser tema de um trabalho futuro.

Ajustando o valor de p adequadamente, a identificacdo de sistemas nao-lineares
pelo algoritmo GLAR em conjunto com o filtro de Volterra foi satisfatéria em todos
os cendrios avaliados.

Os resultados aqui apresentados geraram trés publicacoes, em dﬂ, E, @] Um

quarto artigo foi submetido em [46].

81



Algoritmo 3 — Algoritmo GLAR

20:

21:
22:

23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:

32:

33:

34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:
47:
48:
49:

in: X, a,u
normalizar para X, d
n+«—1
Ap — [ ]
Yn—0
Sny Un, Gy Wy, — 0
c, — Xd
[Cmaz,n;jn] — maX(|Cn|)
A, — 2(90 — arccos(Craz.n/|d]))
while Af,, > uog, do
Av [ Anr gn ]
A, —{1,2,---,J} - A,
P(n,A,(jn)) < 1
Pj. — P(?’L, :)T
dj, — sign(p}fﬂcn)
xj, < (dj,p;, X)"
Xn — [ ngl
fn — anlxjn

Xjn }T

Vp Snflfn
9n — 1- fgvn—l
1
Snfl + —Vp—1Vy_1 T Vn-1
Sn «— n nl
__Vz_l _
nT 9n
L,=[1,, 1]
tn — 1gflvn_1
2 2 —-1/2
O‘n‘_(an 1+ (tn —1)2/ n)
wp — @Sy ly
u, «— X'w, B
X, Hf["'xj' .]T,j cA,
a, — X,u,
if n = J then
Yn Cmaw/an
else
for j=1toJ —ndo
g, . Fmae ~CAm
Qp — Ajn
g, . Fmaz £ CAm
Qn + Gjn
v min (5, > 0,02 > 0)
end for
[’yn,pos_n] — min(Vj)
Jn — An(posy)
end if
Yn < Yn—1 + TYnUnp
Wp < [W;l;fl O]T + YnwWn
e, —d—y,
n«—n-+1
Cp Xenfl
Cma:n,n = Umazn—1 — Yn—-1Qn—1

AB,, = 90 — arccos(Cmazn/|len—1l)
end while
N—n-1
Dy « diag(sign(Pcy))
WN — PTDNWN

>x:KJ; +:J(K-1)

>+:J
DA:K+5; x:1; +=:1; +:K; —:2
>+: N

>x:KN; +:N(K—-1)

>x:N?% +:N(N-1)

>Xx:N; +:N—-1; —:1

> x : N2 N+1; +:N?

>+: N

>DA:3; =1 +:1; —:1

>X:N; +:N—-1
>x:KN; +:K(N—-1)

>x:K(J—-N); +:(K—-1)(J—-N)

>+l

>+:J—-N; —:2(J—N)

>+:J—-N; —:2(J—N)

>+ :2

>+:J—-N

> x:K; +: K

>XxX:N; +:N—-1

>—: K

>+ 1

>x:KJ; +:J(K-1)

>x:1; —:1

DATK+5; x:1; +=:1; +:K; —:2
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Capitulo 4

Algoritmo GLAR-RLS

4.1 Introducao do capitulo

Neste capitulo é apresentada a segunda contribuicao desta tese: a juncao do algo-
ritmo GLAR com o algoritmo RLS, resultando no novo algoritmo GLAR-RLS.

O algoritmo LAR, por utilizar dados em lote normalizados por coeficiente (ou
canal) e nao por tempo, impede sua implementagao recursiva no tempo — os dados
utilizados para o desenvolvimento do algoritmo GLAR foram previamente coletados.
Entretanto, o algoritmo GLAR identifica satisfatoriamente os coeficientes ativos em
diferentes sistemas, conforme concluido no Capitulo Bl A motivagao do algoritmo
GLAR-RLS foi utilizar a informagao dos coeficientes ativos fornecida pelo algoritmo
GLAR para implementar o algoritmo RLS, recursivo no tempo, com menor ordem.
O algoritmo GLAR-RLS, apresentado na Secao EE2, diminui a complexidade com-
putacional e melhora a estimacao do vetor de coeficientes quando comparado ao
algoritmo RLS.

A Secao apresenta a avaliacao do algoritmo GLAR-RLS. Para tal, sistemas
nao-lineares sao simulados, tendo o vetor de coeficientes modificado em periodos
temporais conhecidos, e identificados usando o algoritmo GLAR-RLS em conjunto
com o filtro de Volterra de terceira ordem e quinta ordem. Os resultados do algoritmo

GLAR-RLS sao comparados com os resultados do algoritmo RLS.

4.2 Desenvolvimento do algoritmo GLAR-RLS

Um algoritmo que alterna o emprego do algoritmo GLAR e do algoritmo RLS foi
designado nesta tese como algoritmo GLAR-RLS. A motivagao para o seu desen-
volvimento foi obter um algoritmo com menor complexidade computacional quando
comparado ao algoritmo RLS, com recursividade temporal e com consciéncia situa-

cional.
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Para abaixar a complexidade computacional, o algoritmo GLAR ¢é utilizado na
identificacao dos N << J coeficientes ativos. O algoritmo RLS é, entao, aplicado
recursivo no tempo, estimando apenas os N coeficientes.

Algoritmos recursivos no tempo possuem o indice temporal crescente, k = 1,2, ...
Como o algoritmo GLAR ¢ aplicado em cima de um conjunto de dados de tamanho
determinado (K x J), o conceito de janela temporal é utilizado para o desenvolvi-
mento deste algoritmo. O algoritmo GLAR ¢ aplicado, quando necessério, as iltimas
L amostras.

Para definir o valor de L, o algoritmo GLAR foi avaliado quanto a quantidade
de amostras necessaria para uma estimacao eficiente dos coeficientes do sistema em
identificacao. Tendo em vista os resultados do Capitulo Bl foi identificado que a
quantidade minima de amostras depende da quantidade de coeficientes do sistema

em identificacdo. Assim, ao longo do trabalho é usado
L=5J, (4.1)

onde J é a quantidade total de coeficientes.

A ideia do algoritmo GLAR-RLS é usar o algoritmo GLAR para diminuir a
complexidade do algoritmo RLS, aplicado recursivamente no tempo. Enquanto o
sistema estd em estado estaciondrio, apés a aplicacao do algoritmo GLAR com
L amostras, o algoritmo RLS é o responsavel por uma adaptacao suave dos N
coeficientes. Caso o sistema mude ao longo do tempo, é necessario aplicar o algoritmo
GLAR novamente. Para definir quando aplicar novamente o algoritmo GLAR, a
magnitude do erro a priori estimado pelo algoritmo GLAR-RLS ¢ utilizado.

Para reconhecer uma modificacao no sistema, devemos saber se o erro de es-
timacao a priori é devido a uma modificacao no sistema ou se é um erro aceitdvel.
Considerando uma curva de distribuicao normal, aproximadamente 70% dos erros a
priori possuem valor absoluto abaixo do desvio padrao.

Seja é(k) o erro a priori no instante k e 0 0 seu desvio padrao. Quando
|e(k)| > o, (4.2)

o erro a priori pode ser um outlier ou um erro devido a uma modificacdo nos
coeficientes — um novo sistema deve ser identificado. Um novo sistema poderia ter,
por exemplo, a quantidade de coeficientes nulos modificada. Reaplicar o algoritmo
GLAR possibilita a modificacao no valor de N.

Aplicar novamente o algoritmo GLAR apds a primeira ocorréncia de ([f2) é ine-
ficiente, pois este erro pode ser um outlier do sistema em andlise (pertencer aos 30%
de erros nao contabilizados). Ainda que este erro seja devido a uma modificagdo no

sistema (um novo vetor de coeficientes deve ser identificado), uma tnica amostra
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deste novo sistema na janela L nao sera suficiente para estimar o novo vetor de
coeficientes corretamente. Por outro lado, esperar que muitos erros ocorram diminui
o tempo de convergéncia do algoritmo.

A quantidade de erros contabilizada para aplicar novamente o algoritmo GLAR
é diretamente proporcional ao tamanho da janela L. Toda a janela temporal (ou
a maior parte dela) deve conter amostras do novo sistema a ser identificado, para
estimar corretamente o vetor de coeficientes. Para isso, é utilizado um contador de
erros, designado aqui por 7.

O contador 7 é o responsavel por reaplicar o algoritmo GLAR, atuando como a
consciéncia situacional do algoritmo. 7 é incrementado em duas condigoes: quando
7 < J e (D) ocorre; ou quando 7 > J, sem verificar ([E2). Ao atingir 7 = L = 5J,
a janela de dados estda completa com amostras de um novo sistema, e o algoritmo
GLAR ¢ aplicado novamente.

A razao de incrementar o contador quando 7 > J sem verificar se |é(k)| > o5 é
aqui abordada. A medida que o algoritmo RLS tenta se adaptar ao novo sistema, a
estimacao do vetor de coeficientes melhora, e pode ocorrer do erro a prior: deixar de
ser superior a gg. Ou seja, apds algumas amostras com |é(k)| > oz, a condi¢ao pode
nao ser mais satisfeita mesmo que o sistema tenha sido modificado. Por outro lado,
uma vez que J erros aconteceram, ¢ improvavel que a totalidade de erros seja de
outliers. Quando 7 > J, ha grande probabilidade do sistema ter sofrido uma uma
modificagao, e o algoritmo espera mais 4.J amostras para entao disparar o algoritmo
GLAR. Ao ser disparado, o algoritmo GLAR deve estar com a janela de amostras
L completa com dados do novo sistema.

O algoritmo GLAR-RLS, apresentado em sua forma mais genérica no Algo-

ritmo M, é resumido pelas seguintes etapas:
1. Aplicar o algoritmo RLS com J coeficientes enquanto k < L;
2. Aplicar o algoritmo GLAR com as ultimas L amostras temporais;

3. Aplicar novamente o algoritmo RLS com N coeficientes determinados pelo

algoritmo GLAR (supostamente N << J);

4. Caso 7 < J e |é(k)| > 0, ouT > J, incrementar 7 = 7+ 1 e seguir ao passo 5.

Caso contrario, retornar ao passo 3;
5. Caso 7 = L, retornar ao passo 2. Caso contrario, retornar ao passo 3.

O algoritmo GLAR-RLS aqui apresentado tem o objetivo de detectar mudancgas
bruscas no sistema. Por isso, o algoritmo RLS, quando aplicado, nao possui fator
de esquecimento (i.e. A = 1), para nao prejudicar na consciéncia situacional de

mudangas bruscas. Caso o fator de esquecimento fosse utilizado nao seria possivel
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Algoritmo 4 — Algoritmo GLAR-RLS — visao geral
1: L« 5J
2: for k=123,--- do
3: if £ < L then

4: aplicar o algoritmo RLS com J coeficientes

5: else

6: if k=L or 7= L then

7: aplicar o algoritmo GLAR e definir N < J
8: 7T+ 0

9: else

10: aplicar o algoritmo RLS com N coeficientes
11: if (r<J and |é(k)| > 0s) or (7> .J) then
12: T—717+1

13: end if

14: end if

15: end if

16: end for

identificar a mudanca brusca no vetor de coeficientes, pois o desvio padrao do erro,
calculado recursivamente, ao se adaptar ao novo sistema, nao atinge a condigao
le(k)| > 0e, e impede o acionamento do algoritmo GLAR. Como consequéncia, o
algoritmo GLAR-RLS é ruim no rastreamento e sensivel a perturbacoes no sinal
de entrada ou desejado. Contudo, a presenca de perturbacoes nao faz com que o
algoritmo GLAR seja desnecessariamente acionado. Para que modificagoes lentas
no vetor de coeficientes sejam notadas pelo algoritmo GLAR-RLS, outra forma para
a consciéncia situacional deve ser desenvolvida, tema de trabalhos futuros.

Para que o algoritmo GLAR-RLS tenha complexidade computacional tao baixa
quanto possivel, dois pontos ainda sao levados em consideracao no seu desenvolvi-
mento.

O primeiro ponto é em relacao ao desvio padrao dos erros a priori. Para diminuir
a complexidade computacional do algoritmo GLAR-RLS, o desvio padrao dos erros
é calculado de modo recursivo, como apresentado na Secao EEZTl

O segundo ponto é em relagdo a matriz de correlagao inversa. Ao ir do passo 2
ao passo 3, é desejavel utilizar todas as respostas calculadas pelo algoritmo GLAR,
dentre elas a matriz de correlacao inversa. No entanto, devido a alteracao no niimero
de coeficientes estimados e da construcao do conjunto ativo, esta tarefa nao é trivial.
Este ponto é abordado na Secao 22

Por fim, o pseudocédigo completo do algoritmo GLAR-RLS, bem como sua com-

plexidade computacional sao apresentados na Secao
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4.2.1 Desvio padrao recursivo

A partir do desvio padrao dos erros a priori é determinado se o algoritmo GLAR
¢ aplicado novamente. Para minimizar a complexidade computacional, o desvio
padrao é calculado de modo recursivo no tempo dentro do algoritmo GLAR-RLS.

O desvio padrao dos erros a priori estimado no instante k é definido por

1/2
1 k

oak) = | T D_(E(0) — ma(k))? (4.3)

i=1

onde mg(k) é a média aritmética dos erros a priori até o instante k, dada por

(4.4)

A média aritmética dos erros a priori até o instante k + 1, usando (), é dada

por

S e()
k+1
ek + 1)+ 38 é(d)
k+ 1
&k + 1) + kma (k)

- T . (4.5)

mé(k: + 1) =

Desenvolvendo (3), o desvio padrao dos erros a priori até o instante k é calcu-

lado por

& 1/2
os(k) = [ﬁ > (&) —mé<k>>2]

usando (E4),

- & 1/2
os(k) = {ﬁ kmg(k)—%m%(k)+z(§2(z’)]}
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A partir de (EZ0) é obtida a relagao
k
> (i) = (k — D)oz (k) + km (k). (4.7)
i=1

O desvio padrao dos erros a priori até o instante k + 1, usando ([EG) e (), é

}1/2

- i 1/2
_ {E Ek+1)— (k+1)mi(k+1) + ZéQ(i)] }

i=1

_ [é% +1) = (k+ Dmi(k + 1) + (k — Do2(k) + ;{;mg(,ﬁ)} 1/2(4 !
k .

dado por

os(k+1) = {% —(k+1)m§(k+1)+ié2(i)

A complexidade para o cédlculo do desvio padrao de modo recursivo e nao recur-

sivo é apresentada na Tabela BTl

Tabela 4.1: Complexidade computacional do calculo de desvio padrao

Sem Recursividade | Com Recursividade

Elevado ao quadrado
Raiz quadrada
Multiplicagao
Divisao

Soma

Subtracao

Ordem ‘

™™= O =
DN O = W

4.2.2 Relacao entre S, Sy e QN

O algoritmo GLAR-RLS primeiro aplica o algoritmo RLS para estimar o vetor de
coeficientes de tamanho J. Nesta primeira etapa, a matriz de correlacao inversa,
g, possui dados nao normalizados de todos os coeficientes. Na etapa seguinte, o
algoritmo GLAR-RLS aplica o algoritmo GLAR para estimar o vetor de coeficientes
de tamanho N. Nesta etapa intermedidria, a matriz de correlacao inversa, Sy, possui
dados normalizados dos coeficientes ativos. Os J — N coeficientes nao estimados sao
iguais a zero. Na etapa seguinte, o algoritmo RLS ¢é aplicado novamente para estimar
apenas os N coeficientes ativos indicados pelo algoritmo GLAR. Nesta etapa, a

matriz de correlacao inversa, Sy, possui dados nao normalizados dos coeficientes
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ativos.

Para melhor compreensao da relacao entre g, SyeS N, seja a mesma quantidade
de amostras temporais, de 1 a k, para calcular cada matriz de correlacio S, Sy e
Sy. Por esse motivo, o indice k serd, sempre que possivel, suprimido, uma vez que
¢ desnecesséario nesta anélise.

A matriz de correlacao inversa utilizada durante a primeira aplicacao do algo-

ritmo RLS, S (J x J) é dada por
S = (XXT) 1, (4.9)

onde X (J x K) é a matriz de sinal de entrada.
A matriz de correlagao inversa utilizada no algoritmo GLAR, Sy (N x N) é dada
por

Sy = (XyX%) ', (4.10)

onde Xy (N x K) é definida em (ZRJ),
Xy = DyPyX,

onde Dy (N x N) é a matriz diagonal de sinais, Py (N x J) é a matriz de selegao
como em Ay, e X (J x K) é a matriz de sinal de entrada normalizada, definida em

&), ~
X = N_! <X—M,~(),

onde Ny (J x J) é a matriz diagonal de comprimento de todos os coeficientes (ZZ9),
My (J x K) é a matriz de médias de todos os coeficientes [Z48), e X (J x K)
¢ a matriz de sinal de entrada. Desta forma, Sy tem trés particularidades: os
dados para calcular a matriz estao normalizados; a matriz estd ordenada como os
coeficientes que entram no conjunto ativo; o sinal da matriz estd alterado.

Quando o algoritmo RLS é novamente utilizado, a matriz de correlagao inversa,
Sy (N x N) é dada por

Sy = (XyX3), (4.11)

onde

Xy = PyX, (4.12)

onde Py (N x J) é a matriz de selecdo como em Ay, e X (J x K) é a matriz de
sinal de entrada. Ou seja, a matriz Sy continua com a ordem em que os coeficientes
entram no conjunto ativo, porém sem os dados normalizados nem com sinal alterado.

A relacao entre S, Sy e Sy é vislumbrada quando estas matrizes sao descritas
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em funcio de R = XXT. Primeiro, S é reescrita por
S=XX"H"1'1=R" (4.13)
Substituindo (ETZ) em @), Sy é reescrita por
Sy = (PAX(PyX)T)!
(PyXXTPL)™!
(PyRPL)™L (4.14)

Uma vez que Py nao é uma matriz quadrada, esta equacao nao pode ser reduzida.
A tltima matriz de correlagao, Sy, substituindo (Z89) e (Z20) em ([EI0), é reescrita
por

Sy = (XNX%)_l
= (DyPyXXTPLDy)™!

= Dy(PyXXTPY) Dy
- - T -1
~ Dy [PNNil (X - M) (X =My N;Pﬁ] Dy

~ o~ ~ ~ -1
~ Dy [P VN (XXT ~ MxXT - XMT + MXM§> N;PH Dy. (4.15)

Para simplificar (ETH), é necessdrio encontrar a relacao entre MzXT, XM e
T
Pela definicio em [Z4R) e [Z30), Mz X" pode ser reduzida a

MX" = [my - -my] :
X' (k)
mx, mx, i‘l(]_) ZZ‘J(l)
m;((, m;(, Zi'l(k') Ii‘J(k’)
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De forma andloga, XMY pode ser reduzida a

XML

Por tltimo, MzMZ1 é reescrita por

MM, =

my
= [x(1) ---x]|
my
i’l(l) i’l(k}) mx,
| 2s(1) zy(k) || ms
[ k m?(l k mg, mg,
k mg, mg, kms,
my
[mx : mx]
my
3 3 3
| mx, Mmx, mx,
km)g(1 kmg, mg,
kmsg, mg, kmfh

Comparando (E14), ([ETD) e (EIN),

M X" = XML = My;ML.

A matriz de correlagao inversa Sy (1) é reduzida, entdo, a

~ —1
Sy = Dy [PNN;1 (R—M,;ME) N;Pﬁ] Dy

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

Em resumo, as equacoes das matrizes de correlacao inversa S, Sy e Sy sao dadas

por

S —
- -1
Sy = Dy [PNN;1 (R - MXME) N;lPH Dy, e

R—l

SN - (PNRP%)_l
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A relacao entre S, Sy e Sy nao é trivial. Por isso, as trés matrizes de correlagao sao
calculadas de modo independente. Para minimizar a complexidade computacional,
é utilizado o Lema de Inversao de Matrizes nos trés casos.

A matriz de correlacao inversa S é calculada por

A matriz de correlacao inversa Sy é calculada como apresentado na Secao B2

A matriz de correlacio inversa Sy é primeiro calculada paralelamente 4 matriz
Sw, dentro do algoritmo GLAR. Similar ao apresentado na Secdo B a matriz Sy
é calculada no algoritmo GLAR por

%, = (p}, X)" (4.21)
- - T
X, = | X1, %, | (4.22)
f, =X, 1%;, (4.23)
Vi = Sp_if (4.24)
G =%} %5, — £V (4.25)
i 1. 1
~ Sp—1+ = Vpo1V,_, —Vuo1
Sn = n G, (4.26)
=T
—= Vo1 pon
Gn Gn

Este calculo deve ser acrescentado ao Algoritmo Bl para o funcionamento correto do
algoritmo GLAR-RLS. Ao sair do algoritmo GLAR, a matriz Sy estd definida e

pode, a partir de entao, ser calculada recursivamente por

(k) = Pyx(k)
W(k) = Sn(k — Dxy(k)
_ (k)
8k = T e (TR (R)
Sn(k) = Sn(k — 1) — g(k)®7 (k).

4.2.3 Pseudocoddigo e complexidade computacional

O pseudocédigo do algoritmo GLAR-RLS é apresentado no Algoritmo Bl O Algo-
ritmo [ faz referéncia ao Algoritmo Bl e ao Algoritmo B No Algoritmo Bl deve ser

inserido o cdlculo de Sy, como em (2T (EEZH).
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A complexidade computacional depende do instante k. Quando k& < L, a comple-
xidade computacional depende do algoritmo RLS com tamanho J, como apresentado
na Tabela 2 Quando o algoritmo GLAR é aplicado, em k > L, a complexidade
computacional do algoritmo GLAR-RLS é apresentada na Tabela A complexi-
dade computacional do algoritmo GLAR aqui neste caso é ligeiramente diferente da
complexidade computacional apresentada na Secao BZA, devido ao computo de Sy.
Quando k > L, sem que o algoritmo GLAR esteja sendo aplicado, a complexidade
computacional depende do algoritmo RLS com uma ordem reduzida, N << .J, como

apresentado na Tabela 241

Algoritmo 5 — Algoritmo GLAR-RLS

in: p, J,x(k),d(k)

1. L« 5J

2: k<0

3: mé(O) — 0

4: S(0) « diag(1)

5: 0'5(0) — 0

6: w(0) <0

7. for k=1,2,--- do

8: if £ < L then

9: aplicar o algoritmo RLS com N = J coeficientes, Algoritmo

10: else

11: if k=Lour =1L then

12: é(k) — d(k) — wT(k — 1)x(k) >x:J; +:N—-1; —:1
13: aplicar o algoritmo GLAR e definir N < J, Algoritmo

14: 70

15: else

16: xn (k) — Px(k)

17: aplicar o algoritmo RLS com N coeficientes, Algoritmo

18: if 7 < J then

19: if e(k) > 0e then 7 — 7+ 1
20: end if
21: else
22: T+—T1+1
23: end if
24: end if
25: end if
26: me(k) — (é(k) + (k — V)mas(k — 1)) /k Dx:li+=:1;4+:1 —:1
27: oe(k) — \/[éQ(k‘) — k:m%(k‘) + (k — 1)(0%(1{: -1+ m%(kz —1))]/k

DA X2, =01 402 —: 1

28: end for
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Algoritmo 6 — Algoritmo RLS

in: d(k),%(k) ou xn(k),w(k —1) ou Wy (k —1),S(k—1) ou Sy(k —1)

: é(k) — d(k) —wh(k — 1)xn(k)

2 W(k) — Sn(k — 1z (k)

(k)

: g(k) «

4: SN(k‘)
- W (k)

Xy (k)T (k)

>Xx:N; +:N—-1; —:1
>x:N2% +:N(N-1)

>Xx:N;+=:N; +: N

> x: N2 —:N?2
> x:N24+N; +:N?

Tabela 4.2: Complexidade computacional do algoritmo GLAR-RLS quando k < L

Algoritmo Algoritmo
Programa principal | RLS
Poténcia (A) | 4 0
Multiplicac¢ao (x) | 3 3J% +2J
Divisao (<) | 2 J
Soma (+) | 3 2.J?
Subtragao (—) | 1 J?
Ordem ‘ 4 ‘ J?

Tabela 4.3: Complexidade computacional do algoritmo GLAR-RLS quando k£ = L

out =1L
Algoritmo Algoritmo
Programa principal | GLAR
Poténcia (A) | 4 2L +3
Multiplica¢ao (x) | J + 3 3LJ +2LN + 2L +3N?+4N +5
Divisao (<) | 2 2J+5
Soma (+) | N + 2 3LJ +2LN + 3L —3J +4N*+2N — 5
Subtragao (—) | 2 L+4J—4N +6
Ordem | J | LJ

4.3 Avaliacao do Algoritmo GLAR-RLS

Nesta secao o algoritmo GLAR-RLS é avaliado em dois pontos: estimacao do ve-

tor de coeficientes e consciéncia situacional. Para tal, sistemas nao-lineares esta-

ciondrios por partes sao simulados. Os sistemas sao ditos estacionarios por partes

por possuirem modificagoes repentinas em dois momentos, seja na quantidade de

coeficientes nulos, seja na nao-linearidade do sistema.

Para avaliar o algoritmo GLAR-RLS em conjunto com o filtro de Volterra na

identificacao de sistemas estacionarios por partes, a configuracao apresentada na

Figural Tl é utilizada. A combinagao do algoritmo RLS, com o fator de esquecimento
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Tabela 4.4: Complexidade computacional do algoritmo GLAR-RLS quando k& > L
eT <L

Algoritmo Algoritmo
Programa principal | RLS
Poténcia (A) | 4 0
Multiplicacao (x) | 3 3N?% +2N
Divisao (+) | 2 N
Soma (+) | 3 2N?
Subtragao (—) | 1 N?
Ordem | 4 | N?

A = 0,99, em conjunto com o filtro de Volterra é também analisada, para comparacao

de resultados.

|
! r(k) z(k) ' n(k)
L > N > Lo :
| |
I ! ~
Sistema naolimear 77T L dR)
T1(k) :________________H'
vV o !
o wQ(k) | !
~ k') L ——>| |
LGN R . | ESQUEMA PROPOSTO |
D
E $J(k) I :
A % |
' |

Figura 4.1: Identificacao de sistemas nao-lineares estacionarios por partes com filtro
de Volterra e o algoritmo GLAR-RLS. O bloco “ESQUEMA PROPOSTO” pode ser
o algoritmo RLS ou o algoritmo GLAR, de acordo com o Algoritmo

Primeiro, um filtro de Volterra de terceira ordem é utilizado na identificacao dos
sistemas simulados. Para avaliacao, sistemas com a nao-linearidade representada
por uma equacao polinomial de terceira ordem, com uma modificacao brusca na
quantidade de coeficientes nulos, sao simulados. Sistemas com a nao-linearidade
caracterizada ora por uma equacao polinomial de terceira ordem ora por uma funcao
tangente hiperbdlica sao também avaliados.

Em seguida, um filtro de Volterra de quinta ordem ¢é utilizado na identificacao
do sistema simulado. Neste caso, um sistema com a nao-linearidade caracterizada
ora por uma equacao polinomial de quinta ordem ora por uma funcao tangente
hiperbdlica é simulado.

Em todos os cenarios, os resultados sao variantes com k. Um ruido branco com
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média zero e variancia de 1075 é usado como ruido de observagao, n(k).

4.3.1 Identificacao de um sistema nao-linear estacionario
por partes usando de um filtro de Volterra de 3“ or-
dem

Diferentes cenarios sao avaliados, com modificacoes na quantidade de coeficientes

nulos e na funcao caracteristica da nao-linearidade do sistema.

Modificagao na quantidade de coeficientes nulos

Nos sistemas deste cenario, a nao-linearidade do sistema é caracterizada por uma
equacao polinomial de terceira ordem. A quantidade de coeficientes nulos no vetor
de coeficientes é modificado repentinamente em k = 4.000 e £ = 7.000. O modelo

LNL, conforme apresentado na Figura B, é construido por

Li: r(k) =wix(k)
N: z(k) =ar(k) —br*(k)
Ly: d(k) =wjyz(k)+n(k)

onde

W1

{ 05 1 057, k<4.000ek > 7.000

[0,5 0 0,5]T, 4.000 < k < 7.000
[53 Bk —1) &(k—2)"
B —0,5 0.1]", k<4.000e k> 7.000
—05 0] 4.000 < k < 7.000
[z 2(k—2)"

onde w; e Wy sdo os vetores do primeiro e segundo filtro, respectivamente, x(k),
z(k) e r(k) sao sinais de entrada como apresentado na Figura EZJl Novamente, dois
sistemas nao-lineares sao simulados: NL1 com a = 0,1 e b = 0,01; e NL2 com
a = b = 1. Para o sinal de entrada Z(k) é simulado um ruido branco com média
nula e variancia unitdria.

O filtro de Volterra utilizado, com [ = 3 e m = 4, resulta em 55 coeficientes
(J = 55) no seu kernel. Pelas equagoes do sistema LNL, para k& < 4.000 e £ > 7.000
27 destes coeficientes sao pertinentes, resultando em 28 coeficientes nulos no kernel
Volterra. Para 4.000 < k < 7.000 a quantidade de coeficientes no modelo LNL

diminui para 12 coeficientes, totalizando 43 coeficientes nulos no kernel Volterra.
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Para facilitar a compreensao da atuacao do algoritmo GLAR no algoritmo
GLAR-RLS, os resultados apresentados a seguir representam um experimento com-
pleto de £ =1 a k = 10.000.

Com a Figura L2 é possivel identificar quando o algoritmo GLAR ¢ acionado, no
momento em que ocorre uma modificacao na quantidade de coeficientes calculada.
A primeira vez que o algoritmo GLAR é acionado ocorre em k = L. Nos dois
momentos seguintes o algoritmo GLAR é acionado devido a 7 = L, em k = 4.320
e k = 7.315 para NL1 e em k = 4.355 e k = 7.460 para NL2. Isto mostra que
o algoritmo GLAR-RLS avaliou corretamente a modificagdo do sistema em anélise

em k = 4.000 e k£ = 7.000, e, consequentemente, apdés 7 = L amostras, acionou o
algoritmo GLAR.

55 55—

50 . : 501

451 45r

aof : : : af

351 . . 35

301 30

251 251

201 20

J—)

— =07 15}

—u=05

—pu=03
T

J—

— =07

——p=05

—p=03
T

15

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
(a) NL1 (b) NL2

Figura 4.2: Quantidade de coeficientes estimados ao longo do tempo. A reta em
pontilhado representa a quantidade total de coeficientes nao-nulos conhecida, dada
pelo modelo LNL por 27 coeficientes, em k < 4.000 e k > 7.000, e 12 coeficientes,
em 4.000 < k < 7.000. Para k < L, J coeficientes sao estimados. Para k > L, N
coeficientes sao estimados, determinado pelo algoritmo GLAR.

Em um resultado ideal, sendo L = 5.J = 275, o algoritmo GLAR seria acionado
em k = 4.275 e k = 7.275. Dois motivos justificam o atraso no acionamento do
algoritmo GLAR. Primeiro, o algoritmo RLS adapta o vetor de coeficientes ao novo
sistema, alterando a variancia do erro. Uma vez que o algoritmo RLS tenta adaptar
o vetor de coeficientes estimado a uma nova situagao, o erro diminui, podendo ser
inferior a g.. O segundo motivo é que, devido ao sinal ser aleatorio, erros de baixa
magnitude ocorrem mesmo com o sistema alterado. Nos dois casos, o contador 7

nao é incrementando. O atraso para o sistema NL2 é maior porque os coeficientes

2

<) maior.

tem maior magnitude, resultando em uma variancia do erro (o,

Uma ultima anélise feita com a Figura refere-se aos valores de p. Diminuir
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o valor de 1 aumenta a quantidade de coeficientes estimada, resultado esperado e
observado no Capitulo Bl Poderiamos esperar que, para o valor de pu constante, a
quantidade de coeficientes escolhida em k& < 4.000 e & > 7.000 seria igual, uma vez
que o vetor de coeficientes é o mesmo. Analisando a Figura em k£ < 4.000 e
k > 7.000, constata-se que isso nao ocorre. Esta diferenca é devido ao conjunto de
dados utilizado para aplicar o algoritmo GLAR.

No caso de sistemas esparsos, uma vez que os coeficientes nao-nulos foram es-
timados, estimar mais coeficientes nao melhora a acuracia do vetor de coeficientes,
como observado na Figura para os resultados de = 0,3 e p = 0,5 em ambos os
cenarios. Por outro lado, se os coeficientes nao-nulos nao foram estimados correta-
mente, ou, numa situacao extrema, nao foram escolhidos pelo algoritmo GLAR, o
resultado serd degradado. Esta situagao é clarificada no caso apresentado de NL2
para k < 4.000: pela Figura , a diferenca da quantidade de coeficientes calcu-
lada para = 0,7 e p = 1 é de trés coeficientes; estimar trés coeficientes a menos
gerou um resultado até 100dB pior, como pode ser observado na Figura .

Ainda na Figura o resultado de 4 = 1 em k& < 4.000 esta degradado
quando comparado com seu resultado em k& > 7.000, periodos em que o vetor de
coeficientes ideal é idéentico. O conjunto de dados utilizado pelo algoritmo GLAR
na primeira vez que é acionado, em k = 275 (dados nos instantes 1 > k > 275), e
o conjunto de dados utilizado pelo algoritmo GLAR na terceira vez que é acionado,
em k = 7.460 (dados nos instantes 7.185 > k > 7.460), resultaram em respostas

diferentes para o mesmo valor de ;1 e 0 mesmo vetor de coeficientes.

20 20
—_—=l —_—=l
—p=07 —u=0.7
or : : — =05 0 : : ——u=05
—— =03 —— =03
——RLS —RLS
-0+ : 20 : :
40 —~ N
= o
= 1 =
= -60 == 01
| | -80f
—-100/} 100}
-120H 120t
140+ -140t
180 \ \ y \ \ \ e -160 ; ; i ; i ; i J
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
K
(a) NL1 (b) NL2

Figura 4.3: Diferenca entre o vetor de coeficientes estimado pelo algoritmo GLAR-
RLS, com diferentes valores de p, e o vetor de coeficiente ideal, bem como a diferenca
entre o vetor de coeficientes estimado pelo algoritmo RLS com A = 0,99 e o vetor
de coeficientes ideal.
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Para o cendrio de NL1, Figura [1.3(a)] o algoritmo GLAR-RLS, para todos os
valores de u, obteve uma resposta melhor ou equiparada ao algoritmo RLS. No
entanto, vemos que no intervalo 4.000 < k£ < 7.000 para g = 1 o resultado é pior
quando comparado com os resultados do algoritmo GLAR-RLS com outros valores
de pu. A resposta de p = 1, neste intervalo, indica estar no limite para encontrar
a quantidade de coeficientes correta. Em k > 7.000, tanto com p = 1 quanto com
i = 0,7, a resposta do algoritmo GLAR-RLS estd degradada quando comparada
com os resultados do algoritmo GLAR-RLS com u = 0,5 e u = 0,3. Voltando
a Figura , a quantidade de coeficientes estimada para os valores de p =1 e
= 0,7 diminuiu muito em k£ > 7.000, levando a N = 29 e N = 31, respectivamente;
estes valores de N foram mais baixos do que o menor resultado do algoritmo GLAR-
RLS em k < 4.000 (com o mesmo vetor de coeficientes), de N = 36 para pu = 1.

No resultado apresentado na Figura também pode ser observado quando o
algoritmo GLAR entrou em agao, momento em que ocorreram mudancas bruscas
nos resultados (em k = 4.320 e k = 7.315 para NL1 e em k = 4.355 e k = 7.460 para
NL2). A primeira vez, entretanto, que o algoritmo GLAR ¢ acionado (k = 275) nao
¢é tao perceptivel.

Enquanto k < 275, os resultados do algoritmo GLAR-RLS e do algoritmo RLS
nao sao idénticos, pois o algoritmo RLS possui um fator de esquecimento A = 0,99,
enquanto que para o algoritmo GLAR-RLS nao ha esquecimento (A = 1). Por este
motivo, o algoritmo GLAR-RLS possui sua curva pouco modificada na Figura L3 em
4.000 < k <4.320e 7.000 < k£ < 7.315 em NL1, assim como em 4.000 < k£ < 4.355 e
7.000 < k < 7.460 em NL2. Nestes intervalos, o contador 7 esta sendo incrementado.

A escolha de p impacta diretamente a complexidade computacional do algoritmo
GLAR-RLS, uma vez que define a quantidade de coeficientes a ser estimada recur-
sivamente. Para comparar a complexidade computacional gerada pelo algoritmo
GLAR-RLS com diferentes valores de p e pelo algoritmo RLS, a complexidade com-
putacional avaliada, calculada a cada instante de instante k, é a soma da quantidade
de multiplicagoes, divisoes e poténcias. A atuagao do algoritmo GLAR-RLS gera
picos de complexidade computacional, como apresentado nos graficos a esquerda na
Figura £l Entretanto, se o esquema é avaliado dinamicamente e a carga computa-
cional é acumulada ao longo do tempo, devido a quantidade de coeficientes estimada
reduzida, o algoritmo GLAR-RLS é mais econémico, guardando energia ao longo do
tempo, como observado nos graficos a direita na FiguraE4l A inclinacao das retas,
nos graficos a direita, é diretamente proporcional a N, quantidade de coeficientes
nao-nulos estimados determinada pelo algoritmo GLAR.

Uma vez entendida a atuagao do algoritmo GLAR-RLS, o conjunto do algoritmo
GLAR-RLS em combinacao com filtro de Volterra é agora avaliado usando a média

de 100 experimentos completos, de k = 1 a £ = 10.000. Para isso, considerando
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Figura 4.4: Picos de complexidade computacional ocorrem quando o algoritmo
GLAR é acionado (gréficos a esquerda), porém quando analisado ao longo do tempo,
o ganho em complexidade computacional é notavel (graficos a direita).

os resultados anteriores, é definido u = 0,5 como o valor ideal para que todos os
coeficientes necessarios tenham grande probabilidade de serem estimados. O valor
1= 0,5 ja era esperado devido as conclusoes do Capitulo Bl

O resultado de MSE, Figura L3, quando utilizado o algoritmo GLAR-RLS com
1= 0,5 é comparado com o resultado do algoritmo RLS com fator de esquecimento
A = 0,99. Quando o vetor de coeficientes é modificado, durante o periodo em que
T estd sendo contabilizado, o resultado do algoritmo GLAR-RLS é degradado. Esta
perda é compensada, além do ganho em complexidade computacional, por uma
convergéncia mais rapida, melhor observada em NL2.

Durante os periodos estacionarios, apds a convergencia, o algoritmo GLAR-RLS
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Figura 4.5: MSE, calculado com o erro a priori, utilizando o algoritmo GLAR-RLS
com p = 0,5 e o algoritmo RLS com fator de esquecimento A = 0,99.

apresenta um resultado mais satisfatério do que o algoritmo RLS, i.e., o MSE ¢é
mais préximo ao ruido de observacao imposto pelo sistema. Isto ocorre porque
o algoritmo GLAR identifica corretamente quais coeficientes devem ser estimados
recursivamente pelo algoritmo GLAR-RLS, enquanto que os coeficientes restantes
permanecem iguais a zero. Com isso, o resultado do algoritmo GLAR-RLS tende a

ser ligeiramente melhor do que o resultado do algoritmo RLS para sistemas esparsos.

Modificagao na fungao de nao-linearidade

Neste cenario, a funcao de nao-linearidade do sistema é caracterizada ora por uma
equagcao polinomial de terceira ordem ora pela funcao tangente hiperbdlica. As modi-
ficagoes ocorrem em k = 4.000 e k£ = 7.000. O modelo LNL, conforme apresentado

na Figura BTl é construido por

Ly :r(k) = wix(k)

tangh(r(k)), k < 4.000
N:z(k) =14 01r(k) — 0,01r3(k), 4.000 < k < 7.000
r(k) — (k) k> 7.000

Ly : d(k) = wy z(k) + n(k)
onde

wi=[05 1 05]"
x(k) = [#(k) #(k—1) #(k—2)]"
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wy =[0,1 —05 0,1]"
z(k) = [2(k) z(k—1) z(k—2)]"

onde w; e Wy 830 os vetores do primeiro e segundo filtro, respectivamente, x(k), z(k)
e r(k) sao sinais de entrada como apresentado na FiguraE1l Em 4.000 < k& < 7.000
o sistema NL1 é simulado; em k > 7.000 o sistema NL2 é simulado. Para o sinal de
entrada 7(k) ¢ simulado um ruido branco com média nula e variancia 1072

O filtro de Volterra utilizado, com [ = 3 e m = 4, resulta em 55 coeficientes
(J = 55) no seu kernel. Pelas equagdes do sistema LNL, para k > 4.000, 27 destes
coeficientes sao pertinentes, modificando de amplitude em k£ = 7.000. Para k£ < 4.000
a quantidade de coeficientes nao é conhecida. Os primeiros resultados apresentados
a seguir possuem um experimento completo de £ =1 a k£ = 10.000.

A quantidade de coeficientes sugerida pelo algoritmo GLAR para diferentes va-
lores de p é apresentada na Figura L6l O algoritmo GLAR foi inicializado para
todos os valores de pem k = 275 e em k = 4.285 e k = 7.287. O algoritmo identifica

corretamente quando ha modificacao no sistema em analise.
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Figura 4.6: Quantidade de coeficientes estimados ao longo do tempo. A reta em
pontilhado representa a quantidade total de coeficientes nao-nulos conhecida, dada
pelo modelo LNL por 27 coeficientes, em k& > 4.000. Para k£ < 4.000, a quantidade
de coeficientes nao é conhecida.

As descontinuidades nas curvas de p, Figura 26l indicam quando o algoritmo
GLAR ¢ aplicado, porém nem sempre aplicar o algoritmo GLAR provoca uma de-
scontinuidade neste tipo de curva. Para p = 0,5 a quantidade de coeficientes N é
a mesma antes e depois que o algoritmo GLAR é aplicado préximo a k = 4.285,
impossibilitando a identificacao visual de que o algoritmo GLAR é aplicado. O algo-
ritmo GLAR com p = 0,5 resulta na mesma quantidade de coeficientes estimados ao

ser acionado em k = 275 e k = 2.285, porém diferentes posicoes no kernel Volterra
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sao escolhidas ou o valor estimado de cada coeficiente é diferente.

Os valores de N neste cenario sao inferiores quando comparados aos resultados
do cendrio anterior com a mesma equacao de nao-linearidade para o mesmo p. Isto
ocorre porque, neste cendrio, o sinal de entrada Z(k) é simulado com uma variancia
muito menor do que no outro cenario, prejudicando a estimacao correta do vetor de
coeficientes.

Os picos de complexidade computacional identificam quando o algoritmo GLAR
é acionado. A descontinuidade, omitida anteriormente para a curva de p = 0,5 na

Figura L6, é observada no grafico a esquerda da Figura E7
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Figura 4.7: Complexidade computacional do algoritmo RLS e do algoritmo GLAR-
RLS com diferentes valores de pu. O grafico a esquerda apresenta a complexidade
computacional no instante k. O grafico a direita apresenta a complexidade com-
putacional acumulada até o instante k.

Quanto menor o valor de p mais coeficientes sao estimados, maior a complexidade
computacional. Por isso, a importancia da escolha de u. Para p = 0,3, quando a
quantidade de coeficientes minima é corretamente indicada pelo algoritmo GLAR
(Figura EL6l), o ganho em complexidade computacional ao longo do tempo chega a
6 x 107 multiplicacoes.

O resultado de MSE quando utilizado o algoritmo GLAR-RLS com pu = 0,3 é
comparado com o resultado do algoritmo RLS com fator de esquecimento A = 0,99,
Figura 8 O tempo de convergéncia de ambos os algoritmos é similar, porém
o algoritmo GLAR-RLS se aproxima mais do ruido de observacao imposto pelo
sistema. O algoritmo GLAR-RLS indica corretamente quais sao os coeficientes nulos,
melhorando a estimacao do vetor de coeficientes.

Para os periodos 4.000 < k < 4.285 e 7.000 < k < 7.287, o contador 7 esta sendo
incrementado. Nestes periodos, o algoritmo RLS com o fator de esquecimento A\ =

0,99 tem uma melhor resposta que o algoritmo GLAR-RLS, que estda implementando
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Figura 4.8: MSE, calculado com o erro a priori, utilizando o algoritmo GLAR-RLS
com p = 0,3 e o algoritmo RLS.

o algoritmo RLS sem o fator de esquecimento (A = 1). Uma vez que o algoritmo
GLAR ¢ acionado e sua resposta obtida, o algoritmo GLAR-RLS volta a ter uma
boa resposta a estimagao do novo vetor de coeficientes e, assim, melhora o MSE

resultante.

4.3.2 Identificacao de um sistema nao-linear estacionario
por partes usando de um filtro de Volterra de 5% or-
dem

Neste cendrio, a nao-linearidade do sistema é representada ora por uma equacao

polinomial de quinta ordem ora pela funcao tangente hiperbdlica. A modificacao

ocorre em k = 10.000 e £ = 20.000. O modelo LNL, conforme apresentado na

Figura Bl é construido por

Ly :r(k) = wix(k)

tangh(r(k)), k < 10.000
N:z2(k) =14 0,1r(k) — 0,01r3(k) +0,01r5(k), 10.000 < k < 20.000
r(k) —r3(k) + r°(k), k > 20.000

Ly : d(k) = wy z(k) + n(k)
onde

wi = [05 05 1 05"
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x(k) = [#k) #(k—1) #k—-2) #(k-23)"
wy, = [01 —05 1 —05]"
z(k) = [z2(k) z(k—1) z(k—2) z(k—3)]"

onde wy e Wy sdo os vetores do primeiro e segundo filtro, respectivamente, x(k),
z(k) e r(k) sdo sinais de entrada como apresentado na Figura Bl O filtro de
Volterra utilizado, com [ = 5 e m = 6, resulta em 791 coeficientes (J = 791)
no seu kernel. Pelas equacoes do sistema LNL, para & > 10.000, 211 coeficientes
sao pertinentes, com magnitudes diferentes em cada periodo (10.000 < k& < 20.000
reproduz o sistema NL1 e k£ > 20.000 reproduz o sistema NL2 do Capitulo Bl). Para
k < 10.000, a quantidade de coeficientes no modelo LNL nao é definida.

Na FiguraE9 e na FiguralET sao apresentados os resultados de um experimento
completo de k =1 a k = 30.000.

A FiguralLd apresenta a quantidade de coeficientes estimados ao longo do tempo.
Em k < L, a quantidade de coeficientes calculada pelo algoritmo GLAR-RLS é a
quantidade total de coeficientes, N = J = 791. Em k > L, a quantidade de
coeficientes é dada pela resposta do algoritmo GLAR, NV, modificado a cada vez que
o algoritmo GLAR ¢é acionado. Os N coeficientes escolhidos pelo algoritmo GLAR

sao estimados recursivamente pelo algoritmo RLS.
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Figura 4.9: Quantidade de coeficientes estimados ao longo do tempo. A reta em
pontilhado representa a quantidade total de coeficientes nao-nulos conhecida, dada
pelo modelo LNL por 211 coeficientes em k£ < 10.000 e £ > 20.000; em 10.000 <
k < 20.000, esta quantidade nao é conhecida.

As descontinuidades nas curvas da Figura L9 mostram que o algoritmo GLAR é
acionado em k = 3.955, k = 14.100 e k = 24.300, aproximadamente. O tamanho da
janela L = 5J = 3.955 e aos momentos de alteragao no sistema (k = 10.000, 20.000)
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justificam esta resposta. O alto valor no tamanho de L é responsavel pelo tempo
que o algoritmo GLAR leva até ser acionado. O objetivo de testar a consciéncia
situacional do algoritmo GLAR-RLS é atingido com sucesso, o algoritmo GLAR-
RLS mostra-se apto a identificar as modifica¢oes no sistema em analise.

Para 10.000 < k < 20.000 e £ > 20.000, em que a quantidade de coeficientes do
modelo LNL é similar porém com coeficientes de magnitudes diferentes, o valor de
N sugerido pelo algoritmo GLAR para o mesmo p é diferente. Na Segao foi
demonstrado que a magnitude dos coeficientes influencia no valor de N. Porém na
Secao B33 o valor de N resultante para cada p foi maior do que os resultados aqui
apresentados para NL1 e NL2. Isto ocorre porque a variancia do sinal de entrada é
menor neste cenario do que na Secao B33 Além do valor de u, a matriz de dados
de entrada e o sinal de saida de referéncia, utilizados ao aplicar o algoritmo GLAR,
influenciam o valor de N sugerido.

As complexidades computacionais do algoritmo RLS e do algoritmo GLAR-RLS
com diferentes valores de p sao apresentadas na Figura ET0. No grafico a esquerda,
os picos de complexidade indicam o instante k£ em que o algoritmo GLAR é acionado.
Estes picos de complexidade mudam a inclinacao da reta, diretamente influenciada

pelo resultado N, das curvas a direita.
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Figura 4.10: O algoritmo GLAR é acionado nos picos de complexidade computa-
cional. Mesmo com mais coeficientes estimados (¢ = 0,1), o algoritmo GLAR-RLS
possui complexidade computacional bem menor do que o algoritmo RLS quando
comparado ao longo do tempo.

O algoritmo GLAR-RLS avaliado dinamicamente, com a carga computacional
acumulada ao longo do tempo, é bem mais economico devido a quantidade de coefi-
cientes estimada reduzida. O ganho em complexidade computacional, definido pela
diferencga entre a complexidade computacional do algoritmo RLS e a complexidade

computacional do algoritmo GLAR-RLS, é linear com o tempo. Em um computador
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com 2GB de meméria, o algoritmo RLS leva em torno de 2 horas para realizar um
experimento completo de k = 1 a k = 30.000, enquanto que o algoritmo GLAR-RLS
com p = 0,2 leva em torno de 30 minutos. O menor tempo do algoritmo GLAR-RLS
reflete diretamente em economia de energia.

Para 1 = 0,2 a quantidade de coeficientes é acima daquela conhecida como
ideal em k£ > 10.000 (Figura ). A combinagao do algoritmo GLAR-RLS com
1= 0,2 com o filtro de Volterra de quinta ordem ¢ usada para identificar o sistema
simulado. A avaliacao é feita com a média de 50 experimentos completos, de k = 1
a k = 30.000.

O resultado de MSE quando utilizado o algoritmo GLAR-RLS com p = 0,2 é
comparado com o resultado do algoritmo RLS com fator de esquecimento A = 0,99,
na FiguraETTl O algoritmo GLAR-RLS converge para o minimo imposto pelo ruido
de observacao, enquanto que o algoritmo RLS converge com maior erro (diminuir
o fator de esquecimento poderia melhorar o resultado do algoritmo RLS). A alta
quantidade de coeficientes prejudica a convergéncia do algoritmo RLS. O algoritmo
GLAR-RLS, apés k > L, estima N << J coeficientes, melhorando a estimacao do

vetor de coeficientes e diminuindo o MSE resultante.
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Figura 4.11: MSE, calculado com o erro a priori, utilizando o algoritmo GLAR-RLS
com p = 0,2 e o algoritmo RLS com fator de esquecimento A = 0,99.

O periodo em que o contador 7 é contabilizado é facilmente identificado, em
10.000 < k < 14.100 e em 20.000 < k < 24.300. Neste periodo, o MSE resultante do
algoritmo GLAR-RLS é muito degradado uma vez que o novo vetor de coeficientes
ainda nao foi estimado. Apds o algoritmo GLAR ser acionado, o algoritmo GLAR-
RLS é adaptado a nova situacao do sistema e o resultado de MSE retorna a um
valor proximo ao ruido de observagao.

O erro estimado pelo algoritmo GLAR-RLS aproxima-se mais ao ruido de ob-
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servacao imposto pelo sistema pois indica corretamente quais sao os coeficientes
nulos, melhorando a estimacao do vetor de coeficientes.

Em k < L, as respostas do algoritmo RLS e do algoritmo GLAR-RLS nao sao
iguais devido ao fator de esquecimento aplicado ao algoritmo RLS. O algoritmo RLS
apresenta maior variacao do MSE pois estima J >> N coeficientes, prejudicando
o resultado. Com mais experimentos, entretanto, curvas com picos mais suaves sao

esperadas.

4.4 Conclusao do capitulo

Neste capitulo foi apresentada a segunda contribuicao deste trabalho, o algoritmo
GLAR-RLS.

O algoritmo GLAR-RLS, apresentado na Secao L2, emprega o algoritmo GLAR
e o algoritmo RLS alternadamente. Uma vez que o algoritmo GLAR identifica os
N coeficientes nao-nulos do sistema, o algoritmo RLS ¢é aplicado recursivamente no
tempo, estimando N << J coeficientes. O algoritmo GLAR-RLS identifica, com o
auxilio de um contador 7, quando o sistema é modificado, acionando o algoritmo
GLAR sempre que ocorre uma alteracao brusca no vetor de coeficientes.

O algoritmo GLAR identifica corretamente quais coeficientes devem ser esti-
mados recursivamente pelo algoritmo GLAR-RLS, enquanto que os coeficientes
restantes permanecem iguais a zero. Isto melhora a estimacao do vetor de coefi-
cientes em sistemas esparsos.

O custo do algoritmo GLAR-RLS ¢ visualizado por picos de complexidade com-
putacional no momento em que o algoritmo GLAR ¢é acionado. Avaliado dinami-
camente, devido a estimagao de N << J coeficientes, o ganho em complexidade
computacional do algoritmo GLAR-RLS é temporalmente linear quando comparado
ao algoritmo RLS. O ganho em energia é mais evidente quanto maior a ordem do
sistema nao-linear analisado.

Foram avaliados diferentes cenarios para a validacao do algoritmo GLAR-RLS.
Diversos tipos de modificacoes foram provocadas: na quantidade de coeficientes
nulos no vetor de coeficiente; na equacao de nao-linearidade (tangente hiperbédlica ou
equacao polinomial); e na magnitude dos coeficientes do sistema. Todas as alteragoes
foram percebidas, acionando o algoritmo GLAR corretamente. O algoritmo GLAR-
RLS resultou em um erro de estimagao mais préximo ao imposto pelo ruido de
observagao quando comparado ao algoritmo RLS.

Parte dos resultados aqui apresentados foi submetida em M]
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Capitulo 5
Conclusoes

Este trabalho, apds uma revisao detalhada do algoritmo Least Angle Regression,
apresenta duas contribuicoes. A primeira contribuicao é o desenvolvimento de um
critério de parada geométrico para o algoritmo LAR, levando a criacao do algoritmo
GLAR. A segunda contribuicao é o algoritmo GLAR-RLS, que combina o algoritmo
GLAR e o algoritmo RLS para estimacao do vetor de coeficientes.

O critério de parada geométrico, desenvolvido para o algoritmo LAR, é baseado
nos angulos entre os vetores de coeficientes e o vetor de erro de estimacao. A cada
iteracao n os angulos estao mais proximos a 90°. Quando todos os J coeficientes sao
estimados, o principio da ortogonalidade é satisfeito e o angulo entre cada vetor de
dados de coeficiente e o vetor de erro de estimagao é igual a 90°. A cada iteracao do
algoritmo LAR, um novo coeficiente é adicionado ao conjunto ativo, i.e., conjunto
de coeficientes estimados. Quando o critério de parada geométrico é satisfeito, o
algoritmo ¢ interrompido e a quantidade de coeficientes estimada N determinada
pela iteragao n atual. Assim, o algoritmo GLAR estima N << J coeficientes.

O fator de penalidade do critério de parada geométrico é dado por p. Nesta tese,
o valor de p foi determinado quando em n = N o MSE era o minimo imposto pelo
ruido de observagao. A partir da curva N x u, o valor de u, para o N encontrado,
foi entao obtido. De modo geral, pode-se dizer que o valor de p é determinado pela

quantidade de dados disponiveis e pela razao entre coeficientes nao-nulos e nulos do

sistema. Quanto menor a razao TN mais préximo a 1 é o valor de pu. Quanto
menor o valor de p (mais proximo a zero), maior a penalidade do critério de parada
geométrico, ou seja, mais coeficientes sao estimados.

A tendéncia a obter sistemas esparsos com o filtro de Volterra incentivou o seu
uso em conjunto com o algoritmo GLAR para identificagao de sistemas nao-lineares.
O algoritmo GLAR, em conjunto com filtros de Volterra de terceira ordem e quinta
ordem, foi utilizado para identificacao de sistemas nao-lineares. Modelos LNL simu-

laram sistemas com trés tipos de nao-linearidades. As fungoes nao-lineares foram
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dadas por polinomios de terceira ordem, polinomios de quinta ordem e a funcao
tangente hiperbdlica.

Para comparar o desempenho do algoritmo LAR com a quantidade de coeficientes
estimada pelo critério de parada geométrico proposto, outros critérios de selecao de
modelo amplamente conhecidos foram usados: Akaike Information Criterion (AIC),
Bayesian Information Criterion (BIC) e Mallows C,. Com as duas ordens do filtro
de Volterra utilizadas, a quantidade de coeficientes estimada pelo critério de parada
geométrico foi a melhor resposta quando comparada com os critérios de selecao
AIC, BIC e C,. O ruido de observacao imposto pelo sistema nao prejudicou a
determinacao correta da quantidade de coeficientes estimada.

Em seguida, o algoritmo GLAR, em conjunto com o filtro de Volterra, foi avaliado
quanto a estimacao do vetor de coeficientes. Para comparar seus resultados, outros
algoritmos foram também avaliados: Least Squares (LS), Constrained Least Squares
(CLS) e Subset Selection (SSS). Com excecao do algoritmo LS, todos os outros
algoritmos necessitam de informagao da resposta do algoritmo GLAR para saber
quantos ou quais coeficientes sao iguais a zero. O resultado inferior da norma da
diferenga entre o vetor de coeficientes estimado pelo algoritmo GLAR e o vetor de
coeficientes ideal mostrou-se irrelevante ao ser comparado o MSE resultante.

Foi observado que, com o algoritmo GLAR em conjunto com um filtro de
Volterra, é possivel identificar os coeficientes mais relevantes do modelo de um sis-
tema nao-linear, independente do kernel Volterra, permitindo o uso de filtros com
ordens mais elevadas. A partir dos resultados, identificou-se que com K > 5.J o ve-
tor de coeficientes é estimado satisfatoriamente, resultando no MSE minimo imposto
pelo ruido de observagao.

A identificagao correta dos coeficientes nao-nulos em diferentes sistemas incen-
tivou o desenvolvimento do algoritmo GLAR-RLS. O algoritmo GLAR-RLS emprega
o algoritmo GLAR e o algoritmo RLS alternadamente. O algoritmo GLAR identi-
fica os N coeficientes nao-nulos do sistema, fornecendo esta informacgao ao algoritmo
RLS. O algoritmo RLS é aplicado recursivamente no tempo, estimando N << J co-
eficientes. Os coeficientes nao indicados pelo algoritmo GLAR permanecem iguais
a zero, melhorando a estimacao do vetor de coeficientes em sistemas esparsos.

O algoritmo GLAR-RLS percebe, com o auxilio de um contador 7, quando o
sistema é modificado, acionando o algoritmo GLAR sempre que ocorre uma alteragao
no vetor de coeficientes. Ao ser acionado, o algoritmo GLAR indica uma nova
quantidade de coeficientes N a ser estimada. Desta forma, o algoritmo GLAR-RLS
possui consciéncia situacional e esta apto a identificar modificacoes abruptas no
sistema ao longo do tempo.

Diferentes modelos LNL foram simulados para validar o algoritmo GLAR-RLS.

As modificagoes provocadas foram na quantidade de coeficientes nulos, na equacao
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de nao-linearidade (tangente hiperbdlica ou equagao polinomial) e na magnitude
dos coeficientes do sistema. Todas as alteragoes foram percebidas pelo algoritmo
GLAR-RLS, acionando o algoritmo GLAR corretamente. O algoritmo GLAR-RLS
resultou em um erro de estimacao mais préximo ao imposto pelo ruido de observacao
quando comparado ao algoritmo RLS com fator de esquecimento A\ = 0,99.

O custo do algoritmo GLAR-RLS é produzir picos de complexidade computa-
cional nos momentos em que o algoritmo GLAR é acionado. Avaliado dinamica-
mente, no caso de sistemas esparsos onde N << .J coeficientes, a complexidade
computacional do algoritmo GLAR-RLS é muito menor quando comparada ao algo-
ritmo RLS. A diferenga entre a complexidade computacional do algoritmo GLAR-
RLS e do algoritmo RLS aumenta linearmente (em N) com o tempo. Quanto maior
a esparsidade do sistema, melhor a contribuigao do algoritmo GLAR-RLS quanto a
complexidade computacional. O ganho em energia foi evidente quando o filtro de
Volterra de quinta ordem foi utilizado para a identificacao de um sistema nao-linear,
reduzindo em até 75% o tempo de execucao.

O algoritmo GLAR-RLS em conjunto com o filtro de Volterra apresentou uma
boa resposta na identificacao dos sistemas nao-lineares apresentados. Aplicar este
esquema para a identificacao de sistemas nao-lineares reais é um topico de pesquisa
natural a ser seguido.

Analisar se é possivel usar o algoritmo GLAR com outros filtros além do filtro
de Volterra para identificacao de sistemas nao-lineares é outro tépico de pesquisa.
Por exemplo, verificar se o algoritmo GLAR possui também um bom desempenho
em conjunto com o filtro FLANN @, E} e o Polinomio de Legendre B]

Alternativamente, o desempenho do algoritmo GLAR em sistemas nao esparsos,
como os dados da diabetes, também mostrou-se adequado; outras aplicagoes podem
ser avaliadas.

O critério de parada geométrico aqui proposto pode ser testado como critério de
parada de outros algoritmos. Algoritmos que podem ser obtidos a partir do algo-
ritmo LAR, como o algoritmo LASSO [5], aqui apresentado, o algoritmo Stagewise

], e 0 algoritmo Homotopy [38], devem obter bons resultados se interrompido com
o critério de parada geométrico aqui proposto.

Por fim, uma avaliagdo matematica de p pode ser tema de um trabalho futuro.
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