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eletromagnéticos . I. Lima, Antonio Carlos Siqueira

de. II. Universidade Federal do Rio de Janeiro, COPPE,

Programa de Engenharia Elétrica. III. T́ıtulo.

iii



A Deus e aos meus pais pelo

dom da vida e pelo amparo ao

longo desses anos. À memória
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O objetivo dessa tese é analisar o comportamento dos parâmetros unitários de

linhas de transmissão em larga faixa de frequência e o impacto dos mesmos na esta-

bilidade numérica dos modelos computacionais de linhas de transmissão. Primeiro

verifica-se o comportamento dos parâmetros unitários e as aproximações dos mes-

mos a partir de um modelo de onda completa, incluindo aproximações que não foram

apresentadas ainda na literatura técnica. Detalha-se o procedimento para o cálculo

da constante de propagação do modelo de onda completa empregando um método

numérico para a solução da equação integral. No caso do emprego de expressões

aproximadas para as matrizes de parâmetros unitários, para o caso de linhas de

extra alta tensão, verificamos que as instabilidades numéricas podem ocorrer em

frequências próximas à frequência industrial. A fim de minimizar essas instabilida-

des propomos o emprego de formulações baseadas em funções especiais que permitem

a extensão da faixa de frequência de validade para frequências acima de dez MHz.

O efeito das instabilidades numéricas é analisado através de testes de simulação

onde a linha de transmissão é tanto representada no domı́nio do tempo como no

domı́nio da frequência. A Transformada Numérica de Laplace é empregada para

obtenção da resposta temporal no caso das simulações realizadas no domı́nio da

frequência. Para as respostas empregando o domı́nio do tempo é utilizado o Método

das Caracteŕısticas e a śıntese por funções racionais empregando o Ajuste Vetorial.
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In this work, we analyze the behavior of per-unit of length (pul) parameters of

overhead lines in wideband modelling and their impact on the numerical stability

of a transmission line. First we consider the so-called full wave model and use this

model to derive several approximations including some not previously reported in

the technical literature. The evaluation of the propagation constant in a full wave

model demands a solution of an integral equation using a root finding scheme. In

this work, we present in detail how one can achieve this solution. If the approximate

expression are used for modelling three-phase lines, such as the one in Extra-High

Voltage, numerical instabilities might occur in the low frequency range close to the

industrial frequency. In order to mitigate this instabilities we propose to use some

Special Functions leading to passivity violation only in the high frequency range,

typically above ten MHz.

The effect of the numerical instabilities was verified by simulations carried out in

frequency domain and time domain. The Numerical Laplace Transform was used for

the former while the Method of Characteristics and rational synthesis using Vector

Fitting was applied in the latter.
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4 Aproximação dos parâmetros unitários em linhas de transmissão 47

4.1 Aproximação quase-TEM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.2 Aproximação pelo método das imagens . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.3 Aproximação proposta para o modelo quase-TEM . . . . . . . . . . 48
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4.5.1 Análise da Estabilidade numérica . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.5.2 Resposta no domı́nio do tempo . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.6 Discussão dos resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

5 Conclusão 67

5.1 Conclusões Gerais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.2 Trabalhos Futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

Referências Bibliográficas 71
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4.1 Resistências própria e mútuas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.2 Erro relativo no cálculo das resistências própria e mútuas . . . . . . . 54
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4.4 Indutâncias mútuas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.5 Erro relativo no cálculo das indutâncias própria e mútuas . . . . . . . 55
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Considerações Iniciais

A relação entre as tensões terminais e correntes injetadas em um condutor sobre

uma interface ar-solo com perdas é um dos problemas clássicos da teoria do campo

eletromagnético. Tradicionalmente, em estudos de transitórios eletromagnéticos em

linhas de transmissão ou cabos subterrâneos, assumimos que a propagação de onda

se dá no modo quase-TEM (Quase-Transverse Electromagnetic Mode). Isto implica

no uso das formulações de Carson ou Pollaczek [1, 2] na avaliação da impedância

em série, isto é, usando integrais infinitas.

Embora ambos procedimentos tenham sido desenvolvidos assumindo o solo como

bom condutor (ou seja, onde são desprezadas as correntes de deslocamento), a inclu-

são da permissividade do solo no cálculo das impedâncias série é bastante simples [3].

Um ponto de pesquisa ativa é a avaliação do comportamento de circuitos de

transmissão em situações de surtos atmosféricos [4–6], por ser um tipo de fenômeno

que envolve altas frequências (normalmente na gama de alguns MHz), próximo ao

limite de aplicabilidade do modelo de propagação quase-TEM e onde pode não ser

razoável assumir o solo com perdas como um condutor ideal. Além disso, este

tipo de análise é largamente utilizada em projetos de linhas de transmissão e pode

afetar consideravelmente o custo total de construção da rede. Por isso, é de vital

importância inferir com mais precisão o limite de aplicação de alguns resultados

destes estudos.

Desde os trabalhos pioneiros de Kikuchi [7] e Sunde [8], houve basicamente duas

abordagens para a modelagem de linhas aéreas em larga faixa de frequência. A

primeira consiste em utilizar o vetor potencial magnético como a fonte de ondas TE

(Transversal Eletric) e TM (Transversal Magnetic) [9, 10], e a segunda usa potencial

de Hertz dos tipos elétrico e magnético [11]. Todas estas abordagens apresentam

dificuldade para a solução da equação modal.
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Em uma solução de campo completa, também conhecida como onda completa,

a equação modal é uma equação integral, isto é, a constante de propagação a ser

determinada aparece como um argumento de uma integral infinita. A maioria das

equações integrais exige uma solução iterativa. No caso da equação modal este

processo pode ser realizado pelo método de Newton-Raphson (NR). Em [12, 13]

é mencionado que uma solução iterativa foi utilizada para obter a constante de

propagação do sistema, apesar de ambas as obras não apresentarem maiores detalhes

sobre a forma de implementação do procedimento iterativo para solução da equação

integral. Neste trabalho, propomos apresentar um maior esclarecimento sobre o

assunto, e investigar o comportamento numérico da equação modal. Propomos a

utilização dos resultados das aproximações conhecidas no cálculo da constante de

propagação como um ponto de partida para realização da iteração numérica.

Para obtermos os parâmetros transversais e longitudinais da linha de transmissão

por unidade de comprimento (p.u.l.), precisamos definir o caminho de integração

utilizado para a definição de tensão [12]. Aqui optamos em utilizar as mesmas

definições adotadas por Pettersson [13], pois elas são particularmente comuns na

engenharia elétrica. Estas definições são: potencial escalar no condutor, diferença

de potencial escalar entre o condutor e o solo, e da tensão do condutor. Se o solo é

assumido como sendo um bom condutor, estas três formulações serão essencialmente

coincidentes.

A analise da estabilidade de um modelo de linha de transmissão é previamente

verificada com base no comportamento da parte real da impedância caracteŕıstica,

sendo que um modelo de linha estável deve apresentar uma impedância caracteŕıstica

com parte real positiva em toda a faixa de frequência. Como será apresentado neste

trabalho, este cenário pode não ser suficiente para garantir um modelo estável.

Vamos demonstrar que, dependendo da definição dos parâmetros por unidade de

comprimento, haverá violação de passividade e consequentemente instabilidade nas

respostas no domı́nio do tempo.

Com a finalidade de eliminar as integrais infinitas e a dependência da obtenção

da constante de propagação para realização dos cálculos de parâmetros longitudinais

e transversais, diversos autores apresentaram formulações aproximadas para solução

das integrais infinitas de Carson e Pollaczek [12–17]. Neste trabalho, propomos

uma formulação de forma fechada para o cálculo de parâmetros longitudinais, e

uma solução aproximada para o cálculo de parâmetros transversais em linhas de

transmissão. São apresentadas as suas limitações de aplicação e a verificação da

estabilidade é realizada com base no comportamento da parte real dos autovalores

da matriz de admitância nodal.
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1.2 Objetivos

Esta tese tem como objetivos principais:

• analisar o comportamento dos parâmetros unitários de linhas de transmissão

em larga faixa de frequência, e o impacto dos mesmos na estabilidade numérica

dos modelos computacionais de linhas de transmissão.

• apresentar os problemas de instabilidade numérica da modelagem pelo método

das imagens [12, 13] em sistemas monofásicos e trifásico em frequências onde

ocorrem os principais fenômenos de estudos de transitórios eletromagnéticos;

• apresentar quatro metodologias numéricas de cálculo da constante de propaga-

ção que utilizam o modo de onda completa, com valor inicial da constante de

propagação perturbado e calculado, e quatro metodologias propostas, sendo:

duas iterativas que utilizam o modo quase-onda completa, com valor inicial

da constante de propagação calculado pelo método das imagens, uma anaĺı-

tica que utiliza o modo quase-TEM, e uma anaĺıtica que utiliza o método das

imagens;

• apresentar um modelo de forma fechada para o cálculo de parâmetros longi-

tudinais em linhas de transmissão e um modelo aproximado para o cálculo de

parâmetros transversais;

• analisar a estabilidade numérica das definições utilizadas no cálculo de parâ-

metros em linhas de transmissão [13] e da metodologia proposta para o cálculo

de parâmetros.

1.3 Motivação

Na modelagem de linhas de transmissão, o modelo de onda completa é a re-

ferência para obtenção dos parâmetros da rede. Este modelo, de dif́ıcil solução,

apresenta integrais infinitas e depende do valor desconhecido da constante de pro-

pagação, usualmente obtido por meio de iteração numérica, que exige um elevado

tempo computacional.

Uma investigação de oito tipos soluções da equação integral por meio de iteração

numérica foi realizada, sendo quatro soluções utilizando o modelo de onda completa

com valor inicial da constante de propagação perturbado e calculado, e outras quatro

metodologias propostas utilizando aproximações do modelo de onda completa. Estas

investigações apresentaram algumas alternativas viáveis de cálculo da constante de

propagação do sistema.
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As aproximações do modelo de onda completa, tem sido extensamente utilizadas

desde os trabalhos precursores de Carson e Pollaczek [1, 2] para a avaliação das

impedâncias de retorno pelo solo, e por Wise [18] onde são consideradas as correntes

de dispersão. Estas formulações não dependem da constante de propagação, mas

apresentam integrais infinitas.

Entre os trabalhos desenvolvidos nas últimas década, o método das ima-

gens [12, 13] apresenta-se como o método de maior sucesso, pois independe do valor

da constante de propagação e substitui as integrais infinitas por funções logaŕıtmicas

de rápido processamento computacional. Porém, neste trabalho, identificamos que

o modelo não é confiável por apresentar problemas de instabilidade numérica em

frequências próximas a de operação da rede, e em uma faixa onde ocorrem os prin-

cipais fenômenos de estudos transitórios. Na fig. 1.1 apresentamos a problemática

relacionada aos modelos aproximados de linhas de transmissão.

Onda Completa 

Quase-TEM 

Metodo das Imagens 

Problemas de 
estabilidade numérica 

Investigação dos 
problemas 

Metodo proposto 

Avaliação da 
estabilidade 

Figura 1.1: Modelos de linhas de transmissão

Após a identificação do problema, foi realizada uma investigação minuciosa, par-

tido do mais simples modelo monofásico, e estendendo modelo para sistemas multi-

condutores de configuração usual em linhas de transmissão. Observamos que o

método das imagens apresentou instabilidade em todos os casos estudados.

Desta forma, este trabalho tem como motivação apresentar um modelo capaz

de minimiza as limitações encontradas nos modelos consagrados na literatura téc-

nica. Desta forma, temos como proposta simplificar as formulações de Carson e
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Wise [1, 18], eliminando as integrais infinitas e a dependência do valor da cons-

tante de propagação no cálculo de parâmetros unitários. A metodologia proposta

eliminou o problema de instabilidade numérica em faixas importantes de frequência,

levando-a a um limite inferior acima de 10 MHz.

1.4 Estrutura do trabalho

O trabalho está dividido em cinco caṕıtulos, incluindo este caṕıtulo introdutório.

A seguir apresenta-se uma descrição dos demais caṕıtulos.

O Caṕıtulo 2 apresenta uma breve investigação dos problemas de instabilidade

numérica na modelagem de linhas de transmissão, decorrentes da implementação do

método das imagens [12, 13]. A identificação do problema de instabilidade numérica

do método das imagens ocorreu em frequências que vão de algumas dezenas de Hz

até algumas centenas de kHz.

O Caṕıtulo 3 representa o inicio de uma investigação da origem dos problemas

identificados no Caṕıtulo 2. É apresentada uma análise das propriedade de pro-

pagação de tensão e corrente em um condutor próximo a uma interface entre dois

meios considerando o modelo de onda completa e suas simplificações como: propa-

gação quase-TEM, método das imagens e quase-onda completa. É realizada uma

breve revisão da formulação da equação modal, sendo descritas metodologias para

o cálculo da constante de propagação em condutores aéreos. São apresentadas seis

metodologias iterativas e duas metodologias anaĺıticas de cálculo da constante de

propagação, sendo seus respectivos erros RMS avaliados. Verificou-se três definições

de tensão distintas para o cálculo de parâmetros: do potencial escalar, da diferença

de potencial e da tensão no condutor. É apresentado um estudo da estabilidade

numérica e o impacto da instabilidade no domı́nio do tempo é avaliado.

No Caṕıtulo 4 apresentamos uma metodologia de forma fechada para o cálculo

de parâmetros longitudinais e uma metodologia aproximada para o cálculo de parâ-

metros transversais, utilizadas para simplificar as integrais de Carson e Wise [1, 18],

respectivamente, substituindo a integral infinita pelo seu equivalente integral. A ve-

rificação dos modelos propostos é realizada comparando o comportamento em larga

faixa de frequência e suas limitações numéricas são apresentadas. São realizadas

análises de estabilidade e resposta temporal para uma rede trifásica, onde foram

comparados os impactos de oito metodologias distintas.

O Caṕıtulo 5 trata da conclusão do trabalho. São descritas as conclusões base-

adas nos resultados obtidos ao longo do trabalho. São feitas também as propostas

de trabalhos futuros levando-se em conta alguns fatores que não puderam ser consi-

derados.
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Caṕıtulo 2

Identificação do problema

Conforme mencionado no caṕıtulo anterior, o principal objetivo da presente pes-

quisa é a identificação e mitigação de instabilidades numéricas ocorridas nos mo-

delos de linha de transmissão aéreas quando da inclusão da condutividade do solo.

Nesse caṕıtulo é mostrado que o emprego de fórmulas aproximadas dos parâmetros

unitários (impedância e admitância por unidade de comprimento), levando-se em

consideração que o efeito de um solo com condutividade e permissividade, pode

apresentar instabilidades numéricas no domı́nio da frequência. É importante res-

saltar que, por se tratar de um elemento passivo, a linha de transmissão deve ser

estável para qualquer faixa de frequência. Outrossim, as instabilidades numéricas

são causadas por imprecisões no cálculo de parâmetros unitários e não por erros de

ajustes de funções no domı́nio da frequência, como ocorre no modelo de linhas de

transmissão empregado em programas no domı́nio do tempo, como EMTP/ATP,

PSCAD, EMTP-RV.

2.1 Considerações iniciais

Para a obtenção do modelo de linha de transmissão é necessário ter, no caso

de uma rede composta por n-condutores, a matriz de impedância por unidade de

comprimento, Z e a matriz de admitância por unidade de comprimento, Y. O

comportamento da linha de transmissão é descrito pelo par de equações diferenciais

dadas por (2.1),

dV

dx
= −Z · I

dI

dx
= −Y ·V

(2.1)

onde V é o vetor de tensão fase-neutro dos condutores, I é o vetor de corrente, e dx

é o diferencial de comprimento do circuito.
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Os primeiros modelos de linha de transmissão a considerar o efeito do solo o

fizeram através da suposição que o mesmo é um bom condutor, i.e., no solo σ � ωε.

Como resultado, o solo impacta Z mas não há efeito significativo em Y. Para o

cálculo dos parâmetros unitários são ainda consideradas as seguintes hipóteses:

• O modo quase-TEM é o modo dominante de propagação;

• O solo é considerado como um meio linear, isotrópico e homogêneo, com per-

meabilidade magnética relativa unitária;

• O comprimento do circuito é de pelo menos uma ordem de grandeza maior que

a maior altura dos condutores;

• A altura dos condutores é constante ao longo de todo o circuito;

• Os condutores são ciĺındricos, sendo o efeito de proximidade entre condutores

desconsiderado.

A partir dessas hipóteses é posśıvel obter a impedância de retorno pelo solo

através da solução do comportamento do campo elétrico no ar e no solo. Esse proce-

dimento foi desenvolvido de forma independente por Carson [1, 19] e Pollaczek [2].

A expressão da impedância do solo leva a necessidade de avaliação de integrais infi-

nitas. De fato, no trabalho original de 1926, o próprio Carson sugere o emprego de

aproximação por série da integral infinita. Atualmente, o custo computacional da

avaliação dessa integral reduziu muito, mas há uma grande variedade de trabalhos

onde se busca empregar expressões simplificadas, como por exemplo [14, 15, 17, 20],

apenas para citar alguns.

Uma metodologia desenvolvida de forma independente por vários pesquisadores

consiste na aproximação do comportamento do solo através do uso de imagens.

A grande vantagem dessa abordagem está na possibilidade de se obter expressões

fechadas empregando distâncias complexas. Considerando o solo bom condutor, esse

procedimento vem sendo empregado em sistemas de potência, recebendo também o

nome de método do plano complexo [15]. Mais recentemente foi proposto inclusive

o emprego do duplo plano complexo [21].

A consequência de assumir o solo como bom condutor, limita a aplicabilidade das

expressões a frequências inferiores a 2 MHz, não representando de forma adequada

os fenômenos muito rápidos. Uma forma de se extender essa limitação é posśıvel

através da consideração das correntes de deslocamento no solo, como realizado ini-

cialmente por Wise na década de 1930 [18, 22]. Nesses trabalhos foram propostas

correções para a admitância transversal por unidade de comprimento obtidas a par-

tir do formalismo do Vetor de Hertz e adotando o solo como condutor imperfeito.

Uma outra abordagem proposta em [23] apresenta termos de correção na matriz de
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coeficientes de potencial para um sistema contendo n-condutores. Nesse trabalho

também é suposto que a tensão do condutor seja numericamente igual a tensão ao

que o mesmo está submetido. São apresentadas expressões bastante complexas e de

dif́ıcil implementação numérica.

Um ponto importante relacionado à inclusão da admitância do solo é com relação

a definição da tensão do condutor. Ao incluir as correntes de deslocamento no solo,

há uma componente do campo elétrico transversal no solo elevando o potencial

a que o mesmo está submetido. Nos trabalhos [18, 22], a tensão do condutor é

considerada numericamente igual ao potencial escalar. Esse procedimento não é

exatamente correto e como será mostrado adiante ainda nesse caṕıtulo, a inclusão

da admitância do solo leva a diferentes possibilidades para a definição de V na

eq. (2.1).

Atualmente há na literatura duas abordagens para a inclusão da impedância e

admitância do solo em modelos de linha de transmissão. A formulação desenvolvida

em [12, 24, 25] é baseada no emprego de vetor de Hertz para o cálculo dos campos

associados com a linha de transmissão, e está baseada no formalismo desenvolvido

por Wait em [11]. Por uma questão de simplificação de notação, essa abordagem

receberá, no restante do documento, o nome de Método das Imagens 1, MI1. A

segunda abordagem, apresentada em [13], é uma extensão do formalismo apresentada

por Kikuchi em [7] baseada no emprego do potencial escalar, ϕ e do potencial vetor

magnético, A. Esse formalismo leva em conta as diferentes definições de V, conforme

será visto em maiores detalhes adiante. Essa abordagem receberá, no restante do

documento, o nome de Método das Imagens 2, MI2. Apresentamos nas seções a

seguir duas posśıveis formulações desenvolvidas na literatura técnica baseadas no

emprego de distâncias complexas, denominadas MI1 e MI2.

2.2 Parâmetros unitários calculados a partir de

MI1

Considere um conjunto de n-condutores onde as distâncias entre o condutor i

e o condutor j são representadas esquematicamente na fig. 2.1. Para a obtenção

da impedância e admitância do solo, a distância Dij é multiplicada por um número

complexo que depende da constante de propagação do solo e do ar. A formulação

necessária ao cálculo da matriz de impedância por unidade de comprimento é dada

por (2.2),

Z = Zi + Ze + Zs (2.2)
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onde Zi é uma matriz diagonal contendo a impedância interna dos condutores de

fase e/ou cabos pára-raios, Ze é a matriz de impedância espacial supondo o solo

como condutor ideal, e Zs é a matriz da impedância de retorno pelo solo.

Condutor i 

Condutor j 

Imagem do 
condutor i 

Imagem do 
condutor j 

Dij 

dij 

x 

hi 

hj 

r 

ar 

solo 

Figura 2.1: Disposição geométrica de dois condutores aéreos

Para a determinação de Zs é preciso avaliar o comportamento de integrais infi-

nitas associadas ao modo quase-TEM de propagação. Conforme dito anteriormente,

tal procedimento pode ser evitado sem grande perda de precisão através de métodos

baseados na aproximação por imagens a uma distância complexa do solo. Esse proce-

dimento traz a vantagem que permite o emprego de expressões fechadas envolvendo

logaŕıtmicos no cálculo de Zs.

Nessa abordagem, a impedância de retorno pelo solo com perdas Zs é dada

por (2.3),

Zs =
jωµ0

π
F1 −

1

jωε0π
F3ϑt (2.3)

onde os elementos das matrizes F1 e F3 são dados pelas equações:

F1ii =
1

2
ln

2hi + jr + ξ1

2hi + jr
F1ij =

1

2
ln
hi + hj + jx+ ξ1

hi + hj + jx

F3ii = ξ2 ln
hi + jr + ξ3

hi + jr
F3ij = ξ2 ln

hi + jx+ ξ3

hi + jx

(2.4)

sendo hi a altura do condutor i, hj a altura do condutor j, r o raio mais externo
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do condutor, x a distância axial entre os condutores i e j e os termos ξi obtidos a

partir da relação entre as constantes de propagação do ar, ka e do solo, ks, conforme

definido em (2.5).

ka = ω
√
µ0ε0 ks = ka

√
εs
ε0
− j σs

ωεs

ξ1 =
2√

k2
a − k2

s

ξ2 =
k2
a

k2
a + k2

s

ξ3 =
k2
a + k2

s

k2
a

√
k2
a − k2

s

(2.5)

A matriz ϑt é a transposta da matriz de propagação ϑ dada por,

ϑ = (Zi + Ze + Ẑs)(Ye
−1 + Ŷs

−1
)−1 (2.6)

sendo Ye a matriz de admitância transversal espacial supondo o solo como condutor

ideal, e as matrizes Ze, Ẑs e Ŷs mostradas abaixo.

Ze =
jωµ0

2π
Λ

Ye = jωε02πΛ
−1

(2.7)

Ẑs =
jωµ0

π
F1

Ŷs = jωε0πF2
−1

(2.8)

Nesse caso a matriz de admitância transversal é dada por (2.9),

Y = jωε02π
(
Λ− 2(F3 − F2)

)−1
(2.9)

onde os elementos das matrizes F2 e Λ são representados, respectivamente, por (2.10)

e (2.11),

F2ii = ξ2 ln
2hi + jr + ξ3

2hi + jr
F2ij = ξ2 ln

hi + hj + jx+ ξ3

hi + hj + jx
(2.10)

Λii = ln
2hi
r

Λij = ln
Dij

dij

(2.11)

sendo Dij a distância entre o condutor i e a imagem do condutor j e dij a distância

entre os condutores i e j.
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2.3 Parâmetros unitários calculados a partir de

MI2

Conforme mencionado anteriormente, a formulação MI2 foi desenvolvida apenas

para condutores monofásicos, contudo a extensão dos mesmos para o caso n-fásico é

direta. O interessante dessa abordagem é que permite avaliar o emprego de diferentes

definições para V. Como o objetivo desse caṕıtulo é apenas identificar o problema,

é apresentado a seguir apenas o caso onde os parâmetros unitários são definidos em

função de V, quando esse representa a tensão fase-neutro dos condutores. Nesse

caso, a matriz de impedância de retorno pelo solo é representada pela expressão,

Zs =
jωµ0

2π
(S1 + S2 −T)−1 (2.12)

onde os elementos das matrizes S1 e S2 são dados respectivamente pela eqs. (2.13)

e (2.14),

S1ii = ln

(
1 +

2

η
√

4h2
i + r2

)

S1ij = ln

(
1 +

2

ηDij

) (2.13)

S2ii =
2

n2 + 1
ln

(
1 +

n2 + 1

2η
√

4h2
i + r2

)

S2ii =
2

n2 + 1
ln

(
1 +

n2 + 1

2ηDij

) (2.14)

A matriz de admitância transversal é dada por (2.15),

Y = jω2πε0
(
Λ−T

)−1
(2.15)

estando os elementos da matriz T representados em (2.16), onde η =
√
k2
s − k2

a e

n = k2
s/k

2
a.

Tii = 2 ln(2) +
2n2

1 + n2
ln

(
1 + n2+1

2hiη

1 + n2+1
hiη

)

Tij = 2 ln(2) +
2n2

1 + n2
ln

(
1 + n2+1

2ηDij

1 + n2+1
ηDij

) (2.16)
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2.4 Análise de estabilidade no domı́nio da

frequência

No passado, o estudo da viabilidade de um modelo de linha de transmissão era

realizado utilizando a impedância caracteŕıstica Zc, verificando se a parte real dos

elementos de Zc é positiva definida (PD). Um modelo de linha viável deve apresentar

uma impedância caracteŕıstica com parte real positiva, mas isso não é suficiente

para assegurar um modelo estável. A estabilidade numérica pode ser assegurada se

o modelo é passivo, ou seja, absorve potência ativa para toda faixa de frequência.

Em um sistema contendo n-condutores o cálculo da matriz Yn é realizado

por (2.17),

Yn =

(
A B

B A

)
(2.17)

onde,

A = Z−1.Tv.Am.Tv
−1

B = Z−1.Tv.Bm.Tv
−1

Am = diag

(
γm

1 +H2
m

1−H2
m

)
Bm = −2 diag

(
γm

Hm

1−H2
m

) (2.18)

sendo Hm = exp(−γm`), ` o comprimento da linha, Tv a transposta da matriz dos

autovetores de Z.Y, e γm a constante de propagação modal.

A potência absorvida P por este modelo para qualquer vetor complexo V é dada

por (2.19),

P = <[V∗YnV] = <[V∗GV] (2.19)

onde V∗ é o transposto conjugado de V, e G é a matriz de condutâncias. Assim,

para verificar a estabilidade de qualquer modelo da linha, um procedimento simples,

mas eficiente, é o de identificar se a parte real dos autovalores de Yn são positivos

(yλ > 0). Isto significa que devemos nos certificar de que G é positiva definida

(PD) [26]. Isto é, todos os autovalores de G tem que ser positivos.

Com o objetivo de verificar a estabilidade dos modelos MI1 e MI2, duas confi-

gurações de linhas de transmissão foram analisadas. Na fig. 2.2 é apresentada uma

rede trifásica compacta (500 kV), de comprimento ` = 500 m, contendo: dois con-

dutores pára-raios de raio r = 0, 46 cm, e resistividade ρr = 2, 74914 ·10−7 Ω.m; três
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feixes de quatro condutores de raio externo re = 1, 47 cm, raio interno ri0, 37 cm,

e resistividade ρc = 0, 39425 · 10−7 Ω.m. O solo possui uma permissividade relativa

εrs = 5, 0 e uma resistividade ρs = 1/σs = 1000 Ω.m.

-10 -5 0 5 10
5

10

15

20

25

distância HmL

di
st

ân
ci

a
Hm

L

Figura 2.2: Linha de transmissão trifásica compacta de 500kV

Para este caso, a metodologia MI1 apresentou violação da passividade para valo-

res próximos ao da frequência de operação da rede, tais como: 58,55 Hz e 61,32 Hz,

conforme mostrado na fig. 2.3. Na fig. 2.4 são apresentados os pontos de violação

para uma faixa de frequência compreendida entre 100 kHz-100 MHz, onde são ve-

rificadas violações para frequências da ordem de alguns kHz. Estas violações foram

identificadas para uma região onde ocorrem os principais fenômenos transitórios.

Na fig. 2.5 são apresentadas as violações de passividade do modelo MI2 para

linha compacta de 500kV. A metodologia MI2 apresentou violação para valores de

frequência a partir de 2,93045 MHz, sendo estável para valores de frequência abaixo

de 2 MHz.
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Figura 2.3: Violação da passividade do modelo MI1 na região de operação
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Figura 2.4: Violação da passividade do modelo MI1 para linha compacta de 500kV

14



0.1 0.5 1.0 5.0 10.0 50.0 100.0

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

Frequência@MHzD

y
l

@SD

Figura 2.5: Violação da passividade do modelo MI2 para linha compacta de 500kV

Na fig. 2.6 é apresentada uma linha trifásica simples de comprimento ` = 500 m,

contendo três condutores singelos de raio r = 1, 0 cm, espaçados horizontalmente

entre śı à distância d = 3, 0 m, a uma altura h = 10 m, e resistividade ρc = 3, 365 ·
10−7 Ω.m. O solo possui resistividade ρ2 = 1/σs = 1000 Ω.m, permissividade εs = ε0,

e permeabilidade magnética relativa unitária. A avaliação do comportamento dos

modelos é realizada para uma faixa de frequência compreendida entre 100 kHz-

100 MHz.

Tabela 2.1: Analise de violação de passividade em função da frequência
Modelo Menor Re(λ) f (MHz) de violação
MI1 -0,267909 2,09800
MI2 -0,290400 0,89779

Na tabela 2.1, são apresentados os maiores valores de violação dos métodos MI1 e

MI2, e seus respectivos pontos de frequência, para uma linha de transmissão simples.

Neste sistema, o método das imagens MI1, apresenta problemas de estabilidade para

valores à partir de 100 kHz, conforme podemos observar na fig. 2.7. O método das

imagens MI2, viola a passividade à partir de 492 kHz, conforme mostrado na fig. 2.8.
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Figura 2.6: Linha de transmissão trifásica simples
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Figura 2.7: Análise da estabilidade em linha trifásica simples - MI1
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Figura 2.8: Análise da estabilidade em linha trifásica simples - MI2

2.5 Discussão dos resultados

Neste caṕıtulo foi verificado que os modelos propostos por [13, 25] apresentam

instabilidade em função da configuração da rede e das caracteŕıstica do meio. Em

uma linha de transmissão trifásica compacta de 500 kV, o método MI1 apresentou

violação da passividade para valores muito próximos ao da frequência de operação

e para valores da ordem de centenas de kHz, em pontos onde ocorrem os principais

fenômenos transitórios. Para o mesmo sistema, o método MI2 apresentou violação

para valores acima de 2 MHz, porém para a linha de transmissão com condutores

singelos, apresentou instabilidade para frequências a partir de 300 kHz. Ambos os

modelos não retratam a realidade para representação da rede em frequências da

ordem de kHz.

O impacto da estabilidade dos modelos no domı́nio do tempo será verificado

nos caṕıtulos posteriores, a partir de uma análise minuciosa, partindo de sistemas

monofásicos até sistemas contendo n-condutores.
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Caṕıtulo 3

Aspectos numéricos envolvendo

propagação de ondas

eletromagnéticas em um fino

condutor considerando o solo

Este caṕıtulo apresenta uma análise das propriedade de propagação de tensão e

corrente em um condutor próximo a uma interface entre dois meios, considerando

o modelo de onda completa e suas simplificações como: propagação quase-TEM,

método das imagens e quase-FW (quase onda completa). É realizada uma breve re-

visão da formulação da equação modal, sendo descritas metodologias para o cálculo

da constante de propagação em condutores aéreos. Avalia-se o impacto nos parâme-

tros unitários onde são consideradas três definições distintas: do potencial escalar,

da diferença de potencial e da tensão entre o condutor e o solo. É apresentado um

estudo da estabilidade numérica onde pode-se observar que, embora as aproximações

produzam erros aceitáveis no que se refere ao comportamento dos valores unitários,

instabilidades numéricas podem ocorrer quando da avaliação da resposta temporal

do modelo de linha de transmissão associado.

3.1 Solução da equação modal

Nesta seção é realizada uma breve explanação sobre a equação modal para um

sistema contendo um condutor singelo e nú, imerso em um meio “1” sobre uma

interface plana com o meio “2”, ambos supostamente homogêneos, lineares e de

dimensões infinitas. É assumido que o condutor é infinitamente longo, com o raio r

de dimensão infinitesimal quando comparado com a sua distância da interface y = h.

Ambos os meios são caracterizados por ter permissividade εi = εriε0, condutividade
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σi e permeabilidade µi = µriµ0, sendo ε0 = 8, 854 · 10−12 F/m, µ0 = 4π · 10−7 H/m,

εri a permissividade relativa do meio i, e µri a permeabilidade relativa do meio i.

2 r 

h 

x 

z 

y 

Meio 1 

Meio 2 

 σ1, ε1, µ1 

 σ2, ε2, µ2 

Figura 3.1: Arranjo do condutor próximo a interface.

Na fig. 3.1 é apresentada a configuração do modelo monofásico. Assumimos uma

excitação harmônica, isto é, ejωt, assim a constante de propagação de cada meio é

dada por (3.1),

ki =
√
ω2µiεi − jωµiσi (3.1)

com i = 1, 2, e assumindo a parte imaginária de ki negativa. No domı́nio da frequên-

cia, a corrente que se propaga ao longo do condutor, excitada por uma fonte externa

é dada por1,

I = I0 exp(−jγ̂ z) (3.2)

onde jγ̂ é a constante de propagação desconhecida da configuração.

A análise em onda completa da caracteŕıstica da propagação de uma onda ele-

tromagnética em um condutor próximo à uma interface entre meios homogêneos é

convenientemente derivada por meio de potencial vetor. A expressão para o campo

eletromagnético em ambos os meios pode ser obtida através do uso dos vetores

potencial elétrico e magnético de Hertz, ΠE e ΠM , respectivamente [11, 12, 27].

Os vetores ΠE e ΠM , tem somente uma componente z. A expressão geral para

1Neste caṕıtulo utilizamos a notação de [12, 20], onde a constante de propagação é dada como
γ = jγ̂ e as constantes de propagação dos meios são dadas por jki.
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os campos elétrico e magnético são demonstradas nas expressões abaixo:

Ei = ∇×∇×ΠEi − jωµi∇×ΠMi

Hi =

(
−k2

i

jωµi

)
∇×ΠEi +∇×∇×ΠMi

(3.3)

onde i = 1, 2, e ki é a constante de propagação dos meios i definida na eq. (3.1).

O vetor potencial magnético, A, pode ser definido como,

A = µ(σ + jωε) ΠE (3.4)

e o potencial elétrico escalar, ϕ é dado por,

ϕ = −∇ ·ΠE (3.5)

A solução da eq. (3.3) pode ser encontrada utilizando a transformada bi-dimensional

de Fourier [28]. A condição de contorno na interface meio i-condutor e na interface

entre os dois meios é necessária para definição da expressão dos campos elétrico e

magnético. Um esboço dessa solução é apresentado no apêndice de [12].

Originalmente, a equação modal foi obtida assumindo um condutor ideal infinite-

simalmente fino, isto é, Zi = 0 e o campo na superf́ıcie do condutor é constante [20].

Como é demonstrado abaixo, a inclusão das perdas do condutor na equação modal

pode ser facilmente adicionada, de forma a tornar a modelagem mais próxima da re-

alidade [12], onde a impedância interna do condutor com permeabilidade magnética

µc e condutividade σc é dada por (3.6),

Zi =
1

2πr

ωµc
kc

I0(jkcr)

I0(jkcr)
(3.6)

sendo, r o raio do condutor, ω = 2πf a frequência angular, kc =
√
ωµcσc � k1

a constante de propagação no condutor, I0 e I1 funções modificadas de Bessel de

primeira espécie, com ordens 0 e 1, respectivamente.2

Neste cenário, a equação modal M é definida como,

M =
2π

jωµ1

Zi +

(
1− γ2

k2
1

)
Λ + 2

(
S1 −

γ2

k2
1

S2

)
(3.7)

onde,

Λ = K0 (r η1)−K0 (2h η1) (3.8)

2Os cálculos da impedância interna em condutores nas suas mais variadas configurações é des-
crito com detalhes em [29–31].
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sendo η1 =
√
γ2 − k2

1. As integrais de Sommerfeld, S1 e S2, derivadas das soluções

de campo [11] são definidas pelas equações:

S1 =

∫ ∞
0

e−2hu1

u1 + u2

cos(rλ)dλ (3.9)

S2 =

∫ ∞
0

e−2hu1

n2u1 + u2

cos(rλ)dλ (3.10)

com n = k2/k1 o ı́ndice de refração, u1 =
√
λ2 + γ2 − k2

1, u2 =
√
λ2 + γ2 − k2

2,

sendo k1 e k2 as constantes de propagação dos meios “1” e “2”, respectivamente.

Visto que até o momento não foram definidas as caracteŕısticas dos meios “1” e “2”,

estas caracteŕısticas serão descritas na próxima seção.

3.2 Cálculo da constante de propagação em siste-

mas de condutores aéreos

Em sistemas de potência, a aproximação do modo de onda completa, denomi-

nada quase-TEM tem sido extensamente utilizada desde os trabalhos precursores de

Carson e Pollaczek [2, 19] para a avaliação das impedâncias de retorno pelo solo. As

deduções das expressões de onda completa e quase-TEM são derivadas das equações

de Maxwell. Carson apresentou a solução por meio de integrais infinitas em 1926 [1].

Em seu trabalho, ele calculou os valores de parâmetros distribúıdos para uma linha

de transmissão em modo quase-TEM.

Originalmente propostas por Carson [19] para linhas telefônicas aéreas e por Pol-

laczek para cabos enterrados [2], a modelagem convencional de linhas de transmissão

é baseada em algumas hipóteses principais válidas para baixas frequências [32, 33]3:

1. O modo quase-TEM é o modo dominante de propagação;

2. A constante de propagação não difere de maneira significativa da encontrada

no ar;

3. Solo como meio linear isotrópico e homogêneo com permeabilidade magnética

relativa unitária e permissividade relativa unitária;

4. O comprimento do circuito é de pelo menos uma ordem de grandeza maior que

a maior altura dos condutores;

3Para a superação da hipótese 6, ao invés da representação anaĺıtica, é necessário o emprego
de métodos numéricos como o Método de Elementos Finitos [34], FEM–Finite Element Method.
Há na literatura diversos trabalhos sobre o emprego de FEM para o suprimento das impedâncias
e admitâncias unitárias em linhas de transmissão e em cabos subterrâneos [35–39].
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5. A altura dos condutores é constante ao longo de todo o circuito;

6. Os condutores são ciĺındricos perfeitos e o efeito de proximidade (distribui-

ção não uniforme da corrente ao longo da superf́ıcie do condutor) pode ser

desprezado;

7. A condutividade do solo é muito maior que ωε0, ou seja, σ2 >> ωε0.

As restrições da formulação inicial de Carson implicam em soluções com razoável

precisão até 2 MHz, dependendo ainda da configuração de condutores na torre,

caracteŕısticas do solo, dimensões do circuito e comprimento de onda do sinal.

Um dos métodos de maior sucesso é o de aproximação das imagens [12, 13].

Nesta aproximação a formulação quase-TEM é ainda mais simplificada, permitindo

obter-se formulações de forma fechada com base em logaritmos neperianos.

3.2.1 Aproximação Quase-TEM

A aproximação quase-TEM faz com que tanto a impedância quanto a admitância

por unidade de comprimento (p.u.l.) não dependam de γ, o que pode ser realizado

se γ é definido igual a k1 em u1, u2, η1 e η2. Onde passamos a ter u1 → λ, u2 →√
λ2 + k2

1 − k2
2, η1 → 0 e η2 →

√
k2

1 − k2
2. Assim, Λ da eq. (3.8) pode ser aproximada

como4,

Λ = ln
2h

r
(3.11)

e as integrais infinitas de Sommerfeld, que simplificam as eqs. (3.9) e (3.10), são

dadas por,

S1 =

∫ ∞
0

e−2hλ

λ+
√
λ2 + k2

1 − k2
2

cos(rλ)dλ

S2 =

∫ ∞
0

e−2hλ

n2λ+
√
λ2 + k2

1 − k2
2

cos(rλ)dλ

(3.12)

Embora a expressão para S2 tenha sido apresentada por Wise [18], S1 foi apre-

sentada por Carson [1] para linhas aéreas assumindo |k2| � |k1| e, em seguida,

foi proposta por Carson [19] e Pollaczek [2] no caso de cabos subterrâneos. Wise

apresentou correções com a inclusão da permissividade do solo nas formulações de

4Nesta seção, consideramos, no modelo com interface ar-solo da fig. 3.1, a região y > 0 é
tratada como “ar” de permissividade ε1, permeabilidade µ1, e condutividade σ1 → 0 . A região
y < 0 é tratada como “solo” de permissividade ε2, permeabilidade µ2 e condutividade σ2. As
geometrias são especificadas para um condutor nú com raio r, permissividade εc, permeabilidade
µc e condutividade σc. Sendo, para o sistema da fig 3.1, k1 a constante de propagação no ar e k2
a constante de propagação no solo.

22



Carson, resolvendo o problema da condição de baixa frequência. Embora não seja

conhecida, uma solução de forma fechada para S1 foi proposta em [17] para linhas

de transmissão. A solução de forma fechada para S1, no caso de cabos subterrâneos,

foi proposta em [16].

Para evitar lidar com a avaliação da referida integral infinita, inúmeras pesquisas

de expressões simplificadas foram realizadas, tais como [14, 15, 17, 20], que são

algumas poucas citações dentre o imenso números de trabalhos publicados desde o

século passado.

3.2.2 Aproximação pelo método das imagens

O método das imagens apresenta-se como uma solução satisfatória para o pro-

blema das integrais infinitas, levando às seguintes simplificações de S1 e S2, como

mostrado abaixo [13],

S1 =
1

2
ln

(
1 +

2

d
√
k2

1 − k2
2

)

S2 =
1

1 + n2
ln

(
1 +

1 + n2

d
√
k2

1 − k2
2

) (3.13)

onde d =
√

4h2 + r2.

3.2.3 Aproximação parcial do método de onda completa

Neste trabalho, apresentamos como proposta uma técnica de aproximação parcial

das integrais de Sommerfeld. A simplificação parcial da integral infinita S1, eq. (3.9),

pode ser realizada através da manipulação do integrando, multiplicando-se o mesmo

por v e expandindo-o, onde,

v =
u1 − u2

u1 − u2

(3.14)

sendo o produto descrito em (3.15).

Iv =
e−2hu1

u1 + u2

cos(rλ)
u1 − u2

u1 − u2

=
1

k2
2 − k2

1

(
u1e
−2hu1 − u2e

−2hu1
)

cos(rλ)

(3.15)
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Após a expansão do integrando, a integral divide-se em duas partes distintas i1 e i2,

representadas por,

i1 =

∞∫
0

u1 e
−2hu1 cos(rλ) dλ (3.16)

i2 =

∞∫
0

u2 e
−2hu1 cos(rλ) dλ (3.17)

desta maneira, S1 pode ser representada por (3.18).

S1 =
1

k2
2 − k2

1

(i1 − i2) (3.18)

A partir da definição integral da função modificada de Bessel de segundo tipo,

eq. (3.914.2) de [40], ou como apresentado em [16], podemos escrever,

i1 =
4h2η1

d
K0(η1 d) +

η1

d

(
4h2

d2
− 1

)
K1(η1 d) (3.19)

onde d =
√

4h2 + r2. Infelizmente não há solução de forma fechada para a eq. (3.17),

sendo necessário a aplicação de métodos numéricos, ou mesmo adotar hipóteses

simplificativas para manipulação do integrando.

3.2.4 Aplicação das aproximações na solução da equação

modal

Na obtenção dos parâmetros de linhas de transmissão, é necessário solucionar a

equação modal, eq. (3.7), isto é, encontrar M = 0 à partir da solução de γ. Como

foi demonstrado em [12, 13] a solução da eq. (3.7) não é obtida de maneira direta,

tendo em vista que tanto Λ quanto as integrais S1 e S2 são dependentes de γ.

Tipicamente para solução da equação modal utilizam-se técnicas de iteração

numérica. Desta forma, podemos usar o método de Newton-Raphson (NR) aplicando

uma técnica de perturbação como sugestão para o ponto de partida da iteração,

adotando um pequeno valor inicial sobre k1(ω). Este processo apresenta um tempo

computacional de convergência bastante lento e alguns problemas numéricos podem

ocorrer quando o argumento da função de Bessel tender a zero, η1 → 0 em (3.8),

além disso há uma grande dificuldade na solução das integrais infinitas que por sua

vez já apresentam uma baixa taxa de convergência, mesmo se algoritmos “especiais”

de integração forem utilizados, tais como Gauss-Kronrod (GK).
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No passado foi utilizado com sucesso GK para avaliação das integrais infini-

tas envolvidas no cálculo da impedância de retorno pelo solo para cabos subter-

râneos [3, 17, 28]. Neste trabalho, notamos que se transformações integrais forem

utilizadas para simplificação das integrais infinitas, uma melhoria no desempenho

numérico é observada, sendo que para alguns casos, pode ocorrer um inesperado

comportamento na estabilidade da admitância nodal Yn, especialmente para altos

valores de frequência da ordem de 107 Hz. Esta melhoria no desempenho numérico

é a principal razão pela qual propomos a simplificação de S1 em (3.9).

Como foi mostrado em [12] é posśıvel utilizar as expressões aproximadas para

uma avaliação do comportamento de γ ao longo de uma larga faixa de frequência.

Isto nos levou a investigar o desempenho numérico da obtenção das ráızes da equação

modal, M = 0, como uma função do ponto de partida inserido na iteração numérica.

Neste trabalho, consideramos quatro abordagens posśıveis para o valor inicial

γguess aplicados no modo onda completa, que se seguem:

• o Método #1 (M1) adota como “estimativa” inicial o valor de perturbação da

constante de propagação do meio “1” k1, sendo γguess = k1 + j 10−4;

• o Método #2 (M2) utiliza o valor de γ obtido no passo de frequência anterior

como ponto de partida (sendo k1 perturbado necessário para calcular o γ da

primeira frequência);

• o Método #3 (M3) utiliza como o valor inicial o γ calculado previamente pela

aproximação do método das imagens para cada ponto de frequência;

• o Método #4 (M4) utiliza como o valor inicial o γ calculado previamente pela

aproximação quase-TEM para cada ponto de frequência.

Na avaliação de cada um destes métodos os valores iniciais adotados foram muito

próximos de jγ̂ = jk1, mas não iguais, afim de evitar problemas numéricos com as

equações de Bessel, devido ao valor nulo do argumento.

Neste trabalho viemos propor duas formulações alternativas da equação modal

para o cálculo da constante de propagação. Estas abordagens foram denominadas de

quase-FW (ou quase-onda completa), representadas por FW#1 e FW#2, pois man-

tivemos as caracteŕısticas de Λ em (3.8), composta por funções de Bessel de segunda

espécie, e implementamos em (3.7) as aproximações das integrais de Sommerfeld.

Postulamos que uma solução aproximada para a equação modal pode ser en-

contrada resolvendo M̃ = 0 em (3.20), onde S̃1 e S̃2 são aproximações de S1 e S2,

respectivamente, sendo u1 e u2 substitúıdos por ũ1 e ũ2. Nessas integrais, a constante
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de propagação pode ser substitúıda pelo valor estimado de γ.

M̃ =
2π

jωµ1

Zi +

(
1− γ2

k2
1

)
Λ + 2

(
S̃1 −

γ2

k2
1

S̃2

)
(3.20)

onde temos ũ1 e ũ2 expressos da seguinte forma:

ũ1 =
√
λ2 + γ2

guess − k2
1

ũ2 =
√
λ2 + γ2

guess − k2
2

(3.21)

com γguess o valor inicial obtido pelo método de imagem. Cabe observar que podemos

utilizar qualquer um dos métodos acima para obter o valor inicial para γguess. Optou-

se por utilizar o método de imagens pois ele é mais simples de ser implementado.

Denominamos este método como quase-onda completa #1 (FW#1).

Outra possibilidade é a de expandir a integral S1, como foi realizado em 3.2.3.

Neste caso, a equação modal é dada por (3.22), sendo i2 aproximado do mesmo

modo que em FW#1,
˜̃
i2, com u1 → ũ1. Nós chamamos este método como quase-

onda completa #2 (FW#2). O valor inicial γguess da constante de propagação em

FW#2 também foi obtido usando o método das imagens.

˜̃
M =

2π

jωµ1

Zi +

(
1− γ2

k2
1

)
Λ +

2

k2
2 − k2

1

(
i1 − ˜̃i2)− 2γ2

k2
1

S̃2 (3.22)

Estas metodologias foram avaliadas considerando uma linha monofásica de ` =

500 m de comprimento, com um condutor de raio r = 1 cm a uma altura de h = 10 m

acima do solo, e condutividade σc = 64, 94 S/m. Os parâmetros do solo são σ2 =

1 mS/m, ε2 = 5 ε1 com ε1 = ε0 e µ1 = µ2 = µ0, sendo a condutividade do ar σ1 igual

a zero. A equação modal é solucionada para uma faixa de frequência de 100 kHz

até 100 MHz, utilizando 500 pontos de amostras de frequência logaritimamente

espaçados.

As tabelas 3.1 e 3.2 mostram o tempo computacional do cálculo da constante de

propagação para cada abordagem proposta. A tabela 3.1 apresenta as comparações

para os métodos de onda completa e a tabela 3.2 apresenta as comparações para os

métodos aproximados. Todos estes resultados foram obtidos utilizando um compu-

tador desktop com 16 GB de RAM e um processador de núcleo quadri-core 2,9 GHz

da Intel.

Ambos M3 e M4 proporcionaram ganhos senśıveis no tempo de computação

quando comparados com o método de γguess perturbado, M1 e M2, que foram tra-

tados como procedimentos de referência. Este ganho foi obtido devido ao cálculo do

valor inicial por meio de métodos aproximados. A abordagem utilizando o método

das imagens é mais rápida em algumas ordens de magnitude do que o método de
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Tabela 3.1: Tempo computacional para avaliação de γ pelo método de onda completa
Met. onda completa Valor inicial γguess Tempo total(s)

M1 γguess = k1 + j 10−4 1003,93
M2 γguess obtido no passo anterior 4168,84
M3 γguess obtido pelo método das imagens 826,61
M4 γguess obtido pelo método das quase-TEM 840,08

Tabela 3.2: Tempo computacional para avaliação de γ pelos métodos aproximados
Met. onda completa Valor inicial γguess Tempo total(s)

FW#1 γguess obtido pelo método das imagens 781,28
FW#2 γguess obtido pelo método das imagens 339,47
Quase-TEM Não necessita de γguess 10,32
Imagens Não necessita de γguess 0,0156

onda completa. Embora FW#1 e FW#2 tenham apresentado uma melhoria signifi-

cativa com relação ao tempo total, ainda é muito mais lento do que a abordagem que

utiliza o modo quase-TEM. A utilização de um ponto de partida com base em uma

abordagem pelo método das imagens parece ser o método mais adequado. Embora

o método quase-TEM esteja mais próximo da solução real, exige a desvantagem da

necessidade da avaliação de integrais infinitas no passo de frequência.

Onda completa

quase-FW Ò2

quase-FW Ò1

quase-TEM

Imagem

0.1 0.5 1.0 5.0 10.0 50.0 100.0
0.0

0.5

1.0

1.5

Freq. @MHzD

a
@10

-
3
np

êm
D

Figura 3.2: Comparação da parte real de jγ̂ para distintas abordagens

A fig. 3.2 mostra a parte real de jγ̂, denominada fator de amortecimento α, para

a solução de onda completa e soluções aproximadas. Conforme relatado na lite-
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ratura técnica [12], pode-se identificar: uma alteração no comportamento, devido

à transição de posśıveis ráızes da equação modal; e que a abordagem de imagens

tende para a o mesmo comportamento do quase-TEM, com divergência mı́nima à

partir de 2,5 MHz. Comparando o método quase-TEM com os métodos de onda com-

pleta, podemos observar que o comportamento é similar em toda faixa de frequência,

apresentando uma leve divergência para faixa compreendida entre 0,7-2 MHz. Os

métodos FW#1 e FW#2 apresentaram comportamento similar ao dos métodos M1

à M4 com divergência mı́nima entre 1 e 5 MHz. Os métodos M1 à M4 tiveram o

mesmo comportamento em toda faixa de frequência.

Os resultados da parte imaginária de jγ̂, denominados fator de fase β, são mos-

trados na fig. 3.3. Todas as abordagens que consideramos forneceram resultados

idênticos com o modo de onda completa para toda faixa de frequência.

Onda completa

quase-FW Ò2

quase-FW Ò1

quase-TEM

Imagem

0 20 40 60 80 100
0.0

0.5

1.0

1.5
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b
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dêm
D

Figura 3.3: Parte imaginária de jγ̂ para distintas abordagens

Para avaliar o erro destas aproximações, foi utilizado o conceito de erro RMS

(Root Mean Square), tendo como referência o métodos de onda completa, M1 e M2.

Para qualquer vetor complexo o erro médio quadrático (RMS) pode ser definido

como,

er =

√
N∑
i=1

‖γ − γaprox‖
√
Ns

(3.23)

onde Ns é o número de amostras de frequências utilizadas no cálculo de γ e suas
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aproximações γaprox. A Tabela 3.3 mostra os erros RMS para cada aproximação con-

siderada. Como esperado a partir das figs. 3.2 e 3.3, FW#1 e FW#2 apresentaram

um desempenho muito similar, e apesar das diferenças na faixa de alta frequência

entre os métodos quase-TEM e imagem, as aproximações foram muito parecidas no

erro RMS inclusive.

Tabela 3.3: Erro RMS das soluções aproximadas
Imagem Quase-Tem FW#1 FW#2

0, 2157 · 10−3 0, 2227 · 10−3 0, 1148 · 10−3 0, 1047 · 10−3

3.2.5 Verificação com resultados anteriormente publicados

Em [10] foi apresentado um modelo para o cálculo da constante de propagação

em uma linha com condutor infinitamente longo sobre uma interface ar-solo. Foram

calculadas as constantes de propagação levando-se em consideração a sensibilidade

do solo e os resultados foram demonstrados e relacionados com a constante de pro-

pagação do ar (γideal). As figs. 3.4 e 3.5 apresentam os resultados das correções do

fator de amortecimento, α e do fator de fase, β, respectivamente.

Para um sistema com condutor de raio r = 5 cm, altura h = 10 m, solo com con-

dutividade σ2 = 5 ·10−3 S/m e meios com permissividade e permeabilidade iguais às

do vácuo, verificamos que as curvas obtidas com o modelo proposto apresentam si-

milaridade no seu comportamento para toda faixa de frequência quando comparadas

com as curvas obtidas em [10]. A correção do fator de amortecimento, denominada

∆α, é calculada pela relação,

∆α =
<(γ)

γideal
100% (3.24)

enquanto que a correção do fator de fase, denominada ∆β, é calculada por,

∆β =
=(γ)− γideal

γideal
100% (3.25)

onde, <(γ) e =(γ) são as partes real e imaginária de jγ̂.

Em [12] foi apresentado um modelo para o cálculo da constante de propagação.

Na fig. 3.6, verificamos que as curvas apresentam similaridade no seu comportamento

para toda faixa de frequência. Os resultados obtidos em [12] são representados em

linha trecejada, enquanto que o modelo proposto foi representado em linha cont́ı-

nua. Estas metodologias foram avaliadas considerando o mesmo sistema estudado

em 3.2.4.
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Figura 3.4: Correção do fator de amortecimento, α
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Figura 3.5: Correção do fator de fase, β
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Figura 3.6: Correção do real de γ simulado

3.3 Cálculo de parâmetros unitários

No cálculo de parâmetros de linhas de transmissão, considerando a inclusão de

um solo com perdas, com condutividade e permissividade, os parâmetros da linha por

unidade de comprimento (p.u.l.) podem ser definidos de três formas distintas [13],

conforme a definição utilizada para V na eq. (2.1). Tipicamente é empregada a

definição de tensão, contudo é posśıvel usar as definições de potencial escalar e de

diferença de potencial. Na tabela 3.4, são apresentadas as nomeclaturas utilizadas

neste trabalho para as definições de p.u.l. Estes parâmetros, em suas respectivas

definições podem ser calculados tanto pelo modo de onda completa, quanto pelas

suas aproximações.

Tabela 3.4: Definições de parâmetros por unidade de comprimento (p.u.l.)
Nomeclatura Parâmetros Definição
DP1 Z1 e Y1 Potencial Escalar
DP2 Z2 e Y2 Diferença de potencial
DP3 Z3 e Y3 Tensão entre o condutor e o solo

Na fig. 3.7(a) é representado o modelo DP1 que tem referência no infinito, na

fig. 3.7(b) é representado o modelo DP2 que tem referência no solo, e na fig. 3.7(c) é
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representado o modelo DP3 que tem referência no solo levando-se em consideração

o efeito do vetor potencial magnético A.

(a) Definição de p.u.l. do potencial escalar

(b) Definição de p.u.l. da diferença de potencial

(c) Definição de p.u.l. da tensão

Figura 3.7: Definições dos parâmetros por unidade de comprimento

3.3.1 Cálculo de parâmetros unitários pelo modo de onda

completa

O modelo referência para o cálculo de parâmetros por unidade de comprimento

(p.u.l.) é o modelo de onda completa, sendo os demais comparados para fins de

verificação do real funcionamento da aproximação, dentro de uma faixa de erro

aceitável em uma banda de frequência que varia normalmente de 10−4 Hz à 100 MHz.

Com a inclusão de um solo com perdas, considerando a sua condutividade e

permissividade, os parâmetros da linha por unidade de comprimento podem ser

calculados pelas definições de p.u.l. anteriormente citadas. Neste caso, a constante

de propagação do sistema é definida como

γ = jγ̂ =
√
Zn · Yn (3.26)
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sendo o sub-́ındice n = 1, 2, 3, para as metodologias DP1, DP2 e DP3, respectiva-

mente. Porém, independentemente das definições utilizadas, a constante de propa-

gação pode ser definida por,

γ =
√
Z1 · Y1 =

√
Z2 · Y2 =

√
Z3 · Y3 (3.27)

onde, pela definição do potencial escalar, temos,

Z1 =Zi +
jωµ1

2 π
(Λ + 2 S1)

Y1 =2 π (σ1 + jωε1)

(
1

Λ + 2 S2

) (3.28)

Para a definição de diferença de potencial, isto é

V2 = ∆V (x, y) = V (x, y)− V (x, 0) (3.29)

os parâmetros da linha por unidade de comprimento são dados por,

Z2 = Zi +
jωµ1

2π

[
Λ + S1 −

(
γ

k1

)2

(T1 + S2)

]

Y2 = 2 π(σ1 + jωε1)

(
1

Λ− T1

) (3.30)

onde, T1 é definido abaixo.

T1 = 2

∫ ∞
0

e−h u1 − e−2h u1(
k2
k1

)2

u1 + u2

cos(rλ)dλ (3.31)

A definição de tensão em um ponto x, y é dada por,

V3 = U(x, y) = V (x, y)− V (x, 0) + jω

∫ y

0

Ay(x, ξ)dξ (3.32)

então a tensão no condutor é dada por U(0, h − r) e neste caso os parâmetros da

linha por unidade de comprimento são,

Z3 = Zi +
jωµ1

2π

[
Λ + S1 −

(
γ

k1

)2

(T2 + S2)

]

Y3 = 2 π(σ1 + jωε1)

(
1

Λ− T2

) (3.33)
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onde, T2 é definido abaixo.

T2 = 2

∫ ∞
0

u2

(
e−h u1 − e−2h u1

)
u1

[(
k2
k1

)2

u1 + u2

] cos(rλ)dλ (3.34)

3.3.2 Cálculo de parâmetros unitários pela aproximação

quase-TEM

As expressões aproximadas para o cálculo da impedância e admitância por uni-

dade de comprimento de cada definição são demonstradas abaixo. Assumindo a

propagação quase-TEM, a definição pelo potencial escalar no condutor é dada por,

Z1 =Zi +
jωµ1

2 π

(
Λ + 2 S1

)
Y1 =2 π (σ1 + jωε1)

(
1

Λ + 2 S2

) (3.35)

sendo as expressões de Λ, S1 e S2, apresentadas em 3.2.1. Considerando a definição

da diferença de potencial, temos,

Z2 = Zi +
jωµ1

2π

[
Λ + S1 −

(
T1 + S2

)]
Y2 = 2 π(σ1 + jωε1)

(
1

Λ− T1

) (3.36)

onde, T1 é definido abaixo.

T1 = 2

∫ ∞
0

e−hλ − e−2hλ(
k2
k1

)2

λ+ u2

cos(rλ)dλ (3.37)

e finalmente os parâmetros por unidade de comprimento considerando a definição

tensão são representados por,

Z3 = Zi +
jωµ1

2π

[
Λ + S1 − (T2 + S2)

]
Y3 = 2 π(σ1 + jωε1)

(
1

Λ− T2

) (3.38)

onde, T2 é definido abaixo.

T2 = 2

∫ ∞
0

u2

(
e−hλ − e−2hλ

)
λ

[(
k2
k1

)2

λ+ u2

] cos(rλ)dλ (3.39)
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3.3.3 Cálculo de parâmetros unitários pela aproximação do

método das imagens

Quando pela aproximação por imagens se considera a definição de potencial

escalar, as expressões de impedância e admitância são dadas por,

Z1 =Zi +
jωµ1

2 π

(
Λ + 2 S1

)
Y1 =2 π (σ1 + jωε1)

(
1

Λ + 2 S2

)
(3.40)

sendo as expressões de Λ = Λ, S1 e S2, apresentadas em 3.2.2.

Considerando a definição da diferença de potencial entre o condutor e o solo

temos,

Z2 = Zi +
jωµ1

2π

[
Λ + S1 −

(
T1 + S2

)]
Y2 = 2 π(σ1 + jωε1)

(
1

Λ− T1

)
(3.41)

onde, T1 é definido abaixo.

T1 =
2

n2 + 1
ln

1 + n2+1

d
√
k21−k22

1 + 2(n2+1)

d
√
k21−k22

 (3.42)

e finalmente os parâmetros por unidade de comprimento considerando a definição

tensão no condutor são dados por,

Z3 = Zi +
jωµ1

2π

[
Λ + S1 −

(
T2 + S2

)]
Y3 = 2 π(σ1 + jωε1)

(
1

Λ− T2

)
(3.43)

onde, T2 é definido abaixo5.

T2 = 2 ln(2) +
2 n2

n2 + 1
ln

1 + n2+1

d
√
k21−k22

1 + 2(n2+1)

d
√
k21−k22

 (3.44)

5A eq. (3.44) na referência [13], originalmente estava com o sinal negativo no primeiro termo
da equação, sendo 2 ln(2)− . . ., desta forma, neste trabalho corrigimos para 2 ln(2) + . . ..
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3.3.4 Redução à formulação de Carson

Para reduzir as expressões de Z2 e Z3 do modo de onda completa para a formula-

ção de Carson, são adotadas as hipóteses de que k2 >> k1, k1 → γ e h >> a. Desta

forma as expressões de T1 → T2 → 0, S2 → 0, as expressões de Z2 e Z3 tendem à

Z1 da eq. (3.35). Com estas hipóteses simplificativas, as expressões de Y1, Y2 e Y3

podem ser aproximadas por funções logaŕıtmicas [20].

3.4 Estabilidade numérica

Um modelo de linha de transmissão monofásico pode ser representado em

frequência por sua matriz admitância nodal, isto é,

I = Yn ·V (3.45)

sendo I o vetor de injeção de corrente, V o vetor das tensões nos terminais e Y a

matriz de admitância nodal dada por (3.46).

Yn =

[
y11 y12

y21 y22

]
(3.46)

Em uma linha de transmissão monofásica, os elementos da matriz de admitância

nodal são dados por,

y11 = Yc
(
1 +H2

) (
1−H2

)−1

y12 = −2Yc
(
1−H2

)−1
(3.47)

sendo y22 = y11, Yc = Z−1
c é a admitância caracteŕıstica da linha de transmissão

e H = exp(−jγ̂`) a função de propagação, ` é o comprimento da linha, e jγ̂ a

constante de propagação6.

3.4.1 Análise da estabilidade através da admitância nodal

Como descrito anteriormente, a viabilidade de um modelo de linha de transmis-

são pode ser avaliada verificando se a parte real dos autovalores de Yn é positiva.

Para o caso da linha monofásica, temos várias alternativas posśıveis para calcu-

lar a matriz de admitância nodal. Utilizando os valores de γ obtidos nas seções

anteriores, temos um total de nove posśıveis expressões para a impedância caracte-

ŕıstica e também para a admitância nodal. Em todos estes cenários a impedância

caracteŕıstica apresentou parte real positiva. Se o solo é assumido como sendo um

6A potência absorvida P por este modelo para qualquer vetor complexo V é dada em (2.19).
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bom condutor, em todos os casos testados não foram apresentadas qualquer violação

de passividade. Como estamos considerando um elemento passivo no domı́nio da

frequência é esperado que todas definições de tensão apresentem respostas estáveis

independentemente das definições utilizadas. De fato, o modelo de onda completa

apresentou valores positivos, independentemente da definição utilizada. O mesmo

ocorreu para os métodos aproximados FW#1, FW#2 e quase-TEM. No entanto,

quando considerado o método das imagens, notamos algumas pequenas violações

quando utilizada a definição de tensão.

Desta forma, com o objetivo de verificar os pontos de estabilidade numérica do

modelo de linha, utilizamos um sistema monofásico com condutor a uma altura h

variando de 10 à 20 m sobre o solo, com raio r variando de 0, 5 cm à 2 cm, de

resistividade igual a do alumı́nio ρc = 3, 365 · 10−7Ω m, e permeabilidade magnética

igual a do vácuo. Os parâmetros do solo adotados foram σ2 = 1 mS/m, ε2 = 5 ε1,

com ε1 = ε0, e µ1 = µ2 = µ0, sendo a condutividade do ar igual a zero. Os

parâmetros do solo não sofreram variação.

Após o cálculo da parte real da matriz de autovalores de Yn, foi verificado

que ao utilizarmos o método das imagens para definição DP3, houve violação de

passividade para algumas geometrias de rede, conforme apresentado na tabela 3.5.

O mesmo modelo, utilizando a aproximação quase-TEM e o método das imagens

para as definições DP1 e DP2, não apresentou instabilidade.

Tabela 3.5: Valores mı́nimos da parte real dos autovalores de Yn

h(m) Raio (cm)
0,5 1,0 2,0

yλ (µS) MHz yλ (µS) MHz yλ (µS) MHz

10,0 10,75 0,1 11,86 0,1 13,870 0,1
15,0 8,590 0,1 9,290 0,1 -14,69 17,24
20,0 7,140 0,1 -8,50 10,05 -61,99 9,77

As figs. 3.8, 3.9 e 3.10 apresentam o menor valor das partes reais dos autovalores

da matriz de admitância nodal, nas configurações que apresentaram violação da

passividade da rede. O maior valor de yλ apresentado foi de -61,99 µS na frequência

de 9,77 MHz. Onde nm varia de 1 à 500 pontos de amostra frequência, e yλ1 e yλ2

são dados por (3.48).

yλ1 = <
(
Yc

1 +H

1−H

)
yλ2 = <

(
Yc

1−H
1 +H

) (3.48)

As violações ocorreram em ambos autovalores da matriz de admitância nodal. Foi

observado que com aumento do raio e da altura condutor, o modelo tende a ser
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instável. Para uma dada altura do condutor a frequência em que o valor da violação

ocorre é basicamente a mesma, independente da variação do raio. A violação da

passividade para a definição de tensão ocorre devido ao comportamento da função

de propagação H e da admitância caracteŕıstica Yc. Na fig. 3.11 apresentamos o

comportamento de H para um caso de não violação da passividade, onde o condutor

de raio 1 cm encontra-se a uma altura de 10 m. Neste caso verificamos que o modelo

quase-TEM e o método das imagens apresentam um comportamento similar em

toda faixa de frequência. Para um caso onde encontramos violação de passividade,

com condutor de raio 2 cm a uma altura de 20 m do solo, verificamos na fig. 3.12

que, o H calculado pelo modelo quase-TEM apresenta uma curva bastante distinta

daquela obtida empregando o método das imagens não converge com H calculado

pelo método das imagens. Com isto conclúımos que a violação da passividade, com

base na eq. (3.48), sofre forte influência do comportamento da função de propagação.

Na fig. 3.13, verificamos que na região onde ocorrem as maiores violações, Yc

apresenta uma leve distinção entre as respostas obtidas pelos métodos quase-TEM

e imagens.
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Figura 3.8: Sistema monofásico com condutor de: r = 2 cm e h = 15 m
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Figura 3.9: Sistema monofásico com condutor de: r = 1 cm e h = 20 m
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Figura 3.10: Sistema monofásico com condutor de: r = 2 cm e h = 20 m
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Figura 3.11: Comportamento de H para um caso de violação da passividade
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Figura 3.12: Comportamento de H para um caso de não violação da passividade
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Figura 3.13: Comportamento de Yc para um caso de violação da passividade

3.4.2 Avaliação da resposta temporal para os pontos de ins-

tabilidade analisados

Para os pontos de violação da passividade, foram analisadas as respostas à um

sinal senoidal de 1 p.u. injetado no terminal emissor da linha monofásica, sendo o

esquema apresentado na fig. 3.14, com receptor em aberto.

Figura 3.14: Sistema monofásico alimentado por uma fonte alternada de 1 p.u.

As respostas foram avaliadas para sinais com: frequência igual a do ponto de vi-

olação da passividade; e frequência diferente da do ponto de violação da passividade.

As três geometrias estudadas são referentes àquelas que apresentaram instabilidade,
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tabela 3.5, sendo elas:

(a) Condutor de raio r = 2 cm, h = 15 m.

(b) Condutor de raio r = 1 cm, h = 20 m.

(c) Condutor de raio r = 2 cm, h = 20 m.

Para investigar o impacto da violação da passividade no domı́nio do tempo,

optou-se por utilizar a Transformada Numérica de Laplace (TNL) [41, 42], vista no

apêndice B.

Resposta no domı́nio do tempo para o ponto de violação da passividade

- caso (a)

A fig. 3.15 representa a resposta da rede à um sinal de frequência igual a

17,24 MHz, onde há um ponto de violação da passividade para uma linha com

condutor a uma altura de 15 m e raio igual a 2 cm. Notamos que o impacto da esta-

bilidade do modelo no domı́nio do tempo faz com que não haja regime permanente,

e o sinal torna-se crescente tendendo a infinito. A fig. 3.16 representa a resposta do

mesmo sistema para um sinal injetado com uma frequência de 7 MHz, sendo esta

uma frequência de não violação da passividade, onde a parte real do autovalor de

Yn é positiva. Notamos que após regime transitório a resposta estabiliza em um

valor permanente como esperado de um sistema passivo.

Resposta no domı́nio do tempo para o ponto de violação da passividade

- caso (b)

A fig. 3.17 representa a resposta da rede à um sinal de frequência igual a

9,77 MHz, onde há um ponto de violação da passividade para uma linha com con-

dutor a uma altura de 20 m com raio igual a 1 cm. A fig. 3.18 representa a resposta

do mesmo sistema para um sinal injetado com uma frequência de 3 MHz, sendo esta

uma frequência de não violação da passividade, onde a parte real do autovalor de

Yn é positiva. Para esta configuração do sistema, o comportamento dos sinais foi

simular ao das figs. 3.15 e 3.16.

Resposta no domı́nio do tempo para o ponto de violação da passividade

- caso (c)

A fig. 3.19 representa a resposta da rede à um sinal de frequência igual a

10,05 MHz, onde há um ponto de violação da passividade para uma linha com

condutor a uma altura de 20 m com raio igual a 2 cm. A fig. 3.20 representa a

resposta do mesmo sistema para um sinal injetado com uma frequência de 3 MHz,
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sendo esta uma frequência de não violação da passividade, onde a parte real do au-

tovalor de Yn é positiva. Para esta configuração do sistema, o comportamento dos

sinais foram simulares aos das figs. 3.15 à 3.18.

3.5 Discussão dos resultados

Neste caṕıtulo foram analisados alguns modelos utilizados na obtenção da cons-

tante de propagação através da equação modal. Os modelos tratados como referência

foram aqueles que utilizaram o modo de onda completa M1 à M4. A utilização de

um ponto de partida com base em uma abordagem pelo método das imagens pareceu

ser o método mais adequado. Embora o método quase-TEM esteja mais próximo da

solução real, existe a desvantagem da necessidade da avaliação de integrais infinitas

no passo de frequência. O modo quase-TEM apresentou comportamento similar em

toda faixa de frequência quando comparado com o modo de onda completa, apre-

sentando uma leve divergência na faixa de 0,7 à 2 MHz. Os métodos quase-onda

completa convergiram assintoticamente com divergência mı́nima entre 1 e 5 MHz.

No cálculo de parâmetros unitários foram apresentadas três definições de tensão

para três métodos de cálculo de parâmetros, apresentando 9 possibilidades de para-

metrização de rede. Após inúmeras simulações foi constatado um erro de sinal na

bibliografia de referência [13] para T2, que foi corrigido e aplicado nas simulações em

que utilizaram a definição de tensão no cálculo de parâmetros unitários.

Na análise da estabilidade de uma linha monofásica foi constatado que para a

definição de tensão (Z3 e Y3) utilizando o método das imagens [13], houve violação

da passividade com aumento da altura e raio dos condutores, apresentando parte

real dos autovalores de Yn negativa em alguns casos. Para os pontos de violação

da passividade foi avaliado o impacto da instabilidade no domı́nio do tempo e um

comportamento inesperado foi apresentado.

É importante ressaltar que as violações de passividade dependem da geometria

da configuração empregada bem como das caracteŕısticas elétricas do condutor utili-

zado. Para o mesmo caso base, h = 10 m, e a = 0, 01 m, ` = 500 m, caso o condutor

seja suposto ideal, haverá violações de passividade a partir de 20 MHz. Foi verificado

que a causa da instabilidade no modelo ocorre em função do comportamento de H

e Yc.
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Figura 3.15: Resposta a senóide 1 p.u.: r = 2 cm e h = 15 m, f = 17, 24 MHz
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Figura 3.16: Resposta a senoide 1 p.u.: r = 2 cm e h = 15 m, f = 7, 00 MHz
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Figura 3.17: Resposta a senoide 1 p.u.: r = 1 cm e h = 20 m, f = 9, 77 MHz
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Figura 3.18: Resposta a senoide 1 p.u.: r = 1 cm e h = 20 m, f = 3, 00 MHz
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Figura 3.19: Resposta a senoide 1 p.u.: r = 2 cm e h = 20 m, f = 10, 05 MHz
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Figura 3.20: Resposta a senoide 1 p.u.: r = 2 cm e h = 20 m, f = 3, 00 MHz
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Caṕıtulo 4

Aproximação dos parâmetros

unitários em linhas de transmissão

Neste caṕıtulo apresentamos um novo modelo de cálculo de parâmetros longitu-

dinais e transversais em linhas de transmissão como alternativa para simplificação

das integrais infinitas de Sommerfeld. Este modelo tem como proposta reduzir os

problemas de instabilidade numérica apresentados pelo método das imagens.

No Caṕıtulo 2 verificamos que o método das imagens, dependendo da formulação

empregada, apresenta instabilidade para algumas dezenas de kHz, podendo ocorrer

em frequências próximas a frequência de operação da rede. No Caṕıtulo 3 verifica-

mos que para obtermos a constante de propagação de forma precisa necessitamos da

aplicação de procedimentos numéricos que exigem um elevado tempo computacio-

nal. O modelo proposto apresenta-se como uma solução que independente do valor

da constante de propagação, podendo ser considerado como uma aproximação dos

métodos baseados em propagação quase-TEM.

4.1 Aproximação quase-TEM

Consideremos um sistema bifásico com condutores a uma altura hi e hj sobre

uma interface ar-solo, homogêneos, conforme mostra a fig. 2.1. Os condutores tem

comprimento infinito e raio r, condutividade σc, e permeabilidade magnética µc, o

solo tem condutividade σs, permissividade εs e permeabilidade magnética µs = µ0,

e o ar tem condutividade σa nula, permissividade εa e permeabilidade magnética

µa = µ0.

A aproximação quase-TEM faz com que tanto a impedância quanto a admitância

por unidade de comprimento não dependam de γ, o que pode ser realizado se γ é

definido igual a k1. Supomos também as dimensões do condutor muito menores que

a altura dos condutores hi e hj, e as distâncias x, dij e Dij. Desta forma, para o
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método quase-TEM, temos as seguintes expressões derivadas da eqs. (A.11), (A.14)

e (A.21):

Λii → Λii = ln
2hi
r

Λij → Λij = ln
Dij

dij

(4.1)

S1ii =

∞∫
0

e−2hi λ

λ+
√
λ2 + η2

s

cos(λr) dλ

S1ij =

∞∫
0

e−(hi+hj) λ

λ+
√
λ2 + η2

s

cos(λx) dλ

(4.2)

S2ii =

∞∫
0

e−2hi λ

n2λ+
√
λ2 + η2

s

cos(λr) dλ

S2ij =

∞∫
0

e−(hi+hj) λ

n2λ+
√
λ2 + η2

s

cos(λx) dλ

(4.3)

4.2 Aproximação pelo método das imagens

As formulações simplificadas pelo método das imagens foram apresentadas em

detalhes no Caṕıtulo 2 [12, 13]. As eqs. (2.13) e (2.14) são simplificações das eqs. (4.2)

e (4.3), respectivamente. Com a finalidade de esclarecer melhor o assunto, repetimos

abaixo as eqs. (2.13) e (2.14).

S1ii = ln

(
1 +

2

η
√

4h2
i + r2

)
S1ij = ln

(
1 +

2

ηDij

)

S2ii =
2

n2 + 1
ln

(
1 +

n2 + 1

2η
√

4h2
i + r2

)
S2ii =

2

n2 + 1
ln

(
1 +

n2 + 1

2ηDij

)

4.3 Aproximação proposta para o modelo quase-

TEM

Nesta seção, apresentamos um modelo aproximado como solução das integrais

de Wise e Carson, que tem como finalidade eliminar os problemas de instabilidade

numérica em frequências onde ocorrem os principais fenômenos transitórios apresen-
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tado pelo método das imagens.

4.3.1 Aproximação da impedância de retorno pelo solo

A segunda integral da eq. (4.2) pode ser dividida em duas partes obtidas através

de manipulação do integrando. Este artif́ıcio é feito multiplicando-se o numerador

e o denominador por λ−
√
λ2 + η2

s . Desta forma, S1ij pode ser reescrita como,

S̃1ij = − 1

η2
s

(I1 − I2) (4.4)

onde I1 e I2 são mostrados abaixo.

I1 =

∞∫
0

λ e−(hi+hj)λ cos(xλ) dλ (4.5)

I2 =

∞∫
0

√
λ2 + η2

s e
−(hi+hj)λ cos(xλ) dλ (4.6)

Utilizando a propriedade da formulação de Euler, relacionando cos(x) e ejx, i.e.,

cos(x) =
ejx + e−jx

2
(4.7)

temos, com os equivalentes integrais de (3.381.4) e (3.387.7) em [40],

I1 =
1

2

 ∞∫
0

λe−q1λ dλ+

∞∫
0

λe−q2λ dλ


=

1

2

(
q2

1 + q2
2

q2
1q

2
2

) (4.8)

I2 =
1

2

 ∞∫
0

√
λ2 + η2

s e
−q1λ dλ+

∞∫
0

√
λ2 + η2

s e
−q2λ dλ


=

1

2

2∑
m=1

√
π

qm
Γ

(
3

2

)
ηs [H1(ηsqm)− Y1(ηsqm)]

(4.9)

onde, q1 = (hi + hj) − jx e q2 = (hi + hj) + jx, H1 é a função de Struve, Y1 é a

função de Bessel de segunda espécie e ordem 1, ηsqm o argumento das funções de

Struve e Bessel, com m = 1, 2, e Γ é a função gamma. A eq. (4.9) é válida sempre

que |arg(ηs)| < π, o que é válido em se tratando de linhas de transmissão, pois ηs
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corresponde a constante de propagação do solo, cuja parte real é sempre positiva.

A impedância própria dos condutores i ou j, é dada pela primeira integral da

eq. (4.2), onde para o condutor de raio infinitesimal r quando comparado com a

altura h >> r → 0, temos cos(r λ)→ 1. Desta forma temos,

S1ii =

∞∫
0

e−2hiλ

λ+
√
λ2 + η2

s

dλ (4.10)

logo, utilizando (3.368) de [40] leva a expressão abaixo.

S̃1ii =
π

4ηs hi
[H1(2ηs hi)− Y1(2ηs hi)]−

1

4η2
s h

2
i

(4.11)

4.3.2 Aproximação da admitância do solo

Na simplificação do integrando das integrais da eq. (4.3) adotamos as hipóteses

de que ks >> ka e k1 → γ, assim como feito por Carson. Desta forma, as integrais

podem ser reeescritas conforme mostrado nas eqs. (4.12) e (4.13).

S̃2ii =

∫ ∞
0

e−2hiλ

n2λ+
√
λ2 − k2

s

cos(r λ)dλ (4.12)

S̃2ij =

∫ ∞
0

e−(hi+hj)λ

n2λ+
√
λ2 − k2

s

cos(xλ)dλ (4.13)

A simplificação do integrando pode ser realizada através de uma manipulação algé-

brica que promove a sua divisão em duas partes. Este artif́ıcio é feito multiplicando-

se o numerador e o denominador por (n2λ−
√
λ2 − k2

2). Desta forma as eqs. (4.12)

e (4.13) podem ser reescritas por,

Mpt = M1 −M2 (4.14)

onde para (4.13) temos,

M1 =

∞∫
0

Rλ e−(hi+hj)λ

λ2 + V 2
cos(λ x) dλ (4.15)

M2 =

∞∫
0

W
√
λ2 − k2

s e
−(hi+hj)λ

λ2 + V 2
cos(λ r) dλ (4.16)
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sendo, R = n2

n4−1
, W = 1

n4−1
e V =

√
k2s

n4−1
. Na eq. (4.16), adotamos a hipótese de

que ks >> λ para simplificação do integrando, desta forma a equação é reescrita

como,

M2 = Wjks

∞∫
0

e−(hi+hj)λ

λ2 + V 2
cos(λ r) dλ (4.17)

Aplicando a propriedade de Euler, dada na eq. (4.7) e os equivalentes integrais

das eqs. (3.354.1) e (3.354.2) de [40], temos

M1 =
R

2

2∑
m=1

−ci(qmV ) cos(qmV )− si(qmV ) sin(qmV ) (4.18)

M2 =
Sjk2

2M

2∑
m=1

−ci(qmV ) sin(qmV )− si(qmV ) cos(qmV ) (4.19)

sendo, o equivalente (3.354.1) utilizado para simplificar a eq. (4.17) e (3.354.2) para

simplificar a eq. (4.15), ci a função cosseno integral, si a função seno integral, q1 =

(hi + hj)− j x e q2 = (hi + hj) + j x . As eqs. (4.18) e (4.19) são válidas sempre que

<(k2) > 0. Repetindo o mesmo processo para simplificação da eq. (4.12), temos as

eqs. (4.18) e (4.19) com q1 = 2hi − j r e q2 = 2hi + j r.

4.3.3 Aproximação da definição de diferença de potencial

entre o condutor e o solo para sistemas contendo n-

condutores

Com base na eq. (4.14), a expansão da eq. (3.37) para sistemas contendo n-

condutores abaixo apresentada, pode ser simplificada pela mesma metodologia de

aproximação dos parâmetros transversais.

T1ii = 2

∫ ∞
0

e−hiλ − e−2hiλ(
k2
k1

)2

λ+ u2

cos(rλ)dλT1ij = 2

∫ ∞
0

e−
hi+hj

2
λ − e−(hi+hj)λ(

k2
k1

)2

λ+ u2

cos(rλ)dλ

(4.20)

Para a componente própria, temos T1ii reescrita como,

T̃1ii = Mp −Mq (4.21)

51



onde, Mp e Mq são dadas pela eq. (4.14), sendo que para a componente própria

q1 = hi − j r e q2 = hi + j r.

Para a componente mútua temos T1ij reescrita como na eq. (4.21) com q1 =
hi+hj

2
− j x e q2 =

hi+hj
2

+ j x.

Infelizmente, utilizando o procedimento descrito nessa seção, não foi posśıvel

criar uma aproximação para T2ii e T2ij .

4.4 Verificação do modelo proposto e suas limita-

ções

Com o objetivo de verificar o desempenho do modelo proposto em larga faixa de

frequência, nesta seção são apresentados os comportamentos dos parâmetros frente a

modelos já consagrados na literatura técnica. É comparado o desempenho no cálculo

de parâmetros entre as metodologias proposta (MP) e quase-TEM (QT) para um

sistema trifásico. A avaliação do comportamento dos modelos é realizada para uma

faixa de frequência de 10 Hz à 100 MHz para uma linha de transmissão trifásica

com condutores de raio igual à 1,0 cm, comprimento de 500 m e resistividade igual

à ρc = 3, 365 · 10−7 Ω.m, espaçados horizontalmente entre si à distância de 3 m,

estando à altura de 10 m sobre um solo de resistividade ρs = 1/σs = 1000 Ω.m,

sendo as permeabilidades magnéticas relativas do solo e do ar unitárias. Na fig. 2.6

é apresentado o “layout”da rede.

Na fig. 4.1 são comparados os valores das resistências próprias e mútuas do

sistema descrito. Verificamos que os valores reais de Zii e Zij calculados tanto

para MP quanto para QT coincidem em toda faixa de frequência analisada. O erro

relativo para verificação da precisão do modelo é apresentado na fig. 4.2 e é calculado

pela expressão,

erp(%) =
|<(ZQT )−<(ZMP )|

|<(ZQT )|
× 100 (4.22)

onde verificamos que o maior erro percentual é da ordem de 10−6 % para a resistên-

cia própria. Desta forma avaliamos a precisão do modelo, verificando que quando

comparado com a referência quase-TEM, apresenta um erro despreźıvel.

Nas figs. 4.3 e 4.4 são comparados os valores das indutâncias próprias e mútuas,

respectivamente. Verificamos que os valores imaginários de Zii e Zij calculados tanto

para MP quanto para QT coincidem em toda faixa de frequência analisada. O erro

relativo para verificação da precisão do modelo é apresentado na fig. 4.5 e é calculado

52



pela expressão,

erm(%) =
|=(ZQT )−=(ZMP )|

|=(ZQT )|
× 100 (4.23)

onde verificamos que o maior erro percentual é da ordem de 10−7 % para a indutância

mútua entre as fases 1-3. Apresentando um erro despreźıvel quando comparado com

a referência quase-TEM.

Na verificação do comportamento do modelo proposto para o cálculo de Y, rea-

lizamos o mesmo procedimento anterior, sendo que na fig. 4.6 avaliamos o compor-

tamento das condutâncias própria e mútuas, com erros da ordem de 104 % para as

condutâncias mútuas a partir de 12 MHz. Desta forma o modelo proposto (MP) é

limitado a partir do valor de frequência apontado, sendo que este valor pode variar

de acordo com a morfologia da rede. Isto ocorre, pois diferente da aproximação de Z,

desenvolvida através de uma expressão de forma fechada, em Y adotamos hipóteses

que não são válidas para altos valores de frequência.

Nas figs. 4.7 e 4.8 são comparados os valores das capacitâncias próprias e mútuas,

respectivamente. Verificamos que os valores imaginários de Yii e Yij calculados tanto

para MP quanto para QT coincidem para valores de frequência de até 17 MHz, de

onde passam a apresentar erros da ordem de 104%.
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10 1000 105 107
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Frequência @HzD

In
du

tâ
nc

ia
 [

m
H

/m
]

MP 1-1

QT 1-1

Figura 4.3: Indutâncias próprias
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4.5 Avaliação da estabilidade e resposta temporal

em linhas trifásicas

4.5.1 Análise da Estabilidade numérica

Para o sistema descrito na seção 4.4, referente a configuração apresentada na

fig. 2.6, na avaliação da estabilidade numérica, foram verificados os valores mı́nimos

da parte real dos autovalores de Yn para uma faixa de frequência compreendida entre

100 kHz à 100 MHz, sendo estes valores calculados por oito metodologias diferentes

e apresentados na tabela 4.1.

Tabela 4.1: Definições de parâmetros por unidade de comprimento (pul)
Modelo Menor Re(λ) f (MHz) de violação
QT 1, 28587 · 10−6 Nenhuma
MI1 -0,267909 2,09800
MI2 -0,290400 0,89779
MP -0,29749 17,6804
MP-QT 1, 28587 · 10−6 Nenhuma
MP-DP2 -0,245553 0,897795
MP-DP3 -0,245553 0,897795
MP-T1 -0,296143 17,6804
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As figs. 4.9 à 4.14 apresentam o comportamento dos autovalores de Yn de al-

gumas das metodologias apresentadas na tabela 4.1. Sendo, QT a metodologia

quase-TEM que utiliza as integrais infinitas de Carson e Wise [1, 18, 19, 22], MI1

o método das imagens de [12], MI2 o método das imagens de [13], MP a metodo-

logia que utiliza as aproximações propostas na seção 4.3 para as integrais infinitas

de Carson e Wise, MP-QT a metodologia que utiliza a aproximação proposta da

integral de Carson e a integral infinita de Wise, MP-DP2 a metodologia que utiliza

a aproximação proposta da integral de Carson e em Y a extensão para sistemas

trifásicos do método das imagens para definição de diferença de potencial, MP-DP3

a metodologia que utiliza a aproximação proposta da integral de Carson e em Y a

extensão para sistemas trifásicos do método das imagens para definição de tensão

e MP-T1 a metodologia que utiliza a aproximação proposta da integral de Carson

e em Y a aproximação proposta para integral infinita de T1, apresentada na sub-

seção 4.3.2. Sendo MI2 uma extensão do trabalho de [13] para sistemas trifásicos,

não apresentado anteriormente na literatura técnica.

Na fig. 4.9 observamos que o método quase-TEM (QT) não viola passividade

para toda faixa de frequência. O menor valor da parte real do autovalor de Yn é

positivo e igual a 1, 28587µS para uma frequência de 100 kHz.

As metodologias MI1 e MI2 foram analisadas para o mesmo sistema na seção 2.4,

onde as violações de passividade foram visualizadas respectivamente nas figs. 2.7 [12]

e 2.8 [13]. Na tabela 4.1 são apresentadas as maiores violações, porém, o método

MI1, já apresenta problemas de estabilidade para valores a partir de 100 kHz, e

método MI2, viola a passividade a partir de 492 kHz.

A metodologia proposta, que utiliza a definição do potencial escalar para cálculo

de p.u.l., apresenta os maiores valores de violação em 17,68 MHz, fig. 4.10, sendo o

primeiro valor de violação ocorrendo apenas em 13,71 MHz. Estes valores estão bem

acima da região onde ocorrem os principais fenômenos transitórios, o que justifica a

viabilidade da aproximação proposta. Porém, tendo em vista que na simplificação

de Y verificamos elevadas imprecisões em frequências a partir de 13 MHz para as

condutâncias mútuas, utilizamos a metodologia MP-QT para verificar a validade

da simplificação da integral infinita de Carson (QT). Verificamos na fig. 4.11 que a

metodologia MP-QT apresentou-se estável para toda faixa de frequência tendo um

comportamento similar ao de QT, com menor valor da parte real do autovalor de

Yn igual a 1, 28587µS para uma frequência de 100 kHz.

As metodologias MP-DP2 e MP-DP3, que utilizam as definições de diferença de

potencial e tensão, respectivamente, violaram a passividade em em torno de 450 kHz,

figs. 4.12 e 4.13. O menor valor de violação de ambos os métodos é de -0,245553 S

e ocorrem em uma frequência de 898 kHz.
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Figura 4.9: Análise da estabilidade em linha trifásica - QT
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Figura 4.10: Análise da estabilidade em linha trifásica - MP
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Figura 4.11: Análise da estabilidade em linha trifásica - MP-QT
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Figura 4.12: Análise da estabilidade em linha trifásica - MP-DP2
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Figura 4.13: Análise da estabilidade em linha trifásica - MP-DP3
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É importante observar que a metodologia utilizada na simplificação de T1 apre-

sentou comportamento similar ao da metodologia proposta, isso faz com que a nova

simplificação de T1 seja apresentada como uma alternativa de maior confiabilidade

que a proposta em [13]. Desta forma, a metodologia MP-T1 é uma aplicação da me-

todologia proposta para definição de diferença de potencial, apresentando os mesmos

resultados, fig. 4.141.

4.5.2 Resposta no domı́nio do tempo

Assim como na seção 3.4, realizamos nesta sub-seção uma verificação do impacto

da instabilidade no domı́nio do tempo. Avaliamos o sistema trifásico, onde injetamos

um sinal senoidal no terminal emissor da fase A e verificamos as resposta no terminal

receptor (R1) da fase B para valores de frequência em pontos de violação e de não

violação da passividade. Os terminais emissores B e C foram aterrados e todos os

terminais receptores ficaram em aberto. A configuração da rede é apresentada na

fig. 4.15. A modelagem da linha utiliza o modelo proposto para Z e Y, pois o mesmo

apresenta instabilidade a partir de 17 MHz, enquanto que os modelos QT e MP-QT

não apresentam instabilidade para toda banda de frequência analisada, e os demais

modelos apresentam instabilidade para frequências inferiores ao MP, inclusive os

apresentados em [12, 13].

Figura 4.15: Sistema trifásico alimentado por uma fonte alternada de 1 p.u.

Na fig.4.16 temos a resposta no terminal da fase B em regime permanente para

um sinal de frequência igual a 3 MHz, sendo esta uma frequência de não violação

da passividade. Na fig.4.17 temos a resposta no terminal da fase B para um sinal

de frequência igual a 17,68 MHz, sendo esta uma frequência onde ocorre a maior

violação da passividade. Notamos que para o ponto de instabilidade, a resposta da

rede apresenta um comportamento inesperado. Com essas observações verificamos

que o modelo apresenta um bom desempenho, em especial para a faixa de frequências

onde ocorrem os principais fenômenos transitórios (até 2 MHz).

1Cabe ressaltar que os valores das frequências de violação podem variar de acordo com a mor-
fologia da rede.
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Figura 4.16: Resposta no terminal da fase B - Modelo MP, f=3 MHz
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Figura 4.17: Resposta no terminal da fase B - Modelo MP, f=17 MHz
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4.6 Discussão dos resultados

Neste caṕıtulo foi apresentado um modelo proposto para aproximação das inte-

grais de Sommerfeld S1 e S2. Foi verificado que o modelo aproximado para o cálculo

de parâmetros longitudinais apresentou um bom desempenho para toda faixa de

frequência estudada apresentando erros relativos da ordem de 10−6 %. Os valo-

res das resistências e indutâncias do modelo proposto apresentaram comportamento

idêntico ao do modelo quase-TEM, tanto para as componentes próprias quanto para

as mútuas, fazendo com que o modelo proposto para o cálculo de parâmetros longi-

tudinais apresente-se como uma alternativa viável para linhas aéreas de transmissão.

Isso ocorre pois a metodologia foi desenvolvida analiticamente sem manipulação do

integrando por meio de hipóteses simplificativas.

Para o cálculo dos parâmetros transversais, o modelo apresentou um bom com-

portamento para valores de frequência de até 13 MHZ. Esta discrepância, na apro-

ximação de S2, ocorre por causa das hipóteses adotadas para a simplificação do

integrando, tais como k2 >> k1, k1 → γ e k2 >> λ no numerador do integrando.

Nas figs. 4.18 e 4.19 são apresentados os comportamentos das partes real e imagi-

nária da aproximação de S1, respectivamente. Sendo analisadas as suas componentes

próprias e mútuas.
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Figura 4.18: Comparação da parte real de S̃1

Nas figs. 4.20 e 4.21 são apresentados os comportamentos das partes real e ima-

ginária da aproximação de S2, respectivamente. Sendo analisadas as suas compo-
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Figura 4.19: Comparação da parte imaginária de S̃1

nentes próprias e mútuas. Onde para está última é verificada uma discrepância para

frequências a partir de 13 MHz, o que mostra a limitação do modelo a partir deste

ponto.
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Figura 4.21: Comparação da parte imaginária de S̃2

De uma forma geral, para os valores de frequência onde ocorrem os principais

fenômenos transitórios (até 2 MHz), foi observado que a metodologia proposta apre-

sentou um bom desempenho quando comparada com a metodologia quase-TEM,

tendo como vantagem a eliminação das integrais infinitas e um tempo computacio-

nal até 6 vezes menor. Para o cálculo de parâmetros transversais o modelo é viável,

porém com limitações de aplicação.

Cabe ressaltar que para definição de diferença de potencial, a simplificação de T1

apresentou excelente desempenho coincidindo com a definição de potencial escalar

da metodologia proposta, violando a passividade a partir de 13 MHz. As simplifica-

ções de S1, S2 e T1 apresentaram melhor precisão, quando comparada com aquelas

encontradas na literatura técnica [12, 13].

Observamos que o método QT não viola passividade para toda faixa de frequên-

cia, enquanto que a metodologia propostas apresenta violação a partir de 13 MHz.

A violação do modelo proposto ocorre devido a instabilidade no cálculo de parâme-

tros transversais a partir deste valor de frequência, sendo esta conclusão verificada

no método MP-QT. As combinações entre a metodologia de cálculo de parâmetros

longitudinais proposta e as formulações de cálculo de parâmetros transversais para

definição de diferença de potencial e tensão, denominadas respectivamente como,

MP-DP2 e MP-DP3, violaram a passividade em torno de 500 kHz.
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Caṕıtulo 5

Conclusão

5.1 Conclusões Gerais

Neste trabalho, foi verificado que método das imagens apresentou instabilidade

em função da configuração da rede e das caracteŕıstica do meio. Em uma linha

de transmissão trifásica compacta de 500 kV, o método MI1 apresentou violação da

passividade para valores muito próximos ao da frequência de operação e para valores

de frequência da ordem de centenas de kHz, pontos onde ocorrem os principais

fenômenos transitórios. Para o mesmo sistema, o método MI2 apresentou violação

para valores acima de 2 MHz, porém para a linha de transmissão com condutores

singelos, apresentou instabilidade para frequências a partir de 300 kHz. Verificamos

que ambos os modelos não retratam a realidade para representação da rede em

frequências da ordem de kHz.

Para verificar este problema, realizamos uma investigação relacionada com o

desempenho da iteração numérica para solução da equação modal M , em modo de

onda completa, de um sistema monofásico sobre uma interface ar-solo com perdas,

e apresentamos alguns detalhes de como melhorar a taxa de convergência e o tempo

de processamento para obtenção da raiz de M . Também apresentamos dois modelos

alternativos simplificados que se comportam como onda completa durante a maior

parte da larga faixa de frequência estudada, mas com um aumento apreciável no

tempo computacional de cálculo.

Foram analisados alguns modelos para linhas aéreas de transmissão utilizados na

obtenção da constante de propagação através da equação modal. Os modelos trata-

dos como referência foram aqueles que utilizaram o modo de onda completa, M1 à

M4. A utilização de um ponto de partida com base em uma abordagem pelo método

das imagens pareceu ser o método mais adequado. Embora o método quase-TEM

esteja mais próximo da solução real, existe a desvantagem da necessidade da avali-

ação de integrais infinitas no passo de frequência. O modo quase-TEM apresentou
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comportamento similar em toda faixa de frequência quando comparado com o modo

de onda completa, apresentando uma leve divergência na faixa compreendida entre

0,7 a 2 MHz. Os modelos apresentam comportamento próximos ao da literatura

técnica.

No cálculo de parâmetros unitários foram apresentadas três diferentes definições

de “tensão”’ para o cálculo de parâmetros. Após inúmeras simulações, foi constatado

um erro de sinal na aproximação, no método das imagens, de uma das integrais

infinitas.

No passado, foram analisados os chamados modelos de onda completa em relação

à presença ou não de condutâncias negativas para uma dada frequência. No entanto,

isto não é suficiente para assegurar ou não se um modelo de linha é estável. Assim,

nos investigamos o impacto na estabilidade numérica das definições da linha por uni-

dade de comprimento. Isto pode ser realizado pela investigação da presença ou não

de autovalores da matriz de admitância nodal com parte real negativa. Observou-se

que, para o modelo de onda completa e modelos quase-FW aqui proposto, indepen-

dentemente da definição de parâmetro por unidade de comprimento, o modelo da

linha é sempre estável.

Na análise da estabilidade de uma linha monofásica foi constatado que para a

definição de tensão (Z3 e Y3) utilizando o método das imagens, houve violação da

passividade com aumento da altura e raio dos condutores, apresentando parte real

dos autovalores de Yn negativa em alguns casos. Para os pontos de violação da

passividade, foi avaliado o impacto da instabilidade no domı́nio do tempo em testes

de energização simples e um comportamento inesperado foi apresentado. Observou-

se que a origem da instabilidade está diretamente relacionada ao comportamento de

Yc e H.

yλ1 = <
(
Yc

1 +H

1−H

)
yλ2 = <

(
Yc

1−H
1 +H

)
Para linhas de transmissão composta por n-condutores, foi proposto um modelo

para o cálculo de parâmetros longitudinais e transversais e avaliada a sua estabilidade

numérica. De uma forma geral, para os valores de frequência onde ocorrem os

principais fenômenos transitórios (até 2 MHz), foi observado que a metodologia

proposta apresentou um bom desempenho quando comparada com a metodologia

quase-TEM, tendo como vantagem a eliminação das integrais infinitas e um tempo

computacional até 6 vezes menor. Para o cálculo de parâmetros transversais o

modelo é viável, porém com limitações de aplicação.

Foi verificado que o modelo aproximado para o cálculo de parâmetros longi-

tudinais apresentou um bom desempenho para toda faixa de frequência estudada

apresentando erros relativos da ordem de 10−6 %. Os valores das resistências e in-
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dutâncias do modelo proposto apresentaram comportamento idêntico ao do modelo

quase-TEM tanto para as componentes próprias quanto para as mútuas, fazendo

com que o modelo proposto para o cálculo de parâmetros longitudinais apresenta-se

como uma alternativa viável para linhas aéreas de transmissão. Isso ocorre pois a

metodologia foi desenvolvida analiticamente sem simplificações do integrando por

meio de hipóteses simplificativas. Para o cálculo dos parâmetros transversais, o mo-

delo apresentou um bom comportamento para valores de frequência de até 12 MHz.

O modelo utilizado no cálculo de parâmetros transversais apresenta uma limita-

ção para altas frequências que ocorre por causa das simplificações adotadas para o

integrando.

Cabe ressaltar que para definição de diferença de potencial, a simplificação de T1

apresentou excelente desempenho coincidindo com a definição de potencial escalar

da metodologia proposta, violando a passividade a partir de 13 MHz. As simplifica-

ções de S1, S2 e T1 apresentaram melhor precisão quando comparada com aquelas

encontradas na literatura técnica.

Com o objetivo de verificar o desempenho e estabilidade do modelo, foram rea-

lizadas algumas comparações com modelos consagrados na literatura técnica. Ob-

servamos que o método QT não viola passividade para toda faixa de frequência,

enquanto que a metodologia propostas apresenta violação a partir de 13 MHz. A

violação do modelo proposto ocorre devido a instabilidade no cálculo de parâme-

tros transversais a partir deste valor de frequência, sendo esta conclusão verificada

no método MP-QT. As combinações entre a metodologia de cálculo de parâmetros

longitudinais proposta e as formulações de cálculo de parâmetros transversais para

definição de diferença de potencial e tensão, denominadas respectivamente como,

MP-DP2 e MP-DP3, violaram a passividade em torno de 500 kHz.

5.2 Trabalhos Futuros

Neste trabalho foram feitos alguns estudos para o cálculo de constante de pro-

pagação em linhas aéreas de transmissão. No cálculo de parâmetros transversais, o

modelo proposto apresentou limitações devido as simplificações do integrando ado-

tadas, enquanto que o modelo proposto para o cálculo de parâmetros longitudinais

apresentou desempenho satisfatório para toda faixa de frequência. No cálculo da

constante de propagação, para o método de onda completa, foram realizadas ite-

rações numéricas para solução da equação modal devido a dependência de γ e de

integrais infinitas do modelo.

Em virtude do exposto acima, acreditamos que seja importante para uma maior

contribuição da tese de doutorado, tendo em vista algumas necessidades observadas

ao longo do curso, verificar os seguintes tópicos:
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• Desenvolver uma expressão anaĺıtica para Z e Y , calculados pelo modo de onda

completa, de forma a obter resultados precisos independentes da constante de

propagação e das integrais infinitas de dif́ıcil solução;

• Refinar e implementar as formulações aproximadas da admitância em deri-

vação no domı́nio de frequência, tendo em vista que o modelo proposto é

limitado;

• Desenvolver uma expressão anaĺıtica para Z e Y , calculados pelo modo de onda

completa, para sistemas de cabos enterrados e avaliar a estabilidade numérica

de um modelo, e o impacto deste modelo no estudo de transitórios no domı́nio

do tempo;

• Desenvolver uma expressão anaĺıtica simplificação de T2.
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Apêndice A

Revisão de calculo de parâmetros

em linhas de transmissão

Neste apêndice é apresentada uma breve revisão das formulações adotadas no

cálculo dos parâmetros longitudinais e transversais, variantes com a frequência, em

sistemas aéreos de transmissão1.

O estudo de transitórios rápidos em linhas de transmissão contendo n-condutores

e N -fases mutuamente acopladas, excitados por surtos atmosféricos ou de mano-

bra, requer uma excelente precisão na modelagem da impedância de retorno pelo

solo. Neste contexto, cálculos precisos dos parâmetros dos condutores em função da

frequência são necessários para que o sistema esteja bem representado.

Os trabalhos de [29, 31, 43, 44] aplicaram uma formulação geral considerando

as matrizes de impedância e de potencial compostas por sub-matrizes de estrutura

N×N, onde para cada uma delas aplicamos diferentes metodologias de cálculo.

Para o cálculo de parâmetros longitudinais, as formulações utilizadas são:

• de [14, 46] para o cálculo da sub-matriz de impedância interna dos condutores

levando-se em consideração o efeito pelicular;

• de [2, 14, 16, 17] para o cálculo da sub-matriz de impedância de retorno pelo

solo em condutores enterrados;

• de [1, 12, 13, 15, 17, 47], para o cálculo da sub-matriz de impedância de retorno

pelo solo em condutores acima da superf́ıcie do solo;

• de [48–50] para o cálculo da sub-matriz de impedância de condutores aéreos,

enterrados e/ou combinados na presença de solo não-homogêneo ou estratifi-

cado;

1Para sistemas de cabos enterrados a metodologia de cálculo de parâmetros longitudinais e
transversais pode ser visualizada com detalhes em [29, 31, 43–45].
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• de [51] para o cálculo da sub-matriz de impedância de retorno pela água em

condutores submersos;

• de [52] para as camadas metálicas ou tubulações envolventes (pipe-type);

• de [37] para o cálculo do efeito solenóide;

• de [34–39, 53–55] como técnicas numéricas e aproximações baseadas em Técni-

cas de Elementos Finitos e Método da Subdivisão de condutores para o cálculo

do efeito de proximidade que deve ser considerado em sistemas de cabos onde

a distância entre os condutores seja menor que o seu próprio diâmetro.

Para o cálculo de parâmetros transversais, as metodologias de [23, 56, 57] são

descritas com detalhes em [58] e o método das imagens considerando a diferença de

tensão de [12] para sistemas contendo n-condutores é descrito em detalhes em [59].

Sendo [12, 23, 56] métodos aproximados das formulações de Carson e Wise.

Com base na eq. (2.2), os parâmetros longitudinais para linhas aéreas de trans-

missão são representados por:

Z = Zi + Ze + Zs

= Zi + Zext

= R + jωL

(A.1)

e os parâmetros transversais representados por:

Y = Yi + Ye + Ys

= G + jωP−1
(A.2)

sendo, R a matriz de resistências e L de indutâncias, variantes com a frequência, Yi

a sub-matriz de admitância transversal interna dos condutores, Ye a sub-matriz de

admitância transversal espacial supondo o solo como condutor ideal, Ys a sub-matriz

de admitância transversal espacial supondo o solo com perdas, e P a sub-matriz de

potencial2.

Recentemente alguns trabalhos propuseram a inserção de uma matriz diagonal de

condutância do ar com elementos constantes com valor da ordem de 10−9 S/km [60].

Desta forma, a matriz Y pode ser reescrita como,

Y(ω) = (Gc + G) + jωC (A.3)

onde Gc é a matriz diagonal de condutâncias [60], G é a matriz de condutâncias, e

C a matriz das capacitâncias.

2Sendo, Yi = 0 para condutores nús e a matriz de capacitâncias C = P−1
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A.1 Modelagem dos parâmetros longitudinais

Da eq. (A.1), para a modelagem da impedância interna de linhas de transmissão

Zi, dependendo das configurações da rede, podemos ainda utilizar as metodologias

de [34–39, 52–55], sendo estas metodologias de dif́ıcil implementação e com maior

aplicação em sistemas de cabos devido a sua geometria.

A sub-matriz de impedância interna Zi para i = 1, 2, . . . , N é arranjada da

seguinte forma:

Zi =



Z11 0 0 · · · 0

0 Z22 0 · · · 0

0 0 Z33 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 ZNN


(A.4)

onde o cálculo do elemento Zii para um condutor singelo, levando-se em consideração

o efeito pelicular, pode ser dado através das seguintes formas [46]3:

• para condutores ciĺındricos tubulares de raio interno r0 e raio externo r1,

Zii = j ω
µ0 µrc
2π ηc r

I0(ηc r) ·K1(ηc r0) + I1(ηc r0) ·K0(ηc r)

I1(ηc r) ·K1(ηc r0)− I1(ηc r0) ·K1(ηc r)
(A.5)

• para condutores ciĺındricos “sólidos” de raio r,

Zii = j ω
µ0 µrc
2π ηc r

I0(ηc r)

I1(ηc r)
(A.6)

sendo, ηc =
√
γ2 − k2

c , kc =
√
ω2µcεc − jωµcσc, I e K funções modificadas de

Bessel de primeira e segunda espécie, de ordem 0 e 1, de acordo com o sub-́ındice,

ηc r1, ηc r0 e ηc r os argumentos das funções I e K, ω a frequência angular (rad/s),

σc = 1/ρc a condutividade do condutor, µrc a permeabilidade magnética relativa

do condutor, considerada de valor unitário constante, µc = µrcµ0 e εc = εrcε0. As

formulações aproximadas por meio de funções hiperbólicas [14] das eq. (A.5) e (A.6)

e suas respectivas precisões podem ser vista com mais detalhes em [29].

Na modelagem da impedância externa de linhas de transmissão, a sub-matriz

3Em sistemas aéreos contendo cabos para-raios, feixes geminados contendo n-condutores, ar-
ranjados para aplicação de LPNE (Linha de Transmissão de Potência Naturalmente Elevada) ou
não, ou circuitos duplos, o cálculo dos elementos da sub-matriz Zi pode ser visto com mais detalhes
em [61, 62]. Nestes casos Zii tem forma matricial.
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Zext para i, j = 1, 2, . . . , N é arranjada da seguinte forma:

Zext =



Zext11 Zext12 Zext13 · · · Zext1N
Zext21 Zext22 Zext23 · · · Zext2N
Zext31 Zext32 Zext33 · · · Zext3N

...
...

...
. . .

...

ZextN1
ZextN2

ZextN3
· · · ZextNN


(A.7)

onde, os elementos próprios e mútuos de Zext, dados por Zextii e Zextij , respectiva-

mente, são compostos por duas parcelas como se segue:

Zextii = Zeii + Zsii

Zextij = Zeij + Zsij
(A.8)

Com base no modelo de onda completa, os componentes próprios e mútuos de

Ze dados por Zeii e Zeij , respectivamente, têm as seguintes formas:

Zeii = j ω
µa Λii

2π
(A.9)

Zeij = j ω
µa Λij

2π
(A.10)

onde,

Λii = K0 (r ηa)−K0 (2hi ηa)

Λij = K0 (dij ηa)−K0 (Dij ηa)
(A.11)

sendo dij =
√
x2 + (hi − hj)2 a distância entre os condutores i e j, Dij =√

x2 + (hi + hj)2 a distância entre o condutor i e a imagem do condutor j, ηa =√
γ2 − k2

a, ka =
√
ω2µaεa − jωµaσa a constante de propagação do ar, e K a função

modificada de Bessel de segunda espécie de ordem 0.

Os componentes próprios e mútuos de Zs dados por Zsii e Zsij , respectivamente,

têm as seguintes formas:

Zsii = j ω
µa
π
S1ii (A.12)

Zsij = j ω
µa
π
S1ij (A.13)

sendo S1ii e S1ij uma expansão de S1 da eq. (3.9) para sistemas n-condutores, e
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reescritos como:

S1ii =

∞∫
0

e−2hi
√
λ2+η2a√

λ2 + η2
a +

√
λ2 + η2

s

cos(λr) dλ

S1ij =

∞∫
0

e−(hi+hj)
√
λ2+η2a√

λ2 + η2
a +

√
λ2 + η2

s

cos(λx) dλ

(A.14)

com ηs =
√
γ2 − k2

s , ks =
√
ω2µsεs − jωµsσs a constante de propagação do meio

solo, γ a constante de propagação do sistema, hi e hj as alturas dos condutores i e j,

respectivamente, r o raio mais externo do condutor, σs = 1/ρs a condutividade do

solo, x a distância horizontal entre os condutores i e j, µs a permeabilidade magnética

do solo, e εs a permissividade do solo.

As integrais podem ser substitúıdas por expressões simplificadas do modelo

quase-TEM [15, 17, 47], do modelo das imagens [12, 13] e pelo modelo proposto

em 4.3. Sendo que as simplificações pelo métodos das imagens apresentam proble-

mas de instabilidade numérica em frequências da ordem de alguns kHz, conforme

demonstrado no Caṕıtulo 2.

A.2 Modelagem dos parâmetros transversais

Da eq. (A.2), a sub-matriz admitância interna Yi, se relacionada à sub-matriz

dos coeficientes de potencial interno Pi para i = 1, 2, . . . , N , é arranjada da seguinte

forma:

Yi = jωP−1
i =



P11 0 0 · · · 0

0 P22 0 · · · 0

0 0 P33 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 PNN



−1

(A.15)

onde,

Pii =
1

2πε0εis

ris
r

(A.16)

sendo, εis a permissividade relativa do material da camada isolante, e ris o raio

externo da camada isolante.

Com base no modelo de onda completa, os componentes próprios e mútuos de
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Ye dados por Yeii e Yeij , respectivamente, têm as seguintes formas:

Yeii = 2 π jωεa Λ−1
ii (A.17)

Yeij = 2 π jωεa Λ−1
ij (A.18)

Os componentes próprios e mútuos de Ys dados por Ysii e Ysij , respectivamente,

têm as seguintes formas:

Ysii = π jωεa
(
k2
a S2ii

)−1
(A.19)

Ysij = π jωεa
(
k2
a S2ij

)−1
(A.20)

sendo S2ii e S2ij uma expansão da eq. (3.10) para sistemas n-condutores, e reescritos

como:

S2ii =

∞∫
0

e−2hi
√
λ2+η2a

n2
√
λ2 + η2

a +
√
λ2 + η2

s

cos(λr) dλ

S2ij =

∞∫
0

e−(hi+hj)
√
λ2+η2a

n2
√
λ2 + η2

a +
√
λ2 + η2

s

cos(λx) dλ

(A.21)

onde n é o ı́ndice de refração entre os meios ks/ka.
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Apêndice B

Transformada Numérica de

Laplace

Considere que f(t) seja uma função no domı́nio do tempo e que F (s) seja sua

representação no domı́nio de Laplace. A Transformada Inversa de Laplace é dada

por [63]:

f(t) =
1

2πj

∫ c+j ∞

c−j ∞
F (s) est ds (B.1)

onde s = c + j ω, ω é a frequência angular e c é uma constante real e positiva. A

eq. (B.1) pode ser expressa da seguinte forma:

f(t) =
ect

2π

∫ +∞

−∞
F (c+ jω) ejωt dω (B.2)

A equação acima indica que a Transformada de Laplace de f(t) pode ser tratada

como a Transformada de Fourier da função amortecida f(t) e−c t. A eq. (B.2) pode

ser aproximada numericamente:

f(n) =
ecn∆t

∆t

[
1

N

N−1∑
k=0

F (k) σ(k) e
2πjkn
N

]
, n = 0, 1, ..., N − 1 (B.3)

onde N é igual ao número de amostras de tempo e de frequência, ∆t o intervalo de

amostragem e,

∆ω → 2π

N∆t

f(n)→ f(n∆t)

F (k)→ F (c+ jk∆ω)

σ(k)→ função de amortecimento

(B.4)
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O termo dentro dos colchetes corresponde à Transformada Inversa Discreta de

Fourier. O tempo máximo de observação para f(t) é:

T = N∆t (B.5)

A função de amortecimento σ(k) é usada para atenuar o efeito Gibbs produzido

pelo truncamento da faixa de frequências de interesse. A literatura técnica oferece

uma grande variedade de modelos para a implementação de σ(k). Este trabalho

utiliza a forma de Hamming:

σ(k) =
sin(πjk

2

)

πj
k
2

(B.6)

De acordo com a eq. (B.3), a função F (k) é avaliada como uma constante no

intervalo [k,k+1], o que resulta em um aspecto quadrado de sua resposta no domı́nio

do tempo. A função do termo laplaciano c é exatamente a de alisar o sinal f(t),

de modo a atenuar a aproximação feita no domı́nio da frequência. Muitos autores

utilizam critérios próprios para a definição de c. Neste trabalho, adota-se o critério

proposto por [64]:

c = − ln(0.001)

T
(B.7)
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