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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

ESTIMADORES DE CANAL PARA SISTEMAS PLC-DMT BASEADOS EM

MÁQUINAS DE VETORES DE SUPORTE

João Terêncio Dias

Março/2013

Orientadores: Marcello Luiz Rodrigues de Campos

Ernesto Leite Pinto

Programa: Engenharia Elétrica

Neste trabalho é proposta uma técnica para a estimação e rastreamento de canal

linear com variação temporal periódica (LPTV) em sistemas de comunicação por

meio da rede elétrica (PLC). A parte de estimação de canal é baseada em máquinas

de vetores de suporte rápidas (fast-SVM) com atualização adaptativa dos coefi-

cientes, permitindo o treinamento em tempo real e sua aplicação em canais variantes

no tempo. A parte de rastreamento do canal faz uso da caracteŕıstica de convergência

de um dos algoritmos fast-SVM, que apresenta uma convergência mais rápida que

os demais algoritmos e permite reinicializar o estimador quando o canal varia rapi-

damente, sem degradar seu desempenho. Os resultados de simulações mostram que

a técnica proposta é mais robusta ao rúıdo impulsivo, tem um significativo ganho

no erro quadrático médio (MSE) e resulta em menor taxa de erro de bits (BER)

quando comparado ao estimador de mı́nimos quadrados recursivo (RLS), a uma

versão aproximada ao de erro quadrático de média mı́nima linear (aLMMSE), ao de

mı́nima média quadrática (LMS), ao mapeamento com auto-organização (SOM) e

ao de mı́nimos quadrados (LS). Tais comparações foram realizadas usando o critério

de equalização de canal baseado em erro quadrático de média mı́nima (MMSE) e

considerando a presença de rúıdo impulsivo, rúıdo colorido de fundo e que o sis-

tema é usado para a transmissão de dados em banda larga, em ambientes internos.

A técnica proposta supera os demais algoritmos, com complexidade computacional

aceitável, em todos os cenários PLC.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

CHANNEL ESTIMATORS FOR PLC-DMT SYSTEMS BASED IN SUPPORT

VECTOR MACHINES

João Terêncio Dias

March/2013

Advisors: Marcello Luiz Rodrigues de Campos

Ernesto Leite Pinto

Department: Electrical Engineering

In this work we propose a technique for estimating and tracking the Linear and

Periodically Time-Varying (LPTV) channels for Power Line Communication (PLC)

systems. The channel estimation part is based on fast Support Vector Machine

(SVM) with adaptive update of coefficients, allowing its training in real time and

its application in time-varying channels. The channel tracking part makes use of

the feature at the convergence of one fast-SVM algorithm, therefore, has a higher

convergence speed than the other adaptive algorithms and allows reboots of the

estimator when the channel sundely changes, without degrading its performance.

The simulation results show that the proposed technique is more robust against

impulsive noise and performs better with respect to Mean Square Error (MSE)

and Bit Error Rate (BER) when compared to Recursive Least Squares (RLS), an

approximate Linear Minimum Mean Square Error (aLMMSE), Least Mean Square

(LMS), Self-Organizing Maping (SOM) and Least Squares (LS) estimators. Such

comparisons were performed using channel equalizers based on the Minimum Mean

Squared Error (MMSE) criterion and considering the presence of additive impulsive

noise, background colored noise and that the system is used for broadband data

transmission in indoor environment. The proposed technique outperforms other

algorithms with acceptable computational complexity in all PLC scenarios.

vii



Sumário

Lista de Figuras x

Lista de Tabelas xii
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8.7 BER×SNR em canais LTI com rúıdo colorido de fundo e modulação

64-QAM para valores de separação entre pilotos iguais a 2, 4 e 6. . . . 69

8.8 MSE das estimações do canal LPTV com variação comutada e rúıdo
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AIN, para os algoritmos adaptativos com a técnica de reinicialização
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Cc Capacitância por unidade de comprimento, p. 10
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da sáıda do canal, p. 74
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H̃p Vetor contendo um conjunto de respostas em frequência do

canal para uma posição de sinal piloto, p. 42

R̃HpHp(m) Matriz de kernel linear do algoritmo PSVM, p. 48

X̃p(m) Vetor contendo um conjunto de Xp referente a um subcanal e

cada elemento multiplicado por um peso associado ao ı́ndice

temporal, p. 52
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tarr,s Intervalo entre rúıdos impulsivos consecutivos, p. 16

tw,s Duração de uma realização do rúıdo impulsivo, p. 16
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Motivação

Impulsionado por um aumento significativo de demanda, tem-se observado um

crescente interesse pelo desenvolvimento de sistemas de comunicações capazes de

suportar altas taxas de transmissão e, ao mesmo tempo, que sejam atrativos técnica

e economicamente.

Novas técnicas são desenvolvidas visando baratear os custos dos meios de trans-

missão e buscando utilizar os canais de comunicação já existentes. Dentre estas

tecnologias, a comunicação através da rede elétrica (PLC - Power Line Commu-

nication) tem se apresentado bastante atrativa, sendo bastante promissora para o

Brasil, onde um programa do governo federal procura levar eletricidade a 100% das

residências [1] e um outro programa procura promover a inclusão digital [2].

Além das vantagens mencionadas, o sistema PLC tem sido apontado como uma

importante tecnologia de suporte a aplicações de redes elétricas inteligentes [3]

(SmartGrid).

A tecnologia PLC transforma uma rede de distribuição elétrica em uma rede de

comunicação pela superposição de um sinal de informação de baixa energia ao sinal

de corrente elétrica de alta potência. Esta tecnologia pode oferecer uma taxa de

transmissão de centenas de megabits por segundo. No entanto, os condutores da

rede elétrica foram projetados para transmissão de energia em 50 ou 60 Hz, não

para fins de comunicação, e a impedância caracteŕıstica da linha de transmissão

varia de acordo com o tipo de condutor e em função da frequência. O descasamento

de impedância na rede resulta em um efeito de multipercurso que frequentemente

causa nulos em determinadas frequências. Aparelhos elétricos conectados à rede

elétrica também causam significativo impacto nas caracteŕısticas do canal de sis-

temas PLC [4].

Uma importante caracteŕıstica do sistema PLC é o fato que seu canal apresenta
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uma variação periódica sincronizada com a frequência da rede elétrica. Em [5] foi

proposto um modelo linear e periodicamente variante no tempo (LPTV - Linear

and Periodically Time-Varying) para o canal do sistema PLC. Os resultados apre-

sentados em [6], em relação à taxa de variação temporal do canal do sistema PLC,

mostram que o “tempo de coerência” do canal pode atingir valores próximos a

600 µs (este “tempo de coerência” foi estimado através da medida do espalhamento

espectral observado na sáıda do canal quando ele é excitado por uma senóide). En-

tretanto, é comum que esses canais exibam uma variação “chaveada” (chaveamento

entre dois estados do canal) cicloestacionária sincronizada com a frequência da com-

ponente fundamental da rede elétrica. Esta variação é causada pela mudança de

estado das cargas conectadas à rede quando a tensão, na frequência fundamental da

rede elétrica, está próximo de zero volt, ou seja, próximo ao cruzamento com zero do

sinal de tensão da rede elétrica. Então, a resposta ao impulso do canal do sistema

PLC sofre uma variação cicloestacionária sincronizada com a metade do peŕıodo da

componente fundamental do sistema elétrico (T0/2) [7].

Além destas caracteŕısticas, o rúıdo presente no canal do sistema PLC não pode

ser modelado como rúıdo aditivo branco (AWGN - Additive White Gaussian Noise)

[8]. Os rúıdos na rede elétrica podem ser classificados principalmente em duas

categorias, o rúıdo colorido de fundo e o rúıdo impulsivo. O rúıdo colorido de

fundo tem uma densidade espectral de potência que diminui com o aumento da

frequência, e é geralmente estacionário por longos peŕıodos [8]. O rúıdo impulsivo

tem amplitudes mais elevadas e é considerado a principal causa de ocorrência de

erros em rajadas na comunicação. Uma caracteŕıstica interessante de uma parcela

significativa do rúıdo impulsivo é sua dependência da fase da corrente alternada

(AC - Alternate Current) do sistema elétrico. Este tipo de rúıdo é muitas vezes

conhecido como rúıdo impulsivo periódico, śıncrono com a frequência da rede elétrica

[9]. Também, é comum a presença de rúıdos em banda estreita caracterizado por

sinais senoidais modulados em amplitudes e causados, principalmente, pela indução

dos sinais de rádio nos fios da rede elétrica na banda de frequência de interesse.

Em função das caracteŕısticas mostradas e das vantagens que os sistemas PLC

podem oferecer, têm-se observado um significativo número de trabalhos sobre es-

timação de canal para estes sistemas [10–22]. Em um recente trabalho [22] os au-

tores investigaram o uso de técnicas não-adaptativas, tais como: mı́nimos quadrados

(LS - Least Square) e domı́nio da transformada (TD - Transform-Domain) , e adap-

tativas, como: mı́nima média quadrática (LMS - Least Mean Square) e mı́nimos

quadrados recursivo (RLS - Recursive Least Square), no domı́nio da frequência, com

uso de sinais piloto. Tal investigação considerou os modelos de canal linear invariante

no tempo (LTI - Linear Time Invariant), linear variante no tempo (LTV - Linear

Time Variant) com distribuição Gaussiana para a variação temporal e “tempo de
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coerência” igual ao proposto em [6] e linear ciclicamente variante no tempo (LCTV -

Linear Cyclically Time Variant), que inclui a variação “chaveada” sincronizada com

a rede elétrica, corrompidos pela presença de rúıdos Gaussino branco e impulsivo (os

modelos de canal usados em [22] são praticamente determińısticos). Foi mostrado

que, em canais LCTV, o melhor desempenho é obtido quando um algoritmo não

adaptativo é escolhido, neste caso o LS ou o TD, associado a um interpolador li-

near. Em um outro trabalho [17] os autores propuseram o uso do algoritmo de

mapeamento com auto-organização (SOM - Self-Organizing Maping) para estimar

e rastrear o canal e adotaram um ajuste adaptativo independente para os passos

de aprendizado dos “neurônios” vencedores e perdedores. Neste caso, eles mostram

que a técnica proposta pode ter bom desempenho se a fase do canal não sofrer

variações significativas. Assim como em [22], em [17] é usado um modelo de canal

praticamente determińıstico. Após extensa pesquisa bibliográfica foi posśıvel con-

cluir que algumas questões permanecem em aberto, dentre as quais destacamos o

uso de algoritmos com convergência rápida, robusto a vários tipos de rúıdo e capazes

de rastrear as variações abruptas nos canais do sistema PLC.

1.2 Objetivo da tese

O uso de Máquinas de Vetores de Suporte (SVM - Support Vector Machine)

tem sido proposto para resolver uma variedade de problemas de comunicações di-

gitais [23–26], e tem se mostrado um estimador robusto de canal invariante no

tempo [27, 28]. Contudo, até onde se sabe, nenhuma proposta de SVM ou de

suas soluções anaĺıticas, ou seja, proximal (PSVM - Proximal Support Vector Ma-

chine) ou proximal não-polarizada (UPSVM - Umbiased Proximal Support Vector

Machine), foi estudada na estimação da resposta ao impulso de canais do sistema

PLC.

O objetivo desta tese é apresentar o desenvolvimento de uma técnica adaptativa

de estimação de canal baseada em SVM com valores complexos e de uma técnica de

rastreio adequada às variações do canal LPTV, mantendo a robustez aos efeitos do

rúıdo impulsivo.

1.3 Metodologia

Neste trabalho é analisado o comportamento do sistema PLC em ambientes

internos, com os seguintes modelos de canal: LTI, onde apenas a seletividade em

frequência é observada; LPTV com variação harmônica, que considera a presença de

cargas cuja impedância resultante varia harmonicamente com a frequência da rede,

e LPTV comutado, que inclui a variação “chaveada” cicloestacionária do canal em
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sistemas PLC; além dos modelos de rúıdo colorido, impulsivo periódico śıncrono e

asśıncrono. São realizados: uma revisão da teoria sobre SVM e suas variações do tipo

proximal (PSVM e UPSVM), o desenvolvimento matemático das técnicas propostas

e, através de simulações computacionais, é comparado o desempenho dessas técnicas

com técnicas de estimação que atualmente são apontadas como de bom desempenho

para canais do sistema PLC.

1.4 Organização da tese

Este trabalho está organizado da seguinte maneira: no caṕıtulo II é descrito o sis-

tema PLC e suas principais caracteŕısticas; no caṕıtulo III, os fundamentos de SVM

e suas variações fast-SVM (PSVM e UPSVM) para aplicações como regressores, e

uma abordagem de valores complexos são estudados; no caṕıtulo IV, a primeira

técnica de estimação proposta é descrita; no caṕıtulo V é desenvolvida a segunda

técnica de estimação proposta; no caṕıtulo VI, as técnicas que serão utilizadas na

comparação de desempenho são apresentadas; no caṕıtulo VII é analisada a comple-

xidade computacional de cada um dos algoritmos; no caṕıtulo VIII, as simulações e

análises dos resultados são apresentadas e, no caṕıtulo IX, as conclusões do trabalho

são realizadas.
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Caṕıtulo 2

Sistemas PLC

O uso da rede elétrica como meio de propagação para sinais de telecomunicações

pode ser dividido nas seguintes partes: a utilização de cabos entre a subestação

do transformador de média para baixa tensão e o medidor de consumo de energia

elétrica (ambiente externo), a exploração de instalações elétricas intradomiciliares

(ambiente interno) e nas aplicações em sistemas embarcados.

2.1 Principais projetos, recomendações e padrões

de sistemas PLC

Muitos projetos e recomendações para a implantação de sistemas PLC estão

surgindo e concorrendo entre si. Não está claro qual irá predominar, por isso va-

mos apenas fazer uma rápida menção a essas propostas e destacar as principais

especificações para a camada f́ısica e, na próxima seção, descrever um cenário para

o teste das técnicas propostas que pode ser facilmente adaptado as recomendações

de qualquer padrão.

• OPERA (Open PLC European Research Alliance) - projeto que de-

senvolve procedimentos de aplicação da tecnologia PLC como acesso a internet

banda larga [29].

• PowerNet - projeto que desenvolve e valida equipamentos de comunicação em

banda-larga cognitivos, do tipo plug and play, para redes elétricas que atendam

aos requisitos da regulamentação relativos a radiações eletromagnéticas, que

sejam capazes de oferecer altas taxas de transmissão durante o peŕıodo em que

a rede não esteja sendo utilizada por outro usuário (apresenta baixa densidade

espectral de potência para o sinal de comunicação) e trabalhem com baixa

relação sinal-rúıdo [30].
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• UPA (Universal Powerline Association) - une indústrias do mercado

PLC, tanto na área de acesso (última milha) quanto em ambiente interno, para

assegurar a implantação de interoperabilidade e coexistência de produtos para

sistemas PLC. A UPA promove produtos baseados no padrão Digital Home-

UPA para aplicações em ambientes internos e sob as especificações do projeto

OPERA para aplicações na área de acesso [31].

• CEPCA (Consumer Electronics Powerline Communications Al-

liance) - desenvolve e promove tecnologias PLC de alta taxa de trans-

missão [32].

• ETSI-PLT (European Telecommunications Standards Institute -

Power Line Telecommunications) - desenvolve padrões para permitir a

interoperabilidade entre equipamentos de diferentes fabricantes e coexistência

de múltiplos sistemas no mesmo ambiente. As normas e especificações devem

cobrir a prestação de serviços de voz e dados sobre sistemas PLC em ambientes

internos e externos [33].

• HomePlug Powerline Alliance - viabiliza e promove padrões-base para

sistemas PLC em ambiente interno, interoperabilidade, produtos para adoção e

implementação de estudos de custo-benef́ıcio. A HomePlug Powerline Alliance

desenvolve os seguintes padrões:

– HomePlug 1.0 - Especificações para conexão de dispositivos através da

rede PLC doméstica;

– HomePlug AV - Especificações de projeto para transmissão de tele-

visão de alta definição (HDTV - High Definition Television) e voz sobre

protocolo de internet (VoIP - Voice over Internet Protocol) em sistema

PLC;

– HomePlug BPL - Especificações para a conexão a área de acesso (am-

biente externo);

– Homeplug CC - Especificações para dispositivos de Comando e Controle

em baixa velocidade.

• IEEE (Institute of Electrical and Electronics Engineers) - estabelece

as seguintes normas para os sistemas PLC:

– IEEE P1675 - “Norma para a instalação de Hardware e questões de

segurança em sistemas PLC de banda-larga”.

– IEEE P1775 - “Requisitos de compatibilidade eletromagnética dos equi-

pamentos PLC (Métodos de teste e medição)”.
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– IEEE P1901 - “Especificações para as camadas de controle de acesso ao

meio (MAC) e f́ısica (PHY)”.

• ITU (International Telecommunication Union) - desenvolve o padrão

ITU-T G.hn com especificações para as camadas MAC e PHY em ambientes

internos.

As principais recomendações de parâmetros para a camada f́ısica são:

• IEEE 1901

– Técnica de comunicação: FFT - OFDM (Fast Fourier Transform - Or-

thogonal Frequency Division Multiplexing);

∗ Número de pontos da FFT: 3072, 6144;

∗ Frequência de amostragem [MHz]: 75, 150;

∗ Duração do śımbolo OFDM [µs]: 40,96;

∗ Intervalo de Guarda [µs]: 5,56 (12%), 7,56 (16%), 47,12 (53%) -

Variável de acordo com as condições da linha;

∗ Modulação por subportadora: 4, 16, 64, 256, 1024 ou 4096-QAM;

∗ Faixa de frequência [MHz]: 2-30 (2-48 ou 2-60 - opcionais).

– Técnica de comunicação: Wavelet OFDM;

∗ Número de pontos da transformada wavelet discreta: 512, 1024 e

1536;

∗ Frequência de amostragem [MHz]: 62,5, 125, 187,5;

∗ Duração do śımbolo [µs]: 8,192;

∗ Modulação por subportadora: BPSK, 4, 8, 16 ou 32-PSK;

∗ Faixa de frequência [MHz]: 2-28 (2-60 - opcional).

• ITU-T G.hn

– Técnica de comunicação: FFT - OFDM;

– Número de pontos da FFT: escalável com tamanho em potência de 2

(dependente da faixa de frequência);

– Faixa de frequência [MHz]:

∗ 2-50 (IFFT de até 2048 pontos);

∗ 2-100 (IFFT de até 4096 pontos);

∗ 100-200 (IFFT de até 1024 pontos).
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2.2 Análise do sistema PLC-DMT

Nesta seção é apresentado o modelo PLC-DMT adotado nesta tese, destacando

as caracteŕısticas dos sistemas multiportadoras (DMT - Discrete Multitone), assim

como os modelos de canal e rúıdo.

O diagrama de blocos simplificado do sistema DMT é mostrado na Figura 2.1.

A descrição do sistema e a modelagem matemática são feitas na subseção seguinte.

+CP

IFFT

+

−CP

FFT

Série−Paralelo Digital

Modulador

Pilotos

Transmissão

Simétrico
Conjugado

PLC

Canal

Ruído PLC

Série−Paralelo
Pilotos Canal

Inserção

Extração Estimação Digital

Demodulador

Conversor

Conversor

Conversor

Equalizador

Conversor

Paralelo−Série

Paralelo−Série

Recepção

Figura 2.1: Diagrama de blocos simplificado do sistema PLC-DMT.

2.2.1 Modelagem do sistema PLC-DMT

DMT é um sistema de comunicação multiportadora igual ao OFDM (Ortho-

gonal Frequency Division Multiplexing), onde o fluxo de dados com alta taxa de

transmissão é dividido em fluxos de taxa mais baixa, transmitidos simultaneamente

em um conjunto de subportadoras [34]. No DMT, um vetor de dados de tamanho N

é acrescido de seu simétrico conjugado e enviado ao bloco da transformada inversa

rápida de Fourier (IFFT - Inverse Fast Fourier Transform) de dimensão 2N . Este

procedimento converte os N śımbolos de dados complexos no domı́nio da frequência

em 2N amostras reais no domı́nio do tempo.

Um prefixo ćıclico (CP - Cyclic Prefix ) é acrescentado às 2N amostras no domı́nio

do tempo para formar uma extensão ćıclica no śımbolo DMT. A duração do CP é

escolhida de forma a ser maior que o atraso máximo de propagação do canal e

dessa forma impedir a ocorrência de interferência intersimbólica (ISI - Intersymbol

Interference), fazendo com que o śımbolo DMT e o canal sejam convoluidos circu-

larmente [35].
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No receptor, antes da transformada rápida de Fourier (FFT - Fast Fourier Trans-

form), o CP é removido fazendo com que a duração do śımbolo DMT retorne às 2N

amostras no domı́nio do tempo e, após a FFT, o número de amostras no domı́nio

da frequência retorna a N pelo descarte das últimas N amostras.

Para o propósito de estimação de canal, podemos considerar que a seguinte

relação entrada-sáıda na posição dos tons pilotos é obtida:
Y1
...
...

YP

 =


H1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 HP




X1

...

...

XP

+


V1
...
...

VP

 , (2.1)

em que {1, · · · , P} são as posições dos tons pilotos e equivalem as posições

{1, 1PS, · · · , (P − 1)PS} no śımbolo DMT, sendo PS a separação entre pilotos.

[Y1 · · · YP ]T , [X1 · · · XP ]
T e [V1 · · · VP ]T são os vetores com as amostras do sinal

recebido, transmitido e de rúıdo nestas posições, respectivamente, e D{[H1 ··· HP ]T }

é a matriz diagonal formada a partir do vetor de resposta em frequência do canal,

também, nas posições dos tons pilotos.

A partir da forma matricial (2.1), pode-se ver que o śımbolo recebido, no domı́nio

da frequência, em cada subcanal é simplesmente uma versão escalada do śımbolo

transmitido mais rúıdo. Além disso, cada subcanal pode ser processado independen-

temente dos outros subcanais. Desta forma, a estimação do canal permite encontrar

os coeficientes do equalizador que recupera o sinal transmitido.

2.2.2 Modelagem do canal em sistema PLC

Existem na literatura diversos trabalhos que se propõem a modelar o canal em

sistema PLC, alguns baseados no conhecimento da topologia da rede, conhecidos

como modelagem bottom up [36, 37], e outros baseados em campanhas de medidas,

conhecidos como modelagem top down [5, 6, 38]. Os modelos de canais considera-

dos neste trabalho são baseados em uma modelagem h́ıbrida (parte determińıstica

e parte estat́ıstica) proposta em [39], que classifica os modelos de canais em LTI e

LPTV com variação temporal harmônica e comutada. Esses modelos são considera-

dos mais reaĺısticos que os demais encontrados na literatura, e a análise estat́ıstica

apresentada em [39] é consistente com as medidas realizadas em canais reais apre-

sentadas em [6].

Em [39], os autores consideram que a relação entrada-sáıda da rede pode ser
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modelada como um quadripolo, caracterizado por sua matriz de parâmetros ABCD,[
EG

IG

]
=

[
1 ZG

0 1

][
A B

C D

][
EL

IL

]
(2.2)

sendo, [
A B

C D

]
=

[
cosh(γcd) Zcsinh(γcd)

sinh(γcd)/Zc cosh(γcd)

]
, (2.3)

em que EG e ZG são a tensão e a impedância do circuito equivalente de Thévenin na

entrada do canal, EL e ZL são a tensão e a impedância na carga instalada na sáıda

do canal, Zc é a impedância caracteŕıstica do circuito elétrico e γc é a constante de

propagação. Zc e γc estão relacionados a Rc, Lc, Gc, Cc (Resistência, Indutância,

Condutância e Capacitância por unidade de comprimento, respectivamente) da linha

de transmissão, de acordo com Zc =
√

Rc+jωLc

Gc+jωCc
;

γc =
√
(Rc + jωLc)(Gc + jωCc),

(2.4)

e, sabendo que IL = EL/ZL, a resposta em frequência do canal pode ser escrita

como:

H(f) =
EL

EG

=
ZL(f)

AZL(f) +B + CZL(f)ZG +DZG

. (2.5)

No caso de resposta seletiva em frequência do canal, um modelo adequado é o

circuito RLC ressonante, cuja impedância pode ser descrita como:

Z(ω) =
R

1 + jQ
(

ω
ω0

− ω0

ω

) , (2.6)

sendo R a resistência na frequência de ressonância; ω0 a frequência angular de res-

sonância e Q um fator de qualidade que determina a seletividade. Foi sugerido no

caṕıtulo 2 em [39], o seguinte conjunto de parâmetros para a simulação de canais

LTI para ambientes internos na faixa de frequência até 30 MHz:

• Transmissor: impedâncias constantes de 50 Ω;

• Comprimento das seções da rede: distribuição uniforme entre 0, 5 m e 50 m;

• Tipos de cabos: escolhidos ao acaso, com distribuição uniforme, entre os tipos

comercialmente usados em instalações elétricas em ambientes internos (con-

siderando um conjunto de aproximadamente cinco tipos). O valores para Rc,

Lc, Gc, Cc e a constante dielétrica de isolamento devem ser obtidos para cada
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tipo de cabo considerado. Neste trabalho usamos os valores apresentados na

Tabela 2.1, propostos em [39], onde é considerado que a linha de transmissão

não distorce o sinal e a atenuação é constante, logo a impedância caracteŕıstica

é dada por um valor real, ou seja, Zc =
√
Lc/Cc.

Tabela 2.1: Caracteŕısticas dos cabos de uma rede elétrica em ambientes internos
Seção (mm2) 1, 5 2, 5 4 6 10

εeq 1, 45 1, 52 1, 56 1, 73 2
Cc(pF/m) 15 17, 5 20 25 33
Lc(µH/m) 1, 08 0, 96 0, 87 0, 78 0, 68

R1 12 9, 34 7, 55 6, 25 4, 98
G1 30, 9 34, 7 38, 4 42, 5 49, 3

Zc(Ω) 270 234 209 178 143

Sendo Rc = R1 × 10−5
√
f (Ω/m) e Gc = G1 × 10−142πf (S/m);

• Cargas conectadas à rede: R ∈ [200, 1800] Ω; ω0/2π ∈ [2, 28] MHz e Q ∈
[5, 25], todas com distribuição uniforme.

Para o modelo de canal LPTV com variação temporal harmônica, os autores

consideram o mesmo procedimento adotado para o modelo LTI, mas a variação

da impedância das cargas ao longo do ciclo da tensão na rede elétrica é modelada

como [39],

Z(ω, t) = ZA(ω) + ZB(ω)

∣∣∣∣sin(2π

T0
t+ φ

)∣∣∣∣ ; 0 ≤ t ≤ T0 (2.7)

em que ZA(ω) é a componente da impedância invariante no tempo; ZB(ω) é a

amplitude máxima da componente da impedância com variação temporal e φ é o

termo de fase que serve como referência para a variação em relação ao sinal de tensão

da rede elétrica. Os valores dos parâmetros sugeridos são:

• ZA = 50 Ω;

• ZB, uma função da impedância seletiva em frequência com parâmetros R, ω0

e Q escolhidos aleatoriamente no conjunto apresentado para o caso LTI;

• φ, com distribuição uniforme entre 0 e π rad.

Para o modelo de canal LPTV com variação comutada, os autores consideram

o mesmo procedimento adotado para o modelo LTI, mas o comportamento da

impedância é representado pela comutação de dois valores ZA e ZB, śıncrona com o

peŕıodo do sinal de tensão da rede elétrica (TO). Neste caso os seguintes valores de

parâmetros são indicados em [39]:
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• ZB, análogo ao caso LPTV com variação temporal harmônica;

• ZA = 0, 5ZB;

• Peŕıodo de tempo (T ) que a impedância é igual a ZB , em tempo discreto,

com distribuição uniforme entre 1 peŕıodo de amostragem e T0/4;

• Peŕıodo de tempo (D) que a impedância é igual a ZA , em tempo discreto,

com distribuição uniforme entre 0 e T0/2− T ;

As Figuras 2.2, 2.3 e 2.4 ilustram uma realização de 34 ms para cada modelo de

canal.

Figura 2.2: Uma realização de 34 ms do canal LTI.

A Figura 2.5 mostra um instantâneo da resposta em frequência do canal em um

sistema PLC e as Figuras 2.6 e 2.7 ilustram uma realização de 34 ms da resposta

de uma frequência do canal LPTV com variação harmônica e comutada, respectiva-

mente.

2.2.3 Modelagem do rúıdo no canal em sistema PLC

As fontes de rúıdo são extremamente diversificadas nas linhas de baixa tensão.

Em [8] foi feito um estudo, sendo os principais tipos de rúıdo observados em um

canal em sistema PLC na faixa de 100 kHz a 30 MHz:
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Figura 2.3: Uma realização de 34 ms do canal LPTV com variação harmônica.

Figura 2.4: Uma realização de 34 ms do canal LPTV com variação comutada.
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Figura 2.5: Um instantâneo da resposta em frequência do canal em um sistema
PLC.
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Figura 2.6: Realização de 34 ms da resposta de uma frequência do canal LPTV com
variação harmônica.
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Figura 2.7: Realização de 34 ms da resposta de uma frequência do canal LPTV com
variação comutada.

• Rúıdo de fundo: É o resultado da soma de vários rúıdos gerados por di-

ferentes fontes. Sua densidade espectral de potência (PSD - Power Spectral

Density) varia muito pouco com o tempo, podendo ser considerada invariante

por minutos ou até mesmo horas. Um modelo baseado em três parâmetros foi

proposto por Esmailian [40] e é dado por

PSDbg(f) = K0 +K1|f |f0 dBm/Hz, (2.8)

em que K0, K1, f0 são parâmetros dependentes da localização das medidas e

f é a frequência em MHz. Os valores de K0, K1, f0 para o melhor e o pior

cenário são mostrados na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Parâmetros da PSD do rúıdo colorido de fundo
Parâmetros K0 K1 f0

Melhor cenário -140 38,75 -0,720
Pior cenário -145 53,23 -0,337

• Rúıdo em banda estreita: É caracterizado por sinais senoidais modulados

em amplitudes e causados, principalmente, pela indução dos sinais de rádio nos

fios da rede elétrica na banda de frequência de interesse. O modelo proposto
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por Dostert e Zimmermann [8] para esse tipo de rúıdo é

νnb(t) =
F∑
i=1

Ai(t)sin(ωit+ θi). (2.9)

Em que F é o total de fontes geradoras de rúıdo banda estreita no instante

(t) e a amplitude da i-ésima fonte, Ai(t) , pode ser considerada constante

ou modulada de forma a se obter a melhor representação dos sinais de rádio

modulados em amplitude (AM -Amplitude Modulation).

• Rúıdo Impulsivo Periódico: É gerado pelos circuitos de varredura hori-

zontal de televisores e monitores de computadores e pela utilização de apare-

lhos elétricos dotados de motores de escovas como aspiradores, liquidificadores,

enceradeiras e furadeiras de mão. Estes eletrodomésticos injetam na linha (des-

considerando a parte irradiada) ńıveis de rúıdo de espectro amplo e variável.

Estes tipos de rúıdo são classificados como rúıdo impulsivo periódico śıncrono

(de 60 Hz a 120 Hz) e asśıncrono (de 5 kHz a 100 kHz) a frequência funda-

mental. O modelo descrito na Equação 2.10 foi proposto em [41], e expresso

por

νps(t) =
Is∑
i=1

Aisin(2πfi(t− tarr,s) + θi)e
(− t−tarr,s

τi
)
∏(

t− tarr,s
tw,s

)
, (2.10)

em que Is é número de senóides amortecidas presentes na simulação do rúıdo

impulsivo e fi é a frequência da i-ésima senóide amortecida. O termo
∏
(.)

é chamado de envelope do rúıdo impulsivo, sendo definido como um pulso

retangular de duração tw,s. tarr,s é o tempo que decorre entre os instantes

de ińıcio de rúıdos impulsivos consecutivos e Ai denota a amplitude da i-

ésima sinuosidade. Assume-se que Ai é uma variável aleatória com distribuição

N(0, Giσ
2
ν) e i = 1, ..., Is, em que Gi representa o acréscimo sobre a variância

do rúıdo de fundo e está na faixa de 20 a 30 dB acima da potência do rúıdo

de fundo e τi denota o fator de amortecimento.

• Rúıdo Impulsivo Aperiódico: É causado, principalmente, por fontes

chaveadas, reatores para iluminação e dimmers, dentre outras. Este rúıdo,

muitas vezes, é similar ao rúıdo impulsivo periódico śıncrono, têm duração de

alguns micro-segundos à alguns mili-segundos e apresenta instantes de chegada

aleatórios. A PSD para este tipo de rúıdo pode alcançar 50 dB acima da PSD

dos rúıdos de fundo. São altamente variantes no tempo e, juntamente com o

rúıdo periódico, podem causar erros em alguns bits ou rajadas de bits trans-

mitidos.

16



Nesta tese utilizamos um modelo simplificado para o rúıdo aditivo, similar ao

adotado em [41, 42], que não considera o rúıdo em banda estreita, pois parte do

prinćıpio que este tipo de rúıdo pode ser facilmente mitigado através do uso de um

filtro apropriado. Logo, o modelo de rúıdo adotado neste trabalho pode ser descrito

no domı́nio do tempo por:

ν(t) = νbg(t) + νps(t) + νimp(t), (2.11)

sendo νbg(t) o rúıdo de fundo, νps(t) o rúıdo impulsivo periódico śıncrono e νimp(t)

o rúıdo impulsivo aperiódico.

Na implementação do rúıdo aditivo, a duração de cada rajada do rúıdo impul-

sivo periódico śıncrono é considerada como uma variável aleatória com distribuição

log-normal de média igual a 50 µs; e para o rúıdo aperiódico, é assumida uma dis-

tribuição similar de média 100 µs. Essas considerações são consistentes com vários

trabalhos encontrados na literatura sobre modelagem de rúıdo impulsivo para am-

bientes indoor [8, 9, 39, 43]. O tempo entre a chegada de dois impulsos aperiódicos

consecutivos (tarr,s) é considerado como uma variável aleatória exponencial, cujo

valor médio é igual a 100 ms. No rúıdo impulsivo sincronizado com o sistema

elétrico, o intervalo de chegada dos impulsos será tarr,s = T0/2, em que (T0 = 1/(60

Hz)) [22].

A Figura 2.8 mostra uma realização do rúıdo aditivo em um intervalo de apro-

ximadamente 100 ms (6 ciclos da frequência da rede), sendo posśıvel observar a

ocorrência de rúıdo impulsivo a cada intervalo de aproximadamente 8 ms, o que

representa o rúıdo impulsivo periódico śıncrono. A Figura 2.9 mostra, de forma am-

pliada, uma ocorrência de rúıdo impulsivo, permitindo observar o comportamento

resultante do somatório de senóides amortecidas em sua composição, e a Figura 2.10

mostra a densidade espectral de potência do rúıdo aditivo, evidenciando que a

frequência das senóides amortecidas na composição do rúıdo impulsivo encontra-

se em 2 MHz e 3, 5 MHz, e a PSD do rúıdo de fundo decresce com o aumento da

frequência, caracterizando este modelo de rúıdo como rúıdo colorido.

Neste caṕıtulo foram descritos: um modelo de sistema PLC-DMT, três modelos

de canais (um invariante no tempo - LTI, um com variação harmônica e um com

comutação entre dois estados da resposta impulsiva do canal, os dois últimos com

variação sincronizada à frequência fundamental da rede elétrica - LPTV) adequados

aos sistemas PLC indoor e um modelo de rúıdo aditivo composto de rúıdo colorido

de fundo, rúıdo impulsivo śıncrono e rúıdo impulsivo aperiódico.
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Figura 2.8: Uma realização do rúıdo aditivo em um intervalo de aproximadamente
100 ms.

24.93 24.94 24.95 24.96 24.97 24.98

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x 10
−5

Tempo [ms]

A
m

pl
itu

de
 [V

]

Figura 2.9: Amostra de rúıdo impulsivo de acordo com o modelo explicitado na
equação 2.10.
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Figura 2.10: Densidade espectral de potência do rúıdo aditivo.
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Caṕıtulo 3

Regressor SVM

As máquinas de vetores de suporte (SVM - Support Vector Machine) formam

uma técnica de aprendizado estat́ıstico que vem recebendo crescente atenção da

comunidade de aprendizado de máquina (Machine Learning) [44]. Resultados obti-

dos com esta técnica são comparáveis e frequentemente superiores aos obtidos por

outros algoritmos de aprendizado estat́ıstico, tais como as Redes Neurais Artificiais

(RNAs) [45]. Tem-se observado aplicações de SVM em diversas áreas de pesquisa,

como bioinformática [46], processamento de imagens [47, 48] e em sistemas de co-

municações [49, 50].

Algoritmos para regressão, baseados em SVM, foram propostos em [27, 28, 51],

em que a metodologia de solução da SVM leva a solução de um problema de

otimização quadrática. Em [52] foi proposto um algoritmo para regressão baseado

SVM, cuja metodologia de solução leva a um sistema de equações lineares (fast-

SVM), contudo o algoritmo proposto em [52] só é adequado para situações cujo o

rúıdo presente no sistema, pode ser modelado como Gaussiano. Neste caṕıtulo, va-

mos apresentar dois algoŕıtmos desenvolvidos para classificação (PSVM e UPSVM),

no qual a solução também leva a um sistema de equações lineares e, a partir deles,

iremos desenvolver duas novas propostas de algoritmos para regressão.

Neste trabalho, a análise da SVM será direcionada para a solução de problemas de

regressão, apesar de sua proposta inicial ter sido feita por Vapnik [53] para resolver

problemas de classificação. A fundamentação teórica de SVM será descrita de forma

geral, uma vez que os conceitos apresentados são válidos tanto para classificação

quanto para regressão.

3.1 Fundamentação Teórica

A teoria de aprendizado estat́ıstico estabelece uma série de fundamentos para a

obtenção de funções (classificadores e regressores) com boa generalização, ou seja,

com capacidade de estimar corretamente sobre novos dados do mesmo domı́nio em
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que houve o aprendizado.

As técnicas de aprendizado de máquina empregam um prinćıpio de inferência

denominado de indução, onde se obtém conclusões genéricas a partir de um conjunto

particular de amostras. O aprendizado indutivo pode ser dividido, principalmente,

em não-supervisionado e supervisionado.

No aprendizado não-supervisionado, o algoritmo apreende a agrupar as entradas

submetidas segundo uma medida de qualidade. Essas técnicas são utilizadas, prin-

cipalmente, quando o objetivo for encontrar padrões que auxiliem no entendimento

dos dados.

No aprendizado supervisionado, tem-se o conhecimento do sistema através de

um conjuntos de amostras na forma entrada e sáıda desejada [45]. O algoritmo

de aprendizado de máquina extrai a representação do conhecimento a partir dessas

amostras. O objetivo é que a representação gerada seja capaz de produzir sáıdas

corretas para novas entradas não apresentadas previamente.

Para o problema de aprendizado supervisionado, considera-se que os dados de

treinamento, representados pelo conjunto de amostras rotuladas na forma (xi, yi),

em que xi representa uma amostra, e yi denota o seu rótulo, sejam independentes

e identicamente distribuidos (i.i.d) e possuam distribuição de probabilidade p(x, y),

que descreve a relação entre os dados e os seus rótulos [54].

Para estimar a taxa de acerto ou a taxa de erro obtidas pela função (classificador

ou regressor) sobre novos dados, o conjunto de amostras é, em geral, dividido em

dois subconjuntos disjuntos: de treinamento e de teste. O conjunto de treinamento

é utilizado no aprendizado do conceito e o subconjunto de teste é utilizado para

medir o grau de efetividade do conceito aprendido para novos dados.

Vapnik em [53] definiu a funcional L(.) como a probabilidade de classificação

incorreta, tendo como argumento uma função f(.). Esta definição pode ser aplicada

para argumentos na forma de função de regressão, e isto produz o que se chama de

funcional de risco.

Seja L(x, y, f(x)) : Rn × R × R → [0,∞) uma função-custo, então a funcional

de risco para funções de regressão f(.): Rn → R pode ser definida na forma:

L(f(.)) =

∫
Rn×R

L(x, y, f(x))p(x, y)dxdy. (3.1)

Considerando M amostras sujeitas a p(x, y), uma funcional de risco emṕırico

pode ser dada por:

Lemp(f(.)) =
1

M

M∑
i=1

L(xi, yi, f(xi)), (3.2)
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que corresponde ao risco médio de treinamento.

No cálculo da funcional de risco constuma-se fazer uso de um valor chamado

margem de erro, que é dado pela proporção de amostras de treinamento cuja

distância da função f(.) é menor que um determinado valor ε ∈ R . Esta esti-

mativa emṕırica de risco conta as amostras como um erro se a aproximação da

função é maior ou igual a ε.

O objetivo é minimizar a funcional de risco L(f(.)) apresentada na Equação (3.1).

Entretanto, p(x, y) é, geralmente, desconhecida. Assim, recorre-se à minimização

da funcional de risco emṕırico Lemp(f(.)) apresentada na Equação (3.2), a qual é

baseada nos dados de treinamento.

Como o conjunto de dados de treinamento é finito, obter Lemp(f(.)) = 0 não

implica L(f(.)) = 0.

Logo, deseja-se obter um modelo de função f̂(.), a partir de um espaço de

hipóteses 1 Eh, que seja próximo, em relação a alguma medida de erro, à função

fundamental f(.) no espaço objetivo 2. Neste processo, dois tipos de erros são ob-

servados:

• Erro de Aproximação: é uma consequência do espaço de hipóteses não conter

todo o espaço objetivo, de modo que a função fundamental f(.) pode residir

fora deste espaço. Uma escolha ruim do Eh irá resultar em um erro de aproxi-

mação grande, o qual é referido como discordância do modelo.

• Erro de estimação: é o erro devido ao processo de aprendizado, que pode levar

à seleção de um modelo que não seja o melhor posśıvel dentro do espaço de

hipóteses.

Em conjunto, estes erros formam o erro de generalização. Então, o que se busca

na teoria de aprendizado estat́ıstico é a minimização da funcional de risco emṕırico

f̂(.) = arg min
f(.)∈Eh

Lemp(f(.)), (3.3)

e esta minimização deve ser consistente no sentido de que

lim
M→∞

Lemp(f(.)) = L(f(.)). (3.4)

Vapnik em [55] afirma que a Equação (3.4) é verdadeira a partir da lei dos

grandes números. Entretanto, em virtude da existência do espaço de hipóteses Eh,

1Espaço formado pelo conjunto de todos os modelos de funções que um determinado algoritmo
de aprendizado de máquina pode gerar a partir de um conjunto de amostras de treinamento.

2Espaço formado pelo conjunto de todas as funções que podem ser geradas a partir de um
conjunto de amostras de treinamento.
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Figura 3.1: relação entre h e o erro de estimação para Lemp(f(.)) = 0, L(f(.)) = 0
e a complexidade intŕınseca de f(.).

a condição de consistência deve ser reescrita como

lim
M→∞

min
f(.)∈Eh

Lemp(f(.)) = min
f(.)∈Eh

L(f(.)), (3.5)

que não é válida para qualquer Eh.

Considerando um número de amostras fixo na definição dos dados de treina-

mento, a complexidade intŕınseca da função3 f(.) vai determinar a relação entre

Lemp(f(.)) = 0 e L(f(.)) = 0. Vapnik e Chervonenkis [53] definiram um ı́ndice es-

calar h que mede a complexidade intŕınseca de uma classe de funções como dimensão

VC (Vapnik-Chervonenkis). Na Figura 3.1, é ilustrado a relação entre h e o erro de

estimação para Lemp(f(.)) = 0, L(f(.)) = 0 e a complexidade intŕınseca de f(.) [56].

Definição 1. A dimensão VC de uma classe de funções é h se, e somente se, existe

um conjunto de amostras {xi}hi=1 tal que, para qualquer uma das 2h configurações

posśıveis de rotulação binária4, as amostras podem ser corretamente classificadas e

não existe nenhum conjunto {xi}qi=1 com q > h satisfazendo esta propriedade.

3Medida de restrição do espaço de hipóteses que provê um limite a L(f(.)) = 0 e com isso evita
o super-ajuste da função às amostras de treinamento.

4Identificação das amostras em duas classes
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A minimização da funcional de risco, a qual vai estar associada ao desempenho

de generalização do modelo resultante, requer que tanto a funcional de risco emṕırico

como a razão entre a dimensão VC e o número de amostras de treinamento sejam

pequenas. Como a funcional de risco emṕırico é usualmente uma função decrescente

de h [53], para um dado número de amostras de treinamento, há um valor ótimo

da dimensão VC. A escolha de um valor apropriado para h, que em muitos casos

é controlado através do número de parâmetros livres do modelo, é crucial para se

obter bom desempenho, especialmente quando o número de amostras de treinamento

é pequeno.

A técnica de minimização do risco estrutural (SRM - Structural Risk Minimiza-

tion), desenvolvida por Vapnik [57], é uma tentativa de tratamento do problema

de escolha de uma dimensão VC apropriada. O prinćıpio SRM, é baseado na ob-

servação de que um valor pequeno para a funcional de risco emṕırico Lemp(f(.))

deve resultar em um valor pequeno para a funcional do risco esperado L(f(.)). Para

isso, a dimensão VC e a funcional de risco emṕırico devem ser minimizadas simul-

taneamente. Para implementar o prinćıpio SRM é necessário propor uma estrutura

aninhada para o espaço de hipóteses, na forma:

Eh,1 ⊂ Eh,2 ⊂ · · · ⊂ Eh,k ⊂ · · · (3.6)

com a propriedade de que h(k) ≤ h(k + 1) no qual h(k) é a dimensão VC de Eh,k.

Então, o problema de otimização pode ser escrito na forma:

min
Eh,k

(
Lemp(f(.)) +

√
h(k)

M

)
. (3.7)

O prinćıpio SRM é claramente bem fundamentado matematicamente, mas pode

ser dif́ıcil de ser implementado pelas seguintes razões:

1. pode ser dif́ıcil calcular a dimensão VC de Eh,k, além do fato de que há somente

um número pequeno de classes de funções para as quais é sabido como calcular

a dimensão VC;

2. mesmo admitindo a viabilidade de obtenção da dimensão VC de Eh,k, o pro-

blema de minimização da expressão (3.7) pode ser de dif́ıcil solução.

A próxima seção vai mostrar que, embora não seja trivial controlar a dimensão

VC da técnica de aprendizado durante a fase de treinamento, isto é adequadamente

realizado pela abordagem SVM, a qual busca minimizar simultaneamente um limi-

tante para a dimensão VC e uma funcional de risco emṕırico.
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3.2 SVM para Regressão

As máquinas de vetores de suporte para o tratamento de problemas de regressão

têm como propósito encontrar um hiperplano, dado por uma função f(.), de modo

que as amostras xi dos conjuntos de treinamento e de teste se posicionem o mais

próximas posśıvel desta função, não importa de que lado do hiperplano essas

amostras se encontrem.

3.2.1 Regressão linear

Considere o problema de representar um conjunto de dados de treinamento,

composto pelas seguintes amostras de entrada-sáıda:

(x1, y1), · · · , (xM , yM), x ∈ Rn, y ∈ R, (3.8)

por uma função linear

f(xi) = wTxi + b, com w ∈ Rn, b ∈ R. (3.9)

A função f(.) que atende o propósito de regressão e permite melhor generalização

será obtida se, durante a fase de treinamento (aproximação da função), as distâncias

de f(.) às amostras são mı́nimas e a distância de f(.) aos hiperplanos que confinam

as amostras for máxima [58], ou seja, maximizar a margem ρ(w, b) que deve confinar

as amostras na fase de teste. A Figura (3.2) ilustra esta situação.

Os vetores xi das amostras de treinamento devem obedecer a condição

|wTxi + b| ≥ ρ(w, b)

2
, (3.10)

uma vez que a função ótima deve ficar a igual distância das amostras mais distantes

de ambos os lados.

Na Equação (3.10), ρ(w, b) pode ser tão grande quanto se queira, basta atuar

na norma de w e no valor de b. É necessário, portanto, impor alguma restrição,

ou sobre a norma de w, ou sobre a própria margem ρ(w, b). Vapnik mostrou em

[57] que fixando a margem em ρ(w, b) = 2, o problema de maximizar a margem se

transforma em um problema equivalente de minimizar a norma de w e resulta em

um hiperplano canônico, no qual w e b devem ser tais que

|wTxi + b| ≥ 1, com i = 1, · · · ,M (3.11)

e, sabendo que a distância5 d(w, b;x) de um vetor xi ∈ Rn à função f(xi) pode ser

5Seja um ponto P (x1, y1) e uma reta r definida por ax + by + c = 0, a distância do ponto
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margens

f(x)

amostras

Figura 3.2: Hiperplano e margens gerados no treinamento do regressor SVM.

expressa na forma

d(w, b;xi) =
|(wTxi) + b|

‖w‖
. (3.12)

A margem, sujeita às restrições da Expressão (3.11), é dada por:

ρ(w, b) = min{xi,yi>f(xi)} d(w, b;xi) + min{xj ,yj<f(xj)} d(w, b;xj);

= min{xi,yi>f(xi)}
|wTxi+b|

‖w‖ +min{xj ,yj<f(xj)}
|wTxj+b|

‖w‖ ;

= 1
‖w‖(min{xi,yi>f(xi)} |wTxi + b|+min{xj ,yj<f(xj)} |wTxj + b|);

= 2
‖w‖ .

Logo, a função que maximiza a margem é aquela que minimiza:

L(w) =
1

2
‖w‖2. (3.13)

Minimizar a expressão na Equação (3.13) é equivalente a implementar o prinćıpio

SRM [59].

Um problema observado nesta abordagem é o fato de não considerar a presença de

rúıdo nas amostras de treinamento. No intuito de considerá-lo, Cortes & Vapnik [60]

P (x1, y1) à reta r é definida por: d(a, b;P (x1, y1)) =
|ax1+by1+c|√

a2+b2
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introduziram uma função de penalidade (funcional de risco emṕırico), na forma:

L(ξ) =
M∑
i=1

ξi, ξi ≥ 0, (3.14)

em que cada ξi, i = 1, · · · ,M , indica o erro de aproximação (função-custo) associ-

ado a cada amostra de treinamento. A função-objetivo do problema de otimização

é agora composta de um termo associado à dimensão VC do regressor e um outro

termo vinculado ao erro emṕırico. Sendo assim, o hiperplano ótimo generalizado é

determinado pelo vetor w, que minimiza a funcional:

L(w, ξ+, ξ−) =
1

2
wTw + C(

M∑
i=1

ξ+i +
M∑
i=1

ξ−i ), (3.15)

sujeito às restrições{
yi − f(xi) ≤ ξ+i se yi − f(xi) > 0;

f(xi)− yi ≤ ξ−i se yi − f(xi) < 0,
(3.16)

em que C é um valor especificado pelo usuário, denominado parâmetro de generali-

zação, ξ+ e ξ− (≥ 0) estão relacionadas ao erro de aproximação nos dois lados do

hiperplano.

Neste caso, existe a necessidade de especificar uma função-custo associada à

estimativa do rúıdo presente nas amostras. A seguir, são analisadas as principais

funções-custo usadas para regressão em SVM.

• Função-custo de Laplace

Esta função-custo é pouco senśıvel a outliers devido a inclinação das duas

semiretas gerada pela função e supondo que os outliers não vão se distanciar

muito do hiperplano.

ξi = |yi − f(xi)|. (3.17)

Neste caso, o problema de otimização da Equação (3.15), juntamente com as

restrições da Expressão (3.16), resultam num problema quadrático com res-

trições, cuja solução é o ponto de sela da funcional lagrangeano:

L(w, b, ξ+, ξ−, α+, α−) = 1
2
‖w‖2 + C(

M∑
i=1

ξ+i +
M∑
i=1

ξ−i )

+
M∑
i=1

α+
i [yi − (wTxi + b)− ξ+i ] +

M∑
i=1

α−
i [(w

Txi + b)− yi − ξ−i ],

(3.18)

27



sendo α+
i , α

−
i (i = 1, · · · ,M) os multiplicadores de Lagrange para os erros posi-

tivos (.+) e negativos (.−), respectivamente. O lagrangeano da Equação (3.18)

tem que ser minimizado com respeito a w, b, ξ+ e ξ− e maximizado com

respeito a α+, α−. O problema dual equivalente tem a forma

max
α+,α−

Lpd(α
+, α−) = max

α+,α−
{ min
w,b,ξ+,ξ−

L(w, b, ξ+, ξ−, α+, α−)}. (3.19)

O mı́nimo do lagrangeano com respeito a w, b, ξ+ e ξ− é dado por:

∂L
∂b

= 0 ⇒
M∑
i=1

(α−
i − α+

i ) = 0;

∂L
∂w

= 0 ⇒ w =
M∑
i=1

(α+
i − α−

i )xi;

∂L
∂ξ+

= 0 ⇒ C −
M∑
i=1

α+
i = 0;

∂L
∂ξ−

= 0 ⇒ C −
M∑
i=1

α−
i = 0.

(3.20)

Das Equações (3.18), (3.19) e (3.20), resulta o problema dual:

max
α+,α−

[
−1

2

M∑
i=1

M∑
j=1

(α+
i − α−

i )(α
+
j − α−

j )(x
T
i xj) +

M∑
i=1

yi(α
+
i − α−

i )

]
, (3.21)

com as restrições: 
0 ≤ α+

i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;

0 ≤ α−
i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;

M∑
i=1

(α−
i − α+

i ) = 0.

(3.22)

O problema de otimização pode ser simplificado, adotando αi = α+
i − α−

i ,

assumindo a seguinte formulação:

min
α

[
1

2

M∑
i=1

M∑
j=1

αiαj(x
T
i xj)−

M∑
i=1

αi.yi

]
, (3.23)

sujeito a: {
−C ≤ αi ≤ C, i = 1, · · · ,M ;∑M

i=1 αi = 0.
(3.24)
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A função de regressão terá:{
w =

∑M
i=1 αixi;

b = −1
2
((wTxr) + (wTxs)),

(3.25)

sendo xr e xs os vetores de suporte de cada lado do hiperplano, satisfazendo,

α+, α− > 0, yr > 0, ys < 0. (3.26)

Logo, os vetores de suporte (SVs - Support Vectors) serão aqueles pontos nos

quais α+, α− > 0.

• Função-custo ε-insenśıvel

Esta função não penaliza as amostras que se encontram até uma distância ε

do hiperplano e para distâncias maiores mantém as caracteŕısticas da função-

custo de Laplace.

ξi =

{
|yi − f(xi)| − ε, se |yi − f(xi)| ≥ ε;

0, caso contrário.
(3.27)

De forma análoga ao procedimento descrito para a função custo de Laplace,

obtém-se o seguinte problema dual:

maxα+,α− [−1
2

∑M
i=1

∑M
j=1(α

−
i − α+

i )(α
−
j − α+

j )(x
T
i xj)

+
∑M

i=1(α
+
i − α−

i )yi −
∑M

i=1(α
+
i + α−

i )ε],
(3.28)


0 ≤ α+

i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;

0 ≤ α−
i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;∑M

i=1(α
−
i − α+

i ) = 0.

(3.29)

Solucionando o problema (3.28), com as restrições (3.29), podemos determinar

os multiplicadores de Lagrange, α+
i , α

−
i , e a função de regressão, onde:{

w =
∑M

i=1(α
+
i − α−

i )xi;

b = −1
2
((wTxr) + (wTxs)).

(3.30)

As condições de otimalidade de Karush-Khun-Tucker (KKT) que são satisfeitas

nesta solução são:

α+
i α

−
i = 0, i = 1, · · · ,M. (3.31)
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Portanto, os vetores de suporte vão corresponder exatamente às amostras para

as quais um dos multiplicadores de Lagrange é maior que zero.

• Função-custo Quadrática

Esta função-custo corresponde ao critério convencional de minimização do erro

quadrático.

ξi = (yi − f(xi))
2. (3.32)

Usando a função-custo quadrática o problema de otimização pode ser escrito

como

maxα+,α− [−1
2

∑M
i=1

∑M
j=1(α

−
i − α+

i )(α
−
j − α+

j )(x
T
i xj)

+
∑M

i=1(α
−
i − α+

i )yi − 1
2C

∑M
i=1((α

+
i )

2 + (α−
i )

2)],
(3.33)

sujeito a 
0 ≤ α+

i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;

0 ≤ α−
i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;∑M
i=1(α

−
i − α+

i ) = 0.

(3.34)

Fazendo αi = α+
i − α−

i , na equação (3.33), pode-se realizar uma simplificação

via condição de KKT, o que implica α2
i = (α+

i )
2 + (α−

i )
2. O problema de

otimização resultante será dado por:

min
α

1

2

M∑
i=1

M∑
j=1

αiαj(x
T
i xj)−

M∑
i=1

αiyi +
1

2C

M∑
i=1

α2
i , (3.35)

sujeito a: {
−C ≤ αi ≤ C, i = 1, · · · ,M ;∑M

i=1 αi = 0.
(3.36)

A função de regressão terá:{
w =

∑M
i=1 αixi;

b = −1
2
((wTxr) + (wTxs)).

(3.37)

• Função-custo ε-Quadrática

Esta função não penaliza as amostras que se encontram até uma distância ε

do hiperplano e para distâncias maiores mantém as caracteŕısticas da função-
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custo Quadrática.

ξi =

{
(|yi − f(xi)| − ε)2, se |yi − f(xi)| ≥ ε;

0, caso contrário.
(3.38)

Usando a função-custo ε-Quadrática a formulação assume a configuração

maxα+,α− [−1
2

∑M
i=1

∑M
j=1(α

−
i − α+

i )(α
−
j − α+

j )(x
T
i xj)

+
∑M

i=1 α
−
i (yi − ε)− α+

i (yi + ε)]− 1
2C

∑M
i=1((α

+
i )

2 − (α−
i )

2),
(3.39)

sujeito a:


0 ≤ α+

i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;

0 ≤ α−
i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;∑M

i=1(α
−
i − α+

i ) = 0,

(3.40)

e a solução é análoga a desenvolvida para a função-custo quadrática.

• Função-custo de Huber

A função-custo de Huber tem propriedades desejáveis quando a distribuição

dos dados é desconhecida, pois possui uma região de minimização do erro

quadrático e uma região com pouca sensibilidade a outliers.

ξi =

{
1
2γ
(yi − f(xi))

2, se |yi − f(xi)| < γC;

C|yi − f(xi)| − γC2

2
, caso contrário.

(3.41)

em que γ é um parâmetro livre, definido pelo usuário, que controla a forma

da função-custo.

O problema de otimização será:

maxα+,α− [−1
2

∑M
i=1

∑M
j=1(α

−
i − α+

i )(α
−
j − α+

j )(x
T
i xj)

+
∑M

i=1(α
−
i − α+

i )yi −
γ
2

∑M
i=1((α

+
i )

2 − (α−
i )

2)],
(3.42)

sujeito a:


0 ≤ α+

i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;

0 ≤ α−
i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;∑M

i=1(α
−
i − α+

i ) = 0.

(3.43)

A solução é obtida de maneira análoga ao procedimento descrito para a função-

custo quadrática.
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• Função-custo ε-Huber

Esta função não penaliza as amostras que se encontram até uma distância ε

do hiperplano e para distâncias maiores mantém as caracteŕısticas da função-

custo de Huber.

ξi =


0, se |yi − f(xi)| ≤ ε;
1
2γ
(|yi − f(x)| − ε)2, se ε < |yi − f(xi)| < γC;

C(|yi − f(xi)| − ε)− γC2

2
, caso contrário.

(3.44)

A formulação assume a seguinte configuração:

maxα+,α− [−1
2

∑M
i=1

∑M
j=1(α

−
i − α+

i )(α
−
j − α+

j )(x
T
i xj)

+
∑M

i=1(α
−
i − α+

i )yi −
∑M

i=1(α
+
i + α−

i )ε−
γ
2

∑M
i=1((α

+
i )

2 − (α−
i )

2)],
(3.45)

com as restrições: 
0 ≤ α+

i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;

0 ≤ α−
i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;∑M

i=1(α
−
i − α+

i ) = 0.

(3.46)

O solução é obtida de maneira análoga ao procedimento descrito para a função-

custo quadrática.

Uma observação importante é que para problemas de regressão, é necessário se-

lecionar adequadamente tanto a função-custo quanto o parâmetro que controla a

capacidade de modelagem. Estas considerações devem ser baseadas em conheci-

mentos a priori acerca do problema e da distribuição do rúıdo. Na ausência desta

informação, a função-custo de Huber apresenta-se como boa alternativa [53]. Vap-

nik [53] propôs a função-custo ε-insenśıvel como um trade-off entre as funções-custo

de Laplace e Huber e funções-custo que favorecem a redução do número de vetores

de suporte. Entretanto, sua implementação é mais custosa computacionalmente e a

região de ε-insensibilidade pode apresentar problemas.

Outra observação importante é que o número de vetores de suporte que são

utilizados para construir o regressor depende da precisão desejada ε. Quanto menor

a precisão de aproximação, isto é, quanto maior o valor de ε, menos vetores de

suporte serão necessários. Com relação à capacidade de generalização esta também

pode ser afetada, podendo diminuir ou não com o aumento do valor de ε.

Uma última observação é que a aplicação de SVM a dados ruidosos deve levar

em consideração alguma técnica para a estimação da variância do rúıdo, uma vez

que a variância do rúıdo maior que a precisão ε faz com que o número de vetores de

suporte aumente drasticamente.

32



3.2.2 Regressão não-linear

Um modelo não-linear se torna necessário quando o modelo linear deixa de ser

adequado para representar o mapeamento (x ∈ Rn −→ y ∈ R) no espaço original.

Neste caso, segundo o teorema de Cover [45], o conjunto de treinamento, no espaço

original, pode ser mapeado para um espaço de maior dimensionalidade, chamado

espaço de caracteŕısticas, onde sempre uma regressão linear poderá ser realizada.

Como o espaço de caracteŕısticas pode ter dimensão muito elevada, a computação

de uma função que mapeie os dados no espaço de caracteŕısticas pode ser inviável.

Porém, a abordagem baseada em funções kernel pode permitir tratar o problema

da dimensionalidade [55].

A idéia da função kernel é permitir que as operações possam ser executadas

no espaço original. Contudo, o esforço computacional ainda será dependente do

número de dados de treinamento e, para proporcionar uma boa distribuição de

dados em problemas de alta dimensionalidade, será necessário um grande conjunto

de treinamento.

Para garantir a convexidade do problema de otimização e que o kernel represente

um mapeamento no qual seja posśıvel o cálculo de produtos escalares, utilizam-se

funções kernel que seguem as condições estabelecidas pelo teorema de Mercer [54].

Um kernel que atende as condições de Mercer deve gerar matrizes positivas

semi-definidas K, onde cada elemento é definido por Kij = K(xi,xj), para i, j =

1, · · · ,M [55].

A seguir são apresentadas algumas funções que satisfazem as condições de Mer-

cer, sendo válidas para todo xi e xj.

1. Polinômios

Para construir uma função polinomial de grau g, é possivel usar o seguinte

modelo de geração do kernel :{
K(xi,xj) = (xT

i xj)
g ou

K(xi,xj) = (xT
i xj + 1)g.

(3.47)

O segundo kernel é prefeŕıvel, pois este evita o problema de nulidade da hes-

siana (matriz utilizada em técnicas de otimização envolvendo a função kernel).

2. Funções de base radial gaussiana

A Função kernel de base radial (RBF - Radial Base Function) é uma função

definida positiva para qualquer σ fixo, e tende a zero quando ‖xi − xj‖ vai

para infinito e σ é finito. A função kernel RBF pode ser escrita como:

K(xi,xj) = exp

(
−‖xi − xj‖2

2σ2

)
. (3.48)
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Esta função local é atrativa no sentido de que os vetores de suporte contribuem

com uma função gaussiana local.

3. Funções de base radial exponencial

Uma função de base radial exponencial tem a forma:

K(x,xi) = exp

(
−‖x− xi‖

2σ2

)
. (3.49)

O kernel ERBF (Exponential Radial Base Function) produz uma função linear

por partes que pode ser atrativa quando se deseja aproximar funções com pouca

suavidade.

Outras funções kernels podem ser encontradas na literatura [55] e kernels mais

sofisticados podem ser obtidos pela formação de somatórios de kernels, uma vez que

a soma de duas funções definidas positivas é definida positiva, produzindo:

K(xi,xj) =
∑
k

Kk(xi,xj). (3.50)

Uma observação importante é que há muitos mapeamentos diferentes para um

espaço de caracteŕısticas, cada um associado a uma função kernel que atende ao

teorema de Mercer. Para escolher o melhor mapeamento para um problema em

particular existem, na literatura, vários métodos de seleção de kernel, dentre eles os

mais populares são o bootstrapping e a validação cruzada [45].

Para construir a SVM para o espaço vetorial n-dimensional, xi = (xi1, · · · , xin),
costuma-se recorrer a um produto de kernels unidimensionais, denominado produto

tensorial:

K(x,xi) =
n∏

k=1

K(xk,xik). (3.51)

A formulação SVM, agora com kernel não-linear e usando a função-custo de

Laplace, é dada por:

maxα+,α− [−1
2

∑M
i=1

∑M
j=1(α

−
i − α+

i )(α
−
j − α+

j )K(xi,xj)

+
∑M

i=1(α
−
i − α+

i )yi],
(3.52)

sujeito a: 
0 ≤ α+

i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;

0 ≤ α−
i ≤ C, i = 1, · · · ,M ;∑M

i=1(α
−
i − α+

i ) = 0.

(3.53)
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Resolvendo a equação (3.52) com suas restrições, obtêm-se os multiplicadores de

Lagrange α+
i e α−

i , e a função de regressão será dada por:

f(x) =
M∑
i=1

(α+
i − α−

i )K(x,xi) + b, (3.54)

em que: {
(wTx) =

∑M
i=1(α

+
i − α−

i )K(xi,xj);

b = −1
2

∑M
i=1(α

+
i − α−

i )K(xi,xr) +K(xi,xs).
(3.55)

A restrição de igualdade pode ser abandonada se o kernel contiver um termo de

polarização b. Sendo assim, a função de regressão passa a ser dada por:

f(x) =
M∑
i=1

(α+
i − α−

i )K(x,xi). (3.56)

A formulação SVM para outras funções-custo pode ser obtida de modo análogo,

substituindo o produto interno por uma função kernel.

3.3 SVM do Tipo Proximal

Fung e Mangasarian [61] propuseram uma modificação do SVM tradicional,

chamada “Proximal Support Vector Machine” (PSVM). A inequação de restrição,

presente no SVM tradicional, é substitúıda por uma igualdade, fato que muda in-

teiramente a natureza dos hiperplanos de suporte, que agora passam a se chamar

hiperplanos proximais.

Outra mudança observada no PSVM em relação ao SVM tradicional é a aproxi-

mação do hiperplano separador à origem, por meio da minimização da polarização

b ao quadrado.

O parâmetro de generalização C, usado no SVM tradicional, continua a ser usado

para ponderar a parcela relativa ao erro de aproximação dentro da função objetivo.

• Formulação Matemática para o caso linear

O algoritmo PSVM procura solucionar o seguinte problema:

min
w,b

{1
2
(wTw + b2)}. (3.57)

De forma análoga ao SVM tradicional, deve-se introduzir uma função-custo

associada à estimativa do rúıdo presente nas amostras de treinamento. Con-
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siderando a função de penalidade na forma proposta por Cortes & Vapnik [60],

L(ξ) =
M∑
i=1

ξi, (3.58)

a funcional a ser minimizada será

min
w,b,ξ

{1
2
(wTw + b2) +

1

2
CξTξ}. (3.59)

Observe que o vetor de erro da função-custo (ξ) pode ter elementos positivos ou

negativos, ao contrário do que ocorre nos regressores SVM tradicionais. Isto

simplifica a determinação do problema dual, uma vez que não é necessário

atribuir um novo multiplicador de Lagrange para cada elemento do vetor de

erros. A solução encontrada para este problema, após a aplicação dos multi-

plicadores de Lagrange (α) e das condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT),

considerando uma função-custo quadrática, é dada pelas equações:
α =

(
I
C
+HHT

)−1
y;

w = Xα;

b = yTα;

ξ = α
C
,

(3.60)

em queH = [XT − 1], 1 é um vetor de 1’s eX = [x1 · · · xM ] é a matriz de

amostras de treinamento. Note que o vetor de erro é uma versão proporcional

do vetor que contém os multiplicadores de Lagrange. Logo, serão considerados

como vetores-suporte toda as observações presentes emX associadas a um erro

não nulo (ξi 6= 0 ↔ αi 6= 0, 1 ≤ i ≤M).

A vantagem desta técnica em comparação com o SVM tradicional é a rapi-

dez para obtenção da solução de forma anaĺıtica, por meio da solução de um

sistema de equações lineares.

• Formulação Matemática para o caso não-linear

O algoritmo PSVM para o caso não-linear foi desenvolvido em [61] substituindo

XTw por K(x,xi)α e wTw por αTα. Na prática, isto implicou na substituição

da matriz X pela matriz de kernel K(x,xi) e na substituição da matriz XTX

pela matriz KT (x,xi)K(x,xi), na obtenção do vetor de multiplicadores de

Lagrange. Logo, o vetor de multiplicadores de Lagrange para o PSVM não-

linear continua sendo calculado pela Equação (3.60), porém fazendo H =

[KT (x,xi) − 1]. O valor de b continua sendo calculado como no caso linear

e KT (x,xi) obtida durante o treinamento.
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3.4 SVM do Tipo Proximal Não-Polarizado

Um classificador PSVM não-polarizado (UPSVM) foi proposto por Campos &

Bastos [49] tanto para o caso linear quanto para o caso não-linear. Contudo, sua

extensão como regressor ainda não havia sido analisada. A motivação para sua

derivação está baseada na obtenção de um hiperplano separador não-polarizado,

independente da escolha do parâmetro de regularização C.

• Formulação Matemática do UPSVM Linear

A principal diferença entre o PSVM e o UPSVM está em retirar o parâmetro

de polarização b da função-objetivo dada pela Equação (3.59).

Desta forma o algoritmo UPSVM procura solucionar o seguinte problema:

min
w,ξ

{1
2
(wTw) +

1

2
CξTξ}. (3.61)

O problema em questão continua a ser do tipo proximal, pois, devido à res-

trição imposta pela função-custo (ξ) à Equação (3.61), os hiperplanos obtidos

e definidos em [61] como hiperplanos proximais são aqueles em torno dos quais

as amostras se concentram em cada lado da função f(x). Portanto, diferen-

temente do que ocorre no SVM tradicional com os chamados hiperplanos de

suporte, os hiperplanos proximais não confinam necessariamente a maior parte

das amostras.

A solução deste problema, após a aplicação dos multiplicadores de Lagrange

(α) e das condições de KKT, considerando uma função-custo quadrática, será:
b =

1T ( I
C
+XXT )

−1
y

1T ( I
C
+XXT )

−1
1
;

α =
(

I
C
+XXT

)−1
(y − 1b);

w = Xα,

(3.62)

que é similar ao regressor LS-SVM proposto por Suykens em [52] para a

função-custo quadrática.

• Formulação Matemática do UPSVM Não-Linear

A generalização do UPSVM linear para a obtenção de uma versão não-linear é

realizada de maneira análoga ao que foi feito para a generalização do problema

SVM original, ou seja, substituindo em todas as equações o kernel linear XTX

por uma matriz K(x,xi) (kernel não-linear).

Observe que não há necessidade de se conhecer o conjunto de transformações

não-lineares, mas apenas a matriz kernel K(x,xi).
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3.5 Regressor SVM no Plano Complexo

Nas aplicações em comunicações, os sinais usados são, em sua maioria, represen-

tados por valores complexos (C). Surge, então, a necessidade do uso de uma versão

de valores complexos (C) para as Máquinas de Vetores de Suporte (SVM).

Um Regressor SVM Linear de valor complexo foi proposto por Cristodoulou

em [58] para o SVM tradicional. Como no regressor real, a funcional de risco con-

siste de dois termos: um referente ao risco estrutural (que compreende o limite na

complexidade do modelo resultante), e um associado ao risco emṕırico (medido di-

retamente nos erros por uma função custo apropriada). Como os erros são valores

complexos, torna-se conveniente minimizar simultaneamente as suas partes real e

imaginária. Desta forma, torna-se equivalente a minimizar:

L(w, b, ξ+, ξ−, ζ+, ζ−) =

1
2
(wTw) + C(

M∑
i=1

ξ+i +
M∑
i=1

ξ−i ) + C(
M∑
i=1

ζ+i +
M∑
i=1

ζ−i ),
(3.63)

em que ξ+ e ξ− são as funções-custo da parte real dos erros positivos e negativos,

respectivamente. De forma análoga, ζ+ e ζ− são as funções-custo da parte imaginária

dos erros.

A solução deste problema, após a aplicação dos multiplicadores de Lagrange e

das condições de KKT, será:

w =
M∑
i=1

ψ∗
i x

∗
i , (3.64)

sendo ψi = α+
i − α−

i + j(β+
i − β−

i ) e (.∗) o conjugado de um valor complexo. Este

resultado é análogo ao problema do regressor SVM de valor real, exceto que neste

caso são considerados os multiplicadores de Lagrange αi e βi para as componentes

real e imaginária.

A norma dos coeficientes de valor complexo pode ser escrita como

‖w‖2 =
M∑
i=1

M∑
j=1

ψ∗
iψjx

H
i xj = ΨHRΨ, (3.65)

sendo Rij = xH
i xj e (.H) o conjugado transposto de um vetor ou matriz.

Substituindo a Equação (3.64) na funcional dual obtido a partir de (3.63), e

procedendo de forma análoga ao caso de valor real, obtém-se a funcional dual a ser

minimizada como:

Ld = −1

2
ΨHRΨ+ <[ΨHy]− (α+ +α− + β+ + β−)1ε. (3.66)
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A Expressão (3.66) é formalmente igual à expressão da funcional do Regressor

SVM para valores reais. Esta forma quadrática pode ser resolvida usando as mesmas

estratégias utilizadas para o SVM de valor real.

Neste caṕıtulo foi apresentado os fundamentos de SVM e suas variações fast-

SVM (PSVM e UPSVM) para aplicações como regressores, além da descrição de

uma abordagem de SVM como regressor de valores complexos.
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Caṕıtulo 4

Regressor PSVM de valores

complexos

Neste caṕıtulo iremos descrever nossa primeira proposta para a estimação de

canal adequada aos sistemas PLC.

O vetor de sinais piloto recebido na amostra (m) pode ser escrito a partir da

Equação (2.1) como:

Yp(m) = D{Hp(m)}Xp(m) +Vp(m), (4.1)

sendo:

Yp(m) = [Y1(m), · · · , YP (m)]T ;

Hp(m) = [H1(m), · · · , HP (m)]T ;

Xp(m) = [X1(m), · · · , XP (m)]T ;

Vp(m) = [V1(m), · · · , VP (m)]T ,

(4.2)

D{} representa a matriz cujos elementos não-nulos se encontram na diagonal

principal, {1, · · · , P} são as posições dos tons pilotos e equivalem as posições

{1, 1PS, · · · , (P − 1)PS} no śımbolo DMT, sendo PS a separação entre pilotos e

m é um ı́ndice temporal dos śımbolos OFDM.

Nesta técnica, o desenvolvimento proposto em [58] para SVM com valores com-

plexos é aplicado ao algoritmo Proximal Support Vector Machine (PSVM), proposto

em [61], visando sua utilização como regressor. O objetivo desta análise é obter um

estimador baseado em algoritmo fast-SVM que possa ser aplicado diretamente em

números complexos e seja capaz de minimizar, simultaneamente, as partes real e

imaginária dos erros de estimação.

A ideia básica de um regressor SVM, como visto na Seção 3.2, é encontrar uma

função que represente os dados, neste caso (Xp(m),Yp(m)), com um desvio menor

ou igual a um determinado valor (parâmetro de tolerância ao erro, dado a partir
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da limitação da margem) para cada par (Xp(m), Yp(m)) e, ao mesmo tempo, tenha

norma mı́nima ||Hp(m)||.
Em [61] os autores adicionaram um termo b2 na função objetivo a ser minimizada,

de acordo com suas análises, este fato aumenta a convexidade da função e assegura

que a solução possua um único mı́nimo global. Em adição, é minimizado ||[Hp; b]||,
ao invés de ||Hp||, como ocorre no SVM tradicional.

4.1 Função-custo

No entanto, em situações práticas, pode não ser posśıvel forçar todos os erros

serem menores ou iguais a este parâmetro (ε, no caso da função-custo ε-insenśıvel).

Para resolver este problema, um termo relacionado ao erro emṕırico deve ser inclúıdo

a partir de uma função-custo do modelo de reśıduos apropriada. Uma função-custo

que adicionalmente considera um intervalo de custo quadrático é a função-custo de

ε-Huber, que neste cenário pode ser reescrita como:

L(Vp(m)) =


0, se |Vp(m)| ≤ ε;
1
2γ
(|Vp(m)| − ε)2, se ε < |Vp(m)| ≤ γC + ε;

C(|Vp(m)| − ε)− 1
2
γC2, se |Vp(m)| > γC + ε,

(4.3)

em que γ e C são parâmetros que controlam o formato da função-custo. A Figura 4.1

ilustra algumas amostras (Xp(m), Yp(m)) e a função-custo de ε-Huber, no qual ξp(m)

é função do erro na parte real do valor de sáıda. A Figura 4.2 mostra as regiões da

função-custo de ε-Huber.

}
}

Xp

Yp

ξp(m)

−ξp(m)

ε

ε

Figura 4.1: Amostras (Xp(m), Yp(m)) e a função-custo de ε-Huber.
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L

Vp(m)
ε−ε

−ξp(m) ξp(m)

−γC γC

Figura 4.2: Regiões ε-insenśıvel, de custo quadrático e linear.

Em redes de energia elétrica onde o rúıdo aditivo não pode ser modelado como

AWGN essa função-custo pode ser vista como uma boa alternativa, uma vez que o

valor de γC + ε pode ser ajustado de modo que o intervalo quadrático da função-

custo possa englobar grande parte do erro causado pelo rúıdo de fundo e o intervalo

linear considere o erro causado pelo rúıdo impulsivo como outliers, mostrando-se

pouco senśıvel a este tipo de rúıdo.

Logo, é necessário um conjunto de M pares de observação (Xp(m), Yp(m)) com

m = 1, · · · ,M e a funcional a ser minimizada, para cada posição piloto no śımbolo

OFDM, torna-se:

1

2
||H̃p||2 +

M∑
m=1

(L(<(Vp(m))) + L(=(Vp(m)))), (4.4)

sendo H̃p = [Hp(1), · · · , Hp(M)]T um vetor contendo o conjunto de M respostas

em frequência do canal para uma posição de sinal piloto.

Separando os dados de acordo com os seguintes conjuntos de ı́ndices:

I1 = {(Xp(m), Yp(m)); se |ξp(m)| ≤ γC};
I2 = {(Xp(m), Yp(m)); se |ξp(m)| > γC};
I3 = {(Xp(m), Yp(m)); se |ζp(m)| ≤ γC};
I4 = {(Xp(m), Yp(m)); se |ζp(m)| > γC},

(4.5)
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em que ζp(m) é função do erro na parte imaginária do valor de sáıda (veja Fig. 4.3).

ℜ

ℑ

Yp(m) + Vp(m)

ε

ξp(m)

ζp(m)

Yp(m)

Figura 4.3: Amostra de valor complexo Yp(m).

Podemos reescrever a Equação 4.4 e, de forma equivalente, minimizar:

1
2
||H̃p||2 + 1

2γ

∑
m∈I1

(ξ2p(m)) + C
∑
m∈I2

(ξp(m))

+ 1
2γ

∑
m∈I3

(ζ2p (m)) + C
∑
m∈I4

(ζp(m))−
∑

m∈I2,I4

(γC2),
(4.6)

sujeito a: {
<(Yp(m)− (H∗

p (m)Xp(m))) = ε+ ξp(m);

=(Yp(m)− (H∗
p (m)Xp(m))) = ε+ ζp(m),

(4.7)

sendo que < e = representam as partes real e imaginária de um número complexo,

respectivamente.
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4.2 Algoritmo PSVM adaptativo

Uma importante mudança em relação ao SVM tradicional é o fato de que a

desigualdade nas restrições foi substitúıda por uma igualdade na Equação (4.7),

sem perda de generalidade. Esta alteração permite que o problema de otimização

quadrática presente no SVM tradicional passe a ser visto como um sistema de

equações lineares nos algoritmos fast-SVM. Uma outra consequência desta mudança

nos algoritmos fast-SVM é que o vetor de erros pode ter elementos positivos e ne-

gativos, diferente do que ocorre nos algoritmos SVM clássicos. Isto simplifica a

determinação do problema dual, uma vez que não é necessário especificar um vetor

de multiplicadores de Lagrange para os elementos positivos do vetor de erros e outro

para os elementos negativos.

De maneira usual, na metodologia SVM é posśıvel transformar a minimização

da funcional primal1 da expressão (4.6), sujeita às restrições da Equação (4.7), na

otimização da funcional dual2. Primeiro, introduzem-se as restrições na funcional

primal por meio dos Multiplicadores de Lagrange, então se verificam as condições

de KKT (Karush-Kuhn-Tucker) [51]. A nova funcional deve ser minimizada com

relação às variáveis primais e maximizada considerando as variáveis duais (problema

Minimax).

Com o intuito de se obter uma implementação adaptativa, tal que a atualização

em tempo real seja posśıvel, foi adotado nesta tese um procedimento similar ao re-

alizado em [63], que consiste na inclusão de um fator de janelamento exponencial

µm−i que multiplica os erros (ξp,i(m), ζp,i(m) e Yp,i(m)− (H∗
p (m)Xp,i(m))) de modo

que as amostras passadas, indicadas pelo aumento do indice (i), gradualmente per-

cam sua importância a medida que elas se afastem temporalmente da amostra atual

(m). Para se obter uma estimação de Hp(m) robusta ao rúıdo foi usado um vetor

de pesos ap,i(m− 1) .

No desenvolvimento com valores complexos, a funcional primal-dual para o re-

gressor PSVM, em cada instante de tempo (m) e para cada śımbolo piloto (p), pode

ser escrita como:

1Funcional cujas variáveis a serem minimizadas fazem parte do problema original com restrições.
2Funcional cujas variáveis a serem minimizadas são os multiplicadores de Lagrange do problema

primal [62].

44



Lpd(m) = 1
2
||H̃p(m)||2 + 1

2γ

∑
i∈I1

µm−i(ξ2p,i(m)) + C
∑
i∈I2

µm−i(ξp,i(m))

+ 1
2γ

∑
i∈I3

µm−i(ζ2p,i(m)) + C
∑
i∈I4

µm−i(ζp,i(m))−
∑

i∈I2,I4

(γC2) +
1

2
b2p(m)

−
m∑
i=1

µm−i(λp,i(m)ξp,i(m))−
m∑
i=1

µm−i(ηp,i(m)ζp,i(m))

+
m∑
i=1

µm−iαp,i(m)[<(ap,i(m− 1)(Yp,i(m)− (H∗
p (m)Xp,i(m))− bp(m)))

−ε− ξp,i(m)] +
m∑
i=1

µm−iβp,i(m)[=(ap,i(m− 1)(Yp,i(m)− (H∗
p (m)Xp,i(m))

−bp(m)))− ε− ζp,i(m)],

(4.8)

em que os multiplicadores de Lagrange são introduzidos para cada restrição do pro-

blema primal. As condições de KKT [51] necessárias e suficientes para otimalidade

no problema de restrição de igualdade são obtidas igualando a zero as derivadas

parciais de Lpd(m) em relação a (Hp(m), bp(m), ξp,i(m), ζp,i(m), αp,i(m), βp,i(m)).



∂Lpd(m)

∂Hp(m)
= 0 → Hp(m) =

m∑
i=1

µm−iap,i(m− 1)[αp,i(m)− jβp,i(m)]Xp,i(m);

∂Lpd(m)

∂bp(m)
= 0 → bp(m) =

m∑
i=1

µm−iap,i(m− 1)[αp,i(m) + jβp,i(m)];

∂Lpd(m)

∂ξp,i(m)
= 0 → 1

γ

∑
i∈I1

µm−iξp,i(m) + C
∑
i∈I2

µm−i −
m∑
i=1

µm−iλp,i(m)

−
m∑
i=1

µm−iαp,i(m) = 0;

∂Lpd(m)

∂ζp,i(m)
= 0 → 1

γ

∑
i∈I3

µm−iζp,i(m) + C
∑
i∈I4

µm−i −
m∑
i=1

µm−iηp,i(m)

−
m∑
i=1

µm−iβp,i(m) = 0;

∂Lpd(m)

∂αp,i(m)
= 0 →

m∑
i=1

µm−i[<(ap,i(m− 1)(Yp,i(m)− (H∗
p (m)Xp,i(m))

−bp(m)))− ε− ξp,i(m)] = 0;

∂Lpd(m)

∂βp,i(m)
= 0 →

m∑
i=1

µm−i[=(ap,i(m− 1)(Yp,i(m)− (H∗
p (m)Xp,i(m))

−bp(m)))− ε− ζp,i(m)] = 0;

(4.9)

O gradiente de Lpd(m) com relação a ξp,i(m) e ζp,i(m) igualado a zero gera as

seguintes restrições (λp,i(m)+αp,i(m)) = C e (ηp,i(m)+βp,i(m)) = C para amostras

pertencentes a I2 e I4, e (λp,i(m)+αp,i(m)) = 1
γ
ξp,i(m) e (ηp,i(m)+βp,i(m)) = 1

γ
ζp,i(m)
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para amostras pertencentes a I1 e I3. Isto mostra uma relação anaĺıtica entre os

reśıduos e os multiplicadores de Lagrange, dada por:

αp,i(m) =



C, se <(Vp,i(m)) > eC ;
1
γ
(<(Vp,i(m))− ε), se ε < <(Vp,i(m)) ≤ eC ;

0, se −ε ≤ <(Vp,i(m)) ≤ ε;
1
γ
(<(Vp,i(m)) + ε), se −eC ≤ <(Vp,i(m)) < −ε;

−C, se <(Vp,i(m)) < −eC

(4.10)

e

βp,i(m) =



C, se =(Vp,i(m)) > eC ;
1
γ
(=(Vp,i(m))− ε), se ε < =(Vp,i(m)) ≤ eC ;

0, se −ε ≤ =(Vp,i(m)) ≤ ε;
1
γ
(=(Vp,i(m)) + ε), se −eC ≤ =(Vp,i(m)) < −ε;

−C, se =(Vp,i(m)) < −eC ,

(4.11)

em que eC = ε + γC. Se ξp,i(m), ζp,i(m) 6= 0 em seus conjuntos (I1, I2 e I3, I4),

então as condições de KKT geram λp,i(m), ηp,i(m) = 0. Considerando αp,i(m) =

βp,i(m) = C para I2 e I4, αp,i(m) = 1
γ
ξp,i(m) e βp,i(m) = 1

γ
ζp,i(m) para I1 e I3,

podemos escrever: {
ξp,i(m) = γαp,i(m);

ζp,i(m) = γβp,i(m).
(4.12)

A partir das duas últimas equações de (4.9), temos:

m∑
i=1

µm−i(<(ap,i(m− 1)Yp,i(m))− ε) =

m∑
i=1

µm−i[<(ap,i(m− 1)(H∗
p (m)Xp,i(m) + bp(m))) + ξp,i(m)];

m∑
i=1

µm−i(=(ap,i(m− 1)Yp,i(m))− ε) =

m∑
i=1

µm−i[=(ap,i(m− 1)(H∗
p (m)Xp,i(m) + bp(m))) + ζp,i(m)].

(4.13)

Substituindo as duas primeiras equações de (4.9) e (4.12) em (4.13), podemos

reescrevê-la como:
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

m∑
i=1

µm−i[<(ap,i(m− 1)Yp,i(m))− ε] =
m∑
i=1

µm−i[<(ap,i(m− 1)

(µm−iap,i(m− 1)(αp,i(m) + jβp,i(m))X∗
p,i(m)Xp,i(m)

+µm−iap,i(m− 1)(αp,i(m) + jβp,i(m)))) + γαp,i(m)];
m∑
i=1

µm−i[=(ap,i(m− 1)Yp,i(m))− ε] =
m∑
i=1

µm−i[=(ap,i(m− 1)

(µm−iap,i(m− 1)(αp,i(m) + jβp,i(m))X∗
p,i(m)Xp,i(m)

+µm−iap,i(m− 1)(αp,i(m) + jβp,i(m)))) + γβp,i(m)].

(4.14)

Considerando o vetor de multiplicadores de Lagrange em sua forma complexa:

ψp(m) = [(αp,1(m) + jβp,1(m)), · · · , (αp,m(m) + jβp,m(m))]T e

Ỹp(m) = [(ap,1(m− 1)Yp,1(m)), · · · , (ap,m(m− 1)Yp,m(m))]T ;

H̃p(m) = [(ap,1(m− 1)[Xp,1(m); 1]), · · · , (ap,m(m− 1)[Xp,m(m); 1])]T ,

(4.15)

podemos reescrevê-lo a partir de (4.14) como:

ψp,PSVM(m) = [D{µp(m)}H̃p(m)H̃H

p (m) + γI]−1[Ỹp(m)− 1(ε+ jε)], (4.16)

e a expressão para Ĥp(m) e b̂p, a partir de (4.9), como:

[Ĥp(m); b̂p] = D{µp(m)}H̃
H

p (m)ψp,PSVM(m). (4.17)

Fazendo, 
A = γI;

B = D{µp(m)}H̃p(m);

CH = H̃H

p (m).

(4.18)

Podemos aplicar o Lema de Inversão de Matrizes, reescrever a matriz inversa da

Equação (4.16)

[D{µp(m)}H̃p(m)H̃H

p (m) + γI]−1 = [BCH +A]−1 =

A−1 − [I+CHA−1B]−1A−1BCA−1 = [I− [CHB−1 +A]−1BCH ]A−1 =[
I− [H̃H

p (m)D{µp(m)}H̃p(m) + γI]−1D{µp(m)}H̃p(m)H̃H

p (m)
]
(γI)−1

, (4.19)

e a Equação (4.17),

[Ĥp(m); b̂p] = D{µp(m)}H̃
H

p (m)[I− [H̃H

p (m)D{µp(m)}H̃p(m)+

γI]−1D{µp(m)}H̃p(m)H̃H

p (m)](γI)−1[Ỹp(m)− 1(ε+ jε)].
(4.20)
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Manipulando a Equação (4.20), podemos reescrevê-la como:

[Ĥp(m); b̂p] = [H̃H

p (m)D{µp(m)}H̃p(m)

+γI]−1D{µp(m)}H̃
H

p (m)[Ỹp(m)− 1(ε+ jε)].
(4.21)

Além disso, o termo H̃H

p (m)D{µp(m)}H̃p(m) pode ser atualizado recursivamente.

Logo, fazendo R̃HpHp(m) = H̃H

p (m)D{µp(m)}H̃p(m), temos

R̃HpHp(m) = µR̃HpHp(m− 1) + h̃p(m)h̃
H

p (m), (4.22)

sendo h̃p(m) = ap,m(m − 1)[Xp,m(m); 1], o que leva a uma solução RLS (recur-

sive least squares) [64]. Uma observação importante é que será necessária uma

formulação regularizada para o RLS, uma vez que (4.22) não provê diretamente o

termo γI em (4.20).

O algoritmo PSVM adaptativo adequado ao sistema CP-OFDM (OFDM com

prefixo ćıclico) pode ser descrito como o algoritmo 1, em que ψp,PSVM(m) são os

multiplicadores de Lagrange que minimizam os erros, obtidos a partir das relações

(4.10) e (4.11) com Vp,PSVM(m).

Algoritmo 1: PSVM adaptativo

Inicialize:
Ĥp,PSVM(m− 1) = 0;
Sp,PSVM(m− 1) = δI;

Calcule o vetor de pesos:
Vp,PSVM(m) = Yp(m)−D{Ĥ∗

p,PSV M (m−1)}Xp(m);

ψp,PSVM(m) = αp,PSVM(m) + jβp,PSVM(m);

ap,PSVM(m) = D−1
{Vp,PSV M (m)}ψp,PSVM(m)/γ;

Atualize Ĥp,PSVM(m) e Sp,PSVM(m):
Ỹp,PSVM(m) = D{ap,PSV M (m)}Yp(m)− 1(ε+ jε);

H̃p,PSVM(m) = D{ap,PSV M (m)}[D{Xp(m)} 1];

Πp,PSVM(m) = H̃H

p,PSVM(m)Sp,PSVM(m− 1);

Kp,PSVM(m) = ΠH
p,PSVM(m)/(µI+Πp,PSVM(m)H̃p,PSVM(m));

ep,PSVM(m) = Ỹp,PSVM(m)− H̃H

p,PSVM(m)[Ĥp,PSVM(m− 1); b(m− 1)];

[Ĥp,PSVM(m); b(m)]=

[Ĥp,PSVM(m− 1); b(m− 1)] +Kp,PSVM(m)ep,PSVM(m);
Sp,PSVM(m) = (Sp,PSVM(m− 1)−Kp,PSVM(m)Πp,PSVM(m))/µ;

Pôde-se observar que este desenvolvimento fast-SVM para números complexos

não apresentou nenhuma caracteŕıstica particular em relação aos desenvolvimentos

para valores reais, e pode ser aplicado em ambos os casos.

Neste caṕıtulo foi descrito o desenvolvimento do algoritmo PSVM adaptativo

48



para aplicações como regressor de valor complexo.
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Caṕıtulo 5

Regressor UPSVM de valores

complexos

Neste caṕıtulo descrevemos a segunda proposta de técnica para estimação de

canal adequada aos sistemas PLC.

Nesta técnica, o desenvolvimento proposto em [58] para SVM com valores

complexos é aplicado ao algoritmo Umbiased Proximal Support Vector Machine

(UPSVM) proposto em [49] para ser usado como regressor. O objetivo desta análise

é obter um estimador baseado em algoritmo fast-SVM que possa ser aplicado direta-

mente em números complexos e seja capaz de minimizar simultaneamente as partes

real e imaginária dos erros de estimação.

Em [49] os autores afirmaram que a minimização do termo b2 na função ob-

jetivo, como realizado no algoritmo PSVM, não leva a melhora na generalização

ou a redução dos erros de treinamento. Ao invés disso, diminui a probabilidade

de sucesso com os dados de teste e aumenta o número de erros de treinamento

quando o parâmetro γ excede um determinado valor, fato este devido à polarização

do hiperplano separador [49]. Em virtude disso, eles propuseram um novo algoritmo

fast-SVM que não leva em conta o parâmetro b na função objetivo a ser minimizada.

5.1 Algoritmo UPSVM adaptativo

Em nosso desenvolvimento com valores complexos, a funcional primal-dual para

o UPSVM a cada instante de tempo (m) e em cada śımbolo piloto (p), pode ser

formulada como:

50



Lpd(m) = 1
2
||H̃p(m)||2 + 1

2γ

∑
i∈I1

µm−i(ξ2p,i(m)) + C
∑
i∈I2

µm−i(ξp,i(m))

+ 1
2γ

∑
i∈I3

µm−i(ζ2p,i(m)) + C
∑
i∈I4

µm−i(ζp,i(m))−
∑

i∈I2,I4

(γC2)

−
m∑
i=1

µm−i(λp,i(m)ξp,i(m))−
m∑
i=1

µm−i(ηp,i(m)ζp,i(m))

+
m∑
i=1

µm−iαp,i(m)[<(ap,i(m− 1)(Yp,i(m)− (H∗
p (m)Xp,i(m))))− ε− ξp,i(m)]

+
m∑
i=1

µm−1βp,i(m)[=(ap,i(m− 1)(Yp,i(m)− (H∗
p (m)Xp,i(m))))− ε− ζp,i(m)].

(5.1)

Similar ao PSVM, a condição de KKT necessária e suficiente para otimalidade no

problema com restrição de igualdade é obtida igualando a zero as derivadas parciais

de Lpd(m), com relação a (Hp(m), ξp,i(m),ζp,i(m), αp,i(m), βp,i(m))



∂Lpd(m)

∂Hp(m)
= 0 → Hp(m) =

m∑
i=1

µm−iap,i(m− 1)[αp,i(m)− jβp,i(m)]Xp,i(m);

∂Lpd(m)

∂ξp,i(m)
= 0 → 1

γ

∑
i∈I1

µm−iξp,i(m) + C
∑
i∈I2

µm−i −
m∑
i=1

µm−iλp,i(m)

−
m∑
i=1

µm−iαp,i(m) = 0;

∂Lpd(m)

∂ζp,i(m)
= 0 → 1

γ

∑
i∈I3

µm−iζp,i(m) + C
∑
i∈I4

µm−i −
m∑
i=1

µm−iηp,i(m)

−
m∑
i=1

µm−iβp,i(m) = 0;

∂Lpd(m)

∂αp,i(m)
= 0 →

m∑
i=1

µm−i[<(ap,i(m− 1)(Yp,i(m)− (H∗
p (m)Xp,i(m))))

−ε− ξp,i(m)] = 0;

∂Lpd(m)

∂βp,i(m)
= 0 →

m∑
i=1

µm−i[=(ap,i(m− 1)(Yp,i(m)− (H∗
p (m)Xp,i(m))))

−ε− ζp,i(m)] = 0.

(5.2)

Inserindo a primeira equação de (5.2) e repetindo as considerações feitas em (4.12)

nas duas últimas equações de (5.2), podemos reescrevê-las como:
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

m∑
i=1

µm−i[<(ap,i(m− 1)Yp,i(m))− ε] =

m∑
i=1

µm−i[<(ap,i(m− 1)µm−iap,i(m− 1)(αp,i(m)

+jβp,i(m))X∗
p,i(m)Xp,i(m)) + γαp,i(m)];

m∑
i=1

µm−i[=(ap,i(m− 1)Yp,i(m))− ε] =

m∑
i=1

µm−i[=(ap,i(m− 1)µm−iap,i(m− 1)(αp,i(m)

+jβp,i(m))X∗
p,i(m)Xp,i(m)) + γβp,i(m)].

(5.3)

Usando as considerações (4.15) e sabendo que 0 < µ < 1, pode-se escrever os

multiplicadores de Lagrange na forma vetorial complexa a partir de (5.3) como:

ψp,UPSVM(m) = [D{µp(m)}X̃p(m)X̃H
p (m) + γI]−1[Ỹp(m)− 1(ε+ jε)], (5.4)

em que X̃p(m) = [(ap,1(m− 1)Xp,1(m)), · · · , (ap,m(m− 1)Xp,m(m))]T .

A expressão para o canal estimado é:

Ĥp(m) = D{µp(m)}X̃
H
p (m)ψp,UPSVM(m). (5.5)

Fazendo, 
A = γI;

B = D{µp(m)}X̃p(m);

CH = X̃H
p (m).

(5.6)

Podemos aplicar o Lema de Inversão de Matrizes, reescrever a matriz inversa da

Equação (5.4)

[D{µp(m)}X̃p(m)X̃H
p (m) + γI]−1 = [BCH +A]−1 =

A−1 − [I+CHA−1B]−1A−1BCA−1 = [I− [CHB−1 +A]−1BCH ]A−1 =[
I− [X̃H

p (m)D{µp(m)}X̃p(m) + γI]−1D{µp(m)}X̃p(m)X̃H
p (m)

]
(γI)−1

, (5.7)

e a Equação (5.5),

Ĥp(m) = D{µp(m)}X̃
H
p (m)[I− [X̃H

p (m)D{µp(m)}X̃p(m)+

γI]−1D{µp(m)}X̃p(m)X̃H
p (m)](γI)−1[Ỹp(m)− 1(ε+ jε)].

(5.8)
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Manipulando a Equação (5.8), podemos reescrevê-la como:

Ĥp(m) = [X̃H
p (m)D{µp(m)}X̃p(m)

+γ]−1X̃H
p (m)D{µp(m)}[Ỹp(m)− 1(ε+ jε)].

(5.9)

Como o termo X̃H
p (m)D{µp(m)}X̃p(m) pode ser atualizado recursivamente, fazendo

R̃XpXp(m) = X̃H
p (m)D{µp(m)}X̃p(m), temos

R̃XpXp(m) = µR̃XpXp(m− 1) + X̃p(m)X̃H
p (m), (5.10)

em que, X̃p(m) = ap,m(m − 1)Xp,m(m). Este procedimento também leva a uma

solução RLS. Novamente uma solução RLS regularizada torna-se necessária devido

ao fato de que (5.10) não provê diretamente o termo γ em (5.4).

O algoritmo UPSVM adaptativo adequado ao sistema CP-OFDM pode ser es-

crito como o algoritmo 2, sendo ψp,UPSVM(m) obtidos a partir das relações (4.10) e

(4.11) com Vp,UPSVM(m).

Algoritmo 2: UPSVM adaptativo

Inicialize:
Ĥp,UPSVM(m− 1) = 0;
Sp,UPSVM(m− 1) = δI;

Calcule o vetor de pesos:
Vp,UPSVM(m) = Yp(m)−D{Ĥ∗

p,UPSV M (m−1)}Xp(m);

ψp,UPSVM(m) = αp,UPSVM(m) + jβp,UPSVM(m);

ap,UPSVM(m) = (D−1
{Vp,UPSV M (m)}ψp,UPSVM(m))/γ;

Atualize Ĥp,UPSVM(m) e Sp,UPSVM(m):
Ỹp,UPSVM(m) = D{ap,UPSV M (m)}Yp − 1(ε+ jε);

X̃p,UPSVM(m) = D{ap,UPSV M (m)}Xp;

Πp,UPSVM(m) = D{X̃∗
p,UPSV M (m)}Sp,UPSVM(m− 1);

Kp,UPSVM(m) = Π∗
p,UPSVM(m)/(µI+Πp,UPSVM(m)D{X̃p(m)});

ep,UPSVM(m) = Ỹp,UPSVM(m)−D{X̃∗
p,UPSV M (m)}Ĥp,UPSVM(m− 1);

Ĥp,UPSVM(m) = Ĥp,UPSVM(m− 1) +Kp,UPSVM(m)ep,UPSVM(m);
Sp,UPSVM(m) = (Sp,UPSVM(m− 1)−Kp,UPSVM(m)Πp,UPSVM(m))/µ;

Pôde-se observar que este desenvolvimento fast-SVM para números complexos,

também não apresentou nenhuma caracteŕıstica particular em relação aos desen-

volvimentos para valores reais, e pode ser aplicado em ambos os casos.

Neste caṕıtulo foi descrito o desenvolvimento do algoritmo UPSVM adaptativo

para aplicações como regressor de valor complexo.
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Caṕıtulo 6

Estimadores utilizados na

comparação de desempenho

Neste caṕıtulo serão descritos alguns algoritmos que já foram aplicados para a

estimação de canal em sistemas PLC. Estas técnicas serão utilizadas na comparação

de desempenho com os algoritmos fast-SVM propostos.

6.1 LS

O LS (Least Square), que é tradicionalmente aplicado para a estimação de canal

em sistemas PLC, provê a primeira estimação da função de transferência do canal

dada a partir do algoritmo 3 [65].

Algoritmo 3: LS

A cada iteração calcule:
Ĥp,LS(m) = D−1

{Xp(m)}Yp(m);

Similar a [22], usamos esta formulação para estimar a resposta em frequência do

canal na posição dos tons pilotos p a cada instante de tempo (m) sem considerar as

estimações nos instantes anteriores. Este procedimento permite monitorar à rápida

variação do canal, mas as estimações têm alta variância devido a presença de rúıdo.

6.2 RLS

O RLS (Recursive Least Square), em sistemas OFDM com prefixo ćıclico (CP-

OFDM), pode ser escrito como no algoritmo 4, em que µ é um fator de esquecimento

e Sp(m) é a matriz inversa da correlação dos dados observados que, neste caso, é

uma matriz diagonal. Este algoritmo é considerado de bom desempenho quando

aplicado a ambientes variantes no tempo [64].
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Algoritmo 4: RLS

Inicialize:
Ĥp,RLS(m− 1) = 0;
Sp,RLS(m− 1) = δI;

Atualize Ĥp,RLS(m) e Sp,RLS(m):
Πp,RLS(m) = D{Xp(m)}Sp,RLS(m− 1);

Kp,RLS(m) =
Πp,RLS(m)

(µI+Πp,RLS(m)D{Xp(m)})
;

ep,RLS(m) = Yp(m)−D{Ĥp,RLS(m−1)}Xp(m);

Ĥp,RLS(m) = Ĥp,RLS(m− 1) +Kp,RLS(m)ep,RLS(m);
Sp,RLS(m) = (Sp,RLS(m− 1)−Kp,RLS(m)Πp,RLS(m))/µ;

6.3 LMMSE

O algoritmo LMMSE (Linear Minimum Mean Square Error) é descrito em [66]

como no algoritmo 5, sendo Rpp = E[HpH
H
p ] o valor esperado da matriz de cor-

relação do canal nas posições dos tons piloto e σ2
v,p a variância do rúıdo na por-

tadora p. Neste trabalho, Hp(m), para a obtenção de Rpp, será estimado como

Hp(m) = 1
m−1

m−1∑
i=1

Ĥp(i).

Algoritmo 5: LMMSE

Ĥp,LMMSE(m) = Rpp

(
Rpp + σ2

v,p(XpX
H
p )

−1
)−1

Ĥp,LS(m);

Para reduzir a complexidade do estimador foi proposta em [67] uma versão

aproximada do algoritmo LMMSE (approximate Linear Minimum Mean Square Er-

ror - aLMMSE), onde o termo (XpX
H
p )

−1 é substitúıdo por seu valor esperado

E[(XpX
H
p )

−1].

Usando a mesma modulação em todos os pilotos, definindo κ =

E[|Xp|2]E[|1/|Xp|2|] e Γ = D{E[|X1|2]/σ2
v,1, ..., E[|XP |2]/σ2

v,P }, o estimador aLMMSE pode

ser descrito a partir do algoritmo 6.

Algoritmo 6: aLMMSE

Ĥp,aLMMSE(m) = Rpp (Rpp + κΓ−1)
−1

Ĥp,LS(m);

Em [68] foi considerado κ = 1 para a modulação BPSK e Γ = I$, sendo que I

é uma matriz identidade e $ fixado em 10000, independente da variância do rúıdo.

6.4 LMS

O algoritmo LMS (Least Mean Square) pode ser escrito como no algoritmo 7

[45], em que ϑ é o passo de aprendizado que determina a habilidade de rastreamento

55



e o mı́nimo de erro do algoritmo.

Algoritmo 7: LMS

ep,LMS(m) = Yp(m)−D{Ĥp,LMS(m−1)}Xp(m);

Ĥp,LMS(m) = Ĥp,LMS(m− 1) + 2ϑ D{ep,LMS(m)}XP (m);

6.5 SOM

Completando o conjunto de algoritmos que serão utilizados na comparação de

desempenho, consideramos a técnica proposta em [17] e [18], onde os autores usaram

uma rede neural competitiva para estimar e rastrear o canal PLC.

O algoritmo proposto é conhecido por mapeamento com auto-organização (SOM)

e pode ser descrito como no algoritmo 8, em que Cp,Υ (m) é um vetor contendo os

centróides dos clusters com ı́ndice temporal m e cada cluster está relacionado a

uma subportadora p; Υ é o ı́ndice do neurônio vencedor e ϕ ∈ (0, 1) é a taxa de

aprendizado dos neurônio vencedor.

Os neurônios perdedores são atualizados a partir de Cp,ι(m), sendo Ȳp(m) o

ponto simétrico de Yp(m), localizado próximo à posição do neurônio perdedor ι; ς

é a taxa de aprendizado do neurônio perdedor e ς ∈ [0, ϕ].

Os centróides são inicializados com os tons pilotos nas posições p.

A estimação da resposta em frequência do canal é Ĥp,SOM(m), no qual MQ é o

número de centróides na constelação da modulação.

Para rastrear a variação do canal, é cálculado o termo φm a cada śımbolo suces-

sivo m, e de forma adaptativa se escolhe a taxa de aprendizado ϕm e ςm, sendo φmax

um limite máximo para o erro de fase e ϕmax um fator de máximo aprendizado.

Os centróides devem ser reinicializados sempre que φm ≥ φmax, caso contrário o

algoritmo pode divergir [18].

Neste caṕıtulo foi apresentado os algoritmos que serão utilizados na comparação

de desempelho com os algoritmos fast-SVM propostos.
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Algoritmo 8: SOM

Inicialize:
Cp,Υ (1) = Ĥp,LS(1);

Cp,ι(1) = −Ĥp,LS(1);
Para m ≥ 2 atualize Cp,Υ (m) e Cp,ι(m):
Cp,Υ (m) = Cp,Υ (m− 1) + ϕ(Yp(m)−Cp,Υ (m− 1));
Cp,ι(m) = Cp,ι(m− 1) + ς(Ȳp(m)−Cp,ι(m− 1));

Calcule Ĥp,SOM(m) e φm:

Ĥp,SOM(m) = (1/MQ)

MQ∑
i=1

Cp,i(m);

φm = 1
P

∣∣∣∣∣
P∑

p=1

]
(

Yp(m)

Cp,Υ (m− 1)

)∣∣∣∣∣;
Faça:
ϕm = ϕmax

φmax
φm, se φm < φmax;

ςm = ϕm

φmax
φm = ϕmax

φ2
max

φ2
m, se φm < φmax;

ϕm = ϕmax, se φm ≥ φmax;
ςm = ϕm, se φm ≥ φmax;
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Caṕıtulo 7

Complexidade Computacional

O número de operações (multiplicações e adições) com ponto-flutuante (flops)

calculado para os algoritmos PSVM, UPSVM, LS, RLS, aLMMSE, LMS e SOM

(algoritmos (1), (2), (3), (4), (6), (7) e (8), respectivamente) operando com valores

complexos, é mostrado nas Tabelas 7.1, 7.2, 7.3, 7.4, 7.5, 7.6, 7.7 onde foi considerado

que as multiplicações que envolvem o vetor de 1’s podem ser expressas por somas.

Tabela 7.1: Número de flops por iteração no algoritmo PSVM linear com valores
complexos.

Operações por iteração Mult. Ad.
Vp,PSVM(m) =

Yp(m)−D{HH
p,PSV M (m−1)}Xp(m) 4P 4P

ψp,PSVM(m) =
αp,PSVM(m) + jβp,PSVM(m), − −

ap,PSVM(m) =
(D−1

{Vp,PSV M (m)}ψp,PSVM(m))/γ 6P 2P

Ỹp,PSVM(m) =
D{ap,PSV M (m)}Yp(m)− 1(ε+ jε) 4P 4P

H̃p,PSVM(m) =
D{ap,PSV M (m)}[D{Xp(m)} − 1] 4P 3P

Πp,PSVM(m) =

H̃H

p,PSVM(m)Sp,PSVM(m− 1) 8P 4P

Kp,PSVM(m) =
ΠH

p,PSV M (m)

(µI+Πp,PSV M (m)H̃p,PSV M (m))
16P 2 + 24P 4P 2 + 13P + 1

ep,PSVM(m) = Ỹp,PSVM(m)−
H̃p,PSVM(m)[Ĥp,PSVM(m− 1); b(m− 1)] 8P 6P

[Ĥp,PSVM(m); b(m)] =

[Ĥp,PSVM(m− 1); b(m− 1)]+
KH

p,PSVM(m)ep,PSVM(m) 8P 5P + 1

Sp,PSVM(m) =
(Sp,PSVM(m− 1)−Kp,PSVM(m)Πp(m))/µ 10P 6P

total 16P 2 + 76P 4P 2 + 47P + 2
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Tabela 7.2: Número de flops por iteração no algoritmo UPSVM linear com valores
complexos.

Operações por interação Mult. Ad.
Vp,UPSVM(m) = Yp(m)−D{HH

p,UPSV M (m−1)}Xp(m) 4P 4P

ψp,UPSVM(m) = αp,UPSVM(m) + jβp,UPSVM(m), − −
ap,UPSVM(m) = (D−1

{Vp,UPSV M (m)}ψp,UPSVM(m))/γ 6P 2P

Ỹp,UPSVM(m) = D{ap,UPSV M (m)}Yp − 1(ε+ jε) 4P 4P

X̃p,UPSVM(m) = D{ap,UPSV M (m)}Xp 4P 2P
Πp,UPSVM(m) = D{X̃H

p,UPSV M (m)}Sp(m− 1) 4P 2P

Kp,UPSVM(m) =
ΠH

p,UPSVM(m)/(µI+Πp,UPSVM(m)D{X̃p,UPSV M (m)}) 8P 5P

ep,UPSVM(m) =

Ỹp,UPSVM(m)−D{X̃H
p,UPSV M (m)}Hp,UPSVM(m− 1) 4P 4P

Hp,UPSVM(m) =
Hp,UPSVM(m− 1) +Kp,UPSVM(m)ep,UPSVM(m) 4P 4P

Sp,UPSVM(m) =
(Sp,UPSVM(m− 1)−Kp,UPSVM(m)Πp,UPSVM(m))/µ 6P 4P

total 44P 6P

Tabela 7.3: Número de flops por iteração no algoritmo LS com valores complexos.
Operações por iteração Mult. Ad.

Ĥp,LS(m) = D−1
{Xp(m)}Yp(m) 4P 2P

total 4P 2P

Tabela 7.4: Número de flops por iteração no algoritmo RLS com valores complexos.
Operações por iteração Mult. Ad.

Πp,RLS(m) = D{Xp(m)}Sp,RLS(m− 1) 4P 2P

Kp,RLS(m) =
Πp,RLS(m)

(µI+Πp,RLS(m)D{Xp(m)})
8P 5P

ep,RLS(m) = Yp(m)−D{Ĥp,RLS(m−1)}Xp(m) 4P 4P

Ĥp,RLS(m) = Ĥp,RLS(m− 1) +Kp,RLS(m)ep,RLS(m) 4P 4P
Sp,RLS(m) = (Sp,RLS(m− 1)−Kp,RLS(m)Πp,RLS(m))/µ 6P 4P

total 26P 19P
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No algoritmo aLMMSE, como a matriz a ser invertida é positiva definida, pode-

se aplicar o algoritmo de Choleski [69] para a obtenção de um sistema triangular

equivalente ao original.

Tabela 7.5: Número de flops por iteração no algoritmo aLMMSE com valores com-
plexos.

Operações por iteração Mult. Ad.
Rpp + κΓ−1 (4P )2 + 4P (2P )2 + 4P
Choleski [69] (4P )3/6 (2P )3/6

Subst. “Backward/foward” [69] (4P )2 + 4P + 2 (2P )2 + 2P

Ĥp,aLMMSE(m) =

Rpp (Rpp + κΓ−1)
−1

Ĥp,LS(m) (4P )3 + (4P )2 (2P )3 + (2P )2

total 7(4P )3

6
+ 3(4P )2 + 8P + 2 7(2P )3

6
+ 3(2P )2 + 6P

Tabela 7.6: Número de flops por iteração no algoritmo LMS com valores complexos.
Operações por iteração Mult. Ad.

ep,LMS(m) = Yp(m)−D{Ĥp,LMS(m−1)}Xp(m) 4P 4P

Ĥp,LMS(m) = Ĥp,LMS(m− 1) + 2ϑ D{ep,LMS(m)}XP (m) 7P 4P
total 11P 8P

Tabela 7.7: Número de flops por iteração no algoritmo SOM com valores complexos.
Operações por iteração Mult. Ad.

Cp,Υ (m) = Cp,Υ (m− 1) + ϕm(Yp(m)−Cp,Υ (m− 1)) 2P 4P
Cp,ι(m) = Cp,ι(m− 1) + ςm(Ȳp(m)−Cp,ι(m− 1)) 2P 4P

Ĥp,SOM(m) = (1/MQ)

MQ∑
i=1

Cp,i(m) 4P 4P

φm = 1
P

∣∣∣∣∣
P∑

p=1

]
(

Yp(m)

Cp,Υ (m− 1)

)∣∣∣∣∣ 6P 4P

ϕm = ϕmax

φmax
φm 2 −

ςm = ϕm

φmax
φm = ϕmax

φ2
max

φ2
m 2 −

total 18P 16P

Pode-se observar, nas Tabelas apresentadas, que o número de operações com

ponto-flutuante por iteração temporal, com excessão dos algoritmos aLMMSE e

PSVM que possuem complexidade computacional O(P 3) e O(P 2), respectivamente,

todos os outros algoritmos apresentaram complexidade assintótica O(P ). Desta

forma podemos concluir que a complexidade computacional do algoritmo UPSVM,

que também é O(P ), não inviabiliza sua aplicação online.

Neste caṕıtulo foi mostrada a complexidade computacional de cada algoritmo,

permitindo a comparação entre eles.
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Caṕıtulo 8

Simulações e análise dos resultados

8.1 Considerações e parâmetros das simulações

Com o objetivo de testar o desempenho dos algoritmos propostos e compará-los

com os demais algoritmos descritos no caṕıtulo anterior, foi simulado no ambiente

MATLABr um sistema PLC baseado na técnica OFDM. Para simular este sistema,

foram usados os modelos de canal apresentados na Seção 2.2.2, bem como os modelos

de rúıdo descritos na Seção 2.2.3.

Considerou-se, também, que o sistema possui sincronização perfeita, tanto de

frequência e fase das portadoras quanto da temporização de śımbolos e do janela-

mento dos frames, e que a duração do prefixo ćıclico supera o atraso máximo do

canal, o que elimina a interferência entre as portadoras e entre os śımbolos.

Apesar dos principais padrões para a camada f́ısica recomendarem a faixa de

frequência de 2 a 30 MHz, neste trabalho considerou-se a faixa de frequência de

2 a 10 MHz devido à complexidade envolvida nas simulações e ao fato de que os

resultados observados nesta faixa podem ser facilmente estendidos para outras faixas

de frequência.

A geometria de posicionamento dos tons pilotos adotada é a retangular, com

espaçamento entre os pilotos no domı́nio da frequência representado por PS, con-

forme mostrada na Figura 8.1. Os tons pilotos são enviados em todos os śımbolos

OFDM.

Os parâmetros usados nas simulações estão descritos na Tabela 8.1.

O vetor Ĥ(m) é obtido interpolando-se os pontos entre os coeficientes de Ĥp(m).

Neste trabalho adotou-se a interpolação linear, uma vez que em [22] foi feita uma

comparação de desempenho entre diversas técnicas de interpolação (linear, spline,

cúbica e nearest) em um cenário similar ao apresentado nesta tese e foi observado

um melhor desempenho do interpolador linear.

Antes de iniciar as simulações, foi estudado o desempenho dos algoritmos basea-
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Figura 8.1: Geometria de posicionamento dos tons pilotos nos śımbolos OFDM.

Tabela 8.1: Parâmetros usados nas simulações
Descrição Valores

Número de subportadoras 512
Dimensão da IFFT 1024
Prefixo Ćıclico 8 µs

Frequência Mı́nima 2 MHz
Frequência Máxima 10 MHz

Modulação 16-QAM e 64-QAM
Técnicas de Estimação LS; RLS; aLMMSE; LMS;

SOM; PSVM e UPSVM
Interpolação Linear

Técnica de Equalização MMSE
Geometria de posicionamento Retangular com

dos pilotos PS igual a 2, 4 e 6.
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dos em SVM em um cenário com canal invariante no tempo e a presença de

rúıdo impulsivo, para diferentes valores dos parâmetros C, γ e ε, avaliando-se o

erro quadrático médio (MSE) resultante das estimações dos coeficientes do canal.

Para isso, foram explorados os seguintes intervalos de valores para os parâmetros

C ∈ [1, 1000], γ ∈ [10−4, 0, 5] e ε ∈ [0, 1]. Os melhores resultados foram obtidos

para C = 100, γ = 0, 1 e ε = 0. Após determinar os valores dos parâmetros SVM,

eles foram mantidos fixos durante todos os testes.

As curvas de desempenho dos algoritmos são baseadas nas relações

MSE×Número de iterações, MSE×SNR e BER×SNR, sendo SNR a razão en-

tre a potência do sinal de dados e a potência do rúıdo colorido de fundo. Para a

obtenção das curvas de desempenho foram executadas 100 realizações de cada tipo

de canal, e cada realização foi rastreada durante aproximadamente 67 ms (4T0), o

que equivale a transmissão de, aproximadamente, 1000 śımbolos OFDM para cada

realização do canal.

8.2 Comparação de desempenho dos algoritmos

O erro quadrático médio (MSE) das estimações, a cada iteração m, mostrado

nas Figuras (8.2, 8.3, 8.4, 8.5) foi estimado pela Equação:

MSE(m) =
1

P

P∑
p=1

||Hp(m)− Ĥp(m)||2, (8.1)

apenas para a análise de convergência e a comparação entre os algoritmos.

Os parâmetros dos algoritmos adaptativos são determinados, inicialmente, para

observar a sua velocidade de convergência. Para isso foi usado µ = 0, 99 para

RLS, PSVM e UPSVM, ϑ = 0, 005 para LMS, ϕmax = 0, 2 e φmax = 0, 12[rad ]

para o SOM. Este conjunto de parâmetros será chamado de I. Em todos os testes

foram inicializados o vetor Hp(m− 1) como 0, e a matriz Sp(m− 1) como δI, com

δ = 0, 1, para todos os algoritmos adaptativos. No aLMMSE foi usado $ = 10000

em todos os experimentos, de acordo com [68]. A Figura (8.2) exibe a convergência

dos algoritmos com SNR = 40 dB em canal LTI e rúıdo colorido de fundo.

Pode-se observar na figura 8.2 que o algoritmo UPSVM apresenta convergência

a partir do valor de MSE igual a −40 dB, similar aos valores de MSE observados

para os algoritmos LS, aLMMSE e SOM. Este fato se deve à realização do cálculo do

MSE no final da primeira iteração e o UPSVM calcular o vetor de pesos associado à

função-custo em sua formulação no ińıcio desta iteração, além da ausência do termo

b em sua funcional, como observado na seção 5.1. O PSVM não apresenta essa

caracteŕıstica devido ao termo b, que deve ser minimizado junto com a funcional,
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Figura 8.2: Comparação entre as convergências dos algoritmos com o conjunto de
parâmetros I e SNR = 40 dB em canal LTI e rúıdo colorido de fundo.
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mas o valor inicial de MSE é menor que o valor observado nos algoritmos LMS e RLS,

também devido ao cálculo do vetor de pesos, como descrito na seção 4.2. O algoritmo

aLMMSE não atinge o valor mı́nimo de MSE observado nos algoritmos adaptativos,

possivelmente devido às considerações de aproximação em sua equação (seção 6.3,

algoritmo 6) e à presença de rúıdo colorido nos dados recebidos. O algoritmo SOM

é inicializado com o algoritmo LS, mas apresenta convergência muito lenta.

Para que o cálculo das curvas de taxa de erro de bits (BER - Bit Error Rate)

pudesse ter ińıcio após a convergência dos algoritmos adaptativos e que a con-

vergência ocorresse até o centésimo śımbolo OFDM, os parâmetros dos algoritmos

foram ajustados para µ = 0, 94 para o RLS, µ = 0, 98 para o PSVM, µ = 0, 99 para

o UPSVM, ϑ = 0, 033 para o LMS, ϕmax = 0, 2 e φmax = 0, 01[rad ] para o SOM,

esse conjunto de parâmetros será chamado de II. A Figura 8.3 mostra o MSE das

estimações dos algoritmos com estes novos parâmetros para SNR = 40dB em canal

LTI e rúıdo colorido de fundo.
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Figura 8.3: Comparação entre as convergências dos algoritimos com o conjunto de
parâmetros II e SNR = 40 dB em canal LTI e rúıdo colorido de fundo.

Comparando as Figuras 8.2 e 8.3 podemos observar que existe uma relação entre

a robustez ao rúıdo e a velocidade de convergência na escolha dos parâmetros dos

algoritmos adaptativos, ou seja, quando mais rápida a convergência, maior o piso
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de rúıdo observado.

A Figura 8.4 mostra a degradação do MSE na curva de aprendizado quando são

considerados rúıdo impulsivo e SNR = 30 dB. Nos testes que consideram a presença

de rúıdo impulsivo, este é gerado com variância 20 dB acima da variância do rúıdo

colorido de fundo (esta consideração está de acordo com medições apresentadas

em [8]).
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Figura 8.4: Curva de aprendizado dos algoritmos em canal LTI com rúıdo AIN e
SNR = 30 dB.

Pode ser observado na Figura 8.4 que os algoritmos LS e SOM são senśıveis a

presença de rúıdo, tanto ao rúıdo colorido de fundo quanto ao rúıdo impulsivo, os

algoritmos aLMMSE, RLS e LMS apresentam baixa robustez ao rúıdo impulsivo e

os algoritmos baseados em SVM apresentam boa robustez aos dois tipos de rúıdo,

sendo o estimador UPSVM o que apresenta maior robustez a estes rúıdos.

Com o intuito de se comparar o MSE das estimações dos algoritmos, após a

convergência dos mesmos, para uma faixa de valores de SNR, foi obtido o MSE

para valores de SNR de 0 a 30 dB. A Figura 8.5 mostra a comparação deste MSE

para rúıdo colorido de fundo (ACN - Additive Colored Noise) e rúıdo colorido de

fundo somado a rúıdo impulsivo (AIN - Additive Impulsive Noise).

A Figura 8.5 corrobora com as conclusões anteriores sobre a sensibilidade dos
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Figura 8.5: MSE×SNR em canal LTI com rúıdos ACN e AIN.
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algoritmos ao rúıdo e confirma o bom desempenho do estimador UPSVM para todos

os valores de SNR avaliados.

Em um teste preliminar, usamos o modelo LTI de canal com rúıdo colorido de

fundo para observar o desempenho da BER em relação à separação entre pilotos no

domı́nio da frequência. Foram testadas as separações PS = 2, 4 e 6. Tais valores

foram escolhidos, iniciando-se com o de menor separação (PS = 2), observando o

desempenho, e aumentando a separação até que uma degradação significativa da

BER pudesse ser observada. As Figuras 8.6 e 8.7 mostram o resultado deste teste

para as modulações 16-QAM e 64-QAM, onde se considerou como ideal o resultado

obtido a partir do conhecimento pleno do canal (H(m)), apenas para comparação,

e aLMMSE, RLS, LMS, PSVM, UPSVM, LS e SOM os resultados obtidos com os

coeficientes resultantes da interpolação linear de Ĥp(m), obtidos por cada um dos

respectivos estimadores.
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Figura 8.6: BER×SNR em canais LTI com rúıdo colorido de fundo e modulação
16-QAM para valores de separação entre pilotos iguais a 2, 4 e 6.

As Figuras 8.6 e 8.7 mostram que PS = 4 é a maior separação de pilotos que

não gera degradação adicional significativa na BER, para ambas as modulações. Por

este fato, os testes seguintes irão considerar PS = 4, uma vez que apresenta a menor

taxa de pilotos e com isso a melhor “vazão”.
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Figura 8.7: BER×SNR em canais LTI com rúıdo colorido de fundo e modulação
64-QAM para valores de separação entre pilotos iguais a 2, 4 e 6.
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Para avaliar o desempenho dos algoritmos em canais variantes no tempo, foram

obtidas as curvas de MSE considerando o canal LPTV com variação temporal

alternando entre dois estados do canal (variação comutada) e variação temporal

harmônica, e a presença de rúıdo ACN. As Figuras 8.8 e 8.9 mostram as curvas de

MSE nos canais LPTV com variação comutada e harmônica, repectivamente, para

valores de SNR de 0 a 30 dB.
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Figura 8.8: MSE das estimações do canal LPTV com variação comutada e rúıdo
ACN.

Pode-se observar nas Figuras 8.8 e 8.9 que a rápida variação do canal LPTV im-

pede que os algoritmos adaptativos consigam rastreá-lo. Nestes casos, os algoritmos

RLS e LMS apresentam desempenho um pouco melhor que os algoritmos PSVM,

UPSVM e aLMMSE, para valores de SNR superiores a 15 dB, quando se considera

a variação comutada (Fig. 8.8); e superiores a 10 dB, quando se considera a variação

harmônica (Fig. 8.9). Este fato se deve aos valores dos parâmetros destes algoritmos

que, para estes valores de SNR, fazem com que a capacidade de rastreio do canal

resulte em melhor desempenho quando comparado ao obtido com maior robustez

ao rúıdo de fundo. Os algoritmos não-adaptativos LS e SOM apresentam os melho-

res desempenhos para valores de SNR próximos de 30 dB, quando o canal LPTV

apresenta variação comutada (Fig. 8.8), e acima de 25 dB para variação harmônica

70



0 5 10 15 20 25 30
−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

SNR [dB]

M
S

E

 

 
LS
LMMSE
RLS
LMS
SOM
PSVM
UPSVM

Figura 8.9: MSE das estimações do canal LPTV com variação harmônica e rúıdo
ACN.
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(Fig. 8.9). Contudo, os algoritmos RLS, LMS, LS e SOM apresentam significativa

sensibilidade ao rúıdo impulsivo, visto na Figura 8.4.

Para avaliar o quanto a rápida variação do canal LPTV pode interferir na BER,

foram calculadas as taxas de erro de bit para a modulação 16-QAM, considerando

estes tipos de canais e rúıdo. As Figuras 8.10 e 8.11 mostram as curvas de BER nos

canais LPTV com variação comutada e harmônica, repectivamente, para valores de

SNR de 0 a 30 dB.
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Figura 8.10: BER em função da SNR com modulação 16-QAM em canal LPTV
com variação comutada e rúıdo ACN.

A Figura 8.10 mostra que quando o canal LPTV apresenta variação comutada,

os algoritmos RLS e LMS apresentam um desempenho de BER um pouco melhor

que os demais algoritmos, para SNR entre 20 e 30 dB, mas estes algoritmos não

apresentam boa robustez ao rúıdo impulsivo, como visto anteriormente.

Na Figura 8.11 observamos que, quando se considera o canal LPTV com variação

harmônica, os algoritmos RLS e LMS apresentam melhor desempenho de BER para

valores de SNR entre 15 e 25 dB, sendo superado pelos algoritmos LS e SOM para

valores de SNR superiores a 25 dB, e o desempenho de BER do algoritmo SOM

é ligeiramente melhor que o LS. Novamente, vale lembrar que estes algoritmos são

senśıveis ao rúıdo impulsivo.
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Figura 8.11: BER em função da SNR com modulação 16-QAM em canal LPTV
com variação harmônica e rúıdo ACN.
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8.3 Técnica de reinicialização do estimador

UPSVM

Como foi mostrado, a rápida variação do canal LPTV degrada significativa-

mente a BER quando se usam algoritmos adaptativos para a estimação do canal,

e os algoritmos não-adaptativos são extremamente senśıveis ao rúıdo. Com o obje-

tivo de contornar esse problema e fazendo uso da rápida convergência do algoritmo

UPSVM, propomos o uso de uma técnica para obter um limiar para reinicialização

do algoritmo.

Sabe-se que

Yp(m) = D{Hp(m)}Xp(m) +Vp(m) =

D{Xp(m)}[Hp(m) +D−1
{Xp(m)}Vp(m)],

(8.2)

se ∃D−1
{Xp(m)}.

Seja Ĥp(m) uma estimativa do canal obtida após um intervalo de tempo suficiente

para que o estimador tenha convergido. Usando Ĥp(m), a estimativa da sáıda do

canal pode ser escrita por:

Ŷp(m) = D{Xp(m)}Ĥp(m), (8.3)

e o erro de estimação da sáıda do canal dado por:

Yep(m) = Yp(m)− Ŷp(m) = Yp(m)−D{Xp(m)}Ĥp(m) =

D{Xp(m)}[Hp(m)− Ĥp(m)] +Vp(m).
(8.4)

Definindo (}(m)), como:

}(m) = ||D−1
{Xp(m)}Yep(m)|| = ||Hp(m)− Ĥp(m) +D−1

{Xp(m)}Vp(m)||, (8.5)

e calculando }(m) em dois instantes de tempo, digamos m e ms, temos:

4}(m) = }(m)− }(ms) = ||Hp(m)− Ĥp(m) +D−1
{Xp(m)}Vp(m)||

−||Hp(ms)− Ĥp(ms) +D−1
{Xp(ms)}Vp(ms)||.

(8.6)

A desigualdade triangular no <n[69] mostra que:

||a(m)|| − ||a(ms)|| ≤ ||a(m)− a(ms)||. (8.7)
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Logo,

4}(m) ≤ ||Hp(m)−Hp(ms)− Ĥp(m) + Ĥp(ms)+

D−1
{Xp(m)}Vp(m)−D−1

{Xp(ms)}Vp(ms)||
(8.8)

Definindo: 
4Hp(m) = Hp(m)−Hp(ms);

4Ĥp(m) = Ĥp(m)− Ĥp(ms);

4Vp(m) = Vp(m)−Vp(ms),

(8.9)

e, considerando D−1
{Xp(m)} = D−1

{Xp(ms)}, ou seja, que o mesmo vetor de pilotos seja

enviado em todos os śımbolos OFDM, a Equação (8.8) torna-se:

4 }(m) ≤ || 4Hp(m)−4Ĥp(m) +D−1
{Xp(m)} 4Vp(m)||. (8.10)

A partir da Equação (8.10), pode-se esperar que em estado estacionário, para

canais invariante no tempo, após a convergência do algoritmo, o valor de 4}(m)

ultrapasse um determinado limiar caso ocorra variação abrupta do canal ou presença

de rúıdo impulsivo.

A partir das observações anteriores, formularam-se duas hipóteses:
Hip0 = O canal não sofre variação brusca e

o rúıdo não contém parcela de rúıdo impulsivo;

Hip1 = O canal sofre variação brusca ou

o rúıdo contém parcela de rúıdo impulsivo,

(8.11)

e, com o intuito de poder considerar o envio de diferentes vetores de tons pilotos

(D−1
{Xp(m)} 6= D−1

{Xp(ms)}), propôs-se realizar um teste de hipóteses usando como ob-

servação o quadrado da norma de Yep(m), que pode ser expressa, supondo o uso de

modulação M-PSK para os tons pilotos, por:

||Yep(m)||2 = A2||Hp(m)− Ĥp(m)||2 + ||Vp(m)||2+
2<[VH

p (m)D{Xp(m)}(Hp(m)− Ĥp(m))],
(8.12)

onde A é a amplitude da constelação M-PSK.

Pode-se esperar que E{||Yep||2|Hip1} > E{||Yep||2|Hip0}, o que motiva o teste

na forma:

||Yep(m)||2
Hip1
≷

Hip0

limiar, (8.13)

onde Yep(m) é uma amostra do vetor aleatório Yep e limiar é um limiar a ser
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escolhido.

A proposta de escolha do limiar é dada por: limiar = ℘||Yep(ms)||2, onde

||Yep(ms)||2 é uma estimativa de E{||Yep||2|Hip0} obtida previamente em um ins-

tante ms, e ℘ > 1 é um fator a ser ajustado.

Para ajustar o valor ℘, selecionou-se o fator de proporcionalidade entre

||Yep(m)||2 e ||Yep(ms)||2 que resultasse em melhor desempenho da BER. Para isso,

foram feitas simulações considerando o conjunto de fatores {1, 5, 1, 75, 2, 3, 4},
como mostra a Figura 8.12. Para obtenção desta curva de desempenho foi mantido

fixo o valor da SNR em 40 dB, executadas 100 realizações do canal LPTV com

adição de rúıdo impulsivo (AIN) e cada realização foi rastreada durante aproxima-

damente 67 ms (4T0).
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Figura 8.12: BER para diferentes escolhas de limiar, SNR = 40 dB, modulação
16-QAM e rúıdo AIN.

Como observado na curva da Figura 8.12, o fator que resulta em menor BER é

℘ = 2:

||Yep(m)||2
Hip1
≷

Hip0

2||Yep(ms)||2 (8.14)

Vale lembrar que a escolha do limiar pode ser realizada através de um classifi-

76



cador baseado em SVM. Neste caso, seria necessário um conjunto de treinamento

com “rótulos” para as amostras cuja norma quadrática representa a ocorrência de

variação brusca do canal ou de rúıdo impulsivo, e “rótulos” para as amostras que rep-

resentam a ausência dessas ocorrências. Como este procedimento deve ser feito off-

line e apresenta um custo computacional elevado, optou-se por usar uma heuŕıstica

mais simples.

A técnica proposta está descrita no algoritmo 9.

Algoritmo 9: Reinicialização do UPSVM

A cada iteração, calcule:
4||Yep(m)||2 = ||Yep(m)||2 − ||Yep(ms)||2;

Se 4||Yep(m)||2 > ||Yep(ms)||2, faça:
Hp,UPSVM(m− 1) = 0;
Sp,UPSVM(m− 1) = δI;

E refaça a estimação de Hp,UPSVM(m).

Para validação da técnica proposta foi verificado o desempenho do algoritmo

UPSVM em ambiente com canal invariante no tempo (LTI) apenas com rúıdo co-

lorido (ACN), e com canal variante no tempo (LPTV) com rúıdo impulsivo (AIN),

como mostra a Figura 8.13.

Pode-se observar na Figura 8.13 que, para ambientes com canal LTI sem a pre-

sença de rúıdo impulsivo, a técnica proposta não altera o MSE, e para ambientes

com canal LPTV e rúıdo impulsivo, tem-se uma significativa redução do MSE, prin-

cipalmente para valores de SNR acima de 15 dB.

Com o intuito de verificar se a técnica proposta é adequada a outros algoritmos

adaptativos, foram feitos testes aplicando a técnica de reinicialização aos algoritmos

RLS, LMS, PSVM e UPSVM. As Figuras 8.14 e 8.15 mostram o desempenho do

MSE e da BER para estes algoritmos, respectivamente.

Na Figura 8.14 é posśıvel observar que a técnica proposta não é adequada aos

algoritmos RLS e LMS, pois a reinicialização dos mesmos degrada sobremaneira o

MSE. O que fica ainda mais cŕıtico para SNR acima de 5 dB, onde, além do rúıdo

impulsivo, as variações do canal produzem um expressivo número de reinicializações

dos algoritmos. O algoritmo PSVM têm bom desempenho com a técnica proposta,

possivelmente devido ao vetor de pesos associado à função-custo em sua formulação,

obtido no ińıcio de cada iteração. Contudo, a necessidade de minimizar o parâmetro

b em sua funcional, ao reinicializar o algoritmo, faz com que o MSE resultante seja

maior que o observado no algoritmo UPSVM.

A Figura 8.15 corrobora com as observações anteriores e evidencia que a técnica

proposta é mais adequada ao algoritmo UPSVM.
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Figura 8.13: MSE da estimação do canal LPTV com variação comutada e rúıdo
AIN, para os algoritmos adaptativos com a técnica de reinicialização proposta.
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Figura 8.14: MSE em função da SNR em canal LPTV com variação comutada
e rúıdo AIN, para os algoritmos adaptativos com uso da técnica de reinicialização
proposta.
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Figura 8.15: BER em função da SNR em canal LPTV com variação comutada e
rúıdo AIN, para os algoritmos adaptativos com uso da técnica de reinicialização
proposta.

80



8.4 Análise de desempenho com a técnica de

reinicialização do UPSVM

As Figuras 8.16 e 8.17 mostram o MSE dos estimadores em canais LPTV com

variação harmônica e comutada, respectivamente, ambos com rúıdo ACN. O al-

goritmo UPSVM usa a técnica de verificação da variação do erro de estimação e

reinicialização proposta.
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Figura 8.16: MSE da estimação do canal LPTV com variação harmônica e rúıdo
ACN.

Comparando as Figuras 8.8 e 8.9 com as Figuras 8.16 e 8.17 podemos observar

que o uso da técnica proposta reduz significativamente o MSE das estimações do

algoritmo UPSVM para valores de SNR acima de 10 dB, mostrando que o algoritmo

consegue rastrear com mais eficiência as variações do canal LPTV.

Para completar a análise, foi obtida a média da BER nos canais LPTV em ambas

as variações (harmônica e comutada) na presença de rúıdo AIN, com as modulações

16QAM e 64-QAM. Os resultados estão nas Figuras 8.18 e 8.19.

As Figuras 8.18 e 8.19 mostram que a técnica proposta para o estimador UPSVM

resulta em uma BER menor quando comparado aos outros estimadores para SNR

acima de 20 dB. Estes resultados de BER para este tipo de canal são consistentes
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Figura 8.17: MSE da estimação do canal LPTV com variação comutada e rúıdo
ACN.
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Figura 8.18: BER em função da SNR com modulação 16-QAM.

83



0 5 10 15 20 25 30
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

SNR [dB]

B
E

R

 

 

IDEAL

LS

LMMSE

RLS

LMS

SOM

PSVM

UPSVM

Figura 8.19: BER em função da SNR com modulação 64-QAM.
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com diversos resultados apresentados na literatura, dentre eles [22, 70, 71].
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Caṕıtulo 9

Conclusões

Nesta tese foram descritos: um modelo de sistema PLC-DMT, três modelos

de canais (um invariante no tempo - LTI, um com variação harmônica e um com

comutação entre dois estados da resposta impulsiva do canal, os dois últimos com

variação sincronizada à frequência fundamental da rede elétrica - LPTV) adequados

aos sistemas PLC indoor e um modelo de rúıdo aditivo composto de rúıdo colorido

de fundo, rúıdo impulsivo śıncrono e rúıdo impulsivo aperiódico.

As principais contribuições foram a formulação de dois algoritmos fast-SVM

(PSVM e UPSVM) como regressores de valores complexos para a estimação adap-

tativa de canal e a proposta de uma técnica de reinicialização do estimador UPSVM

baseado em um limiar para a variação do erro de estimação do canal, medido em

cada iteração.

Foi observado nas simulações que as técnicas fast-SVM superam os estimadores

aLMMSE, RLS, LMS, SOM e LS em cenários com canais LTI e rúıdos aditivos

colorido de fundo (ACN) e impulsivo (AIN). Nos canais LPTV, foi observado que a

rápida variação do canal impede que os algoritmo adaptativos consigam rastreá-lo.

Neste caso, o algoritmo UPSVM com a técnica de reinicialização proposta apresentou

um bom desempenho de MSE e de BER, mostrando ser adequado para a estimação

de canal LPTV em ambientes com rúıdo impulsivo.

O algoritmo UPSVM apresenta um desempenho melhor que o algoritmo PSVM

devido ao fato de sua inicialização não necessitar da minimização do parâmetro b,

resultando em uma convergência mais rápida.

A técnica proposta permite uma implementação relativamente simples e a função-

custo utilizada é robusta a diversos tipos de rúıdos. As caracteŕısticas da técnica

proposta se mostraram interessantes para cenários PLC, onde se observa um com-

portamento ciclo-estacionário do canal e a presença de rúıdo não-Gaussiano.

Os tópicos que podem resultar em pesquisas futuras a partir desse trabalho são:

• Análise dos algoritmos fast-SVM como preditores de canal. Esta análise pode
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permitir uma redução significativa de pilotos e o consequente aumento da

vazão, uma vez que que o envio de novos pilotos para a estimação do canal

só se fará necessário em intervalos onde o alcance de predição atinge ńıveis

inaceitáveis.

• Estudo da estimação e predição conjunta de canal utilizando os algoritmos

fast-SVM. Este procedimento pode resultar em menor complexidade computa-

cional quando comparado aos procedimentos de estimação e predição isolados

e manter a mesmo desempenho.

• Estender a pesquisa dos algoritmos fast-SVM para a abordagem MIMO-

OFDM.
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