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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFR.J como parte dos requisitos necessérios

para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

METODOS BAYESIANOS PARA RESTAURACAO DE SINAIS DE AUDIO
COM DISTORCOES NAO-LINEARES

Flavio Rainho Avila

Novembro/2012

Orientador: Luiz Wagner Pereira Biscainho

Programa: Engenharia Elétrica

Distorgoes nao-lineares estao presentes em intimeras aplicacoes de dudio e voz,
causando artefatos que impactam severamente a qualidade dos sinais, o que justifica
a elaboracao de técnicas para sua compensacao. Devido a dificuldade em se tratar
esse tipo de distorcao de forma genérica, atacamos separadamente trés categorias
principais. Para cada uma, propusemos métodos de restauracao de diferentes niveis
de complexidade e acuracia, produzindo assim um conjunto amplo de ferramentas,
adequadas a diferentes necessidades.

Para sinais com limitacao de amplitude, obtivemos ganhos substanciais em
termos de SNR, especialmente para degradacao severa, através de uma solugao baye-
siana que respeita as restrigoes de amplitude inerentes ao problema. Propomos ainda
variagoes no algoritmo para lidar com a presenca de ruido aditivo, que pode incidir
antes ou depois da distor¢ao nao-linear. Para distor¢oes invertiveis sem memoria,
resolvemos o problema de identificagao da nao-linearidade por sua expansao em série
de Taylor e também através de um modelo linear por partes, além de considerar-
mos a presenca de ruido aditivo. Para o caso mais geral de distor¢ao invertivel com
memoria, propomos métodos de identificacao cega de um sistema nao-linear com es-
trutura adequada para a descricao de um conjunto amplo de distorcoes encontradas

em sinais reais.
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BAYESIAN METHODS FOR RESTORATION OF NONLINEARLY
DISTORTED AUDIO SIGNALS

Flavio Rainho Avila

November/2012

Advisor: Luiz Wagner Pereira Biscainho

Department: Electrical Engineering

Nonlinear distortions appear in many speech and audio applications, causing
artifacts that severely impact the signals quality, thus calling for techniques to com-
pensate for them. Because of the difficulty of providing a general treatment for this
type of distortions, we tackle separately three main categories, and, for each one,
we propose methods of different levels of complexity and accuracy, thus producing
a wide set of tools suitable to different needs.

For signals with amplitude limitation, we achieved substantial gains in terms
of SNR, specially for severe degradation, by proposing a Bayesian solution that
respects the amplitude constraints inherent to the problem. We also propose mod-
ifications of the basic algorithm to deal with the presence of noise, which can be
added before or after the nonlinear distortion. For memoryless invertible distor-
tions, we solve the problem of identification of the nonlinearity via its Taylor series
expansion, as well as a piece-wise linear model, and we also consider the presence of
additive noise. For the more general case of nonlinearity with memory, we propose
methods for identification of a nonlinear system whose structure is suitable for the

description of a wide range of nonlinear distortions found in real signals.
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Capitulo 1

Introducao

Distorc¢oes nao-lineares ocorrem em diversas aplicacoes de dudio e voz, provocando
artefatos audiveis que compremetem a qualidade e inteligibilidade dos sinais. Causas
desse tipo de distorcao incluem a codificacao de voz em modernos sistemas de tele-
comunicagoes, nao-linearidade de amplificadores e artefatos gerados por algoritmos
de remocao de ruido, além de danos em meios de armazenamento de gravacoes an-
tigas. Assim sendo, algoritmos para compensacao de distor¢oes nao-lineares seriam
de grande importancia para provedores de servicos de telecomunicagoes, bem como
para manutencgao de arquivos de contetdo histérico de interesse publico.

Apesar de importante e comum, esse tipo de distorcao recebeu pouca atengao
na literatura de restauracao de audio, possivelmente devido a inerente dificuldade do
problema. Com excecao de métodos para o tratamento de limitagao de amplitude,
as técnicas propostas até o momento para casos mais gerais de distor¢ao nao-linear
falham quando aplicadas a sinais com distorcoes reais, ora porque assumem modelos
pouco realistas para o sinal original de dudio, ora porque nao sao robustas a outros
tipos de defeito que concomitantemente distorcem o sinal.

Inserindo-se na area de processamento estatistico de sinais, o objetivo desta
tese é a elaboracao de algoritmos capazes de superar o estado-da-arte em restaura-
¢ao de sinais de audio distorcidos por diversas formas de nao-linearidade. Devido a
generalidade desse tipo de distorgoes, daremos um tratamento separado as seguin-
tes categorias: (1) limitagao de amplitude, (2) distor¢ao nao-linear invertivel sem
memoria, e (3) ditor¢ao nao-linear invertivel com memoria.

Para identificar a distorcao e recuperar o sinal original em cada uma dessas



categorias, propomos algoritmos de variados niveis de desempenho e complexidade.
Embora o foco principal da tese seja em algoritmos bayesianos baseados em modelos,
em que tanto o sinal de dudio quanto as distor¢oes sao modelados estatisticamente,
propomos também técnicas mais simples, que poderiam ser usadas isoladamente
quando o tempo de processamento for um fator critico, ou como ponto de partida
favoravel para os algoritmos mais intensivos computacionalmente.

Apesar de termos em mente aplicacoes de audio e voz, podemos vislumbrar
a aplicacao das ideias contidas nos algoritmos propostos em diversas outras dreas,
em particular controle nao-linear e equalizacao de canal em sistemas de telecomu-
nicagoes, nas quais a identificacao de sistemas nao-lineares é de grande interesse.
Embora esse assunto seja foco intensivo de pesquisa, até onde sabemos, poucos tra-
balhos foram publicados em identificacao cega de sistemas nao-lineares, isto é, sem
acesso ao sinal de entrada. Nosso trabalho fornece uma contribuicao significativa
ao propor um arcabouco para realizar essa tarefa usando o paradigma bayesiano, a
qual permite lidar de forma natural com ruido colorido na entrada, ordem do sis-
tema nao-linear desconhecida, além de modelagem de ruido de medicao na saida do
sistema.

Continuamos o capitulo apresentando uma visao geral de sistemas de restau-

racao digital de audio, e o concluimos com uma descrigao da estrutura da tese.

1.1 Restauracao digital de audio

Sistemas de restauracao de audio tém como objetivo reduzir ou eliminar defeitos
audiveis presentes em sinais de audio, introduzidos pelos mecanismos de gravagao
e reproducao, ou resultantes de deterioracao ou desgaste dos meios de gravacao
|, [2]. As distorgoes causadas pelos sistemas de gravagao e reprodugao sao em
alguns casos aproximadamente conhecidas, o que torna possivel sua compensacao,
ainda que imperfeitamente. Ja os defeitos introduzidos nos meios de armazenamento
decorrem da acao do tempo e do uso, e sao em grande medida aleatorios, sendo por

isso mais desafiadores para a restauracao.
A Figura[[.JJmostra um diagrama de blocos de uma cadeia genérica de degra-

dagao e restauragao de dudio. O sistema de restauracao recebe como entrada o sinal



distorcido e, usando o conhecimento prévio sobre caracteristicas do sinal original de
audio, bem como sobre as distorcoes incidentes no sinal, deve gerar na saida um

sinal auditivamente similar ao sinal original.

Sinal
original - -
-~ Gravagao Armazenamento—» Reprodugao Sinal
Distorcido

Sistema de Sinal
- | ——
restauracao restaurado

S

Conhecimento
prévio

Figura 1.1: Cadeia genérica de degradagao e restauracao de audio.

Os defeitos sao genericamente classificados como localizados, em que apenas
algumas amostras estao corrompidas, ou globais, em que todas as amostras sofreram
algum tipo de distor¢ao. Como exemplos mais comuns do primeiro tipo podemos
citar o ruido impulsivo (clicks), gerado por particulas de poeira ou arranhoes na
superficie de um disco de vinil, e pulsos longos, caracterizados por oscila¢oes de longa
duracao e baixa frequéncia, usualmente gerados por quebra ou grandes arranhoes
na superficie do disco. Como exemplos comuns de degradacao global podemos citar
o ruido de fundo, de origem variada, e os defeitos de variacao de pitch, causados
por alteracao na velocidade de reproducgao do sinal. Também podemos classificar
as distorcoes como lineares, em que diferentes frequéncias presentes no sinal sao
alteradas diferentemente, ou nao-lineares, em que novas frequéncias sao introduzidas
no sinal.

Métodos eficazes para remocao de diversos dos defeitos mencionados acima
tém recebido grande atencao na literatura de processamento de audio, variando desde
técnicas heuristicas simples e computacionalmente eficientes até métodos estatisticos
sofisticados e computacionalmente complexos, capazes de obter estimativas para o
sinal original com alta qualidade sob o ponto de vista perceptivo.

Diversos aspectos precisam ser levados em conta na elaboragao de um sistema

de restauracao de audio. A seguir, descrevemos aqueles que consideramos mais



importantes.

O primeiro é a descricao estatistica do sinal original que se deseja recupe-
rar. Sabemos que sinais de dudio e voz, devido aos mecanismos fisicos que o geram,
possuem propriedades que os tornam até certo ponto preditiveis, isto é, conhecidas
algumas de suas amostras é possivel estimar, com variado grau de acuracia, amos-
tras desconhecidas. Naturalmente, o modelo sera tao mais acurado quanto mais se
souber sobre o tipo de sinal, os instrumentos presentes numa musica, caracteristi-
cas do falante, condigoes acusticas no ambiente de gravagao etc. Por outro lado,
se desejamos um sistema que seja geral o bastante para lidar com diversos tipos de
defeitos, temos que aceitar resultados em geral piores do que se obteria por solugoes
particulares.

Diversos modelos e métodos para descrever sinais de audio foram propostos
e vém sendo usados com sucesso em muitas aplicagoes. O mais popular ¢ o modelo
autorregressivo (AR) [2], em que o valor esperado da amostra atual é estimado por
uma combinagao linear das amostras em instantes anteriores. Usualmente, o erro de
predigdo é modelado por ruido branco gaussiano, embora em [3] se argumente que
uma excitacao do tipo Student-t seria mais robusta para certos tipos de sinais.

Para lidar com a nao-estacionaridade de sinais de audio, podemos realizar
o processamento separadamente em trechos curtos de sinal, atribuindo parametros
diferentes para o modelo em cada um deles, ou, alternativamente, usar o modelo
autorregressivo variante no tempo (TVAR — Time-Varying Autorregressive) 4], que
permite que os coeficientes do modelo AR variem continuamente no tempo.

Caso o instrumento que gerou o sinal de dudio seja conhecido, podemos adotar
um modelo mais realista, tendo como base a anélise fisica do mecanismo de geracao
do som. Encontramos essa abordagem em [5], no qual os autores propdem o uso de
modelos fisicos para restauracao e melhoramento de gravacoes de violao.

O segundo aspecto importante é a forma como usamos o conhecimento so-
bre o mecanismo fisico responsavel pela geracao de distorgoes no sinal de daudio na
elaboracao do modelo do sinal degradado. Existe, em geral, um compromisso entre
o realismo e a simplicidade do modelo, sendo comum sacrificar sua acuracia a fim
de tornd-lo matematicamente tratdvel. As técnicas mais simples (heuristicas), tra-

tam a distorcao como um elemento presente no sinal degradado que nao pode ser



bem descrito pelo modelo atribuido ao sinal original. Os métodos estatisticos base-
ados em modelos [2] vao um passo além, ao atribuirem explicitamente um modelo
probabilistico para a degradagao. Em particular, os métodos bayesianos permitem
que se incorpore todo o conhecimento disponivel sobre os parametros do modelo na
forma de suas distribuigoes a priori, produzindo assim modelos bastante comple-
X0s que requerem técnicas numéricas computacionalmente intensivas para obtencao
das distribuigoes de interesse. Dentre essas técnicas, as baseadas em MCMC (Mar-
kov Chain Monte Carlo) sao provavelmente as mais populares e serdo empregadas
extensivamente nesta tese.

Outro aspecto relavante é a avaliacao de qualidade do sinal restaurado. Sabe-
mos que critérios tradicionais para avaliacao do nivel de distorcao, tais como a SNR
(Signal-to-Noise Ratio) e a THD (Total Harmonic Distortion) sdo inadequadas para
avaliar os efeitos perceptivos da distorcao, uma vez que nao levam em conta aspectos
perceptivos [6]. Idealmente, a avaliagdo de qualidade do sinal restaurado seria feita
através de ouvintes humanos, entretanto, algoritmos para avaliacao automatica de
qualidade, tais como o PEAQ (Perceptual Evaluation of Audio Quality) H], sa0 uma
alternativa rapida e barata a testes subjetivos de audicao.

Para fins de ilustracao, consideremos o problema de restauracao de sinais
corrompidos por ruido impulsivo, caracterizados como distturbios de curta duragao e
localizagao aleatéria. A Figura[[L.2] mostra um trecho de sinal de dudio corrompido
por distirbio impulsivo localizado entre as amostras 175 e 180. Podemos observar
que o sinal de audio subjacente possui caracteristicas que o tornam até certo ponto
preditivel, isto é, conhecidas as propriedades estatisticas do sinal, é possivel estimar
amostras futuras com base nas amostras passadas. Sendo assim, pode-se estimar as
amostras da regiao corrompida com base nas amostras vizinhas, tanto a esquerda
quando a direita da degradacao. Caso as propriedades estatisticas da degradagao
sejam conhecidas, a informagao contida nas amostras degradadas também pode ser

usada para que se obtenha uma estimativa mais confiavel do sinal original.
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Figura 1.2: Sinal contaminado por ruido impulsivo.

1.2 Estrutura da tese

Os dois proximos capitulos destinam-se a apresentacao de conceitos de inferéncia es-
tatistica e métodos numéricos de otimizagao que foram usados ao longo do trabalho.
Devido a base tedrica comum da presente tese com a dissertacao de mestrado do au-
tor [8], grande parte desses dois capitulos foi baseada naquele texto, com o cuidado
de se manter apenas o essencial para o entendimento dos capitulos seguintes.

No Capitulo @ vamos descrever de forma mais detalhada os modelos que
usamos para sinais de audio e distor¢oes nao-lineares. Comecamos com a definicao do
modelo AR e mostramos como técnicas numéricas podem ser usadas para estimagao
de seus parametros no contexto bayesiano. Na segunda parte do capitulo, fazemos
uma revisao sobre modelagem de sistemas nao-lineares, enfatizando aqueles que
serao usados nesta tese e destacando como eles se inserem no contexto geral.

Nos Capitulosfl [Ble [T, encontram-se o desenvolvimento tedrico dos algoritmos
propostos na tese, a analise de seus resultados sobre sinais artificiais e reais e a
comparacao com métodos concorrentes, quando for o caso.

O Capitulo A se dedica ao problema de limitagao de amplitude em sinais de
audio. Propomos algoritmos para obtencao das amostras desconhecidas com base
nas amostras corretas, respeitando os limites de amplitude impostos pelo tipo de
distorcao. Também consideramos os casos em que ruido aditivo esta presente, tanto

antes quanto depois do sistema limitador de amplitude.



No Capitulo [6, procuramos resolver o problema de saturacao gradual, repre-
sentado por uma distor¢ao nao-linear invertivel sem memoria, através de algoritmos
de graus variados de complexidade e desempenho. Adotamos um modelo que des-
creve a nao-linearidade por sua representacao em série de Taylor e propomos trés
algoritmos capazes de estimar os termos dessa série, permitindo assim obter a curva
de distorcao. Propomos também uma variacao em um dos algoritmos que permite
recuperar o sinal original quando ruido aditivo esta presente na saida do sistema.
Outra contribuicao do capitulo é a proposta de um modelo linear por partes para
modelagem da curva nao-linear e de um método para estimagao dos parametros de
cada reta.

No Capitulo [, mostramos como podemos resolver o problema de distorcao
nao-linear com memoéria através de um modelo formado por uma cascata de uma nao-
linearidade sem memoria com um filtro linear sé-polos, estrutura conhecida como
de Hammerstein, que seria capaz de descrever satisfatoriamente um conjunto amplo
de distor¢oes nao-lineares em sinais reais. Propomos dois algoritmos para estimagao
dos parametros desse modelo e avaliamos seus desempenhos em simulacoes.

No Capitulo B apresentamos as conclusoes da tese, listamos suas contribui-

¢oes e enunciamos os desdobramentos futuros desse trabalho.



Capitulo 2

Inferéncia Bayesiana

Frequentemente, enfrentamos situacoes de incerteza nas quais precisamos tomar
decisoes, sejam elas simples como se devemos sair de casa com o guarda-chuva ou
complexas como qual profissao escolher. Ainda que inconscientemente, estimamos
a probabilidade de eventos futuros, avaliamos riscos e fazemos predigoes. Inferéncia
estatistica é a area da matematica que nos ajuda a realizar essas tarefas de forma
rigorosa, dando suporte, mas nao necessariamente substituindo, a intuicao e o senso
comum.

Existem duas escolas principais de inferéncia estatistica que diferem essencial-
mente na forma como o conceito de probabilidade é definido, e consequentemente na
aplicabilidade de seus métodos. A escola frequentista apenas admite a probabilidade
aplicada a eventos replicaveis, enquanto a escola bayesiana |9, M] se fundamenta no
conceito de probabilidade como uma medida para o grau de incerteza sobre possiveis
eventos, sendo portanto subjetiva.

O primeiro matematico a adotar a visao bayesiana foi o reverendo Thomas
Bayes, primeiro a descobrir, em 1740, um caso particular do teorema que leva seu
nome. O teorema fornece uma relacao simples entre a probabilidade prévia de um
determinado evento com a probabilidade desse mesmo evento apds novas evidéncias
serem adquiridas. Negligenciado durante a vida de Bayes, foi redescoberto inde-
pendentemente trés décadas mais tarde por Pierre Laplace, que lhe deu uma nova
formulacao e o aplicou em inimeros problemas praticos da época. Nao obstante o
sucesso, o proprio Laplace se converteu ao frequentismo no final de sua vida.

Condenada por estatisticos do calibre de Ronald Fisher como anticientifica



devido a sua natureza assumidamente subjetiva, a visao bayesiana continuou sendo
usada durante a maior parte do século XX, pois fornecia solugoes de problemas
para os quais a visao frequentista falhava. Avancos tedricos feitos por matematicos
como Jeffrey, De Finet e outros tornaram o bayesianismo mais respeitavel, mas
sua aceitagao definitiva e popularizacao sé vieram no fim da década de 80, quando
o surgimento de métodos numéricos baseados em MCMC permitiram a aplicagao
da ferramenta em intimeros problemas que antes eram intrataveis devido ao alto
custo computacional. Atualmente, métodos bayesianos estao presentes em aplicagoes
como aprendizado por maquina, genética, filtragem anti-spam, investigacao forense
e predicao de resultados de elei¢oes, entre muitas outras.

Para este trabalho, algumas caracteristicas do paradigma bayesiano se mos-
traram importantes. A principal delas é a possibilidade de se incorporar a experién-
cia subjetiva do projetista aos modelos, algo proibido pela otica frequentista. Num
sistema de restauracao, o conhecimento sobre o comportamento tipico de um defeito,
usualmente resultado de experiéncias pessoais do projetista, é de grande valia para
o desempenho do sistema. Além disso, como veremos na Secao 25 a abordagem
bayesiana permite que parametros indesejados possam ser marginalizados (integra-
dos) e retirados da andlise, tornando desnecessério estima-los previamente de forma
sub-6tima.

Este capitulo se destina a apresentacao de conceitos bésicos de inferéncia
bayesiana, com foco naqueles que consideramos importantes para o entendimento
do restante do texto. Comegamos com uma discussao sobre trés importantes in-
terpretacoes para o conceito de probabilidade: classica, frequentista e subjetiva.
Em seguida, apresentamos mais formalmente o conceito de inferéncia estatistica, in-
cluindo alguns exemplos simples de sua aplicacao e diferenciando mais claramente as
escolas bayesiana e frequentista. Na sequéncia, dedicamos segdes para os conceitos
de modelo hierarquico, distribuicao a priori e eliminacao de parametros. Concluimos

o capitulo na Secao 2.6l



2.1 Algumas interpretacoes de probabilidade

Embora existam diversas interpretacoes para o conceito de probabilidade H], trés
delas sao mais relevantes em aplicacoes praticas: a classica, a frequentista e a
bayesiana (ou subjetiva). E importante ressaltar que todas as interpretacoes sao
compativeis com a definicao axiomatica da teoria de probabilidade formalizada por
Kolmogorov, sendo suas diferencas de carater mais filoséfico do que matematico.

Pela definicao classica de probabilidade, parte-se de um conjunto de eventos
elementares igualmente provaveis dentro de um espago amostral U, e associa-se a
um evento qualquer £ € U uma probabilidade calculada pela razao entre niimero de
eventos elementares em E e o nimero de eventos elementares em U. Essa definicao
parece natural quando a simetria do experimento sugere que nao ha razao para que
alguns eventos sejam mais provaveis que outros. Exemplos tipicos desse tipo de
experimento sao o langamento de um dado ou de uma moeda, a retirada de uma
carta em um baralho ou de bolas numeradas em sorteios de loteria.

Outro conceito de probabilidade bastante usual é o frequentista, cujo nome
se deve a noc¢ao de frequéncia relativa, na qual se baseia. Em vez de estabelecer
previamente um conjunto de eventos possiveis, a visao frequentista considera o nu-
mero de eventos efetivamente obtidos em experimentos supostamente repetidos em
condigoes similares. Se o numero de experimentos é suficientemente grande, a pro-
babilidade de um evento ¢é definida pela razao entre o niimero de vezes em que esse
evento ocorreu e o nimero total de experimentos. Pela lei dos grandes nimeros,
essa razao deve se aproximar cada vez mais de um certo valor quanto maior for o
nimero de experimentos.

Consideremos o experimento de lancamento de um dado. Pela simetria do
experimento, um adepto da visao classica diria que os seis resultados possiveis sao
igualmente provaveis, e que portanto a probabilidade de uma dada face ser obtida é
de 1/6. A probabilidade de o resultado ser um nimero par seria entao igual a razao
entre a quantidade de nimeros pares entre 1 e 6 e a quantidade total resultados
possiveis, ou seja 1/2. Para um frequentista, é impossivel determinar previamente
as probabilidades envolvidas, pois estas s6 podem ser conhecidas apés um grande
numero de experimentos. A probabilidade de sair um ntimero par é obtida contando-

se o numero de vezes em que este resultado realmente foi obtido e dividindo-se o
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resultado pelo nimero total de experimentos. Se o dado nao for viciado, espera-se
que essa razao coincida com obtido pela interpretacao classica. No entanto, para
um frequentista, sé se pode afirmar que o dado nao é viciado apds os experimentos
terem sido realizados.

E comum, entretanto, associar probabilidades a eventos que nao podem ser
o resultado de experimento replicavel e para os quais nem a noc¢ao classica nem
a frequentista fazem sentido. Exemplos seriam questoes como a probabilidade de
existéncia de vida fora da Terra, possiveis acontecimentos histéricos e consequéncias
de certas politicas publicas. Para permitir o tratamento matematico desse tipo
de questao, a escola bayesiana de estatistica adota a nogao de probabilidade vista
como “grau de confianca”, portanto subjetiva, sobre a veracidade de uma afirmacao
ou ocoréncia de um evento.

A interpretacao subjetiva tende a coincidir com uma das outras duas, de-
pendendo do caso. Na auséncia de dados experimentais, o estatistico pode usar
consideracoes sobre a simetria do experimento para atribuir probabilidades subjeti-
vas aos possiveis eventos, coincidindo assim com a visao classica. No caso extremo
oposto, quando o numero de dados tende ao infinito, a probabilidade assumida ini-
cialmente torna-se irrelevante, e a probabilidade bayesiana tendera a coincidir com

a frequentista.

2.2 Problema geral de inferéncia estatistica e al-
gumas solucoes

Usamos inferéncia estatistica quando desejamos obter informagoes sobre grandezas
inobservaveis a partir de dados que podem ser descritos por modelos probabilisticos.
Como um exemplo de Engenharia, podemos considerar o receptor de um sistema de
comunica¢ao que deve decidir os dados mais provaveis de terem sido emitidos no
transmissor com base nos dados que chegam no receptor apoés sofrerem distorcoes
pelo canal de comunicacao. Similarmente, o assunto desta tese é o de estimar o sinal
de audio original com base em sua versao distorcida.

Para formalizar o conceito, seja x uma varidvel aleatéria (possivelmente mul-
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tidimensional) descrita pela distribuigao® p(x;8), em que @ é um vetor contendo
parametros desconhecidos que definem certas caracteristicas da distribuicao, como
por exemplo sua média e variancia. O problema de inferéncia é extrair informacoes
sobre os parametros 0 dispondo de um conjunto de dados x.

A escola frequentista entende os parametros @ como valores fixos porém des-
conhecidos, e toda inferéncia é feita com base na distribuicao p(x; ). Por sua vez,
a escola bayesiana enxerga os parametros como variaveis aleatérias com certas dis-
tribuicoes associadas. Antes de os dados serem observados, a distribuicao associada
aos parametros é chamada de distribuigao a priori (ou simplesmente priori), e quan-
tifica o grau de confianca do projetista sobre os possiveis valores dos parametros.
Apés os dados serem levados em consideragao, a nova distribuicao dos parametros

é conhecida como distribuicao a posteriori (ou simplesmente posteriori).

2.2.1 Teorema de Bayes

Através do teorema de Bayes, podemos obter a distribuicao a posteriori a partir da
distribuigao a priori, levando em conta os dados observados. Seja p(6|H) a distri-
buigao a priori, em que H (de histéria) representa todas as informagoes a disposigao
do usuario sobre os parametros de interesse antes de os dados estarem disponiveis.

Pelo teorema de Bayes, podemos obter a distribuicao a posterior: através de:

p(x|0, H)p(6|H)
p(x|H)

p(O[x, H) = (2.1)

em que p(x) é a densidade de probabilidade associada ao vetor de dados x e na equa-
¢ao acima é um fator de proporcionalidade que garante que a integral do quociente

sobre o conjunto dos nimeros reais seja igual a 1, sendo dada por:

p(x) = / p(x/0)p(8)d6. (2.2)

Como os dados sao supostos conhecidos, p(x) é uma constante e nao afeta

1O nome “distribuicio” de uma varidvel aleatéria X se referird tanto & densidade de probabi-
lidade p(z) (no caso de V.A. continua) quanto & probabilidade P(z) (no caso de V.A. discreta);
quando for importante sera feita a distingao clara disto. Mas havera alguma liberdade de ter-
minologia, por exemplo, ao dizer que a maximizacao da densidade de probabilidade maximiza a
probabilidade.
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a forma da fungao p(@|x, H). Por essa razao é usual escrever o teorema de Bayes

como uma relagao de proporcionalidade, removendo p(x):

p(6lx, H) o< p(x(0, H)p(6|H). (2.3)

2.2.2 Alguns critérios de otimizacgao

A funcgao de verossimilhanga, l(x;0) = p(x|@) (omitiremos H daqui em diante) é
interpretada como uma quantificacao da probabilidade de os dados x serem observa-
dos quando o vetor de parametros é @. Na escola bayesiana, é o elemento de ligacao
entre a priori e a posteriori, enquanto na escola frequentista é usada isoladamente
para inferéncia. O popular critério ML (Mazimum Likelihood) B, B] estabelece
que o valor estimado para @ é aquele maximiza a funcao de verossimilhanca, ou seja,
é o valor de @ que faz os dados observados serem os mais provaveis.

A escola bayesiana também permite obter estimativas pontuais do parametro
com base em sua distribuicao posteriori, através de critérios de otimizacao como o
BMSE (Bayesian MSE) e o MAP (Mazimum a Posteriori) ] Pelo critério MAP o
valor estimado para os parametros ¢ aquele que maximiza a distribuicao a posteriori,
enquanto o BMSE resulta na média dessa distribuicao. E importante ressaltar que
podemos extrair muitas outras informacoes a partir da distribuicao a posteriori, tais

como valores esperados, distribui¢bes marginais, intervalos de confianca, etc.

2.2.3 Exemplo

Para ilustrar algumas das solugoes, consideremos o modelo linear geral, que aparece
frequentemente em diversos problemas de processamento de sinais. Nesse modelo, o
vetor de dados observados x é obtido pela soma de um produto matricial e um ruido
v, ou seja, x = GO+ v. Esse modelo pode descrever, por exemplo, um sinal formado
por uma mistura de senoides com amplitudes desconhecidas imersas em ruido.
Usualmente v pode ser descrito como ruido branco éaussiano de média zero
]

e variancia o2, caso em que a verossimilhanga é dada por

1

p(x]0) = py(x — GO) = Wexp {_T;(X ~GO) ' (x — GO)} : (2.4)
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A maximizacao dessa funcao em relacao a @ gera o estimador ML E]
oM = (GTG)'GTx. (2.5)

A escola bayesiana resolveria esse mesmo problema tratando @ como uma
variavel aleatoria e lhe atribuindo uma distribuicao a priori. Considerando, por
exemplo, uma priori gaussiana com média mg e matriz de covariancia Cy, teriamos

uma posteriori cuja maximizacao geraria o seguinte estimador para 0:
MAP = (GTG + 02C 1) (G x + 02Cy ' my). (2.6)

Podemos ver na equacao acima que se os elementos de Cgy forem altos, as
parcelas introduzidas pela priori se tornam irrelevantes, e entao a solucao MAP se
aproxima da ML. Isso é razoavel, uma vez que valores altos para Cgy indicam que a

priori é bastante “espalhada” e todos os valores sao quase igualmente provaveis.

2.3 Modelo bayesiano hierarquico

Em muitos problemas praticos, os dados observados dependem de diversos para-
metros, os quais podem apresentar uma relacao hierarquica entre si. Por exemplo,
num sinal contaminado com ruido impulsivo em discos de vinil, a taxa de amostras
corrompidas p é uma variavel desconhecida, podendo ser modelada probabilistica-
mente. Naturalmente, esperamos alguma dependéncia nos valores de p para discos
com caracteristicas parecidas. Podemos considerar, portanto, que os p para diferen-
tes discos sao gerados por uma distribuicao comum. Os dados observados, no caso
as amostras degradadas do sinal, dependeriam de uma instancia particular dessa
distribuicao.

A Figura[2.]]ilustra esse conceito de forma mais geral. Nessa figura, diversos
conjuntos de dados observados possiveis, x1, 22, ..., x,, dependem de parametros
01, 0,5, ..., 0,, respectivamente, que por sua vez sao instancias de variaveis aleatérias
descritas por parametros ¢.

O teorema de Bayes permite obter a distribuicao a posteriori dos parametros

desconhecidos em funcao dos dados observados. No exemplo em questao, considere-
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n

Ty T2 = Tp_1 Tp

Figura 2.1: Exemplo de modelo bayesiano hierdrquico. Os conjuntos de dados z1,
Zo, ..., Tn, dependem de parametros #q, 6s, ..., 6,, respectivamente, que por sua
vez sao instancias de variaveis aleatorias descritas por parametros ¢.

mos a distribuigao a posteriori p(@|x). A distribuicao a priori de @ pode depender
de outros parametros, digamos ¢, que sao também desconhecidos e podem ter uma

probabilidade a priori associada. Aplicando a regra de Bayes duas vezes, temos:

p(0, ¢|x) o< p(x[6, P)p(0]d)p(). (2.7)

2.4 Distribuicao a priori

Como afirmamos anteriormente, a distribuicao a prior: é uma funcao que reflete o
conhecimento do projetista sobre os possiveis valores dos parametros sem levar em
consideracao os dados. Embora seja possivel utilizar critérios frequentistas para a
escolha de p(@), usualmente o conhecimento proveniente da experiéncia subjetiva do
projetista é o fator preponderante para a escolha da probabilidade a priori. Diversas
técnicas servem para guiar o projetista nessa tarefa, dentre as quais destacamos o
método do histograma, o método da funcao de distribuicao e o método de verossi-
milhanga relativa [10]. Apesar de tteis, essas técnicas costumam gerar distribuigoes
complicadas e de dificil tratamento analitico, o que prejudica o procedimento pos-

terior de otimizacao.
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2.4.1 Prioris conjugadas

Para garantir que a distribuicao a posteriori seja analiticamente tratavel, ¢ comum
o uso de prioris conjugadas, que sao definidas como distribui¢oes com estrutura
algébrica similar a da verossimilhanca. Isso garante que a posteriori seja do mesmo
tipo da priori, mas com parametros modificados. Por exemplo, se a verossimilhanca
¢ gaussiana, a escolha de uma gaussiana como priori gera uma posteriori também
gaussiana, que é uma distribuicao com propriedades interessantes para otimizagao

ou obtencao de amostras.

2.4.2 Priori nao-informativa

Priori nao-informativa, como o nome sugere, é uma distribuicao que idealmente nao
contém qualquer informagcao sobre os possiveis valores dos parametros. A escolha
aparentemente mais 6bvia é uma distribuicao uniforme, que associa igual probabi-
lidade a todos os valores possiveis dos parametros, fazendo com que a posteriori
coincida com a funcao de verossimilhanca. No caso discreto, essa escolha nao apre-
senta problemas; para variaveis continuas, entretanto, uma distribuicao uniforme ¢é
inadequada porque nao ¢ invariante em relacao a uma transformacao de variaveis
um-para-um, isto é, se a distribuicao de 8 é uniforme, a distribuigao de ¢ = f(8) serd
nao-uniforme [10]. Esse resultado nao é razoavel, pois se nao temos conhecimento
sobre 8, o mesmo deve ocorrer com ¢.

Para eliminar esse inconveniente, Jeffreys introduziu uma classe de distribui-
¢oes invariantes a transformagoes um-para-um [10]. A priori de Jeffreys associada a

variavel 0 é dada por:

p(6) o [1(8)["?, (2.8)

onde I(0) é a informacao de Fisher de 6, definida por:

1(0) = Exo {_5‘2log (p(X\O))] 7

00?

que mostra que a priori depende apenas da verossimilhanca.

No caso de modelos invariantes com relacao a escala, como a distribuicao do
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desvio-padrao o da gaussiana, por exemplo, obtém-se a seguinte priori de Jeffreys:

p(o) o« o (2.10)

H4 outras alternativas para a escolha de prioris nao-informativas. Jaynes M]
propos que o critério de maxima entropia fosse usado na especificacao da distribuigao
a priori. Bernardo ] também defende que a escolha da priori nao-informativa deva
ser feita através de critérios baseados na teoria da informagao.

Na maioria dos casos, a distribuicao gerada ¢ impropria, isto é, sua integral
¢ infinita, como na Equagao ([Z.I0]). Esse fato nem sempre é um problema, visto que
estamos interessados, muitas vezes, na forma da distribuicao, e nao nos seus valores

exatos.

2.5 Eliminacao de parametros

E comum que o vetor de parametros contenha elementos que nao sao de interesse
para estimagao. Nesse caso, podemos integrar esses parametros indesejados (nui-
sance parameters) e entao trabalhar apenas com os de interesse. Se @ for particio-
nado entre os parametros indesejados e os de interesse, de tal forma que 8 = (¢, ),

a posteriori para os parametros de interesse é:

p($) = /w pb, I dp. (2.11)

Essa operacao nem sempre pode ser feita analiticamente, especialmente nos
casos em que a distribuicao é multivariavel e nao possui uma forma conhecida.
Nesses casos, os algoritmos que serao vistos no proximo capitulo sao indicados para

a computacao numérica da integral acima.

2.6 Comentarios conclusivos

Neste capitulo vimos os conceitos mais importantes da teoria de inferéncia bayesiana.

Embora seja possivel resolver problemas praticos apenas com esses conceitos, em boa
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parte das aplicacoes as distribuigoes envolvidas sao multivaridveis e multi-modais e
os problemas de otimizacao que surgem naturalmente sao dificeis de ser resolvidos
pelas técnicas classicas de otimizacao. No capitulo seguinte, veremos alguns métodos

e algoritmos indicados para essa tarefa.

18



Capitulo 3

Técnicas Numéricas de Estimacao

A modelagem realista de sistemas fisicos muitas vezes exige a utilizacao de modelos
hierarquicos sofisticados, com distribuicoes complexas e intrataveis analiticamente.
Para lidar com esses problemas de estimacao, foram propostas diversas técnicas nu-
méricas, dentre as quais destacam-se o algoritmo Ezpectation-Mazximization (EM), o
amostrador de Gibbs e os algoritmos de Metropolis-Hastings (MH) e de Metropolis-
Hastings com saltos reversiveis. Com excecao do primeiro, esses algoritmos se ba-
seilam em técnicas de Monte Carlo via Cadeias de Markov (Markov-Chain Monte
Carlo, MCMC). Em geral, essas técnicas consistem no projeto de uma cadeia de
Markov para obtencao de amostras de uma certa distribuicao, e posteriormente na
utilizagao de técnicas de Monte Carlo para obter informagoes de interesse com base
nas amostras geradas. Este capitulo dedica-se a descricao de alguns desses métodos.

Comegamos apresentando a idéia geral por tras de técnicas de Monte Carlo.
Em seguida, descrevemos o método da rejeicao, uma técnica simples usada para
obtencao de amostras de uma distribuicao, e que permitird uma compreensao intui-
tiva dos algoritmos mais sofisticados que serao descritos mais adiante. Prosseguimos
com a apresentagao da teoria de Cadeias de Markov (MC), base para os algoritmos
que serao descritos em seguida. Nas Secoes [3.4] e apresentamos os algoritmos de
amostragem de Gibbs e Metropolis-Hastings, dois dos mais populares algoritmos do
tipo MCMC. O capitulo termina com a apresentacao de algumas técnicas simples
para diagnéstico de convergéncia dos algoritmos.

Optamos por descrever os algoritmos de forma sucinta, nos moldes do traba-

lho de Andrieu et. al [16] e de Neal [17]. Como referéncia mais completa sobre o
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assunto, recomendamos os livros de Gamerman @] e Casella ]

3.1 Técnicas de Monte Carlo

Técnicas de Monte Carlo consistem em gerar amostras i.i.d. de uma certa distri-
buicao e em seguida usa-las para obter uma aproximacao de alguma caracteristica
da distribuicao dificil de obter analiticamente. Mais precisamente, de posse de um
conjunto de amostras X = {2 ... 2™} de uma certa distribuicao p(x), podemos

aproximar uma integral do tipo:

1(f) = / f(@)p(x)dz (3.1)

através de um somatorio:

In(f) = 5 2 @), (3.2)

E possivel mostrar que o estimador acima é nao polarizado e, pela lei dos
grandes nimeros, converge para a integral da Equagao B quase certamente (isto
é, com probabilidade 1) quando N tende a infinito.

Obter amostras de uma distribuigao diretamente nem sempre ¢ trivial. As
técnicas descritas nas préximas segoes sao formas de realizar essa tarefa indireta-

mente.

3.2 Método da Rejeicao

O método da rejeicao ¢ usado quando se deseja obter amostras de uma distribuigao
complexa usando uma distribui¢ao auxiliar supostamente facil de se amostrar. Sejam
7(x) a distribuigao de interesse e ¢(x) uma distribuigao que, para algum A, satisfaz
Aq(x) > 7(z),Vz. O método da rejeigdo consiste em se gerar uma amostra de ¢(z),
digamos z*, e aceitd-la com probabilidade 7(z*)/(Aq(z*)). Na prética, obtém-se
uma amostra v de uma distribuicao uniforme entre 0 e 1 e aceita-se x* se u <
w(2%)/(Ag(x")).

A eficiéncia do método depende do valor de A, uma medida da “proximidade”

entre ¢(x) e m(x). Quanto maior o valor de A, maior é o percentual de amostras
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rejeitadas e consequentemente maior o nimero de iteragoes necessarias para se obter
o conjunto de amostras exigidas para a estimagao de Monte Carlo.

A principal desvantagem desse método é a dificuldade, em certos casos, de
escolher uma distribuicao auxiliar que leve a uma probabilidade de aceitacao nao
muito baixa. Para distribuicoes multivariaveis essa tarefa é particularmente dificil,
e nesses casos os algoritmos baseados em cadeias de Markov sao a escolha mais

indicada.

3.3 Cadeias de Markov

A teoria de Cadeias de Markov é a base para os algoritmos MCMC que serao des-
critos mais adiante. Nesta secao, apresentaremos uma breve descricao da teoria e
enunciaremos algumas propriedades importantes para o desenvolvimento e andlise
de algoritmos MCMC. Comecamos considerando cadeias de Markov com espaco de

estados discreto e em seguida estenderemos os resultados para o caso continuo.

3.3.1 Conceituagao

Uma Cadeia de Markov é um processo aleatorio discreto no tempo que apresenta a
propriedade de Markov, que estabelece que o estado atual da cadeia depende apenas
do estado imediatamente anterior. Mais formalmente, seja X a varidvel aleatéria
que representa o estado da cadeia no instante n e seja S o espaco de estados para

as variaveis X (™. Entao:

P(X™ e AM| XD ¢ A=V X0 ¢ A0) = p(xM ¢ AM|x"=1) ¢ g=D)y,
(3.3)

para quaisquer A®, ... A ¢ §.
No caso em que S é um conjunto contével (tipicamente, mas nao necessaria-
mente, finito), a cadeia de Markov ¢ dita discreta. Consideremos o caso finito com
espago de estados S = {s1,...,sn}. As probabilidades de transi¢ao de um estado da

cadeia para outro, no instante n, definem a matriz de transicao T, cujo elemento
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da linha ¢ e da coluna j é dado por:

To(ilj) = P(X™ = 5| XD = g)). (3.4)

Como cada coluna dessa matriz contém a probabilidade associada a cada um
dos elementos do conjunto amostral, a soma dos elementos em cada coluna ¢é igual a 1.
Matrizes com essa propriedade sdo chamadas matrizes estocasticas [18] e possuem
uma série de propriedades importantes para a andlise de algoritmos baseados em
MCMC. Uma delas é a existéncia de pelo menos um autovalor igual a 1. Além
disso, no caso em que todos os elementos de T,, sdo maiores que zero (caso em que é
sempre possivel passar de um estado qualquer para outro qualquer), pode-se mostrar
que todos os demais autovalores sao distintos e menores que 1.

A distribuigao de probabilidade no instante n, denotada por P,(7), definida
para i = {1,..., N}, pode ser obtida a partir da distribui¢do de probabilidade no

instante (n — 1), através de:

P(i) =Y Tu(ilj) Paca (5), (3.5)
que pode ser escrita vetorialmente como:
P,=T,P, 1, (3.6)

em que P, = [P,(1)... P,(N)]".
Se T,, é independente de n, dizemos que a cadeia de Markov é homogénea
e a matriz de transicao passa a ser denotada simplesmente por T. Nesse caso, a

aplicacao da Equagao (B0 n vezes fornece:
P, = T"P,, (3.7)

em que Pg ¢ a distribuicao do estado inicial da cadeia.
Para o desenvolvimento de algoritmos MCMC, a Cadeia de Markov deve

possuir as duas propriedades abaixo:
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e Irredutibilidade: Partindo de qualquer estado, existir uma probabilidade nao-
nula de a cadeia mover-se para qualquer outro estado em um numero finito
de passos. Isso equivale a termos T"(i|j) > 0, para algum n, de forma que a
probabilidade de transicao em n passos do estado s; para o estado s; ¢ diferente

de zero.

e Aperiodicidade: A cadeia nao ficar presa em ciclos.

3.3.2 Distribuicao invariante

Uma distribuicao é dita invariante (ou estaciondria) se permanece fixa sob a apli-
cagao da matriz de transicao. No desenvolvimento de algoritmos MCMC, estamos
interessados em construir cadeias de Markov que facam com que uma certa distri-
buicao seja invariante.

Denotando a distribui¢ao invariante por (i), devemos ter:

m(i) =Y T(ilj)m(j)- (3.8)

Vetorialmente, podemos escrever w = T, donde vemos que 7r ¢ um autovetor
associado ao autovalor A = 1. Para se determinar 7r unicamente, impoe-se a condigao
de que a soma de seus elementos seja igual a 1.

Para algoritmos MCMC, é usual impor a condicao detailed balance para as-
segurar que uma dada distribuicao seja invariante. Essa condicao estabelece que a
probabilidade de a cadeia passar de um estado s; no instante (n — 1) para o estado

s; no instante (n) é igual a probabilidade de a transi¢ao inversa ocorrer, isto é:

m())T(ilg) = = (@) T(j]7). (3.9)

Para ver que 7 (i) é distribui¢ao invariante, basta somar os dois membros da
igualdade acima para todos os valores possiveis de j, e perceber que o resultado é
a Equacao ([B.8). Embora mais restritiva que a Equacao ([B.8), essa condi¢ao ¢ mais

simples de se impor para algoritmos MCMC.
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3.3.3 Ergodicidade

Além de garantir que 7(7) seja a distribuigao invariante desejada, devemos assegu-
rar que P,(i) convirja para m(i) quando n tender a infinito, qualquer que seja a
distribuicao inicial Py(i). Nesse caso, dizemos que 7(i) é a distribui¢ao-limite da
cadeia.

Essa propriedade é conhecida como ergodicidade. Para garantir que a cadeia
de Markov seja ergddica, é necessario que a cadeia seja aperiodica e irredutivel.
No caso discreto, basta termos os autovalores de T todos distintos, podendo assim
escrever a distribuicao inicial usando os autovetores de T como base e em seguida

calcular a expressao T"P, ]:
PO :7T+02V2+...+CNVN; (310)

Pn = TnPO =T+ CQA;LVQ + ...+ CN)\?VVN' (311)

Na primeira equacao usamos o fato de que m é o autovetor associado ao
autovalor 1. Como sabemos que todos os demais autovalores sao menores que 1,

concluimos que:

lim P, = lim T"Py = . (3.12)

n—o0 n—o0

3.3.4 Cadeias de Markov para espago de estados continuo

Para o caso em que o espaco de estados S é continuo, as propriedades descritas nas
secOes anteriores sao expressas através de densidades de probabilidade. A proprie-

dade de Markov é definida por:
pa®™ |V 2Oy = p(a™)| (D), (3.13)
O nicleo de transi¢ao K, (x|y) no instante n é definido por:
K(aly) = pxo ([ X" = y), (3.14)

em que pym (z) denota a densidade de probabilidade da variavel aleatéria X ™.
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Assim, a distribuicao do estado da cadeia no instante n é dada por:

pn(x) = . Ko(2]y)pn-1(y)dy. (3.15)

No caso de a cadeia ser homogeénea, K, independe de n e a condicao detailed

balance se torna:

/A/BK(x'y)”(y)dydx - /B /A K (ylw)m(x)dzdy, (3.16)

para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a S.

Como no caso discreto, a condi¢ao detailed balance é suficiente para que (i)
seja uma distribui¢ao invariante da cadeia de Markov definida por K(i|j). Para
garantir que a distribuicao invariante seja também a distribuicao-limite, a cadeia

deve ser aperiddica e irredutivel.

3.4 Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs (Gibbs Sampler) @] ¢ um caso especial de MCMC, indi-
cado para os casos em que a distribuicao conjunta é mais dificil de amostrar do que
as condicionais. A técnica consiste em particionar a variavel conjunta em diversos
componentes (possivelmente multivariaveis) e obter amostras das distribuigoes con-
dicionais de cada componente, considerando os demais fixos. O processo é repetido
usando os ultimos valores amostrados de cada componente como condicionantes da
distribuicao dos demais componentes.

Seja 7(6) a distribuigao conjunta da qual se deseja obter amostras. A variavel
0 ¢é entao particionada em k componentes, de tal forma que 8 = {6;,...,6;}. A

i-ésima iteracao do amostrador de Gibbs pode ser expressa como:

6\ ~ (0,160, ... 8" (3.17)
6\ ~ (6,6, ... 60" (3.18)
0" ~ (6,6, ...8" ), (3.19)
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em que o simbolo ~ indica que a varidvel da esquerda é uma amostra da distribuicao
a direita.

Para ver que m(0) é uma distribui¢ao invariante em cada operagao acima,
vamos calcular a distribuicao de @ apds a primeira operacao, definida na Equa-
¢ao (BI7). Supondo que a distribuigao da cadeia de Markov no final da iteracdo
(i—1) é m(0), isto é: p(@V) = 7(80~1)), obtemos:

7 1—1 —1 7 1—1 —1 1—1 —1
p(87,657D 60y = o6, e pei et
7 1—1 —1 1—1 —1
= 70165V 6o el

= 76", 6y el (3.20)

Logo, a transigao gerada pelo amostrador de Gibbs preserva a distribuigao
de 8. O mesmo raciocinio aplicado as operacoes seguintes indica que, a cada amos-
tragem, a distribuigao resultante permanece igual a 7(@). Sob condigdes faceis de
se obter na pratica, mostra-se que a cadeia é ergddica, isto é, apds a convergén-
cia, as amostras geradas em cada iteracao correspondem a amostras da distribuigao

conjunta ().

3.5 Algoritmo de Metropolis-Hastings

Nem sempre as distribui¢oes condicionais necessarias para o amostrador de Gibbs
sao faceis de se obter. Nesses casos, o algoritmo de Metropolis-Hastings (MH) é
mais indicado. A ideia do algoritmo é semelhante a do método da rejeicao, descrito
na Secao Obtém-se amostras de uma distribuigao auxiliar (supostamente mais
simples que a distribuigao de interesse) e decide-se aceitar ou rejeitar essa amostra
dependendo de algum critério.

Pelo algoritmo MH, uma amostra x* ¢ obtida a partir de uma distribuigao
proposta, designada por q(x*\x(i)), em que £ é o estado atual da cadeia de Markov.

Essa amostra é aceita com uma probabilidade @ dada por:

) o . m(a*)q(z@]a”)
a(z®, 2*) = min <1, ﬂ(x(i))qq(xﬂx(i))) . (3.21)
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Se a amostra gerada for aceita, o novo estado da cadeia é 2**

= 2*; em caso
contrério, a cadeia permanece no seu estado atual, isto é, 201 = 2@ O nicleo de

transicao ¢ dado por:
K (2|20 = (2 2 a (2@, 20)) 46,6 (D) (2), (3.22)

em que

r(z®) = /*qu(;ﬂ*\x(i)) (1- a(z®, z*)) da* (3.23)

é a probabilidade de a cadeia permanecer no estado atual. A expressdo §,q) (z(+1)
é a funco impulso unitério (delta de Dirac) localizada em () e aplicada em z(+1),
que indica uma distribuicdo “concentrada” em z(*.

Podemos verificar que esse nicleo de transicao satisfaz a condicao detailed
balance, e portanto m(x) é uma distribuigdo invariante da cadeia. Para garantir
que 7(z) é também a distribui¢ao-limite, temos que verificar a irredutibilidade e
aperiodicidade da cadeia. Como o algoritmo sempre permite a rejeicao, segue que a
cadeia é aperiddica. Para assegurar irredutibilidade, é preciso que o suporte de ¢(.)
inclua o suporte de 7(.) [16].

A eficiencia do algoritmo MH depende fundamentalmente da escolha da pro-

posta, q(.). E usual escolher como proposta uma gaussiana centrada no estado atual,

2

; ¢ crucial. Se q(.) é

isto ¢, q(a*|z®) = N(z*|2®,02I). A escolha da variancia o
muito estreita, apenas estados proximos ao méaximo de 7(x) sao visitados. Por ou-
tro lado, se ¢(.) é muito ampla, o percentual de amostras rejeitadas é muito alto e,
consequentemente, as amostras geradas serao altamente correlacionadas entre si, in-
validando a hipdtese de independéncia das amostras, necessaria para a estimacao de
Monte Carlo. Para resolver esse problema, recomenda-se descartar uma fracao das

amostras, reduzindo assim a correlacao entre elas, mas, por outro lado, aumentando

o tempo para convergencia.

3.6 Analise de convergéncia

Os algoritmos apresentados até agora garantem que os estados da cadeia de Markov

sejam amostras da distribuicao-limite quando o nimero de iteracoes tende a infinito.
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Como na pratica precisamos usar um numero finito de iteracoes, é importante saber
quando a cadeia estd suficientemente proxima da distribuicao limite para que suas
amostras possam ser usadas para estimacao de Monte Carlo.

Muito trabalho tem sido desenvolvido em torno desse problema. Métodos
tedricos para diagnodstico de convergencia tém sido propostos, mas os resultados
tiveram até o momento pouco impacto pratico [18]. Na maioria das aplicagoes,
usam-se mais frequentemente métodos informais de convergéncia, que consistem de
analise estatistica dos dados gerados pela cadeia. Embora simples, essas técnicas
nao permitem garantir a convergéncia de forma geral.

Dentre os métodos informais, trés abordagens podem ser usadas. A primeira
baseia-se na realizacao de n cadeias paralelas. Calcula-se o histograma de n amostras
na m-ésima iteracao e se o compara com o histograma obtido k iteragoes adiante.
Se os histogramas forem bastante similares, considera-se que a convergéncia foi atin-
gida. O valor de k deve ser grande o bastante para evitar que a correlacao entre
os estados sucessivos da cadeia causem uma falsa impressao de similaridade entre

os histogramas. O critério para comparagao dos histogramas ¢ flexivel, sendo uma

possibilidade a divergéncia de Kullback-Leibler.

1,2 ~ ~ .
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0 10 20 30 40
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Figura 3.1: Evolucao de um parametro de uma cadeia de Markov a partir de dife-
rentes valores iniciais. Vemos que as amostras tendem a variar na mesma regiao a

partir de certo ponto, independente da inicializagao, evidenciando a convergéncia do
algoritmo.

Outro método baseia-se na construcao de uma unica cadeia e no calculo da

média ergddica das amostras obtidas. Espera-se que apds a convergéncia, a média se
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aproxime de um certo valor constante. Portanto, através da analise visual do grafico
das médias, é possivel diagnosticar a convergéncia.

A terceira técnica consiste na andlise visual da evolucao dos parametros da
cadeia. Apds a convergéncia, esses parametros devem exibir um padrao constante,
que pode ser usado para diagnosticd-la. Analisando a Figura B que mostra a
evolugao de um parametro de uma cadeia de Markov partindo de pontos iniciais

diferentes, podemos concluir que a convergéncia ocorre em torno da iteragao 90.

3.7 Conclusoes

Esse capitulo fez uma breve exposicao tedrica de técnicas numéricas indicadas para
exploragao de distribui¢oes multidimensionais de formato complicado (por exemplo,
multimodal). Em particular, o amostrador de Gibbs e os algoritmos de Metropolis-

Hastings foram descritos com algum detalhe.
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Capitulo 4

Modelagem de Sinais de Audio

com Distorcoes Nao-Lineares

Sistemas lineares sao aqueles que satisfazem as propriedades de escalamento e su-

perposicao, isto €, a resposta de um sistema linear F' a uma combinacao linear de

entradas x; e x9 é gerada da seguinte forma:

Flayxy + asxo} = ay F{x1} + agF{xy}. (4.1)

Um sinal de dudio corrompido com distorgoes nao-lineares pode ser caracte-

rizado pelo diagrama de blocos da Figura [Tl em que o bloco a esquerda representa

o sistema linear variante no tempo que descreve o processo de geragao do sinal de

audio a partir de uma excitacao aleatéria e(n), e o bloco a direita modela a distorgao

nao-linear, que ¢ usualmente invariante no tempo.

e(n) Sistema Linear
—*| Variante no tempo

(SLVT)

— >

Sistema Nao-Linear

(SNL)

Figura 4.1: Modelo de sinal de dudio com distor¢oes nao-lineares.

Nas proximas secoes, vamos discutir a modelagem dos dois componentes desse

sistema do ponto-de-vista bayesiano. Descrevemos um método simples baseado no

amostrador de Gibbs para estimacao dos parametros do modelo AR que serd usado

extensivamente no restante desta tese.
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anteriores em modelagem de distor¢oes nao-lineares em dudio, e daremos uma visao

geral das solucoes propostas nos proximos capitulos.

4.1 Modelagem de sinais de audio através de
modelo autorregressivo

Trechos curtos de sinais de audio podem ser satisfatoriamente descritos por um
modelo autorregressivo, que interpreta a amostra atual z(n) como uma combinagao

linear de amostras passadas somada a um erro de predigao aleatério e(n):

x(n) = Z a;x(n —1i) 4+ e(n). (4.2)

=1

No contexto de processamento de sinais, tal modelo representa um filtro so-
pélos A(z) = (1 — 327 a;z=")~" excitado por ruido branco gaussiano de poténcia
o2. O vetor a = [a; ay ... ap|’ definem os coeficientes do filtro s6-polos de ordem
P.

Como, pela Equacio @2), e(n) = z(n) — .1, a;z(n — i), a distribuicao de
x(n), condicionada as P amostras anteriores de z(n), é a distribuigdo de e(n) com

média deslocada de Y27 a;z(n — i), o que resulta em:

p(z(n)|x(n —1),z(n —2),...,2(n — P)) = p, (x(n) — Z a;x(n — ’L)) . (4.3)

Como a excitagao e = [e(1) e(2) ... e(N)]T ¢, por hipétese, composta de
amostras estatisticamente independentes, podemos obter a distribuicao conjunta
das amostras x = [#(P + 1) (P +2) ... z(N)]”, sendo N o tamanho de um bloco

do sinal, condicionada as P amostras iniciais xo = [z(1) z(2) ... z(P)]*:
p@P+1),...a(N)z1),...,z(P) = [] pe <x(n) - Zaix(n — 2')) . (4.4)

Usualmente assume-se e(n) branco, gaussiano, com variancia o desconhe-
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cida, ou seja, a distribuicao de e é dada por:

) o\ 1
p(e|ae):<\/@> exp{—2gg;e e}. (4.5)

Podemos reescrever a Equagao (£2) em forma vetorial:

x = Xa+ e, (4.6)
em que a matriz X é dada por:
[ w(P)  2(P-1) ... (2) (1) |
x(P+1) x(P) ... z(3) z(2)
X = : (4.7)
r(N—-2) z(N-3) ... x(N—-P) a(N-P-1)
#(N-1) z(N-2) ... «(N=-P+1) a(N-P) |

A Equagao ([44]) pode entao ser reescrita como:
p(x|x0,a, 0%) = pe(x — Xa). (4.8)

Substituindo a expresao acima em ([4.3]), obtemos:

plxixna0?) = oo { <o Xal (- Xa)p (49)

(2mo2) 2 202

Se o vetor x for conhecido, a maximizacao da expressao em (E9) fornece o

estimador de méxima verossimilhanca (ML) para os coeficientes a:
aMl = (XTX)'XTx. (4.10)

A Equagao (A38) pode ser escrita num formato equivalente, que serd 1til na

derivacao de alguns algoritmos desta tese. Definindo a matriz A de (N — P) linhas
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e N colunas por:

—ap ... ay 1 0 0 o 0 0
0 —ap —aq 1 0 0 0
A= , (4.11)
0 0 —ap ... —m 1 0 0
0 0 0 —ap —a; 1 0
0 0 0 0 —ap —a; 1
podemos escrever
X0
e=A : (4.12)
X
e a distribuicao condicional de x se torna:
1 1 X
2\ _ T JT| AT
p(X|xp,a,0.) = ——=F€XpP{ —=— [x X]AA . 4.13
(x[xo ) (27?02)(sz) 202 [0 < ( )

Num processamento feito bloco a bloco, pode-se considerar conhecidas as P
primeiras amostras, obtidas através do processamento do bloco anterior, e usar a
Equacao ([{I3]) para obtengao da verossilhanca. Se isso nao puder ser feito, usa-se
a aproximacao:

p(x,Xgla) ~ p(x|xo, a), (4.14)

que serd tao mais precisa quanto maior for a diferenca entre N e P. No restante
desta tese, vamos assumir que Xy ¢ conhecido, a menos que afirmado o contrario.
Para simplificar a notacao, vamos omitir essa variavel no argumento das distribuigoes

condicionais.

4.1.1 Estimacao dos parametros do modelo AR

Diversos algoritmos podem ser usados para estimacao dos coeficientes do modelo
AR com base no sinal x, sendo um deles o estimador de minimos quadrados da
Equacao (£I0). Nesta secao apresentamos um algoritmo baseado no amostrador de
Gibbs para estimacao desses parametros.

O problema consiste na obtencao de amostras da distribuicao a posteriori
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conjunta de a e o2, dado x, isto é p(a,o?|x). Como vimos na Segao B4 pelo

amostrador de Gibbs, tal tarefa pode ser feita através do procedimento a seguir:

1. Inicializacdo do parametro a®

2. Para j de 1 até Ny, repita:

02(j) ~ p(oZla Y, x),

e

a? ~ plalel),x).

Em principio o algoritmo converge qualquer que seja o valor inicial de a,
mas espera-se que a convergéncia seja mais rapida se o algoritmo iniciar com uma

estimativa de boa qualidade, como por exemplo o estimador ML da Equagao ([@I0).

2

e

Para obtencao das distribuicoes condicionais acima, precisamos antes esEe—

I

assumimos esses parametros independentes a priori e escolhemos a distribuicao im-

cificar as distribuicoes a priori para os parametros a e o-. Como feito em

prépria p(a, 0?) = p(a)p(c?) o IG(c?|, 8), com a = 3 =107 (em que IG denota
a distribui¢do gama-invertida [10]). Na pratica, a quantidade de amostras em x de-
vera ser grande o suficiente para que os parametros sejam bem determinados mesmo
com essa priori bastante vaga.

Através da regra de Bayes, podemos obter a distribuicao conjunta a posteri-
ori:

pla, o¢|x) o p(x|a, ot)p(a, o7). (4.15)

A substituigao de (AI3]) em (@I resulta em:

1 Xo
— exXp —_ [XT XT] ATA
(2mo2) e 202 170 x

IG(o?|a, B). (4.16)

p(a, o7 x) o

A distribuicao condicional total para cada varidavel pode ser obtida a partir
da distribuicao conjunta olhando-se apenas para a variavel que se deseja amostrar.
Escrevendo a Equacao (4.10) no formato de uma gaussiana padrao em fungao de a

através da Equagao (L.0), obtemos [2]:
alt) ~ N(a|(XTX) X x, 02V (XTX) ), (4.17)
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enquanto para ¢, temos E]

o2V U1G(0%|a + (N — P)/2, B + E(xUTD, alith)/2), (4.18)

e

em que X é obtido a partir do sinal xU*" de acordo com a Equacio [@1) (o indice
foi omitido por clareza) e E(x(%),at))/2 = ee, sendo e = AU+D[xT xU+D"|T ¢ erro
de predicao calculado usando-se os ltimos dados amostrados de a e x.

Para fins de ilustragao, aplicamos o algoritmo acima a um sinal com N = 800

amostras gerado a partir de um modelo AR com 02 =5 x 107% e
a=[51713 —11,7727 15,1104 —11,5384 4,9675 —0,9415]". (4.19)

A Figura mostra esse sinal. Iniciando o algoritmo com todos os para-
metros iguais a zero e executando-o por 1000 iteragoes, obtemos os graficos das
Figuras(d.3le [1.4] nos quais podemos ver que o algoritmo converge apds poucas ite-
racoes. As Figuras e mostram os histogramas dos valores amostrados de ¢ e
dos elementos de a, respectivamente. As 100 primeiras iteracoes foram descartadas
para garantir que s6 fossem consideradas amostras apds a convergéncia. Podemos
ver que, em ambos 0s casos, o pico da distribuicao esta bem préximo do valor correto
do parametro, conforme esperado. Nestes e nos demais graficos mostrados no res-
tante do texto, o quadrado indica o valor do parametro que foi usado para gerar os

sinais, sendo portanto o ponto em torno do qual esperamos que o algoritmo convirja.

3 T T T T T T T

2| | ﬂ
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o
|
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0 100 200 300 400 500 600 700 800

Amostra

Figura 4.2: Trecho de sinal gerado por modelo AR.
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Figura 4.3: Evolugao dos coeficientes do modelo AR obtidos pelo amostrador de
Gibbs.

Iteracéo

Figura 4.4: Evolucao da variancia de excitacao do modelo AR obtida pelo amostra-
dor de Gibbs.
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Figura 4.5: Histograma da variancia de excitagao do modelo AR, obtida pelo amos-
trador de Gibbs.
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Figura 4.6: Histogramas de cada elemento dos coeficientes do modelo AR, obtidos
a partir das amostras geradas pelo amostrador de Gibbs.

4.1.2 Incorporando um modelo para o ruido

Para alguns dos problemas tratados nesta tese, procuramos tornar os algoritmos

robustos a presenca de ruido aditivo. Nesta secao vamos mostrar como o ruido afeta

a estimacao dos parametros do modelo AR e como sua modelagem permite obter
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melhores estimativas.
Consideremos que o sinal z(n) estd contaminado com ruido aditivo, sendo o

sinal observado y(n) a soma do sinal original com o ruido:
y(n) = x(n) + v(n). (4.20)

Vamos assumir que v(n) é branco e gaussiano com média zero e variancia

2

v

o2, suposta conhecida. Como antes, assumimos que z(n) é obtido a partir de um

modelo AR com variancia de excitacao o2 e coeficientes a = [ay as . .. ap|. Queremos

estimar esses parametros com base em y(n), a partir da distribuicao a posteriori:

p(a, o2ly) = / p(x, 2, 02ly)dx (4.21)

Embora seja possivel realizar a integral acima analiticamente, o resultado ¢é
de dificil tratamento para posterior otimizacao. Uma maneira de realizar essa tarefa
numericamente é através do amostrador de Gibbs, que, neste contexto, além das
operagoes descritas nas Equagoes (L17) e (£I]]), contém a amostragem da varidvel

x a partir de sua distribuicao condicional, dada por:

p(X|Y7 a, 0-57 XO) & p(Y‘Xv a, Ug)p(x|a, Ug)p(av Ug)‘ (422)

Como y = x + v, podemos dizer que a distribuicao de y dado x, escrita em

funcao de x, ¢ a distribuicao de v com média deslocada de y, isto é:

p(ylx,a,02) = N(x|y, C,), (4.23)

com C, = 02Iy_p. Usando a férmula para o produto de gaussianas multivari-
veis (ver Apéndice [A.T]), podemos mostrar que o produto dessa distribui¢ao pela

distribuicao de p(x|a, 0?) resulta em:

p(x|y,a, af) = N(x|pp, C,), (4.24)

com p, = (. C;' +y"C;NC, Cp, = (C'+ CJY) 7 e = CUTALL | vALPXp €
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C, = af (A1:C+1:NAP+1:N)_1- !

Como ilustragao, consideremos um sinal obtido com o mesmo modelo da se-
¢ao anterior, agora corrompido por ruido branco aditivo a 30 dB de SNR, mostrado
na Figura 71 Rodamos o amostrador de Gibbs por 10000 iteracoes, partindo de
estimativas iniciais obtidas a partir do sinal ruidoso. Devido a mé qualidade da esti-
mativa inicial, o algoritmo demorou a convergir, como podemos ver nas Figuras
e Os histogramas das Figuras e [L11] obtidos com as amostras a partir da
iteracao 5000, mostram que cada um dos parametros converge ao seu valor correto,
embora a distribuicao resultante tenha uma variancia maior do que no caso sem
ruido.

Para fins de comparacao, mostramos nas Figuras e a evolucao dos
parametros do modelo AR obtida para esse mesmo sinal com o amostrador de Gibbs
da secao anterior, que nao modela o ruido. Podemos ver que a estimativa se torna
bastante inacurada, mesmo para uma SNR relativamente alta (30 dB). Espera-se

que para SNR menores que esta, a polarizacao seja ainda maior.
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Figura 4.7: Sinal gerado por modelo AR, contaminado com ruido.

4.2 Modelagem da Distorcao Nao-linear

O sistema nao-linear da Figura [A.1] pode ser classificado em quatro categorias: (1)

sem memoria, invertivel; (2) sem memdria, nao-invertivel; (3) com memoria, inver-

'A notacdo A;.; indica a matriz formada pelas linhas de i a (j — P+)1 de A e colunas de i a j
de A.
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Figura 4.8: Evolucao dos coeficientes do modelo AR para sinal com ruido.

tivel; (4) com memdria, nao-invertivel.?

O problema de restauracao consiste em se estimar o sinal z(n) com base
no sinal degradado y(n). Quando a nao-linearidade é conhecida e invertivel, sua
inversa pode ser obtida de forma eficiente através de métodos iterativos [21]. Nosso
problema é mais complicado porque, via de regra, a distorcao é desconhecida ou,

quando conhecida, nao é invertivel.

2Sistemas sem memoria sio aqueles em que a saida no instante n depende apenas da entrada
nesse mesmo instante. Invertibilidade implica que, conhecidos o sistema e o sinal degradado,
pode-se recuperar o sinal original exatamente.
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Figura 4.9: Evolugao da variancia de excitagao do modelo AR, obtidos pelo amos-
trador de Gibbs, para sinal com ruido.
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Figura 4.10: Histograma da variancia de excitacao do modelo AR, obtidos pelo
amostrador de Gibbs, para sinal com ruido.

Em geral, a solucao desse problema no dominio do tempo envolve, além
da modelagem do sinal como na secao anterior, a escolha da estrutura algébrica

do sistema nao-linear. Devido a multiplicidade de distor¢oes possiveis, essa tarefa
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Figura 4.11: Histogramas de cada elemento dos coeficientes do modelo AR, obtidos
pelo amostrador de Gibbs, para sinal com ruido.
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Figura 4.12: Evolugao da variancia de excitacao do modelo AR obtidos pelo amos-
trador de Gibbs a partir de um sinal ruidoso, mas sem modelar o ruido.

¢ o maior desafio: estruturas muito genéricas como a série de Volterra gerariam
uma combinagao impraticavelmente alta de termos da série, tornando a tarefa de
identificagao praticamente impossivel em casos reais [22]. Nesta tese, atacamos
separadamente alguns casos particulares, de relevancia pratica, em que a estrutura

do sistema nao-linear pudesse ser identificada de forma relativamente simples.
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Figura 4.13: Evolugao dos coeficientes do modelo AR obtidos pelo amostrador de
Gibbs a partir de um sinal ruidoso, mas sem modelar o ruido.

4.2.1 Resumo das solugoes propostas

Em vez de procurarmos estruturas gerais o suficiente para modelar todos os casos
de nao-linearidade, nesta tese nos voltamos para o estudo de casos particulares
importantes em problemas de dudio. Em cada um dos capitulos associados, faremos
a respectiva revisao bibliografica.

Como um caso de nao-lineardade nao-invertivel sem meméria (NISM), con-
sideramos o problema de saturacao radical, que se caracteriza pela limitacao da
amplitude do sinal em certos valores maximos e minimos. Nesse caso, a identifica-
¢ao da curva de distorcao é trivial, e o problema se resume ao de interpolacao de
amostras perdidas com restricoes. Esse é o assunto do Capitulo [l

O problema de saturacao gradual, representativo de nao-linearidade invertivel
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sem meméria (ISM), é o assunto do Capitulofill Assume-se que a curva nao-linear é
invertivel, podendo ser parametrizada por coeficientes da série de Taylor em torno da
origem, ou modelada por uma curva nao-linear por partes. Estimamos os coeficientes
da curva por duas formas: (1) maximizacao da verossimilhanga através do método de
Gauss-Newton ou (2) maximizacao da distribuicao a posteriori através de MCMC.

No Capitulo [7, consideramos um modelo invertivel com memoéria (ICM), re-
presentavel pelo modelo de Hammerstein tendo como entrada o sinal original, nao
observavel, e como saida o sinal degradado, observavel. Assumindo-se o modelo
invariante no tempo, propoe-se um método bayesiano capaz de identificd-lo.

Na maioria dos casos estudados, procuramos tornar os algoritmos de restaura-
¢ao robustos a presenca de ruido aditivo. Por conveniéncia matematica, assumimos
ruido branco e gaussiano, com variancia conhecida e fixa, podendo ser estimada a

partir de periodos de siléncio do sinal.
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Capitulo 5

Restauracao de Sinais com

Limitacao em Amplitude

No contexto de dudio, o problema de limitacao de amplitude ocorre, por exemplo,
quando a amplitude do sinal excede a faixa dinamica permitida pelo sistema de
transmissao ou armazenamento. Esse fenomeno, popularmente chamada de satura-
¢ao e aqui definida como “saturagao radical” (em constraste com “saturagao gradual”,
assunto do préximo capitulo), prejudica de forma substancial a qualidade da expe-
riéncia auditiva, o que justifica o uso de técnicas para atenuacao do problema.

A maneira mais simples de estimar o sinal original é tratar as amostras satu-
radas como perdidas e interpolar a regiao defeituosa usando informagao das amostras
das regioes nao-corrompidas. Um método que pode ser usado para resolver esse pro-
blema foi proposto em ], no qual se assume que o sinal é descrito por um modelo
AR e o nimero de amostras desconhecidas é pequeno em relacao as restantes. Em-
bora sub-6timo, verificamos que esse método gera bons resultados para sinais com
saturacao moderada.

Uma abordagem mais especifica ao problema foi proposta ], no qual se
assume que o sinal foi superamostrado (isto é, amostrado acima da taxa de Nyquist).
O método gera amostras que minimizam a energia do sinal na regiao saturada,
sujeito a restricoes nas amplitudes e na faixa espectral do sinal. Uma ideia similar é
apresentada em [25], no qual se explora a esparsidade na representacao do sinal em
bases senoidais e também se levam em consideracao restri¢oes na amplitude. Ambos

os métodos funcionam bem quando suas suposicoes sao validas, mas tendem a gerar
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resultados insatisfatorios quando ruido ou componentes do sinal fora da faixa estao
presentes.

Uma solugao para o problema de deconvolucao de sinais ultrassonicos satu-
rados ¢é proposta em [2G]. Em principio, esse método poderia ser aplicado a sinais de
audio, mas os parametros do modelo, tais como os coeficientes do modelo AR, pre-
cisariam ser estimados inicialmente de forma sub-6tima. Outra solucao estatistica,
baseada em filtragem de particulas, foi proposta em ], mas com pouca discussao
sobre os resultados obtidos.

Nesse capitulo, propomos uma solucao bayesiana baseada em modelos para
o problema de restauragao de sinais com saturagao radical, que permite incluir de
forma natural a modelagem de ruido aditivo. Um modelo autorregressivo é associado
ao sinal de audio e o ruido é assumido branco e gaussiano, com variancia conhecida.
E proposto um algoritmo formado pela combinacao do algoritmo de Metropolis-
Hastings com o amostrador de Gibbs, o qual permite obter amostras da distribuicao
a posteriort do sinal original na regiao corrompida. Em todos os casos abordados,
vamos assumir que o sinal ¢ mono, isto ¢, gravado em um unico canal.

O capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secao [B.1] apresentamos
a formulacao matematica do problema e alguns comentarios sobre as possiveis solu-
¢oes. Em seguida, na Secao (.2 propomos uma solucao bayesiana que permite obter
amostras da distribuigao a posteriori do sinal original através de MCMC. Variagoes
do problema em que ruido aditivo estd presente sao apresentadas na Secao [5.3], para
as quais também propomos uma solucao bayesiana. Ao longo dessas secOes, apre-
sentaremos testes dos métodos propostos com sinais artificiais e reais, comparando
seus desempenhos com solucoes existentes, quando for o caso. Por fim, na Secao 5.4,

apresentamos as conclusoes deste capitulo.
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5.1 Formulacao do Problema

O sinal y(n), saturado entre os niveis ¢ e c_, é obtido a partir do sinal original z(n)

de acordo com:

z(n), c. <z(n)<cy
yo) =Sl =1{ e a() <e- (5.1

Chs x(n) > cq.

Para identificar as diferentes regides do sinal, definimos o sinal auxiliar i(n):

0, c. <zx(n)<cy
2(71) = -1, x(n) < c_ (52)
1, x(n) > cq.

Se y(n) for observado sem ruido, o sinal i(n) pode ser obtido trivialmente
olhando-se os limites superiores e inferiores do sinal. Na presenca de ruido, a esti-
macao de i(n) é mais complicada e serd discutida na Secao 0.3l

Definimos os vetores x., x; e x_ como sendo formados pelas amostras de
x correspondentes as regides em que i(n) = 0, i(n) = 1 e i(n) = —1, respectiva-
mente. O objetivo da restauragao é estimar as partes saturadas do sinal, isto é x,
e x_, com base em x,, idealmente respeitando os limites de amplitude definidos na
Equacao (B10).

O sinal original x pode ser escrito como x = I.x. + I,x,, em que x, retne

T (T

os elementos de x na regiao saturada, isto é x, = [x} x 7. 1. e I, sao matrizes

compostas por zeros e uns que, ao serem multiplicadas por x. e X, respectivamente,
colocam os elementos desses vetores nas suas posigoes corretas no vetor x.

Como visto na Segao 1] e = A[x! x7]". Com base nessa expressio, pode-se
obter uma estimativa para os valores saturados de x derivando-se a norma-2 de e
em relagao a X, igualando o resultado a zero e resolvendo para x,. Pode-se mostrar
que esse procedimento resulta em [2]:

x,” = —(AJA)TTATA X, (5-3)

S
em que Ag e A, correspondem a particoes da matriz A contendo as linhas e colunas
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correspondentes a amostras saturadas e corretas, respectivamente.

Nessa expressao, ignoramos as restricoes de amplitude definidas na Equa-
cao (B). A formulagdo do problema como o de otimiza¢ao com restri¢oes geraria
uma solucao que, embora 6tima do ponto de vista de erro médio quadratico, pode-
ria nao ser agradavel perceptivamente, pois algumas propriedades do sinal poderiam
nao ser respeitadas. Por exemplo, a solucao 6tima poderia ser todos os valores cons-
tantes e iguais ao limite da restrigao (isto é, o valor minimo de amplitude permitido),
o que certamente geraria artefatos audiveis.

Na prética, os parametros do modelo AR nao sao conhecidos e precisam ser
estimados a partir das amostras observadas. Exemplos de solugao para a estimativa
conjunta dos dados faltantes e dos parametros podem ser encontradas em @] e ]
Em particular, nesse tltimo consegue-se obter estimativas de boa qualidade através
de um procedimento iterativo simples, em que partindo-se de estimativas iniciais
para a e X,, geram-se estimativas mais refinadas para essas varidveis através da
minimizag¢ao do erro quadréatico para cada variavel condicionada ao conhecimento
da outra.

Embora essa solucao permita obter estimativas de boa qualidade para satu-
ragao moderada, ela é sub-6tima por dois motivos: (1) pode convergir para 6timos
locais dependendo da inicializagao e (2) as restrigoes quanto a amplitude do sinal na
regiao saturada nao sao levadas em consideracao. Na proxima secao apresentamos
um procedimento bayesiano com solucao baseada em MCMC que permite superar

essas duas limitagoes.

5.2 Solucao Bayesiana

Para a obtencao da solucao bayesiana, comecamos calculando a distribui¢ao a pos-
teriori das varidveis desconhecidas x, x_, a e 02 dadas as amostras conhecidas x,.

e assumindo-se que X, > ¢y e X_ < c_, isto é:

p(XS>a> 0—3|XC>X+ > Cp, X < C_) & p(X,X+ >4, X < cCo,a, 0—3)
o p(xla, of)p(a, o7) x

u(xy — cp)u(—x4c-). (5.4)

48



5.2.1 Algoritmo proposto

Propomos um algoritmo bayesiano para a solucao do problema que se baseia na
amostragem da distribuicdo conjunta da Equacao (5.4]) através do amostrador de

Gibbs, descrito a seguir:

(0 (©)
1. Gerar valores iniciais x\”, a® e g2

2. Para j de 1 até Ny

G-1)
)

(a) x) ~ p(Xy|xe, %y > ¢y, x_ < c_,al™Y o :

(b) a¥ ~ plalx), o2"");

(¢) a2 ~ p(oZx,al)).

A inicializagao pode ser feita usando-se os resultados obtidos com o procedi-
mento descrito na se¢ao anterior. A distribuicao condicional total para cada varidvel
¢ obtida a partir da distribui¢ao conjunta escrita na Equagao (5.4]) olhando-se apenas
para a variavel que se deseja amostrar. Para os parametros a e o2, condicionados a
x, o procedimento é idéntico ao apresentado na Secao LTIl

Para obtencao da distribuicao x4 condicionada as demais variaveis, basta
substituir x. nas posicoes correspondentes em X e escrever a expressao resultante no

formato de uma gaussiana padrao em x,. Pode-se mostrar que o resultado é dado

por [2]:
p(XS|XC,X+ >4, X < Co,a, Uz) & N(Xs|u'acp7 Cxp>u(x+ - c+)u(—x_ + C—)7 (55)

com pr,, = ClAAlx, e Cpp = 02(ATA,)

A distribuicao acima representa uma gaussiana truncada na regiao definida
por x; > ¢y e Xx_ < c_. Para a amostragem dessa variavel, diversas estratégias
podem ser adotadas. A mais simples seria obter amostras a partir da gaussiana
multivariavel e sé aceitar o vetor de amostras se todas caissem na regiao permitida.
Dependendendo da dimensao da gaussiana a ser amostrada e da regiao permitida,
essa estratégia pode ser impraticavel se, em um percentual alto das iteracoes, as
amostras geradas cairem na regiao nao permitida. Para mitigar esse problema,

pode-se subdividir o conjunto de variaveis em blocos menores e amostrar cada bloco
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separadamente, condicionado aos demais, produzindo assim uma probabilidade de
aceitacao maior (ao custo de aumentar o nimero de iteragdes para convergéncia).
Verificamos em testes com sinais reais que para saturacao moderada, a primeira es-
tratégia funciona melhor, pois a probabilidade de aceitacao é quase sempre bastante
alta. Para niveis de saturacao mais severos, a estratégia de amostrar cada “semi-
ciclo” (maior nimero possivel de amostras adjacentes com o mesmo sinal, positivo

ou negativo) por vez se mostrou bastante eficiente.

5.2.2 Resultados

Para ilustracao do algoritmo, vamos considerar um bloco de sinal gerado pelo mesmo
modelo da Subsec¢ao .11l artificialmente limitado num ponto maximo e num ponto
minimo, como mostrado na Figura 5.1l Iniciando os parametros a partir do método
descrito em ], rodamos o amostrador de Gibbs por 1000 iteragoes, sendo as 100
primeiras mostradas na Figura5.2le[5.3] Podemos ver que os coeficientes do modelo
AR jé foram inicializados em valores bem proximos dos corretos, e por isso variam
pouco ao longo das iteracoes. Ja a variancia da excitacao se inicia num valor bem
abaixo do correto e converge para uma regiao proxima a este apos algumas dezenas
de iteracoes.

Usando as amostras das 900 ultimas iteragoes do algoritmo, geramos os his-
togramas da excitacio o2, dos elementos de a e da amostra 340 (escolhida por estar
na regiao saturada) do sinal original, mostrados respectivamente nas Figuras[5.4]
e[5.6l Com base nesses histogramas podemos verificar a acurdcia do algoritmo pro-
posto.

A Figura 5.7 mostra a comparacao em termos de SNR entre o algoritmo

grafico, a abscissa representa a fracao da maxima amplitude do sinal original em

proposto e o método descrito em [23], para diferentes niveis de saturagdo. Nesse
que o sinal degradado foi limitado. Portanto, quanto menor a abscissa, maior é o
nivel de degradacao. Podemos concluir que a diferenca entre os métodos é pequena
quando o nivel de saturacao ¢ baixo, mas tende a crescer quando este aumenta.
Aplicando nosso método a sinais de musica reais, com limitacao de ampli-
tude artificialmente introduzida, concluimos que este gera melhorias substanciais na

qualidade do sinal. Entretanto, para a maioria dos niveis de limitacao encontrados
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Figura 5.1: Comparacao entre trechos de sinal original, saturado e restaurado pelo
método proposto. O sinal saturado foi limitado a uma amplitude de 25 % da am-
plitude maxima do sinal original.

na pratica, o ganho de nosso método em relacao ao método de referéncia é apenas
modesto, sendo muitas vezes auditivamente imperceptivel. Para caso de limitagao
severa, a diferenca perceptiva é maior, porém este nivel de degradagao nao é muito

comum na pratica.

5.3 Modelagem de ruido aditivo

Esta secao propoe uma abordagem bayesiana para o problema de restauragao de

sinais saturados na presenca de ruido. Propomos um algoritmo baseado no amos-

trador de Gibbs, que permite a obtencao de amostras da distribuicao a posteriori
junta do sinal original x, e dos parametros a e o2
conjunta do sinal original x, e dos parametros a e .

Dois casos possiveis para a incidéncia do ruido sao considerados, como mostra

a Figura5.8 No caso A, o ruido incide no sinal antes da saturacao, enquanto no caso

B o oposto ocorre. No primeiro caso, os limites de saturacao podem ser obtidos de

forma trivial, enquanto no segundo ¢ preciso trata-los como variaveis e incorpora-

los ao modelo. Nos dois casos, assumimos ruido branco gaussiano com variancia
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Figura 5.2: Evolugao dos coeficientes do modelo AR, obtidos com o amostrador de
Gibbs a partir de um sinal com saturagao. A inicializagdo com base no método
de minimos quadrados ja esta bem préoxima dos valores corretos. O amostrador de
Gibbs corrige essa polarizacao.

conhecida. Nas proximas secoes, vamos analisar cada caso isoladamente.

5.3.1 Ruido seguido de nao-linearidade

O sinal degradado ¢ dado por:

;

z(n) +v(n), c. <z(n)+uvn)<cy
y(n) = q ¢y, z(n) +v(n) > cy (5.6)

c_, z(n) +ov(n) < c_.
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Figura 5.3: Evolugao da variancia de excitagao do modelo AR, obtidos com o amos-
trador de Gibbs a partir de um sinal com saturacao. Como a inicializacdo com
base no método dos minimos quadrados minimiza a variancia do ruido, essa varidvel
tende a ser subestimada.

Figura 5.4: Histograma da variancia excitacao do modelo AR obtido a partir das
amostas geradas pelo amostrador de Gibbs a partir de um sinal com saturacgao.

Como antes, o objetivo é estimar o sinal original z(n) com base no sinal degra-
dado y(n). Em uma abordagem bayesiana baseada em modelos, precisamos es-
pecificar modelos estatisticos para o sinal original, como feito anteriormente, e

para o ruido, aqui modelado como branco e gaussiano, com média zero, isto é

2

~ ¢ assumida constante e conhecida

po(v) = N(v|0,02Iy), em que a variancia o
dentro de cada bloco, podendo ser estimadas a partir de periodos de siléncio no
sinal.

Os limites de saturacao c, e c_ podem ser facilmente obtidos calculando-se

os valores maximo e minimo do sinal degradado. Vamos entao nos concentrar na
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Figura 5.5: Histogramas de cada elemento dos coeficientes do modelo AR, obtidos
a partir das amostras geradas pelo amostrador de Gibbs a partir de um sinal com
saturacao.
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x(340)

Figura 5.6: Histograma da amostra 340 (numa regiao corrompida) do sinal restau-
rado obtido a partir do amostrador de Gibbs a partir de um sinal com saturacao.

estimagao do sinal original x em conjunto com os parametros a e 2.

5.3.1.1 Calculo da distribuicao a posterior:

Nas equacoes seguintes, os conjuntos C', C'y e C'_ contém os indices das amostras
corretas, saturadas superiormente e saturadas inferiormente, respectivamente. Como

as amostras de y(n) sao independentes entre si dado x, a verossimilhanga é dada
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Figura 5.7: Comparagao entre o método proposto (bayesiano) e o método baseado em
minimos quadrados, usado como referéncia, em termos de SNR. Ambos os métodos
aumentam a SNR em relacao ao sinal saturado. Para saturacao muito severa, o
método proposto oferece aumentos maiores de SNRs, mas os resultados sao muito
proximos para saturacao moderada ou leve.

por:
p(ylx.0) = py(xc—ye) ¥
P{Jf(@) +U(’L) > C+,7; c C+} X
P{z(i)+v(i) < c_,i € C_}. (5.7)
Manipulando os dois iltimos termos e usando a simetria da gaussiana, obte-
mos:

p(Y|X7 a, O'S) - pv(Xc_yC) X

()

i€Cy

IT ¢ (%ﬁ) . (5.8)

icC_

onde ¢(.) é a funcdo distribuigdo de probabilidade cumulativa (CDF) da varidvel
aleatoria gaussiana de média zero e variancia 1.

Pela regra de Bayes, a distribuicao a posteriori conjunta é dada por:
p(x,a,02ly) o« p(ylx, a,07)p(x|a, o2)p(a, a7), (5.9)
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Figura 5.8: Diagrama de blocos descrevendo o modelo para sinais com saturacgao

contaminado com ruido. (a) Ruido antes da saturagao. (b) Ruido depois da satura-

Gao.

onde p(a, ?) é a distribuigao a priori de a e o2, ja discutida no capitulo anterior.
Combinando a priori dos parametros com a verossimilhanca, a distribuigao a

posteriort pode ser escrita como:

p(X7 a, U§|y) X pU(Xc - YC)

o () o (=) -

p(x|a, Uﬁ)p(a, a7). (5.10)

5.3.1.2 Algoritmo proposto

A ideia do algoritmo proposto é estimar o sinal original através do calculo da média
das amostras da distribui¢ao a posteriori marginalizada p(x|y). Uma combinacao
do amostrador de Gibbs com o algoritmo de Metropolis-Hastings foi implementada,
permitindo gerar amostras das varidveis a e o2 juntamente com amostras do sinal

original x. A estrutura do algoritmo é mostrada a seguir:

N L. . (0)
e Geracdo de valores iniciais para os parametros x(¥, a® e 2.

e Para j de 1 até Ny

1 x0) ~ p(xly, a0, 02"
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2. al) ~ p(ajx?), o2"7")

3. Jg(j) ~ p(o?|x) al))

Para obter cada distribuicao condicional, precisamos apenas olhar para a
distribuicao conjunta da Equacao (5.I0) e descartar os termos nao relacionados com
a variavel que queremos amostrar. Para os parametros do modelo AR, a amostragem
¢ feita como na Subsecao 11l

Devido a presenga de termos de x na CDF da Equacao (5.10), a distribuigao
condicional resultante para o sinal original nao é gaussiana. Por esse motivo, o
algoritmo de Metropolis-Hastings foi a escolha natural para se extrair amostras dessa
distribuicao. Como distribuigdo proposta, escolhemos a distribuigao de interesse
retirando os termos correspondentes a amostras de x na regiao saturada, o que

resulta em:

Q(X) = pv(Xc_YC)p(X|a> 0121)7
= N(Xc|ye, o)In, )N(x| 1o, Cy), (5.11)

em que N, é o numero de amostras nao saturadas.
E possivel mostrar, usando o mesmo argumento do Apéndice [A ] que o

produto acima é uma gaussiana ¢(x*) = N(x*|u,, C,), com matriz de covariancia

c, - (c;l + Uigdiagu )1 \@'(N)|}) , (5.12)

e média
By = (ufcgl + yTUigdiag{l —li(1)],...,1— \z'(N)|}) C,', (5.13)
em que o elemento D, da matriz diagonal D = diag{l — [i(1)|,...,1 — |i(N)|} é

igual a zero quando n corresponde a uma amostra da regiao saturada (i(n) = 1 ou

i(n) = —1) eigual a 1 quando n corresponde a uma amostra da regiao sem saturacao

(i(n) = 0).
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Pela Equacao ([B.2I]), a probabilidade de aceitagdo para a transicdo de um

estado x ao estado x* é dada por:

z*(k)—c c_—x*(k
Mice. ¢ (“9 ) Miee ¢ (=5%)

B vy e oy cerny R
5.3.2 Nao-linearidade seguida de ruido
O sinal y(n) é obtido a partir do sinal z(n) da seguinte forma:
r
z(n) +v(n), c <z(n) <cy,
y(n) =9 ey +o(n), x(n)>cy, (5.15)
| c- +o(n), x(n) <c_.

5.3.2.1 Calculo da distribuicao a posterior:

Como o sinal saturado é contaminado com ruido, os limites de saturacao cy e c_
sao desconhecidos, e no contexto bayesiano, sao tratados como variaveis aleatorias.
Para o calculo da verossimilhanca, vamos usar a variavel auxiliar i(n), definida na
Equacao (52). Como os elementos de y sao independentes entre si se x for conhecido,

podemos concluir que a verossimilhanca ¢ dada por:

pylx,i, ey ¢ a,07) = po(ye = X)po (Y1 — €4 )pu(y- —co). (5.16)

Pela regra de Bayes, calculamos a distribuicao a posteriori:

p(x. i, cp,coia,07]y) o pu(ye = X)po(y+ — €4 )po(y— — c-)p(i)p(es )p(c-)p(a, of).
(5.17)
5.3.2.2 Algoritmo proposto

Para obtencao de amostras dessa distribuicao adotamos novamente o amostrador de

Gibbs:

0 .0 (0 20

e Geracdo de valores iniciais para os parametros x@, i@ c\” ¢ a® e o?

e Para j de 1 até Ny
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L (x0100) ~ plx,ily, e, e, a0, 2 7)

2. (ng)a C(—])) ~ p(C+, c—b’a 10))
3. al) ~ plalxt) o277

1. 02 o p(o?x, a0)

Amostragem de x e i : Para essa tarefa, adotamos uma estratégia similar
a de 2], em que, no contexto de localizagdo de ruido impulsivo, essas varidveis
sao amostradas conjuntamente, de forma sequencial, o que provou ser uma forma
eficiente de se acelerar a convergéncia do algoritmo.

No nosso caso, para evitar trabalhar com integrais multivariaveis, decidimos
amostrar z(n) e i(n) para cada n € {1,..., N}, em vez de amostrar os vetores

completos. A distribuicao condicional conjunta para essas variaveis é dada por:

p(i(n), x(n)y,in,xn) c p(z(n)]y, i, x)p(i(n)), (5.18)

com

Doy n) — c+)p($(n ‘X—n)> Z(TL) =le x(n) > Gt (519)

( )
po(y(n) —c)p(z(n)|x_,), i(n)=—-1le,z(n)<c_

0, nas demais combinagoes.

em que c[z(n)] indica a fun¢ao nao-linear que gera o sinal saturado a partir do sinal
original.

Esta expressao indica que a distribuicao resultante serd uma gaussiana na
regiao em que i(n) e x(n) forem compativeis, e zero em caso contrario. A distribui-
¢ao de x(n) condicionada as demais amostras de x pode ser obtida como um caso

particular da Equacao (5.0, resultando em:

1+aTa '1+aTa

AT A x_, o
—ntonX 7 ) (5.20)

pa(n)lx_r) = N (as(n)
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Usando a férmula do produto de gaussianas do Apéndice( [AI]), obtemos:

plaln) — ypa(nbe ) = Nl o2m). (521
) = ) (W) 4 Ao, 5.2

9 B 1
oA = (5.23)

Para amostragem da distribui¢ao conjunta de i(n) e z(n), basta obter sequen-
cialmente amostras de p(i(n)|y,i_n,x) e p(x(n)|y,i,x_,). A primeira distribui¢ao

pode ser obtida a partir da Equagao (5.18), integrando-se x(n), isto é:

P(i(n)ly,in,x) = kP(i(n))/ po(y(n) — clz(n))p(z(n)|x_n)dz(n)

EP(i(n))po(y(n) — ci) [0 p(z(n)lx—n),  i(n) =1
= kP(i(n)) [ po(x(n) — y(n))p(z(n)|x_s), i(n)=0

kP(i(n))po(y(n) — c2) [ p(a(n)|x—n),  i(n) = —1,

\

em que k é uma constante de proporcionalidade que garante que o somatoério das
probabilidades a posteriori de i(n) seja 1.

Seja P(i) = p(i(n)]y,i_,,x). Para se obter uma amostra de i(n), basta
calcular P(i(n)) para os trés valores possiveis de i(n). Em seguida, gera-se uma
variavel aleatoria r uniforme entre 0 e 1. Por fim, o valor de i(n) é obtido de acordo

com o procedimento abaixo:
1. Ser < P(—1),i(n) = -1,
2. Se P(—1) <r < P(—1)+ P(0), i(n) = 0;
3. Ser > P(—1)+ P(0), i(n) = 1.

Uma vez obtido i(n), tiramos uma amostra de x(n), cuja distribui¢ao serd
uma gaussiana truncada, com parametros e regiao de suporte variando conforme o
valor de i(n), conforme descrito na Equacao (5.19]).

Amostragem de c, e c_: Para amostragem de c,, basta olharmos para

a distribuicao a posterior: conjunta e perceber que os termos dependentes de ¢,
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resultam em:

plerly) o H po(y(n) — e )p(ct),

neCt

o exp —2%3 S (w(n) — e4)? § ples). (5.24)

neCy
Embora sabendo que ¢, deva ser positivo, decidimos escolher, por conveni-
éncia matemdtica, uma priori conjugada gaussiana de média pu, = 0 e variancia
ai = 100. Essa priori bastante vaga nao devera prejudicar o resultado, porque
espera-se ter uma quantidade de dados bastante alta, implicando numa verossi-

milhanga bastante informativa. Substituindo em (5.24]), podemos mostrar que o

resultado é:

p(c+‘y):N<C+ S e, ¥(n) (N@ e )(Nc L1 )) (5.25)

ple-ly) =N (c_ 2ncc_ Y1) (NC + %) R : (N—C + %)_l> . (5.20)

5.3.3 Resultados

Para ilustrar o funcionamento dos dois algoritmos, aplicamo-los a sinais gerados pelo
mesmo modelo da Subse¢ao LTIl Para o caso A, inserimos ruido branco aditivo a
30 dB SNR e limitamos o resultado em pontos maximo e minimo, como mostrado na
Figura Iniciando os parametros a partir do método descrito em ], rodamos
o amostrador de Gibbs por 10000 iteracoes, sendo as amostras das 3000 primeiras
mostradas na Figura e BIIl Devido a estimativa inicial ruim, o algoritmo
demora a convergir para a regiao esperada. Com base nas 8000 tultimas iteragoes,
geramos os histogramas da excitagao o2, dos elementos de a e da amostra 192 do
sinal original, mostrados respectivamente nas Figuras[5.12] B.I3le[5.14l Comparando
esses histogramas com os correspondentes na secao anterior, podemos ver que o ruido
provoca aumento na variancia das amostras, como esperado, mas as distribuigoes
obtidas se mantém compativeis com os parametros corretos.

As Figuras de B.18 a B.19] mostram graficos correspondentes para o caso A,
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Figura 5.9: Comparagao entre sinais original, saturado com ruido (antes da satura-
¢ao) e restaurado pelo algoritmo proposto.
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Figura 5.10: Evolugao dos coeficientes do modelo AR obtidos através do algoritmo
proposto com base em um sinal saturado com ruido (antes da saturagao).
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Figura 5.11: Evolucao da variancia de excitagao do modelo AR obtidos através do
algoritmo proposto com base em um sinal saturado com ruido (antes da saturagao).
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Figura 5.12: Histograma da variancia de excitagao do modelo AR obtida através do
algoritmo proposto com base em um sinal saturado com ruido (antes da saturagao).

resultantes do algoritmo proposto aplicado a sinais com propriedades semelhantes as
do caso A. Nas Figuras[5.20 e 5.21] mostramos a evolucao das amostras das varidveis
c, e c_, respectivamente, e nas Figuras e (.23 seus histogramas. A Figura [5.24]
mostra o histograma da amostra 120 do sinal restaurado.

Ambos os algoritmos funcionaram de acordo com esperado, sendo capazes
de aumentar a SNR do sinal em até 10 dB, dentre os sinais artificiais e reais em
que os testamos. A complexidade dos algoritmos é elevada, pois em cada iteragao,
realiza a amostragem de uma gaussiana com nimero de elementos igual ao tamanho
do bloco (800 amostras em nossa implementagao). Além disso, com a inicializagao
que adotamos, o nimero de iteragoes necessarias para convergéncia ¢ da ordem dos
milhares.

Adotamos duas estratégias para reduzir a complexidade. A primeira foi di-
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Figura 5.13: Histogramas de cada elemento dos coeficientes do modelo AR obtidos
através do algoritmo proposto com base em um sinal saturado com ruido (antes da
saturagao).
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Figura 5.14: Histograma da amostra 192 do sinal restaurado obtido através do
algoritmo proposto com base em um sinal saturado com ruido (antes da saturagao).

vidir as amostras de cada bloco do sinal em sub-blocos e realizar a amostragem de
cada sub-bloco sequencialmente. Assim, a complexidade que era de O(N?) passa
a ser % O(P?), onde Q é o ntimero de sub-blocos em cada bloco e N; é o seu

nimero de amostras. O efeito dessa mudanca é aumentar a correlacao na cadeia de
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Figura 5.15: Comparagao entre sinais original, saturado com ruido (depois da satu-
ragao) e restaurado.
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Figura 5.16: Evolucao dos coeficientes do modelo AR obtidos através do algoritmo
proposto com base em um sinal saturado com ruido (depois da saturagao).
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Figura 5.17: Evolucao da variancia de excitacao do modelo AR obtido através do
algoritmo proposto com base em um sinal saturado com ruido (depois da saturagao).

300

200

100r

Figura 5.18: Histograma da variancia excitacao do modelo AR obtida através do
algoritmo proposto com base em um sinal saturado com ruido (depois da saturagao).

Markov e assim aumentar o numero de iteracoes necessarias para a convergencia.
Verificamos em simulagoes que adotar cada semiciclo do sinal como sub-bloco é um
bom compromisso, além de ser a escolha natural para sinais com saturacao.

A segunda estratégia ¢ inicializar os parametros do modelo AR para um certo
bloco com os valores estimados no bloco anterior, explorando o fato de que esses
parametros variam pouco de bloco para bloco. Para partir de estimativas de boa
qualidade, usamos um nimero alto de iteragoes nos primeiros blocos e o diminuimos

gradualmente.
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Figura 5.19: Histogramas de cada elemento dos coeficientes do modelo AR obtidos
através do algoritmo proposto com base em um sinal saturado com ruido (depois da
saturagao).
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Figura 5.20: Evolucao do limite superior de amplitude ¢, para um sinal com satu-
ragao e ruido (apés a saturagao).

5.4 Conclusoes

Neste capitulo propusemos algoritmos para lidar com o problema de limitacao de
amplitude presentes em sinais de dudio modelados como processos AR, para trés
casos distintos, sinal limitado sem ruido, sinal com ruido inserido antes da limi-
tacao e sinal com ruido inserido apods a limitacao. No primeiro caso, o algoritmo

proposto compara-se favoravelmente em relacao a solugao de referéncia baseada na
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Figura 5.21: Evolucao de amostras do limite inferior de amplitude c_ obtidas a
partir do algoritmo proposto com base em um sinal com saturacao e ruido (apés a
saturagao).
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Figura 5.22: Histograma do limite superior ¢, obtida com o método proposto com
base em um sinal com saturacao e ruido (apés a saturagao).

minimizagao do erro médio quadratico, porém o ganho tende a ser modesto para as
condicoes encontradas na pratica. Nos casos com ruido, propusemos métodos baye-
sianos capazes de aumentar significativamente a SNR dos sinais. Propusemos ainda
variagoes dos algoritmos para reduzirmos sua complexidade, tornando-os viaveis em
aplicagoes praticas. Exemplos da aplicagao dos algoritmos deste capitulo a sinais

reais sao apresentados no Apéndice [Bl
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Figura 5.23: Histograma do limite superior c¢_, obtida com o método proposto com
base em um sinal com saturagao e ruido (apds a saturagao).
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Figura 5.24: Histograma da amostra 120 do sinal restaurado obtidas através do
algoritmo proposto com base em um sinal saturado com ruido (depois da saturagao).
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Capitulo 6

Distorcao Nao-Linear Invertivel

Sem Memoria

Neste capitulo trataremos do problema de restauracao de sinais com distor¢ao nao-
linear invertivel sem memoaria, caracterizada pelo fato de que o sinal distorcido num
certo instante n depende apenas do sinal original neste mesmo instante. No contexto
de dudio, esse modelo descreve a saturacao gradual, representado na Figura [6Il O
sinal original x(n) é gerado por um filtro s6-pdlos A(z) suposto invariante no tempo
e excitado por ruido branco gaussiano e(n), suposto estacionario no sentido amplo
em trechos curtos do sinal. O sinal saturado é obtido apds o sinal original passar

pela distor¢ao nao-linear sem memdria representada pela fungao f[.].

y(n) A
flz(n)]
xrn
ﬂ. A(Z) 17231 g ( ) = (,) ﬂ,

Figura 6.1: Diagrama de blocos de sinal distorcido com saturacao gradual, repre-
sentando uma distor¢ao nao-linear sem meméaria.

O formato da curva f[.] determina o grau em que o sinal é distorcido. Nesse
trabalho, sera assumido que a curva é antissimétrica, sua derivada é sempre nao-

negativa e sua derivada segunda é sempre negativa ou nula para z(n) > 0 e positiva
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ou nula para z(n) < 0. Além disso, para x em torno da origem f(z) pode ser
aproximada por uma reta de inclinacao unitaria. Como veremos mais adiante, é
conveniente trabalhar com a inversa da fungao f[.], a qual denominamos ¢(y) =
/= Yy). As propriedades descritas acima podem ser equivalentemente escritas em

termos da funcao ¢(.), da seguinte forma:

g(y) = —g(-y), vy eR (6.1)
g(y) > 0,YyeR (6.2)
g'(0) = 0 (6.3)
d'(y) > 0,VyeR" (6.4)
J"(y) < 0,VyeR. (6.5)

Quando o ruido de medicao é desprezivel, o problema de restauracao se re-
sume ao da estimagao da curva nao-linear g(y), a partir da qual o sinal original
pode ser obtido de forma trivial. Como veremos mais adiante, a presenca de ruido
provocaria polarizacao na estimacao de g(y) e a aplicacao de g(y) ao sinal ruidoso
causaria amplificacao do ruido. Para evitar esses efeitos indesejaveis, propomos um
tratamento separado para o caso em que o ruido estd presente.

A idéia principal das solucoes propostas consiste em escrever a curva nao-
linear através de sua expansao em bases polinomiais e formular o problema de
restauracao como o de estima(;éo dos coeficientes dessa expansao. Uma escolha
particular é expandir ¢(.) em série de Taylor em torno da origem, como feito, por

exemplo em B com seus coeficientes desconhecidos:
z(n) = y(n) +miy(n)® + moy(n)® + ... + may(n)*+H (6.6)

em que os coeficientes pares foram feitos iguais a zero para atender g(y) = —g(—vy)
e o coeficiente do termo linear foi feito igual a 1 para que ¢’(0) = 1. A ordem do
modelo M é desconhecida, podendo ser estimada a partir dos dados ou escolhida
alta o suficiente para garantir uma boa aproximacao da curva.

Vetorialmente, podemos reescrever a equacao acima como:

x=y+ Ym, (6.7)
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em que

(12 ) y()M |

v [v@ er v | .
YN y(NP ... y(N)™)

m = [my,...,myl’. (6.9)

Nas préoximas segoes vamos apresentar algoritmos para estimacao dos coefici-
entes dessa expansao, com diferentes graus de complexidade e acuracia. Propomos
também variagoes desses algoritmos para lidar com ruido aditivo incidente no sinal
saturado, além de uma formulacao alternativa do problema em que a curva nao-linear
é aproximada por uma sequéncia de retas com inclinagoes desconhecidas.

O capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secao 6.1, descrevemos
brevemente alguns dos trabalhos existentes na literatura relacionados a distorcoes
nao-lineares sem memoria, comparando-as com as solucoes propostas nesta tese.
Na Secao [6.2] apresentamos procedimentos simples para estimativa inicial dos pa-
rametros do modelo, necessarios para os algoritmos mais sofisticados do restante do
capitulo. Na Secao [6.3], apresentamos o procedimento para o célculo da verossimi-
lhanca dos parametros do modelo dado o sinal degradado, assumido sem ruido. Em
seguida, na Secao [6.4] mostramos como os métodos do gradiente e de Gauss-Newton
podem ser usados para maximizacao da verossimilhaca. Na Segao [6.5 descreve-
mos como o problema pode ser tratado do ponto de vista de inferéncia bayesiana,
apresentando um algoritmo baseado em MCMC para estimacao da distribuicao a
posteriori dos parametros da curva nao-linear. Na secao seguinte, apresentamos uma
abordagem alternativa do problema, baseada na modelagem da curva nao-linear por
uma aproximacao linear por partes, que tem vantagens do ponto de vista de com-
plexidade computacional. O tratamento de ruido aditivo é feito na Secao 6.7, na
qual propoem-se modificagoes nos algoritmos das se¢oes anteriores, aumentando sua
robustez em casos praticos. Por fim, na Secao [6.8] apresentamos as conclusoes deste

capitulo.
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6.1 Trabalhos anteriores

O tratamento de distor¢oes nao-lineares invertivel sem memoria em sinais de audio
aparece na literatura em diversos contextos. Em [32], é proposta uma abordagem
simples para remocao de saturacao baseada em equalizacao por histograma. Um
histograma ¢é obtido para o sinal distorcido e comparado com o histograma estimado
para o sinal original a partir de uma base para sinais sem degradacao. Comparando
os dois histogramas, a curva de saturacao pode ser estimada, e sua inversa usada
para se obter uma aproximacao do sinal original. Esse método depende de que a
base usada para se obter o histograma para o sinal original seja representativa do
tipo de sinal que esta sendo tratado. Essa hipdtese nao se aplica a muitos sinais de
musica, devido a sua alta variabilidade.

A idéia de comparar histogramas é a base do método proposto na Secao
A vantagem de nossa abordagem ¢é a generalidade: sua tinica hipotese é que o sinal
é aproximadamente gaussiano em trechos curtos. Conforme discutido no inicio do
Capitulo anterior, sabe-se que essa é uma hipdtese bastante robusta para muitos
sinais de audio e voz.

Com foco em distor¢oes nao-lineares geradas em alto-falantes do tipo corneta,
em [33] é proposto um método de corre¢ao da nao-linearidade que leva em conta
as caracteristicas fisicas do alto-falante. Os métodos propostos neste capitulo, em
principio, se aplicam a este tipo particular de defeito, mas sao mais gerais pois nao

assumem um formato especifico para a curva nao-linear.

6.2 Estimativa inicial

Nesta se¢ao apresentamos algumas solugoes simples para a obtengao de estimativas
iniciais para os parametros da curva nao-linear e do modelo AR, que servirao como
ponto de partida para os algoritmos mais sofisticados das secoes seguintes.
Propomos dois métodos que se baseiam na gaussianidade da excitagao e(n)
e no fato de que a curva é aproximadamente a identidade em torno da origem. A
ideia em ambos os métodos é determinar a curva nao-linear estatica que restaura
a gaussianidade do sinal. Isso nos permitird ter uma estimativa nao-paramétrica

da fungao nao-linear g(.), definida nos pontos correspondentes a amostras de y(n).
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Com base nesses pontos da curva, estimam-se seus parametros através do método

dos minimos quadrados.

6.2.1 Meétodo A

A idéia dessa solugao ¢ estimar os coeficientes do modelo AR com base nas amostras
de mais baixa amplitude de y(n), assumidas nao distorcidas, e em seguida obter uma
estimativa X para o sinal original x usando a solucao proposta no capitulo anterior
para o problema de saturagao radical (caso sem ruido).

Podemos particionar um sinal y corrompido por saturacao gradual em duas
partes: y; e y,, sendo a primeira correspondente a regioes aproximadamente lineares
e a segunda a regioes com maior nivel de distorcao. Assumimos que X; & y; e
Xn < Y

Na prética, escolhemos um limiar de amplitude tal que as amostras menores
(em mdédulo) que esse limiar sdo consideradas corretas, isto ¢, formam y;. Se o
limiar é baixo demais, amostras corretas deixam de ser usadas para estimagao das
amostras distorcidas; por outro lado, um limiar alto demais faz com que amostras
distorcidas sejam consideradas corretas, o que prejudica a estimacao das amostras
consideradas distorcidas. Verificamos na pratica que um limiar de 0,3 x max |y| é
um bom compromisso.

Uma vez obtida a estimativa X de acordo com o procedimento acima, podemos
estimar a curva de saturacao através das densidades de probabilidade acumuladas
dos sinais x e y, denominadas F¢(Z) e Fy(y), respectivamente, que podem ser

aproximadamente calculadas pelas féormulas abaixo:

By (y;) = #{”’y(ﬁ) <Yl N (6.10)

Fol) = #{”’”5(;\? S R (6.11)

Definindo g(y) como a fungao que mapeia y(n) em (n), podemos escrever:

= gy) = F' (Fe(y). (6.12)
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Com base nessa curva nao-paramétrica, podem-se estimar os coeficientes da

expansao de Taylor, como explicado na Secao [6.2.3]

6.2.2 Meétodo B

Como a excitagao e(n) é, por hipétese, gaussiana, o sinal z(n), obtido a partir de
e(n) por transformacao linear, também o é. A idéia dessa solucgao é estimar a curva
nao-linear g(.) como a transformacao em y que restaura a gaussianidade de x. Como
a variancia de x é desconhecida, ela é estimada assumindo-se, como no Método A
que numa certa regiao em torno da origem g(y) é aproximadamente a identidade. O

algoritmo é resumido pelas seguintes etapas:

1. Estimamos a distribuicao cumulativa de y com base em:

Fly) = #{”’y(ﬁ) <ub i N (6.13)

em que o simbolo #{ A} indica a cardinalidade do conjunto A.

2. Calculamos a inclinagao # da curva F (y;) na origem, que aproxima a densidade

de probabilidade fx(0).
3. Estimamos a variancia do sinal original pela seguinte expressao:

9 1

= . 6.14
% = on0? (6.14)

4. Obtemos estimativas de pontos da curva nao-linear através de:
&= gly) = o7 (F(y).0?). (6.15)

em que ®(z,0?) representa a densidade de probabilidade cumulativa da gaus-

siana de média zero e variancia o2, calculada no ponto z.

O passo 3 pode ser entendido através da expressao da densidade de probabi-

lidade gaussiana na origem, que é dada por:

fx(0) = =0. (6.16)



Resolvendo essa equagao para 2, obtemos a férmula do passo 3.

6.2.3 Estimativa dos coeficientes

Uma vez obtidos pontos da curva §(y) por um dos dois métodos propostos, os
coeficientes m = [my my ... my]? podem ser estimados através da minimizagao do

erro médio quadratico, de acordo com o procedimento a seguir:
1. Escolhe-se um conjunto de K pares (v;, §(y;));
2. Forma-se a matriz Y definida na Equacao (638);

3. Determina-se o vetor de parametros m através de:
m=(Y'Y)'YT(x - y), (6.17)
em que X = [§(y1) §(y2) -~ )" ey =l vz .. yxl".

6.2.4 Simulacoes

Apresentamos simulacgoes para ilustrar os métodos propostos. O sinal obtido com
o modelo AR da Subsec¢ao ELT.T] é distorcido com uma curva determinada pelos
coeficientes m; = 5 e my = 30. A Figura mostra curvas do sinal distorcido,
do sinal restaurado pelo método A e do sinal restaurado pelo método B, todas
contra o sinal original, além da curva ideal (identidade), que corresponde & auséncia
de distor¢ao. Observamos que ambos os métodos reduzem sensivelmente a nao-

linearidade do sinal, sendo que o método B gera um resultado melhor.

6.3 Calculo da verossimilhanca

Nesta secao, calculamos a verossimilhanca dos parametros desconhecidos do modelo,

2

isto ¢ m, a e o.. Comecamos pela distribui¢do de e(n) que, como afirmado no

Capitulo M é dada por uma gaussiana de média zero e variancia o2:

, 1\ 1 <,
p(e\ae):<\/@) exp{—@;e(n)}. (6.18)
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Figura 6.2: Sinal original contra sinais restaurados obtidos com métodos A e B,
comparados com curva ideal (identidade) e curva. Ambos os métodos reduzem
sensivelmente a nao-linearidade do sinal, mas deixam distor¢oes significativas em
altas amplitudes.

Como, de acordo com o modelo AR, e(n) = x(n) — Y0 | a;z(n — i), a distri-
bui¢ao de x = [#(P+1)z(P+2) ... z(N)]" condicionada a x¢ = [z(1)z(2) ... z(P)]T

¢ dada por:

, o\ 1 & & _
p(x|xg,a,07) = (\/@> exp {—T‘g Z <x(n) - Zaix(n - z)) } .(6.19)

Por fim, levando em conta que z(n) é obtido pela Equagao (G.6]) e, usando

a formula de transformacao mondtona de varidveis aleatérias, a verossimilhanca de

y=[y(P+1)y(P+2) ... y(N)]" condicionada a yo = [y(1) y(2) ... y(P)]* é dada
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por:

N-P
p(y|yo,a,m,0?) = (\/ﬁ) Hivzpﬂ 1+ ijvil(Zj + 1)mjy2j(n)‘ (6.20)

xexp { =5 S0 pi (2(0) - £l aiw(n— i) }.

Lembrando que g(.) é sempre crescente (|¢'(.)’| = ¢’(.)’) e usando x = y+Ym,

a expressao acima pode ser reescrita como:

p(Y‘y(Jaaa m, 0—3) = <\/2];T73> H {1+hﬂm} (621)

X exp {—2%‘2 (y+Ym)" ATA (y + Ym)} , (6.22)
em que:
By = [3y2(n) Syi(n) ... (2M + 1y (n)] (6.23)

Para simplificar alguns calculos subsequentes, definimos:
c(a,m) = (y + Ym)" ATA (y + Ym) = (x — Xa)”(x — Xa), (6.24)

em que os elementos de x e X podem ser obtidos através de z(n) = g[y(n)].

6.4 Maximizacao da verossimilhanca

Nesta secao apresentamos um procedimento para a maximizacao da verossimilhanca
definida pela Equagao (€20). A abordagem é inspirada em [30], no qual se resolve o
problema de identificacdo cega de um sistema de Wiener (definido pela concatenagao
de um filtro linear com uma nao-linearidade estatica).

Comegamos definindo o negativo do logaritmo da verossimilhanca:

L(a,m,c?) = —log [p(y|a,m,o7)| = (6.25)
(V- P) (N=P) oy N c(a,m)
5 log(27) + B log(o2) — nZXP;rllog |1 4+ h,m|+ 207
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Derivando em relagiao a o2 e igualando a zero, obtemos:

o = . (6.26)

Substituindo ¢ em (6.25]), podemos mostrar que o resultado ¢ proporcional

a seguinte fungao-objetivo:

V(a,m)zwlog(c(a, m)) — )  log(1+h,m). (6.27)

2
n=P+1
6.4.1 Solucao pelo método do Gradiente

Para minimizacao da funcao acima, usamos o algoritmo do gradiente. Agrupando

os parametros em ¢ = {a,m}, o gradiente de V' (a,m) é dado por:

V(@) _ | %o

06 = 8‘5(¢)' (6.28)
O gradiente em relagao a a é dado por:
N—-P
da 2c(a,m) Oa
em que, olhando para a Equacao (6.24)),
e(am) _ oxrxa—oXTx (6.30)
Oa
O gradiente em relacao a m é dado por:
N
N—-P h?
Oom 2c¢(a,m) Om 1+h,m
n=P+1
em que, olhando para a Equacao (6.24)),
dc(a, m) TAT TAT
—m 2Y ' A"AYm +2Y A" Ay. (6.32)

Com base no gradiente calculado acima e usando como ponto inicial o resul-

tado do procedimento da Secao [6.2, aplica-se o método do gradiente para obtencao
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do minimo global da fungao-objetivo da Equagao (6.27). Testando o método em
sinais reais, observamos que este algoritmo tem convergéncia mais lenta do que o
método de Gauss-Newton (préxima segao), porém com complexidade computacional
por iteracao menor. Outro problema é que o método exige o ajuste de parametro p,
o que pode levar o algoritmo a divergir. Diante disso, decidimos nao implementar

esse algoritmo nos demais tépicos desta tese.

6.4.2 Solucgao pelo método de Gauss-Newton

O método de Gauss-Newton ¢é obtido através de uma simplificagao do método de
Newton para o caso em que a funcao-objetivo pode ser escrita como uma soma de

quadrados. Se
N

F:R” SR F(0)=> r(6), (6.33)

n=1
partindo de uma estimativa inicial 8y, o método de Gauss-Newton atualiza os para-

metros através de:

o+ — gk 1 AF, (6.34)

em que A® ¢ dado por:
A® = — (J(0*)TI(6®)) " 3(0W) r(0W), (6.35)

cada elemento do Jacobiano é definido por:

or;(0) . _
3(6); = %,z —{1,2,...,N},j={1,2,.... D}, (6.36)
J
e r(0) é o vetor formado pelos n componentes de r,(0), n ={1,2,..., N}.

Manipulando a funcao-objetivo, podemos mostrar que ela é equivalente a:

V(ma)= Y 72, (6.37)
r, = g(m)e(n,a, m) (6.38)
g(m) = exp {_N i 2 Z log(1 + hnm)} (6.39)

80



e(n,a,m) = gly(n)] — Z aigly(n — )], (6.40)

No Apéndice [A.2] mostramos os detalhes do cdlculo do Jacobiano para a
funcao-objetivo em questao. Aplicando o algoritmo ao mesmo sinal artificial descrito
na Secao 6.2, obtemos os graficos das Figuras [6.3] [6.4] e[6.6] nos quais podemos

ver que o algoritmo converge para valores muito préximos dos corretos.

6 T T T T

S . . . .
5r¢ - ' — g1

415 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
35t - - - 1
N30- - ' il
g 257 - o - T
201 - e - 1
15¢ 2 - : 1
0 2 4 6 8 10

Iteracao

Figura 6.3: Evolugao de coeficientes da expansao de Taylor pelo método de Gauss-
Newton.

6.5 Solucao bayesiana

A solucao bayesiana permite a obtencao da distribuicao a posteriori para os para-

metros a, m e o2, que é dada por:

pla,m,o’ly) « p(y|la,m,o?)p(a, o2)p(m). (6.41)

A obtencao de estimativas dos parametros com base nessa distribuicao é
uma tarefa intratavel analiticamente. Para este fim, adotamos a solu¢ao numérica
baseada no amostrador de Gibbs, que consiste em obter amostras das distribuicoes

condicionais de forma iterativa, de acordo com o seguinte procedimento:

L (©)
1. Gerar valores iniciais m®, al® e 02,
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Figura 6.4: Evolucao dos coeficientes do modelo AR pelo método de Gauss-Newton.
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Figura 6.5: Comparacao entre sinais original, saturado e restaurado pelo método de
Gauss-Newton.
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Figura 6.6: Sinal original contra sinal restaurado obtido com método de Gauss-
Newton, comparados com curva ideal (identidade).

2. Para j de 1 até Ny

2(9)
e 9

(a) Amostrar mU*Y a partir da distribuicdo p(m|al), o2 y);

(b) Amostrar a¥) a partir da distribuicao p(ajmU+D o2 y);

(G+1

(¢) Amostrar 02" a partir da distribuicio p(c2|mUtD altD) y).

O objetivo é estimar os parametros da nao-linearidade m, tratando os demais

' P t d amet 2 dimento ¢ idénti
como nuisances. Para a amostragem dos parametros a e o o procedimento é idéntico
ao que foi apresentado na Subsecao 1.1l sendo que agora o vetor x, necessario para
a amostragem desses parametros é determinado a partir de y através da fungao g(.).

Vamos entao nos concentrar na distribuicao a posteriori de m, que é dada
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por:

p(mly, a, o) o ( V%ﬂ) i IT ¢++ hnm}‘ (6.42)
X exp {_T; (y+Ym)" ATA (y + Ym)}p(m), (6.43)

em que se assume que os coeficientes m sao i.i.d. a priori e distribuidos de acordo

com uma gaussiana de média 0 e variancia o2, ou seja:
p(m) = N(m|0,021,,), (6.44)

sendo I, a matriz identidade de M elementos.

A amostragem da distribuicao a posteriori para m nao pode ser feita de
forma simples. Optou-se por usar o algoritmo de Metropolis-Hastings, em que a
distribuicao proposta ¢(m) é fixa e escolhida a partir de uma aproximagao gaussiana
de p(mly, a,02).

Definimos, inicialmente
N
P(m)= Y log[l+ h,m]. (6.45)
n=P+1

Escolhemos a distribui¢ao proposta g(m) definida a partir da aproximagao

de segunda ordem de P(m) em torno my:
P'(m) = P(my) + VP(my) (m — my)" + (m — my)"Hp(mp) (m — my), (6.46)

em que VP(my) e Hp(myg) s@o respectivamente o gradiente e a hessiana de P(my),

obtidos por:
N

h;,
n=P+1 n=220
e
O*P = Jin, P, .
Hij(mo) = M(mo) = —H;I (m) , para i, = {1,2, .- ~7M}~
(6.48)

Substituindo-se P(m) por P'(m) na Equacao (6.42]), obtemos a distribuigao
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proposta:
q(m) o (6.49)
exp {P(mo) + VP (my) (m — mg)” + (m — mg)THp(mp) (m — mo)}

1 1
X exp {—27‘2 (v + Ym)" ATA (v + Ym)} exp {——me} ,

2
207,

que pode ser escrita na forma de uma gaussiana padrao:

1 .

o(m) e xp (5 m = o) Clm — ) (6.50)

com
_ 1 TAT Iy - 1 TAT
pm = = | 5 Y ATAY + 5 — Hp(my) Y ATAY + Hp(my)mg — VP (my)
‘ " ‘ (6.51)
€
L rar Ly -
C,, = U—EY ATAY + P Hp(my) (6.52)

Amostragem de m. No instante j, gera-se uma amostra m* a partir de

g(m). A amostra é aceita de acordo com probabilidade o dada por

o) = i (1, LY -
em que

m;(m) = p(mly,a", 2”). (6.54)

e

Para ilustrar o método proposto, geramos um sinal distorcido com os mesmos
parametros usados na se¢ao anterior. A Figura[6.7 mostra os sinais original, distor-
cido e restaurado pelo algoritmo proposto. A comparacao entre a curva usada para
gerar o sinal distorcido e a curva estimada é feita na Figural6.8 na qual podemos ver
que elas praticamente se sobrepoem. As primeiras iteracoes dos parametros geradas
pelo amostrador de Gibbs sao mostradas nas Figuras [6.9] e 611l a partir das
quais podemos concluir que o algoritmo converge apds poucas iteracoes. Com base

em 900 iteracoes apds a convergéncia, construimos os histogramas das Figuras [6.12),

0. 15 e l6. [4]
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Figura 6.7: Comparacao entre sinais original, saturado e restaurado por método
bayesiano.
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Figura 6.8: Sinal original contra sinal restaurado obtido com método de bayesiano,
comparados com curva ideal (identidade).
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Figura 6.9: Evolucao dos coeficientes do modelo AR através de amostrador de Gibbs.

Iteracao

Figura 6.10: Evolucao da variancia de excitacao do modelo AR através de amostra-
dor de Gibbs.

Aplicando o algoritmo a sinais reais com diversos tipos de distorgao artificial-
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Figura 6.11: Evolucao dos coeficientes da curva nao linear através de amostrador de
Gibbs.
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Figura 6.12: Histogramas de cada elemento dos coeficientes do modelo AR, pelo
amostrador de Gibbs.

mente inseridas, observamos que o algoritmo converge para valores muito préximos

dos corretos, e os sinais recuperados a partir das transformacoes inversas sao pratica-
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Figura 6.13: Histograma da excitacao do modelo AR, obtido a partir das amostas
geradas pelo amostrador de Gibbs.

mente indistinguiveis dos originais. Entretanto, aplicando o algoritmo a um conjunto
de sinais originalmente distorcidos (com caracteristicas desconhecidas), os resultados
nao foram bons, e muitas vezes a aplicagao da transformacao estimada provocava
aumento da distorcao. Isso parece indicar que, ao menos para esse conjunto de

sinais, a hipdtese de distorcao sem-memoria nao era valida.

6.6 Modelo linear por partes

Outra possibilidade de aproximacao da distor¢cao nao-linear é através de uma curva
linear por partes, formada por uma concatenacao de retas de inclinacoes desco-
nhecidas, como mostra a Figura BI85l Naturalmente, quando maior o nimero de
intervalos, mais acurada serd a aproximacao.

Assim como a modelagem por série de Taylor, trabalharemos com a funcao
inversa z(n) = g(y(n)). Divide-se o intervalo [0, m&X(Ymin, Ymaz)] em M+1 partes de
mesma largura Ay, conforme mostrado na Figura[6.I5l Assim como anteriormente,
assumimos que a curva é antissimétrica e possui inclinagao unitaria em torno da
origem. Definimos a inclinagdo da reta do i-ésimo intervalo por m; = tg(6;), i €

{0,1,..., M}, commg = 1. A um ponto genérico y* pertencente ao i-ésimo intervalo,
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Figura 6.14: Histogramas dos coeficientes da curva nao-linear, obtida pelo amostra-
dor de Gibbs.

associa-se um ponto x*, dado por:

*

= gi(y") = z; +sign(y™)(y* — vi)my, (6.55)

em que zg = 0 e sign(y*) indica o sinal de y*.

. . i1 -
Como z; = sign(y")Ay Y _:_, m;, segue que podemos escrever a Equacao (6.55)

na forma
z* ="+ p(y*)m, (6.56)
com m = [m1 Mo ... mM]T. Portanto, para o vetor x completo:
x =u-+ Pm, (6.57)

em que tanto o vetor u quanto a matriz P sao formados por elementos de y e
constantes conhecidas.

Com base nessa expressao, podemos calcular a verossimilhancga:
M 1
p(ylm, o a) o H m exp {——2(u +Pm)"ATA(u + Pm)}
i=1 20,

M
1
= exp { E N;lnm; — ﬁ(u +Pm)"ATA(u + Pm)}(6.58)
o

1=1 €
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Figura 6.15: Ilustracao do modelo linear por partes.

A distribuicao condicional total de m pode ser obtida pela regra de Bayes,

resultando em:

p(mly, o2, a) o« p(y|m, o2, a)p(m), (6.59)

Neste trabalho usamos uma priori vaga para m idéntica a que usamos na
secao anterior, mas futuramente pretendemos adotar prioris mais informativas, que
incorporem por exemplo o fato de que devemos ter m; > m;,; para que a curva seja
do formato desejado. Para obtencao numérica da distribuicao a posteriori, propomos
um algoritmo muito similar ao da se¢ao anterior, usando também uma aproximagao
gaussiana para a distribuicao condicional total de m.

Testamos o algoritmo num sinal artificialmente gerado com os parametros da
Subsecao ATl e distorcemos o sinal com uma curva nao-linear gerada pelo modelo
linear por partes com coeficientes m; = 1 e mo = 2. As Figuras de a
mostram graficos das amostras dos parametros e seus histogramas gerados pelo

algoritmo proposto, a partir dos quais podemos verificar sua correcao.
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Figura 6.16: Evolucao dos coeficientes do modelo AR através de amostrador de
Gibbs a partir de um sinal com distor¢ao nao-linear descrito por modelo linear por
partes.
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Figura 6.17: Evolucao da variancia de excitacao do modelo AR através de amos-

trador de Gibbss a partir de um sinal com distor¢ao nao-linear descrito por modelo
linear por partes.
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Figura 6.18: Evolucao dos coeficientes das retas do modelo linear por partes, através
de amostrador de Gibbs.
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Figura 6.19: Histograma da variancia de excitacao do modelo AR, obtido a partir
das amostas geradas pelo amostrador de Gibbs a partir de um sinal com distor¢ao
nao-linear descrito por modelo linear por partes.

6.7 Modelagem de ruido aditivo

A Figura[6.22] mostra o modelo para distor¢oes nao-lineares sem memoria em que o
sinal degradado é observado na presenca de ruido de medigao, v(n). A recuperacao
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Figura 6.20: Histogramas dos coeficientes das retas do modelo linear por partes.
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Figura 6.21: Histogramas de cada elemento dos coeficientes do modelo AR obtidos
pelo amostrador de Gibbs a partir de um sinal com distor¢ao nao-linear descrito por
modelo linear por partes.

do sinal original z(n) nesse caso ¢ mais critica pois a estimagao dos parametros da
nao-linearidade nao é mais suficiente para se obter z(n). Nesta se¢do, descrevemos
um algoritmo que permite estimar os parametros da distor¢cao em conjunto com o
sinal original.

Inicialmente pensamos que, para este problema, seria mais conveniente traba-
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Figura 6.22: Modelo de distorcao nao-linear sem memoria com observacgao ruidosa.

lhar com uma aproximacao da fungao direta f(x(n)) em vez de sua inversa g(y(n)),
ja que agora z(n) é uma das varidveis do algoritmo. Mas observamos que essa esco-
lha iria requerer uma ordem maior para modelar as distor¢oes com formato tipicos.
Decidimos entao continuar trabalhando com a fungao inversa, embora isso torne nao-
gaussiana a distribuicao condicional dos parametros da curva, e consequentemente
mais dificil de amostrar, como veremos mais adiante.

Sendo assim, definimos f(z(n)) = f(z(n),m) através de sua inversa
g(y(n)) = gly(n),m) = y(n) + X my(n)2*+'. Como veremos, nao precisare-
mos determinar f(x(n),m) de forma fechada, desde que possamos calcular suas
derivadas indiretamente através de g(y(n), m).

O sinal degradado é observado na presenca de ruido, ou seja:

z(n) = y(n) +v(n) = f(z(n),m) + v(n). (6.60)

O objetivo ¢ estimar o sinal z(n) com base em z(n) tratando todas as demais
variaveis como nuisances. Comegamos calculando a verossimilhanga do sinal obser-
vado condicionado ao sinal x(n) e aos parametros a, 0> e m. Pela Equacgao (G.60),
vemos que a distribuicao de z(n) é igual a distribuicao de v(n) com média deslocada

de f(z(n),m), isto é,
p(Z|X, a, Usvm> :p(Z|X, m) :pv(z— f(X7 m))? (661)

em que, por um abuso de notagao f(x,m), representa um vetor formado por ele-

mentos de f(x(n), m).
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A distribuicao a posteriori conjunta sera portanto:

p(x,a,07,mlz) o< p,(z — f(x,m))p(x[a, of)p(a, o7 )p(m). (6.62)

Novamente adotamos o amostrador de Gibbs como estrutura geral para ob-
tencao de amostras de cada variavel, recorrendo ao algoritmo de Metropolis-Hastings

com distribuicao proposta gerada por aproximagao gaussiana quando a distribuigao

2

2 sao amostrados

nao puder ser amostrada de forma simples. Os parametros a e o
de forma idéntica ao que foi feito na Subsecao LIl Vamos analisar a amostragem
dos demais parametros.

Amostragem de m: Assumindo para este parametro uma distribui¢ao a

priori gaussiana de média zero e matriz de covariancia C,,, = 03,1, sua distribuicao

condicional total é dada por:

p(mlx,a,0f,m) o p,(z— f(x,m))p(m)

o exp{L(m)}, (6.63)

em que:
L(m) = —% [2(n) — f(x(n),m)]* — ﬁnﬁm. (6.64)

[SH\G}

n=1

Assim como antes, a estratégia de amostragem ¢é aproximar essa distribui-
¢ao por uma gaussiana através da aproximacao quadratica de L(m) em torno de
um ponto my (idealmente préximo a seu minimo), e entao usar o resultado como
distribuicao proposta no contexto do algoritmo de Metropolis-Hastings.

Nesse estdgio do algoritmo, x(n) é conhecido exatamente, sendo portanto
uma constante. Usamos esse fato para calcular as derivadas parciais de f(z(n), m)
em relagdo m;, ¢ = {1,..., M}, necessdrias para a aproximagao de L(m) por série
de Taylor. Escrevendo o resultado da aproximacao no formato de uma gaussiana
padrao, obtemos a distribuigao usada como proposta ¢(m) = N(m|u,,, C,,), cujos

parametros podem ser obtidos pelo formulario abaixo:

Cp = — (H(mo) - %IM) - (6.65)
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M = —Cp(H(mg)mgy — G(my)); (6.66)

Gi= 5 3 ) —ul) G (6:67
H, - Uii (et~ (o) ;?;;:; ool o)
% - —(2i + 1)y(n)2iaay—$ +(2) + 1)y(n)2jagn(z> %Eﬁ (6.70)

Na Equacao ([6.67)), G; é o i-ésimo elemento do vetor gradiente G.
Amostragem de x: Olhando para a Equacao ([6.62]), reconhecemos que a

distribuicao condicional total para x é dada por:

p(X‘Z,a, Usvm> Ova(Z - f(X))p(X|a, Ug)‘ (671)

Devido ao fato de a nao-linearidade ser aplicada a x, sua distribui¢ao con-
dicional total nao tem um formato bem conhecido, tornando a amostragem dessa
variavel mais complicada. Como o niimero de parametros (no caso, a variavel x) é
igual ao numero de dados, nao ha garantia de que uma aproximacao quadratica sera
acurada, exceto para niveis de ruido e nao-linearidade moderados.

O algoritmo proposto para amostragem de x se baseia no calculo de uma
aproximacdo de segunda ordem para v?(n) = [2(n) — f(z(n))]*, na escolha da dis-
tribuicao resultante (que sera gaussiana) como proposta e no uso do algoritmo de
Metropolis-Hastings poderia ser usado para decidir sobre a aceitagao ou rejeicao de
novas amostras.

O méximo da distribui¢ao de z(n) ocorre quando z(n) — f(z(n)) = 0, ou seja,
quando z(n) = f~1(z(n)). A aproximagiao de v*(n) em torno desse ponto resulta
numa distribuigao gaussiana que aproxima p,(z — f(x)), a qual possui média p =
/~Yz) = g(z) e matriz de covariancia C = ¢2¢'(z)?Iy. Podemos entao substituir
essa aproximacao na Equagao (671]) para gerar a distribui¢ao proposta.

Testando o algoritmo, confirmamos que a aproximacao é boa para ruido e

distor¢ao moderados, mas ruim nos demais casos, com um alto percentual de amos-
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tras rejeitadas. Em geral, existe um compromisso entre a quantidade de ruido e o
nivel de distorcao para os quais o método funciona adequadamente.

As Figuras de a mostram gréficos de simulagoes obtidos com a
implementacao do algoritmo para um sinal distorcido com parametros m; = 5 e

mo = 30 e com ruido aditivo de 30 dB SNR.

1 - . ]

Original
— — — Degradado
Restauradg

Amplitude

250 260 270 280 290 300
Amostra

Figura 6.23: Comparacao entre sinais original, saturado com ruido e restaurado por
método bayesiano.

6.8 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos diversos algoritmos para lidar com o problema de res-
tauracao de sinais corrompidos com saturagao gradual. Modelando a curva nao-
linear por sua expansao em série de Taylor, elaboramos diversos algoritmos que
permitem estimar os coeficientes dessa série, e assim recuperar o sinal original. Dois
métodos simples e rapidos permitem obter uma estimativa inicial de boa qualidade
para esses coeficientes, as quais podem ser usadas para os métodos iterativos mais
sofisticados. Além disso, propusemos um algoritmo que realiza a maximizacao da
verossimilhanca através do método de Gauss-Newton e outro que, no contexto baye-
siano, obtém amostras da distribuicao a posteriori das variaveis desconhecidas.
Para solucao do problema na presenca de ruido aditivo, apresentamos uma

variagao do algoritmo bayesiano que se mostrou adequada para niveis de distorcao
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Figura 6.24: Sinal original contra sinal restaurado obtido com método Bayesiano, a
partir de sinal distorcido com ruido, comparado com curva ideal (identidade).

ou ruido moderado. Também introduzimos um modelo linear por partes para apro-
ximacgao genérica de curvas nao-lineares invertiveis sem-memoria, conduzindo-nos a
um algoritmo bayesiano que apresentou resultados promissores.

Exemplos da aplicagao dos algoritmos deste capitulo a sinais reais sao apre-

sentados no Apéndice Bl
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Figura 6.25: Evolugao dos coeficientes do modelo AR através de amostrador de
Gibbs, obtidos a partir de sinal saturado com ruido.
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Figura 6.26: Evolugao da variancia de excitagao do modelo AR através de amostra-
dor de Gibbs, obtida a partir de sinal saturado com ruido.
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Figura 6.27: Evolucao dos coeficientes da curva nao linear através de amostrador de
Gibbs, obtidos a partir de sinal saturado com ruido.
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Figura 6.28: Histogramas dos coeficientes da curva nao-linear obtida pelo amostra-
dor de Gibbs, a partir de sinal saturado com ruido.
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Figura 6.29: Histogramas de cada elemento dos coeficientes do modelo AR obtidos
pelo amostrador de Gibbs, a partir de um sinal saturado com ruido.
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Figura 6.30: Histograma da excitacao do modelo AR, obtido a partir das amostas
geradas pelo amostrador de Gibbs, a partir de um sinal saturado com ruido.
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Capitulo 7

Restauracao de Sinais
Corrompidos com Distorcao

Nao-linear com Memoria

No capitulo anterior apresentamos algoritmos para lidar com o problema de res-
tauracao de sinais com saturagao, em que se assumiu um modelo nao-linear sem
memoria para a distorcao. Em muitos casos, contudo, a presenca concomitante de
outras distor¢oes introduz memoria no sistema. Eo que acontece, por exemplo, nos
sistemas que usam circuitos de equalizacao nos equipamentos de reproducao.

Em [22], sugere-se que um filtro linear em cascata com a curva nao-linear
sem memoria, como mostrado na Figura [l seria geral o suficiente para a mode-
lagem realista de sinais de dudio com distorgao nao-linear com meméria. Em [34],
reportam-se testes em que essa estrutura se mostrou adequada para sinais de dudio
com distorgoes causadas por amplificadores e gravadores magnéticos reais. Neste
mesmo trabalho, os autores propoem um método para identificacao da curva nao-
linear e do filtro linear. O método assume que a forma do espectro do sinal de audio
¢ constante ao longo do tempo, sé variando a energia, e também assume conhecida a
autocorrelacao do sinal original. Reportam-se bons resultados com distorgoes artifi-
cialmente inseridas, mas as hipéteses do método nos fazem crer que esta solucao esta
longe da ideal. Em particular, o método assume conhecimento sobre a densidade

espectral de poténcia do sinal original, que na pratica nao seria facilmente medida.
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Um método mais geral, aplicavel em principio a qualquer tipo de distorcao
nao-linear com ou sem memdria, proposto em [35] e mais detalhado em [36], baseia-
se na modelagem do sinal degradado como a cascata de um modelo AR (associado ao
sinal original) com um modelo NAR (Non-Linear AR, associado a um “canal” nao-
linear). Apesar de sua generalidade, esse método obteve sucesse ao ser ser aplicado
a sinais reais, devido a dificuldade em se identificar os termos da série e também
porque nao modela adequadamente outros tipos de distor¢coes usualmente presentes
em conjunto com a nao-linearidade.

Neste capitulo, vamos apresentar a formulacao estatistica do problema de
restauragao, considerando a estrutura da Figura [Tl Propomos duas solugoes, uma
baseada na maximizacao da verossimilhanca através do algoritmo de Gauss-Newton,
e outra baseada na obtencao de amostras da distribuicao a posteriori através de um
algoritmo baseado em MCMC. Como ambas as solugoes contém elementos similares
aos das solugoes correspondentes no capitulo anterior, vamos nos concentrar nas
partes dos algoritmos relacionadas a estimacao do filtro linear B(z).

As vantagens de nossa abordagem em relagao aos métodos existentes sao
principalmente duas: (1) nao precisa assumir conhecimento sobre a densidade es-
pectral de poténcia do sinal orignal, ao contrario de [34] e (2) requer a estimacao de
um conjunto de parametros bastante reduzido em relagao ao nimero de amostras
do sinal, ao contrério de [36].

Organizamos o capitulo da seguinte forma. Na Secao [, detalhamos o mo-
delo adotado e formulamos mais precisamente o problema de restauracao. Na se¢ao
seguinte, apresentamos o célculo da verossimilhanca para os parametros do modelo
tendo como dados trechos curtos do sinal degradado. Na Secao [[3] através de
manipulacao da verossimilhanca, obtemos uma funcao-objetivo que servira para a
maximizacao da verossimilhanga através do algoritmo de Gauss-Newton, também
descrito nessa secao. Em seguida, na Segao [[4] apresentamos a solu¢ao bayesiana
para o problema através de um algoritmo baseado em MCMC, que pode usar como
ponto de partida o resultado do algoritmo de Gauss-Newton, e encerramos o capitulo

na Segao com suas conclusoes.
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7.1 Formulacao do problema

De acordo com a Figura[[T] o sinal original z(n) é gerado por um modelo AR, des-
crito por um filtro sé-pélos excitado por ruido branco gaussiano e(n) de variancia o2,
assumidos fixos em trechos curtos do sinal. Esse sinal é distorcido pela combinagao
da curva nao-linear sem meméria descrita por f[x(n)] com o filtro s6-pdlos B(z),
gerando o sinal observado z(n), que, neste contexto, é conhecido exatamente.

O objetivo do algoritmo de restauragao ¢ identificar a curva f|z(n)] e o filtro
B(z) com base no sinal z(n), pois, uma vez identificada a distorcao, o sinal original

pode ser recuperado trivialmente através da transformacao inversa de B(z) e flx(n)].

y(n)

Figura 7.1: Modelo de distor¢ao nao-linear com memdria.

Assim como no capitulo anterior, a funcao nao-linear é modelada por sua

expansao em série de Taylor, isto é:

z(n) = gly(n)] = y(n) + Z may® (n). (7.1)

No escopo desta tese, iremos assumir nos calculos subsequentes que as ordens
P, M e @ sao conhecidas. Em [34], afirma-se que valores de M entre 7 e 9 e valores
de ) entre 10 e 15 sao adequadas para modelagem de sinais reais. Nos préoximos
passos do trabalho, planejamos tratar as ordens como variaveis e tentar estima-las
num contexto bayesiano, o que pode ser feito usando-se, por exemplo, o algoritmo

de Metropolis-Hastings com saltos reversiveis [1§].
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7.2 Calculo da verossimilhanca

Como visto na Segao [6.3], a verossimilhanca de y condicionada aos parametros a, m

e 02 e & condicao inicial y, ¢ dada por:

N—-P N

1 2
2y
sivnama?) = (515) 7 T o .m)
n=P+1
1 N
2
X exp{—@n:zpile (n,m,a)}. (7.2)

Como

Q
z(n) =y(n) + Z biz(n — 1), (7.3)

e considerando que o jacobiano da transformacao de y(n) para z(n) é unitério, a
verossimilhanga de z = [2(R+1)2(R+2) ... 2(N)]* (sendo R = P+@Q), condicionada
ac?, a,meb=][bby...bgl" eacondigdo inicial zy = [2(1) 2(2) ... z(R)]" é obtida

substituindo-se y(n) em termos de z(n) e b em (T.2)), o que resulta em:

1 N—R
p(Z|Z0aaaba m70—3) = < )

N

H s'[z(n), m, b]

n=R+1

\/2mo?

1
X exp {—TizeQ(n, b, m, a)} , (7.4)

em que definimos

Q
z(n) = s[z(n),m,b] = g [z(n) =) biz(n — i), m] . (7.5)

O sinal de excitagao e(n) pode ser escrito em funcdo de z(n) da seguinte

forma:

e(n) = x(n) — Z a;x(n —1i) = s[z(n), m,b| — Z a;s[z(n — i), m, bl. (7.6)

7.3 Maximizacao da verossimilhanca

De forma similar ao que foi feito no capitulo anterior, através da manipulagao da

Equagao (T4]), é possivel mostrar que maximizar a verossimilhanca é equivalente a
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maximizar a seguinte funcao-objetivo:

N
V(bma)= Y 2, (7.7)
n=R+1
Tn = g(bam)e(nvb7m7 a)7 (78)

com

g(b,m>:exp{—NiR > |1og<s'[z<n>,m,b]>|}. (79)

n=R+1
Para a maximizagao dessa funcao através do algoritmo de Gauss-Newton,
precisamos do jacobiano, como definido na Equagao (636). As derivadas de r, em
relacdo a e m se calculam como mostrado na Secao [A.2], com y obtido através da
filtragem inversa de z sendo B(z) definido com base no valor atual de b na iteracao
do algoritmo.
Calculamos as derivadas parciais de r,, em relacao a cada um dos elementos

de b da seguinte forma:

orn _ Og de(n)
o~ a6, I (7.10)
gli N eXp{_NiR > log\sl[z(”%m’b]l}
1 §"[z(n),m,b]z(n — i)
X N_nh S[=(n),m, b] : (7.11)
de(n) . P , - o
b, s'(z(n),b,m)z(n — i) + Z s'(z(n—k),b,m)z(n —k —1i). (7.12)

A inicializacao do algoritmo é problematica porque, ao contrario do que foi
feito no capitulo anterior, nao temos um método simples para obter uma estimativa
inicial de boa qualidade para os parametros da nao-linearidade e do filtro linear.
Quanto aos coeficientes do modelo AR, verificamos em simulac¢oes que podemos obter
uma estimativa inicial razodvel tomando diretamente o sinal degradado z(n) como
se fosse o sinal original. Para os demais parametros, adotamos uma inicializagao
aleatoria.

Apresentamos a seguir simulacoes para ilustrar o algoritmo proposto. O sinal

107



obtido com o modelo AR da Subsecao [ T.11¢é distorcido com uma curva determinada
pelos coeficientes my; = 5 e my = 30 e em seguida por um filtro linear com coeficientes
by = 1,13 e by = 0,64, que corresponde a polos com fase +7/4 e —7/4 e médulo 0,8.

Executando o algoritmo diversas vezes, observamos que sao frequentes os
casos em que os parametros convergem para valores distantes dos corretos, o que
indica a presenca de diversos minimos locais. Entretanto, pelo menos nesse exemplo,
o algoritmo converge para os valores esperados na maioria das vezes. Também ob-
servamos que se a inicializagao for feita razoavelmente proxima dos valores corretos,
os parametros convergem sempre para o maximo global. Isso indica que uma estima-
tiva inicial de boa qualidade garantiria a convergéncia correta do algoritmo. Dentre
os trabalhos futuros dessa tese, iremos incluir a elaboracao de métodos simples para
tal estimativa.

As Figuras[.2] [[.3] [ Almostram a evolucao dos parametros b, m e a, respecti-
vamente, para inicializagao aleatéria dos parametros b e m. Nesse caso, observamos
convergéncia para o maximo global, mas é importante notar que nem sempre isso
ocorre.

Recuperando o sinal original através das transformagoes inversas com base
nos parametros estimados, pudemos observar que o sinal restaurado praticamente
se confunde com o original, como mostrado nas Figuras e Isso significa
que, aplicando o método a um sinal real, o sinal restaurado seria perceptualmente

indistinguivel do sinal original.

7.4 Solucao bayesiana

Nesta secao apresentamos um procedimento para solugao do problema num contexto

bayesiano. Inicialmente, calculamos a distribuicao a posteriori:
p(a,b,m, 0?|z) o p(z|a, b, m, o?)p(a, o2)p(b)p(m), (7.13)

em que se assumiu que os parametros do modelo AR (a e 0?), b e m sao indepen-
dentes a priori.
A solugao do problema pelo amostrador de Gibbs envolve a amostragem ite-

rativa a partir das distribuicoes condicionais totais para cada um dos parametros
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Figura 7.2: Evolucao dos coeficientes do filtro linear B(z) pelo método de Gauss-
Newton.
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Figura 7.3: Evolugao dos parametros da nao-linearidade pelo método de Gauss-
Newton.

2

2 e m nao apresenta qualquer dificuldade adici-

envolvidos. A amostragem de a, o
onal em rela¢do ao caso em que o filtro B(z) nao estava presente no modelo. Com
efeito, como b é suposto conhecido para a amostragem desses parametros (a, o2
e m), o sinal y(n) serd também conhecido, bastando para isso processar z(n) pelo
filtro inverso de B(z).

A dificuldade reside na amostragem dos parametros b, pois, devido a nao-
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Figura 7.4: Evolucao dos coeficientes do modelo AR pelo método de Gauss-Newton.
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Figura 7.5: Comparacao entre sinais original, degradado e restaurado pelo método

de Gauss-Newton.

linearidade, a distribuicao de b nao estard na forma de uma gaussiana. A distribui-
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Figura 7.6: Sinal original contra sinal restaurado obtido com método de Gauss-
Newton, comparados com curva ideal (identidade).

¢ao condicional total para b é dada por:

N

p(b|z,a,0? m) o H s'[z(n), m, b]| exp {—%igeTe}p(b). (7.14)
n=R+1

Propomos aqui uma solucao similar a adotada na Secao [6.5] para amostragem

dos parametros m. L&, escrevemos a distribuicdo de m na forma exp(L(m)) e

calculamos uma aproximagao de segunda ordem para o componente nao quadratico

de L(m) de modo que o resultado fosse escrito como uma gaussiana, a partir da qual

fosse fécil obter amostras. Podemos escrever a Equagao (TI4]) da seguinte forma:

p(b|z,a, 02, m) o exp Z log(s'[2(n), m, b)) exp{—T;eTe}p(b). (7.15)

n=R+1 €

Assumindo, por conveniéncia matematica, uma priori gaussiana para b caracteri-
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zada por
1

p(b) o exp { 5

(b— p)"Cy (b — ub>} , (7.16)

a distribuicao a posteriori de b pode ser reescrita como:

pibiz.a,otm) = exp { L) = S(b— ) G b= ) b (1)
Lb)= 3 log(s/[z(n), m, b]) - %eTe, (7.18)
n=R+1 €

que pode ser aproximada em torno de by por:
. 1
L(b) = L(bo) + V1(bo)(b — by) + i(b —by) H(bg)(b — by). (7.19)

Mostramos os detalhes do cdlculo do gradiente e da hessiana na Secao [A.3l
Uma vez obtida f)(b), pode-se obter uma aproximagcao gaussiana para p(b) ao subs-
tituir L(b) por L(b) em (ZId). A distribuicio resultante pode ser usada como
proposta para obtencao de amostras para b, que entao seria aceita ou rejeitada de
acordo com o critério da Equagao (321)).

A distribuigao proposta g(b), gerada dessa forma, pode ser escrita como uma

gaussiana padrao q(b) = N(b|u,, Cp), com:

Cy,=— (HL(bO) - U%IQ)_1 , (7.20)

My = —Cb (HL(bO)bO — VL(bO)) . (721)

A estrutura do algoritmo proposto é similar a do descrito na Secao [6.5] com
o acréscimo da amostragem de b de acordo com o procedimento que acabamos de
descrever.

Para ilustrar o método proposto, geramos um sinal distorcido com os mesmos
parametros usados na secao anterior. A Figura [[.7] mostra os sinais original, dis-
torcido e restaurado pelo algoritmo proposto. Na Figura [.8], comparamos a curva
usada para gerar o sinal distorcido com a curva estimada, podendo concluir que elas
sao praticamente iguais. As primeiras iteracoes dos parametros geradas pelo amos-

trador de Gibbs sdo mostradas nas Figuras [[.9] [[.10] [Z. 11l e [[.12], a partir das quais
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podemos inferir que o algoritmo converge apds cerca de 30 iteragoes. Para compro-
var a convergencia correta do algoritmo, construimos os histogramas dos parametros
amostrados com base em 900 iteracoes apds a a convergéencia, e os mostramos nas

Figuras [[.13] [[.14] [ 15 e [[.12
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Figura 7.7: Comparacao entre sinais original, degradado e restaurado por método
bayesiano.

7.5 Conclusoes

Neste capitulo descrevemos uma estrutura aplicavel para a modelagem de sinais de
audio com distor¢oes nao-lineares com memoria. A descricao mateméatica do modelo
¢ apresentada juntamente com duas solugoes estatisticas, uma baseada na maximi-
zagao da verossimilhanca através do método de Gauss-Newton, e outra bayesiana
que permite obter amostras dos parametros relevantes através de métodos MCMC.

Uma dificuldade que devera ser enfrentada para que se tenha uma solucao
efetiva sdo a estimativa inicial dos coeficientes do filtro B(z) e dos parametros da
distorcao nao-linear, necessarios para se obter boas aproximacoes para as distri-
buicoes desses parametros. Além disso, a escolha de um priori adequadas para b,
idealmente inspirada num modelo fisico, parece ser necessiria para permitir que o

filtro seja identificado.
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Figura 7.8: Sinal original contra sinal restaurado obtido com método de bayesiano,
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40 60 80 100
Iteracao

Figura 7.9: Evolucao dos coeficientes do filtro linear através de amostrador de Gibbs.
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Gibbs.
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Gibbs.
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Figura 7.12: Evolucao da variancia de excitagao do modelo AR através de amostra-
dor de Gibbss.
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Figura 7.13: Histogramas dos coeficientes do filtro linear, obtida pelo amostrador
de Gibbs.
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Figura 7.14: Histogramas dos coeficientes da curva nao-linear, obtida pelo amostra-
dor de Gibbs.
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Figura 7.15: Histogramas de cada elemento dos coeficientes do modelo AR, pelo
amostrador de Gibbs.
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Figura 7.16: Histograma da excitacao do modelo AR, obtido a partir das amostas
geradas pelo amostrador de Gibbs.
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Capitulo 8

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Esta tese se dedicou a andlise e restauracao de diversos tipos de distor¢oes nao-
lineares presentes em sinais de audio. Para os problemas de limitagao de ampli-
tude, saturacao gradual sem memoria e distor¢oes nao-lineares com memoria com
estrutura do tipo Hammerstein, propusemos solucoes que variavam desde algoritmos
simples e computacionalmente eficientes até bayesianos baseados em modelos. Os
métodos mais simples podem ser usados tanto isoladamente quanto para gerar um
ponto de partida favoravel para os métodos mais sofisticados.

Nas proximas segoes, resumimos as solucoes propostas em cada uma das
distorcoes abordadas, destacamos suas principais contribuicoes e indicamos algumas
possiveis extensoes. Concluimos o capitulo descrevendo duas novas abordagens para
o tratamento de distor¢oes nao-lineares que planejamos desenvolver apds a conclusao

desta tese.

8.1 Limitacao de amplitude

Limitacao de amplitude, ou saturacao radical, ocorre quando o sinal possui faixa
dinamica maior que a permitida pelo sistema de armazenamento, transmissao ou
reprodugao. Para este problema, consideramos dois casos principais: (1) sinal satu-
rado sem ruido e (2) sinal saturado com ruido. Este ultimo é sub-dividido em dois
casos: (a) ruido antes ou (b) depois da saturacao.

Dentro do contexto de processamento estatistico de sinais, o primeiro caso

pode ser tratado de forma sub-6tima como um problema de interpolagao de sinais
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com amostras perdidas, ignorando a amplitude da regiao degradada. Implementa-
mos o algoritmo descrito em [23] para termos uma solugao de referéncia. Formulando
o problema como interpolagao com restricoes, a solucao proposta nesta tese permite
resolver o problema de forma 6tima, levando em consideragao as restrigcoes na am-
plitude e integrando numericamente as variaveis de nuisance através do amostrador
de Gibbs.

Observamos que a solucao proposta tende a resultar em sinais com maior
SNR com relacao a solucao de referéncia, mas os ganhos se mostraram modestos na
maioria dos sinais em que a testamos. Como na maioria das aplicacoes praticas a
quantidade de amostras corretas é bastante grande, o método sub-6timo ja oferecia
um resultado bastante acurado, que nao podia ser muito melhorado por métodos
mais sofisticados. Entretando, pudemos observar diferencas substanciais de SNR
quando introduzimos distor¢oes muito severas.

Para a solucao do problema na presenca de ruido, até onde sabemos, nao
existe solucao proposta na literatura. Em ambos os casos considerados, consegui-
mos aumentar significativamente a SNR dos sinais tratados através de algoritmos
iterativos baseados no amostrador de Gibbs. Como os algoritmos envolvem a amos-
tragem de gaussianas da ordem do nimero de amostras dos sinais e o nimero de
iteragoes necessarios para convergencia é bastante alto, a complexidade final da ver-
sao mais basica da solucao proposta ¢é bastante elevada. Conseguimos reduzir o
numero de iteragoes para convergéncia ao inicializar os coeficintes do modelo AR
em um bloco do sinal com os valores estimados no bloco anterior, assumindo que
estes parametros nao variam muito de um bloco para outro. Além disso, propusemos
uma variagao simples do algoritmo em que cada ciclo do sinal é processada por vez,
aumentando a probabilidade de aceitacao nas regides com saturacao, sem aumentar
significativamente a correlacao na cadeia de Markov.

Como prosseguimento dessa linha de trabalho, pensamos na adaptagao dos
algoritmos para o problema de restauracao de sinais quantizados com dither, que
também pode ser descrito como uma nao-linearidade nao-invertivel combinada com

ruido aditivo.
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8.2 Nao-linearidade invertivel sem memoria

Consideramos um caso particular em que a curva é antissimétrica, que acreditamos
corresponder a maioria dos casos, embora a generalizacao nao seja dificil. Modelamos
a curva de distor¢ao de duas maneiras: (1) expansao em séries de Taylor em torno da
origem com coeficientes desconhecidos e (2) curva linear por partes com coeficientes
angulares desconhecidos. Desenvolvemos mais o modelo 1, usando-o em algoritmos
de maximizacao da verossimilhanca dos coeficientes pelo método de Gauss-Newton,
obtencao de amostras da distribuicao a posteriori dos coeficientes por um algoritmo
baseado em MCMC e na extensao deste para a recuperacao do sinal original quando
ruido aditivo esta presente no sinal degradado. Aplicamos o modelo 2 apenas num
algoritmo baseado em MCMC para estimacao dos coeficientes angulares das retas,
assumindo auséncia de ruido, mas acreditamos que seu desempenho nos mesmos
casos considerados com o modelo 1 seria igualmente bem-sucedida.

Embora a aproximacao da curva nao-linear por séries polinomiais ja tenha
sido proposta em varias aplicagoes, até onde sabemos, nosso trabalho é o primeiro a
resolver o problema de identificacao desse tipo de distor¢ao no contexto de inferéncia
bayesiana. Acreditamos que o modelo linear por partes, aplicado nesse contexto,
seja inteiramente original. Além disso, a modelagem estatistica do ruido aditivo em
combinagao com a nao-linearidade sem meméria é uma contribuicao origial da tese.

Como possivel melhoria no algoritmo, planeja-se permitir que a ordem da
funcao nao-linear seja variavel, podendo ser determinada a partir do sinal observado,

através do algoritmo de Metropolis-Hastings com saltos reversiveis [37].

8.3 Distorcao nao-linear com memoria

Para este problema, adotamos um modelo formado pela combinacao em cascata de
uma curva nao-linear sem meméria com um filtro linear (estrutura conhecida como
de Hammerstein), o qual acreditamos ser capaz de descrever boa parte das distorgoes
nao-lineares encontradas em sistemas reais. Duas solugoes foram propostas: uma
baseada na maximizacao da verossimilhanca dos coeficientes da curva nao-linear e do
filtro linear pelo algoritmo de Gauss-Newton e outra na estimacao bayesiana desses

coeficientes por um algoritmo baseado em MCMC.
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Os algoritmos propostos funcionaram bem com distorcoes artificialmente in-
troduzidas nos sinais, respeitando a estrutura assumida pelo algoritmo, mas ainda
nao os testamos extensivamente em sinais reais. A dificuldade é encontrar exem-
plos em que saibamos antecipadamente que a distorcao possa ser caracterizada pela
estrutura proposta, visto que tanto a andlise visual quanto auditiva nao fornece
muitas pistas. Para testar os algoritmos, uma alternativa intermediaria entre sinais
artificiais e distorgoes reais seria usar modelos de nao-linearidade representativos de

dispositivos reais para gerar um conjunto de sinais distorcidos.

8.4 Trabalhos futuros

Além dos avancos naturais nos algoritmos propostos, como mencionamos anterior-
mente, planejamos continuar a pesquisa com distorcoes nao-lineares buscando na
literatura, em particular na area de andlise de séries temporais e modelagem es-
parsa de sinais, técnicas que permitam lidar com os casos para os quais os métodos
propostos nesta tese se mostraram insatisfatérios.

Propomos continuar a pesquisa em duas linhas alternativas, uma em que o si-
nal de audio é tratado no dominio do tempo e outra em que o tratamos no dominio
da transformada. Além disso, propomos levar em consideragao elementos psicoa-
custicos associados a perceptcao de distorcoes nao-lineares. Nas secoes seguintes,
discutimos alguns caminhos que pretendemos seguir em cada uma dessas linhas de
pesquisa e sugerimos de que forma modelos psicoactsticos podem ser incorporados

aos algoritmos de restauracao.

8.4.1 Solugao no dominio do tempo

Dentro dessa linha de modelagem no dominio do tempo, nossa proposta é estudar
a literatura de séries temporais nao-lineares, buscando uma estrutura que seja ade-
quada a modelagem de distor¢oes nao-lineares em sinais de audio. Um candidato
inicial a ser estudado e implementado é o modelo autorregressivo com limiar, TAR
(do inglés, Threshold Autorregressive) @], que pode ser entendido como uma ex-
tensao nao-linear do modelo AR tradicional. Proposto por H. Tong na década de

80 [39], esse modelo vem sendo usado com sucesso em diversas dreas de estatistica
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aplicada e engenharia @], mas seu uso na area de processamento de sinais ainda ¢
limitado.

Matematicamente, o modelo é definido da seguinte forma:

P
z(n) = aéj") + Z ag‘]")x(n — i) 4+ bUe(n), (8.1)
i=1
onde J,, n = {1,...,J}, indica um modo particular permitido pelo modelo. Se os

valores de J,, forem determinados pelas saidas passadas de x(n), o modelo é chamado
SETAR (do inglés Self-Exciting Threshold Autoregressive). Um exemplo com J = 2

e ordem 1 seria o seguinte:

ag+arx(n—1)+e(n), x(n—d) <r;
. (1= 1)+ eln), an—d) o)

as + azx(n — 1) + be(n), z(n—d) >r.

Foram publicados diversos trabalhos sobre a andlise do modelo TAR e foram
propostas aplicacoes suas em diversos problemas, especialmente em modelagem de
séries economicas. Nosso plano é estudar essa literatura e adaptar o modelo a des-
cricao de sinais de audio com distor¢oes nao-lineares. Uma vez tendo um modelo
adequado para o sinal distorcido, a dificuldade maior seria separar a parte linear da
parte nao-linear do modelo resultante, considerando que sé temos acesso a combi-

nacao das duas, que é nao-linear.

8.4.2 Solucao no dominio da transformada

Uma outra possivel abordagem para a solucao do mesmo problema seria explorar as
propriedades do sinal de dudio no dominio de uma transformada apropriadamente
escolhida. Sabe-se que sinais de dudio podem ser representados em bases esparsas,
isto é, com poucos coeficientes diferentes de zero. Como a nao-linearidade tende
a destruir essa esparsidade, o sinal original poderia, em principio, ser recuperado,
através de uma operacao inversa que a regerasse.

No contexto bayesiano, a esparsidade pode ser assegurada através das cha-
madas prioris indutoras de esparsidade (sparsity inducing priors). Solugdes para re-

presentacao e restauracao de sinais esparsos foram propostas em diversos contextos,
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por exemplo ] Em particular, a transformada de cosseno modificada (MDCT)
com prioris indutoras de esparsidade foram usadas para modelagem e restauragao
de sinais de dudio corrompidos por ruido de fundo [42]. Uma idéia similar foi apli-
cada ] ao problema de restauracao de imagens ruidosas. Nosso plano é usar os

métodos mencionados como ponto de partida para a solucao de nosso problema.

8.4.3 Elementos psicoactsticos

Uma érea ativa de pesquisa em processamento de sinais ¢ a avaliacao automatica de
sinais de audio e voz, cujo objetivo é criar métodos capazes de gerar notas para sinais
com degradacao que sejam altamente correlacionados com notas médias geradas
por um grupo de ouvintes. Algoritmos padronizados pela Uniao Internacional de
Telecomunicagoes (ITU), como o PESQ [44], o P.563 [45] e o POLQA M], permitem
medidas de qualidade confidveis e replicaveis para uma faixa ampla de cendrios
de distor¢oes. Embora essa area de pesquisa esteja bem desenvolvida, o uso de
fenomenos psicoacusticos para restauracao ainda é limitada. Algumas tentativas
bem-sucedidas |, tanto heuristicas quanto estatisticas, lidam apenas com o
problema de melhoramento de sinais com ruido aditivo de faixa larga, e nao podem
ser facilmaente generalizados para outros tipos de distorcao.

Estudos sobre o efeito perceptivo de distor¢oes nao-lineares em sinais de audio
aparecem numa série de artigos publicados entre 2003 e 2004 [51]], [52] e [53]. Neles,
os autores reportam experimentos em que ouvintes avaliam um conjunto abrangente
de sinais com distor¢oes nao-lineares, os quais servem de base para o desenvolvimento
de um método objetivo para avaliacao automatica de distorgoes nao-lineares.

A maneira como iremos usar aspectos psicoacusticos em nossos trabalhos
ainda nao esta definida, mas uma idéia inicial seria gerar uma base de dados contendo
um conjunto de sinais com distor¢oes artificialmente introduzidas em sinais sem
distorgao, e através do algoritmo Rnonlin [53], estudar o efeito de parametros dos
modelo de distorcao na qualidade do sinal degradado. Com base nessa informacao,
esperamos ter condicoes de propor funcoes-objetivo que déem um peso maior para

0s erros mais perceptiveis.
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Apeéendice A
Algumas Demonstracoes

Este apéndice ¢ dedicado a demonstracao de alguns teoremas e expressoes usados

na tese.

A.1 Produto de gaussianas multivariaveis

Seja x uma varidvel aleatoria multidimensional, cuja distribuigao é definida como o

produto de duas gaussianas com médias e matrizes de covariancia quaisquer:

p(x) = kp1(x)pa(x), (A1)

com pq(x) = N(x|p1, C2), pa(x) = N(x|ua, Cy) e constante k tal que a integral de
p(x) resulte em 1.
Podemos escrever a distribui¢ao resultante no formato p(x) = exp {L(x)},

com

1 _ 1 _
L(x) = 3 (x =) O (x— ) — 2 (x — p2)" Cyt (x — o) . (A.2)
Como L(x) é quadrético, segue que a distribuigao resultante também é gaus-
siana, e sua distribuicao pode ser escrita como:

1

pl) ecexp { 5 (x = )" € (x = )} (A3)

Podemos obter p,, igualando a zero o gradiente do argumento da exponencial
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e resolvendo para x = p,. Aplicando esse procedimento em L(x), obtemos:

1

p) = (piC' +pyCyY) (Crh+CyY) (A.4)

Calculando a hessiana do argumento da exponencial, obtemos H = —C L
Portanto a matriz de covariancia da distribuicao resultante é dada pelo negativo da

inversa da hessiana de L(x), resultando em:

C,=(Cit+Cyh) . (A.5)

A.2 Calculo do Jacobiano para o método de
Gauss-Newton

Como vimos na Secao [6.42] a funcao-objetivo é dada por:

V(m,a) = Z r2, (A.6)

r, = g(m)e(n,a, m), (A7)

g(m) = exp {_N i 2 Z log(1 + hnm)} : (A.8)
e(n,a,m) = gly(n)] — Z aigly(n — 1)), (A.9)
e=Ax=A(y+ Ym) (A.10)

Com base nessas expressoes, podemos calcular o Jacobiano, definido por:

or,
Jni=—-, A1l
20, (A.11)
com @ = {m,a}. Definindo r = [r; ry ... ry]’ , podemos escrever:
J= [g_m g_] (A.12)
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Usando a regra da cadeia, obtemos

or Oe dg
= Al
om  om  om (A.13)
e
or Oe
Olhando a Equagao (A-10), obtemos:
Oe
— = AY. Al
om (A-15)
Pela Equagao ([ALg]), obtemos:
ag 1 al hn
om (N—P)gn;11+hnm‘ (A.16)

Por fim, lembrando que também podemos escrever e = x — Xa, segue que:
— =-X, (A.17)

em que X ¢ definida na Equagao (7).

A.3 Calculo do gradiente e da hessiana para o

modelo ICM

Para o célculo do gradiente de L(b) calculamos separadamente as derivadas de L(b)

em relacao a cada elemento de b, que podem ser obtidas pelo formulario abaixo:

oL 1 0s'[z(n),m,b]  ,0e
B Z s'[z(n), m, b] b, e ob;’ (A.18)

9s'[z(n), m,b] _ 9¢'[y(n), m] dy(n)
b Oy(n) b

(A.19)

1+ijj+1 ) ngjj-l-l )y? 1 (n), (A.20)
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M) _ o) (A.21)
ag(qu) _ &ggj) B gaﬂ'%@_i) , (A.22)
. ot =
% [é’y% ™ émjo + 1)y (n). (A24)

As derivadas de segunda ordem, necessarias para a obtencao da Hessiana,

podem ser obtidas pelo formulario abaixo:

2 N 9s'[z(n),m,b]
00;0b; (s'[z(n), m, b})?

N 02s'[2(n), m, b] 1
+ nzzR;i-l ( 0b;0b; (s'[z(n), m, b])) (A.25)

LT d*e N ge"\ [ de
a0, \ b, ) \av, )

9?s'[z(n),m,b] 0 M -1 dy(n)
2b:0; = —z(n—1) By(n) 2 jG+ Dy o, = (A.26)
M
= z2(n—0z(n—5)Y _(G—DiG+ Dy *(n),
7=1
d%e(n)  &x(n) " O*x(n — 1)
9b;0b;  9b,0b; 2w 9b,0b; (4.27)
0%z (n) M
Tordl, =z(n—1)z(n—j kz:;j—l—l . (A.28)
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Apéendice B
Testes com Sinais Reais

Neste apéndice, descrevemos exemplos de aplicacao de alguns dos algoritmos pro-
postos em sinais reais, com distorcoes artificialmente introduzidas. Estes exemplos,
que se encontram na pagina cujo enderego consta em [57], correspondem a algorit-
mos dos Capitulos Bl e [ll Deveremos inserir futuramente exemplos correspondentes
a algoritmos do Capitulo [l Recomendamos que se usem fones de ouvido para que
se possa perceber melhor as distorcoes introduzidas e o efeito dos algoritmos de
restauragao.

Os sinais escolhidos para teste foram retirados de gravagoes de piano. Os
trechos escolhidos, com duracao em torno de 10 s, apresentam alta variacao de
amplitude, de tal forma que os efeitos nao-lineares sejam mais relevantes. Nestes
exemplos, as distor¢oes foram inseridas artificialmente para que pudéssemos avaliar
a correcao dos algoritmos. Também fizemos testes com distorcoes obtidas em con-
di¢oes mais realisticas, tais como ruido nao-branco presente em gravacgoes antigas
e distorcoes nao-lineares representativas de curva de compressao de faixa dinamica.
Futuramente, pretendemos expandir esse conjunto de testes.

Para todos os exemplos escolhemos a ordem do modelo como P = 30 e

tamanho de cada bloco como N = 800. Quando o ruido estd presente, usamos como

2

= 0 mesmo valor que foi usado para geré-lo.

variancia o

Sinal 1: Limitagao de amplitude, com limiar em 30 % do valor méximo do
trecho do sinal. Nesse exemplo, a distor¢ao mais perceptivel encontra-se em torno
dos 5 s, no meio do sinal. O algoritmo bayesiano rodou por apenas 10 iteragoes, e o

sinal restaurado é obtido pela média das 5 ultimas. Como nao hé ruido presente, a
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convergéncia ¢é bastante rapida. Ouvindo os sinais original e restaurado, concluimos
que o algoritmo de restauracao torna a degradacao praticamente imperceptivel.

Sinal 2: Limitacao de amplitude, com limiar em 30 % do valor méximo do
trecho do sinal, com ruido inserido inserido a 25 dB, antes da limitacao. Ambas as
distor¢oes sao bastante perceptiveis ao longo de todo o sinal. A presenca do ruido
torna a convergéncia do algoritmo bastante lenta: foram necessarias 10000 iteragoes,
sendo que o sinal restaurado é gerado pela média das 9000 tdltimas. Observamos no
sinal restaurado significativa reducao de ambos os defeitos, sendo que o SNR no sinal
recuperado ¢ de 35 dB.

Sinal 3: Limitacao de amplitude, com limiar em 30 % do valor méximo do
trecho do sinal, com inserido inserido a 25 dB, apéds a limitacao. As degradagoes e os
resultados sao perceptivamente muito similares ao caso anterior, assim como o tempo
de convergéncia do algoritmo. A maior diferenca é no tempo de processamento de
cada iteragao, que é maior para este exemplo devido a maior complexidade exigida
pelo procedimento de estimacao das regioes saturadas.

Sinal 4: Saturagao gradual inserida artificialmente através de modelo base-
ado em série de Taylor com my; = 5 e my = 30, sem ruido. Para estimacao dos
coeficientes da série de Taylor, aplicamos a solucao bayesiana, a qual convergiu em
poucas iteragoes, com erro de estimacao desprezivel. Ouvindo os sinais original e
restaurado, nao percebemos qualquer diferenca.

Sinal 5: Saturacao gradual com mesmos parametros do Sinal 4, porém com
ruido inserido a 35 dB. Devido ao ruido, a convergéncia do algoritmo é bem mais
lenta, em torno de 10000 iteragoes. Ouvindo os sinais original e restaurado, verifica-
mos que o algoritmo praticamente elimina a nao-linearidade e reduz sensivelmente

a percepcao de ruido.
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