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Neste trabalho sdo desenvolvidos métodos de projeto de filtros IIR. A principal
vantagem ¢ a garantia de estabilidade dos filtros projetados, uma vez que os polos sdo
for¢ados a permanecerem dentro do circulo unitario. Para isso, utiliza-se a representacdo
da funcdo de transferéncia pelos podlos e zeros. Com isto, ganha-se também em
eficiéncia uma vez que os zeros usados para modelagem da faixa de rejeigdo podem ser
for¢ados sobre a circunferéncia de raio unitario.

Todos os métodos apresentados utilizam linearizagdo por Série de Taylor de
primeira ordem para obtencdo dos passos de atualizagdo dos parametros de otimizagao.
Dois métodos sdao usados para projeto de filtros satisfazendo especificagdoes para a
resposta em modulo, enquanto os outros dois permitem o projeto simultdneo das
respostas em modulo e atraso de grupo. O método por solucao de sistemas de equagdes
lineares ¢ modificado para a modelagem da faixa de transi¢do, reduzindo distor¢ao de
fase na faixa de passagem. Resultados comprovam a eficiéncia e robustez dos métodos

introduzidos, comparando-os a métodos apresentados na literatura.
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In this work designs of IIR filter are developed. The main advantage is the
guaranteed stability of the obtained filters, since all the poles are forced to lie inside the
unit circle. For this purpose, the transfer function is represented by poles and zeros
instead of filter coefficients. Furthermore, a higher efficiency is achieved since the zeros
used for shaping the stopband may be forced to lie on the unit circle.

All the methods presented use first order Taylor Series linearization for
obtaining stepsize of adjustment for the optimization parameters. Two methods are used
for the design of filters satisfying magnitude specifications, while the other two allow
simultaneous design of magnitude and group delay responses. The method by
successive solutions of linear equation systems is modified in order to shape the
transition band, reducing phase distortion in the passband. Results confirm the
efficiency and robustness of the introduced methods, comparing them to other methods

presented in the literature.
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Capitulo 1

Introducao

1.1. Filtros Digitais

Filtros digitais sdo dispositivos — ou ainda, algoritmos — aplicados para selecionar
determinadas faixas de frequéncias de um sinal processado. Para um filtro digital ideal o
projetista especificaria somente as frequéncias limites das faixas de passagem. Neste
caso, as componentes do sinal processado dentro destas faixas seria transferido da
entrada para a saida sem nenhuma perda de informacao, enquanto as componentes fora
desta faixa seriam completamente suprimidas. Por sua vez, em implementagdes reais, o

projetista deve especificar, além das frequéncias de corte:

*  maximo desvio da resposta em modulo, dentro das faixas de passagem —

maximo ripple,

* maxima amplitude das componentes indesejaveis nas faixas de rejei¢ao —

minima atenuagao,

* maxima largura das faixas de transi¢do, dentro das quais a atenuagdo

pode ser inferior a atenuagdo nas faixas de rejeigao.

O filtro real pode ser feito tdo préximo quanto se deseje de um filtro ideal, isto ¢, deve-
se fazer o ripple, a atenuacdo e a largura das faixas de transicdo os menores possiveis.
Estas caracteristicas dependem diretamente das escolhas do tipo, estrutura, ordem e

realizagao do filtro.

Os tipos de filtro digital sdo FIR e IIR. A primeira diferenca entre eles ¢ quanto
ao fluxo de informagdo na estrutura. Esta caracteristica define grande parte das outras
diferengas entre os tipos de filtros. Enquanto o filtro FIR possui, em geral, fluxo direto
da entrada para a saida, o filtro IIR ¢ implementado em estruturas recursivas. Em outras
palavras, filtros FIR possuem zeros finitos e todos os polos na origem do plano-z,

enquanto os IIR possuem poélos fora da origem. E, sendo assim, os primeiros sio



intrinsecamente estaveis, independentemente da escolha dos zeros, enquanto os ultimos,

para serem estaveis, devem possuir todos os polos dentro do circulo unitario no plano-z.

Em realizacdes praticas, a estabilidade de filtros IIR estd ainda condicionada a
precisdo da fabricagdo, no caso de circuitos integrados, ou ao comprimento da palavra
digital, no caso de implementagdo de algoritmos em computadores, DSP's, FPGA's, ou
similares. Isto representa uma maior sensibilidade dos filtros IIR [1] quanto a variagdes

dos coeficientes, sendo, portanto, uma significativa desvantagem deste tipo de filtros.

Outra importante vantagem de filtros FIR é que estes podem ser projetados de
forma a possuir a resposta em fase perfeitamente linear, simplesmente impondo simetria
nos coeficientes. Em contrapartida, filtros IIR apresentam distor¢do na resposta em fase,
naturalmente. Esta imperfeicdo pode ser reduzida escolhendo-se projetos de filtro
adequados, ou através da inser¢do de equalizadores de fase / atraso de grupo. Ambas
alternativas serdo discutidas adiante. Para aplicagdes em que sejam toleradas pequenas
distor¢des de fase os filtros IIR podem ser usados, muito embora existam aplicacdes

onde ¢ exigida fase perfeitamente linear e o uso de filtros FIR ¢ mandatorio.

Por outro lado, filtros FIR tendem a possuir ordem extremamente elevada para
atender a um conjunto de especificagdes de modulo, quando comparado a seus
correspondentes IIR [2]. Isto se deve as diferentes caracteristicas do modulo da resposta
em frequéncia atribuidas a zeros e polos, como serd mostrado no Capitulo 2. Ordem
elevada representa aumento da complexidade computacional, consumo de poténcia e
ocupagdo de area de silicio em circuitos integrados, por exemplo. Representa ainda,
elevado atraso total das componentes do sinal processado, da entrada para a saida do

filtro.
Em resumo, as vantagens dos filtros FIR sdo:
* Estabilidade garantida,
* Resposta em fase perfeitamente linear,
* Menor sensibilidade a variacdes dos coeficientes.
Por outro lado, filtros IIR apresentam as seguintes vantagens:
*  Menor complexidade computacional,

e  Menor atraso total,



* Menor area ocupada em sistemas embarcados,

*  Menor consumo de poténcia.

Apesar das desvantagens mencionadas acima, filtros IIR s3o cada vez mais atrativos
para aplicacdes praticas, devido ao desenvolvimento de métodos de projeto que mantém
as principais vantagens deste tipo de filtros, enquanto contornam suas deficiéncias. Por
estas razdes, neste trabalho ¢ dada énfase ao projeto de filtros IIR, apresentando novos
métodos de projeto com o objetivo de alcangar a maior eficiéncia destes filtros, e
garantindo a estabilidade' no projeto. Antes disso, na proxima secdo, sdo discutidos

projetos de filtro IIR descritos na literatura.

1.2. Métodos de Projeto de Filtros IIR

Ao selecionar um tipo de filtro digital o projetista seleciona a melhor estrutura que
satisfaca as especificacdoes da aplicacdo. Filtros IIR elipticos sdo bastante eficientes
quanto a reducdo da complexidade computacional [2] devido as faixas de passagem e
rejeicdo com caracteristicas de Chebyshev (equiripple), e por possuirem todos os zeros
alocados sobre a circunferéncia de raio unitario. Entretanto, estes filtros apresentam
elevadas distor¢des na resposta em fase, dentro da faixa de passagem, e sensibilidade
quanto a variagdes dos coeficientes [1]. Alternativamente, com o intuito de reduzir estas
perturbagdes, o projetista pode optar, por exemplo, por filtros lattice wave, composto
por se¢des passa-tudo conectadas em paralelo [3-5] ou filtros com ordens diferentes de

numerador e denominador [6-13].

A medida que o numero de pdlos fora da origem ¢ reduzido, a distor¢do da
resposta em fase [8] e a sensibilidade a variagdes dos coeficientes [1] sdo também
reduzidas. Fungdes de transferéncia com numero menor de polos do que de zeros,
especialmente com apenas 2 polos, sdo vantajosos quando comparados com filtros
elipticos convencionais, tanto para projetos digitais quanto analdgicos discretos no
tempo [1], [14, 15], para os quais area de silicio, sensibilidade a variacdo dos

coeficientes e consumo de poténcia sdo fatores restritivos e que devem ser minimizados.

1 Os projetos, como sera mostrado, garantem que os polos da funcdo de transferéncia sejam alocados
dentro do circulo de raio unitario. Todavia, a realizagdo pratica do filtro, dependendo da imprecisdo do
método de fabricacdo, pode causar a instabilidade do filtro.



Os casos limitrofes s3o os filtros FIR, os quais possuem todos os polos alocados na
origem do plano-z, e que podem ser projetados de forma a possuirem resposta em fase
perfeitamente linear [16]. A desvantagem, contudo, em se optar por reduzido niumero de

polos, € um aumento na complexidade computacional e no atraso do filtro.

Neste trabalho ¢ dado foco a filtros IIR com ordens diferentes de numerador e
denominador, desde que atendam as especificagdes de projeto. Sdo considerados desde
filtros allpole, os quais possuem todos os zeros na origem do plano-z, até filtros com
apenas 2 polos. Este ¢ o caso de maior enfoque, devido a adequag@o ao uso em filtros

analdgicos amostrados (capacitores chaveados) [17].

Intmeros algoritmos foram propostos na literatura para o projeto de filtros IIR
com ordens diferentes de numerador e denominador. Originalmente utilizado para
projeto de filtros FIR, o algoritmo de Remez modificado foi utilizado para projetos IIR
[6-8]. Outros métodos focam na minimizagdo da soma quadratica do erro [9, 12], ou do

valor maximo do erro [13, 18], por exemplo.

Para a rotina de otimizagdo, algoritmos recentes utilizam Second-Order Cone
Programming (SOCP) [10, 11, 19], técnicas de reducdo de modelo FIR para IIR [20-22]
e projeto por autovalores, os chamados eigenfilters [18, 23, 24]. Outros métodos
utilizam ainda sistemas de equacdes lineares [6, 8] € ndo lineares [7]. Em [9] ¢é
apresentado projeto de filtros utilizando equagdes linearizadas por Série de Taylor,
proposta esta que serd a base dos métodos introduzidos neste trabalho. Este método,
bem como os que utilizam SOCP e autovalores sdo geralmente usados para projetos

atendendo especificagdes de mddulo e fase simultaneamente.

Todos os métodos acima mencionados buscam o conjunto de coeficientes do
numerador e denominador da func¢do de transferéncia, que minimizam as respectivas
funcdes-custo. Com isto, as restri¢des introduzidas para a garantia de estabilidade [9,
13, 25-27] sdo apenas condigdes suficientes e nao necessarias. Isto €, se forem
satisfeitas entdo os filtros sdo estaveis. Como consequéncia, as restrigoes introduzidas
descartam regides no espago de busca que contém filtros estaveis. Além disso, os
métodos utilizados aumentam significativamente a complexidade computacional e
também demandam boa aproximacao inicial para o algoritmo de otimizagdo a fim de

garantir a convergéncia.



1.3. Métodos de Equalizagdo de Fase

Como mencionado na se¢do anterior, muitos autores propuseram projetos de filtros IR
com numero reduzido de pdélos com o intuito de reduzir distor¢des de fase. Alguns
métodos permitem a otimizagdo dos coeficientes do filtro de forma a minimizar o erro
no modulo e fase simultaneamente. Desta forma, podem-se obter distor¢des de fase tao
pequenas quanto se deseje, sob o custo de aumentar a complexidade do filtro, e reduzir
a eficiéncia do mddulo da resposta. O projeto conciliando ambas as caracteristicas ¢
mais custoso computacionalmente e tende a apresentar um niimero maior de minimos

locais na fungao-custo.

Como alternativa vidvel, pode-se projetar o filtro IIR atendendo somente
especificagdes de modulo e cascated-lo a filtros equalizadores de fase ou atraso de
grupo. Estes ultimos sdo, em geral, filtros passa-tudo, os quais apresentam o médulo da
resposta em frequéncia constante e igual a 1 para toda a faixa de frequéncias, a0 mesmo
tempo que permitem a modelagem da resposta em fase. Com isso, filtros passa-tudo
podem ser usados como equalizadores de fase de filtros IIR, e permitem redugdo da
distor¢do tanto quanto se deseje, sob o custo de aumento de complexidade, mais uma
vez. Esta aproximag¢do ¢ suficientemente eficiente para substituir filtros FIR

correspondentes de elevada ordem.

Assim como no projeto de filtros IIR, os métodos mais populares baseiam-se na
busca pelos coeficientes 6timos da fun¢do de transferéncia do filtro equalizador que
atenda dadas especificacdes de fase ou atraso de grupo. As fungdes-custo das rotinas de
otimizacao sao definidas no dominio da frequéncia [28-34, 55] ou no dominio do tempo
[35, 36]. Com o objetivo de obter a estabilidade dos filtros, otimizagdo com restricdes ¢
desenvolvida para minimiza¢ao da norma-p do erro [29-31, 33] ou do valor maximo do
erro [34, 37], utilizando aproximag¢do com SOCP [34] ou por autovalores [30, 32].
Como as modelagens propostas com restrigoes, geralmente, sdo acentuadamente nao

lineares, algoritmos genéticos sao também aplicados no projeto de equalizadores [38,

39].

Para garantir a estabilidade dos filtros, rotinas que buscam diretamente a melhor
alocacao dos polos e zeros [40-43, 55], restringem o modulo dos polos a serem menores

que 1, aumentando a robustez dos procedimentos. Entretanto, os filtros equalizadores



resultantes apresentam elevada ordem, ou o método apresenta equagdes de atualizagdo

empiricas.

1.4. Contribui¢oes do Presente Trabalho

Como observado nas seg¢des anteriores, os métodos de projeto de filtros IIR utilizam os
coeficientes da fun¢do de transferéncia como pardmetros de otimizagao, € por isso, nao
garantem a estabilidade do filtro resultante. No presente trabalho, sdo propostos
métodos de projeto que otimizam a alocacdo de zeros e polos, permitindo a inclusdo de
restricdes simples quanto ao modulo dos pdlos e, por fim, garantindo a estabilidade. Sao
apresentados 4 novos métodos. O primeiro, baseado nos filtros de Chebyshev — solugao
equirriple —, utiliza fungdes-custo parciais na rotina de otimizagdo, com o ajuste de um
pardmetro por iteragdo. Esta abordagem elimina a ocorréncia de minimos locais
geralmente encontradas em rotinas de otimizagdo com fungdes-custo complexas. Com
isto, aumenta-se a robustez do procedimento, muito embora aumenta-se o nimero de
iteracdes, aumentando o tempo de convergéncia. Para o ajuste dos parametros ¢
utilizada linearizacdo por Série de Taylor de uma variavel, evitando o uso de equagdes

empiricas.

Também baseado nos filtros de Chebyshev, extrapola-se a linearizagcdo de Taylor
para o caso multivariavel e, ¢ desenvolvido método utilizando equagdes linearizadas. O
ajuste em cada iteragdo ¢ obtido com a solucdo de um sistema de equagdes. Com isto,
reduz-se o numero de iteragdes, ao preco de aumento na complexidade do
procedimento, devido a inversdo de matrizes. O uso das alocagdes de modulos e fases
dos zeros e polos no sistema de equagdes permite a simplificacdo do sistema para
matrizes por faixas. Isto ¢, a matriz que representa o sistema de equagdes, originalmente
contendo apenas elementos ndo-nulos, ¢ modificada para possuir as diagonais
superiores nulas. Portanto, a complexidade computacional do método ¢
significativamente reduzida devido a simplificagdo na inversao da matriz. Este método
pode ser utilizado para projetos em tempo real, uma vez que apresenta reduzida

complexidade computacional.

Uma variagdo do método posiciona deliberadamente alguns polos dentro da
faixa de transi¢ao. O posicionamento nesta faixa funciona como uma reducao no

nimero de poélos, proporcionando reducdo da distor¢ao de fase na faixa de passagem.



Porém, os polos ndo sdo eliminados, ¢ mantém elevada atenuacdo na faixa de rejeicao.
Outro método para reducdo na distor¢do de fase ¢ a equalizagdo do atraso de grupo,
como discutido na se¢do anterior. Para atingir este objetivo, o método de projetos
baseado em sistema de equagdes linearizadas ¢ modificado para o projeto de filtros

passa-tudo que funcionam como equalizadores.

Os métodos anteriores permitem o projeto de filtros IIR que atendem
especificagdes ou de modulo ou de fase. Com o intuito de permitir o projeto simultaneo
de mddulo e fase, sdo desenvolvidos dois outros métodos. Um projeto minimiza a soma
quadratica dos erros, € o ajuste dos pardmetros ¢ definido utilizando o método dos
minimos quadrados. O outro minimiza o maximo valor do erro, e a solugdo dos ajustes €
obtida por programacao linear sequencial. Ambos os procedimentos permitem também
o projeto de filtros pelo método de mascaramento em frequéncia, devido a ndo

necessidade de solucdo equirriple, como nos dois primeiros casos.

1.5. Organizacao do Texto

No Capitulo 2 sdo apresentados alguns fundamentos teoricos utilizados no
desenvolvimento dos métodos de projeto. Representacdes de filtros digitais por zeros e
polos, bem como os efeitos que variagdes nos parametros de alocagdo provocam nas
respostas de médulo e fase sdo discutidos. E descrita também a linearizagio por Série de
Taylor multivariavel de primeira ordem, a qual ¢ base para a elaboracdo das equagdes
de atualizacdo de todos os métodos. A motivacao para o desenvolvimento do trabalho ¢

descrita ao término do capitulo.

No Capitulo 3 ¢ apresentado o método de projeto de filtros IIR por fungdes custo
parciais. No capitulo seguinte, ¢ descrito o método de projeto por sistema de equagdes
linearizadas, e a simplificacdo para matriz por faixas. Método com poélos na faixa de
transicao ¢ descrito, seguido pelo método de equalizagdo do atraso de grupo. No
Capitulo 5 sdo apresentados os métodos por minimizagdo do erro, onde o primeiro
minimiza a soma quadratica dos erros e o segundo minimiza o valor méximo do erro.
No mesmo Capitulo, os métodos sdo modificados para atender simultaneamente

especificagdes de modulo e fase/atraso de grupo.



No Capitulo 6 s3o apresentados os resultados para os métodos desenvolvidos,
bem como comparagdes entre eles e com resultados apresentados na literatura.

Conclusodes e propostas de trabalhos futuros sao apresentadas no Capitulo 7.



Capitulo 2

Fundamentos e Motivacoes

2.1. Representacdes de Filtros Digitais

Um filtro digital possui diferentes, porém equivalentes representacdes. Entre elas
podemos listar fung¢dao de transferéncia, diagrama de pdlos e zeros, resposta em
freqiiéncia e resposta de atraso de grupo. Em geral, a partir de cada uma destas
representacdes podem-se obter as outras. A fungdo de transferéncia ¢ a representacdo
mais completa e a partir da qual podem-se obter todas as outras. Neste texto, opta-se

pela fungdo de transferéncia escrita em termos de seus poélos p; € zeros z;:
M, M,
[T 4:(z)]T4:(2)

H(z)=G-z" ™.k k=1 (2.1)

Nr
k=

=

[18,(z)}T1 B (2)

1

=
—_

onde M, e N, sdo, respectivamente, os numeros de zeros e polos reais finitos e, M, e N.
sdo, respectivamente, os numeros de pares de zeros e pélos complexos conjugados. O
numero M de zeros finitos — fora da origem — ¢ igual a soma de M, e 2[M.. Por sua vez,

o numero N de polos finitos € igual a soma de N, e 2[IV.. A quantidade N — M ¢ o
nimero de pdlos na origem quando M é maior que N e, o numero de zeros na origem
quando N ¢ maior que M. A constante G ¢ usada para ajustar o ganho do filtro na faixa

de passagem. Tem-se ainda que:

Ay(z)=1—a}-z"" (2.2)

A(z) =(1=aje’™z)(1-aje /" z7) (2.3)

=1-2ajcos(¢p,)z +a;’z"

Bi(z)=1-b}-z"" (2.4)



Bi(z) =(1-b5e’"z7")(1-bie /%27 (2.5)
=1-2b{cos(0,)z ' +b’ 2™

Onde, @’ e b" sdo os raios dos zeros e polos reais e a‘leF’? e b°leF’? sdo os pares
complexos conjugados de zeros e polos, respectivamente. A representacao de zeros e
polos em suas coordenadas polares serd utilizada ao longo do texto.

A representagdo da fun¢do de transferéncia com pares complexo conjugados de
zeros e polos impde que a resposta em frequéncia dos filtros seja simétrica em relagdo a
w= 0, e com periodicidade de 21t Esta op¢ao vem do fato que estamos interessados em
sinais reais, os quais também possuem o espectro de frequéncia simétricos em relagao a
w= 0. Os métodos de projeto de filtros que serdo apresentados neste trabalho utilizam
estes preceitos. Entretanto, poder-se-ia modifica-los para abranger o caso de sinais
complexos.

O diagrama de zeros e polos e as respostas em freqiiéncia e atraso de grupo sao
representacdes graficas das propriedades de um filtro digital. O diagrama de zeros e
polos guarda informagdes claras quanto a estabilidade do filtro e pode ser obtido
diretamente das coordenadas polares de zeros e polos. Nesta representagdo, o ganho G ¢
omitido. Por sua vez, o médulo da resposta em frequéncia e o atraso de grupo
apresentam informagdes quanto as distor¢des as quais sdo submetidos os sinais

processados. A resposta em modulo € obtida a partir de:

M, _ M, _
[T14:(e ) -TTI4;(e™)
k=1

|H (e")|=|G|- 55 (2.6)

[T1B ()N T11B;(e’)]

k=1 k=1
Onde:

4L (') =\ 1+d'* 24} cos(w) (2.7)

c4 c2 c2 2
|A2(ejw)|:\/1+a" +2cj§ cocs(2q§k)+4ak cos” (w) (2.8)

—4(a;” +a;)cos(¢p,)cos(w)
B! (e’)| =\ 1+7,2 =27, cos(w) (2.9)
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|Bc(ejw)|:\/l+bz4+2b;2 cos(20,)+4b; cos’(w) (2.10)

¢ —4(b$+r,)cos(0,) cos(w)

A resposta de atraso de grupo ¢ obtida através da equagao abaixo:

c c

Tg<w>:§rz<w>+2 T;<w>_§Tg<w>_z () (2.11)

= k=1 k=1

Onde:

r2 r
a, —a,cos(w)

T, (w)= 2.12
) 1+a’—2a}cos(w) (2-12)
c2 c c2 c
¢ —a;cos(w— —a;cos(w+
TA(OU): akcz ai - ( o) n akcz ay C ( o) (2.13)
l1+a;"—2a,cos(w—¢,) 14+a,—2a; cos(w+a,)
, bi>— b} cos(w
Thlw)=—m—— (w) (2.14)
1+b,"=2b) cos(w)
. b*— b cos(w—0 b’ —b¢ cos(w+0
% (w)= k k ( ) k k ( ) (2.15)

C1+b7—2b%cos(w—0,)  1+b2—2b% cos(w+0,)

A seguir serdo demonstradas as diferentes representagdes de um filtro digital com um
exemplo.

Considere um filtro digital com a funcdo de transferéncia H(z), com M =N =4,
dada abaixo na representacdo com polos e zeros (os valores estdo arredondados). Este ¢
um filtro passa-baixas, projetado com a funcao de transferéncia Eliptica.

(1-1 ej0,26rrZ—1)(1 _lej0,46rrZ—1)

(1—-0,95¢""2" 2 1)(1-0,79¢""" 2 1)

H(z)=

(2.16)
(1_ 1 ef_/0,26rr 71)(1 _ 1 efj(),46'rerl)

Z
(1-0,95¢ " z7")(1-0,79¢ """z
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O diagrama de polos e zeros da funcdo de transferéncia ¢ mostrado na Figura 2.1(a), e
as respostas em moddulo e atraso de grupo estdo nas Figura 2.1(b), (c¢). Na Figura 2.1 (a)
os polos sdo representados por X e os zeros sao representados por Q. Na proxima se¢ao
sdo estudadas as contribui¢cdes de zeros e podlos, e como variacdes em suas alocacdes

afetam as respostas em modulo e atraso de grupo.
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Figura 2.1: Representagdes da funcdo de transferéncia do exemplo: a) Diagrama de polos e

zeros; b) Modulo da resposta em freqiiéncia; c) Resposta de atraso de grupo.

2.2. Contribuicoes dos Zeros e Polos

Uma importante caracteristica de filtros IIR € que, em geral, os pélos sdo os maiores
contribuintes para a modelagem das faixas de passagem enquanto os zeros siao 0s
responsaveis pelas faixas de rejeicao. Essas relagdes podem ser notadas nas Figura 2.1
(a), (b), observando que, para este filtro passa-baixas os polos estdo mais proximos a
frequéncia w= 0, enquanto os zeros sao mais proximos a freqiiéncia w= Tt

Estas contribui¢des na modelagem da resposta em frequéncia pode ser melhor
observada se esbocarmos as respostas em mddulo individuais para cada par de zeros e
polos da fungdo de transferéncia, como na Figura 2.2. As curvas soélidas sdo as
contribuicdes de cada par de polos e as curvas tracejadas sdo as contribuigdes de cada
par de zeros (a curva pontilhada ¢ a resposta em frequéncia do filtro IIR). Pares de polos
ou zeros complexos conjugados introduzem na resposta em modulo picos ou vales,
respectivamente, em frequéncias simétricas em relacdo a origem. Por isso, o nimero de
curvas ¢ a metade do total de singularidades. Pares de zeros alocados exatamente sobre
a circunferéncia de raio unitario anulam o modulo da resposta nas frequéncias em que

ocorrem, como observado' na Figura 2.2.

! Na Figura 2.2 0 médulo da resposta é dado em dB. Por isso, as respostas individuais dos zeros alocados
sobre a circunferéncia de raio unitario tendem a —oo nas respectivas frequéncias de ocorréncia.
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Figura 2.2: Contribuigdes individuais dos pares de zeros (tracejada) e de polos (solida), e

resposta em frequéncia do filtro (pontilhada).

E importante verificar qual a influéncia da variagio dos parimetros — médulo e fase —
de um par de zeros ou poélos na resposta em frequéncia. A Figura 2.3 ilustra as
influéncias de diferentes ajustes no modulo 5° e na fase +@de um par de zeros. O par de
zeros na figura, estd inicialmente alocado em 0,9[d%%*" Sdo aplicados incrementos e
decrementos de 5% dos respectivos valores iniciais do médulo (curvas tracejadas) e da
fase (curvas pontilhadas) do par de zeros complexo conjugados. E possivel observar
que, quanto maior o médulo do par de zeros, menor o modulo da resposta na frequéncia
de ocorréncia do par. Particularmente, quando o mddulo ¢ igual a 1 obtém-se o mddulo
da resposta igual a zero — ou —oo, no caso da resposta em dB. Nota-se também que,
quanto maior a fase mais afastado de w= 0 estard o vale provocado pelo par de zeros.
Portanto, como mencionado anteriormente, a alocacao do par de zeros pode ser ajustada
para modelar a faixa de rejei¢ao do filtro IIR.

Por sua vez, a Figura 2.4 ilustra as influéncias de diferentes ajustes no modulo a“
¢ na fase =6 de um par de polos. Sdo aplicados incrementos ¢ decrementos de 5% dos
respectivos valores iniciais do médulo (curvas tracejadas) e da fase (curvas pontilhadas)
do par de polos complexo conjugados, inicialmente alocado em 0,9[d°*" E possivel
observar que, quanto maior o moédulo do par de polos, maior o pico provocado no

moddulo da resposta proximo a frequéncia de ocorréncia do par. Da mesma forma,

quanto maior a fase, mais afastado de w= 0 estara o pico provocado pelo par de polos.
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Portanto, como mencionado anteriormente, a alocacao do par de polos pode ser ajustada

para modelar a faixa de passagem do filtro IIR.
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Figura 2.3: Influéncias de variacdes no modulo (tracejadas) e fase (pontilhadas) do par de zeros

conjugados no modulo da resposta individual do par de zeros (solida).
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e

Figura 2.4: Influéncias de varia¢cdes no modulo (tracejadas) e fase (pontilhadas) do par de polos

conjugados no modulo da resposta individual do par de polos (solida)

Os efeitos apresentados acima sdo exclusivos para a resposta em moddulo. Entretanto, os

mesmos ajustes aplicados aos pares de polos introduzem variagdes semelhantes na
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resposta de atraso de grupo do filtro IIR. Vale ressaltar que variagdes nos pares de zeros
nao modificam significativamente a resposta de atraso de grupo na faixa de passagem,
pois os mesmos estdo alocados nas regides do plano-z responsaveis pelas faixas de
rejeigao.

Estes efeitos sdo importantes no entendimento das metodologias de projeto de
filtros IIR apresentadas neste trabalho, principalmente o método apresentado no
Capitulo 3. Na proxima se¢ao sao discutidas as motivagdes para o desenvolvimento dos

métodos de projeto propostos neste trabalho.

2.3. Motivacao

Em trabalhos anteriores [42, 43] foi desenvolvido método de projeto de filtros
equalizadores da resposta de atraso de grupo utilizando fungdes custo parciais. Nestes
trabalhos, sempre foi usada a representacdo da fun¢do de transferéncia com zeros e
polos. A vantagem do método € a robustez, uma vez que separar a busca multivaridvel
em multiplas buscas monovaridveis elimina a ocorréncia de minimos locais. Outra
significativa caracteristica do método € que, por utilizar na otimiza¢do os modulos dos
polos, pode-se facilmente garantir a estabilidade dos filtros resultantes. Este método foi
adaptado para o projeto de filtros digitais IIR.

O método por fungdes custo parciais consiste em separar a busca pela alocagao
6tima de todos os zeros e pdlos em multiplas buscas de cada pardmetro — modulo e fase
— separadamente. Como mostrado na Se¢do 2.2, cada par de polos ¢ responsavel por um
pico na faixa de passagem do filtro e, ajustes na fase e modulo do par de pdlos implicam
em deslocamentos lateral e em amplitude, respectivamente, deste pico. Por sua vez,
pares de zeros® contribuem anulando o moédulo da resposta nas frequéncias
correspondentes a suas fases.

Uma vez que ¢ desejada resposta equiripple como solucao 6tima para o filtro
IIR, podem-se ajustar os parametros dos pares de zeros e polos individualmente, de
forma que em cada iteracdo o respectivo pico ou vale se torne também equiripple. Ou
seja, que a altura do pico esteja adequada as especificagdes de projeto ou que pontos
laterais® ao pico ou vale possuam a mesma altura. No Capitulo 3 serdo explicadas mais

detalhadamente as etapas para se obter a alocagao 6tima.

? Alocados sobre a circunferéncia de raio unitario para maior eficiéncia nas faixas de rejeigdo.
* Os pontos laterais sio escolhidos como os vales adjacentes ao pico em ajuste, no caso da fase de par de
poblos, ou como picos adjacentes ao vale em ajuste, no caso da fase de par de zeros.
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O método mostrou-se também adequado ao projeto de filtros IIR, atendendo a
especificagdes de modulo, e garantindo a estabilidade dos filtros e a robustez na
otimizacao. O método utiliza informagdes graficas e confidveis para definir o sentido do
gradiente da funcdo custo e por sua vez a dire¢cdo de ajuste. Todavia, em [42, 43]
equacdes empiricas sdo usadas na determinacdo do passo de atualizacdo, reduzindo a
robustez do método. Para contornar esta desvantagem, neste trabalho € proposto novo
método para determinagdo do passo de atualizacao, como sera mostrado no Capitulo 3.

Apesar da elevada robustez com sucessivas buscas monovariaveis, o método
apresenta algumas desvantagens em termos de complexidade. Em cada iteragdo sdo
efetuadas N + M, + M,/2 buscas aumentando a complexidade, uma vez que em cada
busca deve-se encontrar os pontos de referéncia para tornar o pico/vale equiripple. Cada
ajuste de parametro leva em consideragdo apenas seu respectivo pico ou vale, porém
influencia em toda a resposta em frequéncia, mais significativamente nos picos ou vales
adjacentes. Sendo assim, ao ajustar-se um pico, por exemplo, o pico ajustado
anteriormente possivelmente deixa de ser equiripple. Isto provoca um aumento no
numero de iteragdes final do método.

Para contornar estas 2 ultimas mencionadas desvantagens sdo propostos outros
métodos de projeto nos Capitulos 4, 5 e 6, os quais ajustam todos os parametros na
mesma iteracdo, a0 mesmo tempo que buscam manter a elevada robustez do método
mencionado nesta Secao.

Todos os métodos introduzidos neste trabalho baseiam-se na linearizacdo por
Série de Taylor para obtencdo de equagdes lineares. No método do Capitulo 3 a
linearizacao ¢ utilizada na determinagdo do passo de atualizagcdo, contornando assim
uma das desvantagens do método por fungdes custo parciais. Para os outros métodos,
sistemas de equagdes lineares sdo montados para o ajuste simultdneo dos pardmetros de

otimizacao. O método de linearizagdo ¢ discutido na proxima Sec¢ao.

2.4. Linearizac¢ao por Série de Taylor

A Série de Taylor ¢ uma representacdo de fungdes usando uma soma infinita de termos,
calculados a partir das derivadas da fun¢do em um ponto especifico x,. A Série de

Taylor de uma funcao de uma unica variavel x ¢ definida como:
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(2.17)
f(n)(xo)

n!

= f(xg+ L)

T (x—x,)+...+

(x—x,)"+...

onde /™ representa a derivada de ordem n da fun¢do f{x). Uma possivel lineariza¢do da
fungdo f{x) em torno do ponto x, ¢ dada pelo Polindmio de Taylor de 1* ordem:

F(x)=1(x)+ /" (x,)-Ax (2.18)

onde Ax ¢ igual a x — x,. E importante ressaltar que esta aproximagéo vale apenas para
um intervalo pequeno em torno de x,, isto ¢, para Ax = 0.
A Série de Taylor ¢ igualmente definida para fungdes multivaridveis. E,
consequentemente, para uma fun¢do de K varidveis a linearizagdo ¢ definida por:
0 f(x)
f(x) /(%) +z (x,—x, 0)

k=1 axk

(2.19)
=f(x)+ V' f(x,)-Ax

onde x; se refere ao k-ésimo elemento do vetor* de variaveis x, e xo refere-se ao k-
ésimo elemento do ponto de referéncia xo. O termo [0’ f{xo) é a transposta do vetor
gradiente da fungdo f{x) no ponto X.

A Série de Taylor ¢ utilizada ao longo deste trabalho para linearizagdo do
modulo da resposta em frequéncia e da resposta de atraso de grupo em termos dos

parametros do filtro. Para tal, definimos o vetor de parametros:

r r c C r r C C T
=G d)...d, a...a\ b, by BB BB 0.0, (2.20)

As Egs. (2.6) e (2.11) s@o linearizadas na forma da Eq. (2.19):

[H ()= H ("), +V | H (™) (2.21)

|pn’

Tg(w):Tg(w)pUJrVTTg(w)po-Ap (2.22)

4 Ao longo do texto as variaveis expressas em letras mintsculas e em negrito referem-se a vetores com
um niimero qualquer de linhas e apenas uma coluna. Por sua vez, matrizes com numeros quaisquer de
linhas e colunas serdo representadas por variaveis com letras maidsculas e em negrito, por exemplo, A.
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onde po € o vetor de pardmetros em torno do qual o modulo da resposta ¢ linearizado. O

vetor gradiente para a fun¢ao modulo da resposta em frequéncia ¢ dado por:

T

_|olH ™), OIH( ), olH(e™), (2.23)
apl 6p2 apl-*—N-*—M

VIH (™),

O vetor gradiente para a resposta atraso de grupo ¢ definido seguindo o mesmo
raciocinio. As derivadas parciais do mddulo da resposta em frequéncia e da resposta de
atraso de grupo sdo detalhadas nos Apéndices A e B, respectivamente.

Para o método de projeto de filtros IIR apresentado no Capitulo 3 serd utilizada
uma versao simplificada da linearizacao por Série de Taylor, com apenas uma variavel
por vez. Detalhes serdo discutidos antes da apresentacdo dos passos de atualizagdo no
proximo capitulo. Para todos os outros métodos a linearizagdo sera aplicada tal como

apresentada acima. Detalhes da utilizacdo serdo discutidos nos Capitulos 4, 5 e 6.

2.5. Equaliza¢do do Atraso de Grupo

Como mencionado anteriormente, para muitas aplicagdes deseja-se minimizar a
distor¢do na resposta de atraso de grupo possivel. Quando ¢ demandada resposta em
fase perfeitamente linear, ou atraso de grupo constante, o filtro FIR ¢ a opgao.
Entretanto, esta classe de filtros ¢ caracterizada também por elevada complexidade e
elevado atraso da entrada para a saida. Por estas razdes, para varias aplicagdes praticas,
como por exemplo em telecomunicagdes, muitos projetistas optam pela implementagao
de filtro IIR. Para amenizar a distor¢ao, sdo utilizados filtros equalizadores da resposta

de atraso de grupo, conectados em cascata ao filtro IIR, como na Figura 2.5.

\ i

—> H( E@) >

Figura 2.5: Conexao em cascata de um filtro IIR a filtro equalizador.

Em geral, o filtro equalizador ¢ composto pela conex@o em cascata de filtros passa-tudo
secoes de primeira e/ou segunda-ordens, cujas funcgdes de transferéncia sdo,

respectivamente:
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(- (2.24)

by
E =
I(Z) 1—[)2-27l
1 —ja _—1 1 jo  —1 225
(I—E-e -z )(I—E-e -z ) (2.25)
2(2): ke :

A reciprocidade em relagdo a circunferéncia de raio unitario entre os zeros e poélos
atribui ao equalizador resposta em moddulo igual a 1 em toda a faixa de frequéncias, ndo
introduzindo distor¢do de amplitude ao sinal filtrado. Entretanto, a resposta de atraso de
grupo pode ser modelada ajustando modulo e fase dos pdlos — e consequentemente dos
zeros reciprocos. Na Figura 2.6 ¢ apresentada a resposta de atraso de grupo para uma
secdo passa-tudo de 2°-ordem, em linha sdlida, e as influéncias de variagdes no modulo
e fase do par de polos, em linhas tracejadas e pontilhadas, respectivamente. Os eixos
apresentados indicam a dire¢do em que a resposta ¢ modificada para variagdes positivas

nos parametros.

10

Atraso de grupo (amostras)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Freqiiéncia normalizada (x1 rad/amostra)

Figura 2.6: Influéncias de variacdes no modulo (tracejadas) e fase (pontilhadas) no atraso de

grupo da resposta individual do par de polos (solida).
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Sendo assim, utilizando sec¢des passa-tudo em cascata € possivel compensar a distor¢ao
observada na resposta de atraso de grupo do filtro IIR. Na Figura 2.7 sdo apresentadas a
resposta de atraso de grupo de um filtro eliptico, em linha tracejada, do filtro
equalizador de 6"-ordem, em linha tracejada-pontilhada, e do filtro resultante da
conexdo em cascata, em linha sé6lida. Sendo o filtro equalizador formado pela conexao
em série de 3 se¢des passa-tudo de 2%-ordem, 3 picos foram introduzidos para redugao
da distor¢ao. No exemplo, a variacao da resposta de atraso de grupo do filtro equalizado
foi reduzida a 20% da distor¢ao do filtro IIR original.

Neste trabalho ¢ utilizada a estratégia de equalizagdo apresentada nesta Segao
para a reducao de distorcao de atraso de grupo. No Capitulo 4, dado o filtro IIR para o
qual se deseja reduzir distor¢cdo de atraso de grupo, € apresentado um método para o

projeto 6timo dos filtros equalizadores.

3]
S

—_—
(9}

Atraso de grupo (amostras)
“w S

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
xT rad/amostra

Figura 2.7: Atraso de grupo do filtro IIR (linha tracejada), do equalizador de 6*-ordem

(tracejada-pontilhada) e do filtro resultante da conexdo em cascata de ambos (s6lida).
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Capitulo 3

Projeto por Funcoes Custo Parciais

3.1. Origem do Método

Metodologias de projeto de filtros digitais do tipo IIR apresentados na literatura
utilizam os coeficientes da fungdo de transferéncia como parametros de otimizagao.
Como discutido no Capitulo 1, esta escolha ndo assegura a estabilidade dos filtros
projetados, pela dificuldade de garantir que os pdlos permanecam dentro do circulo de
raio unitario. Para contornar esta dificuldade, neste Capitulo ¢ proposto método de
projeto de filtros IIR utilizando como varidveis de otimizagdao as fases dos zeros e
modulos e fases dos pdlos da funcdo de transferéncia apresentada na Eq. (2.1). Com
isto, pode-se facilmente restringir o moédulo dos poélos a serem menores que 1,
garantindo a estabilidade do filtro. E ainda, como na maioria dos casos os zeros sao
alocados sobre a circunferéncia de raio unitario para maximizar a atenuagao na faixa de
rejeicdo, os modulos dos pares de zeros podem permanecer fixos e iguais a 1. Desta
forma, reduz-se o numero de pardmetros da rotina de otimizagao, consistindo em outra

vantagem desta abordagem.

Outra dificuldade recorrente nas rotinas de otimizacgao ¢ a utilizacdo de nimero
elevado de parametros. Fung¢des custo comumente utilizadas como a norma quadratica
do erro [9, 12], ou o valor maximo do erro [13, 18] sdo notoriamente ndo convexas,
exigindo uma estimativa inicial suficientemente boa a fim de evitar os minimos locais
da superficie de otimizagao. Todavia, se a busca pelo 6timo multivariavel for segregada
em diversas buscas monovariaveis, cada uma tera um unico minimo na curva de

otimizagdo, sendo este, consequentemente, 0 minimo global.

Esta busca monovaridvel ¢ utilizada naturalmente quando o projetista do filtro
utiliza 0 método de tentativa e erro na busca pelos parametros 6timos, ao invés do uso

de uma ferramenta automatizada. Neste método, o projetista observa a resposta em
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frequéncia verificando a eficacia de cada ajuste, aproximando a resposta das

especificagdes fornecidas.

Para entender o procedimento por tentativa e erro na Figura 3.1 sdo apresentadas
as respostas antes (tracejada) e depois (solida) de ajustes individuais na (a) fase e (b)
moddulo de par de polos, e (c¢) na fase de um par de zeros. Na Figura 3.1 (a), na qual se
observa que a resposta inicial ndo € equiripple, ¢ ajustado o parametro que aproxima o
2° pico da resposta desejada. Como pares de polos sdo os contribuintes para ocorréncia
de picos na faixa de passagem e como variagdes em suas fases proporcionam
deslocamentos laterais nos referentes picos, ajusta-se a fase do 2° par de polos. As setas
na figura evidenciam que o pico ajustado possui os vales adjacentes na mesma altura,

aproximando a fun¢ao de transferéncia de uma resposta equiriple.

H(d)|

H(")|

(b)
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H(d")|

(©)

Figura 3.1: Projeto por tentativa e erro. Respostas antes (linhas tracejadas) e depois (sélidas)

de ajustes individuais na: a) fase e b) mddulo do par de pdlos, c) e fase do par de zeros.

ApOs o ajuste na fase do par de polos, na Figura 3.1 (b) o projetista observa que, apesar
dos vales adjacentes estarem nivelados, o 2° pico ndo possui a altura desejada (linha
tracejada). Ajustando o modulo do mesmo par de polos (linha sélida), o pico atinge o
ripple especificado J,. Observa-se pela mesma figura que, apds o ajuste no modulo do
par de poélos, os vales adjacentes voltam a ficar desnivelados. Entretanto, o desnivel
resultante apds este segundo ajuste ¢ notadamente menor, em valores absolutos, que o
desnivel observado na resposta inicial na Figura 3.1 (a). Se, todavia, a fase do par de
polos for novamente ajustada, nova resposta com os vales nivelados seria obtida. Neste
caso, a altura do pico ndo atenderia novamente a altura desejada, e assim por diante.
Como sucessivos ajustes reduzem, em cada passo, os desvios observados, aproximando
de uma resposta equiripple, fica evidenciado que um procedimento iterativo, com
ajustes individuais dos parametros de alocagao dos podlos ¢ suficiente para obter, em

nimero limitado de passos, a alocagdo 6tima.

Os mesmos resultados s3o observados para ajustes na fase de um par de zeros,
como ilustrado na Figura 3.1 (c). No caso, observa-se que o primeiro ¢ segundo picos da
resposta inicial (tracejada) ndo estdo nivelados. Ajustando a fase do par de zeros

intermediario' aos dois picos, obtém-se uma resposta (solida) na qual os picos estdo na

1 Como mencionado no inicio do capitulo, é considerado que os pares de zeros estdo posicionados sobre
a circunferéncia de raio unitario e, por isso, a resposta € nula entre os dois picos.

24



mesma altura, ressaltados pelas setas. Pode-se supor que o 2° pico ajustado neste caso
serd alterado quando ocorrer o ajuste na fase do par de zeros seguinte, removendo o
nivelamento da figura. Entretanto, ajustes sucessivos nas fases dos zeros aproximam

gradativamente a resposta desejada, como no caso dos polos na faixa de passagem.

Como mostrado no Capitulo 2, apesar de ajustes nas alocagdes de zeros e polos
contribuirem mais significativamente na vizinhanga de sua ocorréncia, toda a faixa de
frequéncias ¢ modificada. Os ajustes nas alocacdes dos polos e zeros da fungdo de
transferéncia devem, entdo, ser efetuados sucessiva e alternadamente até que se obtenha
uma resposta equiripple. Uma possibilidade para a sequéncia de ajustes ¢ apresentado
no fluxograma da Figura 3.2. O procedimento ¢ interrompido quando o projetista
encontra a resposta equiripple, ou a0 menos uma boa aproximagao.

O método de projeto por tentativa e erro pode ser automatizado, evitando a
intervengdo do projetista durante o processo de obtenc¢do da alocagdo 6tima. Para isso,
na proxima se¢do sao definidas funcdes custo usadas em cada iteragdo para obtencao do
parametro que melhor aproxima a resposta equiripple. O método ¢ desenvolvido para

filtros passa-baixas, muito embora possa ser expandindo para especificacdes quaisquer.

Estimativa
micial

Ajustes

Moédulos
po6los

v

Fases
poblos

Resposta
equiripple

Figura 3.2: Fluxograma do projeto de filtros digitais pelo método de tentativa e erro.
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3.2. Funcgodes Custo Parciais

Rotinas de otimizagdo utilizam em geral uma fun¢do custo a qual tentam minimizar,
como por exemplo, maximo valor absoluto do erro (minimax), quadrado da norma do
erro, entre outras medidas de dispersdo. Fungdes custo ndo lineares com intimeras
variaveis independentes apresentam, em geral, um minimo global ¢ a0 menos um
minimo local. Isto dificulta a convergéncia do procedimento, exigindo uma estimativa
inicial boa o suficiente de forma a evitar convergéncia para um minimo local.

A principal caracteristica do método de otimizacdo apresentado neste capitulo ¢é
a segregacdo da otimizacdo em buscas monovaridveis. S3o definidas 3 fungdes custo
parciais, para os ajustes de fases de pares de zeros, fases e mddulos de pares de polos.
Quando todas as fungdes parciais convergirem para zero, a resposta completa
convergira para um minimo global e a resposta completa serd equiripple, atendendo as
especificagdes de projeto. Uma vantagem observada no método introduzido € que se
possui o total controle dos passos que serdo efetuados, aumentando a robustez e a

confiabilidade no resultado.

Supondo o modulo da resposta desejada equiripple, entdo para cada zero na
faixa de rejeicdo ou pico na faixa de passagem, a resposta também sera equiripple,

como discutido na secdo anterior e apresentado na Figura 3.1. Para o ajuste da fase de

um par de zeros, a fungdo custo F, € definida:

F¢<p):hd_he (3.1)

onde &, e h. sdo o mddulo da resposta em frequéncia nos picos adjacentes ao zero em

ajuste como apresentado na Figura 3.3 (a). Ao longo de todo este trabalho, o médulo da

resposta, 4,, em uma frequéncia qualquer, @, ¢ definido matematicamente:
h.=|H(e™)| (3.2)

Como os moddulos dos pares de zeros sdo fixos e iguais a 1, perdem-se graus de
liberdade na otimizacao, apesar da reducao de complexidade. Como definido em (3.1),
busca-se igualar os picos dentro da faixa de rejeicdo. Com isto, o método ndo garante a
obtencdo da atenuacdo especificada e, apds a convergéncia o projetista deve avaliar a

manuteng¢do, aumento ou redu¢do do niimero de zeros da fun¢do de transferéncia.

Para o ajuste na fase e modulo de um par de polos sdo definidas,

respectivamente, as funcdes custo parciais:

26



(3.3)

Fb(P):5,,—(hp_hd) (3.4)

onde, neste caso, /. € h; sao o modulo da resposta em frequéncia nos vales adjacentes ao

pico 4, em ajuste e, 0, ¢ a maxima variacdo — ripple — da resposta na faixa de passagem,
como apresentados na Figura 3.3 (b).

IH()|

H()|

(b)

Figura 3.3: Parametros da resposta em frequéncia usados nas fungdes custo parciais.

27



Pela Figura 3.3 e pelas Egs. (3.1), (3.3), (3.4) e (3.13) € possivel observar que, quando a
resposta for equiripple as fungdes custo serdo nulas, para todos os zeros e todos os pico
da resposta. Enquanto a alocagdo otima ndo ¢ obtida deve-se efetuar ajustes nos
parametros de zeros e polos em cada iteragdo. Na proxima se¢do sdo discutidos os

passos de atualizacdao dos pardmetros de otimizacao.

3.3. Ajuste dos Parametros

No Capitulo 2 foi discutido método de lineariza¢do utilizando Série de Taylor. O
método foi aplicado ao médulo da resposta em frequéncia de filtros digitais, expandindo
em termos do ganho e dos parametros de alocacdo de zeros e polos. Entretanto, como
proposto neste capitulo, deseja-se resolver fungdes custo monovariaveis.

Como visto na se¢do 2.2, cada par de zero ou podlo contribui mais
significativamente na vizinhanga da frequéncia de sua ocorréncia. Foi mostrado que
pares de zeros contribuem com vales (a # 1) ou zeros (a = 1) nas faixas de rejeicao,
enquanto pares de polos contribuem com picos nas faixas de passagem.

Conciliando as caracteristicas de contribui¢des individuais das singularidades da
fun¢do de transferéncia com a necessidade de se trabalhar com funcdes custo
monovariaveis, redefinimos a Eq. (2.21) para cada um dos parametros de alocacdo dos

zeros e polos:

olH Jjw
ol (")

|H (")|=IH (") Gy Ar (3.5)

Po

onde p; é o pardmetro com contribui¢do mais significativa para o zero ou pico em ajuste.
Por simplicidade, reescrevemos a equagdo acima utilizando a notagdo introduzida em

(3.2):

L
x— Fx,0 ap VZ (36)

1

onde o sub-indice 0 representa o0 médulo da resposta com o conjunto de parametros po,
em torno do qual a resposta ¢ linearizada.

Em cada passo da rotina de otimizagdo ¢ desejado que, apds o ajuste em um
determinado parametro a sua fun¢do custo parcial seja igual a zero. Por exemplo, ao

ajustar a fase de um par de zeros, ¢ desejado:
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F¢(p):hd_he:0

3.7
Substituindo a Eq. (3.6) na equagao acima, tem-se:
oh,, oh,,
+—==0¢,)—(h, y+——=0¢,)=0
(hd,o a(bl ¢1) (he,O 6¢l ¢1) (3.8)
Ooh,, Oh,,
). = — _h
( a(bl a(bl ) Ad)z (hd,O e,O) (39)

O termo do lado direito da igualdade acima ¢ igual a menos o valor da fungdo custo

parcial medida antes do ajuste. E, finalmente, isolando o desvio A@ da fase do par de
zeros, obtém-se o passo de atualizagdo que anula a respectiva fungao custo:

—(hgo=hey)

(fzh_(;;o_%) (3.10)

A=

Para avaliar qualitativamente a equagdo apresentada acima, a Figura 3.1 (c) ¢ repetida
na Figura 3.4 com algumas informagdes a mais.

H(")|

Figura 3.4: Ajuste na fase de um par de zeros para avaliagdo qualitativa do passo calculado
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Pode-se observar que a fung¢do custo inicial na Figura 3.4 ¢ negativa, pela defini¢do em
(3.1) e, consequentemente o numerador em (3.10) € positivo. Por sua vez, ¢ possivel
concluir, usando os conhecimentos discutidos na se¢do 2.2, que um pequeno incremento
na fase inicial @, do par de zeros acarretaria em redugdo de 4,9 € em aumento de /..
Matematicamente, as derivadas nas frequéncias @y e . sdo, respectivamente, negativa e
positiva e, portanto, o denominador em (3.10) € negativo. Enfim, o passo de atualizagao
deste parametro é negativo, como se percebe pela Figura 3.4, onde @ < @, e as alturas

dos picos adjacentes 4, € s, tornam-se iguais.

Novamente, substituindo (3.6) em (3.3) e (3.4) obtém-se as expressdes para os

ajustes na fase e modulo de um par de polos, respectivamente, apresentadas a seguir:

AO= _(he,o_hd,o)
" (Ohea Ohay, 3.11)
00, 00,
Abzép_(hp,o hdo)
T 0hy,, Ohgy G.12
( ob,  0b, ) )

Por sua vez, ¢ desejado que o mddulo da resposta, na faixa de passagem, apresente
desvios simétricos em torno de 1. Entdo, na frequéncia de corte, o modulo deve ser igual
a 1 menos a metade do ripple especificado. Portanto, o ajuste do ganho ¢ definido

comao:

(3.13)

onde 4. ¢ o modulo da resposta na frequéncia de corte . do filtro.

As expressdes para o calculo dos passos de atualizacdo dos pardmetros do filtro
sdo boas aproximagdes para o Otimo em cada iteragdo. Entretanto, devem-se incluir
restrigdes nos parametros dos filtros. Uma vez que sdo desejados filtros causais estaveis,
devem-se manter os pélos dentro do circulo de raio unitario, excluindo a circunferéncia.
Para tal, apds a obtengdo do passo de ajuste do modulo do par de pdlos na Eq. (3.13), a

restricao deve ser satisfeita:
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0<b,<1 (3.14)

Foi discutido no Capitulo 2 que cada par de pdlos introduz um pico na faixa de
passagem e que cada par de zeros introduz um zero na faixa de rejeigdo. E facil notar
que a troca entre a ordem de picos ou zeros adjacentes nao introduz ganho na resposta
final. Desta forma, para os pares de polos (ou zeros) que se encontrem entre outros
pares de polos (ou zeros) define-se uma restri¢do para o passo de atualizagdo da fase do

par de polos:

0,.,<0,<0,,, (3.15)

A mesma restricao ¢ efetuada para a fase do par de zeros. Por sua vez, também nao ha
ganho em permitir que as fases de pares de polos e zeros sejam inferiores a 0 ou
superiores a TT pois, como os pares sdo complexos conjugados, transpor estes limites
representa apenas uma troca entre um podlo (ou zero) e seu conjugado. Portanto, a

restricdo em (3.15) pode ser reescrita como:

max {0, ,,0}<0,<min|{0,, 1}

(3.16)

Como mencionado acima, ndo havera na otimizagdo o caso onde 6., < 0 ou 8. > 7T
Entretanto, estas sdo a restri¢cao inferior para o par de polos mais proximo ao eixo real e
a restri¢ao superior para o par de polos mais proximo a frequéncia de corte. E, portanto,
com a Eq. (3.16) as restricdes para as fases dos pares de polos sdao unificadas em uma

Unica expressao. A restricdo em (3.16) ¢ também aplicada as fases de pares de zeros.

As restri¢cdes apresentadas acima representam limites fisicos para os parametros
do filtro. Porém, deve-se ainda levar em consideragdao que os passos de atualizacdo sdo
obtidos a partir da linearizagdo com os primeiros termos da Série de Taylor e, por isso, a
aproximacao so vale para pequenos desvios em torno do parametro inicial. E, entdo,

uma restricdo de magnitude do passo ¢ introduzida:

|Ap |=min{[Ap,|.I-L,}

(3.17)

onde / ¢ um numero menor que 1, e € escolhido de forma a conciliar velocidade de

convergéncia e robustez do procedimento, satisfazendo a aproximagdo por Série de
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Taylor. Neste trabalho utiliza-se o pardmetro / igual a 0,20, a menos que se mencione
uma modificacdo. Os limites L, sdo determinados a partir do parametro inicial p;, € sdo

fungdes das restrigdes de estabilidade de cada tipo parametro:

L,=min{1-b,,,b,,—0]

(3.18)
Le=min{6,,,,—0,,,0,,—0,_,,) (3.19)
Ly=min{¢,., —b. o b g—Prro) (3.20)

Nas expressoes para os limites Lg e L, foram omitidas as restricdes de fase maior que
zero € menor que 77 porém vale ressaltar que para os par de podlos (ou zeros) mais
proximos do eixo real positivo, 6.0 (ou @.10) € substituido por 0, e para o par mais
proximo do eixo real negativo, 8.1 (ou @:1,) ¢ substituido por 7z Para a restri¢do L;,

apesar de trivial, o limite inferior 0 foi mantido para explicitar a restri¢ao.

Observa-se que para ajustar qualquer um dos parametros de otimizagdo do filtro
¢ demandado um valor inicial, mesmo para a primeira iteragdo. Por isso, a rotina de
otimizacdo apresentada neste Capitulo demanda uma estimativa inicial. Na proxima

se¢do € proposta uma alocacao para os zeros e polos do filtro IIR.

3.4. Estimativa Inicial

Em geral, as rotinas de otimizagcdo para obtengdo do filtro digital que atenda as
especificagdes de projeto demanda uma boa estimativa inicial. Apesar do método
apresentado neste trabalho utilizar fungdes custo parciais a fim de evitar minimos locais
da superficie de otimizagdo, € proposta alocacao inicial dos zeros e polos. O objetivo ¢
contribuir para obtencao dos melhores resultados em um pequeno nimero de iteragoes.
A partir de filtros IIR projetados para diferentes especificacdes, sejam eles
projetados pelo método proposto, filtros elipticos ou outros métodos quaisquer, observa-
se que tanto os pdlos quanto os zeros sao distribuidos ao longo das faixas de passagem

ou rejeicdo, respectivamente. Apesar de ndo formarem partigdes perfeitas de suas
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respectivas faixas, uma boa estimativa inicial para os pares de polos e zeros ¢ distribui-
los uniformemente ao longo da faixa.

Para os pares de podlos, considerando um caso geral® de faixa de passagem
compreendida entre @.;, a frequéncia de corte inferior, ¢ .», a frequéncia de corte
superior, a alocacdo inicial ¢ efetuada, para um nimero N par de polos:

w ., ,—w
0=w, +(2-i—1)—2—= (3.21)

N

Onde o niimero do par de pdlos i varia de 1 a N/2. Quando o nimero de pdlos € impar, o
filtro deve ser passa-altas ou passa-baixas. Para o primeiro caso, as fases iniciais
seguem a alocacdo acima, fazendo @, igual a 7T Para filtros passa-baixas e N impar, por
outro lado, a alocagdo ¢ dada por:

W,

0,=2(i—1) —%

3.22
v (3.22)

Nestes dois casos, o nimero do par de pdlos i varia entre 1 e (N+1)/2.

As alocagdes iniciais das fases @ dos pares de zeros seguem as mesmas regras
das fases dos polos apresentadas acima, substituindo N por M, assim como . por .,
a frequéncia inferior da faixa de rejei¢do, e ., por ., a frequéncia superior da faixa
de rejeigdo. Para os casos em que M ¢ impar, os filtros sdo passa-baixas, passa-faixas ou
passa-altas.

Da mesma forma que filtros projetados levaram a proposta de estimativa inicial
para fases de polos e zeros, pode-se observar que os polos formam uma figura eliptica
no plano-z. Porém, esta ndo ¢ uma regra para todos os filtros, sendo observada mais
frequentemente para filtros com especificagdes muito restritivas, como por exemplo,
faixa de transi¢ao estreita.

Para abranger todos os casos, sem perda de robustez, uma possivel estimativa
inicial para os modulos dos polos € fazer todos iguais a um determinado valor b, o
qual foi feito igual a 0,90 para as simulagdes que serdo apresentadas no Capitulo de

Resultados.

2 Apesar do enfoque a filtros passa-baixas, a proposta ¢ efetuada para especificagdes quaisquer pois o
método de estimativa inicial serd utilizado nos préximos Capitulos.
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Outras possibilidades foram testadas, como por exemplo, utilizar os filtros de
Chebyshev, Tipos I e II, ou ainda filtros elipticos para as estimativas iniciais. Como o
método proposto neste trabalho permite ordens diferentes de numerador e denominador,
para fornecer a estimativa inicial por esta abordagem, projeta-se o filtro eliptico de
ordem M e mantém as alocac¢des dos zeros. A seguir, projeta-se novo filtro eliptico de
ordem N e encontra-se os poOlos. Esta abordagem ¢ igualmente valida e mostrou-se
eficiente. Entretanto, por demandar mais operagdes e o projeto de outros 2 filtros antes
da execuc¢do do método proposto, e como a proposta para a estimativa inicial discutida
ao inicio desta secdo mantém a robustez do método, opta-se pelo método mais simples.

A estimativa inicial para o ganho ¢ efetuada apds as alocagdes dos zeros e poélos,
e simplesmente escolhe-se o ganho igual ao inverso do valor do modulo da resposta na
frequéncia de corte.

Uma vez que se tem uma boa estimativa inicial e métodos robustos de ajuste dos
pardmetros, pode-se iniciar o procedimento de otimizagdo, o qual € discutido na

proxima se¢ao.

3.5. Otimizacao

Dadas as especificacdes para o moddulo da resposta em frequéncia, o método de
otimizagdo proposto neste Capitulo para o projeto de filtros digitais do tipo IIR ¢
iniciado com a estimativa inicial po para as alocagdes dos zeros e pdlos, bem como para
o ganho DC. A préxima etapa € a rotina iterativa a fim de encontrar as alocagdes Otimas
de forma que o filtro atenda as especificacdes de projeto.

Em cada iteracdo ¢ efetuado apenas um ajuste em cada parametro, mesmo que o
valor obtido ndo seja 6timo. Isto porque, como o ajuste em um parametro modifica a
resposta obtida com o ajuste anterior, ndo ¢ eficiente otimizar um Unico pardmetro e

entdo partir para o proximo.

Diferentes sequéncias de ajustes poderiam ser escolhidas para o procedimento.
Uma possibilidade seria ajustar o par de parametros de cada par de podlos
sequencialmente e entdo passar para o ajuste das fases dos pares de zeros. Entretanto,
resultados satisfatorios foram obtidos com o ajuste sequencial dos parametros no vetor
p, definido em (2.20). Ou seja, ajusta-se o ganho, as fases dos zeros, os modulos dos

polos e, por fim, as fases dos poélos.

A sequéncia de ajuste ¢ dada abaixo:
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1. Ajuste do ganho DC,
2. Paraj=1 - j= M/2, ajustar fase de cada par de zeros,
3. Paraj=1 - j= N/2, ajustar mdédulo de cada par de polos,

4. Paraj=1 - j= N/2, ajustar fase de cada par de podlos.

Para cada ajuste sdo usadas as equagdes apresentadas na secdo 3.3. O conjunto de
parametros obtido em cada iteragdo se torna os valores iniciais para a iteragdo seguinte.
A rotina deve continuar até que o modulo da resposta em frequéncia seja equiripple em
toda a faixa de frequéncias — exceto na faixa de transi¢do. Por defini¢do, a resposta ¢
equiripple quando todas as fungdes custo parciais forem iguais a zero. Entretanto,
devido a precisdo finita de computadores, obter esta condicdo 6tima pode-se tornar
muito demorado, ou até mesmo impossivel. Deve-se, entdo, definir um critério de

interrupgao para a rotina de otimizagdo que seja viavel computacionalmente.

Como considerado em [44], o critério de interrup¢do da rotina de otimizagao
considera as variacdes nos parametros p. Ou seja, para cada iteragdo define-se a

variagdo maxima relativa entre os parametros do filtro digital:

_max(p—p,|

A min|p) (3.23)

max ™~

Define-se, entdo, como critério de interrupgao da rotina:
Apmax < gpar (313)

Observou-se que para o procedimento proposto, a rotina converge para um ponto
considerado 6timo quando &, = 100" Além do critério de interrup¢do acima, é
definido um niimero maximo de iteracoes em 50. Este valor se mostrou bastante eficaz

para atingir o ponto 6timo para quaisquer especificagoes.

O projeto por fungdes custo parciais, introduzido neste Capitulo, apresenta
excelentes resultados para projetos de filtros digitais do tipo IIR com numeros diferentes
de pdlos e zeros, para faixa de passagem estreita ou larga, faixa de transi¢do bem

estreita, baixo ripple na faixa de passagem e elevada atenuagdo na faixa de rejeicdo. Os
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resultados s3o obtidos em pequeno numero de iteragdes. Exemplos de projeto sdo

mostrados no Capitulo 6.
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Capitulo 4

Projeto por Sistema de Equacoes Lineares

4.1. Algoritmo de Remez

O método de projeto de filtros IR apresentado no Capitulo 3 possui como grande
vantagem a robustez na convergéncia, em razao de duas técnicas aplicadas: o uso das
alocagdes de zeros e pdlos como parametros de otimizacdo; e o uso de fungdes custo
parciais. A primeira permite manter os polos dentro do circulo de raio unitario,
assegurando a estabilidade, enquanto a segunda elimina a ocorréncia de minimos locais
na busca pelo 6timo. Entretanto, a busca pelos parametros individualmente torna o
algoritmo relativamente lento, principalmente devido a necessidade de inumeras buscas
pelos pontos extremos, em cada iteracdo. Através de simulagdes, foi observado que,

frequentemente, a busca individual demanda um nimero maior de iteragdes.

Por sua vez existem métodos que buscam a resposta equiripple em pontos
extremos ao longo de toda faixa de frequéncias, aproximando os desvios especificados
em cada ponto extremo da resposta simultaneamente nas faixas de passagem e rejeicao.
Para a obtencdo do conjunto de pontos extremos o algoritmo de Remez ¢ amplamente
conhecido na literatura e foi primeiro utilizado para o projeto de filtros FIR [16], muito

embora também tenha sido utilizado para o projeto de filtros IIR [6-8].

Cada um dos projetos de filtros digitais mencionados acima propde um sistema
de equacdes com igual numero de varidveis — os parametros de otimizagdo, — ou seja,
um sistema de posto completo [45]. O método introduzido por McLellan et al. [16] para
filtros FIR de fase linear utiliza a expressdo da funcdo de transferéncia como uma soma
de cosendides, a qual ¢ linear em termos de seus coeficientes. A partir do Teorema da
Alternancia [16], o filtro FIR possui o mesmo numero de coeficientes € pontos extremos
— picos e vales — no modulo da resposta em frequéncia, estabelecendo um sistema de
equacdes lineares. E entdo, a solugdo deste sistema ¢ o conjunto de coeficientes que

aproxima a resposta equiripple nos pontos extremos.
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A solucdo do sistema de equacdes ndo € a solugdo 6tima para o filtro FIR, pois
ndo se sabem a priori as frequéncias de ocorréncia dos pontos extremos verdadeiros.
Por isso, se utiliza um algoritmo iterativo no qual, ao término de cada iteragdo, com um
novo conjunto de coeficientes, encontra-se uma nova estimativa para a localizacdo dos
extremos, ¢ para a qual o sistema de equagdes ¢ solucionado na iteragdo seguinte. E
assim por diante, até que se obtenha a verdadeira localizagdao dos extremos e, enfim,

seja obtida a resposta equiripple.

Os métodos de projeto IIR baseados no algoritmo de Remez também buscam
igualar os desvios — ripple e atenuagdo — no conjunto de pontos extremos. Leva-se em
consideragdo que os numeros de extremos nas faixas de passagem e rejei¢do sao iguais,
respectivamente, ao numero de coeficientes no denominador e numerador. Os métodos
de Martinez et al. [6] e Jackson [8] utilizam o quadrado do mddulo da resposta em
frequéncia para obten¢do das equagdes lineares em funcdo dos coeficientes como soma
de cosenoides. Os procedimentos de otimizagdo sao divididos em dois sistemas lineares,
um para obtencao dos coeficientes do denominador e outro para os coeficientes do
numerador. Para cada um destes sistemas de equacdes se consideram fixos os

coeficientes do outro polindmio (numerador ou denominador).

O método de projeto introduzido por Saramaki [7] utiliza transformagdes em
frequéncia para a determinag¢ao de um dos polindmios — numerador ou denominador —
da fun¢do de transferéncia. Para a determinagdo do polindmio restante ¢ definido um
sistema nao-linear, com igual nimero de coeficientes e equacdes, as quais sdo definidas
nos pontos extremos. Para a solucdo do sistema de equacdes ndo-lineares o autor sugere
o uso do método de Newton-Raphson, o qual se baseia na linearizacdo por Série de
Taylor. No entanto, por utilizar os coeficientes dos polindmios em z' como pardmetros
de otimizacdo o método ndo assegura a estabilidade do filtro. Como o sistema de
equagoes ¢ definido apenas para uma das faixas de interesse, o método ndo ¢ eficiente
para todas as especificacdes de projeto. Por exemplo, para filtros com reduzida ordem
do denominador, 0 método somente obtém bons resultados para filtros com larga faixa
de passagem. E, por sua vez, filtros com faixa de passagem estreita s6 ¢ obtido com
numero de polos superior ao numero de zeros e, consequentemente, com elevada

distor¢ao de atraso de grupo.

Vale ressaltar que o método de projeto introduzido por Saramaki [7] propde a

linearizagdo apenas para a solucdo do sistema de equacdes ndo-lineares, através do

38



método de Newton-Raphson. Por sua vez, neste Capitulo é proposto um método de
projeto no qual o sistema ¢ definido com as equagdes linearizadas e em termos dos
parametros de alocagdo de zeros e podlos, e o ganho. Estas duas diferencas permitem
significativos ganhos em termos de solu¢do do sistema, convergéncia do método e

robustez dos resultados obtidos.

Como mencionado anteriormente, assim como os projetos de filtros IIR
baseados no algoritmo de Remez, o método aqui proposto busca aproximar os desvios
especificados para as faixas de interesse nos pontos extremos. A Figura 4.1 (a) ilustra o
procedimento para a faixa de passagem. Na figura, a linha tracejada representa a
resposta ideal desejada, as linhas pontilhadas, definidas pelo ripple especificado,
delimitam a regido dentro da qual o modulo da resposta deve estar apds a otimizagao, a
linha sélida ¢ o mddulo da resposta em uma iteragdo qualquer do procedimento e os

pontos extremos sao definidos pelos circulos pretos.

Vale ressaltar que o conjunto de pontos extremos da faixa de passagem sempre
contém as frequéncias limites da faixa, no caso passa-baixas da Figura 4.1 (a), as
frequéncias 0 rad/s e @, a frequéncia de corte. Pela figura ¢ observado que o modulo da
resposta deve atingir, alternadamente, o valor da resposta desejada mais ou menos a
metade do desvio especificado para esta faixa. Ou, como utilizado no projeto do
Capitulo 3 e, mais adequado ao método que serd introduzido nas proximas secdes, a
diferenga entre 2 pontos extremos consecutivos deve ser igual, em moédulo, ao ripple

especificado.

Na Figura 4.1 (b) esta representado o procedimento na faixa de rejei¢do, para a
qual a resposta desejada ¢ igual a zero. Na figura, a linha pontilhada, definida pela
atenuacdo especificada, delimita a regido dentro da qual a resposta deve estar apos a
otimizacdo, a linha so6lida ¢ o moddulo da resposta em uma iteragdo qualquer do
procedimento e os pontos extremos sdo definidos pelos circulos pretos. No exemplo da
Figura 4.1 (b) o filtro apresenta 3 pares de zeros, possuindo assim 3 graus de liberdade —
as fases dos pares de zeros — e portanto a aproximacao dos desvios especificados s6 ¢
possivel em 3 pontos extremos. Neste caso, ndo se tem controle sobre a largura da faixa
de transicdo, e a faixa de rejeicdo serd delimitada pela menor frequéncia na qual o
modulo da resposta iguala o maior ponto extremo. Na figura, a frequéncia limite da

faixa de rejeicao € representada pelo circulo em linha tracejada.
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Por outro lado, pode-se implementar o procedimento de projeto de forma que a
largura da faixa de transicdo especificada seja atendida, como no procedimento
apresentado no Capitulo 3. Neste caso, o desvio — ou atenuagdo — especificado ¢
negligenciado, e a atenuagdo obtida ¢ determinada pelo valor médximo do mddulo dentro
da faixa de rejei¢do. Esta opcao de projeto é representada na Figura 4.1 (c), na qual se
observa um extremo a mais do que o nimero de graus de liberdade. Isto se deve ao fato
de que neste procedimento busca-se igualar as alturas de dois extremos consecutivos.

Para estes casos, o primeiro e o ultimo extremos sdo definidos nas frequéncias w, a

frequéncia inferior da faixa de rejeicao e 7rrad/s.
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Figura 4.1: Respostas desejadas (linhas tracejadas), desvios especificados (pontilhadas), modulo
da resposta (solida) e pontos extremos (circulo) nas faixas de (a) passagem e rejeigdo atendendo

a (b) atenuacdo e (c) a largura da faixa de transigdo especificadas.

Neste trabalho ¢ dado foco ao caso da Figura 4.1 (c) para a alocacdao dos pares de zeros
e consequente modelagem da faixa de rejeicdo. Entretanto, com simples modificagdes
na rotina de otimizag¢do € possivel alterar o procedimento para atender a atenuagdo
especificada. Na proxima se¢do ¢ apresentado o sistema de equagdes lineares para o

projeto de filtros IIR usando os mesmos pontos extremos do algoritmo de Remez..

4.2. Sistema de Equacgdes Lineares

Como discutido na se¢do anterior, para se obter a resposta equiripple na faixa de
passagem a diferenca entre dois extremos consecutivos deve ser alternadamente igual a

mais ou menos o ripple especificado 9,, como definido na equagdo abaixo:

|H (") —|H (")

=(=1)""s, (4.1)

parai=1a N e w sdo as frequéncias de ocorréncia dos pontos extremos. Observa-se
que a equacdo acima pode ser satisfeita sem que os pontos extremos estejam simétricos

em relagdo a resposta desejada D,(€“). Para garantir que o modulo da resposta aproxime
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a desejada, dentro dos limites definidos pelo ripple, pode-se determinar o ganho do

filtro G adequado:

|H (ejwr\url)

p

~ o
— JWOya\_ " p
D, (")~ (4.2)

Ao atender simultaneamente as duas equacdes acima, o modulo da resposta obtida
estard dentro dos limites estabelecidos. Na verdade, a ultima equagdo acima poderia
fazer parte do sistema de equacdes que serd mostrado a seguir para obtencao de todos os
parametros simultaneamente. Entretanto, sem perda de performance, a Eq. (4.2) ¢
calculada apds solucdo do sistema de equacdes. Esta opcao reduz a complexidade do

método além de permitir a simplifica¢do que sera discutida na préxima segao.

Voltando a equagdo (4.1), ¢ definido o sistema com N+M/2 variaveis e N
equagoes, linearizadas através da Série de Taylor como discutido no Capitulo 2, usando

a notacao introduzida no Capitulo 3:

V'h —V'h,, hyo—hig+(=1)"""5,
Vih,—V'hy, | Ap= hyg=hy+(—1)"7%5,
: : 4.3)
T T
V h(zv),o_V h(N+1),O h(N+1),0_h(N),o+5p
. (N)x(N+M[2) ) (N)x(1)

Este sistema ¢ subdimensionado, ou seja, o nimero de equacdes ¢ inferior ao numero de
variaveis e, por isso, ndo pode ser solucionado. Diferente da definicdo na Eq. (2.23), o
vetor gradiente possui apenas N+M/2 termos, pois como os zeros sao fixados sobre a
circunferéncia de raio unitario, sdo excluidos o ganho e os M/2 mddulos dos pares de

zeros, da mesma forma que sao omitidos do vetor de parametros Ap.

Para a faixa de rejeicdo deseja-se que a diferenga entre dois extremos

consecutivos seja igual a zero, ou seja:

|H (e’)|~|H (e/")|=0 (4.4)

Com isso, o sistema de equacdes referentes a faixa de rejei¢ao ¢ dado por:

42



V'h (N+2),0 -V’ hN+3
Vih (N+3), VT (N+4),0 Ap=

h(2+

T T
V 1+N+M/2 V 2+N+M/2)
(M/2) (N+M/2)

h(N+3),0_h(N+2),0
h(N+4),O_h(N+3),0

(4.5)

N+M/2),O_h(l+N+M/2),0
(M12)x(1)

Agrupando os sistemas de equagdes definidas em (4.3) e (4.5) € obtido o sistema:

V-Ap=e

(4.6)

Onde V ¢ a matriz das derivadas parciais e quantifica as variacdes do modulo da

resposta em funcao dos desvios no vetor de parametros Ap e, o vetor e define o erro

entre as respostas desejadas, incluindo os desvios esperados, e a resposta antes da

atualizagdo nos parametros do filtro:

V'h—=V'h,,
VThZ,O_VTth

VTh( _V hN+1

V'h (N+2),0 V hN+3
V'h (N+3), V h (N+4),

T
V 1+N+M/2 V h (2+N

(N+M12)x(N+M12)

hz,o_hl,o"'(_l)N_l"S
h3,0_h2,0+(_1)N72'5

h(N+l),0_h(N),0+6p

h(N+3),0_h(N+2),O

h(N+4),0_h(N+3)70

h(2+N+M /2),0_h(1+N+M/2

) (N+M/2)x(1)
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Uma vez que o vetor de parametros Ap possui dimensdes (N+M/2)x(1), o sistema ¢
quadrado e, entdo, podem-se obter as variagdes nos parametros de alocacdo dos zeros e
polos do filtro IIR que melhor aproximam a resposta desejada, atendendo os desvios

especificados, através de:
AIJ:V*l-e (4.9)

Para que exista solucdo para a Eq. (4.9) e esta possa ser utilizada em uma rotina iterativa
para obtencao da alocacdo 6tima de zeros e pdlos, a matriz V deve ser inversivel. Em
outras palavras, as linhas ou colunas da matriz devem ser linearmente independentes.
Apesar de ndo se garantir a existéncia da inversa, pode-se avaliar qualitativamente a
dependéncia entre os elementos da coluna k&, formada pelas derivadas do modulo da

resposta em termos de um mesmo parametro p; para cada um dos extremos :

T

Ohyy Ohyg Oh1 im0 (4.10)
op, Op; opy

Como visto nos Capitulos 2 e 3, a variagdo no parametro k introduz diferentes variagdes
em cada ponto extremo, sendo mais significativo para a frequéncia onde ocorre o par de

zeros ou polos referente a p,. Com isso, as linhas ndo tém qualquer dependéncia entre si.

Ainda assim, ndo se pode garantir a existéncia de solugdo para o sistema de
equacdes. Todavia, na proxima sec¢ao ¢ apresentada uma simplificagdo para a matriz V
com o intuito de garantir a existéncia da inversa, bem como reduzir a complexidade

computacional no célculo.

4.3. Matriz por faixas

Foi visto nos capitulos anteriores que variagcdes em cada parametro contribuem mais
acentuadamente para variacdo na resposta em torno da frequéncia de ocorréncia do
respectivo par de zeros ou polos. Esta caracteristica pode ser explorada no sistema de
equacdes definido na secdo anterior, fato que implica em significativos ganhos na
solucdo do problema. Para adequar o sistema a proposta desta secdo o vetor de
parametros € redefinido de forma a posicionar os pares de pdélos mais préximos ao eixo
real positivo, seguido do par com a segunda menor fase e assim por diante, até o par de

zeros mais proximo ao eixo real negativo:
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r o 7c c u
p=|b D, 0,...by Oy ..., (4.11)

onde 68 < 6. ¢ @ < @.. Vale lembrar que os zeros sdo posicionados sobre a
circunferéncia de raio unitario e, por isso, os mdodulos dos zeros sao omitidos do vetor
de parametros. Na definicdo acima ndo aparecem parametros referentes a zeros reais
pois caso exista um zero real ele estara necessariamente posicionado em TT, € ndo havera
ajuste em sua alocagdo. O vetor de parametros definido em (4.11) se aplica apenas a
filtros passa-baixas. Para outros tipos de filtros pode-se modificar o arranjo do vetor de
parametros a fim de se obter as mesmas vantagens. A matriz de derivadas parciais ndo ¢
redefinida nesta secdo, pois em (4.7) a matriz ¢ definida em fungdo da posi¢cdo dos

elementos no vetor de paradmetros.

Ao aplicar o rearranjo proposto, cada elemento k& do vetor de parametros
proporciona maior valor absoluto da derivada parcial na coluna k. Por exemplo, para a
variagdo no moddulo »” de um polo real a maior contribuicdo no modulo da resposta
ocorre no primeiro ponto extremo, w = 0, ou seja, no primeiro elemento da primeira

linha da matriz V:

Oh,,
ob’

O mesmo ocorre para todos os outros elementos do vetor de pardmetros. Com isto, o
maior valor absoluto dentre os elementos da linha & da matriz de derivadas parciais

ocorre na coluna k:

6th0
O P

Da mesma forma, quanto mais afastado o ponto extremo estiver da frequéncia de
ocorréncia do pardmetro ajustado, menor sera o valor absoluto da derivada parcial. Ou
seja, a medida que se afasta da diagonal principal na matriz V menor sera o valor do

elemento.

A fim de ilustrar as caracteristicas mencionadas acima, a matriz de derivadas €
calculada para um filtro digital do tipo IIR com 5 pares de zeros e igual numero de pares
de polos, a qual € representada graficamente na Figura 4.2. Na figura, cada quadrado

representa um elemento da matriz e, como observado, a matriz apresenta dimensoes
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N+M/2 x N+M/2, no exemplo, 15 x 15. Para melhor visualizagdo, a matriz na Figura 4.2
exibe os valores absolutos dos elementos normalizados pelo de maior valor dentro de
cada linha. Ou seja, os elementos da matriz, exibidos em escala de cinza, variam entre 0

(quadrados brancos) e 1 (quadrados pretos).

Figura 4.2: Ilustragdo da matriz de derivadas de filtro IIR com 5 pares de zeros e polos.

Observa-se pela Figura 4.2 que a maior concentragdao das influéncias de variagdes nos
parametros do filtro esta na diagonal principal da matriz V, apds o rearranjo do vetor de
parametros proposto nesta secdo. Esta caracteristica, por um lado justifica a validade do
método apresentado no Capitulo 3 e, neste ponto, ¢ utilizada para simplificar a

representacdo da matriz de derivadas parciais.

Uma vez que parametros distantes do extremo sob ajuste pouco influenciam para
a variacdo na resposta, ¢ possivel anular os elementos mais distantes da diagonal
principal. Com isso, obtém-se uma matriz esparsa, denominada matriz por faixa
(banded matrix), para a qual se tem v; = 0, para |i — j| > L, onde L, a largura de faixa da
matriz, ¢ tal que L < N+M/2. A vantagem de se trabalhar com matrizes por faixa ¢ que,
se L < (N+M/2)/2, entdo a inversa da matriz existe e pode ser calculada de forma muito
mais eficiente do que matrizes cheias [46, 47]. A complexidade computacional no
célculo da inversa de uma matriz por faixa é da ordem de O[(1+L)I[(IN+M/2)?*], enquanto

para a matriz cheia a complexidade é O[(N+M/2)].

No limite L igual a 0, tem-se a matriz formada apenas pela diagonal principal e
se obtém a menor complexidade para o calculo da inversa. No entanto, para este Gltimo

caso tem-se a menor precisdo para a solugdo do sistema de equagdes. Isto porque, ao
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utilizar somente a diagonal principal, o ajuste em um pardmetro nao ¢ computado para o
ajuste dos parametros adjacentes. Portanto, na escolha da largura de faixa, existe um
compromisso para a escolha da largura de faixa entre reducdo da complexidade
computacional — quanto menor L, melhor — e precisdo no ajuste dos pardmetros —
quanto maior L, melhor. Neste trabalho, sdo utilizados valores de L entre 3 e 6,
obtendo-se resultados satisfatorios. No Capitulo de Resultados sao discutidos os efeitos

da escolha de L.

Vale ressaltar que a escolha de L igual a 0 ndo ¢ equivalente ao método
apresentado no Capitulo 3, no qual os pontos extremos usados no ajuste de um
parametro somente sao determinados apds o ajuste do parametro anterior. No caso de L
igual a zero todos os ajustes sdo efetuados para um mesmo conjunto de pontos extremos

e, portanto, o ajuste em um parametro ndo ¢ quantificado para o proéximo.

O método do Capitulo 3 pode ser melhor representado pelo sistema de equagdes
introduzido neste Capitulo se este for simplificado para uma matriz triangular superior.
Neste caso, o ajuste em um parametro ¢ quantificado para o ajuste do parametro
seguinte, mas a reciproca ndo ¢ verdadeira. Apesar de introduzir ganho se comparado ao
método do Capitulo anterior, esta opcdo para simplificacdo da matriz das derivadas
parciais € menos eficiente do que a aproximacao feita no comeco desta se¢ao. Portanto,

esta nova proposta nao sera tratada em detalhes.

Uma vez apresentado o sistema de equacdes que melhor representa as variagdes
nos parametros necessarias para aproximar o médulo da resposta desejada nos pontos
extremos encontrados, bem como a simplificagdo na matriz de derivadas que contribui
para a redug¢do na complexidade para a solucdo do sistema, na proxima segdo ¢

apresentado novo método de projeto de filtros IIR.

4.4. Otimizacao

O método de projeto de filtros IIR introduzido neste Capitulo segue o principio dos
métodos de projeto baseados no algoritmo de Remez, discutidos na Secdo 4.1. Em cada
iteracdo tem-se um conjunto de pontos extremos para os quais deseja-se que a resposta
equiripple seja obtida. Solucionando um sistema de equagdes obtém-se novo conjunto
de parametros com os quais um novo médulo da resposta ¢ obtido e um novo conjunto

de pontos extremos, para os quais o sistema serd solucionado na iteracdo seguinte. O
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método apresentado neste Capitulo apresenta como vantagens, quando comparado aos
projetos apresentados na literatura, a garantia de estabilidade dos filtros projetados —
devido ao uso dos mddulos e fases de zeros e podlos, — a solugdo de apenas um sistema
de equacdes por iteragdo — o que torna a convergéncia mais rapida, — e reduzida

complexidade computacional — pelo uso de matrizes por faixa.

O método de projeto de filtros IIR introduzido aqui comec¢a com a estimativa
inicial proposta na Secdo 3.4 para a alocacdo dos zeros, pdlos e o ganho, dadas as
especificagdes do filtro. Com os pardmetros iniciais, a partir do mddulo da resposta ¢
obtido um conjunto de pontos extremos para os quais sdo calculados a matriz de
derivadas parciais V e o vetor de erros e. A matriz V ¢ simplificada, como apresentado
na se¢ao anterior, € o sistema ¢ solucionado, obtendo-se os ajustes necessarios para o

conjunto de parametros.

Como discutido para o projeto no Capitulo 3, para os ajustes obtidos com a
solucao do sistema devem ser aplicadas restricoes a fim de respeitar limites fisicos —
fases de zeros e polos entre 0 e T, e modulo dos polos entre 0 € 1 — bem como manter
valida a aproximagdo pela Série de Taylor de 1*-ordem. Portanto, apds a solucdo do
sistema de equacdes, para cada parametro do vetor p ¢ aplicada a Eq. (3.17) a fim de

garantir a convergéncia bem como a estabilidade do filtro.

Com o novo conjunto de pardmetros uma nova resposta ¢ obtida, para a qual se
encontram os pontos extremos e o sistema de equacdes ¢ novamente solucionado.
Sucessivas iteracdes aproximam a resposta equiripple até que um critério de interrupgao
ou numero maximo de iteragdes seja atingido. Os critérios sdo os mesmos utilizados na
Secdo 3.5. O fluxograma da Figura 4.3 ilustra os passos para obten¢do dos pardmetros
do filtro IR que melhor aproximam a resposta equiripple para o conjunto de

especificagcoes fornecidas.

Como discutido em inimeros trabalhos na literatura o uso de numero reduzido
de polos na funcdo de transferéncia ¢ vantajoso quanto a distor¢ao de fase ou atraso de
grupo [6-13]. E, a fim de obter as mesmas vantagens, o método aqui apresentado
permite o projeto de filtros com ordens diferentes de numerador e denominador.
Entretanto, para certas especificacdes de filtros quando sdo demandadas faixas de
passagem e/ou transicdo extremamente estreitas, ou ainda atenuagdo muito elevada na
faixa de rejei¢do, o uso de um numero pequeno de polos, por exemplo, apenas um par

de polos, pode exigir o uso excessivo de zeros. Por isso, a fim de manter as vantagens
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obtidas com o numero reduzido de pdlos, conciliando especificagdes restritivas, em
alguns casos € possivel posicionar alguns dos pontos extremos na faixa de transi¢ao. Na
proxima se¢do € apresentada proposta para obter, simultaneamente, reduzida distor¢ao

de atraso de grupo e elevada atenuacdo na faixa de rejeigao.

Estimativa
micial

<
-

\ i
Pontos
extremos

Y
Ap=V e

v

Restrigoes

Y

Ajuste
Ganho

Figura 4.3: Projeto de filtros IIR pelo método do sistema de equacdes linearizadas.

4.5. Polos na Faixa de Transi¢ao

Como discutido no Capitulo 2, todos os pdlos introduzem distor¢do na resposta de
atraso de grupo, sendo o par de polos mais afastado do eixo real positivo o que introduz
a maior distor¢ao, proximo a frequéncia de corte. A reducao no niimero de pélos para a
modelagem da faixa de passagem reduz as distor¢des observadas e, ao longo dos anos
tornou-se uma técnica bastante utilizada para projetos de filtros IIR [6-13]. Entretanto,
além de modelarem a faixa de passagem os polos contribuem para a atenuacao na faixa
de rejei¢do, e a reducdo na ordem do denominador demanda aumento no niimero de
zeros. No caso limite, o filtro FIR de fase linear ¢ obtido, porém com elevada

complexidade computacional.
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Em [48] os autores apresentam método de projeto de filtros conectando filtros
passa-tudo em paralelo (Lattice Wave Digital) permitindo um relaxamento na faixa de
passagem. A idéia do projeto ¢ aumentar a largura da faixa de passagem, movendo o par
de polos mais externo para fora desta faixa, e com isso, movendo a maior distor¢do da

resposta de atraso de grupo para a faixa de transigdo.

No projeto de [48] o alargamento da faixa de passagem ¢ consequéncia dos
critérios introduzidos na rotina de otimizagdo para redugdo da distor¢ao de fase.
Entretanto, o projetista ndo tem controle sobre o avango dos pdlos sobre a faixa de
transicdo e, como consequéncia, algumas componentes fora da faixa de passagem
aparecem no sinal filtrado com a mesma amplitude das componentes de interesse do

sinal.

Sendo assim, o método de projeto apresentado neste capitulo permite introduzir
pontos extremos na faixa de transi¢do, para os quais sdo definidas equagdes que sdo
incorporadas ao sistema de equacdes, permitindo o controle da modelagem do mddulo
da resposta. Na Figura 4.4 um par de polos ¢ posicionado de forma que 2 pontos
extremos sio deslocados para a faixa de transi¢io. E proposto que o maximo valor que a
resposta atinge na faixa de transi¢do € o minimo valor encontrado na faixa de passagem,
ou seja, D(¢“) — J,/2. Desta forma, nenhuma componente fora da faixa de passagem

estara contida com igual amplitude as componentes desejadas no sinal na saida.

H(®)|

Figura 4.4: Alocagdo de pontos extremos na faixa de transicao.
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Pela Figura 4.4 pode-se notar que as equagdes em (4.1) sdo mantidas apenas para os
primeiros N-2 pontos extremos, sendo necessario incluir mais 2 equagdes para o projeto

na faixa de transicao:

|H (/)| |H (")

=(=1)""", 4.12)

onde i = N-1 a N, e 9 define a amplitude do pico introduzido na faixa de transi¢do. Com
as Eqgs. (4.12) garante-se que todas as componentes fora da faixa de passagem sofrem
atenuacdo em relacdo aos sinais de interesse. Apesar de poder ser escolhida
aleatoriamente, mas a fim de estabelecer conexdo entre os desvios, a amplitude o, é

definida como uma fracdo ou um multiplo do ripple na faixa de passagem:

0,=R9, (4.13)

onde R ¢ um valor real qualquer maior que 0. Com o intuito de avaliar a influéncia da
escolha do valor de R no filtro resultante, mais especificamente na atenuacdo obtida
para a faixa de rejeicdo e na distor¢ao do atraso de grupo, um filtro IIR ¢ projetado com
4 polos, sendo 2 deles usados no ajuste dos extremos na faixa de transi¢do, e 8 zeros na
faixa de rejeicdo. Nas Figura 4.5 (a), (b) e (c) sdo mostradas, respectivamente, as
diferentes influéncias no mddulo da resposta nas faixas de passagem e transi¢do, na
distor¢do da resposta de atraso de grupo e atenuacdo na faixa de rejei¢do, para R igual a

0,1[d, (linha so6lida), 0,5[d, (tracejada), 1,009, (pontilhada).

H()|

(@)
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(b)

H(")|

(©)

Figura 4.5: Efeito para R igual 0,109, (solida), 0,509, (tracejada), 1,00d, (pontilhada) nas (a)

faixas de passagem e transicao, (b) atraso de grupo e (c) faixa de rejeicdo.

E observado na Figura 4.5 (a) que o aumento no valor de R move o pico na faixa de
transicdo na direcdo da faixa de rejeicdo e, como consequéncia, na Figura 4.5 (b) a
distor¢do no atraso de grupo ¢ também afastada da faixa de passagem. Entretanto, a
escolha de um valor maior para R provoca também uma reducdo na atenuacao na faixa

de rejeicdo, como observado na Figura 4.5 (c). Portanto, existe um compromisso entre
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distor¢do de fase e atenuacdo, e a escolha do parametro R depende da aplicacdo e das

restricdes impostas pelo projetista.

Apesar de nesta secdo ser mostrado o caso com apenas 2 extremos e um par de
polos na faixa de transi¢do pode-se ainda utilizar um nimero maior de extremos e polos.
Entretanto, neste trabalho os projetos estdo restritos ao caso mencionado aqui.
Resultados comparativos sdo mostrados no Capitulo 7, ressaltando as vantagens do
método proposto com poélos na faixa de transi¢do sobre filtros elipticos e filtros com

pequeno numero de polos.

Ainda que o método proposto nesta secdo seja eficiente na reducao da distorgao,
para determinadas aplicagdes sdo demandados desvios ainda inferiores na resposta de
atraso de grupo. Um método bastante conhecido na literatura e de facil implementacao ¢
o uso de filtros equalizadores, formados por se¢des passa-tudo, como mostrado no
Capitulo 2. Na proxima secao ¢ entdo apresentado um método eficiente para projeto dos

filtros equalizadores.

4.6. Equalizacido do Atraso de Grupo

Os filtros FIR apresentam como grande vantagem sobre filtros IIR a possibilidade de
serem projetados com resposta em fase perfeitamente linear. Em outras palavras, usando
a representacdo utilizada ao longo deste trabalho, resposta de atraso de grupo constante
ao longo de toda faixa. Para casos em que ndo sdo permitidos diferentes atrasos entre as
componentes do sinal filtrado, filtros FIR sdo a escolha segura. Entretanto, para um
grande numero de aplicagcdes, como por exemplo, em telecomunica¢des, pequenas
distor¢des sdo toleradas, e filtros IIR cascateados a filtros equalizadores apresentam
reduzida complexidade se comparado a filtros FIR e, por isso, sdo a escolha mais

eficiente.

Nesta secdo ¢ apresentado um método de projeto de filtros equalizadores,
formados pela conexdo em série de N./2 se¢des passa-tudo de 2a-ordem, baseado no
método da solucdo de sucessivos sistemas de equagdes apresentado anteriormente neste
capitulo. Como visto no Capitulo 2, cada se¢do passa-tudo introduz um pico e,
consequentemente, a resposta de atraso de grupo equalizada apresenta N./2 + 1 picos.

Na Figura 4.6, um caso de equaliza¢do de 4a-ordem qualquer, sdo observados os

2 picos provocados pelas 2 se¢des passa-tudo mais o pico provocado pelo filtro IIR e,
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também, os N, + 2 pontos extremos usados na rotina de otimizagdo para obten¢do das
alocagdes Otimas dos polos/zeros do filtro equalizador. Vale ressaltar que o primeiro
extremo sempre estard na frequéncia w = 0, porém o ltimo extremo pode ocorrer fora
da frequéncia de corte @, desde que o pico gerado pelo filtro IIR esteja dentro da faixa

de passagem, como observado no exemplo da Figura 4.6.

Como para um filtro equalizador de ordem N, existem N, graus de liberdade —
N./2 médulos e N./2 fases dos pares de polos — sdao definidas N, equagdes que serdo

usadas no procedimento de busca:

|H (/)| —|H (¢’*)|=0 (4.14)

parai =1 a N, e @ sdo as frequéncias de ocorréncia dos pontos extremos. Apds a
solugdo das equagdes acima, ¢ obtida uma resposta na qual vales adjacentes possuem a

mesma altura, bem como picos adjacentes.

Equalizador Filtro TIR

YN N

H()

Figura 4.6: Pontos extremos na resposta de atraso de grupo.

Para o sistema de equagdes acima € possivel também simplificar usando uma matriz por
faixas garantindo a existéncia da inversa, bem como reduzindo a complexidade
computacional. Para o ajuste dos pardmetros sdo utilizadas as mesmas restri¢des usadas
para os passos de atualizagdo dos poélos do filtro IIR na secdo 4.4. Assume-se a
convergéncia da rotina de otimizagdo quando um dos critérios de interrup¢ao adotados
também na secao 4.4 ¢ atingido. Resultados para diferentes ordens de equalizadores sao

apresentados no Capitulo 7, ilustrando a eficacia do método proposto nesta se¢ao.
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Capitulo 5

Projeto por Minimizacao do Erro

5.1. Multiplas Faixas de Passagem

O método apresentado no Capitulo 4 ¢ bastante eficiente computacionalmente e
apresenta elevada robustez na convergéncia. Entretanto, para algumas especificacdes
nas quais o filtro possui mais de uma faixa de passagem os métodos de projeto baseados
no algoritmo de Remez nao sdo os mais eficientes, por terem de abrir mao de alguns dos
extremos. Por exemplo, na Figura 5.1 (a) ¢ apresentado um filtro rejeita faixa com N, =
4 e N, = 4, pdlos na primeira e segunda faixas de passagem, respectivamente, com o0s
pontos extremos esperados marcados pelos circulos pretos. Como observado, em cada
faixa de passagem existem 5 pontos extremos, sendo necessarios 4 graus de liberdade

para se obter os desvios especificados, como proposto na Eq. (4.1).

Como discutido na Secao 4.2, o ganho ¢ utilizado para ajustar a resposta
observada na frequéncia de corte a resposta desejada menos a metade do desvio
especificado e, consequentemente em toda a faixa de passagem. Entretanto, como no
caso da Figura 5.1 (a) existem 2 frequéncias de corte, . € @.», 0 ganho s6 pode ser
usado para o ajuste em uma das duas, enquanto na outra faixa de passagem o modulo da
resposta pode oscilar assimetricamente em torno da resposta desejada, como ilustrado

na Figura 5.1 (b).

Para contornar a falta de um grau de liberdade no exemplo da Figura 5.1 (b) e,
utilizar o método proposto no Capitulo 4 para projetar um filtro com as mesmas
especificagdes, um extremo deve ser descartado. Na Figura 5.1 (¢), um extremo foi
eliminado da segunda faixa de passagem e, portanto, com os 4 graus de liberdade — 2
pares de polos — pode-se ajustar os 3 desvios entre os 4 extremos selecionados nesta
faixa, além de adequar o modulo da resposta em ., a resposta desejada através da Eq.
(4.2), apresentada no Capitulo 4, incorporando-a ao sistema de equacdes e a

linearizando-a em termos de todos os parametros de zeros e pdlos, excluindo o ganho.
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Com a modificag@o proposta, ¢ possivel utilizar o método de projeto baseado no
algoritmo de Remez para o projeto de filtros com multiplas bandas. Entretanto, ao
eliminar um extremo a atenuagdo na faixa de rejeicdo ¢ comprometida. Em outras
palavras, o método proposto no Capitulo 4 perde em eficiéncia. A medida que o nimero
de faixas de passagem aumenta, perdem-se mais extremos e, consequentemente, menor

sera a atenuagao obtida.

Na proxima secao ¢ apresentado um método de projeto de filtros IIR que
independe da selecdo de pontos extremos e, consequentemente, permite a adequagdo a
especificagdes com nimero aleatério de faixas de passagem e rejeicdo, sem perda de

eficiéncia.

H()|

H(d)|
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Figura 5.1: (a) Pontos extremos desejados para o projeto do Capitulo 4, (b) extremos

assimétricos em relacdo a resposta desejada, devido a falta de graus de liberdade, (c) exclusdo

de 1 extremo para adequar ao niimero de graus de liberdade.

5.2. Minimiza¢ao da Soma Quadratica dos Erros

Em [9], o autor propde o uso de linearizacdo por Série de Taylor de primeira ordem,
com as derivadas parciais em fungdo dos coeficientes da fun¢ao de transferéncia, para a
minimizacao da soma do quadrado dos erros. Para a solu¢ao do sistema sem restrigoes
e, consequentemente sem garanta de estabilidade, ¢ utilizado o Método dos Minimos
Quadrados [45] com 1+N+M parametros de otimizagdo. O Teorema de Rouché ¢
introduzido para restringir os polos a estarem alocados dentro de uma regido fechada, a
qual pode ser definida dentro do circulo de raio unitirio, a fim de assegurar a
estabilidade. A inser¢do deste Teorema aumenta sensivelmente a complexidade
computacional e requer uma estimativa inicial suficientemente préxima da solugdo
otima.

O método de [9] ndo introduz restrigdes quanto ao posicionamento dos zeros, 0s
quais podem ap0s a convergéncia, ndo estar posicionados sobre a circunferéncia de raio

unitario, reduzindo a eficiéncia nas faixas de rejeigao.

Baseado na proposta inicial do projeto em [9] para a minimizacdo da soma
ponderada dos quadrados dos erros, nesta se¢dao € proposto novo método para projeto de
filtros IIR que atendam especificagdes de moédulo. Os pardmetros de otimizacdo

utilizados sdo, assim como nos Capitulos 3 e 4, as alocagdes de zeros e pdlos, e o ganho.
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O projeto se baseia na solucdo sucessiva de sistemas de equagdes linearizadas com

1+N+M/2, sem restrigdes, o que garante significativa reducdo de complexidade em
comparacao a [9].
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Figura 5.2: Erros (circulos) a serem minimizados nas faixas de (a) passagem e (b) rejeicdo

Utilizando o M¢étodo dos Minimos Quadrados para a solugdo de sistemas sobre-

determinados ndo ha necessidade pela busca dos pontos extremos e ¢ possivel utilizar

um mesmo conjunto de K frequéncias @ — sendo K > 1+N+M/2 — nas quais s@o
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minimizados os erros entre e a resposta desejada e o mdédulo da resposta observada. A
Figura 5.2 (a) e (b) apresenta os erros — marcados pelos circulos — a serem minimizados,
respectivamente, para as faixas de passagem e rejeicdo. A estabilidade do filtro
projetado ¢ assegurada através dos limites usados em cada iteragdo, apds a solugdo do

sistema de equagdes, como usado nos métodos dos Capitulos 3 e 4.

Sao definidas as equacdes para os erros entre a resposta desejada e o moédulo da

resposta nas frequéncias

e,=D(e"")—H (/") (5.1)

parak=1,2, ..., K, onde as frequéncias ) sdo distribuidas ao longo de todas as faixas
de interesse. Seja e o vetor de erros [e e, ... ex]", d o vetor de respostas desejadas [d) da
... dx]", hy a resposta observada [/ hap ... hko]" para um conjunto de pardmetros po, €
utilizando a linearizagdo proposta no Capitulo 2, obtém-se o sistema de equacdes

linearizadas:

e=d—(h,+V-Ap) (5.2)

onde a matriz de derivadas parciais ¢ modificada em relag@o a definicdo do Capitulo 4:

V',
V'h,,
: (5.3)

Vi,
Na defini¢do acima, o vetor gradiente contém um elemento dado pela derivada parcial
da resposta em fun¢ao do ganho G e, entdo, a matriz V possui K linhas e (1+N+M/2)
colunas. Deseja-se minimizar a soma ponderada dos quadrados dos erros:

K
minimizar & ZZ w,e;=¢ We (5.4)
k=1 ’
onde wy ¢ o peso atribuido ao erro da resposta na frequéncia , e a matriz W ¢ tal que
sua diagonal principal é composta pelo vetor [w; ws ... wi]" e todos os outros elementos
sdo nulos. A fun¢ao custo é assume o menor valor quando sua derivada em relagdo a Ap

¢ igual a zero:
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a—"c:—ZVTWeO+2VTWV~A p=0

dAp (5.5)

onde ey ¢ o vetor de erros, d — hy, para o conjunto de parametros po. A solugdo do
sistema de equagdes, ou seja, o vetor contendo as variagdes nos parametros que

minimizam o quadrado da norma-2 dos erros ¢ dado por:

Ap=(V'WV)'V'W-e, (5.6)

A Eq. (5.6) minimiza a soma ponderada do quadrado dos erros nas frequéncias definidas
a priori, e € igual a solucdo para o Método dos Minimos Quadrados Ponderados no qual
sao atribuidos diferentes pesos para cada uma das equagdes do sistema. Se todos os
pesos wy forem escolhidos iguais, entdo os erros entre a resposta desejada e a resposta
em cada faixa de interesse serdo iguais apos a solugdo do sistema. Portanto, a escolha
dos pesos para cada faixa de interesse depende do ripple, d, em dB, e da atenuacdo, 4,
em dB, especificados respectivamente para as faixas de passagem e rejei¢ao. Uma
possivel escolha para os pesos ¢ wy igual a 1 para a faixa de rejeig@o e, para os pesos nas
faixas de passagem, usar a relacdo entre as especificagdes:

B 105/20_ 1
- 107A"/20 (5,7)

Wi
Com a escolha acima, podem-se obter ou ndo as especificagdes desejadas, dependendo
da escolha dos numeros de polos e zeros. Caso o ripple e a atenuagdo ndo sejam obtidas
simultaneamente o projetista deve aumentar o numero de zeros e/ou polos. Caso a
especificacdo nao seja atendida para apenas uma faixa e, haja folga no erro da outra
faixa, podem-se alterar os pesos usados a fim de adequar os erros em ambas as faixas
para os resultados desejados. O efeito na escolha dos pesos sera estudado no capitulo de

resultados.

O método de projeto proposto nesta secao utiliza a Eq. (5.6) para obter o passo
de atualizacdo que deve ser aplicado aos parametros do filtro em cada iteracdo.
Restri¢cdes nas variagdes dos parametros sdo efetuadas apos a solugdo do sistema de
equacdes, como aplicado nos Capitulos 3 e 4, a fim de garantir a estabilidade do filtro,
bem como a robustez de procedimento. A resposta ¢ calculada novamente e sdo obtidos

novos vetor de erros ey € matriz de variagdes V, para os quais se obtém novos passos de

atualizacdo Ap, e assim por diante até que um critério de interrupgao seja satisfeito. Sao
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utilizados os mesmos critérios — um para a maxima variacao entre todos os parametros e
outro para o nimero maximo de iteragdes — dos métodos de projeto apresentados

anteriormente.

Como utilizado no Capitulo 4, pode-se reduzir a complexidade computacional
do projeto aproximando o sistema de equagdes por uma matriz esparsa. Entretanto, a
solucao do sistema envolve a inversa do produto da transposta da matriz de derivadas
pela propria matriz, V'V, e ndo seria direta a aplicagdo dos algoritmos de inversdo
rapida da matriz por faixas. Ainda assim, esta caracteristica representa uma vantagem

sobre 0 método apresentado em [9].

H()|

Figura 5.3: Erros (circulos) com folga e extrapolando o ripple definido (linhas tracejadas).

Projetos de filtro que minimizam a soma quadratica dos erros ndo garantem que o filtro
resultante apresente resposta equiripple. Os maximos erros obtidos apds a convergéncia
dependem da escolha inicial das frequéncias onde sdo avaliados. Esta caracteristica
pode ser interpretada como perda de eficiéncia, uma vez que o maximo erro pode
ultrapassar os desvios estabelecidos ou pode haver folga entre a tolerancia e alguns dos
extremos na resposta final, como observados na Figura 5.3, na qual ambos os casos
ocorrem simultaneamente. A fim de evitar as folgas observadas, na proxima se¢do ¢
apresentado novo método de projeto que busca a solu¢do no sentido minimax e, para o

qual a resposta equiripple ¢ obtida ap6s a convergéncia da rotina de otimizagao.
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5.3. Minimiza¢ao do Maximo Erro

O projeto de filtros digitais no qual o maximo erro ¢ minimizado ¢ denominado
minimax ¢ € aplicado para filtros IIR e FIR. Diferentes técnicas foram propostas na
literatura para a solu¢do deste problema, como second-order cone programming
(SOCP) [10, 11, 19], e Programagdo Linear [26, 49]. SOCP trata problemas nao lineares
por aproximag¢do quadratica, tornando-se eficiente quanto a convergéncia. Entretanto,
restri¢des introduzidas a formulagdo do problema sao apenas condi¢des suficientes nao

garantindo, portanto, a estabilidade dos filtros projetados [9, 12, 13].

Os métodos de projeto que utilizam Programagdo Linear para a rotina de
otimizacao introduzem aproximagdes para o denominador da fun¢do de transferéncia,
ndo garantindo a resposta minimax [49] ou fixando e utilizando-o como parte dos pesos
para a obtencdo dos coeficientes do numerador [26]. Nesta secdo ¢ proposto um método
de projeto por Programagdo Linear para a solu¢do do sistema de equagdes proposto na
se¢do anterior. O novo método garante a estabilidade dos filtros projetados, tal como na

se¢do anterior, porém com a resposta final equiripple.

Geralmente escrito em sua forma primal, para todo problema de Programacao
Linear existe o seu dual [50], o qual ¢ adequado para o projeto de filtros digitais, e ¢

revisto a seguir.

Encontrar as incognitas y;, sujeito as restrigdes:
P
Z YieiSey, k=12, K, (5.8)
=1

de tal forma a maximizar:
P
p=2 By (5.9)
=1

onde P ¢ o numero de incognitas, K, é o nimero de restricdes e Y, ai, [ sdo as

constantes do problema. Para o projeto de filtros digitais, tem-se o problema:

Encontrar as variagdes nos pardmetros — alocagdes de zeros e polos, e o ganho —

do filtro Ap, de forma a minimizar:

S=max w,|D(e“*)—H (e’ (5.10)
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onde wy € o peso atribuido ao erro entre as respostas desejada e observada em cada
frequéncia w, k=1, 2, ..., K, definidas a priori, como no método da se¢do anterior. A
fim de adequar o problema de projeto de filtros a formulacdo dual de Programacao
Linear, o valor maximo do erro, como definido na Eq. (5.10), ¢ incorporado ao vetor de
incégnitas. Os erros em cada uma das frequéncias devem ser menores que 0 maximo

erro e, por isso, compdem as restricdes do problema, como abaixo:

Wk|D(€lwA)—H(€jwk)|<6, kZI,Z,K (511)

para eliminar o uso de fungdes ndo lineares, no caso o modulo do erro, a inequagdo

acima ¢ dividida em duas:

D(e™)—H (/)<
Wy
» » 5.12
H(e'™)=D(e/™)<-5 (5-12)

para cada valor de k. O projeto de filtros digitais proposto nesta secdo ¢, entdo, escrito

na forma dual para solu¢do do problema de Programacdo Linear.

Encontrar o vetor das incdgnitas y:

A
y=[ 5"} (5.13)

contendo P = 2+N+M/2 elementos, de forma a maximizar:

p==0 (5.14)

sujeito as restrigoes:

o)
_vThl,o'Ap_W_<_81,0

1

o)
VThl,o'Ap_W_<el,o

1

o)
_vrhz,o'Ap_W_<_ez,o

2

o)
VThz,o'Ap_W_<62,0
2

(5.15)

“V7hy A p—wi<—eK,O

K

VThK’O'A p_WigeK,O

K
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A formulagdo do problema acima ¢ reescrita em notagdo matricial para aplicacao direta
a algoritmos de solu¢do de Programacao Linear, como por exemplo, no Matlab. A Eq.

(5.14) é reescrita como:

P=V,y (5.16)

onde vy, possui P elementos e, é definido [0 ... 0 -1]7, com os 1+N+M/2 primeiros
elementos iguais a zero. O sistema de inequagdes referentes as restrigdes em (5.15), €

reescrito como:

Vep Y€, (5.17)

sendo a matriz V., modificada em relagdo a defini¢do na Eq. (5.3):

] |
-1
~V'h, —
0,
Vi, =L
1,0 Wl
T |
-V'h,, —
0y,
V. = —
esp VThz,o W_l (5.18)
2
-1
_VThK,O —
Wk
VTh __1
K,0 WK
| |
e o vetor de erros a priori ¢ definido como:
T
€y=|"€1p €19 “E€r9 €29 ... TE€gg €kpo (5.19)

Assim como no método apresentado na Se¢do 5.2., a solu¢do do problema acima ¢ o
conjunto de variagdes que devem ser aplicadas aos pardmetros do filtro, incluindo o
maximo valor do erro §, em cada iteragdo. Em cada nova iteragdo a formula¢do por
Programagdo Linear ¢ refeita utilizando os parametros obtidos na anterior. Apds
sucessivas iteracdes, o conjunto 6timo de pardmetros que satisfazem as especificagdes
de projeto € obtido. Este método de solugdo de problemas nao-lineares através de
sucessivas solucdes de sistemas linearizados por Programacdo Linear ¢ conhecido na

literatura como Programagdo Linear Sucessiva (SLP, na sigla em inglés) [51].
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Como utilizado em todos os métodos de projeto apresentados anteriormente
neste trabalho, ¢ necessario introduzir restrigdes as variagdes nos parametros a fim de
garantir a robustez da rotina de otimizagao bem como a estabilidade do filtro projetado.
Para obtencdo da solu¢do em cada iteragdo sdo utilizados algoritmos fechados e, como
ndo se possui controle sobre os passos efetuados pelos mesmos e, como os algoritmos
lidam eficientemente com restricdes definidas para as incognitas, os limites nas
variacoes dos parametros sao introduzidos na formulagao do problema, e o sistema de

equacdes para as restricdes na Eq. (5.17) ¢é redefinido:

Vipysy, (5.20)

onde Vyip e v, sdo definidos em termos de V., € €, € dos limites definidos no Capitulo 3:

Vesp
1 00 0 0
-1 0 0 0 0
v.=| 0 10 0 0
Yl o -1 0 0 0 (5.21)
0 00 .. 10
0 00 ~1 0
T T
v.=le, L, Ly L, L, .. Lg Ly (5.22)

Deve-se lembrar que a ultima coluna da matriz Vpp é referente a incognita o, a qual ndo
demanda a inclusdo de restricdo. A rotina de otimizacdo cessa quando um dos critérios
de interrupg¢ao ¢ atendido, seja por maxima variagdo entre os parametros ou por nimero

maximo de iteragdes, bem como os métodos apresentados anteriormente neste trabalho.

Resultados do método introduzido nesta secdo sdo apresentados no proximo
Capitulo, comparando com os outros métodos apresentados neste trabalho, assim como

com outros projetos descritos na literatura.

A vantagem dos métodos deste Capitulo sobre os outros métodos apresentados
anteriormente neste trabalho ¢ a possibilidade de introducdo de outros critérios de
otimizag¢do, tais como, especificacdes de distorcdo de fase ou atraso de grupo, nas
derivadas do moddulo da resposta ou na resposta no tempo. Na proxima secdo os
métodos de projeto de filtros digitais introduzidos neste Capitulo sdo modificados a fim

de atender simultaneamente especificagdes de mddulo e atraso de grupo.
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5.4. Projeto de Mddulo e Fase

No Capitulo 4, apos o projeto do filtro IIR que atenda especificagdes no modulo da
resposta, foi apresentado método de projeto de filtros equalizadores de atraso de grupo a
fim de que, o filtro resultante da conexdo em cascata de ambos os filtros atenda
simultaneamente especificacdes de modulo e fase. Apesar de ser uma estrutura
amplamente estudada na literatura [28-43], alguns trabalhos propdem o projeto
simultdneo em uma Unica rotina de otimizagao [9-13, 19-27], reduzindo a complexidade

do filtro resultante.

Sendo assim, nesta se¢do os 2 métodos de projeto de filtros IIR apresentados nas
primeiras secoes deste Capitulo sdao modificados a fim de permitir o projeto simultaneo
de modulo e atraso de grupo. As propostas para modificacdes dos algoritmos sao

descritas nas sub-secdes a seguir.

5.4.1. Minimizacio da soma quadratica dos erros

Para que o filtro projetado atenda especificagdes de modulo e atraso de grupo
simultaneamente, a fun¢do objetivo introduzida na Eq. (5.4) é modificada como definida

abaixo:
K K’
minimizar £'=Y w2+ Y, u,- fl=e' W'e' (5.23)
= =1 '

onde f; sdo os erros da resposta de atraso de grupo nas primeiras K' frequéncias .,

dentro da faixa de passagem — para um filtro passa-baixas, — como definido:
fi=D.(e/")=1(e’") (5.24)

S3o definidos o vetor de todos os erros a serem minimizados e',[ei e; ... ex fi f5 ... fx]',
e a matriz de pesos para todos os erros W', cuja diagonal principal ¢ formada pelo vetor
de pesos [wi wa ... wx uy us ... ug]" e todos os outros elementos sdo iguais a zero. Seja o

sistema de equagdes dos erros:

e=d- (W +T-Ap) (5.25)
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onde d' é o vetor de todas as respostas desejadas [di d> ... dx dr1 dya ... dix]", h'y as
respostas observadas [/ hap ... hxo Tip Too ... Tko]" para um conjunto de pardmetros

po, € T € a matriz de derivadas parciais:

VThl,O
V7hy,

Vihg o
VTTIJO (5.26)
vT"'z,o

V'

Tk0
| L
Sendo assim, a solugdo na Eq. (5.6) para o conjunto de variagdes nos parametros ¢

reescrita para minimizar a fungdo custo definida na Eq. (5.23):

Ap=(T"W'T)'T"W'-¢', (5.27)

onde o vetor de erros e'y ¢ a diferenga entre d' e h'o. Em algumas aplicagdes a inclinagao
da resposta de fase ou o valor médio do atraso de grupo desejados ndo sdo definidos, € o
objetivo ¢ minimizar o desvio em torno de um valor médio qualquer, como apresentado
no Capitulo 4. Para estes casos, assume-se que a resposta desejada para o atraso de
grupo drx, para k entre 1 e K', ¢ igual ao valor médio do atraso de grupo no inicio da

iteracao ;o, calculado para o conjunto de parametros Apy.

Assim como no método apresentado na Se¢do 5.2, a solug¢ao da Eq. (5.27) define
a dire¢do de atualizacdo para os parametros de otimizagdo. E, antes que as variagdes Ap
sejam aplicadas as alocagdes de zeros e polos, bem como ao ganho DC do filtro, as
mesmas restricdes utilizadas em todos os projetos propostos sdo aplicadas. Com isso,

garante-se a robustez do procedimento e estabilidade do filtro projetado.

O procedimento € iterativo e, para cada nova iteracdo, sdo utilizados os
parametros obtidos na iteracao anterior para calculo do vetor ey bem como da matriz T.
O procedimento ¢ interrompido quando a convergéncia ¢ obtida, ou seja, quando um
dos critérios de interrupgdo ¢ satisfeito. Resultados mostrando a eficiéncia do método

proposto sao apresentados no préoximo Capitulo.
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5.4.2. Minimizacio do maximo valor do erro

O projeto no sentido minimax apresentado na Secao 5.4 pode também ser alterado a fim
de satisfazer simultaneamente especificacdes de modulo e atraso de grupo. Para tal fim,
os erros da resposta de atraso de grupo sdo incorporados ao erro maximo definido na

Eq. (5.10):

s=max |w,|D(e’™)~H (/™)

S| Dy () =T ()| (5.28)

onde - sdo as primeiras K' dentre as frequéncias ) nas quais sao avaliados os erros.
As inequagdes de restricdo para os erros do atraso de grupo abaixo sdo incorporadas ao

sistema de inequagdes na Eq. (5.15):

o)
_VTTl,o'AP_M_<_f1,0

1

1)
VT"'l,o'Ap__<f170

Uy

o)
_VTTz,o’A p_u_<_f2,o
2

o)
Vit A P——</2 (5.29)
2
—VTT A _i<_
k' 0oAP uK'\ fK’,O
o)
VTTK',O'A p_u_SfK',O
I

O sistema de inequagdes na Eq. (5.17) € redefinido como:
T, y<e', (5.30)

onde o vetor de erros a priori ¢ definido em termos do vetor de erros na Eq. (5.19), e

dos erros do atraso de grupo em cada frequéncia .-
' W7 r
¢ oz[e o —Sio Sio o —Sko fK’,O] (5.31)

E a matriz Tep ¢ definida em termos da matriz na Eq. (5.18) e das inequagdes (5.29):
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Vesp

—1

-Vit, —

U,

—1

VTTI,O -

T,,= ”1
P (5.32)

T -1

Vit Z

T -1

Vite, ",

Assim como no método de projeto apresentado na Secdo 5.3, as restrigdes para as
variacoes dos parametros sao incorporadas a formulacdo do problema de Programagao

Linear e o sistema de inequacdes em (5.30) ¢ substituido por:

Tiryst, (5.33)

onde Typ € t. sdo definidos em termos de T, €'9 € dos limites definidos no Capitulo 3:

Tesp
1 00 0 0
~1 0 0 0 0
T =l 0 10 0 0
e R S ' 0 0 (5.34)
0 0 0 10
0 0 0 -1 0
W7 r
t=ley L L, L, L, .. Ly Ly (5.35)

O conjunto de parametros 6timos do filtro que atende especifica¢des de modulo e atraso
de grupo ¢ obtido por Programacgdo Linear Sucessiva, como no método de projeto
apresentado na Secdo 5.3. Em cada iteragdo, os passos de atualizacdo para os
parametros sao obtidos com a solucao do sistema da Eq. (5.33), o qual ¢ aplicado a
rotina de Programagdo Linear, por exemplo, no Matlab. Resultados apresentados no
Capitulo 6 mostram a eficacia do método proposto. Comparacdes sdo realizadas com o

projeto proposto na sub-Secdo 5.4.1, bem como com métodos apresentados na literatura.
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Capitulo 6

Resultados

Nos Capitulos anteriores foram apresentadas diferentes metodologias de projeto de
filtros digitais do tipo IIR. Apesar das peculiaridades de cada um, todos os métodos

propostos compartilham duas principais caracteristicas:

» Utilizacdo do ganho DC e das alocagdes de podlos e zeros como

parametros de otimizagao,

* Linearizagdo por Série de Taylor de primeira ordem para determinacgao

do passo de atualizagdo dos parametros.

A primeira caracteristica proporciona maior robustez aos métodos e garantia de
estabilidade para os filtros projetados. Isto porque assegura-se que os podlos estejam
dentro do circulo de raio unitério, condi¢do necessaria e suficiente para a estabilidade. O
uso das alocagdes de polos e zeros possibilita, também, fixar os zeros de transmissao

sobre a circunferéncia de raio unitario, obtendo maior atenuagdo na faixa de rejeigao.

A segunda caracteristica proporciona maior precisao na determinacao dos passos
de atualizagdo, garantindo boa velocidade de convergéncia para a rotina de otimizacao.
E, também, permite estabelecer sistemas de equagdes ou inequacdes linearizadas em
funcdo dos parametros de otimizacdo, possibilitando o uso de diferentes ferramentas
computacionais para os projetos. A combinac¢ao das 2 técnicas permite ainda sensivel
redu¢do na complexidade computacional através da simplificagdo do sistema de

equacdes para uma matriz esparsa, com poucas diagonais principais nao-nulas.

Nas secOes a seguir sao apresentados resultados de projetos de filtros IIR
utilizando os métodos propostos nos Capitulos anteriores. As caracteristicas de cada
metodologia sdo destacadas a medida que os resultados forem apresentados. O método

de projeto por fungdes custo parciais € discutido na préxima se¢ao.
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6.1. Projetos por funcio custo parciais

Além das vantagens mencionadas no inicio deste Capitulo, o método de projeto de
filtros IIR apresentado no Capitulo 3 utiliza fungdes custo parciais para determinacao
dos passos de atualizagdo dos pardmetros em cada iteragdo. Esta caracteristica
proporciona maior controle sobre a rotina de otimizacdo, aumentando
significativamente a robustez do procedimento. Nesta se¢do sdo apresentados resultados

de projetos utilizando o método mencionado a fim de avaliar suas caracteristicas.

Como mencionado no capitulo introdutorio, filtros IIR com numero reduzido de
polos em relacio ao numero de zeros sdo vantajosos para realizacdes fisicas,
especialmente filtros analdgicos discretos no tempo implementados em circuitos
integrados [15, 52]. Filtros elipticos sdo geralmente usados em comunicagdes, por
exemplo, para transmissdo de video [53, 54], porém apresentam efeitos indesejaveis
como elevadas distor¢do de fase e sensibilidade a imprecisdes de processos de
fabricagdo. A fim de avaliar a eficiéncia do método proposto, um filtro passa-baixas ¢

projetado com ntimero reduzido de polos, e ¢ comparado com filtro eliptico equivalente.

Exemplo 6.1.1: Neste primeiro exemplo, o filtro passa-baixas apresenta ripple de 0,4
dB dentro da faixa de passagem até a frequéncia de corte em 0,41t rad/s, e deve
apresentar atenuagao superior a 30 dB na faixa de rejeicdo entre 00,4931t e Ttrad/s. Em
[53, 54] ¢ utilizado filtro eliptico de 5%ordem. Utilizando o método proposto, ¢
projetado filtro com 2 pdlos e 6 zeros conjugados na faixa de rejeicao, € mais um zero

real usado para adequar o extra-ripple observado em DC ao ripple especificado.

Numa primeira abordagem, o filtro ¢ projetado sem o zero real em DC, e o
moddulo da resposta em frequéncia € apresentado na Figura 6.1 (a), em linha tracejada. A
faixa de passagem ¢ enfatizada na Figura 6.1 (b), também em linha tracejada, onde ¢
observada a ocorréncia do extremo extra, extrapolando o ripple especificado. Nas
Figura 6.1 (a) e (b) ¢ apresentado o modulo da resposta para o mesmo filtro quando
introduzido o zero real para contornar o extra-ripple. Observa-se que a atenuagdo na
faixa de rejeicdo ¢ ligeiramente degradada, apesar de ainda atender a especificacdo, bem
como o atendimento ao ripple especificado para a faixa de passagem. Vale ressaltar que
o método de projeto apresentado em [8] ndo converge para um filtro com 2 polos que

atenda as dadas especificacdes. A Figura 6.1 (c) mostra a significativa melhora quanto a
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distor¢do de atraso de grupo do filtro com apenas 2 poélos (linha sélida) quando
comparado a seu correspondente eliptico (linha tracejada). Isto ¢ consequéncia direta do

numero reduzido de pdlos na funcao de transferéncia.
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Figura 6.1: (a) Respostas em moddulo dos filtros projetados para o primeiro exemplo da Sec¢do
6.1., sem (linha tracejada) e com (linha sélida) o zero real em DC, (b) com foco na faixa de
passagem dos filtros, (c) resposta de atraso de grupo para o filtro projetado com zero real (linha

solida) e seu correspondente eliptico (linha tracejada).

Exemplo 6.1.2: Neste segundo exemplo, deseja-se avaliar a robustez do projeto e¢ a
garantia de estabilidade para o filtro resultante. O método ¢, entdo, aplicado ao projeto
de filtro passa-baixas com frequéncia de corte em 0,017t rad/s, ripple na faixa de
passagem de 1 dB, frequéncia limite inferior da faixa de rejei¢do em 0,027t rad/s e
atenuagdo de 35 dB. O filtro eliptico que atende as especificacdes ¢ de 4%-ordem,
enquanto o filtro projetado pelo método de fungdes custo parciais possui 3 polos e 5
zeros, proporcionando ligeira reducdo na complexidade computacional e significativa
reducdo na distor¢do de atraso de grupo. Os modulos das respostas e as respostas de
atraso de grupo sdo apresentados nas Figura 6.2 (a) e (b) para os filtros eliptico
(tracejada) e o filtro proposto (s6lida). Como a faixa de passagem € significativamente
estreita, os modulos das respostas para ambos os filtros sdo mostrados no detalhe da

Figura 6.2 (a).

O diagrama de po6los e zeros do filtro projetado com o método de fungdes custo

parciais ¢ apresentado na Figura 6.2 (c), com foco nos poélos, na qual se observa a
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proximidade destes com a circunferéncia de raio unitario. De fato os pdlos possuem
modulos iguais a 0,9933, o par complexo conjugado e 0,9832, o polo real. A
proximidade com o limiar de estabilidade ressalta a importancia da restricdo aplicada
diretamente aos pardmetros de otimizacdo. Para as especificacdes consideradas o

algoritmo proposto por [8] novamente ndo convergiu.
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Figura 6.2: (a) Respostas em modulo e (b) atraso de grupo do filtro eliptico (linha tracejada) e
do filtro projetado usando fungdes custo parciais para o segundo exemplo da Se¢do 6.1. (¢)

Diagrama com os 3 polos e apenas 2 dos 5 zeros do filtro projetado.

Os resultados acima ilustram as vantagens intrinsecas ao projeto de filtros IIR utilizando
as alocagdes de zeros e polos como pardmetros de otimizagdo. O método por fungdes
custo parciais apresenta significativa robustez mesmo para especificagdes restritivas no
modulo da resposta em frequéncia. As desvantagens do método sdo a necessidade de
obtencdo dos extremos e determinagao dos passos de ajuste inimeras vezes por iteragao,
demandando elevado tempo para convergéncia. Estas desvantagens sdo contornadas
pelo método de projeto com sistemas de equacdes, para o qual sdo apresentados

resultados na proxima se¢ao.

6.2. Projetos por sistema de equacoes lineares

O método de projeto apresentado no Capitulo 4 utiliza pontos extremos no modulo da
resposta para a otimizagao dos parametros, bem como o projeto de [16] para filtros FIR
e, os projetos [6-8] para filtros IIR. Ao contrario destes ultimos, o método proposto
utiliza apenas um intervalo de aproximagdo, ou seja, apenas um sistema de equagdes €
utilizado por iteragdo. Entretanto, ¢ possivel dividi-lo em quantos sistemas de equagdes

forem desejados, caso se deseje reduzir a complexidade. Os impactos por esta possivel
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fragmentacdo sdo perda de precisdo nos ajustes dos pardmetros além da necessidade de
busca pelos extremos mais de uma vez por iteragdo. No limite, cada pardmetro define

um sistema com apenas uma equagao, voltando ao método do Capitulo 3.

Exemplo 6.2.1: Como primeiro exemplo para verificacdo da eficacia, o projeto por
solucdo de sistemas de equagdes lineares ¢ aplicado para um filtro que atenda as
mesmas especificacoes usadas para o Exemplo 6.1.2. O projeto ¢ comparado ao método
da se¢do anterior quanto ao nimero de iteragdes até a convergéncia da respectiva rotina
de otimizacdo. Para a comparacdo sdo alteradas as estimativas iniciais para as alocagdes

iniciais de zeros e polos e também o fator /, definido na Sec¢do 3.3, usado para restrigao

do passo de atualizacao dos parametros.

Sdo considerados, para a comparagdo, 3 métodos de estimativa inicial. O
primeiro ¢ o método apresentado na Se¢do 3.4, no qual todos os pares de polos possuem
modulo b, igual a 0,90. O segundo método ¢ ligeiramente alterado em relacdo ao
primeiro. A partir da observacao de inimeros filtros projetados, para vasta gama de
especificagdes, quanto mais proximo a frequéncia de corte, maior o moédulo do par de
polos. Sendo assim, o par de pdlos mais externo ¢ alocado com modulo boyonigual a
0,95'. O par de polos com a segunda maior fase, ¢ alocado com modulo bayozs igual a
0,952, E assim por diante, até b, igual a 0,95™2%! Desta forma, para referir-se a este

método de estimativa inicial, serda usado o nome exponencial.

Nos dois métodos mencionados acima as fases sdo definidas utilizando a
particdo da faixa de passagem, como introduzido na Se¢do 3.4. O terceiro método de
estimativa inicial, também mencionado no Capitulo 3, utiliza aproximagodes de

Chebyshev do Tipo I e I, respectivamente, para determinagdo dos polos e zeros.

O fator / ¢ variado entre 0,10 e 0,50, com passos de 0,10. As Tabelas 6.1 ¢ 6.2
apresentam os nimeros de iteragdes necessarios para a convergéncia dos métodos por
fungdes custo parciais e por sistema de equagdes lineares, respectivamente. Em todos os
casos, o mesmo resultado foi obtido, atendendo as especificagdes, com os polos

posicionados proximo a circunferéncia de raio unitario.

Os resultados apresentados nas Tabelas 6.1 e 6.2 confirmam a influéncia positiva
na escolha do pardmetro / para redug@o no numero de iteragdes, para ambos os métodos

avaliados. Para o projeto por funcdes custo parciais, a estimativa inicial tem
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significativa influéncia na velocidade de convergéncia. Entretanto, a baixa variagdo no
numero de iteragcdes entre as diferentes escolhas para o pardmetro / demonstra a

robustez do método.

Tabela 6.1 Numero de iteragdes para convergéncia do método por fungdes custo parciais,

alterando as alocagdes iniciais de zeros e p6los (linhas) e do pardmetro de ajuste / (colunas).

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
by=0,90 30 31 31 31 31
b exponencial 28 25 27 27 27
Chebyshev 28 18 15 13 12

Tabela 6.2 Numero de iteragdes para convergéncia do método por sistema de equagdes lineares,

alterando as alocagdes iniciais de zeros e p6los (linhas) e do pardmetro de ajuste / (colunas).

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
by =0,90 43 22 15 13 17
b exponencial 43 22 15 12 11
Chebyshev 43 22 15 11 9

Excetuando os resultados obtidos para / igual a 0,1, em geral o projeto por sistema de
equacdes ¢ mais rapido que o primeiro método. Aliado ao fato de que o mddulo da
resposta em frequéncia para este ¢ calculado apenas uma vez por iteragao, os resultados
mostram que o segundo método proposto € mais eficiente. Os resultados mostram
também que poder-se-ia optar por um valor elevado do parametro /, porém, como o
objetivo do trabalho ¢ obter resultados com robustez, sem demandar velocidade de

convergéncia, opta-se pelo valor definido no Capitulo 3 (/= 0,2).

Os resultados apresentados nas tabelas acima ilustram a robustez dos métodos
desenvolvidos, independente da escolha inicial e do parametro de ajuste /, garantindo a

estabilidade dos filtros projetados.

Exemplo 6.2.2: Como segundo exemplo ilustrativo, ¢ considerado filtro passa-faixas

atendendo as seguintes especifica¢des [23]: faixa de passagem no intervalo 0,28TT< w<
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0,541 com maximo ripple de 0,1 dB, e 2 faixas de rejei¢dao nos intervalos 0 < w< 0,21Te
0,62 < w < T, com minima atenuagdo de 60 dB. Em [23] o filtro projetado que atende
as especificagdes possui M = 12 zeros e N = 12 polos. Utilizando o método proposto,
sdo projetados dois filtros com ordens diferentes de numerador e denominador. O
primeiro filtro ¢ projetado com M = 16 zeros e N = 8 polos, a fim de obter reduzidas
distor¢ao de atraso de grupo e sensibilidade a variagdes nos coeficientes. O modulo da
resposta para este filtro ¢ mostrado na Figura 6.3, em linha sélida. O segundo filtro ¢
projetado com M = 10 zeros e N = 12 polos, obtendo ligeira redu¢cdo em complexidade.
O moédulo da resposta para este ultimo ¢ apresentado na Figura 6.3, em linha tracejada.
Como esperado, em ambos os casos os filtros apresentam caracteristicas equiripple em
todas as faixas de interesse, ao contrario dos resultados apresentados em [23]. Com o
mesmo numero de polos, o método proposto ¢ mais eficiente pois atende as

especificagdes com numero menor de zeros.
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Figura 6.3: (a) Respostas em mddulo dos filtros passa-faixas projetados com o método por
solucdo de sistemas de equagdes lineares, com M=16 e N=8 (linha sdlida) e M=10 e N=12 (linha

tracejada). (b) foco na faixa de passagem dos filtros.

Exemplo 6.2.3: O terceiro exemplo considera as especificagdes para o filtro passa-
baixas de [9, 13, 27], com faixa de passagem entre 0 e 0,407t com ripple de 0,2 dB,
faixa de rejeicao entre 0,567t e T, com atenuag¢dao minima de 30 dB. Em [9, 13, 27] as
especificagdes sdo utilizadas em projetos simultdneos para a resposta em modulo e
atraso de grupo. Apesar do método proposto considerar apenas a resposta em modulo, o
resultado sera usado para comparagdes nas proximas seg¢des quanto a complexidade

computacional, entre outras caracteristicas.

Com o intuito de reduzir a distor¢ao de atraso de grupo, o método foi utilizado
para projetar um filtro com M = 6 zeros, sendo 5 para modelagem da faixa de rejeigao e
1 para ajuste do extra-ripple em DC, e N = 2 pdlos. O modulo da resposta em
frequéncia ¢ apresentado na Figura 6.4 (a) e (b) para toda a faixa de frequéncias e
apenas na faixa de passagem, respectivamente, ambas em linhas sélidas. O filtro eliptico
que atende as mesmas especificagdes ¢ projetado com M = N = 4, e o moddulo da
resposta ¢ apresentado também nas Figs. 6.4 (a) e (b), em linhas tracejadas. As respostas
de atraso de grupo para ambos os filtros sdo apresentadas na Figura 6.4 (c), seguindo o

mesmo padrao de linhas para a exibigao.
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Como principais vantagens observadas para o método proposto em relagdo aos
projetos [9, 13, 27] sdo, novamente, a garantia de estabilidade do filtro projetado ¢ a
garantia de posicionamento dos zeros, para a faixa de rejeigao, exatamente em cima da
circunferéncia de raio unitario — premissa do projeto. Comparagdes quanto a distor¢ao

de atraso de grupo e complexidade serdo realizadas nas proximas segdes.
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Figura 6.4: (a) Respostas em modulo dos filtros passa-baixas projetados com o método por

o

sistemas de equagoes lineares, com M=6 ¢ N=2 (linha s6lida) e filtro eliptico com M=N=4 (linha

tracejada), (b) faixa de passagem dos filtros e (c¢) atraso de grupo.

Os resultados apresentados até o0 momento consolidam as vantagens mencionadas para o
projeto de filtros IIR por solugdo de sistemas de equagdes lineares. Na proxima se¢do €
abordada a simplificagdo para matriz por faixas com o objetivo de reduzir a

complexidade computacional.

6.3. Simplificacdo com matriz por faixas

Nesta se¢do ¢ avaliada a eficacia da simplificacdo do sistema de equacdes lineares para
uma matriz por faixas. Esta aproximagdo ¢ possivel pois, utilizando as alocagdes de
polos e zeros como parametros de otimizagdo, cada um tem influéncia mais significativa
numa regido estreita da resposta em frequéncia e, consequentemente, para um pequeno

numero de colunas e linhas na matriz que representa o sistema.

Nas simulag¢des a seguir nao sdao usados métodos eficientes para o calculo da
inversa da matriz por faixas. Por isso, ndo sdo realizadas comparacdes quanto a nimero

de operagdes. Os resultados sdo utilizados para avaliar a validade da aproximacao.
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Exemplo 6.3.1: Neste exemplo ¢ considerado o filtro passa-faixas com as
especificagdes do Exemplo 6.2.2. Para o primeiro caso, com 16 zeros e 8 polos, a matriz
que representa o sistema de equagdes possui dimensdes 15x15 e, com a matriz cheia — L
igual a 14 — a rotina de otimizacdo precisa de 15 iteragdes para a convergéncia.
Reduzindo a largura da faixa para L igual a 3 o tempo de convergéncia tem leve
aumento para 16 iteragdes. Como discutido no Capitulo 4, esta aproximagao € suficiente
para reduzir — caso fossem utilizados algoritmos eficientes para determinagao da inversa
— a complexidade computacional de 15° para (1+3)x15%, redu¢do de aproximadamente
75% no nimero de operacdes aritméticas. Reduzindo ainda mais a largura de faixa para
L igual a 2 e 1, o tempo de convergéncia ¢ elevado, respectivamente, para 21 e 23
iteracdes. Ainda assim, o potencial de reducdo na complexidade, por iteracdo, ¢ de 80%

e 87%, respectivamente.

Quando considerado o filtro com 10 zeros e 12 pdlos, com matriz de dimensodes
16x16, a rotina necessita de 16 iteracdes para a convergéncia. Reduzindo a largura de
faixa para L igual a 3, o nimero de iteracdes ndo ¢ alterado e a reducdo na
complexidade ¢ de 75%. Por sua vez, reduzindo a faixa para L igual a 1, o nimero de
iteracOes para a convergéncia ¢ elevado para 25, enquanto a reducdo no numero de

operagdes aritméticas € superior a 87%.

A estimativa inicial utilizada para todas simulagdes foi a mesma apresentada no
Capitulo 3. Os resultados obtidos com a aproximacdo sdo exatamente 0s mesmos
obtidos na secao anterior, consolidando a aproximacao por matriz por faixas. A reducao
na complexidade computacional, sem perda de eficiéncia e robustez, mostra o potencial
para utilizagdo do projeto para aplicagdes em tempo real, como por exemplo, para

filtragem adaptativa de filtros IIR no dominio da frequéncia.

6.4. Polos na faixa de transicao

Além da complexidade computacional, ao se projetar filtros IIR geralmente se dedica
atengdo a distor¢ao da resposta em fase ou atraso de grupo, equivalentemente. Quanto
mais proximo de resposta constante na faixa de passagem, menor a distor¢cao das
componentes do sinal filtrado. Como introduzido no Capitulo 4, € possivel mover o pico

mais externo da faixa de passagem para a faixa de transi¢do, movendo o respectivo par
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de polos para esta faixa. A idéia se originou na observacao dos resultados de [48], onde

os algoritmos permitem extensdo da faixa de passagem para redugdo da distor¢ao.

Exemplo 6.4.1: Como primeiro caso, ¢ considerado um filtro com faixa de passagem
entre 0 e 0,05p, com ripple de 0,2 dB, faixa de rejeicao entre 0,10p e p, com atenuagao
minima de 60 dB. Em [48] o filtro ¢ projetado contendo 7 zeros e 7 p6los, e 0 modulo
da resposta em frequéncia € apresentado em linha tracejada na Figura 6.5 (a). Usando o
método proposto, um filtro € projetado com 10 zeros e 5 pdlos, sendo 2 para modelagem
da faixa de transi¢do, e o modulo da resposta é apresentado também na Figura 6.5 (a),
em linha sélida. No detalhe da figura estdo os médulos das respostas de ambos os filtros
na faixa de passagem e comeg¢o da faixa de transi¢do. Neste exemplo, foi utilizado o
ripple para a faixa de transi¢do & igual a 10% do ripple da faixa de passagem, Jp.

Foram necessarias 12 iteragdes para a convergéncia da rotina de otimizacao.

Na Figura 6.5 (b) sdo apresentadas as respostas de atraso de grupo do filtro
proposto (linha sélida) e do filtro projetado em [48] (linha tracejada). Os resultados
mostram que o atraso de grupo do filtro proposto apresenta significativa reducao no
valor médio da resposta em comparagdo ao filtro em [48]. No caso de permitir que o
ripple da faixa de transi¢do seja igual ao ripple da faixa de passagem, a distor¢do do
atraso de grupo ¢ reduzida, como ilustrado na Figura 6.5 (c), onde a linha so6lida

representa a resposta para o = 0,1[d, e a linha tracejada para J = J,.
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Figura 6.5: (a) Respostas em modulo do filtro com par de pdlos na faixa de transi¢ao (linha
solida) e filtro projetado em [48] (linha tracejada), (b) foco nas faixas de passagem e transi¢ao
dos filtros e (c¢) atraso de grupo para filtros projetados pelo método proposto, com diferentes

ripples na faixa de transicao.

Exemplo 6.4.2: Como segundo exemplo do método proposto, ¢ considerado filtro

passa-baixas de [9, 13, 27], com faixa de passagem entre 0 e 0,407t com ripple de 0,2
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dB, faixa de rejei¢cdo entre 0,567t e T, com atenuacao minima de 30 dB. Na Secdo 6.2,
foi considerado um filtro contendo 2 poélos, 5 zeros na faixa de rejeicdo e um zero em
DC, para eliminar o extra-ripple. Nesta se¢ao, um filtro € projetado contendo 4 pdlos,
sendo 2 para modelagem da faixa de transi¢dao, e 5 zeros na faixa de rejeicao, € o
modulo da resposta ¢ apresentado nas Figuras 6.6 (a) e (b), em linha solida. O médulo
da resposta de um filtro eliptico de 4a-ordem ¢ também apresentado nas Figuras 6.6 (a)

e (b), em linha pontilhada-tracejada.
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Figura 6.6: (a) Respostas em modulo do filtro projetado com método proposto (linha sélida) e
filtro eliptico de 4a-ordem (pontilhada-tracejada), (b) faixa de passagem e (c) atraso de grupo

para os mesmos, ¢ filtro projetado na Sec¢do 6.2 com zero DC (tracejada).

As respostas de atraso de grupo para o filtro projetado (linha so6lida), do filtro eliptico
(linha pontilhada-tracejada) e para o filtro projetado na Secdo 6.2 (linha tracejada) sdo
apresentadas na Figura 6.6 (c), onde se percebe a significativa reducdo na distor¢do, da

ordem de 50%.

Os resultados confirmam a validade do método de projeto de filtros IIR proposto
na Sec¢do 4.5 para redugdo da distor¢ao do atraso de grupo. Porém, os filtros projetados
ndo possuem as respostas equiripple, ou seja, existe diferenga de atraso entre as
componentes do sinal filtrado dentro da faixa de passagem. E, por isso, na proéxima

se¢dao o método de equalizagdo proposto no Capitulo 4 ¢ avaliado.

6.5. Equalizacio do atraso de grupo

Para analisar o método de equalizacdo de atraso de grupo proposto na Sec¢do 4.6, sdao
consideradas as especificacoes de [9, 13], e para isso, sdo utilizados os filtros projetados
no Exemplo 6.2.3, com 2 polos e 6 zeros — sendo 1 em DC — e no Exemplo 6.4.2, com 4
p6los — sendo 2 deles na faixa de transicdo — e 5 zeros. Ambos os filtros projetados em

[9, 13] atendem as especificacdes com 4 polos e 15 zeros, sendo que o ultimo apresenta
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ligeira redu¢do na distor¢do de atraso de grupo em relacdo ao primeiro. A fim de obter
desvios nas respostas de atraso de grupo da mesma ordem de grandeza dos observados

para os filtros de [9, 13], sdo utilizados os dois exemplo listados abaixo:

Exemplo 6.5.1: Projeto de filtro equalizador de 4a-ordem para o filtro com zero em DC

do Exemplo 6.2.3.

Exemplo 6.5.2: Projeto de filtro equalizador de 2a-ordem para o filtro com poélos na

faixa de transicdo do Exemplo 6.4.2.

As respostas de atraso de grupo para os filtros equalizados dos exemplos acima sdo
apresentadas em linhas pretas na Figura 6.7 (a), respectivamente, em linhas tracejada e
solida. A figura também apresenta as respostas dos filtros de [9, 13] em linhas cinzas,
respectivamente, tracejada e solida. A figura mostra que o menor atraso médio ¢
observado para o filtro proposto com par de pdlos modelando pico na faixa de transi¢do
— redugdo superior a 50%. Em seguida, o filtro com apenas um par de pdlos e com zero
real para eliminar a ocorréncia do extra-ripple em DC possui ainda significativa reducao

no atraso médio quando comparado ao filtros de [9, 13].

Entretanto, a fim de comparar também a magnitude dos desvios, na Figura 6.7
(b) sdo apresentadas as mesmas respostas, subtraindo-se o maior valor na faixa de
passagem. E observado que os filtros de [9, 13] possuem reduzida distor¢do de atraso de
grupo para grande parcela da faixa de passagem, porém proximo a frequéncia de corte o
desvio ¢ significativamente superior. Por outro lado, o filtro proposto com poélos na
faixa de transicao possui o menor desvio se considerada toda a faixa de passagem, com
ligeira redugdo em relagdo ao filtro de [13]. O filtro com apenas 2 p6élos € com zero em
DC, e o filtro de [9] apresentam aproximadamente o mesmo valor maximo de desvio, se

considerada toda a faixa de passagem.

Os filtros em [9, 13] sdo projetados com 15 zeros e 4 podlos, porém, como
mencionado por [9], ndo ¢ possivel assegurar que os zeros estejam alocados sobre a
circunferéncia de raio unitario. Sendo assim, os filtros sdo realizados com 19

multiplicadores. Caso os zeros sejam forcados com raio unitario, entdo os filtros podem
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ser implementados com 14 multiplicadores, ao custo de alguma distor¢ao nas respostas

em frequéncia.
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Figura 6.7: (a) Atraso de grupo dos filtros com 2 pdlos e zero DC (linha tracejada preta), polos
na faixa de transicao (solida preta), de [9] (tracejada cinza) e de [13] (solida cinza). (b)

Respostas subtraindo o respectivo maior valor na faixa de passagem.
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Por outro lado, os filtros projetados com os métodos propostos neste trabalho possuem
os zeros alocados perfeitamente sobre a circunferéncia de raio unitario, resultando em
maior eficiéncia da implementagdo. O filtro projetado com 1 par de pdlos e zero em DC
possui, além destes mencionados, outros 5 zeros e, entdo, pode ser implementado com 6

multiplicadores, além dos 8 utilizados no filtro equalizador projetado, totalizando 14.

Por sua vez, o filtro proposto com par de pdlos na faixa de transicdo possui 5
zeros ¢ 4 polos, podendo ser implementado com 7 multiplicadores, além dos 4
utilizados no filtro equalizador. Com um total de 11 multiplicadores, este ultimo filtro
possui a menor complexidade entre os filtros considerados e, aliado ao menor desvio de

atraso de grupo, comprovam as vantagens do projeto proposto.

Os exemplos comparativos apresentados acima permitem observar também a
eficacia do método de projeto de filtros equalizadores para diferentes filtros IIR. Para o
filtro com par de pdlos na faixa de transi¢ao foi projetado equalizador de 2a-ordem em 5
iteragoes. Para o filtro com apenas 1 par de pdlos e zero em DC a rotina de otimizagao

convergiu em 5 iteragdes para o equalizador de 4a-ordem.

Exemplo 6.5.3: Para nova avaliagdo do método de projeto proposto, sdo realizadas
equalizacdes de 8a-ordem para os filtros com par de polos na faixa de transi¢ao e, com 1
par de pdlos e zero em DC, cujas respostas de atraso de grupo sdao apresentadas na
Figura 6.8 (a), respectivamente, em linhas sdlida e tracejada. No primeiro caso, o desvio
maximo observado ¢ da ordem de 107, e equalizagdes de ordem superior apresentam
dificuldade de convergéncia devido a ordem de grandeza e da precisdo na inversdo da
matriz de derivadas. Por outro lado, o segundo filtro considerado apresenta maior
distor¢do e por isso, pode-se ainda projetar equalizadores de 10a- e 12a-ordens, cujas
respostas sdo apresentadas na Figura 6.8 (b), respectivamente, em linhas solida e

tracejada.

Na Figura 6.8 (b) sdo observados desvios acentuados proximo a frequéncia de
corte do filtro. Estes casos ocorrem porque o atraso provocado pelo filtro equalizador ¢
muito superior ao atraso de grupo do filtro IIR original. Estes casos foram tratados nos
trabalhos [42, 43], nos quais ¢ proposta a inclusdo de uma se¢do de filtro passa-tudo
extra para elevar o atraso de grupo na frequéncia de corte, igualando ao maximo desvio

observado nas baixas frequéncias.
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Os exemplos apresentados nesta secdo ilustram a eficadcia do método proposto
para o projeto de filtros equalizadores de atraso de grupo. O método pode ser
igualmente aplicado para a equalizagao da resposta do atraso de fase ou para resposta

em fase.
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Figura 6.8: (a) Atraso de grupo para os filtros com 1 par de pdlos e zero DC (linha tracejada) e
proposto com polos na faixa de transicao (linha sélida) com equalizagdo de 8a-ordem. (b)
Atraso de grupo para o filtro com 1 par de polos e zero DC com equalizagdes de 10a-ordem

(linha solida) e 12a-ordem (linha tracejada).
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Por outro lado, como discutido anteriormente, muitos autores t€m focado no projeto de
filtros que atendam simultaneamente especificacdes de modulo e fase. Porém, antes de
abordar estes casos, apresentaremos nas proximas sec¢des resultados para os métodos

propostos nas Segdes 5.2 e 5.3.

6.6. Minimizacao da soma quadratica dos erros

O método de projeto por minimos quadrados foi introduzido inicialmente para contornar
a dificuldade de aplicacdo do método de sistema linear para filtros com mais de 1 faixa
de passagem. Isto porque este método ndo necessita da obtencao dos pontos extremos da
resposta nas faixas de interesse, a qual ¢ uma etapa critica dos projetos anteriores. Por
outro lado, apresenta significativo aumento na complexidade, como debatido no
Capitulo 5. O método, portanto, ¢ mais apropriado para aplicacdes onde diferentes
especificagdes sdo desejadas, como por exemplo, projeto simultdneo de modulo e fase,

o qual sera abordado na Se¢do 6.8.

No entanto, nesta se¢ao os resultados estdo restritos ao projeto de filtros IIR
atendendo especificagdes de resposta em modulo. Apesar de vantajoso, o projeto
proposto na Secdo 4.5, com poélos na faixa de transi¢ao, o qual apresentou os melhores
resultados nas se¢des anteriores nao ¢ aplicado para os métodos daqui por diante. Este

caso sera estudado em trabalhos futuros.

O objetivo dos exemplos que seguem ¢ avaliar a escolha nos parametros de
projeto, isto ¢, o numero de pontos € o peso a utilizar em cada uma das faixas de
interesse. Em todos os casos sdo utilizadas as especificagdes de [9, 13] empregadas nas
se¢Oes anteriores, a fim de avaliar a eficicia do método proposto para diferentes

numeros de pontos — equacdes — e diferentes pesos nas faixas de interesse.

Para os projetos, ¢ considerado um filtro com 4 podlos e 4 zeros, que
correspondem a ordem do filtro eliptico que atende as especificacdes. O peso wy para a
faixa de passagem ¢ fixado em 1, enquanto o peso para a faixa de rejeicao € obtido

usando a Eq. (5.7). No exemplo, o peso para a faixa de rejeicdo ¢ igual a 0,74.

Exemplo 6.6.1: Inicialmente ¢ utilizado o mesmo numero de pontos do projeto por
sistema de equagdes lineares do Capitulo 4. Ou seja, para o filtro selecionado, sdo

utilizados N+1 = 5 pontos na faixa de passagem e M/2+1 = 3 pontos na faixa de
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rejeicdo. Como definido no Capitulo 5, os pontos sdo distribuidos uniformemente nas
respectivas faixas, incluindo as frequéncias limitrofes. Apds a convergéncia da rotina, a
resposta em modulo nas faixas de passagem e rejeicao resultantes sdo apresentadas em
linhas solidas, respectivamente, nas Figura 6.9 (a) e (b). As frequéncias utilizadas na
rotina de otimizag¢do estdo marcadas com X. Observa-se na Figura 6.9 (b) que a
atenuagdo especificada ¢ atendida, muito embora os pontos escolhidos ndo cubram a
regido onde a menor atenuagdo ¢ observada (~ 0,6511). Por outro lado, o ripple na faixa
de passagem ndo ¢ atendido, também porque a escolha do niimero de pontos nao

permite melhor cobertura na regido onde ¢ observado o maior desvio (~ 0,37).

Para contornar a falta de cobertura nas regides criticas, poder-se-ia optar entre
duas solugdes: mover um ponto para a regido nao coberta, ou aumentar o nimero de
pontos. Neste trabalho, opta-se pela segunda opgao. Sendo assim, os nimeros de pontos
utilizados na modelagem das faixas de passagem e rejei¢do sdo incrementados para 6 e
4, respectivamente. O resultado ¢ mostrado nas Figuras 6.9 (a) e (b), em linhas
tracejadas, com os pontos utilizados na rotina marcados com O. Nota-se que 0 maximo

desvio na faixa de passagem foi reduzido, mas ainda supera o ripple especificado.

Aumentando os numeros de pontos para 7 na faixa de passagem e 5 na faixa de
rejeicdo, obtivemos os resultados apresentados nas Figuras 6.9 (a) e (b) em linhas
tracejada-pontilhadas, com os pontos utilizados marcados por +. Mais uma vez o desvio
¢ reduzido, porém ainda supera o maximo estabelecido. As Figura 6.9 (a) e (b) mostram
que a medida que se aumenta o numero de pontos, maior torna-se a cobertura das
regides onde ocorrem os maiores desvios na resposta e, consequentemente, 0 maximo

desvio ¢ reduzido.

Para atender as especificagdes foi necessario aumentar o nimero de pontos nas
faixas de passagem e rejeicdo, respectivamente, para 12 e 6, o que produziu os
resultados apresentados na Figura 6.10 em linhas tracejadas, onde os pontos utilizados

estao indicados pelo simbolo O.
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Figura 6.9: Resposta em modulo para o filtro com 4 zeros e 4 pdlos na faixa (a) de passagem e
(b) de rejeicdo. Otimizagdo com 5 pontos na faixa de passagem e 3 na faixa de rejeicao (linha

solida), 6 e 4 pontos (tracejada) e 7 e 5 pontos (tracejada-pontilhada).

Entretanto, mesmo com o aumento indicado no niimero de pontos, nota-se que o0s
pontos definidos para a faixa de passagem ndo cobrem a regido do maior desvio. Para
efeito de analise, o numero de pontos na faixa de passagem foi elevado até que um dos

pontos fosse escolhido suficientemente proximo ao maior pico da curva de erro.
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Para atender as especificagcdes de desvio, o niimero de pontos na faixa de
passagem foi escolhido igual a 16, e o resultado ¢ apresentado nas Figura 6.10 (a) e (b)
em linhas solidas, com os pontos marcados com *. Nas figuras observa-se que a

resposta atende as especificagdes em ambas as faixas de interesse.
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Figura 6.10: Resposta em modulo do filtro com 4 zeros e 4 pdlos na faixa (a) de passagem e (b)
de rejeicdo. Otimizagdo com 16 pontos na faixa de passagem e 6 na faixa de rejeigdo (linha

solida) e 12 e 6 pontos (tracejada).
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Os resultados apresentados acima mostram que quanto maior 0 nimero pontos, maior a
precisdo na otimizacdo. Entretanto, uma quantidade grande de pontos implica em
aumento da complexidade computacional. Apesar disso, para garantir a obtengdo de
resultados precisos, pode-se optar pelo uso de 4N pontos na faixa de passagem e 2M
pontos na faixa de rejeicdo. Vale ressaltar que, para o projeto de filtros com
especificagdes bastante restritivas, por exemplo, com faixa de transicdo

significativamente estreita, pode ser necessario um numero maior de pontos.

Observa-se pela Figura 6.10 (a) que, para o exemplo com 16 pontos na faixa de
passagem, existe uma folga entre o ripple obtido (0,13 dB) e o especificado (0,20 dB).
Com isto, € possivel reduzir proporcionalmente o peso atribuido a faixa de passagem a

fim de aumentar a atenuagdo na faixa de rejeig¢do, aproveitando-se da folga observada.

Exemplo 6.6.2: Para este exemplo, aumenta-se o peso na faixa de rejei¢ao de 0,74 para
0,93 e o resultado ¢ apresentado em linhas solidas na Figura 6.11. Neste caso, a
atenuagdo na faixa de rejei¢ao foi elevada de 32 dB para 33,5 dB, enquanto o ripple na

faixa de passagem foi elevado de 0,13 dB para 0,20 dB.

Para avaliar o impacto na determinacdo dos pesos, o peso na faixa de rejei¢ao ¢
elevado para 10, enquanto na faixa de rejeicao o peso ¢ mantido igual a 1. Os resultados
sao também apresentados na Figura 6.11, em linhas tracejadas. Neste caso, a atenuagao
¢ elevada para 40 dB enquanto o ripple ¢ de 0,9 dB. O ndo atendimento a especificacao
de desvio na faixa de passagem, para este caso, ja era esperada uma vez que a escolha

anterior dos pesos havia resultado em desvio exatamente sobre a especificagao.

Os resultados anteriores mostram que a Eq. (5.7) ¢ uma boa estimativa para
determinagdo do peso na faixa de rejeicdo. Entretanto, ¢ possivel manipular os pesos
entre as faixas a fim de se obter a maior atenuag¢do possivel, sem que seja observada

folga no desvio na faixa de passagem.

Os resultados mostram também que nenhuma das solugdes € equiripple. O
projeto por minimos quadrados obtém a solu¢do no sentido least squares o que nao
garante que todos os pontos usados na otimizagdo possuam 0 mesmo erro apos a
convergéncia. Por outro lado, otimizacdo no sentido minimax produz, em geral, erros
iguais em todas as frequéncias utilizadas. Na se¢do a seguir, o método proposto para a

solugdo equiripple é avaliado.
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Figura 6.11: Resposta em modulo na faixa (a) de passagem e (b) de rejeigdo do filtro com 4

zeros e 4 polos. Otimizagao com peso na faixa de rejeicao 0,93 (linha solida) e 10 (tracejada).

6.7. Minimizacao do maximo valor do erro

Para a solugdo do problema no sentido minimax foi proposto no Capitulo 5 o método
por Programagdao Linear Sequencial. O objetivo nesta secdo ¢ avaliar a validade do
método proposto e comparar com os resultados obtidos na secao anterior. Portanto, nos

exemplos seguintes novamente ¢ considerado filtro com 4 zeros e 4 pdlos.
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Exemplo 6.7.1: Na primeira avalia¢do, os pesos nas faixas de passagem e rejeicao sao
definidos como 1,0 e 0,74, respectivamente. O objetivo neste caso ¢ também avaliar a
influéncia da escolha do niimero de pontos para a otimizac¢do. Para tal, o projeto ¢
realizado com 6 pontos na faixa de rejeicdo e para a faixa de passagem sao realizadas 2
diferentes escolhas: 12 e 16 pontos. Os resultados sdo mostrados na Figura 6.12 em
linhas tracejadas e solidas, respectivamente. Bem como no projeto por minimos
quadrados, uma escolha inadequada no ntimero de pontos pode resultar em resposta que
ndo satisfaca as especificagdes, mesmo que para os pontos avaliados estas sejam

satisfeitas.

Observando as respostas na Figura 6.12, os pontos — X ou O — mais afastados da
resposta desejada (0 dB) possuem o mesmo desvio, ou seja, a resposta € equiripple
nestas frequéncias. No projeto com 12 pontos na faixa de passagem, a resposta nao ¢
equiripple pois os pontos escolhidos ndo cobrem o intervalo onde o maior erro ¢
observado. Por outro lado, para o projeto com 16 pontos, apesar de um ligeiro sobre-
desvio, a resposta pode ser considerada equiripple, e atende o ripple especificado. Para
este caso, a atenuagdo obtida na faixa de rejeicdo ¢ de 36,5 dB. O resultado obtido com
o0 projeto por minimos quadrados, com os mesmos niumeros de pontos e pesos, apresenta
ripple de 0,13 dB e atenuagdo de 32 dB. Ou ainda, com o peso elevado para eliminar a

folga no ripple, na faixa de rejei¢ao a atenuacao obtida foi de 33,5 dB.
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Figura 6.12: Resposta em modulo na faixa (a) de passagem e (b) de rejeigdo do filtro com 4
zeros e 4 polos. Projeto por Programacao Linear Sequencial com 16 pontos na faixa de

passagem e 6 na faixa de rejeicdo (linha sélida) e 12 e 6 pontos (tracejada).

Exemplo 6.7.2: Para avaliar a influéncia na escolha dos pesos, sdo projetados dois
outros filtros variando apenas o peso atribuido a faixa de rejeicao. Para o primeiro caso,
com peso igual a 0,93, o filtro resultante apresenta resposta em modulo como
apresentado na Figura 6.13 em linhas s6lidas. No segundo caso, com peso igual a 10, o
filtro resultante apresenta resposta em moédulo como apresentado na Figura 6.13 em
linhas tracejadas. Ambas as respostas possuem atenuacao elevada — devido ao aumento
no respectivo peso —, porém ambos os desvios na faixa de passagem excedem o ripple
especificado. Tal fato era esperado uma vez que a escolha inicial dos pesos havia

resultado em desvio na faixa de passagem sem nenhuma folga.

Os resultados apresentados ilustram a maior eficiéncia do projeto no sentido
minimax, executado através da Programacao Linear Sequencial, quando comparado ao
método avaliado na secdo anterior. Vale ressaltar que nos exemplos sdo consideradas
apenas especificagdes para a resposta em modulo. O exemplo apresentado nesta secao
consolida a Eq. (5.7) como boa estimativa para os pesos utilizados nas faixas de
interesse. Dependendo apenas de uma boa escolha no niimero de pontos, o ripple

especificado ¢ obtido e uma maior atenuagdo na faixa de rejeicao € observada.
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Figura 6.13: Resposta em médulo na faixa (a) de passagem e (b) de rejeicao do filtro com 4

zeros e 4 pdlos. Otimizagdo com peso na faixa de rejeicao igual a 0,93 ( sélida) e 10 (tracejada).

Entretanto, ¢ importante observar que o método avaliado aqui apresenta maior
complexidade computacional, uma vez que em cada iteragio um problema de
Programagdo Linear ¢ solucionado. Sendo assim, dependendo da aplicacdo e do meio no
qual a rotina de otimizagdo ¢ executada, o método avaliado na se¢do anterior pode ser
mais apropriado. Na se¢do a seguir ambos os métodos sdo comparados quando

introduzidas especificacdes para a resposta de atraso de grupo.
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6.8. Projeto simultineo de médulo e atraso de grupo

Muitos trabalhos na literatura propdem o projeto de filtros atendendo simultaneamente
especificagdes de resposta em moddulo e fase/atraso de grupo. No Capitulo 5, os
métodos de projeto por minimizacdo da soma quadratica dos erros € por minimiza¢ao
do maximo erro foram modificados para permitir o projeto conjunto, os quais sdo

avaliados nesta secao.

Exemplo 6.8.1: Para avaliar seus desempenhos, s3o consideradas as mesmas
especificagdes usadas na se¢do anterior [9, 13]. Na secdo 6.5 o método de equalizagao
foi utilizado para comparar a distor¢do de atraso de grupo entre os projetos de [9, 13]
com o filtro projetado na Secdo 6.4, com par de pdlos na faixa de transi¢ao. Os
resultados mostraram que o filtro proposto cascateado a filtro equalizador de 2*-ordem
apresentou o menor desvio dentro da faixa de passagem, e ainda assim o menor nimero

de multiplicadores — 11 no total — na implementagao.

A fim de projetar filtros com a mesma complexidade de 11 multiplicadores, sao
considerados filtros com 4 podlos e 10 zeros, sendo 6 para modelagem da faixa de
rejeicdo e 4 para reducdo da distorcdo de atraso de grupo na faixa de passagem. A
Figura 6.14 (a) ilustra a resposta em modulo dos filtros projetados pelos métodos dos
minimos quadrados (MMQ) e programacao linear sequencial (SLP), em linhas pretas
solida e tracejada, respectivamente. Os filtros de [9, 13] também s3o apresentados na

mesma figura em linhas cinzas so6lida e tracejada, respectivamente.

Para 0 método MMQ foram utilizados os pesos iguais a 1,0, 0,5 e¢ 0,8,
respectivamente para as faixas de passagem e rejeigao da resposta em modulo, e para a
resposta de atraso de grupo. Por sua vez, para o método SLP os pesos foram escolhidos

iguais a 1,0, 0,35 e 0,7, respectivamente.

Na Figura 6.14 (b) sdo apresentadas as respostas de atraso de grupo dos 4 filtros,
enquanto na Figura 6.14 (c¢) as mesmas respostas sdo apresentadas subtraindo-se os
respectivos valores maximos, a fim de se comparar os desvios. Observa-se que o filtro
projetado pelo método MMQ apresenta o menor valor médio, e desvio equivalente ao
apresentado pelo filtro de [13]. Por sua vez, o filtro projetado pelo método SLP
apresenta o menor desvio entre todos os filtros. Quando comparado ao atraso de grupo

do filtro com par de pdlos na faixa de transi¢do, na Figura 6.7 (b), o filtro SLP
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novamente apresenta menor desvio — 0,27 contra 0,30 amostras. Por outro lado, o filtro
projetado na secdo 6.4 apresentou o menor valor médio, Figura 6.7 (c), entre todos os

filtros comparados.

Como mostrado nas Figuras 6.14 e 6.7, os filtros propostos nessa se¢do, bem
como o filtro equalizado da Se¢do 6.4, apresentam desvios menores que os filtros de [9,
13] quando considerada toda a faixa de passagem. Entretanto, observa-se que para estes
filtros, os desvios de atraso de grupo sdo consideravelmente menores que os outros em
mais de 95% da faixa de passagem — 0,10 amostras. Para projetar filtros com os
métodos MMQ e SLP que possuam atraso de grupo com desvio de 0,10 amostras em
toda a faixa de passagem, aumenta-se o numero de zeros na faixa de rejeicdo de 6 para
8. Com isto, os filtros projetados possuem, ao todo, 12 zeros e 4 polos, € os desvios das
respostas de atraso de grupo sdo apresentados na Figura 6.15, juntamente com dos

filtros de [9, 13].

Os filtros projetados pelos métodos MMQ e SLP propostos neste trabalho
possuem, em toda a faixa de passagem, o mesmo desvio que os filtros de [9, 13]
apresentam para apenas 95% da faixa. Como outras vantagens, os filtros propostos
possuem os zeros que modelam a faixa de rejei¢do exatamente sobre a circunferéncia de
raio unitario, e reduzida complexidade com 12 multiplicadores contra os 14 utilizados
pelos filtros de [9, 13] — quando os zeros destes filtros sao forgados com raio igual a 1.
Os resultados comprovam a eficiéncia dos métodos propostos e as vantagens sobre os

métodos propostos na literatura.
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Figura 6.14: (a) Resposta em mddulo dos filtros projetados pelos métodos MMQ (linha preta
solida) e SLP (preta tracejada), e dos filtros de [13] (cinza so6lida) e [9] (cinza tracejada), (b)

atraso de grupo dos mesmos filtros e (¢) desvios de atraso de grupo.

Exemplo 6.8.2: Como segundo exemplo sdo usadas as especificagdes do filtro
projetado em [48], as quais também foram utilizadas na secdo 6.4: faixa de passagem
entre 0 e 0,051, com ripple de 0,2 dB, faixa de rejeigao entre 0,107t e TL com atenuagdo
minima de 60 dB. A fim de se obter desvios de atraso de grupo equivalentes, os métodos
MMQ e SLP sdo utilizados para projetar filtros com 7 poélos e 7 zeros, assim como o

filtro em [48]. Na Figura 6.16 (a) sdo apresentadas as respostas de atraso de grupo para
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os filtros projetados pelos métodos MMQ (linha preta solida) e pelo método SLP (preta
tracejada), além do filtro de [48] (linha cinza). Todas as respostas apresentam

aproximadamente o mesmo desvio para grande parte da faixa de passagem.

Atraso de grupo (amostras)

'0‘70 0.1 0.2 0.3 0.4

xT rad/amostra

Figura 6.15: Desvios das respostas de atraso de grupo para os filtros projetados pelos métodos
MMQ (linha preta sélida) e SLP (preta tracejada), e para os filtros de [13] (cinza soélida) e [9]

(cinza tracejada).
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Figura 6.16: (a) Atraso de grupo dos filtros projetados pelos métodos MMQ (preta so6lida) e SLP

(preta tracejada), e do filtro de [48] (cinza), (b) respostas em moddulo para os mesmos filtros.

Todavia, os filtros projetados pelos métodos propostos apresentam picos na faixa de
transicdo que superam a resposta dentro da faixa de passagem, como visto na Figura
6.16 (b). Como este comportamento nao ¢ desejavel, € necessario incluir restrigdes nos
métodos propostos a fim de manter a resposta na faixa de transi¢do inferior ao ripple
especificado para a faixa de passagem. Como o primeiro método ¢ baseado na solugao
sucessiva de sistemas superdimensionados por minimos quadrados, ndo foi possivel

incluir tal restrigao.

Por outro lado, o segundo método baseia-se em solugdes sucessivas de

problemas de programagao linear e, pode-se incluir restricdo de modulo:

|H(/)|<1-5, (6.1)

onde, w sdo frequéncias na faixa de transicdo. Para tal, sdo introduzidas linhas no
sistema de equacdes definido na Secdo 5.4.2. Portanto, projetando novamente um filtro
que atenda as mesmas especificagdes do exemplo anterior, porém introduzindo a
restricdo para a faixa de transi¢do, obtém-se a resposta em modulo na Figura 6.17 (a),
em linha preta tracejada. Na figura novamente ¢ apresentada a resposta de [48], em

linha cinza.
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Figura 6.17: (a) Respostas em modulo do filtro projetado pelo método SLP introduzindo
restri¢do na faixa de transigdo (linha preta) e do filtro de [48] (cinza), (b) atraso de grupo dos

mesmos filtros.

Observa-se que a resposta em modulo do filtro proposto satisfaz a restricdo inserida
para a faixa de transi¢cdo. Na Figura 6.17 (b) sdo apresentadas as respostas de atraso de
grupo de ambos os filtros, na qual se observa que o filtro proposto apresenta valor

médio inferior ao filtro projetado em [48], bem como desvio igualmente distribuido ao
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longo de toda a faixa de passagem. Tal superioridade deve-se ao fato de que os zeros do
filtro proposto estdo exatamente sobre a circunferéncia de raio unitario, ao contrario do

projeto de [48].

Os resultados apresentados neste capitulo comprovam a robustez dos métodos
propostos, e elevadas eficiéncias quando comparados a outros métodos apresentados na
literatura. Entre as principais caracteristicas deve ser mencionada a garantia de
estabilidade obtida quando se trabalha com as alocagdes de polos e zeros ao invés de
coeficientes da funcao de transferéncia, devido a facil inclusdo de restrigao nos médulos

dos polos.

Na ultima secao foram consideradas simultaneamente especificagdes de moédulo
e fase, e para o projeto dos filtros foram utilizados os métodos apresentados no Capitulo
5. Os resultados mostram a eficiéncia dos projetos propostos, além da possibilidade de
se introduzir diferentes restricdes que permitam projeto de filtro que satisfaca
especificagdes de modulo e a0 mesmo tempo atinjam o menor desvio possivel de atraso
de grupo. No caso, foi introduzida restricdo de modulo para a faixa de transi¢do, mas
igualmente poder-se-ia introduzir restrigdes, por exemplo, de planicidade da resposta
em modulo (maximally flatness) ou da resposta ao impulso do filtro. Os métodos podem
ser usados, por exemplo, para o projeto de filtros com mascaramento da resposta em

frequéncia (Frequency Response Masking).
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho foram propostas novas metodologias de projeto de filtros IIR, seja para a
adequacdo a especificagcdes de modulo apenas ou especificacdes de moddulo e atraso de
grupo simultaneamente. Todos os métodos discutidos utilizam o modelo de fun¢do de
transferéncia baseado nas alocagdes de polos e zeros. Com isso, as rotinas propostas
buscam a melhor alocacao de pdlos e zeros que satisfaga as especificagdes fornecidas. A
principal vantagem de tal filosofia ¢ a facil inclusdo de restricdes para os mdodulos dos
polos, forcando-os a permanecerem dentro do circulo unitario e, consequentemente,
garantindo a estabilidade dos filtros projetados. Outra significativa vantagem ¢&
assegurar a alocagdo dos zeros sobre a circunferéncia de raio unitario, quando estes sao
utilizados para a modelagem da faixa de rejeicdo. Tais caracteristicas aumentam a

robustez dos métodos propostos neste trabalho e a eficiéncia dos filtros projetados.

No Capitulo 2 foram apresentados fundamentos tedricos que norteiam o
desenvolvimento dos projetos propostos. Primeiramente foram discutidas
representacdes de filtros digitais, tais como, funcdo de transferéncia em relagdo a
modulos e fases de pdlos e zeros, diagrama de pdlos e zeros, respostas em modulo e de
atraso de grupo. Em seguida, foram discutidas as contribui¢des individuais de cada par
de polos e zeros para a modelagem das respostas de modulo e atraso de grupo. Este
estudo auxiliou no entendimento dos pontos extremos e, consequentemente, no
desenvolvimento dos métodos de projeto de filtros introduzidos nos Capitulos 3 ¢ 4.
Ainda no capitulo de fundamentos foi discutida a aplicagdo da Série de Taylor de
primeira ordem para linearizagdo das respostas em modulo e atraso de grupo. Tal

ferramenta ¢ a base das formulagdes de todos os métodos de projeto apresentados.

No Capitulo 3, por exemplo, a expansao em Série de Taylor foi aplicada para
uma variavel por vez, a fim de fornecer estimativas para os passos de atualiza¢do na

busca pelas alocagdes 6timas dos parametros — ganho DC, mddulo e fase de polos e
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zeros — do filtro projetado. Isto porque o método de projeto desenvolvido no Capitulo 3
segrega a otimizagdao em buscas individuais de cada parametro e, assim, a otimizagdo
multivariavel com superficie ndo-convexa — multiplos minimos locais — ¢ segregada em
buscas convexas, ou seja, com um Unico minimo, o global. Introduzindo restri¢des para
os passos de atualizacdo com o intuito de manter a validade da aproximacdo por Série
de Taylor bem como respeitar os limites fisicos e de estabilidade do filtro — por
exemplo, mddulo dos pélos maiores que zero e menores que 1 — € obtido um método de

projeto com elevada robustez.

Foi apresentada também uma estimativa inicial para alocag¢des de pdlos e zeros
da fungdo de transferéncia a fim de contribuir para robustez e redug¢dao do niimero total
de iteracdes na obtencdo do otimo. A desvantagem deste procedimento ¢ o nimero
elevado de célculos da resposta em modulo, uma vez que cada iteragdo sdo efetuadas

diversas buscas monovaridveias, acarretando no aumento da complexidade do método.

Para contornar a mencionada desvantagem, no Capitulo 4 a resposta em mddulo
¢ linearizada em termos de todos os parametros da funcao de transferéncia. Sendo os
pontos extremos aqueles nos quais se observam os maiores erros na resposta otima —
pontos de derivada zero —, definem-se equacdes em igual nimero ao de parametros.
Entao, obtém-se um sistema de equagoes lineares, cuja solucao — invertendo a matriz do
sistema — fornece boa estimativa para o passo de atualizagdo dos parametros. As
mesmas restricdes para os parametros introduzidas no Capitulo 3 sdo utilizadas no
projeto por solu¢do de sistemas lineares a fim de evitar passos muito elevados que

acarretem na divergéncia da rotina de otimizacao.

Quando comparados no Capitulo 6, o método de projeto apresentado no Capitulo
4 apresenta melhores resultados que o projeto por fungdes custo parciais. Por outro lado,
este ultimo fornece a base de todos os outros métodos, além de comprovar a eficiéncia

da determinacao do passo de atualizagdo pela linearizagdo por Série de Taylor.

No Capitulo 2 foi demonstrado que pares de pdlos e zeros contribuem mais
significativamente para faixas estreitas de frequéncias. Por isso, no Capitulo 4 foi
discutido que na matriz do sistema de equagdes cada coluna representa a influéncia da
varia¢do de um determinado parametro e cada linha representa uma frequéncia pontual
dentro das faixas de interesse. Sendo assim, ordenando-se os parametros por ordem

crescente das fases, e também as equacdes por ordem crescente das frequéncias, foi
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mostrado que se pode simplificar o sistema para matriz por faixas, cuja largura depende

do niimero de pardmetros e também das especificagdes do filtro desejado.

Esta aproximagao se mostrou bastante eficiente para redug¢do da complexidade
computacional , obtendo-se redugdo de mais de 80% no niimero de operagdes para a
solugdo do sistema de equagdes quando utilizada largura de faixa de 2 elementos. Ainda
assim, ndo ha perda significativa de precisdo para a obten¢ao dos passos de atualizacao,
fato comprovado pelo reduzido aumento no numero de iteragdes, como mostrado no
Capitulo 6. Estas caracteristicas permitem inclusive o uso em aplicagdes online. Sendo
assim, propde-se a aplicacdo do método, em trabalhos futuros, para filtragem IIR

adaptativa, por exemplo, para a identifica¢do de sistemas desconhecidos.

Para muitas aplicagdes foi discutida a necessidade de possuir a menor distor¢ao
de atraso de grupo possivel. No entanto, o0 método discutido no Capitulo 4 ¢ utilizado
apenas para projetos atendendo especificagdes de moddulo. Modificando o método
introduzido, foi proposto mover um par de podlos para a faixa de transi¢do, mantendo o
ripple especificado para a faixa de passagem e ainda assim atingindo a atenuagdo
desejada para a faixa de rejeicdo, sem a necessidade de introdu¢do de numero elevado
de zeros. Com isto, 0 maior pico da resposta de atraso de grupo ¢ igualmente deslocado
para a faixa de transi¢cdo, reduzindo a maxima distor¢cao dentro da faixa de passagem.
Tal método mostrou-se bastante eficiente para este propodsito sem aumento na

complexidade dos filtros projetados, como demonstrado pelos exemplos do Capitulo 6.

O método por solucio de sistemas de equacdes lineares foi também modificado
para o projeto de filtros passa-tudo que sao utilizados para equalizagdo da resposta de
atraso de grupo de filtros IIR. No Capitulo 6 foram apresentados excelentes resultados

de projetos de equalizadores, incluindo filtros passa-tudo de elevada ordem.

A desvantagem do método por sistema de equacdes lineares ¢ a perda de
eficiéncia quando as especificagdes consideram mais de uma faixa de passagem. Isto
porque ¢ mandatorio que o nimero de pontos extremos seja igual ao namero de
parametros do filtro. Como mostrado no inicio do Capitulo 5, cada faixa de passagem
demanda um ganho para adequagdo de sua amplitude. Como a fun¢do de transferéncia

possui apenas um ganho DC, ¢ necessario reduzir um extremo de cada faixa de

passagem extra, o que diminui a eficiéncia do filtro.
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Caso seja mantido o ponto extra, o sistema de equagdes obtido ¢é sobre-
determinado, com numero de equagdes superior ao numero de parametros. Neste caso
foi proposto o uso do Método dos Minimos Quadrados, no Capitulo 5. Sendo assim, foi
proposta ainda a eliminacdo da etapa de obtencdo dos pontos extremos, a qual

representa significativa parcela na complexidade do método de projeto do Capitulo 4.

Com o método dos minimos quadrados podem-se definir a priori as frequéncias
nas quais sao minimizados os erros em cada iteracao, desde que se escolha um numero
adequado de pontos. Caso contrario, como mostrado no Capitulo 6, a escolha de um
pequeno nimero de pontos pode acarretar em picos estreitos na resposta em modulo, os
quais ndo sdo cobertos na analise, € consequentemente, a resposta pode ndo satisfazer os
maximos desvios especificados. O método ¢ também facilmente aplicado ao projeto de

filtros com multiplas faixas de passagem.

A técnica descrita acima obtém a solu¢do no sentido least-squares, o qual nao
leva necessariamente a solugdes equiripple. Caso esta condicdo seja desejada, €
utilizado o método de projeto proposto com solucdes sucessivas de problemas de
Programagao Linear, o qual obtém a solucdo no sentido minimax. Este método ¢ ainda o
mais versatil entre todos os apresentados pois permite a inclusdo de diferentes
restricdes. Por exemplo, as restricdes para os passos de atualizacdo sdo incluidas na
formulacao do problema de Programacao Linear, tornando este o mais robusto entre
todos os projetos propostos. Estes tltimos dois métodos apresentados sdo modificados
para a inclusdo de especifica¢des de atraso de grupo, eliminando a etapa de projeto de
equalizadores. No caso, os filtros projetados satisfazem as especificagcdes de modulo ao

mesmo tempo que a distor¢ao de atraso de grupo ¢ minimizada.

No Capitulo 6 foram apresentados exemplos de projeto de filtros usando os
métodos apresentados no Capitulo 5, satisfazendo somente especificagdes de modulo ou
simultaneamente de modulo e atraso de grupo. Os resultados comprovam a eficiéncia da
abordagem bem como vantagens sobre métodos de projeto apresentados na literatura.

Foram obtidas redu¢des de complexidade quando comparados a outros métodos.

As caracteristicas discutidas para os dois ultimos métodos permitem a aplicacao
dos mesmos para projeto de filtros com multiplas faixas de passagem e diferentes
desvios. Sendo assim, propde-se a aplicacdo dos métodos, em trabalhos futuros, para o

projeto de filtros por mascaramento da resposta em frequéncia utilizando filtros IIR.
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Apéndice A

Gradiente da Resposta em Modulo

Os métodos de projeto de filtros IR definidos nos Capitulos 4 e 5 se baseiam em
solucdes de sistemas de equacdes ou inequagdes. Em todos os casos os sistemas sdao
representados por matrizes, cujas linhas sdo formadas pelo gradiente da resposta em
modulo em cada frequéncia das faixas de interesse. Por sua vez, o gradiente definido na
Eq. (2.23) ¢ formado pelas derivadas parciais da resposta em fun¢do de cada um dos
elementos do vetor de parametros. Cada elemento ¢ de 1 entre 7 tipos diferentes, os
quais sao listados abaixo junto com as respectivas derivadas parciais para a resposta em

modulo.

1. Ganho DC

oG G

o|H(e)| _|H ()] (A1)

2. Mobdulo de zero real

[2a0 2cos(w )] (A.2)

3. Moddulo de par de zeros complexos-conjugados

ol H (™)
da’ e (A.3)
;_: (( ))|| [4a cos(2¢p,)+4ay’—4(3a; +1)cos(¢p,)cos(w )+8a§cosz(w)]

m
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4. Fase de par de zeros complexos-conjugados

OlH(™)_1|H(™)
o 2[4

[—4a82sin( 2¢0)+4(a83+a3)sin(qbo)cos(w)] (A4)

5. Moddulo de pdlo real

OlH(e!)__1[H(™) [, AS
TR R &9

6. Moddulo de par de pélos complexos-conjugados

ol H (™) _

e (*o
—E-W-[4b§cos(290)+4bg3—4(3b82+1)cos(@o)cos(w)+8bgcos2(w)]
n

7. Fase de par de polos complexos-conjugados

o\H (™) __1|H(e™)
00 2|5

| —4bysin(26,)+4(b; + b, )sin (8, )cos(w )] (A.7)

Com as Egs.(A.1) a (A.7) ¢é possivel escrever o vetor de gradiente da resposta em
modulo para qualquer filtro, independentemente da combina¢do de pardmetros que o
filtro possua. Vale mencionar que, no caso de zeros alocados sobre a circunferéncia de

raio unitario, a Eq. (A.4) pode ser simplificada.
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Apéndice B

Gradiente da Resposta de Atraso de Grupo

Para o método de projeto de filtros equalizadores apresentado no Capitulo 4 ¢ utilizado
o vetor gradiente da resposta de atraso de grupo. Os métodos apresentados no Capitulo
5 para o projeto de filtros que atendem simultaneamente especificacdes de modulo e
atraso de grupo também utilizam o vetor gradiente. Portanto, sdo apresentadas abaixo as
derivadas parciais da resposta de atraso de grupo para cada um dos 7 tipos diferentes de

elementos.

1. Ganho DC

£ (B.1)

2. Mbobdulo de zero real

0T, _2d—(1 +a"%)cos(w)

; (B.2)
da [1+a’2—2arcos(a))]2
3. Moddulo de par de zeros complexos-conjugados
8Tg: 2a°—(1+a“)cos(w—a) + 2a°—(14a)cos(w+gp) (B.3)
oa’ [1+acz—2a%os(w—dﬁ}2 [1+a°‘2—2accos(w+cl>)]2
4. Fase de par de zeros complexos-conjugados
8Tg: a‘(a®—1)sin(w—¢)  a‘(a”—1)sin(w+¢) (B.A)

0 [l—i—acz—2accoS(w—d)ﬂ2 [1+czc2—2czccos(w-i—qb)]2
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5. Moddulo de pdlo real

0T, 2b"—(14+b")cos(w)

re (B.5)
ob [1+br2—2brcos(wﬂ2
6. Moddulo de par de pélos complexos-conjugados
oT, __ 26°—(1+5)cos(w—0)  2b°—(1+b"*)cos(w+8) (B.6)
ob* [1+b“’2—2bccos(w—6))}2 [1+b°’2—2b°’cos(erG)}2
7. Fase de par de pdlos complexos-conjugados
aT clpe2 . _ (12 .
e b(b"=1)sin(w—0) b (b”—1)sin(w+0) : B.7)

00 [1+b"’2—2bccos(w—9)]2 [1+bcz—2bccos(w+9)]

Com as Eqgs.(B.1) a (B.7) ¢ possivel escrever o vetor de gradiente da resposta de atraso
de grupo para qualquer filtro, independentemente da combinacdo de parametros que o
filtro possua. Nota-se pela Eq. (B.4) que variagdes nas fases de zeros alocados sobre a

circunferéncia de raio unitario ndo influenciam sobre a resposta de atraso de grupo.
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Apéndice C

Filtros Projetados

Neste Apéndice sdo apresentados o ganho DC, os zeros e os pdlos para os

projetados nos exemplos do Capitulo 6.

Exemplo 6.1.1:

- Projeto sem o zero DC
Ganho DC =0,1223

filtros

ZEROS POLOS
Moédulo Fase Moédulo Fase
1,0000 +1,5997 0,8832 +1,3005
1,0000 +2,1028
1,0000 LA
- Projeto com zero em DC
Ganho DC = 0,1402
ZEROS POLOS
Moédulo Fase Moddulo Fase
0,2400 0 0,8695 +1,3135
1,0000 +1,6028
1,0000 +2,1267
1,0000 T




Exemplo 6.1.2:

Ganho DC = 0,0101

ZEROS
Moédulo Fase
1,0000 +0,0709
1,0000 +0,4205
1,0000 L1

POLOS
Modulo Fase
0,9831 0,0000
0,9932 +0,0308

Exemplo 6.2.1: As fungdes de transferéncia dos filtros projetados neste exemplo sdo

iguais ao do Exemplo 6.1.2.

Exemplo 6.2.2:

- Filtro passa-faixacom M =16 e N=8.

Ganho DC = 0,0081

POLOS
Moédulo Fase
0,9500 + 0,8466
0,7870 +0,9416
0,7882 + 1,6307
0,9497 +1,7295

ZEROS
Moédulo Fase

1,0000 0,0000
1,0000 +0,3011
1,0000 +0,5160
1,0000 +0,6165
1,0000 + 1,9605
1,0000 +2,0704
1,0000 +2,3168
1,0000 +2,6933
1,0000 T

- Filtro passa-faixacom M =10e N = 12.
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Ganho DC = 0,0055

ZEROS POLOS
Moédulo Fase Modulo Fase
1,0000 0,0000 0,9669 +0,8612
1,0000 +0,4587 0,8933 +0,9441
1,0000 +0,6129 0,8233 +1,1433
1,0000 +1,9660 0,8208 +1,4213
1,0000 +2,1668 0,8889 +1,6281
1,0000 11 0,9652 +1,7158
Exemplo 6.2.3:
Ganho DC =0,1075
ZEROS POLOS
Moédulo Fase Médulo Fase
0,2266 0,0000 0,8259 +1,3686
1,0000 +1,8139
1,0000 +2,2847
1,0000 LS

Exemplo 6.3.1: As fun¢des de transferéncia dos filtros projetados neste exemplo sao

iguais ao do Exemplo 6.2.2.

Exemplo 6.4.1:
Ganho DC =0,0016

ZEROS POLOS

Moédulo Fase Moédulo Fase

0,2266 +0,3234 0,8923 0,0000
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1,0000 +0,4206 0,9331 +0,1513
1,0000 +0,7730 0,9810 +0,2106
1,0000 +1,5636
1,0000 +2,5978
Exemplo 6.4.2:
Ganho DC =0,1505
ZEROS POLOS
Moédulo Fase Moédulo Fase
1,0000 + 1,7907 0,5805 +1,5962
1,0000 +2,1371 0,9211 +1,4427
1,0000 T
Exemplo 6.5.1:
Ganho DC = 1,0000
ZEROS POLOS
Moédulo Fase Moédulo Fase
1,5242 +0,3120 0,6561 +0,3120
1,4756 +0,9222 0,6777 +0,9222
Exemplo 6.5.2:
Ganho DC = 1,0000
ZEROS POLOS
Moédulo Fase Moédulo Fase
2,0946 +0,5623 0,4774 +0,5623

Exemplo 6.5.3:




- Equalizador de 8*-ordem para o filtro com polos na faixa de transi¢ao

Ganho DC = 1,0000
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ZEROS POLOS
Modulo Fase Modulo Fase
1,9216 +0,1924 0,5204 +0,1924
1,8894 +0,5747 0,5293 +0,5747
1,8122 +0,9511 0,5518 +0,9511
1,6622 +1,3516 0,6016 +1,3516
- Equalizador de 8*-ordem para o filtro com zero em DC
Ganho DC = 1,0000
ZEROS POLOS
Modulo Fase Modulo Fase
1,5744 +0,1709 0,6352 +0,1709
1,5602 +0,5107 0,6410 +0,5107
1,5205 +0,8424 0,6577 +0,8424
1,4260 +1,1548 0,7012 +1,1548
- Equalizador de 10*-ordem para o filtro com zero em DC
Ganho DC = 1,0000
ZEROS POLOS
Moédulo Fase Modulo Fase
1,6516 +0,1388 0,6055 +0,1388
1,6390 +0,4153 0,6101 +0,4153




1,6081 +0,6878 0,6219 +0,6878
1,5467 +0,9519 0,6465 +0,9519
1,4297 +1,2011 0,6994 +1,2011
- Equalizador de 12*-ordem para o filtro com zero em DC
Ganho DC = 1,0000
ZEROS POLOS
Moédulo Fase Médulo Fase
1,7392 +0,1164 0,5750 +0,1164
1,7271 +0,3485 0,5790 +0,3485
1,6998 +0,5783 0,5883 +0,5783
1,6508 +0,8039 0,6058 +0,8039
1,5688 +1,0226 0,6374 +1,0226
1,4333 +1,2308 0,6977 +1,2308
Exemplo 6.6.1:
- Numero de pontos nas faixas de passagem e rejeicao: 5 e 3
Ganho DC =0,0732
ZEROS POLOS
Moédulo Fase Moédulo Fase
1,0000 +1,7642 0,4600 +0,7547
1,0000 +2,6811 0,8769 +1,2557

- Numero de pontos nas faixas de passagem e rejeicao: 6 e 4

Ganho DC =0,0791
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ZEROS POLOS
Modulo Fase Modulo Fase
1,0000 +1,7778 0,4599 +0,7939
1,0000 +2,6163 0,8677 +1,2831
- Numero de pontos nas faixas de passagem e rejeigcdo: 7 ¢ 5
Ganho DC = 0,0839
ZEROS POLOS
Modulo Fase Modulo Fase
1,0000 +1,7919 0,4531 +0,8272
1,0000 +2,5951 0,8610 +1,3044
- Numero de pontos nas faixas de passagem e rejeicao: 12 ¢ 6
Ganho DC = 0,0951
ZEROS POLOS
Modulo Fase Modulo Fase
1,0000 + 1,8050 0,4327 +0,9016
1,0000 +2,5881 0,8506 + 11,3438
- Numero de pontos nas faixas de passagem e rejeicao: 16 ¢ 6
Ganho DC =0,1024
ZEROS POLOS
Modulo Fase Modulo Fase
1,0000 + 1,8056 0,4146 +0,9492




1,0000

+2,5892

Exemplo 6.6.2:

- Pesos utilizados nas faixas de passagem e rejeicao: 1 e 0,93

Ganho DC = 0,0931

ZEROS
Moédulo Fase
1,0000 +1,8056
1,0000 +2,5892

- Pesos utilizados nas faixas de passagem e rejeicao: 1 e 10

Ganho DC =0,0613

ZEROS
Moédulo Fase
1,0000 +1,8055
1,0000 +2,5889

Exemplo 6.7.1:

- Numero de pontos nas faixas de passagem e rejeicao: 12 ¢ 6

Ganho DC = 0,0867

ZEROS

Moédulo Fase

1,0000

*1,8221

0,8449 +1,3609
POLOS
Moédulo Fase
0,4384 + 0,8900
0,8513 +1,3401
POLOS
Moédulo Fase
0,5655 +0,7048
0,8888 +1,2633
POLOS
Moédulo Fase
0,4705 +0,8429




1,0000

+2,4749

- Numero de pontos nas faixas de passagem e rejeicao: 16 ¢ 6

Ganho DC = 0,0894

ZEROS
Moédulo Fase
1,0000 +1,8218
1,0000 +2,4737

Exemplo 6.7.2:

- Pesos utilizados nas faixas de passagem e rejeicao: 1 e 0,93

Ganho DC = 0,0856

ZEROS
Moédulo Fase
1,0000 +1,8218
1,0000 +2,4737

- Pesos utilizados nas faixas de passagem e rejeicao: 1 e 10

Ganho DC = 0,0542

ZEROS
Moédulo Fase
1,0000 +1,8218
1,0000 +2,4737

0,8587 +1,3210
POLOS
Moédulo Fase
0,4681 +0,8596
0,8568 +1,3302
POLOS
Moédulo Fase
0,4807 +0,8377
0,8601 +1,3215
POLOS
Moédulo Fase
0,6314 +0,6783
0,9021 +1,2474




Exemplo 6.8.1:

- Filtro projetado pelo método dos minimos quadrados (MMQ) com 10 zeros

Ganho DC =0,0116

ZEROS POLOS
Moédulo Fase Moédulo Fase
1,9013 +0,3068 0,4295 +0,6344
1,7305 +0,9216 0,7636 * 1,4634
1,0000 +1,8231
1,0000 +2,2494
1,0000 +2,8499

- Filtro projetado pelo método de programacao linear sequencial (SLP) com 10 zeros

Ganho DC = 10,0202

ZEROS POLOS
Moédulo Fase Moédulo Fase
1,6380 +0,3297 0,4767 +0,6000
1,5970 +0,9510 0,7620 +1,4350
1,0000 +1,8043
1,0000 +2,1860
1,0000 +2,8000

- Filtro projetado pelo método dos minimos quadrados (MMQ) com 12 zeros

Ganho DC = 0,0080

ZEROS POLOS
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Moédulo Fase Moédulo Fase
1,8351 +0,3202 0,3254 +1,2136
1,7362 +0,9869 0,8889 *+1,5679
1,0000 +1,7970
1,0000 +2,0925
1,0000 +2,5075
1,0000 +2,9210

- Filtro projetado pelo método de programacao linear sequencial (SLP) com 12 zeros

Ganho DC =0,0108

Exemplo 6.8.2:

- Filtro projetado pelo método dos minimos quadrados (MMQ)

Ganho DC = 0,0001
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ZEROS POLOS

Moédulo Fase Moédulo Fase
1,7064 +0,3217 0,2543 +1,2299
1,6428 +0,9670 0,8031 +1,5786
1,0000 +1,7925

1,0000 +2,0581

1,0000 +2,7562

1,0000 +3,1414

ZEROS POLOS
Moédulo Fase Médulo Fase
1,1149 +0,0686 0,9363 0,0000
1,0000 +0,3252 0,9414 +0,0711




1,0000 +0,9185 0,9545 +0,1368

1,0000 T 0,9883 +0,1840

- Filtro projetado pelo método de programacao linear sequencial (SLP)

Ganho DC = 0,0003

ZEROS POLOS
Moédulo Fase Médulo Fase
1,1118 + 0,0699 0,9376 0,0000
1,0000 +0,3212 0,9424 +0,0722
1,0000 +0,5595 0,9560 +0,1378
1,0000 T 0,9896 +0,1839

- Filtro projetado pelo método programagao linear sequencial (SLP), incluindo restricdo

para resposta em modulo na faixa de transi¢do

Ganho DC = 0,0007

ZEROS POLOS
Moédulo Fase Moédulo Fase
1,1144 +0,0710 0,9369 0,0000
1,0000 +0,3235 0,9387 +0,0835
1,0000 +0,5030 0,9498 +0,1536
1,0000 L1 0,9837 +0,2010
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