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Breve historico

Ao final da década de 80, cursei as disciplinas de doutorado na Coppe. Por questdes de
novos horizontes de trabalho publico, ndo tive oportunidade de desenvolver a tese.
Daquela época, gostaria de formalizar meus agradecimentos a todos os meus ex-
professores e, em especial, aos veteranos Luiz Pereira Caloba e Antonio Carneiro de

Mesquita Filho, pelos ensinamentos e a confianga em mim depositada.

Passados vinte anos, resgatando uma espécie de divida do passado, retorno ao
doutorado, pensando em desenvolver estudos na novissima drea de computagdo
quantica. O intento seria aliar a experiéncia do professor Antonio Petraglia, na area de

microeletronica, com a base de mecanica quantica.

Dediquei-me sobremaneira ao estudo deste fascinante ramo de conhecimento. Apds ler
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procurei, na UERJ, um de seus autores, professor Carlile Lavor. Infelizmente, fui

informado que ele nao mais pertencia aquela universidade, e sim a UNICAMP.

Procuramos, entdo, na UFRJ, um outro autor da publicagdo, professor Nelson Maculan.
Por coincidéncia, o Carlile 14 estava, na qualidade de professor visitante na COPPE.
Apos conversas e reflexdes, enveredamos pela Algebra de Clifford, esquecida por mais
de um século nas “prateleiras” da Matematica, exceto, talvez, pelos precursores da

Mecanica Quantica, que a utilizaram em algumas de suas formulagdes.

Em consequéncia, surgiu um novo desafio: aplicar a Algebra de Clifford na tentativa de
melhorar o tempo de processamento dos algoritmos referentes ao célculo de
conformagdes moleculares. Dai, resultou esta tese; fruto da visdo prospectiva dos
professores Carlile, Petraglia e Maculan, aos quais presto meu reconhecimento e

agradecimento.
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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios
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ESTRUTURAS ATOMICAS COM ALGEBRA GEOMETRICA

Weber Figueiredo da Silva

Julho/2009

Orientadores: Antonio Petraglia

Carlile Campos Lavor

Programa: Engenharia Elétrica

Este trabalho usa a Algebra Geomérica (AG), ou Algebra de Clifford, para
determinar as coordenadas cartesianas de dtomos sequenciais em estruturas atdomicas
moleculares, como alternativa ao método tradicional que ¢ implementado através do
produto de matrizes. O método, aqui desenvolvido, ¢ geral e aplica-se a quaisquer
pontos que possam ser, inicialmente, descritos através das distancias entre eles, angulos
de dobra e angulos de tor¢do. Os pontos podem ser de uma imagem discretizada,
atomos, planetas, antenas etc. O método também pode ser aplicado ao movimento em
tempo real de objetos que se deslocam sob efeito de rotacdes e translagdes, ou seja,
pode ser aplicado em computagdo grafica e robotica. As vantagens sdo a simplicidade
da formulagdo matemadtica e a velocidade do calculo numérico, a qual se mostrou

superior ao do método tradicional realizado através do produto de matrizes.
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This work employs Geometric Algebra (GA), or Clifford Algebra, to determine
the sequence of the cartesian atom coordinates in molecular atomic structures, as an
alternative to the traditional method that is implemented as the product of matrices. The
method developed here is general and can be applied to any points that are, initially,
described through the distances between them, torsion and bend angles. The points
could have been originated from sampled images, atoms, planets, antennas, etc. The
method also can be applied to a real time moving object under the effects of rotations
and translations, as in graphic and robotic computation applications. The advantages are
the simplicity of mathematical formulation and the speed of numerical calculation,
which was higher than that of the traditional method performed by the product of

matrices.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

A Algebra Geométrica (AG) ou Algebra de Clifford foi formalizada ao final do século
XIX pelo matematico inglés William Kingdom Clifford [1845-1879], apoiado nas
idéias do professor e matematico alemdao Hermann Gunther Grassmann [1809-1877].
Um historico de seus principios, formalizacdo, beleza e utilizacdo constam nas

referéncias [1], [2], [3] e [4].

Conforme ficara claro no decorrer deste trabalho, vamos utilizar a AG para resolver o
problema de determinacio das coordenadas Cartesianas (x,y,z) de pontos no R*, quando

sdo dadas distancias (L) entre pontos consecutivos, angulos de dobra (6) e torcdo (w).

Esse problema ¢ resolvido tradicionalmente através do uso de matrizes [5]. A idé€ia
basica, aqui, ¢ utilizar os rotores de Clifford, aos invés do calculo matricial. Faremos as
duas solugdes e suas comparagdes. Vamos focar o nosso trabalho na determinagao das

coordenadas de 4tomos em moléculas, conforme exemplifica a Fig. 1.1.



Fig. 1.1 Estrutura atdmica de uma molécula de proteina hipotética, mostrando que a variacdo de um
angulo (0 ou w), ou uma distancia (L), modifica a posi¢do de todos os atomos subsequentes.

1.2 Exemplos de aplicacio da Algebra Geométrica

O método aqui desenvolvido para moléculas, através da Algebra de Clifford, é geral e
pode ser utilizado na resolucdo de outros problemas, em diversas areas, quando se
deseja determinar a posi¢do tridimensional de pontos ou objetos, parados ou em

movimento, que obedecem a um conjunto de comandos basicos.

Um exemplo de aplicagdo poderia ser na area do eletromagnetismo: o tragcado do
diagrama de radiacdo de um conjunto (array) de antenas espar¢adas de forma aleatoria,
em diversos planos (Fig.1.2). A distribuicao das antenas poderia ser dada pelo conjunto
{L,6,w}. A partir destes dados, via AG, obter-se-iam as coordenadas Cartesianas ou
esféricas de cada antena. Estes sdo os dados geométricos necessarios ao calculo do
campo eletromagnético total irradiado cuja variagdo no espaco ¢ o diagrama de

radiagao.

Fig 1.2 Conjunto de antenas descritas por {L, 8, w}. Deseja-se o diagrama de radiagdo com ajuda da AG.

I3

Um outro exemplo de aplicacdo ¢ na area de nanotecnologia. Todos os produtos
manufaturados sao feitos de atomos. As propriedades desses produtos e as reacodes

quimicas envolvidas dependem da forma como os atomos estdo dispostos, isto &,



dependem de sua conformacdo atdomica. Se reorganizdssemos atomos de carvao, e.g.,
poderiamos obter diamante. Quando reorganizarmos atomos de areia e acrescentamos
dopantes, fabricamos os chips de computador. Usando técnicas nanométricas, cientistas
do Instituto Max-Planck reorganizaram atomos e obtiveram uma espécie de nano

estrutura de ouro, conforme ilustra a Fig. 1.3.

Fig 1.3 Nano-estruturas de ouro: http://www.fhi-berlin.mpg.de/mp/fielicke/Research/Gold.

As industrias de quimica e biotecnologia vém realizando fortes investimentos na
pesquisa da conformacdo molecular de substancias, visando ao conhecimento
necessario a industrializacdo de novos produtos, incluindo firmacos. A modelagem

molecular ajuda a entender e prever as propriedades de moléculas e cristais [6].
Nas proximas figuras, apresentamos outros exemplos de aplicacdo. Veja as semelhancgas
entre problemas distintos, os quais podem ser resolvidos através da Algebra de Clifford.

A Fig. 1.4 esboca uma aplicagdo em robdtica.

7.6 ®

(x,y,2)

X.e,

Fig. 1.4 Controle de maquinas automaticas na area da robotica. Os movimentos
do robo sdo iguais aos movimentos da molécula mostrados na Fig. 1.1.



A Algebra Geométrica também encontra aplicagdes na area de animacgao grafica que
lida essencialmente com movimentos de rotacdo e translacdo de objetos. Os rotores de

Clifford sao uma forma direta e simples de realizar essas tarefas.

(x,y,2)

Fig. 1.5 A AG pode ser aplicada ao comando e controle do movimento de objetos em
computagdo grafica. O objeto da direita mostra os movimentos de um ser animado. A
figura da esquerda representa os movimentos de um avido segundo os angulos de
Euler. Extraida de http://www.tho-emden.de/~hoffmann/gimbal09082002.pdf

A Fig. 1.6 apresenta o resultado do roteiro (script) MATLAB, desenvolvido neste
trabalho, usando exclusivamente AG, sem qualquer matriz. Trata-se da rotacdo de um
ponto em torno de um eixo usando o que chamaremos de “rotores de Clifford.” A
rotagdo foi realizada sob comando de uma fungdo matematica que arbitramos para que a
forma da figura ficasse agraddvel aos olhos. Esse exemplo mostra que podemos ter o
controle total dos movimentos de um ponto aplicando simplesmente rotores e

translagoes.

Fig. 1.6 Rotacdo em torno de um eixo seguida de translagdo. Figura gerada pelo roteiro
MATLAB, desenvolvido neste trabalho, usando exclusivamente AG, nenhuma matriz.



Finalmente, uma outra aplicagdo para os rotores de Clifford poderia ser tanto a
localizagdo quanto a descricdo de Orbitas de corpos celestiais referenciados a uma
origem arbitraria, conforme sugere a Fig. 1.7. Novamente, este ¢ um problema espacial
semelhante aos 4tomos na matéria.

Terra Veénus Sol Merclrio  Marte

o
O

Jupiter,
Saturno o o

Netuno
w

Fig. 1.7 A Algebra de Clifford tem ferramenta eficaz e simples para rotagdes. Os corpos
celestiais podem ser descritos conforme se faz com atomos, objeto deste trabalho.

Plutao

1.3 Mecanica molecular

A mecanica molecular visa a modelagem de sistemas moleculares [7]. O arranjo
espacial dos 4tomos numa molécula constitui sua conformacdo. Define-se Erya a
funcdo energia potencial da molécula a qual ¢ minima no seu estado nativo. Isto €, a
natureza “fabrica” as moléculas em equilibrio € no seu estado de minima energia.
Qualquer modificacdo na estrutura espacial da molécula causa variacdo dessa fungao

energia potencial.

Ao se tentar modelar uma estrutura atdmica, tem-se que procurar o estado de minima
energia, o qual, na abordagem cléassica, ndo quantica, estd associado a geometria
espacial dos atomos através de fun¢des matematicas cujas varidveis geométricas sao

distancias e angulos, conforme ilustra a Fig. 1.8.

interacao nao covalente

x,y,2)=7?

a4

ligacdo covalente

Fig. 1.8 Geometria de &tomos mostrando distancias e angulos, variaveis da fun¢do energia.



A expressdo (1.1) abaixo diz que a fungdo energia potencial total, E7y,, contém duas
parcelas, a saber,

E E

+ Enda covalentes * (1 . 1)

A primeira parcela, Eovaentes, r€presenta a energia molecular que diz respeito as ligagdes

Total — "~ covalentes

covalentes. A segunda parcela, E,zo covatentess refere-se as forgas intramoleculares de

origem nao covalente.

Desmembrando cada uma dessas energias de (1.1), tem-se,

Ecovulentes = comprimentos + Eﬁngulos de + Eéngulos de (1 2)
de ligagdo (L) dobra (6 ) tor¢do (w )
€ Endo covalentes Evan der Waals + Eeletrosta’tica . (1 3)

Conforme estabelecem as expressoes (1.4), (1.5) e (1.6), a energia referente as ligacoes
covalentes depende dos desvios das distancias, (L-L.,), dos desvios dos angulos de

dobra, (6-06.,), e dos desvios dos angulos de tor¢do, (w-we,), em torno dos seus valores

de equilibrio, ou ideais, Leg, Ocy € ey

comprimento = kL (L - Leq )25 (1 4)
de ligagao (L)
Edngulode = k@ (9 _034)23 (15)
dobra (0)
E,peitoae =k, [1-cos(nw —w,,)]. (1.6)
tor¢do (w )

A energia referente a interagdes ndo covalentes contém as distancias » entre pares de
atomos que nao estdo unidos por ligacdes covalentes, conforme ilustra a Fig. 1.8. Essa
energia ¢ devida as forcas de atragdo e repulsao de van der Waals e as forgas de origem
eletrostatica, ambas dependentes da distancia » entre 4tomos, conforme mostram as

equagdes (1.7) e (1.8):

A B
EvanderWaals =TT 60 (17)
il
_29,

(1.8)

eletrostdtica
Drl.j

A energia potencial total da molécula, equagao (1.9), ¢ o somatorio das fungdes (1.4) a

(1.8), considerando todos os atomos da molécula:

ETotal = E Ecomprimento + E E(ingulode + E E&ngula de + E Evan der Waals + E Eeletrasm’tica . (1 9)
f dobra 0, 7 i I

5 de ligagdo L, tor¢dow ; ij



As equagoes (1.4) e (1.5), por exemplo, sdo parabolas de concavidade para cima e
energia minima igual a zero em L=L., ¢ 6=0,, Esses pontos representam as posi¢oes
naturais, de equilibrio, da molécula. As pardbolas mostram que as variacdoes do
comprimento L ou do angulo 0, a partir dos valores de equilibrio, fazem crescer a
energia da molécula. O mesmo ocorre com (1.6), que ¢ a expressdo de uma fun¢ao seno

ao quadrado que atinge minimos nulos nos pontos nw=we,+2k.

Uma forma geométrica qualquer de uma molécula, isto €, o arranjo espacial dos seus
atomos, ¢ chamada de conformagdo. Assim, no processo de simulacdo, uma dada
estrutura atOmica assume muitas conformagdes diferentes, ¢ para cada uma delas a

equagdo (1.9) da um valor de energia total.

O que se busca em mecanica molecular ¢ a conformagao que resulte no valor minimo de
(1.9), i.e., no valor minimo da energia potencial total. Na procura pelo chamado minimo
absoluto, ou global, as fungdes (1.4), (1.5) e (1.6) atingem zeros individualmente ¢ a
soma (1.9) passa por varios minimos locais. Para verificar isso, basta efetuarmos o
somatorio das energias individuais, parcelas de (1.9). O objetivo das simulagdes €

sempre encontrar o minimo global [8].

A Fig. 1.9 mostra as energias individuais, equagdes (1.10), (1.11) e (1.12), referentes
as ligacdes covalentes, através de um exemplo numérico hipotético. Arbitrou-se para os
comprimentos de ligacdo de equilibrio L.y;=3.7, L.;>=3.8 € L.y3=3.9, angulos de dobra
0,y=50° (0.87 rd), 6,,,=60° (1.05 rd) ¢ 6.,3=70" (1.22 rd), e angulos de tor¢io, e, =30°
(0.52 rd), weq2=800 (1.40 rd) e a)eq3=1300 (2.27 rd). As varidveis L, fe w foram

consideradas arbitrariamente iguais por simplicidade e tragado de um grafico unico.

A Fig. 1.10 mostra o grafico da funcao energia potencial total dada através da equagao
(1.13). Observe que, no intervalo escolhido, a fun¢do energia total passa por varios

minimos locais € somente por um minimo absoluto:

=Y E, =(L-37)+(L-38)+(L-39), (1.10)

i=1

comprimentos
de ligagao (L)

3
E proionae = O, By, = (0 =0.87)" +(6 =105 + (6 ~1.22)’, (1.11)

dobra (6) i=1
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E piosae = D, E, =9[1—-cos(5w —0.52)]+ 9[1 - cos(5w —1.40)] + 9[1 - cos(5w -2.27)],
tor¢do (w ) i=1
(1.12)
ETotal = Ecomprimentos + Ea‘zngulosde + Edngulosde . (1 . 1 3)
de ligagao L; dobra 0, tor¢do  ;

E, =(L-37)
E, =(0 -087) E, =(L-38) )
14 B\ | . y 2 . 3 A
2N\ E, =(0-105) , E, =(L-39) ;
P /1:‘,“ =(0-122) \ ’
12 N /

l:‘mI =9[1-cos(5w -0.52)]

., =9[1-cos(5m - 1.40))
E,

=9[1-cos(5w -2.27)]

\

/
/

\ /i _>.,: -—'5—1"\' i/ 7

|

Fig. 1.9 Energias individuais referentes

exemplo numérico hipotético.

]

P

varidveis x=L=0=m

as ligagdes covalentes de um

'3 '3 3

El;.ml = 2 E/ + 2 E, + E E,

60 1 i i
i1 =1 i1

/

minimo global, estrutura nativa

minimo local

1

1

3 35

4

45 S

varidveis x=L=0=m
Fig. 1.10 Fungdo energia potencial total referente as ligacdes covalentes do
exemplo hipotético (Fig. 1.9). Observar que ha minimos locais ¢ um minimo
global da energia. O objetivo da simulagdo ¢ encontrar o minimo global,
obtido quando o arranjo tridimensional dos 4tomos atinge sua forma nativa.

1.4 Obtencao dos dados e algoritmos de minimizacao

Podemos citar a RMN (Ressonancia Magnética Nuclear) como método de obtencdo de

imagens bidimensionais de estruturas atdmicas [9]. As imagens sdo fornecidas em um

plano, ndo em 3D. E necessario, pois, fazer-se as simulagdes matematicas de modo a

encaixar os comprimentos e angulos obtidos da RMN em estruturas tridimensionais que



satisfacam as condi¢des de minima energia, ou seja, que reproduzam a molécula 3D no

seu estado nativo, ou “ideal”.

Dessa forma, a minimizagdo da funcdo energia potencial total da molécula se faz
através da otimizacdo da sua geometria, isto €, da procura de comprimentos de ligagao

L, angulos de dobra 6 e angulos de tor¢ao w que tendam aos seus valores de equilibrio,

Leg, Oog € ey , 0u, de “fabricacdo” pela natureza [10].

Ha varios métodos de minimizacao [6], mas todos eles devem fornecer como resultado
as coordenadas Cartesianas (x,),z) de cada atomo da estrutura 3D. A simulagdo ¢ a
passagem dos dados fornecidos {L,6,w} para coordenadas Cartesianas faz-se,
tradicionalmente, pela multiplicacdo de varias matrizes, num processo também
conhecido como empilhamento de matrizes. O Capitulo 5 ¢ inteiramente dedicado a

esse assunto.

Os comprimentos de ligacdo L e angulos de dobra 6 tendem a ser caracteristicos dos

tipos de atomos envolvidos e, em geral, variam muito pouco. Assim, muitas simulagdes
se restrigem a obtencdao dos angulos de torcdo w que minimizem a energia total do

sistema [11].

No entanto, a ferramenta desenvolvida neste trabalho ¢ genérica e podera ser utilizada
em qualquer algoritmo de minimizacdo, mesmo aqueles que ndo considerem L e

6 constantes.

Conforme veremos, uma das vantagens da utilizagdo da AG ¢ a forma direta e 16gica de
se estruturar o problema de busca da posi¢do final de cada atomo na molécula. E como
se estivéssemos num volante guiando o “embrido” do 4tomo com rotacdes e
deslocamentos até ele encontrar a sua posi¢ao final na estrutura atobmica. Em contraste,
o método matricial embute em uma tnica matriz, em uma Unica operagao, as rotagdes €
translagdes, as quais ndo ficam evidentes ao “motorista” que estd guiando o atomo, na

procura pela sua posi¢do ideal.

Outra vantagem da AG ¢ o tempo de processamento computacional o qual, computado

através do MATLAB, mostrou-se aumentar linearmente com o aumento do niumero de
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atomos, em contraste com o método de produto matricial, cujo aumento do tempo

mostrou-se, no MATLAB, variar quadraticamente com o nimero de atomos.

A conformacdo molecular correspondente ao minimo global da func¢dao de energia
potencial total da molécula € o arranjo nativo, ou ideal, da estrutura atomica. O nosso
trabalho, nesta tese, serd desenvolver um ferramental, através da AG, que simplifique e
torne mais eficiente todo o célculo envolvido na busca desse minimo de energia. Dessa
forma, estaremos contribuindo no processo de simulagdo, tanto em termos de

formulacao matematica quanto de velocidade de computacao.
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Capitulo 2

Conceitos de Algebra Geométrica

2.1 Introducgao

Neste capitulo, serdo introduzidos os conceitos fundamentais da Algebra Geométrica
(AG) ou Algebra de Clifford necessarios a solugio do problema de distribuigio espacial

de atomos em estruturas moleculares tridimensionais.

A quase totalidade dos conceitos aqui apresentados sera utilizada no desenvolvimento

da formulagao tedrica do problema ou nos roteiros (scripts) MATLAB.

2.2 O principio da Algebra Geométrica (AG)

’ ;e r . 2 2
O quadrado de qualquer nimero real x € igual ao seu modulo ao quadrado, i.e., x"=|x|".
Quando se estende esse conceito a vetores, surge a Algebra Geométrica que principia ao
se igualar o quadrado de um vetor v no R’ a sua norma Euclidiana (médulo) ao

quadrado.

Os vetores unitarios de Clifford, segundo os eixos X, Y e Z, serdo denominados de eq,
€2 € €3, aos invés dos tradicionais ay, ay, a, ou i, j, k. Embora sejam vetores, ndo
usaremos, para estes unitarios, fonte bold. Somente para eles, o tipo serd arial, ou

helvética.

O produto de vetores vv=v’ ¢ um produto geométrico, ou produto de Clifford. Esse

produto ndo € o produto vetorial tradicional.
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No R’ a norma ao quadrado do vetor v=xei+yey+zes é |v|’=x’+y*+z>. Conforme
dissemos anteriormente, a Algebra de Clifford comeca quando se iguala o quadrado do

vetor v ao seu modulo (norma) ao quadrado, assim:

v’ = |v|2 , (2.1)
o que implica em
(X€, + Y&, + 2€,) (X, + Y&, + 785) = X" + Yy’ + 7. (2.2)
v v v

Desenvolvendo o produto no lado esquerdo de (2.2), sem nunca usar a comutatividade,

tem-se,

X708, + XYEE, + XZE8; + XVELE, + Y €,8, + V78,8, + X788, + V76,8, + 7°6,8,.  (2.3)
Reescrevendo o lado direito de (2.2), encontra-se,
x°1+ y*1+ 2214 xy0 + xz0 + yz0. (2.4)
Comparando (2.3) e (2.4), obtém-se,

V= xle@ + Y €8, + 7°6,8, + Xy(e€, + €,8,) + X2(€8; + €,8,) + yz(e,e; + €,8,).
1 1 1 0 0 0

A comparagdo nos leva as equacgdes (2.5) e (2.6),
ee,=e,e,=6e,=1
ou
el=e,=¢e,=1 (2.5)
ou

e =le.|" =[esf" =1

€8, =—€,6, Oou & =-6y

€e; =—-€;8, 0Ou €,;=-€y (2.6)

€,65 =736, OU €53 ==Cx
Elevando ao quadrado o produto de dois unitérios, e+ey,

(ee,)’ =(e,) =ee.ee, =—e(ee,e, =—ee, =—(1)(1)=-1
obtém-se um resultado surpreendente nos trés casos, a saber,
e =€y =€;=-1. (2.7)

Cada um desses trés objetos, que elevado ao quadrado da —1, ndo pode ser nem escalar
nem vetor. Os trés foram definidos, entdo, como bivetores unitarios, cuja representagao
geométrica no R* sdo quadrados com éarea unitaria segundo os planos XY (e12), ZX

(e31) e YZ (e23), conforme ilustrado na Fig. 2.1.
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Seja, agora, o produto geométrico I = e1€2e3 = €123, também conhecido por pseudo-
escalar. Elevando-se ao quadrado este produto e usando (2.5) e (2.6), obtém-se,
2 2
(618263)" = €123 = ©/6,83618,€3 = —€8,6{836,€8; = €,6,6,€,,€; = —€,€,€,8; = -1
1 1 1

ou seja,

I=eee, =€, =1 =¢e),;=-1. (2.8)
Esse novo objeto I, que elevado ao quadrado da —1, ndo pode ser nem escalar nem
vetor. Foi definido, entdo, como trivetor unitario, eleito o representante algébrico de um
cubo orientado no R’ e com volume unitario. Também ndo poderia ser bivetor, pois,

veremos, I comuta com qualquer multivetor, ao contrario dos bivetores unitarios.

A Fig. 2.1 mostra os unitarios de Clifford e as convengdes de sentidos.

€12 ﬁ Z.e,

Trivetor
unitario
N
- €123
e (volume=1)
1
/ e3 e3
el;‘} eZ\SI €;
eﬂ €53 \
e, e €
P 2 ey
X8 €y e,
<f12 Y.e,
€5 * €4, Bivetor unitdrio

(area=1)

Fig. 2.1 Unitarios de Clifford e a convencao do que ¢é positivo, segundo a regra-da-mao-direita.

2.3 Vetor de Clifford no espaco Cl;

Com esses novos unitarios, define-se um multivetor a, ou vetor de Clifford, no espago
Cl; composto da soma de um escalar, um vetor tradicional v com trés componentes, um

bivetor B com trés componentes € um trivetor T com apenas uma componente:

a =a, + v+B+ T =escalar + vetor no R’ + Bivetor no R + Trivetor no R’

De forma mais precisa, tem-se:

a= g, + g€,+a,6,+a,6; + a,8,+a€;,+aL,; + 4,5, (2.9)
— —
escalar V = vetor B = bivetor T =trivetor

ondea,, a,, a,, a,, a,, das, as, a, ENR.
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Z.e,

Bivetor
B=a,e,+ae; +aey, Trivetor
o T=a,€

="’

as€3:

X, e . - X,e,
: Y.e,

Fig. 2.2 A esquerda, o bivetor B e suas proje¢des. A direita, o trivetor T. O escalar ap, um
ponto na reta dos reais, € 0 vetor v= a1€1+ @€+ a3;e3 ndo estdo desenhados, porque sio
figuras familiares e tradicionais.

O multivetor a, dado por (2.9), ¢ como se fosse uma “soma” de 1 morango + 3 bananas
+ 3 mag¢as + 1 manga, i.e., uma salada de frutas (1 escalar + 3 vetores + 3 bivetores + 1
trivetor). Somar pode, o que nao se pode ¢ comparar, por exemplo, trivetor > bivetor ou
escalar < bivetor. O multivetor a, uma soma, ndo tem uma representacdo geométrica,

mas as suas componentes, separadamente, tém representacio geométrica no R°.

O escalar ayg ¢ um namero real que representa um ponto na reta dos reais. O vetor v ¢ um
vetor tradicional no R3, i.e., um segmento de reta orientado. O bivetor B ¢ uma
superficie limitada e orientada no R’ , onde as suas componentes a4€12, ds€31 € ae€23 SA0
as projecoes do bivetor nos planos XY (e12), ZX (€31), € YZ (€23) com areas aa, as € ds,
respectivamente. O trivetor T ¢ um sélido orientado no R’ e o seu coeficiente a7

representa o volume deste solido (Fig. 2.2).

O espaco vetorial de Clifford ¢ genérico Cl,, mas, neste trabalho, vamos nos limitar ao
Cl;, espago onde as componentes do multivetor a, separadamente, t€ém representacao

geométrica no R°.

2.4 Comutacao do pseudo-escalar I

O produto geométrico ab entre dois multivetores a € b ndo ¢ comutativo, i.e., a ordem
dos fatores altera o produto, ab#ba. No entanto, I se comporta como se fosse um
escalar, comuta no produto geométrico com qualquer multivetor de Clifford. Assim,

se a=a,+a€ +a,€,+a,8;+a,8,, + A€y + A€y + A€,

© I=ey
tem-se al=la=-a-a€,-ae,-aL;+a:€,+0,8;,+aL,; + AL 3



15

Qualquer produto geométrico, ou produto de Clifford, ¢ efetuado usando-se apenas (2.5)

e (2.6) e observando que a ordem dos fatores altera o produto.

2.5 Dual de um trivetor

Sejam o pseudo-escalar I=e123 € um trivetor T=Ve123 . Define-se dual de um trivetor T,

dualT=-T 1. Assim, o duall=—TI=—T"=—(~1) =1.

O dual de um trivetor é a?ualT=—Ve1231=—VI2 =V. Ou seja, o dual de um trivetor ¢
sempre um escalar, seu volume.

2.4 Caso geral, produto geométrico ou produto de Clifford

Pela sua importancia basilar, denominaremos as expressoes (2.9), a seguir, de Regras

Aureas da Algebra Geométrica (sdo as mesmas expressoes (2.5), (2.6), (2.7) e (2.8)):

Regras Aureas

€,=6,e,=e,e;=1

€€, =—€,€, 2.9)
€85 = —€5€,
€,6; = —€56,

2 2 2 2
€13 =€, =63y =653 =—1

Usando a nao comutatividade do produto e (2.9), obtemos a expressao geral do produto
geométrico ab entre dois multivetores, ou vetores de Clifford, cujo resultado, também ¢

um vetor de Clifford:

a= a, +ae,+a,e,+ae;+a,6,+ a3+ a5+ 4,65,
— —

escalar

vetor no R® bivetor no R® trivetor no R®
b= b, +be,+be,+be,+be,+be, +be,;+ be
=~ ——

escalar

vetor no R® bivetor no R® trivetor no R®

ab=ab, + ab, + a,b, + a;b, — a,b, — a;bs — ab, — a,b,

+ (ayb, + ab, — a,b, + a;bs + a,b, — ab, — ab, — a,by)e,
+(ayb, + ab, + a,b, — ab, — a,b, — asb, + ab, — a,bs)e,
+ (ayb; — abs + a,by + ab, — a,b, + ab, — ab, — a,b,)e,
+(ayb, + ab, — a,b, + a;b, + a,b, + asb, — abs + a.b,)e,,
+ (aybs — ab, + a,b, + a;b, — a,bg + asb, + ab, + a,b,)e,,
+ (aybg + ab, + a,b, —ab, + a,bs —ab, + ab, + ab,)e,,
+ (ayb, + abg + abs + ab, + a,b, + asb, + ab, + a.,b,)e,,,

(2.10)
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2.5 Roteiro MATLAB

Denominamos geop.m o roteiro (script) MATLAB, que trabalha na forma de subrotina

e efetua o produto geométrico ab de dois multivetores:

o0

geop.m by weber@globo.com

e

Efetua o produto geométrico (geop = geometric product) entre dois vetores de

0@

Clifford “a” e *“b"” resultando em:

c = ab = c0 + clel + c2e2 + c3e3 + cdel2 + c5e31 + c6e23 + c7el23

c =c(l) + c(2)el + c(3)e2 + c(4)e3 + c(5)el2 + c(6)e3l + c(7)e23 + c(8)el23
function [c]=geop(a,b)
c(l)=a(l)*b(l)+a(2)*b(2)+a(3)*b(3)+a(4)*b(4)-a(5)*b(5)-a(6)*b(6)-a(7)*b(7)-a(8)*b(8);
c(2)=a(l)*b(2)+a(2)*b(1l)-a(3)*b(5)+a(4)*b(6)+a(5)*b(3)-a(6)*b(4)-a(7)*b(8)-a(8)*b(7);
c(3)=a(l)*b(3)+a(2)*b(5)+a(3)*b(l)-a(4)*b(7)-a(5)*b(2)-a(6)*b(8)+a(7)*b(4)-a(8)*b(6);
c(4)=a(l)*b(4)-a(2)*b(6)+a(3)*b(7)+a(4)*b(l)-a(5)*b(8)+a(6)*b(2)-a(7)*b(3)-a(8)*b(5);
c(5)=a(l)*b(5)+a(2)*b(3)-a(3)*b(2)+a(4)*b(8)+a(5)*b(1l)+a(6)*b(7)-a(7)*b(6)+a(8)*b(4);
c(6)=a(l)*b(6)-a(2)*b(4)+a(3)*b(8)+a(4)*b(2)-a(5)*b(7)+a(6)*b(l)+a(7)*b(5)+a(8)*b(3);
c(7)=a(l)*b(7)+a(2)*b(8)+a(3)*b(4)-a(4)*b(3)+a(5)*b(6)-a(6)*b(5)+a(7)*b(1l)+a(8)*b(2);
c(8)=a(l)*b(8)+a(2)*b(7)+a(3)*b(6)+a(4)*b(5)+a(5)*b(4)+a(6)*b(3)+a(7)*b(2)+a(8)*b(1);
c=[c(1l) c(2) c(3) c(4) c(5) c(6) c(7) c(8)];

return

0@

0@

2.6 Norma Euclidiana do vetor de Clifford

Nio tem significado geométrico. E definida por:

|a|5\/a§+af+a§+a§+af+a§+a§+af (2.11)

onde a=q,+ae +a,6,+a8; +a,€, + A€y + AE + A,€45;

2.7 Casos particulares advindos do Produto Geométrico
2.7.1 Os dois multivetores sao iguais, a=b
Sejam os multivetores a e b,
aA=0a,+0ae +0a,8,+a,8;+ 0,8, + A€y + A0y + A;€,55
e b=5b,+be,+b,e, +be;+be, +bey +be,, +be,,,.
Igualando os coeficientes,
b,=a,, by=qa,, b,=a,, by=a,, b,=a,, by=a, by =a,, b, =a,,
e substituindo na expressao geral do produto geométrico (2.10), resulta em
a’=aa=aq,+a +a,+a;-a,-a:-a,-a
+2(aya, — aga,)e, + 2(aya, — asa,)e, + 2(a,a, — a,a,)e, 5 1o
+2(aya, + asa,)e,, + 2(ayas + a,a;)e;, + 2(a,a, + a,a,)e, (212

+2(aya, + a,a, + a,as + a,a,)€,,;.

2.7.2 O multivetor a é um vetor tradicional no R3, a = q;e1+ a,er+azes

Substituindo na expressao (2.12), que veio de (2.10), ay=as=as=as=a;=0, obtém-se,



a’=aa=a +a; +a, =[a|’.

17

Esse resultado confirma o principio fundamental da Algebra Geométrica, equagdo (2.1),

a’ =|a|2.

A expressio (2.13) é valida somente para vetores “tradicionais” no R’ e escalares.

2.7.3 Os multivetores a e b sdo dois vetores tradicionais no R

(2.13)

O desenvolvimento a seguir, um caso particular do produto geométrico, faz surgir dois

importantes conceitos: o produto interno, a-b, € o produto externo, aab.

Fazendo em (2.10), a, =b,=a, =b, =a;=b; =a, =b; =a, =b, =0,

obtém-se, primeiro,
a=ae, +ae,+ae; ¢ b=be +be,+be,

e o resultado do produto geométrico ab fica na forma escalar+bivetor, assim,

ab=apb +ab, + a;b, + (ab, — a,b)e,, + (a,b, — ab,)e,, + (a,b; — ab,)e,, .

a‘b ESCALAR anb BIVETOR
ou

ab=a-b+anab.
Este resultado nos leva, entdo, a definir o produto interno
a‘b=ab +ab, +a,b,,
e o produto externo
anb=(ab,-ab)e,, +(ab, —ab;)e,, + (a,b, —ab,)e,,
ou
B=aAnb=B,e, + B;e; + Bye,,

onde
B, =ab, - ab, By, =ab, - ab;, B, = a,by - ab,.

2.7.3.1 Roteiro MATLAB

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Denominamos de extp.m o roteiro MATLAB que efetua o produto externo na forma

de subrotina:

[y

extp.m by weber@globo.com

realiza o produto exterior de dois vetores no R3

a=[a(1l) a(2) a(3)] e b=[b(l) b(2) b(3)]

resultando sempre num bivetor B = a”"b = Bl2el2 + B3le3l + B23e23
function B=extp(a,b);

Bl2=a(l)*b(2)-a(2)*b(1l);
B3l=a(3)*b(l)-a(l)*b(3);
B23=a(2)*b(3)-a(3)*b(2);
B=[B12 B31 B23];

return

o0 oo

[y
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2.7.4 Os vetores a e b estao no R’
Fazendo a3;=b3=0 em (2.14), vem
a=ae, +ae, ¢ b=be +be,. (2.21)

Neste caso, as expressoes de (2.15) a (2.20) ficam

ab=ab, +ab, +(ab,-a,b)e,,, (2.22)
a-b ESCALAR  aAb BIVETOR
a‘b=ab +a,b,, (2.23)
arb=(ab,-ab)e,,, (2.24)
ab=a-b+anb. (2.25)

A Fig. 2.3 mostra a interpretacdo geométrica do bivetor no R?, onde a sua norma pode
ser, por exemplo, a area do paralelogramo formado pelos vetores a e b. Poderia
corresponder a uma outra figura geométrica, por exemplo, um circulo. Um bivetor ndo
trdz informacgao sobre a forma geométrica da superficie, mas sim do valor da area, que ¢
a norma, € sua orientacao, que segue a regra-da-mao-direita.

anb=-bnra

area=|aAb|=|ab, - a,b| = a| |b send

Y~ e2 A Y. eZ A
a
1)262 bleZ
anb o @
-
S24 oA
(1262 6 ./a' a=(lle1+ (lzez (l:ez 6 /va

e bey ae X, e, (31\/’191 a, e X, e,

e,=€e,=6,-6e,+tere, = ee,=0+e,re, = €6,=€,A6,=6€,

Fig. 2.3 Bivetor no R?, um caso particular. A 4rea corresponde aquela de um paralelogramo, mas poderia
ser de um circulo, por exemplo.

Da Fig. 2.3 e das expressoes (2.23) e (2.24), obtém-se

anb=0(4rea =0)
allb = (2.26)
ab=ba=a-‘b
€
a‘b=0
alb < (2.27)
ab=-ba=anab.
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2.7.5 Interpretagiio geométrica do bivetor B no R®

Sejam os vetores tradicionais no R

{a =ae, + a,e, + a,e,, 2.28)

b=be,+b,e, +b.e,.

Considere os seguintes bivetores “descansando” em cada um dos trés planos do R’

a'=ae, +ae, +0e,

=a'aAb'=(ab,-ab)e,, =B.e..,, 2.29
bl=ble1+b282+()e3 ( 172 2 l) 12 12¥12 ( )

no plano XY {

" —
a =ae, +0e, +a,e,

[/

=a"Ab"=(ab -ab.)e,, =B, e, 2.30
—ble1+062+b3e3 ( 371 1 3) 31 31731 ( )

no plano ZX {
a"=0e,+a,e, +a,e,

=a"Ab"=(a,b,-ab,)e,, =B,.€,, . 2.31
b"’=Oe1+b262+b3e3 ( 2¥3 3 2) 23 23%~23 ( )

no plano YZ {

Observando a figura abaixo e a expressao (2.18), concluimos que as equagdes (2.29) a

(2.31) representam geometricamente as projecoes do bivetor

B=aAb=(ab,-a,b)e,, +(ab, —ab;)e;, + (a,b, —ab,)e,,. (2.32)
B B31 Bz‘s

a=3e,+1e, +3e,
b=1e,+4e, + 3¢,
B=anrb=11le,-6e, -9e,,
2
—6e ‘B‘ EB|22+B32| +Bzz3
B[ =11+62+ 9

|B|" =238 = (drea de B)?

lle,

Fig. 2.4 Exemplo de bivetor, uma area orientada. Os sinais dos bivetores —6€31 € —9€23 sdo
negativos porque as orientacdes (de a para b) destes bivetores-projecdo sdo contrarias aos
sentidos dos bivetores unitarios €31 € €23.

O modulo de cada coeficiente do bivetor B, dado por (2.32), representa a area da
respectiva projecao. Assim, o quadrado da norma Euclidiana de um bivetor, dada por

(2.11), fica:
|B|" = B2 + B + B, (2.33)
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0 que nos permite escrever o que poderiamos chamar de teorema de Pitagoras das
dreas, 1.e., “o quadradro da area do bivetor é igual a soma do quadrado das areas de

suas projegoes”.

2.7.6 Produtos aB = (vetor) (Bivetor) e Ba = (Bivetor) (vetor)

O vetor a é aquele tradicional no R® e b ¢ um bivetor no R® que sera denominado de B:
a=ae, +a,e,+ae,; (vetor) (2.34)
e b=B=b,e,, + bse;, + be,; (bivetor). (2.35)
Para enfatizar que b ¢ um bivetor, usaremos letras maitsculas para escrever suas
componentes. Faremos, de agora em diante, B igual ao produto externo de dois novos
vetores no R’, os quais denominaremos de b e c. Este novo vetor b nada tem a ver com

o bivetor b acima, que ja fora nomeado de B.

Reescrevendo (2.35), obtém-se

B=baAc=B,e, +B,e; +B,e,, (2.36)
By, =bc, - by,
onde B,, =b,c, - bc, (2.37)

B,, =b,c,-b.c,.

Poderiamos utilizar a expressao geral (2.10) do produto geométrico para calcularmos
aB ¢ Ba; no entanto, vamos realizar estes produtos diretamente usando as Regras
Aureas dadas nas expressdes (2.9):
aB=a(barc)=
aB = (ae, + a8, + a,e;)(B.,e,, + B, &, + B,,e,,) =

aB =ae(B,8, + B &;, + B;€,) + a,8,(B,€,, + B3 €;, + B,;€,3) + a,63(B,,€,, + By €5, + B)1€);)
=a,B,8, + a,B;,83 + 4,B,,€),; + 0,B,,8,, + a,B5,€,;, + ,B,,8,,, + a,B,,€;,, + a;B;,€,;, + a,B8,,€5;,

—— —— ——= —— = ——= —— —=

€, -€; € €123 293 €123 € )
simplificando, por exemplo, €131=€1€381=—€1€1€3=—(€1) €3=—1€3=—€3, obtém-se:
aB = a,B,,8, - a,B; 8, + 4,B,,€; - 4,B,,€, + 4,B,,€,,; + 0,B,,€; + a;B,,€,); + a;B,,€, - a;B,.€,,
agrupando os termos, tem-se:
aB =(a;B;, - a,B,)e, + (4B, - a;B,,)e, + (a,B,; — a,B; )€, + (a,B,; + a,B;, + a;B,,)e,,;,

(2.38)

ou, resumidamente,

aB = vetor + trivetor.
Consideremos, agora, o produto geométrico Ba:

Ba=(bAac)a=
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Ba =(B,e, + B, e, + B,e,;)(a€, + a,e, + a,e;) =
Ba=B.e,(ae, + a,6, + a,e;)+ B, e,,(ae, + a,e, + a,e;)+ B,;e,,(ae, + a,e, + a,e;)

=a,B,8,,, + a,B,,€,5, + a;B,€,,; + a,B;,€;,, + a,B;,€;, + a;B;,€5,,+ 4,B);€,3, + a,B,,€,;, + a;B,;€,5;,
—— — —— —— —— —— = ——
-©, € €3 €123 -€ €123 -€; €,

simplificando, por exemplo, €233 =€2€3 €3=€> (63)2 =@y x | = ey, obtém-se:
Ba =-qg,Be, + a,B,,e, + a;B,,€,; + a,B;,€; + a,B;,€,; — a;B; €, + a,B,;€,,; — a,B,,€; + a;B,8,
agrupando os termos, tem-se:

Ba = (a,B,, - a;B;))€, + (a;B,; — a,B,,)e, + (a,B;, — a,B),)e, + (a,B,; + a,B;, + a;B,,)€,,;,

(2.39)
ou, resumidamente,
Ba = vetor + trivetor.
Observando (2.38) e, analogamente, (2.39), podemos escrever:
aB = (linha orientada) (drea orientada) = (vetor) (Bivetor) = (vetor) + (trivetor) . (2.40)

a B=bnac a B a‘B arB

Define-se, entdo, o produto interno entre um vetor tradicional a e um bivetor B por
a- B, e o produto externo entre eles por aAB =aAbAc. Essas definigdes surgem a

partir das expressoes (2.38) e (2.39), transcritas a seguir:

aB = (a,B;, - a,B),)e, + (¢,B,, - a;B,;)e, + (a,B,; — a,B;))e; + (4,By; + a,B;, + a;B,,)€,,;,

a‘B—vetor (linha) aAB—trivetor (volume)

ou aB=a-B+aaB (vetor +trivetor), (2.41)

Ba = (a,B,, - a;B;))€, + (a;B,; — a,B,)e, + (a,B;, — a,B,;)€; + (a,By; + a,B;, + a;B),)e,,;,

B-a—vetor (linha) B Aa—trivetor (volume)

ou Ba=B-a+Bara — Ba=-a-B+aaB (vetor+trivetor). (2.42)
Da expressdo (2.36), o bivetor ¢ o produto externo B=bAc. Logo, por (2.41), o

produto externo aAB =a AbAc, o qual é definido como trivetor.

Somando (2.38) e (2.39), obtém-se um trivetor:

volume — trivetor: aAnB=aabac — anB =%(aB+Ba). (2.43)
Subtraindo (2.39) de (2.38), obtém-se um vetor:
linha — vetor: a-B=a-(bac) — a-B=%(aB—Ba). (2.44)

A expressdo do trivetor aAB =a AbAc tem origem em (2.41) ou (2.42), i.e.,
trivetor > T=aAB=aAbac=(qB, +a,B;, +a,B,)€,,; . (2.45)
A expressdo do vetor a-B =a-(bAc) tem origem em (2.41) ou (2.42), i.e.,
vetor > a-B=(a,B;, —a,B,)e, + (a,B,, —a;B,,)e, + (a,B,; —a,B;))e, . (2.46)
Das expressoes de aB e Ba, (2.38) e (2.39), conclui-se:
a-B=-B-a e anB=Baa. (2.47)
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Todo esse desenvolvimento mostrou, como consequéncia, o aparecimento natural do
trivetor da Algebra Geométrica, definido como produto externo de trés vetores

tradicionais no R® ,a,beec.

O trivetor € representado geometricamente por um solido orientado segundo a regra-da-
mao-direita aplicada aos vetores a, b e c¢. O coeficiente do trivetor, (2.45), representa o

volume do sélido, a saber,

anbac=bacaa=caanb

Trivetor V=aB, +a,B,; +a,B,, (248)
A Ze, substituindo por (2.37), vem:
V =a,(bycy —byc,) + a,(byc, —bc,y) + ay(be, —byc))
%f_/
BZ3 B23 BZ3
sob a forma de determinante, o trivetor fica

T=Ve,=anB=anbnac (2.49)

o Gy Oy
T=Ve,=b b, bje, (2.50)

¢ 6 G

%/—J

V=Volume

Fig. 2.5 Trivetor, um volume orientado.

Deve-se observar que o produto misto tradicional, a-(bxc¢)=V =volume do
paralelepipedo, ¢ um escalar. J& o produto externo, arnB=aanbac=Ve ,, ¢ um

trivetor ¢ ndo € um escalar, embora ambos tenham o mesmo modulo.

2.7.7 Outra expressao para o produto a-B

Sejam a=ae, +a,e, +a,e,, b=be,+be,+be, e c=ce +c,e,+c,e;.
O produto interno a-b e a-c ¢ dado por:

a‘b=ab +ab, +a,b,,
e a-c=ac, +a,c,+a,c;.

Multiplicando estes escalares por ¢ e b, respectivamente, obtém-se
(@a-b)e=(ab, + a,b, + ab,)(ce, +c,€, +c,€;)

=(ab +a,b, + ab,)ce,+(ab +ab,+ab,)c.e,+(ab +ab, +ab,)c.e
11 272 3¥3 /%11 11 272 373 2¥2 11 272 373 3¥3

(@a-c)b=(aqc, +ay, +ayc,)(be,+b,e, +b,e;)
= (a,c, + a,c, + a,c,)be, + (ac, + a,c, + a,c,)b,e, + (ac, + a,c, + a,c;)b,e,

Subtraindo membro a membro as duas expressdes anteriores, segue,
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(a-b)e—(a- )b =+[a,(bic, - bc;) - a,(be, —bye))]e,
+ [a1 (bc, =b,c))—a,(b,c, - 193c2)]e2
+ [az(bzc3 —-byc,) - a,(byc, - blc3)]e3,

que ¢ exatamente igual a expressao (2.46) que d4 a- B . Assim, concluimos,

a‘-B=(a‘b)c-(a-c)b . (2.51)

2.7.8 Vetor paralelo e vetor perpendicular ao bivetor

Da expressado (2.45): Da expressao (2.51):
Se a//B — Volume =0 Se alB—a-b=a-c=0
anB=0 entao
aB,; +a,B;, +a,B, =0 (2.52) (2.53) a-B=0

Fig.2.6 a//B=anB=0 Fig.2.7 alB=a'B=0

2.7.9 Produto geométrico de dois bivetores A e B

Sejam dois multivetores, ou vetores de Clifford, a e b, dos quais iremos extrair apenas a

parte correspondente aos bivetores A e B:

A=a,+ a6+ 0,8, + ;8 + 4,8, + A€y + A€y + A€y,
A
e b=b,+be,+b,e, +b,e;+be,+be;,+be,; +be€,,,.
B

Fazendo
a,=a,=a,=a,=a,=b,=b=b,=b,=b,=0

e reescrevendo a=A, b=B com os coeficientes em tipos maitsculos, segue
{a =A=a@,+a€3+a8y; = A=AL,+A;8+ A%

b=B=>be,+be; +be,; = B=B,e,+B;6;+B,ey.
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Aplicando a féormula geral (2.10) do produto geométrico, obtém-se, entao,

AB=—-(a,b, + asb, + ab,) + (asb, — abs)e,, + (ab, — a,by)es, + (a,b, —ab,)e,, .
AB

Vemos, entdo, que AB = escalar + bivetor. Usando a notagdo em fontes maitsculas:

AB=-(A,B, + A;B; + AyB,;)
A-‘B escalar
+ (A3 By — AyBy )€y, + (AyB, — A,B,3)€s + (A, By, — Ay B, )€,

Bivetor

(2.54)

De (2.54), segue a definicao do produto escalar entre dois bivetores, semelhante aquela

do produto escalar entre dois vetores, a saber,

A-B=A,B), + A; By, + Ay By, (2.55)

2.8 Inverso de um vetor
Seja a um vetor tradicional no R,
a=qe, +a,e,+a,e,.

De (2.1), a’=|a ’, e o inverso de a fica:

a=—=—=— = a =— (2.56)

2.9 Inverso de um bivetor

Seja o bivetor a = a,e,, + ase;, + a,e,,, 0 qual, em outra notagado, escreve-se
B =B,,e,, + By €3+ B €.
Substituindo em (2.12), a,=a,=a,=a,=a,=0 e a, =B,,, a;=B,,, a,=B,;,

obtém-se
B°=-(B, +B. +B.).

Mas, o quadrado da norma Euclidiana, (2.33), é:

|B| =B+ B + B, (2.57)
implicando em B’ =- |B |2. (2.58)
Assim, o inverso do bivetor fica
pt-1-B_B_B _ g B (2.59)
B BB B’ _|B| |B|

No caso de o bivetor ser unitario, i.e.,

B | =1, obtém-se um resultado que serd muito

util, semelhante a unidade imagindaria na teoria dos numeros complexos:



B*=-1.
Neste caso, onde |B | =1, usando (2.58) e (2.59), o inverso do bivetor fica

B'=-B.

2.10 Vetor normal a um bivetor

Dados dois vetores no R’
a=ae,+a,e,+ae; ¢ b=be,+b,e,+be,,
a normal a eles ¢ dada pelo tradicional produto vetorial
e e e
n=axb=|a a, a;|=ne+n,e,+ne;.
bl b2 b3
Resolvendo o determinante,
n=axb=(ab, -ab,)e, +(ab —ab,)e, +(ab, - a,b)e,,
323 B31 BIZ
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(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

e comparando com (2.20), conclui-se uma expressao simples e util que liga um bivetor

B a sua normal n, ou seja,

n=_B,e,+ B8, + B,&;,

B=aanb=5B,,+B,e; +B,¢e,;.

2.11 Relacao geral entre bivetor e produto vetorial

Desenvolvendo o produto I (a xb), tem-se
I(axb)=e€,;(B,&,+ B;€, + B,€;) = B,;€,531 + B3,€,3, + B 181533 =
I(axb)= 323623 + B3les1 + Blze12 = Blze12 + 331631 + stezs =

I(axb)=anb=B= B=aab=I(axb).

normal n=-IB

X
X0 )
)
N §
A N
N

volume
unitario
I= €123
resulta em um vetor tradicional!

Agora, desenvolvendo o produtoI B, tem-se

(2.64)
(2.65)

(2.66)

Fig. 2.8 Bivetor e produto vetorial. Observe
uma das feicdes da AG: o produto de um
volume orientado por uma darea orientada,
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IB=I(anb)= e123(Blzelz + B3le3l + 823623) = Blzelz312 + B3lelz331 + 323612323 =
IB=I(anb)=-B.,e,-B,e,-B,.e =-(Bse +B,e, +B.e,)=
IB=I(anb)=-axb = axb=-IB=-I(aab) . (2.67)

2.12 Angulo diedral

O angulo entre dois planos, denominado diedral, ¢ o angulo entre os vetores normais
aos planos. Cada bivetor determina um plano. Logo, o angulo diedral serd o angulo
entre as normais aos bivetores, dadas pela equacao (2.64). Sejam,
a=ae, +a,e,+a,e,
—A=arb=A,e,+ A8+ Ayey;,
b=be,+b,e, +be,
m=A,e +A;€e,+ A,e; (normalao planode aAb)

(m|=[A]= A% + 45 + A5),

C=C8 +C,8,+C 8y
—B=cad=B.,e,+B;e; + B,€e,;
d=de, +de, +de,
n=B,.e +B,e,+B,e; (normalao planodecad)
- [n2 2 2
(|n| - |B| - Blz + B31 + Bz3 ).

Escrevendo em fung¢do dos vetores e das componentes dos bivetores, segue

A-B=m-n=|m|n|cosw = cosw _mn_, (2.68)
o
cosw = A-B = cosw = (@arb)-(cnd) = (2.69)
A|[B] abllcad

COSQ = AIZBIZ + ASIB31 + A23BZS . (270)

\/(Alzz + A5+ A223)(B122 + B+ Bzzs)

No caso de b=c, obtém-se,

cosw =M . (2.72)

anbbad|

2.13 Calculo dos vetores a e b sendo dado o bivetor B
Consideremos o produto a-b:
a-b=ab +ab, + ab, = |a|plcosd = (a-b)* =[a|’|b[ cos’0 =

(ab, + ab, + ab,)’ = (a + a; + a;)(b] +b; + b;)(1 - sen’d). (2.73)
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Vimos que,
B=anrb=(ab,-a,b)e,, +(ab —ab;)e;, + (a,b, —ab,)e,,
e B=arb=B.e,+B,€, +B,.€,, = |B|2 =B+ B, + B,
o0 que resulta em B,=ab,-ab, , (2.74)
B, =ab -apb, , (2.75)
B,,=ab;-ab, . (2.76)
Sendo [B|=|a Ab|=|a|- |b[sen6 = |B|2 = |a|2 |b|2sen26 )

obtemos (a,b, — a,b, Y+ (ab, - alb3)2 + (ab, - a3b2)2 @17
=(a] + a; + a;)(b] + b; + b})sen’0 .
A expressao (2.45) do trivetor é:
cAB=(c,By; +c,B;, +¢3B,,)€,,;.
Sendo a//B = aAB=0 (volume nulo), o que implica em
aB,, +a,B;, +a,B, =0 . (2.78)
Sendo b//B = baAB =0 (volume nulo), o que implica em

bB,, +b,B;, + a,B,, =0 (2.79)

Dado dois vetores a e b, obtém-se um unico bivetor B através do produto externo
realizado pela equagdo (2.18). No entanto, dadas as componentes Bj», B3 € By; de um
bivetor B, a resolu¢do das equagdes (2.73) a (2.79) produz uma infinidade de vetores a e

b, cujo produto externo resulta no mesmo bivetor B. Isso ndo encontra analogia com

vetores tradicionais no R3, pois quando ¢ dado um vetor v, s6 ha trés, e somente trés,

componentes que produzem o vetor v.

Para exemplificar, veja os dois pares de vetores a seguir, diferentes, mas que produzem

0 mesmo produto externo, isto €, resultam no mesmo bivetor B:

a=420e,+2,00e, +4,53¢,

—B=aab=11e,-6e, -9¢e,,
b=5,00e,+5,00e, + 6,82¢e,

a = 0,00e, +5,50e, + 3,00¢,

—B=aab=11e,-6e, -9¢e,,
b=-2,00e, + 4,83¢e, +1,00e,

2.14 Trivetor T e projecdes do vetor ¢ perpendicular e paralela ao bivetor B

Conforme mostra a Fig. 2.9, dado um trivetor formado pelo produto externo dos vetores
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a, b e ¢, deseja-se obter as projecdes do vetor ¢ perpendicular e paralela ao bivetor B,

formado pelos vetores a ¢ b. Ha dois métodos para obtencao dessas projecdes, a saber:

Trivetor Trivetor
Bac, =c, AB BArc=cAB

V’ 7

L

€, =projecdo de ¢ 7
perpendicular @) '
ao bivetor B
< a
¢, = projecdo de ¢

paralela ao
bivetor B

Fig. 2.9 Trivetor e as projecdes do vetor c.

1° método

De acordo com a Fig. 2.9, as equagdes (2.52) e (2.53) nos permitem escrever

Bace,=0 ou c,AB=10
B:c, =0 ou ¢, ‘B=0

Considerando estes valores nos produtos geométricos Be, e Be,,, segue

Bc, =B:¢c, +Bac, =Bac, =
\ﬁr_J
0
Be, =Bac, +Bac,=Ba(c,+c,) =
H_J %/_J

0 c

Bc, =Barc=B"'Bc, =B'(Bac)=|c, =B (Bac) |. (2.80)

Temos, também,
¢, B=c ‘B+c, AB=c, AB=
0
¢ B=c, AB+c,AB=(c, +¢c, )AB=
0

¢,B=cAB—c¢ BB =(cAB)B' =|c, =(cAB)B™ |. (2.81)

Mais, ainda,
Bc,=B-¢c,+BAc,=B-¢c,=
0
Bc,=B-c,+B-¢c, =B:(¢c,+c))=
0

Be,=B-c—>B"'Bc,=B'(B:¢c)=|c¢,=B'B-¢) |. (2.82)

E, finalmente,



¢,B=c,B+c,AB=¢c,-B=
%/_J

0

¢B=c,B+c,‘B=(c,+c,)'B=

0

¢B=c-B—¢BB'=(c'BB"'=|¢c,=(c'B)B" |.

2° método

Efetuando o produto geométrico Be, dado por (2.42), tem-se:

Bc=B-c+BAac=vetor + trivetor (I)

Substituindo ¢ =c¢, + ¢, no produto Be, segue:
Be=B(c,+c,)=Bc,+Bc,. (I)

Comparando (I) com (II), s6 podemos concluir:

Be,=B-¢c =|¢,=B'(B-¢)
VETOR
e Be, =Bac=|c, =B'(Bnrc)|.
TRIVETOR

Agora, efetuando o produto geométrico ¢B,

dado por (2.42), tem-se:

cB =c-B +cAB = vetor + trivetor. (III)

Substituindo ¢ =c¢, + ¢, no produto ¢B, segue:

cB=(c,+c,)B=¢c,B+c,B. (IV)

Comparando (IIT) com (IV), s6 podemos escrever:

¢B=c-B=|c,=(c-B)B"
VETOR
e ¢, B=cAB=|c, =(cAB)B" |
TRIVETOR
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(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

Observar que a comparagao entre (I) e (II), por exemplo, ndo poderia resultar em

Bce,=BAc, nem em Be, =B-c, pois, assim, erradamente, estariamos a igualar vetor

trivetor vetor

vetor trivetor

com trivetor, um absurdo.

2.15 Projecao perpendicular ao bivetor B

Sejam as expressoes (2.45), (2.57) e (2.59), transcritas a seguir,

cAB = (¢By; +¢,By +¢3B,)e,,

-1

B
—,

B

|B|2 = B, + B}, + B,.



Substituindo as trés expressdes anteriores em (2.87), ¢, = (cAB)B™, segue

c, =(cA B)B_l =—(¢,By; + ¢,B5, +¢3B,,)€,

B

|2

2
cJ_|B| =—(,By; + C,B3; + 3B, )(B,,€,:€, + B3€,,€31 + B;€,,,€53) =

2
¢, [B] =~(c,By; +¢,By, +¢,B,)(-B,€, - B, e, - B,.e)),

B),€1; + B; €31+ B),€,5 N
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(2.88)

obtendo-se, finalmente, a expressao da projec¢ao do vetor ¢ perpendicular ao bivetor B:

2
¢, =(¢,By; + By, +¢3B,,))(Bs€, + By €, + 31263)/|B| :

(2.89)

Esta expressao foi usada nos scrips MATLAB deste trabalho sempre que queriamos ver

o grafico da projecdao de um vetor rodado sobre o eixo em torno do qual se fez o giro.

A Fig. 2.10, a seguir, mostra todos os objetos envolvidos na dedug¢do das expressoes

(2.89) € (2.90).

Z<>e,

X< e,

Fig. 2.10 Caso geral, trivetor e as proje¢des do vetor ¢. Os dois trivetores, V{ e V,, com
formas diferentes, sdo iguais porque tém o mesmo volume e orientagdo, segundo a regra da

mao direita aplicada em a, b e c.

2.16 Projecao paralela ao bivetor B

Projecao perpendicular ao bivetor B

¢, ™~ ¢,=B'Barc)=(cAB)B"

Trivetor \f

anbac, =Bac,

Trivetor vV, =V,

anbac=Bac

Y<e,

Projegao paralela ao bivetor B
c,=B'(B-¢)=(c-B)B™

Sejam as expressoes (2.46), (2.57) e (2.59), transcritas a seguir

¢'B=(c;B;, -c,B))e +(c,B,-c;By)e, +(c,B,; —¢,By )€,

d,

d, d,

c-B=de +de,+d.e,,

2
>

B --B/B

B[ = B2 + B, + B,
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Substituindo essas expressdes anteriores em (2.86), ¢, = (¢- B)B™, segue,
c,=(c' BB =—(de, + d.e, + d,e,)(B,&,, + By, + B,,&,,) /B[ =
—c,,|B|2 =(de, +d,e, +d.e,)B.e,, +(de, + d,e, + de,)B, e, +(de, +d,e, + de,)B,.e,
= - c//|B|2 =(deB.e,, + d,e,B,e,, + d.e,B.e,,)+
+(deB, e, + d,e,B, e, + d,e;B,e,)+(deB,e, +de,B,e, +de,B,e,;)

=dB.e, -d,B,e, + d,B,e,,;, —dB,e, +d,B, e, +d,B,e, +dB,e,+d,B,e,-dB,e,
=-dB,e, +d,B,e,- d,B,,€,,; + d B, €, —d,B;€,,; —d,B,€,-dB,e,,; —d,B,,e; + d,B,,e,
¢, B[ = (d,B,, - d,B,,)e, + (dB,, — d,B,,)e, + (d,By, - d,B,,)e, - (d,B, + d,B;, + d;B,,)€,55.

é 0, vejamos:

O termo que envolve o trivetor nesta expressao acima tem que ser nulo, pois ¢, ¢ apenas

um vetor tradicional. Realmente, este termo € nulo, a saber,

d;B, + d,B;, + d\B,; = (¢,By; - ¢,B;))B,, + (¢,B), = ¢;B;) B, + (¢3B;, - ¢,B))By; =
d;B,, + d,B;, + d,B,, = ¢,B,B,; — ¢,B,B;, + ¢,B|,B;, - ¢;B,B,; + ¢;B, B,; — ¢,B,B,, =0.

Obtém-se, portanto, a expressao da projecdo do vetor ¢ paralela ao bivetor B.

¢ = [(dZBIZ - d3331)e1 + (d3Bz3 - dlB12)ez + (d1B31 - dszs )63 :|/|B|2 . (2.90)

Esta expressdao foi usada, por exemplo, no script MATLAB que gerou a Fig. 1.6 e
sempre que queriamos ver a proje¢do do vetor rodado no plano do bivetor orientador da

rotacao.

2.17 Produto externo de quatro vetores tradicionais

No espago Cl; o produto externo de quatro vetores € nulo. Sejam eles,
(a=qae, +ae,+ae,,
b=be,+b,e, +b.e,,

C=C8 + 0,8, + (8,

d=de,+de, +dse,,

No R*,d é uma combinacdo linear de a, b e c,
d=ka+kb+kc,



32

o produto externo é

arnbacad=anbaca(ka+kb+ke)=
%/_/

volume d

anbacad=anrbacaka+anbacak,b+anbacake=

anbaead=kkk;(arnanbac—anbabac+anbacac)=0=
0 0 0

anbacad=0 (2.91)
-

trivetor

Semelhante a um volume 3D no R* (2D), que é zero, a equagdo (2.91) pode ser

interpretada como se fosse um volume 4D no espago 3D, que da zero também.
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Capitulo 3
Rotores da Algebra Geométrica

3.1 Introducio

Neste capitulo, serdo estudados e deduzidos os procedimentos para se rodar um vetor no
R? através da aplicacdo do que poderiamos chamar de rotor de Clifford. No caso geral,

veremos, que o vetor rodado ¢ a, =RaR. Mas, quando o vetor rodado pertecence ao

plano do bivetor, pode-se usar uma expressio mais simples: a, =aR’.

O estudo das rotagdes € a esséncia para se obter as estruturas atOmicas, quer seja por
matrizes, quer seja por Algebra Geométrica. Isso porque, todo o movimento para se
determinar a posi¢do de um atomo, ou um ponto qualquer no R’, é composto de

rotacoes e translacoes.

3.2 Principio: reflexdo de um vetor

A rotacdo de um vetor ¢ realizada através de sucessivas reflexdes. Portanto, ¢

necessario, primeiro, deduzir uma expressao geral para reflexao.

A reflexdo funciona se partirmos do principio de que n ¢ um vetor normal unitario

“descansando” no mesmo plano do vetor a, que serd refletido, transformando-se no
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vetor a’. O vetor n sempre fica defronte ao espelho e, naturalmente, lhe € perpendicular,

conforme mostra a Fig. 3.1.

! ’
Z'.e; reflexo de a

“ espelho
plano &

o . B P Y’,e’z
X', € a=a,+a,

Fig. 3.1 Espelho que reflete um vetor a, dando origem ao vetor a’.
O principio basilar da Algebra Geométrica, equacio (2.1), afirma,
2
n’ =|n|". (3.1
Sendo n um vetor unitario, [nj=1, (3.1) transforma-se em,
n’=1. (3.2)
Desenvolvendo o produto interno, temos:
n-a = nljajcosa =|a|cosa
(3.3)
n-a =[a,|=proje¢do de a na dire¢io de n
Considerando que n’=1, uma caracteristica da AG, pode-se escrever
a=n’a=nna=
usando (2.25)
/—/%
a=nn-a+nAa)=
a=nn-a)+nnara)=
H_J %/_J
a, a,
a=-a,+a, = (3.4)
a'=-nn-a)+n(naa)=
a'=-nnra-nara)=
a'=-n(a'n+aan).

Usando novamente (2.25), conclui-se que o reflexo de a ¢ dado pela elegante expressao

a'=-nan (3.5)

—

Vetor Refletido = — (Normal Unitario) Vetor (Normal Unitario)
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3.3 Rotacio de um vetor num plano a partir de reflexoes

A rotacdo sobre qualquer plano ao qual o vetor a pertence, ¢ obtida aplicando-se sempre
a expressao (3.5) onde m, n e n’ sdo vetores unitarios perpendiculares e defronte aos
espelhos m, n, e n’, respectivamente. A Fig. 3.2 ilustra a rotagdo. Usamos cores para

melhor identificacao visual, poupando tempo em raciocinio.

Primeiro, reflete-se o vetor a usando o espelho m, obtendo-se o vetor a’. Segundo,
reflete-se a’” usando o espelho n’, voltando ao vetor a que passa a ser escrito em fungao
do seu reflexo. Terceiro, gira-se o espelho n” de um angulo 6, obtendo-se o espelho n.
Reflete-se, entdo, o vetor a’ usando este novo espelho n, obtendo-se o vetor ag que ¢

exatamente o vetor a, rodado de 20.

Seguindo todos esses passos na Fig. 3.2, vé-se o surgimento do rotor R, resultado do

produto geométrico de dois vetores unitarios e normais aos espelhos: R=mn.

Y. & espelho n’
o espelho n’ é rodado de 6, 4 espelho n

gerando o espelho n o ag=-na’n=-n(-mam)n = nmamn = RaR

[\

20 oa-0=0+p nm mn
a-p=20
a 1

 a=-n"a’n’

¥——— reflexo de a’

em relagao ao
espelho n

0

()
- o -———(—w————‘"b‘——_—_—

’ ’
X', e;

reflexo de a
em relagao ao
espelho m

espelho n

WDIBII & o o o e e e s o o o s

espelho m
1

Fig 3.2 Quando o espelho gira de um angulo 6, o vetor gira de 26.

Define-se, portanto, o produto de Clifford mn de rotor R e o produto nm de reverso do

rotor R, assim:

R = mn (rotor = escalar + bivetor), (3.6)
R=nm (reverso do rotor), (3.7)
(3.8)

a, =RaR.
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Essa dedugdo foi realizada com todos os vetores, incluindo os pontos a e a’,
pertencentes a um mesmo plano, ndo importando que plano ¢ este, desde que todos os
vetores partam da mesma origem. Foi por isso que arbitramos, na Fig. 3.2, denominar
os eixos genericamente de X’ e Y’. Mostraremos mais adiante, Secao 3.11, que a
expressao (3.8) continuara valida mesmo que os pontos a € agr nao pertencam ao plano,

1.e., estejam, por exemplo, acima do plano.

3.4 Rotor e Bivetor

O produto externo dos vetores m € n, unitarios e perpendiculares aos espelhos, formam

o bivetor man no plano de rotacdo. Este bivetor ¢ orientado segundo o sentido dos

ponteiros do relégio (CW clockwise), enquanto que o vetor a roda em sentido contrario
(CCW counter clockwise).

Y/ ! ‘ ~

%2t a,=RaR

CcW
20

m € n sdo vetores unitdrios
a [m| = [nf =1
|m A n| = drea do paralelogramo

A e L |m/\ n| = |m |n|sen0
0 ;

(18 “—())/, p X’»e1 [
___________________ i base  ltura
n
sen@ = érea do paralelogramo = |m A n|

Fig. 3.3 Sentido do bivetor mAn ¢é contrario ao sentido de rotacdo.

Usando a equagdo (2.16) para o produto geométrico dos vetores m e n, e considerando
que o modulo do produto externo representa a area do bivetor, conforme mostra a Fig.

3.3, desenvolveremos a expressao do rotor R em fun¢do do angulo 6:

R=mn=m-n+man, (3.9)

onde m-n =[n|jm|cos(180° -6) = m-n=-cos6 (3.10)
T

e imAn| =[n|jm[sen(180° -6) = |man|=send. (3.11)
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Seja U um bivetor unitario, |U|=1, que pertence ao mesmo plano do bivetor maAn e tem
a mesma orientagdo de maAn, que ¢ contraria a rotagdao do vetor a. Podemos, entao,
escrever o bivetor man como multiplo deste bivetor unitidrio, onde o fator de

multiplicag@o € o seu médulo, sen6, assim:

man=(senf)U = man=Useno. (3.12)
Entdo, a expressao do rotor fica,
R=mn=m-n+maAan = R=-cosO +Usenb (3.13)
e — %f_/
—-cosO  Usend

€ S€U reverso €SCreve-se

R=nm=n"m+nam=m-n-man = R=-cosf -Usent , (3.14)
onde

|m/\n| =|Usen6| =|U|sen0 =senf (0=60 =a — senf =0). (3.15)
-~

1
E interessante escolhermos um bivetor unitario que tenha o mesmo sentido de giro que

o vetor a, isto €, B = —U. Substituindo U por -B em (3.13) e (3.14), vem

R =-cos0 -Bsen0, (3.16)

R =—cos6 +Bsent , (3.17)

a, =RaR, (3.18)

ap =(—cosO + Bsenf)a(—cosO —Bsen0). (3.19)

Multiplicando em (3.19) o rotor e seu reverso por (—1), (3.19) ndo se altera:

ay, =(cosO —Bsen0O)a(cosO + Bsen0). (3.20)

R R
Portanto, podemos trocar simultaneamente os sinais de R e R que o sinal do produto
(3.20) nao se altera. Assim, adotamos (3.20) como formula geral de rotacdo, pois
ficamos com a vantagem de termos uma expressio do rotor elegante e de facil
memorizagdo, além de que, o mais importante, o vetor a gira no mesmo sentido do

bivetor B. As expressoes finais do rotor e seu reverso ficam, entdo,

R =cos0 + Bsen0, (3.21)
R =cos6 - Bsenb, (3.22)
a, =RaR. (3.23)
sendo
B = B e, + B3le31 + Bz3e23 (3.24)

e B =B2 + B + B =1. (3.25)
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Obrigatoriamente, B ¢ um bivetor unitario. Caso o bivetor B ndo seja unitario, basta

dividi-lo pela sua norma, o que o faz unitario.

O bivetor B ¢ uma espécie de orientador da rotagdo, fornece o plano e o sentido onde

I3

haverd a rotacdo. A sua forma ¢ irrelevante. Pode ser, e.g., quadrada ou circular,
conforme mostra a figura abaixo. A expressdao do bivetor nao traz a sua forma

geométrica, traz a area, posicao espacial e orientacdo (Fig. 3.4).

Y',e, 4
Bivetor
quadrado
unitario
B[=1

7 Bivetor
wr=1 circular
r=1/vm =0,56 unitario

B|=1

Fig. 3.4 Dois bivetores unitarios, isto é, area = |B| = 1. O sentido de rotacao do bivetor sera
o sentido de rotagdo do vetor a, o plano de rotagdo do vetor a é o mesmo plano ao qual o
bivetor pertence. O bivetor B € o orientador da rotagdo.

Substituindo (3.24) em (3.21),

R =cos0 + (B,,e,, + B; €3, + B,;€,;) sen0 , (3.26)
B
obtém-se a expressao final do rotor
R =cos0 + (B,,sent)e,, + (B;;senf ) e, + (Bysen0 )e,, (3.27)
ou
R=1r+R.e,+R,€5+RyE,, (3.28)
onde
r,=cost, R,=B,sen0, R, =B;senf, R,,=B,sen0, (3.29)

cuja norma Euclidiana ao quadrado ¢
2
|R| =cos’0 + B),sen’0 + B: sen’0 + B> sen’0 . (3.30)
A expressao (3.30) esta de acordo com o rotor sempre ser um multivetor unitario, i.e.,

|R|2 =cos’0 + (B, + B:, + B,)sen’0 =1, (3.31)
e
1
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0 que também poderia ter sido visto pelo produto geométrico
R=mn= |R| = |mn| = |m||n| =1. (3.32)

3.5 Expressao do vetor rodado

Substituindo R de (3.28) e o seu reverso na expressao (3.23), obtém-se

a, =RaR=

ag = (1~ R,€, — Ry €3 — Ryi€3) a (1 + R €15 + Ry 85, + R)1€)5).
R R
Desenvolvendo o produto geométrico acima encontra-se, naturalmente, um vetor

tradicional:

ag =[r(an, - a,R, + a;R;) - Ry (aR,, + a,1y — a3Ry3)
+ Ry (-aRy; + a,Ry; + az1y) + Ryy(aRy; + a,Ry, + a3R)) e,
+[r(a R, + ay1y — a;Ry;) - Ry (ayry — a,R,, + ayR;,)
+ Ry (qRy; + ayRy + a3R),) = Rys (- Ry, + a,R,, + a6,
+[1r,(=a\R;, + a,Ry; — as1) + R, (qRys + a,R5, + a4R,,)
- Ry/(ary — a,R, + a;Ry) + Rys (aR, + a1y + a3R,5) 185

Substituindo (3.29) na expressao anterior, obtém-se:

_ 2 2 2 2
ap =(acos’0 —a,B,,sen20 + a,B,sen20 — a,B,sen"0 +2a,B,,B,,sen"0

—a,B. sen’0 +2a,B,,B,,sen’0 + aB,,sen’0 e,
+(a,B,,5en20 + a,cos’0 - a,B,,5en20 — a,B],sen’0 +2a,B,,B,,sen’0

+2a,B,,B,;sen’0 + a,B; sen’0 — a,B;,sen’0)e,
+(-a,B;,5en20 + a,B,,sen20 + a,cos’0 +2a,B,,B,,sen’0 +2a,B,,B, sen’0

+a,B,sen’0 — a,B; sen’d — a,B.sen’6)e,.

Agrupando os termos de ag, conclui-se a expressao geral do vetor a rodado de 20:

a, ={a,cos’0 + (a,B,, — a,B,,)sen20 +[2B,,(a,B,, + a,B,,) + a,(B5, - B, - B)]sen’0 }e,
+{a,cos’0 + (a,B,, - a,B,,)sen20 +[2B, (a,B,, + aB,,) + a,(B;, - B}, - B.,)]sen’0 }e,
+Ha,cos’0 + (a,B,, - a,B,,)sen20 +[2B,,(a,B,, + a,B,,) + a;(B}, - B;, — B},)]sen’0 }e,.

(3.33)

Esta expressao (3.33) ¢ geral. Embora tenha sido deduzida para rotacdo num plano,
demonstraremos, mais adiante, que ela se aplica mesmo que o ponto a ser rodado nao

pertenca ao plano do bivetor-orientador B. Lembrar que ag € o vetor a rodado de 20.
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3.6 Roteiro MATLAB rpoint.m

O roteiro MATLAB que resolve numericamente (3.33), fornecendo as coordenadas do
vetor rodado ar ¢ a subrotina, abaixo, que denominamos de rpoint.m (roda ponto).
Nela, dividimos o angulo 0 por 2 para que a rotacao fique transparente para o usuario,

isto ¢, o vetor roda exatamente do mesmo angulo que o usuario estabeleceu.

rpoint.m by weber@globo.com

Realiza a rotacao de um ponto "a"

a = ponto a ser rodado de um angulo
Teta orientado pelo Bivetor unitario B

R = Rotor, rR = reverso do Rotor R

o0 o0 00 o0 o0 oo

aRod = rRaR = ponto a_rodado (ou vetor a_rodado)
function [aRodado]=rpoint(a,B,TetaRadiano)
T=TetaRadiano/2; % divide teta por 2
c2=cos(T)"2; s2=sin(T)"2; s=sin(TetaRadiano);
aRod =...
[a(l)*c2+(a(3)*B(2)-a(2)*B(1l))*s+(2*B(3)*(a(3)*B(1l)+a(2)*B(2))...
+a(l)*(B(3)"2-B(1)"2-B(2)"2))*s2
a(2)*c2+(a(l)*B(1l)-a(3)*B(3))*s+(2*B(2)*(a(3)*B(1)+a(l)*B(3))...
+a(2)*(B(2)"2-B(1)"2-B(3)"2))*s2
a(3)*c2+(a(2)*B(3)-a(l)*B(2))*s+(2*B(1)*(a(l)*B(3)+a(2)*B(2))...
+a(3)*(B(1)"2-B(2)"2-B(3)"2))*s2]";
aRodado=[aRod (1), aRod(2),aRod(3)];
return

3.7 Rotor R na forma exponencial

. . 2 .
Sendo B unitario, vimos que B” = —1. Isso nos permite escrever o rotor R e seu reverso

R na forma exponencial. Utilizando a série de poténcias

f(xX)=a,+ax+ax’+ax’ +a,x*+..,
a qual, para o caso de exponenciais, fica
N %2 CR
f)=e =l+x+—+—+—+—+...,
21 31 41 5!
e substituindo x=BO8 e B?*=-1,vem:

2 3 4
eB9=1+B0+(B§) +(B9) +(B6) +.=

3) 41

2 3 4 5
e® =1+B6 —9——B0—+9—+B9—+...=
2! 31 4 5!

cosb sen6

e®® =cosO +Bsenf e e =cosO —Bseno.

Multiplicando membro a membro as duas equagdes anteriores, obtém-se



41

RR =% 1.

Este resultado também pode ser obtido através da expressao geral do produto ab, dado

por (2.10), multiplicando geometricamente o rotor R, dado por (3.28), pelo seu reverso:
a=R=7+R,€,+R;€;+R;8y; b= R- Ty~ Rip€p — Ry 83 — Ryi€p3 =
ab=RR =7+ R} + R +R%.
De acordo com (3.29), (3.30) e (3.31) a expressdo acima ¢ unitaria. Assim,

RR-RR=[R=1 (3.34)

Em resumo, sempre podemos escrever:

Rotor — R = ¢B? = cos0 + Bsend ,

(3.35)

Bo

Reverso — R = ¢ Y =cos0 — Bsen6 .

3.8 Rotacao no plano do bivetor B usando ag=aR’

A dedugdo a seguir resulta numa expressao mais compacta para rodar um vetor, mas sé

funciona se o vetor a ser rodado estiver no mesmo plano do bivetor.

Seja o rotor

R =71+ R,e,, + R, €;, + R,;&,, (rotor =escalar +bivetor).

Facamos o célculo do produto geométrico RR=R*:

2
R =(7) + R,€45 + Ry €51 + Ry3€3)(7y + R,€45 + Ry €54 + Ry3€p3) =

2 2 2 2 2
R™ =7 =R, - R;, - Ry; + 21,R,,€,5 + 21y R; €3 + 21, R, €55 =
R, R, Rs R,
R’ =R, + R,e,, + R.&,, + RE,, (escalar +bivetor), (3.36)

R,=r -R.-R. -R.,,

onde 0 0 12 31 23 (337)
R, =2rR,, R;=2rR,, R,=2rR,.

Observe que R’ tem a forma de um rotor, i.e., escalar+bivetor.

Facamos, agora, o calculo do produto geométrico aR:

aR=(ae, +a,6, +a,&;)1r,+ R,&,, + R, €, + R,;6,5) =

aR = (a1, - a,R, + a;R;))e, + (a,r, + a,R, — a;R,;)e,

+(asry —a Ry + a,R;)€5 + (4R, + a,R,, + aR,;,)€,55. (D)
TRIVETOR
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Fagamos, finalmente, o calculo do produto geométricoRa :
Ra = (1, - R,€,, — R; €31 — R)3€3)(q/€, + a,€, + a,8;) =

Ra = (a1, - a,R, + a;R;))€, + (a1, + a,R,, — a;R,;)€,

+(asry —aRy + a,R);)€; — (a4R, + a,R; + aR,;)€,,5. (II)
TRIVETOR

Se o trivetor acima for nulo, isto € a,R,, + a,R;, + a,R,; =0 , as equagdes (I) e (II) ficam
exatamente iguais e, entao, Ra =aR. Neste caso, multiplicando-se ambos 0os membros
desta igualdade por R, a direita (lembrar que a ordem dos fatores altera o produto)

obtém-se a expressao do vetor a rodado, ar:

RaR = aRR =
a
a,=aR’ . (3.38)

Substituindo (3.29) na expressdo do trivetor (a,R, + a,R;, + a,R,;)€,,,, que deve ser
nulo, tém-se,
a;R, + a,R;, + aR,;, = a,B,senf + a, B, ;senf + a,B,;senf =0 =

Ry,

R3, Ry

(a,B,, + a,B;, + aB,;)sen0 =0 =

a,B, + a,B;, + aB,, =0.

Volume do trivetor arB

Usando (2.45), segue que o trivetor
anB=0.

No entanto, vimos que o produto externo a AB representa o volume orientado do

trivetor. Logo, se este volume ¢ zero, o vetor a pertence ao plano do bivetor B.

. , . ~ 2
Assim, sO se permite usar a expressao (3.38), ag=aR”, para rodar o vetor a, se este vetor

estiver no mesmo plano do bivetor B.

3.9 Expressao expandida do vetor ag

De acordo com as equacgdes (3.36) e (3.37):

R’ =R, + R,e,, + R.e,, + R,e,, (escalar +bivetor),

onde
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R, = roz - R122 _R321 _Rzzs’
R, =2rR,, R;=2rR,, R,=2rR,.

Substituindo por (3.29), vem

R, = cos’0 — (B, + B, + B},)sen’0,
R, =2cos0sen6B,,, R =2cosOsenOB;,, R, =2cosOsen0B,,

~ {RO = cos’0 - |B|zsen29 = R, =cos20, (|B| =1)
R, = sen20B,,, R, =sen20B,,, R, =sen20B,;.
Substituindo estes valores em R*:
R’ = 0520 + B ,sen20 e,, + B,,sen20 e,, + B,,sen26 e,,.
Considerando (2.19), obtém-se:

R? = c0s26 + Bsen20
(3.39)

R2 = o8
A seguir, vamos usar as expressdes anteriores para calcular o vetor rodadoa, = aR”:

ag =(a€,+ae, +a,e;)(R,+ Re,, + Re;, + Re,;) =

a R2
a, =(qR,-a,R, +a;R;)e, + (qR, + a,R, — a;R,)e,

+(a,Rs + a;R, — a\R;)e; + (R + a,Rs + a;R, )€,,;.
TRIVETOR=0—-VOLUME=0

Naturalmente, para que ag seja um vetor no R°, o trivetor na expressio acima tem que

sumir; e, de fato, esse trivetor € nulo, porque a pertence ao plano do bivetor B, a saber:

V =aRs+ a,R; + a,R, =2r,(aR,, + a,R,, + a;R,,) =

V =2rsenf(a,B,, + a,B;, + a,B,;) =0.
|anB|

Usando (3.29) e (3.37), obtém-se a expressao final do vetor a rodado:
a, =aR’ = (a,R, - a,R, + a,R,)e, + (aR, + a,R, - a,R,)e, + (a,R, + a;R, - aR,)e, =
a, =aR? = (q,c0s20 - a,B,,sen20 + a,B,sen20)e,

+ (a,B,,sen26 + a,cos20 — a,B,;sen20)e,

+ (a,B,;5en20 + a,c0s20 — a,B, sen20 )e,.
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a, =aR’ =[a,c0s20 + (a,B,, - a,B,,)sen20 le,
+[a,cos20 + (a,B,, — a,B,;)sen20 le, (3.40)

+[a,c0s20 + (a,B,; - a,B,,)sen20 e,

(3.40) ¢ uma expressdao compacta para rotacao, valida apenas quando os vetores a e ar

estiverem ambos no mesmo plano do bivetor B, orientador da rotagdo. A Fig. 3.5, a

seguir, exemplifica este fato. Lembrar que, ar ¢ o vetor a rodado de 20.

ag=—-0,37€,-2,69¢,+0,78¢,

Ze,

n = -2e,+2e,+6€e,

B/ =1/6"+2"+(-2)" = 6,63
B = bivetor unitario

B = B//[B|=09%,,+03e,-03e,

=-lej+2e,-le,

B'=anrb=06e, +2e,,-2e,,

a=2ej+2e,+0e;

Fig. 3.5 Aplicando-se a formula ag=aR?, o vetor a roda de 220° no plano estabelecido pelo
bivetor B (ou B’) e no mesmo sentido do produto externo entre a e b, gerando o vetor ag.
O vetor b entra em cena apenas para compor o produto externo que da origem ao bivetor
B’, mas b ndo faz parte da rotagdo propriamente dita.

3.10 Roteiro MATLAB rpointR2.m

O roteiro MATLAB que realiza os calculos da expressao (3.40), foi elaborado na forma

de subrotina:

o® 00 o° o°

rpointR2.m by weber@globo.com

Roda um vetor "a" resultando em "aRodado"

usando aR=aR"2 que so funciona se "a" e "aRodado"
descansarem no mesmo plano do bivetor B

function [aRodado]=rpointR2(a,B,TetaRadiano)

c=

cos(TetaRadiano); s=sin(TetaRadiano);

aRodR2 =...

[a(l)*c+(a(3)*B(2)-a(2)*B(1))*s
a(2)*c+(a(l)*B(1)-a(3)*B(3))*s
a(3)*ct(a(2)*B(3)-a(l)*B(2))*s]’;

aRodado=[aRodR2 (1), aRodR2(2),aRodR2(3)];
return
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3.11 Caso geral de rotagao: o vetor (ponto a) nao pertence ao plano do bivetor B

A Fig. 3.6 ilustra uma rotagdo genérica. Mostraremos, a seguir, que a formula geral do
rotor, equagao (3.23),

~RaR=¢P% acb?
aplica-se sempre, incluindo o caso onde o vetor gira fora do plano do bivetor (Fig. 3.6).

O angulo a entre os
vetores é diferente do

eixo de rotacao n angulo de rotagao 0.

perpendicular ao
bivetor B

U .
o ponto a roda de um angulo 6

As referéncias para
rotagao sao o vetor n

. - 7 ' ou o bivetor B. Um esta
origem (0,0,0) ' : > associado ao outro

(n é normal a B).

plano do Y
\ <
X a projegao do vetor a roda do

mesmo angulo 6 do ponto

Fig. 3.6 O vetor a ndo pertence ao plano do bivetor B. O vetor a roda em torno de um eixo n
perpendicular ao bivetor B. Para dirimir dividas, ¢ melhor sempre pensar que quem realmente gira
em torno do eixo n ¢ ponto a. O angulo a entre o vetor rodado ar € o vetor original a ndo é o
angulo de rotacdo 0. Estes dois angulos s6 serdo iguais se o ponto a girar no plano do bivetor B.

A Fig. 3.7 mostra a rotagdo tanto do vetor a quanto de sua projecao a, em torno do eixo
n. Conforme vimos anteriormente, no plano do bivetor B, o vetor-projecdo a, gira de
um angulo 26 quando é multiplicado pela direita por R%. Usando (3.34) e (3.38), obtém-

se
R=eP? — R2 =0 a,,R2 _a, o2B0
O vetor a, que nao pertence ao plano do bivetor B, gira exatamente do mesmo angulo

20, resultando no vetor a’ cuja componente perpendicular ao plano do bivetor ¢ comum

a todos os vetores, os quais, partindo de a, giram at¢ a’.

Realizando o produto geométrico entre o bivetor B e vetor a, e fazendo uso das

equagdes (2.52) e (2.53), segue:
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Ba, =B-a, +Bra, = Ba, =Bnra, = |Ba, =a B |,
H,_J

0

Ba,=B-a,+BAra,=Ba,=B-a,=|Ba,=-aB
0

n=B,e +B,e,+B,e,
' 2B6O
a' =a +ae

l a rodado de 260

2B0O

B a,=ag
a, | a, rodado de 260

B =B,,€, + B; €3, + B,;€,,

Fig. 3.7 O vetor a e sua projec¢do a,, no plano do bivetor B, rodam exatamente do mesmo angulo 26.

Usando esses resultados, demonstraremos, a seguir, aquilo que aparenta ser evidente

quando vimos a Fig. 3.7,

’ -Bo Bo 2BO
a,=a'=¢ ae =a, +ae ,

onde e ac® =RaR.
Aplicando a operacdo geral de rotagdao no vetor a, segue

e ae® = (cos —Bsenf)(a, +a,)(cosd +Bsent) =
\_ﬁ,_d

a
e ae® = (cos6 —Bsend)[(a, (cosO + Bsend)+a,(cosd +Bsen)] =
e ae™ = (cosO —Bsend)[(a, cos® +a Bsenf +a,cos6 +a,Bsend]=
e ae® =cos’0a, —Ba, senf cosd +a Bsen0 cosd —Ba, Bsen’0
—— —=
Ba a B

+a,cos’0 —Ba, senf cos® +a,Bsend cosd - Ba, Bsen’0 =
—

—
-a,B -a,B
-Bo Bo 2 2
e ae =cos Oa, —Ba sen0 cosf +Ba sen6 cosO —a BBsen0
——

-1

+a,co0s’0 +a,Bsend cosO +a,Bsend cost + a//ggsenze =
-1

e ae® =cos’0a, +a, sen’d +a,cos’0 +a Bsend cosd +a,Bsend cosd —a,sen’d

e ae® =cos’0a, +a sen’0 +a,cos’ 0 +2a Bsen cosd —a, sen’ =
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- 2
e ae® =(cos’0 +sen’0)a, +a, cos’0 -a, sen’d +2a,Bsen6 cost =

1 0,5+0,5cos26 0,5-0,5cos260 0,5sen20

e ae® =a, +a,(cos20 +Bsen20).

Finalmente, obtém-se

-Bo B

0 2B6O
e ’ae =a +age |

(3.41)

que ¢ exatamente igual ao vetor a” = ag.

A Fig. 3.8 exemplifica a agéio do rotor R=c0s80°+Bsen80” sobre o vetor a que gira em

torno do eixo n perpendicular a B.

n=nge, +n,6,+n,e,

b Bivetor
Fig. 3.8 Rotagio usando MATLAB: a = 4e,+0.4e,+4e3, n = le;—2e,+7e;3, 0 = 80°,
Nuormalizado = 0,14€1-0,27€5+0,95€3 , Buormalizado = 0,95€1-0,27€,+0,14€3,
a, =0,58e-1,16e,+4,04e;5 , a,R*= -0,85e1+3,49e,+1,12e;,
AR = ARodado = —0,28€112,33€,+5,16€3.

Uma rotacao geral, com o ponto fora do plano do bivetor, também pode ser realizada
usando (3.40), ao invés de a, = RaR. O fato da projecio a . do vetor a na dire¢do do
eixo de rotagio ser constante permite que usemos a, R para rodar apenas a projecio a,,
no plano do bivetor e, depois, somar com a, obtendo o vetor ag. Neste caso, para
determinarmos as projecdes, podemos usar as expressoes (2.89) e (2.90), aqui
transcritas,

2
’

(2.89) a, = (aB,, + a,B,, +a,B,)(B,e, + B,e, + B.e,)/B

d, = a;B,, - a,B,, d, = aB,, - a;B,, d, = a,B,;—aB,,

2
(2.90) a,= [(dZBIZ -d,B,))e, +(d;B,; - d,B,,)e, + (d,B;, - dsz3)es]/|B| .
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A Fig. 3.9, a seguir, mostra um outro exemplo da aplicag@o do rotor de Clifford. Neste
caso, o vetor que roda com mddulo constante, a(0), foi multiplicado por uma fungao
f(0) para modelar a figura, isto ¢, ar(0) = a(0) f(0). As projecdes no plano do bivetor

foram desenhadas usando-se a expressao (2.90).

Fig. 3.9 Outro exemplo da acdo do rotor usando MATLAB. O rotor gira um ponto em
torno do eixo. O mddulo do vetor que roda foi multiplicado por uma fungao arbitrada.

3.12 Reverso do produto de rotores

Seja o produto geométrico de rotores

N
R=][R =RR,.. R, (3.42)
i=1
e o produto dos seus respectivos reversos, multiplicados geometricamente na ordem
inversa:

1
R=][R =R,..R,R, (3.43)
i=N
As expressoes de cada rotor e seu reverso sao:
R, = cosO, + B,senf, — > >R = cos6, - B,senb),, (3.44)
R, = cos0, + B,sen0, —=* 0 >R = cos0, - B,send,, (3.45)
R, = cosOy +Bysen, — = sR . = cosO - Bysenoy. (3.46)

Pode-se mostrar que o reverso de um produto geométrico de rotores ¢ o produto

geométrico dos reversos escrito na ordem inversa, ou seja,
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rev(RR,...R) =R, ...RR, (3.47)

Para o caso particular de dois rotores R e R’, escritos com os bivetores unitarios de
forma explicita, temos:

reverso R _ I, = R,€, — Ry €5 — Ry€y, (3.48)

R =7+ R, + R;,€3, + Ry3€y5

R =7 -Re, - R;le31 - Résezs- (3.49)

Ieverso

! ! ! ! !
R =7+ R85 + Ry €5 + Ry

Podemos aplicar a formula geral (2.10) do produto geométrico ou efetuar o produto
utilizando as Regras Aureas (2.9) da Algebra de Clifford. Em ambos os procedimentos,

naturalmente, os resultados sdo idénticos.

Produto dos rotores:

Q =RR'= (17 = R,R, - RyR}, = R;;R)) + (R}, + iR, + Ry Ry — R,,R} ey,

, , (3.50)
+ (R Ry, + IRy, + Ry Ry — RyRy3)€31 + (RRy; + 1Ry + R,Ry, — Ry Ry )€y
Produto dos reversos na ordem inversa:
Q =RR= (ror()l - R12R1,2 - R31R;1 - R23R£3) - (”oRllz + r(),Rl2 + R31R£3 - R23R;1)912 (3.51)

! ! ! ! ! i ! i
—(R3, + iRy + Ry3R, — R,Ry)€45, — (1,Ry; + 1yRys + R,Ry, — Ry Ry )€y

(3.50) e (3.51) confirmam a igualdade (3.47).
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Capitulo 4

Soluciio por Algebra Geométrica

4.1 Introducao

Neste capitulo, utilizaremos a teoria de Algebra Geométrica, desenvolvida nos
Capitulos 2 e 3, para determinarmos as coordenadas cartesianas de conformacdes
moleculares candidatas a representantes de moléculas reais. A ferramenta bésica € o
rotor. O método & geral e pode ser aplicado a quaisquer pontos no R’. A formulagio

matematica aqui desenvolvida visa a ser uma alternativa ao método matricial.

4.2 Formulacio do problema em estruturas atomicas

O problema ¢: dados os comprimentos das ligagdes covalentes (L), angulos de dobra (6)
e angulos de tor¢ao ou diedral (w), conforme segue,

Atomo 1: {0, 0, 0}

Atomo 2: {-L,, 0, 0}

Atomo 3: {Ls, 03, w3}

Atomo 4: {L4, 04, w4}

Atomo 5: {Ls, Bs, ws}

Atomo N: {Ly, Ox, on},

determinar as coordenadas cartesianas em 3D de cada atomo:
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Atomo 1: 0, 0, 0)
Atomo 2: (-L», 0, 0)
Atomo 3: (x3, y3, 23)
Atomo 4: (x4, ya, z4)
Atomo 5: (xs, ys, zs)

Atomo N: (XN, YN, ZN)-

A padronizacao [6] ¢ localizar o primeiro atomo na origem (0,0,0) e o segundo atomo
em (-L2,0,0). O terceiro atomo forma um plano com os dois primeiros. Num caso
particular, este terceiro atomo pode estar localizado no plano XY, mas faremos uma

deducdo geral, na qual o terceiro atomo podera estar em qualquer lugar.

O processo para se encontrar as coordenadas cartesianas de cada atomo consiste
basicamente em duas rotacdes, uma de dobra e outra de tor¢do, seguidas de uma

translagdo conforme mostra a Fig. 4.2. O processo € repetitivo € sequencial.

Fig. 4.1 Cadeia principal de uma molécula hipotética, mostrando comprimentos de
ligacdes covalentes, L, um angulo de dobra, 6, e outro de tor¢do, w. A tor¢do segue a regra-
da-mao-direita com o polegar apontanto no sentido da constru¢do da cadeia. Trés atomos
determinam um plano no qual se fara a dobra, antes da torgao.

Uma vez encontradas as posi¢des sequenciais de trés &tomos quaisquer, digamos, Ay, Az
e Az, os quais determinam um plano, parte-se para se obter as coordenadas do quarto

atomo Ay, sabendo-se a distancia L4 entre Az e A4, 0 angulo de dobra 6 e o angulo de

tor¢do, ou diedral, w.

Nas dedugdes a seguir, usaremos as seguintes convengdes visando a facilitar a

compreensdo do texto:
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* Subscrito b, de bend, dobra, nas operacdes relativas a rotagdo de dobra.

« Angulo @, para o angulo de dobra.

* Subscrito t, de tor¢ao, nas operagdes relativas a rotacao de torgao.

« Angulo o para o angulo de tor¢do ou angulo diedral. Lembra o tradicional
o usado nas rotacdes, velocidade angular, frequéncia angular etc. Esse
angulo ¢ aquele entre dois planos conforme mostra a Fig. 4.2.

* Letra A maiuscula para o vetor posicao final de cada 4&tomo.

* Letra a minuscula para o vetor &tomo nas rotagdes referenciadas a origem,

ou, diferenca entre duas posicdes subsequentes de atomos (a=An—An.;).

Para se obter um atomo qualquer Ay, imagina-se que a sua génesis ¢ um “embrido”
localizado na linha entre os 4&tomos An.1 € An.2. Aplica-se, entdo, o rotor de dobra Ryn
neste embrido e, em seguida, o rotor de tor¢ao Ren, obtendo-se a posicao final do atomo

AN conforme mostra a Fig. 4.2.

embrido do atomo Ay B
tN
5 \4
torgéo Ay, v, | Ana n, =L
S S IR, R

w

/ - \
projegao do vetor torcionado /}
angulo diedral ou

B,y = bivetor que da o angulo de torgao

sentido do giro de dobra

Fig. 4.2 Rotacdes de dobra, orientada pelo bivetor Byy, € de tor¢do, orientada
pelo bivetor By. Observe a mao-direita torcionando o vetor vi=An.;—An.z.

O bivetor (ainda ndo normalizado) que orienta a rotagao de dobra ¢

Bn=V,AV,= (AN—I _AN—Z) A(AN—Z _AN—3)' 4.1)

Vi Va

O vetor em torno do qual se faz a rotagdo de torcao ¢

Vi=Ayi-Ax,, (4.2)
que ¢ perpendicular ao bivetor Be, orientador da tor¢do. E bom normaliza-lo agora,
pois, a partir dele, se obtém o bivetor By que obrigatoriamente deve ser unitario.

Assim, o vetor normal unitario ¢
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Vi Avi-A
np = o Axa Ay (43)
" |V1| |AN—1_AN—2|

ou n, =n,&,+n,e, + n,,&, (vetor unitario), (4.4)

0 qual esta associado, através de (2.65), ao bivetor unitario que orienta a rotacdo de
tor¢ao,
B =n,.€,, + 1,65+ n,€,; (bivetor unitario). (4.5)

4.3 Atomo 3

Génesis: localiza¢cao do embrido do atomo A;
A solugdo do problema tem inicio nos dois primeiros atomos A; € A, que ja estdo
localizados. Conforme mostra a Fig. 4.3, colocamos, entre A; € A, a uma distancia L;

de A, um ponto que passaremos a chamar de embrido ou génesis do atomo Aj.

17 rotagao: Dobra

Conforme mostra a Fig. 4.4, a rotacdo de dobra no plano do bivetor-orientador Bpz =€12
¢ realizada na origem aplicada ao vetor az. Como a3 “descansa” no plano do bivetor,
usamos nos scripts MATLAB o rotor com a expressdo (3.40), mais compacta, ag=aR?,
para maior velocidade da computagdo. Mas, por questdo de uniformidade, as figuras a
seguir mostram a expressdo geral RaR de aplicagio do rotor. Sdo mostrados os vetores
referenciados a origem (0,0,0) em letra mintscula e os mesmos transladados em letras

maiusculas.

embrido do 4tgmo A,

a,=-L,ag/

o"‘s=‘([4:/[4:)ak2 Y&

Ap,

Fig. 4.3 Passol: Inicio da solu¢do com os atomos A; e A, nas posi¢des padronizadas e o embrido do
atomo Aj, localizado na linha entre Ay e A,, distando L; de A,. Neste passo 1, cria-se o vetor a3 de
comprimento L; referenciado a origem. O vetor ag,/|ag,| € 0 unitario no sentido de ar, = A; — A= A,;.



54

0 (
a; =_(L3/L2)al{2

B,=¢enre,=¢,

o - Ac¢ao do Rotor
a,; =Ra.R, R,; em a;

Fig. 4.4 Passo2: Ag¢do do rotor Rp; no embrido do dtomo Ajz. O bivetor de
orientagao ¢ o unitario €4,. Para diminuir o tempo de computagdo usamos, no
MATLAB, para a dobra, a forma compacta do rotor, aR=aR2, porque aj
pertence ao plano do bivetor e4s.

(3 passo) 2" Rotacao: Torcao (seguida de translagao)

A tor¢do w; ¢ realizada para se obter a posicao final agrs. Apds a torgdo, faz-se a

translacdo agr3+A, obtendo-se a posi¢ao final do atomo A3 no ponto 4 da Fig. 4.5.

{nm =ag,=(A,-A)—=>B;=¢e,;

ap =R R, agdo do rotor Rz em a3

Fig. 4.5 Passo3: A¢do do rotor de torcdo R no embrido que havia sido dobrado de 6.
Apbs a tor¢o, faz-se a translagdo de agrz para a posicao final do &tomo: Az= agrz +A,.
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4.4 Atomo 4

(1° passo) Génesis: localizacao do embriao do atomo A4
Reinicia-se o processo: coloca-se o embrido entre Az e A,, conforme mostra a Fig. 4.6.
Observar que,
ag;=A;-A, ag=A,-A,,
B,,=ag;nag, =(A;-A)AA,-A)).

b Z,e,

oa-t = _L4 aRJ/‘aRJ|
a,= '(L4/Lx)aks

AR3 Plano-bivetor onde serd feita a 1* rotagao (dobra)

Fig. 4.6 Passo 1: O atomo Aj ja foi determinado. Localiza-se agora o
embrido do atomo A4, dando origem ao vetor a4 referenciado a origem.
2° passo) 1* Rotacao: Dobra
P ¢

Conforme mostra a Fig. 4.7, aplica-se uma rotacao de dobra 64 no embrido, orientada

pelo bivetor Byg.

By =agra,=A,-A)rA,-A))
—_—

ARy g2

a,, =R,a,R,, acdo do rotor R, , em a,

Fig. 4.7 Passo 2: Rotagdo de dobra no embrido do &tomo A4 no plano do bivetor-orientador Bp,.
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(3 passo) 2" Rotacao: Torcao (seguida de translagio)

Conforme mostra a Fig. 4.8, aplica-se uma rotacao de tor¢ao w4 no embrido que ja havia

sido dobrado de 04 obtendo-se a posicao final do &tomo Ay, apds a translagdo ars+As.

Ay, = RI»-taJRh-t

Y.e,

3 posic¢ao final do atomo A,

E {am =R a,R, agdo do rotor Ry, em ay,

Fig. 4.8 Passo 3: Rotacdo de tor¢do w4 para se obter a posi¢ao final do atomo A,. O eixo de
rotacdo € o vetor agz=A3—A,, seguindo a regra-da-mao-direita e o bivetor orientador By.

4.5 Posicao final dos atomos

O processo de rotagdes de dobra e torcao, mais a translagdo, se repete de forma idéntica

aos casos anteriores até se obter todas as coordenadas dos atomos (Fig. 4.9).

Ay = (Xy,Yn02N)

A, =(0,0,0)

A =(x5,Y5,25)

Ay =(X4Y452) Y.e,

Fig. 4.9 Posigdo final dos atomos e as ligacdes L entre eles.
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4.6 Formalizacao matematica

Os vetores Ay, Az, Az, ... A, correspondem as posicoes dos atomos 1, 2, 3, ... N,

respectivamente. Sejam os vetores e suas normas, dados por:

A, =0e, +0e, +0e, = A, =(0,0,0), (4.6)
A, =-Le, +0e,+0e,= A, =(-L,,0,0), (4.7)

e ap,=A,-A, e l|ag|=L,, (4.8)
aps=A;-A, e |ag|=L,, (4.9)

aps=A,—A; e |ag|=L,, (4.10)

ags=As-A, e l|ag=Ls, (4.11)

apn=Ay—Ay, € |ap|=Ly. (4.12)

O processo para obtencdo das coordenadas de atomos em cadeia € iterativo. Trés
atomos consecutivos, que formam um plano, ddo origem ao bivetor By, orientador da
dobra. A diferenca vetorial entre os dois tltimos desses trés 4&tomos cria a normal n¢ que
esta associada por (2.65) ao bivetor By, orientador da tor¢ao. Realizada a torcao, seguida

de uma translagdo, nasce o quarto atomo procurado.

Transcreveremos agora os 4 passos detalhados nas Figuras 4.6 a 4.8, considerando os
cinco primeiros atomos e, a seguir, a generalizacdo para um atomo N. Observe que o

Processo ¢ Sempre 0 mesSmo.

Atomo 3
1. Formagdo do embridio: a; =-L, ay, /|ag,|=—(L,/L,)ag, = (L;,0,0) (4.13)
B,; =€, Ae, =€, — bivetor dado, unitério de Clifford (4.14)

2. Rotagao de dobra: - )
a3 = Rb3{cl3Rb3 = a3Rb3 — dobra (4.15)

n;=ag, = (A2 —Al) — Bt3 = €5, — bivetor dado (4.16)
3. Rotag¢ao de torgao: .

Aps = Rt3ab3Rt3 — torgao (4.17)
4. Translagao: A=A, +ag, (4.18)
Atomo 4
1. Formagdo do embridio: a,=-L, ay,/[ag,|=—(L,/L;)ag, (4.19)

B,=a,.Aa =(A —A)/\(A —A)—>3ét S, plan 4.20
2. Rotagao de dobra: { o TR } 5 2 : ! omos, um plano. ( )

A= Rb4a4Rb4 = a4Rb4 — dobra (4.21)
N, =agp; = (A3 - AZ) — Bt4 — bivetor orientador da tor¢ao (4.22)
Apy = RmaMRm — torgao (4.23)

4. Translacdo: A=A +a, (4.24)

3. Rotagao de torgao: {



Atomo 5
1. Formagdo do embrido: ag=—L ap,/|ag,|=-(Ls/L,)ag,
N Bbs =QpaNApy = (A4 —A3) A (A3 _Az) — 3 4tomos, um plano
2. Rotagao de dobra: . 5
A = RbsastS = astS — dobra
R N N =agp, = (A4 - A3) - Bts — bivetor orientador da tor¢ao
3. Rotag¢ao de torgao: .
Aps = RtSaSbRtS — tor¢ao

4. Translacdo: A=A, +a,

Generalizando,

Atomo N
1. Formagdo do embrido: ay =-Ly agy_y / ‘aR(N_l)‘ =—(Ly/Ly;)agy,
2. Rotagao de dobra:
BbN = aR(N_l) A aR(N_z) = (AN_I - AN_2) A (AN_2 - AN_3) — 3 4tomos formam um plano
AN = RbNaNRbN = aNRf,N — dobra
3. Rotagao de torgao:
Ny =agngy = (A Nol AN—2) — BtN — bivetor orientador da tor¢ao
ApN = RtNabNRtN — tor¢do

4. Translagdo: A=Ay, +agy

4.7 Roteiro MATLAB que executa duas rota¢des (Na atomos)
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(4.25)

(4.26)
(4.27)

(4.28)
(4.29)

(4.30)

4.31)

(4.32)
(4.33)

(4.34)
(4.35)

(4.36)

A parte do roteiro MATLAB dedicada ao calculo das equacdes (4.13) a (4.36) ¢

transcrita abaixo. As funcdes rpoint € rpointR2 sdo subrotinas que realizam

rotacdes de vetores usando as equacdes (3.33) e (3.40), respectivamente. Neste roteiro,

por simplicidade, trabalhamos com vetores tradicionais, a,e, + a,e, + a,€,, € bivetores,

a,e,, + ase;, + a,e,,, separadamente, ao invés de colocar vetor e bivetor juntos no

mesmo multivetor de Clifford que contém oito elementos e cuja expressdao geral ¢:

A=0a,+ae,+ 0,8, + a8, + A€, + A8y + Aoy + (,€55.

% localiza_atomo_AG_duas_rotacoes.m by weber@globo.com
% reservando os lugares na memoria

a=zeros(Na,3); Bb=zeros(Na,3); ab=zeros(Na,3);
Bt=zeros(Na,3); aR=zeros(Na,3); A=zeros(Na,3);

tic % inicio da contagem do tempo de trabalho da AG

% localizacao dos 3 primeiros atomos

A(l1,:)=[0,0,0]; a(l,:)=[0,0,0]; aR(1,:)=[0,0,0]; % eg. (4.5)

°

A(2,:)=[-L(2),0,0]1; a(2,:)=[-L(2),0,0]; aR(2,:)=[-L(2),0,0]; % eq. (4.6)
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a(3,:)=[L(3),0,0]; % eqg. (4.13)

Bb(3,:)=[1,0,0]; % eqg. (4.14), bivetor unitario orientador da dobra

ab(3,:)=rpoint(a(3,:),Bb(3,:),T(3)); % eqg. (4.15), rotacao de dobra

Bt(3,:)=[0,0,-1]; % eg. (4.16), bivetor unitario orientador da torcao

aR(3,:)=rpoint(ab(3,:),Bt(3,:),W(3)); % eq. (4.17), rotacao de torcao

A(3,:)=A(2,:)+aR(3,:); % eqg. (4.17), posicao final do atomo 3

% localizacao do atomo 4 em diante

for N=4:Na % Na = numero de atomos

a(N,:)=-L(N)*aR(N-1,:)/L(N-1); % eqg. (4.31), formacao do embriao

% rotacao de dobra

Bb(N, :)=extp(aR(N-1,:),aR(N-2,:)); % eq. (4.32), bivetor orientador da dobra

Bb(N,:)=Bb(N,:)/sqrt(Bb(N,1)"2+Bb(N,2)"2+Bb(N,3)"2); % normaliza o bivetor

ab(N, :)=rpointR2(a(N,:),Bb(N,:),T(N)); % roda usando eg. (3.40), mais rapido

% rotacao de torcao

Bt(N,:)=[aR(N-1,3), aR(N-1,2), aR(N-1,1)1/...
sgrt(aR(N-1,1)"2+aR(N-1,2)"2+aR(N-1,3)"2); % eqg. (4.34) e normalizacao

aR(N, : )=rpoint(ab(N,:),Bt(N,:),W(N)); % eq. (4.35), roda usando eq. (3.33)

A(N,:)=aR(N,:)+A(N-1,:); % eq. (4.36), posicao final do atomo N

end

tAG=toc % final da contagem do tempo de trabalho da AG

4.8 Forma alternativa para se determinar as coordenadas dos atomos

As equagdes (4.13) a (4.36) executam duas rotacdes, dobra e torcao, para se determinar
as coordenadas de cada atomo. Os mesmos resultados podem ser obtidos fazendo-se

apenas uma rota¢do, conforme demonstra-se a seguir.

Atomo 3
Consideremos as equacoes (4.13), (4.15) e (4.17). Substituindo az em ap3 €, apos, ap3

em ags, obtém-se ar3z em fungao de ar,=A,,

Aps = _(Ls /L, )RtSRbSaRZRbSRtS . (4.37)
R, R,

Considerando (3.50), a qual estabelece que o reverso de um produto de rotores ¢ o
produto dos reversos escritos na ordem inversa, podemos escrever o rotor resultante que

fara, em um unico passo, o que faz, em dois passos, as rotagdes de dobra e de tor¢ao,

R,=R, R, ¢ R,=R.R,;. (4.38)
Substituindo (4.38) em (4.37), tém-se:
ag, =—(L,/L,)R; A, R,. (4.39)

Fazendo a translag¢ao dada por (4.18), encontramos a posicao final do atomo 3,
A,=A,+a,=A,-(L,/L,)R,A,R,. (4.40)
Atomo 4

Consideremos as equagdes (4.19), (4.21) e (4.23). Substituindo a4 em ap4 €, depois, apg
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em agg4, Obtém-se arq em funcgao de ags,

Apy = _(L4/L3 )RmRMaRsRMRM . (4.41)

R, R,
Sendo R,=R,R,, ¢ R,=R_R,, (4.42)
(4.41) fica, ags =—(L,/L;,)RagR,, (4.43)

Substituindo (4.39) em (4.43), obtém-se,
Agy = _(L4 /L, )R4[_(L3 /L, )Rs A,R;IR,

g3
ou ag, =(L,/L,)RR,A,R,R,.
(4.44)
Fazendo a translag¢ao dada por (4.24), encontramos a posicao final do atomo 4,
A =A,+(L,/L,)RR,;A,R.R,. (4.45)
Atomo 5

Consideremos as equagdes (4.25), (4.27) e (4.29). Substituindo as em aps e, depois, aps

em ags, obtém-se ars em fungao de ary,

Ags = _(Ls /L, )RtSRbSaR4Rb5RtS . (4.46)

R R;
Sendo R.=R.R,. ¢ R.=R, R (4.47)
(4.46) fica ags = —(Ls/L,)RsagRs. (4.48)

Substituindo (4.44) em (4.48), obtém-se,
ags =—(Ls/LyR4[(L, /L,)R,R, A, R,R, IR,

aAR4
ou ags =—(Ls/L, ) RRR; A, R,R R.. (4.49)
Fazendo a translag¢do dada por (4.30), encontramos a posi¢ao final do atomo 5,
Ay=A,-(L/L,)RRR,A,R,RR;. (4.50)

Atomo N
Generalizando os procedimentos anteriores, temos:

RN = RtNRbN e Ry=RjRy. (4.51)

Apn = _(LN/LN—I )RN ApnN-1) Ry. (4.52)

agy = (= I)N(LN/LZ)RN h 'R5R4R3 A, R;RR;--Ry. (4.53)
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Ay=A +DYLy/L,)Ry-RRR,A,R,RR;Ry. (4.54)

Por uma questdo de elegancia, a expressao geral (4.54) pode ser escrita de uma forma

mais compacta, assim:

V4

- I
A=Ay, +(DY(Ly/L)Ry - RR,RA,RRR; Ry,
v
Vs
onde
V3 = R3A2R39 V4 = R4V3R49 Vs = R5V4R5, VN = RNVN—lRN- (455)

Fazendo, sucessivamente, N =3, 4, 5, ... em (4.54) obtém-se:

A,=A,-(L,/L,)R,A,R, — A,=A,-(L,/L,)V,, (4.56)
%f_/

\£

A,=A,+(L,/L,)R,V,R, — A,=A,+(L,/L,)V,, (4.57)
%/_/

V4

As=A, _(Ls/Lz)R5V4R5 — A;=A, _(LS/LZ)VS’ (4.58)
%/_/

Vs

AN = AN-1 + (_I)N(LN/Lz)RNVN—lRN’
—

x

Ay=Ay, +(=D"(Ly/L,)Vy. (4.59)

A expressao (4.59) ¢ a mesma (4.54) apenas escrita de forma mais compacta. O método
alternativo, que tem inicio em (4.37), faz, a cada passo, uma unica rotacdo conforme
mostram as expressoes (4.39), (4.43), (4.48) e (4.52). No entanto, antes desta rotacao,
tem-se que calcular o rotor obtido pelo produto geométrico dos rotores de dobra e de
tor¢ao, R=R,R,.
Para se obter o rotor de dobra comegamos com a expressao do bivetor de dobra,

B, =B,,,e,, + B;,,€;5,+ B,;,€,, (4.60)

e do rotor R, =™’ =cosO + B, sen0 . (4.61)

Substituindo (4.60) em (4.61) obtém-se o rotor de dobra,

R, =cos0 + B,,, senf e,, + B;,, senl e,,+ B, senl e,;, (4.62)
cuja expressao também pode ser escrita assim:
Ry =7y, + Rip,€15 + Ry, €51 + Ry, €5 (4.63)

Para se obter o rotor de tor¢do comegamos com a expressao do bivetor de torcao,
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B, = B,,€; + B3,,€31 + B85 (4.64)
e do rotor R, =" = cosw +B,senw . (4.65)

Substituindo (4.64) em (4.65) obtém-se o rotor de tor¢ao,

R, =cosw + B, senw €,, + B;,,senw €,,+ B, senw €,;. (4.66)

cuja expressao também pode ser escrita assim:

R, =7, +R,€,+ Ry €3+ Ry 5. (4.67)

Aplicando a expressao geral do produto geométrico dado por (3.33), obtém-se o produto

dos rotores (4.63) e (4.77), R=R,R,,

R = (5,7, = Ry Ry — Ry, Ry, = Ry Ryy ) + (1, Ry, + Ry 1y, + Ry Ry, — Ry Ry )€

(Top Ry, = Ry Rosy + Ry 1y, + Ry Ry, )€31 + (1, Ros, + Ry, Ry, = Ry Ry, + Ry 1, )€405.

4.9 Roteiro MATLAB que faz uma unica rota¢ao (Na atomos)

O roteiro abaixo calcula as coordenadas de cada um dos Na 4tomos realizando apenas
uma rotacdo (produto da rotacdo de dobra com a de tor¢ao). Ele foi elaborado usando os
multivetores de Clifford, com oito componentes, ao invés de usar apenas os termos do
multivetor que interessam a rotagdao, com trés componentes, conforme a Se¢dao 4.7.
Embora o script realize uma unica rotacao, esta ¢ precedida pelo produto geométrico
dos rotores de dobra e tor¢ao cujos passos consomem tempo de processamento. Neste
trabalho, todos os testes de velocidade computacional foram realizados com o roteiro da

Secdo 4.7, que € mais conciso € consome menos tempo de processamento.

% localiza atomo AG uma rotacao.m by weber@globo.com
% pre-alocacao de espaco na memoria

A=zeros(Na,8); Bb=zeros(Na,8); Rb=zeros(Na,8); Bt=zeros(Na,8);

Rt=zeros(Na,8); R=zeros(Na,8); rR=zeros(Na,8); AR=zeros(Na,8);

aR=zeros(Na,8); Cb=zeros(Na,8); nt=zeros(Na,8); pA=zeros(Na,3);

tic % comeca a contar o tempo de trabalho da AG

% localizacao dos 3 primeiros atomos

sT(3)=sin(T(3)/2); sW(3)=sin(W(3)/2);

A(2,:)=[0 -L(2) 0 0 0 0 0 0]; aR(2,:)=A(2,:); % egs. (4.7) e (4.8)

PA(2,:)=[A(2,2) A(2,3) A(2,4)];% extrai apenas o vetor tradicional do multivetor A
Bb(3,:)=[0 0 0 01 00 0]; % egs. (4.14)
Rb(3,:)=[cos(T(3)/2),0,0,0,Bb(3,5)*sT(3),Bb(3,6)*sT(3),Bb(3,7)*sT(3),0];%eq.(4.62)
Bt(3,:)=[0,0,0,0,0,0,-1,0]; % egs. (4.16)
Rt(3,:)=[cos(W(3)/2),0,0,0,Bt(3,5)*sW(3),Bt(3,6)*sW(3),Bt(3,7)*sW(3),0];%eq.(4.66)
R(3,:)=geop(Rb(3,:),Rt(3,:)); % Rotor R=RbRt, subrotina produto gemEtrico
rR(3,:)=[R(3,1),0,0,0,-R(3,5),-R(3,6),-R(3,7),0]; % rR = reverso do Rotor R
AR(3,:)=geop(aR(2,:),R(3,:)); % subrotina produto geometrico, parte da eq.(4.43)
aR(3,:)=-(L(3)/L(2))*geop(rR(3,:),AR(3,:)); % eq.(4.43)

A(3,:)=A(2,:)+aR(3,:); % eqg. (4.18), A = multivetor de Clifford

PA(3,:)=[A(3,2) A(3,3) A(3,4)]; % extrai apenas o vetor tradicional do multivetor A
% localizacao do atomo 4 e sucessivos
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for N=4:Na % Na = numero de atomos

% rotor de dobra Rb

SsT(N)=sin(T(N)/2); sW(N)=sin(W(N)/2);

Cb(N, :)=geop(aR(N-1,:),aR(N-2,:)); % eq.(4.32)
Bb(N,:)=[0,0,0,0,Cb(N,5),Cb(N,6),Cb(N,7),0]; % eq.(4.32) bivetor de dobra

Bb(N, :)=Bb(N,:)/sqrt(Bb(N,5)"2+Bb(N,6)"2+Bb(N,7)"2);% normaliza o bivetor de dobra
Rb(N, :)=[cos(T(N)/2),0,0,0,Bb(N,5)*sT(N),Bb(N,6)*sT(N),Bb(N,7)*sT(N),0];% eq.(4.62)
% rotor de torcao Rt

nt(N,:)=aR(N-1,:)/sqgrt(aR(N-1,2)"2+aR(N-1,3)"2+aR(N-1,4)"2);% eq.(4.34)
Bt(N,:)=[0,0,0,0,nt(N,4),nt(N,3),nt(N,2),0];% eq.(2.65)

Rt (N, :)=[cos(W(N)/2),0,0,0,Bt(N,5)*sW(N),Bt(N,6)*sW(N),Bt(N,7)*sW(N),0];% eq.(4.66)
% rotor resultante R=RbRt

R(N, : )=geop(Rb(N,:),Rt(N,:));% Rotor R=RbRt, subrotina produto gemEtrico (geop)
rR(N,:)=[R(N,1),0,0,0,-R(N,5),-R(N,6),-R(N,7),0]; % rR = reverso do Rotor R

AR(N, :)=geop(aR(N-1,:),R(N,:));% subrotina produto geometrico, parte da eq.(4.52)
aR(N, :)=-(L(N)/L(N-1))*geop (rR(N,:),AR(N,:));% eqg.(4.52)

% posicao final do atomo

A(N,:)=A(N-1,:)+aR(N,:);% eq.(4.36), translacao, A = multivetor de Clifford
pPA(N,:)=[A(N,2) A(N,3) A(N,4)];% extrai apenas o vetor tradicional do multivetor A

produto geometrico

end
tAG=toc % fim da contagem do tempo de trabalho da AG

4.10 Estruturas atomicas obtidas com MATLAB

As proximas figuras mostram alguns resultados obtidos através do MATLAB,
utilizando os rotores da Algebra de Clifford deduzidos neste capitulo. Todos os pontos
foram comparados com aqueles obtidos através do método matricial e, naturalmente,
coincidem integralmente. Por carater didatico, as figuram apresentam os vetores girando
passo-a-passo em seus movimentos de dobra e, depois, de tor¢cao. A mao-direita, na Fig.

4.10, diz respeito a orientagdo da rotagdo de torcao.

Exemplo 1: 4 atomos Z.¢,

Dados: s
L2=5 (comprimento)

L3=2 (comprimento)
T3=50° (dngulo de dobra 0)
W3=80° (dngulo de torgdo w)

L4=1.4
T4=120°
W4=110°

Solucgao:

Atomol=(x,y,2z)=(0,0,0)
Atomo2=(-5,0,0)
Atomo3=(-3.71, 0.27,-1.51)
Atomo4=(-3.58,-0.72,-2.40)

Fig. 4.10 Exemplo 1: sequéncia de dobras e tor¢do para determinar a estrutura molecular hipotética.
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Exemplo 2: 6 atomos

Atomo 4
4,099,2.5)

Atomo 2
{4,0,0)

Fig. 4.11 Exemplo 2, mostrando a sequéncia de dobras e tor¢des necessarias a determinagao
da cadeia principal de uma molécula hipotética com 6 dtomos (dados na proxima pagina).

Fig. 4.12 Exemplo 2, mostrando, na figura da esquerda, a sequéncia apenas de dobras
e, na figura da direita, a sequéncia somente de torgdes, ambas necessarias a
determinacdo da cadeia principal de uma molécula hipotética com 6 dtomos.



Dados (Ex. 2): Solucao (Ex. 2):
L2=4.0; Atomo2 = (-4, 0, 0)
L3=2.0; T3=60; W3=-130; Atomo3 = (-3.0000, -1.
L4=1.3; T4=140; W4=80; Atomo4 = (-2.3764, -0.
L5=1.0; T5=150; W5=200; Atomo5 = (-1.7183, -1.
L6=0.8; T6=160; W6=300; Atomo6 = (-1.3720, -1.

Exemplo 3: 12 atomos

Dados:

L(2)=4;

L(3)=3; T(3)=60; W(3)=-170;
L(4)=1; T(4)=120; W(4)=80;
L(5)=1; T(5)=150; W(5)=20;
L(6)=2; T(6)=170; W(6)=300;
L(7)=2; T(7)=50; W(7)=30;
L(8)=3; T(8)=80; W(8)=-150;
L(9)=1; T(9)=100; W(9)=-200;
L(10)=2; T(10)=120; W(10)=90;
L(11)=2; T(11)=80; W(11)=-100;
L(12)=3; T(12)=100; W(12)=160;

Solucgao:

A2 =(-4.0000,
A3 =(-2.5000,
A4 =(-2.1198,
A5 =(-2.1044,
A6 =(-1.9975,
A7 =(-2.5278,
A8 =(-1.3740,
A9 =(-1.1902,
Al0=(-2.5920,
All=(-2.8323,
Al2=(-5.6062,

1133, 1.3268)
9907, 2.4609)
3373, 3.1292)
8260, 3.6596)

-2.5586,
-2.7629,
-2.6103,
-1.9752,
-0.9907,
1.2689,
1.9245,
3.2480,
1.8871,
2.5780,

0)
0.4512)
1.3532)
2.3414)
4.2348)
2.5766)
4.1775)
3.4451)
2.9127)
1.4669)
0.5569)

Fig. 4.13 Exemplo 3, solucdo para a cadeia principal de uma molécula hipotética com doze
atomos. Estdo superpostas as solucdes por Algebra Geométrica e por Matrizes. Figura da
esquerda: vista de frente. Figura da direita: vista de de tras.
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Exemplo 4: 1000 atomos

A Fig. 4.14, abaixo, mostra a conformag¢do de uma molécula hipotética com 1000
atomos, comprimentos de ligacdes covalentes fixos, L=1,526, angulos de dobra fixos,

9:1200, ¢ angulos de tor¢ao variaveis, de forma aleatoria, dentre os seguintes valores:

=60 100°, 140°, 180°, 220°, 260°, 300°.

Fig. 4.14 Conformacdo molecular com 1000 4&tomos obtida via AG.
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Capitulo 5

Solucao por Matrizes

5.1 Introducgao

Tradicionalmente, a determinacdo das posi¢cdes dos atomos em uma molécula ¢é
realizada através da multiplicagdo sequencial de matrizes (empilhamento de matrizes),
onde os dados para a resolugdo do problema sdo os comprimentos das ligacdes

covalentes (L), angulos de dobra (0) e angulos de tor¢ao (w) [5].

No capitulo anterior, obtivemos as coordenadas cartesianas dos atomos via Algebra
Geométrica. Neste capitulo, serdo mostrados os mecanismos de operacdo matricial
necessarios a determinagdo das coordenadas cartesianas dos atomos. Também sera
deduzida uma matriz alternativa aquela que ¢ tradicionalmente utilizada nos problemas

de mecanica molecular e minimizacao de energia total da molécula.

5.2 Matrizes de transformacao

Em coordenadas cartesianas, uma tranformagdo linear geral em trés dimensdes tem a

forma
x'=fulx, v, 2),
Y =Hx . 2),
z' =fAx, y, 2),

onde x, y, € z sdo as coordenadas do ponto P e x’, ’, e z’ sdo as coordenadas do novo

ponto, P’, obtido ap6s a transformagdo. Sendo, P =MP, na forma matricial, escreve-se

x'| la, b, c.||x| |lax+by+cz
! — —
y'|=la, b, c||ly|=|ax+by+cz| (5.1
!
Z a, b, c ||z| |ax+by+cz
== [
P M
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Resolvendo, encontra-se
x'=f(x,y,2)=ax+by+cz
y'=fi(x,y,2)=ax+by+cz

= f.xy.2)=ax+by+c.z.

Essas tranformacdes lineares nao incluem translagdo. Para inclui-las, usam-se
tranformacodes afins com coordenadas homogéneas (x,y,z,w), w=1. Transformag¢do afim
¢ uma transformacao linear seguida de translagdo. Coordenadas homogéneas permitem

o trabalho com vetores, pontos e matrizes de forma unificada.

Transformacdes afins expressas em coordenadas homogéneas sao do tipo:
x'=f(xy.z)=ax+by+cz+d,
y'=f,(x.y.z)=ax+by+cz+d,

(5.2)
Z'= fz('x’y’z’l) =a,x+ bzy +c,.2+ dz
w'=f,(xy.zD) =1
ou, na forma matricial, P’ = MP:
x| |a, b, ¢, d]||x
el 53
Z aZ bZ CZ dz Z
1] |0 0 0 1][1
> N
P’ M s

5.3 Matriz de Translacao (T)

A matriz que realiza a translagdo de um ponto (x,y,z) para (x’y ",z )=(x+d,, y+d,, z+d:) €

a matriz T, dada na expressao (5.4).

P =TP

x| (1 0 0 d/|x x| [x+d, , 4

, , x'=x+d,

ol T O A B o T Y I VT C
Z1 10 0 1 d]lz 7| |z+d, , dy

1| o oo 11 1 1 oTre

—~ I3

P T P

5.4 Matriz de Escala (S)

A matriz que realiza a escalagem de um ponto (x,y,z) para (x’,y,z")=(xS}, S,, z5:) ¢ a

matriz S, dada na expressao (5.5):
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P =SP

x| s, 0 0 Ofx X S X )

, , q X =X
y _ 0 s, 0 Oy _ y _ S,y Cgféegg?gis Y =5y (5.5
Z’ 0 0 S, 0 Z Z, §.Z ' ’

1| o o o 11 1 1 ¢
— - .35
P’ S P

5.5 Matriz de Rotaciao em torno do eixo X (Ryx)

De forma analoga, o ponto em coordenadas homogéneas obtido apos a rotagao ¢:
P'=R,(6 )P (5.6)

Na Fig. 5.1, o par de eixos YZ estd localizado em qualquer ponto do eixo X,

naturalmente, perpendicular a ele. O sentido de rotacao ¢ dado pela regra-da-mao-direita

com o polegar apontado no sentido +X.

As coordenadas cartesianas dos pontos P e P’ sao
(x = x (plano YZ em qualquer x)
1y =rcosg (5.7

[z =rseng

[y =rcos(¢p +0) =rcosg cosh — rsengsend
1z =rsen(¢ +6) = rseng cosf + rcosgsend (5.8)

x'=x

[y' = ycos@ —zsenO
17" =zcos6 + ysenf (5.9)

x'=x

P=(x,y,2)

0 P=(x,y72)

Fig. 5.1 Coordenadas dos pontos P e
P’=PRrodado- O €ixo X, perpendicular ao
pano YZ, aponta para fora da pagina. O
plano YZ localiza-se em uma posi¢do x
genérica.
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As respectivas coordenadas homogéneas do ponto P’ sdao

p'=(x"y.z,1)=(x,ycosO —zsenO,zcosO + ysen6,1)
(5.10)

ou, na forma matricial,
x' X
y'| |ycosO —zsinf .
P'=|"|=|" . — coordenadas homogéneas.  (5.11)
Z ysinf + zcos6
w' 1

Para se obter a matriz que efetua a rotacdo, escreve-se Rx(6y) na forma de uma matriz

genérica 4x4, e substitui-se em (5.6):

X Gy, G G5 Gy ||X
!
y Gy Gy Gy Gy ||y
= (5.12)
Z a3 Ay Ay Ay |2
!
w Ay Gy Gz G|l
Desenvolvendo o produto de matrizes e substituindo (5.11) em (5.12), obtém-se:
X a,x+a,y+a,z+a,
ycosO —zsinf | |a, X+ ay,y + a,z+a, (5.13)
ysing +zcosO | |ay,x+ apy +anz+ay,| '
1 ApX + Y+ A+ ay
Igualando os respectivos coeficientes, chega-se a
a, =1, a,=0, a; =0, a, =0,
a, =0, a,, =cosf, a,,=-sinf, a, =0, (5.14)

a,; =0, a,,=sn0, a,;=cosl, a, =0,

a41=0’ a42=0’ a43=0’ a44 =1.

Substituindo (5.14) na matriz genérica 4x4 de (5.12), obtém-se a matriz que roda um

ponto P em torno do eixo X:

1 0 0 0

R.(0,) = 0 cosf, -sinf_ O . 5.15)
10 sinf, cosf. O
0 0 0 1

5.6 Matriz Rotacao em torno do eixo Y

De forma similar, pode-se escrever P’ = RY(Hy )P, onde
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cosHy 0 senHy 0
R,(6,) ! 0 0 (5.16)
ey -senf, 0 cosf, Of ’
0 0 0 1
5.7 Matriz Rotac¢ao em torno do eixo Z
Finalmente, para o eixo Z, P'=R,(6,)P, onde
cosf, -senf, 0 O
R (6.) senf, cosf, 0 O (5.17)
20 0 1 0f '
0 0 0 1

5.8 Rotag¢iao em torno de um eixo genérico
O principio geral de rotacdo de um ponto P(x,y,z) em torno de um eixo & qualquer,
conforme ilustrado na Fig. 3.2, que ndo necessariamente passa pela origem, ¢:
1°) Fazer o eixo ¢ coincidir com algum dos trés eixos, X, Y ou Z,
para os quais ja existem prontas as matrizes de rotagao, Rx(0,),
Ry(0,) e Rz(0,), respectivamente;
2°) Rodar de 6 o ponto P em torno desse eixo, X, Y ou Z;
3°) Retornar o eixo ¢ para o seu lugar original.
Todas essas transformacdes (afins) sdo

aplicadas no ponto P que se deseja rodar. Ay 0

No entanto, devemos observar que o T E

\
\
A
\rZ i-g

ponto P estd “amarrado” ao eixo & por

o N 7| P,(x,,y,,2,)
uma distincia fixa r, e, embora ndo se T 222 Y208

apliquem quaisquer transformagdes no HP(xyz)

eixo propriamente dito, para efeitos de

. ~ T Yy
explicacdo, tudo sera dito como se as /,’ —

matrizes de transformacdo fossem X,

aplicadas ao eixo &. »{

O eixo ¢ ¢ definido por dois pontos Fig. 5.2 Ponto P a ser rodado de um &ngulo 6.

Pi=(x1,y1,z)) € Pr= (x2)2,2,). Desta



forma, o procedimento para a execucao
da rotagdo pode ser definida nos

seguintes passos:

Passo 1. Aplica-se a matriz translagao
T(-x1,-y1,-z,) no ponto P. O ponto P; se
desloca para a origem (0,0,0). Desta

forma, o eixo & passa agora pela origem.

Passo 2. Aplica-se a matriz de rotagao

Rx(-0,) fazendo o eixo € girar em torno

do eixo X e “descansar” no plano XY.

Passo 3. Aplica-se a matriz de rotagdo

Rz(0.) fazendo o eixo ¢ coincidir com o

eixo Y.

Passo 4. Aplica-se a matriz de rotagao
Ry(0,) que rodara de 6 o virtual ponto P

em torno do eixo Y.

Os angulos 0, e 0. necessarios as
rotacoes Rx(-0,) e Rz(0.) sdo obtidos da

Fig. 5.4, resultando em

!
<y
S D
Yo t2,
!

’
X, X,
12

senf, = - - -
! !
\/x2 +y, +2, |Pz|

A partir dai, com o virtual ponto P
rodado, retorna-se com o €ixo £ a sua
posi¢do original fazendo o caminho
inverso. Os angulos tém sinais contrarios

aos do caminho de ida.

72

A7

P;

=~
]

v
=<y

Fig. 5.4 Rotagdo em torno do eixo X e, ap0s,

seguird a rotacdo em torno do eixo Z.

Fig. 5.5 Rotagdo de 6 em torno do eixo Y.
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Passo 5. Aplica-se a matriz de rotacao Rz(-0,).
Passo 6. Aplica-se a matriz de rotacao Rx(0,).

Passo 7. Aplica-se a matriz de translacdo T(x;,y1,z,) € chega-se ao final com o ponto P

rodado de um angulo 6 em torno do eixo &.

Em resumo:

X x'

Ap6s rodar P de 0,
em coordenadas ! Em coordenadas
P _ y homogéneas, obtém-se P _ y cartesianas, fica P _ [
= RODADO = | _, Ropapo = (X,¥,2)

< <

1 1
Os sete passos de uma rotacao genérica sdo, portanto, sintetizados na expressao

7 6 5 4 3 2 1
Probano = T(x,1,2)R (0,)R,(-0,) R, () R, (0,)R  (-0,)T(-x,,~y,,~z,)P < partida
< VOLTA RODA O ~IDA
PONTO

(5.18)
A Fig. 5.6 d4 um exemplo numérico de aplicacdo da equagado (5.18), mostrando os sete

passos de uma rotacdo de 70° do ponto p=(0, 1, 5) em torno do eixo definido pelos

pontos p, € p,. O ponto rodado é pz=(0.95,0.66, 4.54).

z
p=(0,1,5) <= PARTIDA
700
° /)3:(1. 2. 5) 9:700
=(0.95, 0. S5 $
P95, 06645089 ¢ ‘ 0,=53.13
6,=30.96"

p=(-2,-1,1) @

(2.95, 1.66, 3.53)

(-0.55, 4.80, 0.80)

Fig. 5.6 Exemplo dos sete passos da rotagdo de um ponto p, realizado através do MATLAB.

Apos o exemplo numeérico, segue o desenvolvimento literal do produto de matrizes dado

por (5.18). Denominando esse produto de M, escreve-se
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Probano = M(x,,,2,,0 .00, )P(x,y,2),

onde M ¢ o produto das sete matrizes dadas em (5.18)

I 0 0 x|l 0 0 Of| cosB, senf, 0 O

M=0 1 0 y]0 cosf, -sinf, O|/-senf, cos6, 0 0O

0 0 1 gzI|/0 sinf, cos@, O 0 0 1 0

0 0 0 1|0 O 0 1 0 0 01
cos6 0 senf Ojjcosf, -senf, 0 O0]fl 0 0 0|fI 0 0 -x
0 1 0 Oj{senf, cos6, O O0]||0 cosf, sin6, 0|0 1 0 -y
-senff 0 cos6 Off O 0 1 0|0 -sin@, cos@  Of0 0 1 -z
0 O 0 1|l O 0 0 1}/0 0 0 Ifjo 0 0 1

A matriz M ¢ do tipo

com elementos obtidos pelo produto matricial, dados por

a,, = cos’0,cosf+1—cos’0,,

a,,=—cos0, (cosf, sinf, cosd —cosb, sinf. +sinb, sin0),

a,;=—cos0, (sinf, sinf, cos —sind, sinf.—cos0, sinh),

a,,= cosf, (—x, cosf, cosO + x, cosO_+ y, cosO, cosl sinf,— y, cosl, sinb,,
+ Y, sin@ sin0, + z, sinf, cosO sinf.— z, sinb, sinf_— z;sinf cosh,),

a,, = —cos0, (cosf, sinf, cosd —sind, sinf —cos0, sind,),

ay, = —c0s°0, cosb cos’6, + cos’0, cos O, +cosh,

a,; = —sinf, cosb, cos cos’6, —sinb_ sinf +cosH, sind, cos’6,

a,, = x, cos0. cosO, sinf, cosd — x, cosh. sinf, sinf — x, cosl, cosb, sinf_,
+, cos’0, cosf cos’d. -y, cos’O, cos’0, -y, cosb
+ 7z, sinf, cosB, cosh cos’0 + z, sinf_ sinf — z, cosh, sinfx cos’0, + y,,

ay, = —cos0, (sinf, sinf_ cos + cosl, sinf —sinb, sinb,),

as, = —sinf, cosh, cosf cos’6, +cos0, sinfx cos’, +sinb, sinh,

as; = cosf —cos’0, cosO + cos’0, cosh cos’H,+cos’0 — cos’0, cos’,

as, = x, cos0. sinf, sinf, cosO + x, cosO, cosl, sinf — x, sinf, cosb, sinf_,
+, sinf, cosb, cos cos’0 — y, cosh, sinb, cos’d,— y, sinf, sinf- z, cosh,
+ 7, cosf cos’0 — z, cosB cos’0, cos’0.— z, cos’0, +z, cos’0,cos’0, + z,.

Efetuando-se o produto da matriz M pela matriz P=[x,y,z,0]T, encontram-se as

coordenadas do ponto rodado cujas coordenadas x’, y’ ez’ sdo
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x’ = (—c08’0,c0s0+c0s°0.) x, + x c0s’0.cosO + x— x cos’0.— y cosh, cosh, cosh sind,
+ y cos, cosf, sinf.— y cosf, sinf sinf,— z sinf, cosh, cosO sinb,
+ z sinf, cosO. sinf_ + z cosO, sinf cosO + y, cosb, sinb, sinf
+ z, cosB, sinf, sinf, cosO+y, cosh, cosb, sinb, cosf—y, cosl, cosh. sinf,
— 2, sinf, cos0, sinf - z, cosH, cosH, sin0,

v’ = (—cos6, cosO, sinf —cosf. sinf sind +cosb, cosl, cosl sinf.) x,— z sinf, sinf

— z cos0, sinf, cosB cos’O_+ y cos’O, cos’6 — y, cos’0, cos’d — y cos’0, cos cos’h,
+y,— ¥, cosO+ y cosO+ x cosh, cosh, sinf + x cosh, sinf sinf +z sinf, cosh, cos’6,
+ 7, cosf, sinf, cosf cos’O + z, sinf, sinf — z, sinf, cosh, cos’6,

+, cos°0, cosb cos’0.— x cosh, cosh, cosh sinb,

7’ = (-sinf, cosh, sinf,+cosh, sinf cosH, +sind, cosh, cosh sinbh,) x,— z, cos’0,
+ 7, €08°0, cos’0, — 7 cos’0_cos’0, — y, sinb, cosl, cos’O_+ z,

— x sinf, cosO, cosO sinf,— x cosO, sinb cosO, +x sind, cosO. sinf. +y sinf, sin6
+z cosO—y cosb, sinf, cosh cos’,+ z cosb cos’d, cos’0 + z cos’0,

+ 7, cosf cos’0 + y, cosh, sinb, cosO cos’6 — y, sinf, sinf

— 7, cosf cos’0, cos’0,— z cosb cos’d_+ y sinf, cosb, cos’0,—z, cosh.

5.9 Determinacao das coordenadas dos Atomos via matriz tradicional

O processo tradicional para se obter as coordenadas cartesianas de pontos ou &tomos no
R? esta delineado em [5]. A construcdo da sequéncia em 3D comeca a partir da origem

Py, dada em coordenadas homogéneas:

P, - (5.19)

- O O O

Aplica—se, entdo, sucessivamente, o produto ou empilhamento de matrizes em Py até se

obterem as coordenadas do N—ésimo atomo desejado, isto €,
N
P =|[[B,(L;.6,0)|P, =
i=1

P, =B,B,B,B,---B.P,. (5.20)

Conforme visto no Capitulo 4, L ¢ o comprimento de ligagdao entre d&tomos, 8 o angulo
de dobra e w o angulo diedral ou de tor¢do. As matrizes tradicionais que compdem o

empilhamento sdo [6] dadas por
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—cos0, -send, 0 -L.cos0,
senf,cosw; —cosb,cosw;, -senw, L, senb,cosw, .
B;(L;.0,.0;) = , (tradicional)
senf,;senw; —cosH,senw; cosw,; L;senb,senw,
0 0 0 1
ondei=3,4,5,...,N (5.21)

Para se obter B, (i =1), tem-se que substituir na matriz (5.21) L;=0, 8;=nt ¢ =0,
obtendo-se B(0,t,0) ou, entdo, fazer-se o produto conforme mostra (5.22) que envolve
a matriz de escalagem (5.5). O resultado em ambos os casos ¢ a matriz identidade que

nao interferira no produto de matrizes, ou seja,

1 0 0O
B, =B,(0,7,0) =S(-1,-1,1)B,(0,0,0) 0 100 (5.22)
=b,;(U,T, = 1,74, i\ = . .
b l 0 0 10
0 0 0 1
Sendo B, a matriz identidade, (5.20) assume a forma final e usual,
Py =B,B;B,---BP, . (5.23)

Para se obter B, (i =2), tem-se que substituir na matriz (5.21) L= L, 6=0 ¢ w;=m, ou
entdo, fazer-se o produto da matriz translacdo T(x,y,z) do atomo 2 com a matriz de

escalagem S(sy,s,,s-), dada por (5.5), assim

B, =B.(L,.0,7) = T(-L,,0,0)S(-1,1,-1) =
\ /%,_/

Translagiio Escalagem
1 0 0 -Lj|-1 0 0 O
B, - 0O 10 O01jJfo 1 0 O
0 01 0|0 0 -10
0 00 10 0 0 1
Efetuando o produto, obtém-se
-1 0 0 -L,
R (5.24)
o 0 -1 0
0 0 0 1

Todas as coordenadas dos atomos dadas por (5.23) terminam no produto por B,. Este

fator, matricial, de acordo com (5.24), possui embutido a matriz S(—1,1,—1), cuja
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finalidade ¢ trocar os sinais das coordenadas x e z da matriz anterior P, que vinha sendo

empilhada desde Py. Assim, sendo
B, =T(-L,,0,0)S(-1,1 -1)

P, =|" |=B,B,--BP,,

—_— N < =

vé-se, a seguir, o efeito da matriz “trocadora de sinal”, S(-1,1,-1), que pode ser
interpretado como uma reflexdo das coordenadas x e z em relagdo a origem no plano

XZ:

—x -L,-x
y y
S(-1,1,-)P, = — P, =T(-L,,0,0)0S(-1,1,-1)P, = . (5.25)
—_ — —_
trocador de sinal
1 1

A expressdo (5.25) dd a localizagdo correta do ponto N, segundo as convencoes
adotadas para dobra e tor¢do. Mas, caso ndo houvesse a matriz S(-1,1,-1) embutida em

B,, o ponto N seria dado por (5.25) sem a matriz S, ou seja,

-L,+x

Py ns =T(-L,,0,0)P, = z . (5.26)

1
Para i=3, pode ser conveniente, mas nao obrigatorio, utilizar a expressao (5.21) com o
angulo de tor¢do w;=0. Isso significaria que os trés primeiros atomos estariam
“descansando” no plano XY. O atomo A; sempre permanece na origem (0,0,0) e A, no
eixo X, em (—L,0,0). Com a tor¢cdo nula, Az ficard no plano XY em (L3cos0;—L,,

L3cos03, 0).

5.10 Determinacao das coordenadas dos atomos através de matriz alternativa

O aparecimento da matriz S(—1,1,—1) que reflete as coordenadas x e z em relagdo a
origem no plano y=0, nos motivou a buscar uma outra solu¢cao matricial que ndo tivesse

esta matriz no fator B,.
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Faremos, entdo, o caminho para se obter a posi¢do do atomo Az similar ao utilizado na
solucdo via Algebra Geométrica. Por isso, serd usada a mesma Fig. 4.5 ¢ a

nomenclatura do Capitulo 4.

r

Conforme mostra a Fig. 5.6, o inicio ¢ o deslocamento da origem, a qual, em

coordenadas homogéneas, ¢:

Os passos seguintes, para se alcancar a posi¢ao do dtomo 3, sao ilustrados na Fig. 5.6:

Passo 1. Aplica—se a matriz translacdo T(L3,0,0) em A; levando a

origem ao ponto as;
Passo 2. Aplica—se a matriz de rotacao Rz(6,);
Passo 3. Aplica—se a matriz de tor¢ao Rx(-m,);

Passo 4. Aplica—se a matriz de translacdo T(—L,,0,0), chegando a

posi¢do final do 4tomo Aj.

embrido ido dtomo A ;

a,=T(L,0.0)A,

D a,=T(L,)A,

A, =T(-L,,0,0)ap, 0

A, =T(-L,)R,(-w,)R,(0,)T(L;)A,
B B
2 3

0. Coom

ag, =R, (0,)a,
Aps =RA\'(—(U,\)R/(H})T(L})Al a,),=R[(H:)a_,
ag, =B.A, a,=R,(0,)T(L)A,

Fig. 5.6 Passos para se determinar a posi¢ao do atomo Aj.

Sendo
A3 = T(_Lz ’O’O)RX (—(1)3 )Rz (03 )T(L3 ’O’O)Al (5-27)
B

e, denominando
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B, =R, (-w;)R,(0,)T(L,), (5.28)
obtém-se
A, =T(-L,,0,0)B;A,. (5.29)

Substituindo as matrizes (5.4), (5.15) e (5.17) em (5.28), obtém-se

1 0 0 O||cosf;, -senf, O Of|]1 0 O L,
0 cosw,; senw; Offsenf; cosf; O OO0 1 0 O
B, = ) ) ) . (5.30)
0 -senw; cosw, O O 0 I 0ffj0 0 1 O
0 0 0 Iff O 0 0 1110 0 0 1
RX(—w3) R, (6,) T(L;,0,0)

Efetuando o produto e substituindo o indice 3 por i, obtém-se a matriz alternativa

cos0, —-send, 0 L, cosO,
sen@,cosw, cosb,cosw, senw;, L,senO,cosw, .
B.(L, P, )= (alternativa)
—-senf ;senw, -cosO .senw;, cosw, -L,senb,senw,
0 0 0 1
Rx(_wl)Rz(Bl)T (LI,O,O) (531)
quando i = 1, 2, 3: coincide com a convencional; quando i=1, 2, 3,4, 5, ..., N: alternativa.

Para a determinacao dos trés primeiros atomos (i=1, 2 e 3), a matriz (5.31) ndo precisa
de qualquer modifica¢do ou fator multiplicativo, conforme (5.22) e (5.24) necessitam.

Sendo, vejamos:

1 0 0O

B, =B.,(0,0,0) = 0 100 (matriz identidade). (5.32)
' 0010
0 0 01

B, ¢ a matriz translagdo, que € realmente s6 o que se faz com a origem para se chegar ao

atomo Aj:
1 00 -L,
010 O .
B, =B,(-L,,0,0) = T(-L,,0,0) = 001 0 (matriz translacdo). (5.33)
0 0 0 1

Ao se fazer o empilhamento de (5.31), conforme manda (5.20), nota-se que os pontos se
distribuem no R’ corretamente, mas ndo obedecem & convencdo de sentidos da dobra e

torcao conforme aquela realizada pelas matrizes convencionais (5.21) e (5.24), exceto
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para Aj, A; e As. A Fig. 5.7, obtida com MATLAB, d4 um exemplo numérico da
distribuicao de pontos realizada pelas matrizes convencionais € a matriz alternativa
(5.31). Até o atomo 3, ambas coincidem. Depois, elas divergem apenas nas convengoes

dos angulos, mas ndo nas distancias entre atomos, que coincidem.

Nos dados abaixo, usados na constru¢do da Fig. 5.7, os angulos 6 ¢ w seguem as

orientagdes convencionais as quais sao obedecidas pelos atomos da parte superior

esquerda da figura.

z alternativa
convencional
Dados:
L2:3; : 1.3 .
L3=2; 6:=120°%; ws=-150"; L3 S kY
Ls=3; 0,=70"; ,=40"; | L2 P L
5 : . 6~
Ls=2; 05=60"; ws=-50"; \ | LY
Le=3; 05=100"; ws=—90"; '\\I‘
o Le2 0
_,_4—'—’_'_'_'_’_'_#; I",j
v - convencional=alternativa
" \ para A}, Aj e Az

)

Fig. 5.7 Formagdo atomica obtida por dois tipos de matrizes.
Solugdo tradicional (superior esquerda), realizada com as matrizes (5.21) a (5.24).
Solugdo alternativa (superior direita), realizada com as matriz (5.31).
Coordenadas da solugao tradicional: A,=(=3, 0, 0), A;=(—4.00, —1.50, 0.87),
A=(—1.62,-0.76, 2.53), As=(—1.40,-1.09, 0.57), A¢=(—0.84, —4.04, 0.61).
Coordenadas da solugdo alternativa: A’,=(-3, 0, 0), A’;=(—4.00, —1.50, 0.87),
A’4=(—6.38,-0.43, 2.34), A’s=(—7.64, 0.82, 1.42), A’c=(—8.92, —1.80, 0.73).
No entanto, observando os resultados, vemos que a solucao alternativa (5.31) coincidira

com a solugdo tradicional se, somente a partir do 4° atomo, o dngulo de dobra 6 for
adiantado de m (6’=6+m) e o angulo de torcdo tiver o sentido invertido (w’=—w).

Sabendo disso, podemos obter uma nova matriz que distribua os 4atomos da forma
convencional. Faremos, a seguir, a deducdo considerando 4 atomos. Sao sete passos,
ilustrados na Fig. 5.8, até obtermos a localizagdo de A4. Lembrar que, apenas para o

quarto atomo, &’=60+m e w’=—w. Os passos comecam em L4. Na deducdo, obtém-se a

localizagao dos atomos A3z e A,, além de A4, naturalmente.
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&

.
1 L caminho
3/ da AG
()
As

Fig. 5.8 Passos para se obter a matriz B4, necessaria ao calculo das coordenadas do atomo Ay.

Os sete passos sao mostrados na Fig. 5.8. As duas equagdes abaixo comparam a matriz

B3, dada por (5.28), e a matriz B4, que sera deduzida a seguir (5.35):

B,= R,(-w,) R0, T(L00)

1 1 [
B,= R,@,) R,(r+6,) T(L,00)

Passo 1. T(L,,0,0)A, (Semelhante a Fig.5.6) \
Passo 2. R,(7 +0,)T(L;,0,0)A, (Observe: m+86,)

Passo 3. R, (w,)R, (7 +0,)T(L,,0,0)A, (Observe: +w,)
B4

Passo 4. T(L,,0,0)B,A, (Semelhante a Fig. 5.6) > (5.34)
Passo 5. R,(0,)T(L,,0,0)B,A, (Semelhante a Fig. 5.6)

Passo 6. R, (-w;)R,(0,)T(L;,0,0)B,A, (Semelhante a Fig. 5.6)
B,

Passo 7. A, =T(-L,,0,0)B;B,A,  (Semelhante a Fig. 5.6). )
B2

Definindo
B, =R, (w,)R (7 +6,)T(L,,0,0), (5.35)

reescreve-se o passo final 7:
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A,=B,B.BA, . (5.36)
Os passos expressos nas equacoes (5.34) estao sintetizados em (5.37) e (5.38):
A;=T(-L,,0,0)R, (-w;)R,(0,)T(L;,0,0) A, (5.37)
BZ B3

A, =T(-L,00) R, (-0,)R, (0,)T(L,,0.0) R, (@,)R,, (7w +0,)T(L,.00)A,. (5.38)
B2 B3 B4

O inicio dos sete passos comecou com a translacdo da origem (0,0,0) para o ponto
(L4,0,0) que representa a distincia entre os 4tomos Az e A4. E claro que a posi¢do do
atomo Ay, obtida usando (5.36), ¢ idéntica aquela obtida pela matriz tradicional (5.21) e,

naturalmente, pela Algebra de Geométrica.

De forma analoga, e trabalhosa, podemos ampliar o raciocinio e deduzir as matrizes Bs,

B, ..., Bn, todas idénticas a matriz By.

E interessante observar que na parte direita da Fig. 5.8, vé-se o caminho L, =L, — L,

percorrido pela solucdo da Algebra Geométrica, muito mais simples e direta,
comecgando no atomo A; e chegando ao final em Ay, ao contrario desta solugdo matricial

que comeca em Ay e termina em A;.

Substituindo (5.4), (5.15) e (5.17) em (5.35), obtém-se

1 0 0 0||cos(@@,+m) -sen(@,+m) O O|1 O O L,

B - 0 cosw, -senw, Oflsen(@,+m) cos(@,+x) O 0|0 1 O O
10 senw, cosw, O 0 0 1 o[lo 01 of
0 0 0 1 0 0 0 1{[0 0 0 1
| Ry (0,) : R, (0,+71) T TL00)

(5.39)

Resolvendo e generalizando, substituindo o indice 4 por i, obtém-se (5.40), uma matriz
geral alternativa mas que segue a mesma convengao dos angulos da matriz tradicional

(5.21). E usada para o 4° 4tomo e sucessivos.

- cos0, senf 0 ~L, cosd, (matriz.
alternativa que
B.(L A m)= -senb; cosw; -cosf,;cosw; -—senw; -L;send;cosw;| fazo papel da
i VY —sen@ ;senw, - cosf ;Senw;  cosw, — Li senHi senw, convencional)

0 0 0 1 (5.40)

validaparai=4,5,6, ..., N.
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Portanto, podemos substituir a matriz convencional [6] dada por (5.21), usando as
matrizes alternativas (5.31), para se obter os atomos Ay, Az € Az (i=1,2,3), e (5.40), para

os demais atomos, Ay, As, Ag, ..., An.

No entanto, caso se queira uma outra distribuicdo espacial, um outro caminho
alternativo diferente do convencional, onde 6G,ovo=HT € Whovo=—w (parai >3),

podemos usar o empilhamento apenas das matrizes dadas por (5.31), para qualquer

atomo, desde A até An.
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Capitulo 6

Comparacao das solucoes:
AG versus Matrizes

6.1 Introducao

Neste capitulo, faremos a comparagdo entre as duas ferramentas necessarias ao calculo
da posi¢do dos atomos em moléculas: a que estamos propondo, via Algebra Geométrica,

e a solucdo tradicional, realizada através do produto de Matrizes.

6.2 Quanto aos métodos

De acordo com os Capitulos 4 e 5, observa-se que a formulagdo do problema via

Algebra Geométrica ¢ mais logica e direta, quando comparada com o método matricial.

Conforme vimos na Secio 4.6, a solugdo via Algebra Geométrica comega nos atomos 1
e 2. Aplicam-se os rotores de dobra e tor¢do, mais um deslocamento, e encontramos o
atomo 3. A partir destes trés atomos, que formam um plano, aplicam-se novamente os
rotores de dobra e tor¢cao, mais um deslocamento, e encontramos o atomo 4. O processo
se repete, &tomo a atomo, numa sequéncia logica, direta e natural para a formacao dos

pontos na cadeia molecular, a partir da origem.
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Conforme vimos nas Se¢des 5.9 e 5.10, a solugcdo Matricial, que vem sendo utilizada
tradicionalmente, ¢ obtida através do empilhamento (multiplicacdo sucessiva) de
matrizes. A geometria do empilhamento comeca multiplicando-se a origem Py, onde
esta Ay, pela matriz correspondente ao ultimo atomo da cadeia molecular. A seguir,
multiplica-se esse resultado pela matriz correspondente ao penultimo atomo e segue-se
sucessivamente até alcangar a ultima matriz que faz parte do produto, correspondente ao

atomo A,. A matriz do atomo A; ¢ identidade, um elemento neutro na multiplicagao.

Em outras palavras, geometricamente, o processo de obtencdo das matrizes, e sua
aplicacdo, ¢ de tras para frente, ao contrario da Algebra Geométrica, que o faz no

sentido direto (forward).

Cada matriz (5.21) embute a rotagdo de dobra, de tor¢do e a translagdo. Embora ambos
os processos (AG e Matrizes) facam a mesma coisa, parece-nos mais intuitivo e claro a
aplicacdo de um rotor de Clifford como elemento de agdao sobre um ponto, ao invés de

uma matriz que embute as trés operagades.

6.3 Quanto as operacoes
6.3.1 Método matricial

Na solugdo matricial vimos, por (5.23), que a obtencao das coordenadas de um ponto Py

¢ obtida através do empilhamento de matrizes, dado por

P, =BB.,B.B, --B ,B\P, (6.1)
Assim, desenvolvendo o produto iterativamente, segue

P,=BB,P, =P, =MB,FP,,
—

M,

P,=BB,B,P, =P, =M,B.P,,
— 5

M,

P,=BB,B,B,P, >P, =M.B,P,,
%,_/

M,

P, -BB,B.B,B.P, P, =M ,B.P,,
%/_J

M,

P, =BB,BB,-B,B,P, > P, =M, B.P. (6.2)

MN-l
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Por esse processo, vé-se que, a cada passo, ¢ necessario realizar a multiplicacdo de duas

matrizes 4x4, a matriz M, antecessora dos empilhamentos, e a matriz B, dada por (5.21):

a, a, a5 a,| -—cosO —-sen6 0 —Lcos6
MB a,, a4, Gy a,|lsenfcosw —cosOcosw —senw LsenO cosw L (63)
a,, a4y, Gy ay|lsenfsenw —cosfsenw  cosw  Lsen® senw
0 0 0 1 0 0 0 1

i)
N
(38
>
W
>
N

. (6.4)

34

S
2
S
S
S S
s 08
S S

e .9

Denominando o numero de produtos pela letra “p” e o nimero de somas pela letra

€c 9
S

vemos que a primeira linha da matriz MB tem 25 produtos e 16 somas, assim,

bii= —aj;cos@  +aj; senb cosw +a;zsenfsenw  +ajax0 (6p,4s),
b= -—aj senf —aj cosf cosw —aj3 cosf senw +a;4x 0 (6p,4s),
b= +a;; 0 —a; senw +aj3 cosw +a;sx 0 (4p,4s),
biu= -aj; LcosO +app Lsenfcosw +ajz Lsenfsenw +aiax 1  (9p,4s).

As outras 3 linhas t€ém o mesmo numero de operacdes (incluindo os produtos nulos)

resultando, para obten¢dao da matriz MB, 100 produtos (25x4) e 64 somas (16x4).

ApOs esse passo, multiplica-se o resultado MB, dado por (6.4), pela matriz Py, dada por
(5.19), obtendo-se a posicao P do atomo. Isso inclui mais 16 produtos e 16 somas,

totalizando 116 produtos e 80 somas.

Naturalmente, esse ultimo passo pode ser otimizado, pois as coordenadas x, y e z do
atomo sdo os coeficientes b4, bra, € bia, respectivamente, da matriz MB, os quais

podem ser extraidos diretamente, conforme demonstrado a seguir:

b, b, b; b,|0 P, X
P = MBP n by by by |0 _ P, Y 6.5)
= = = =", .
5 by by by |0 P, <
0 0 0 1 {[1 P, 1
S
MB P,

onde
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Pi= px0 +bx0 +b3x0 +bisx1 (4p,4s),
Pai= pyx0 +bynx0 +bi3x0 +byyx 1 (4p,4s),
Pii= pyx0 +b3x0 +bi3x 0 +byyx 1 (4p,4s),
Pu= pyx0 +bspx0 +bi3x0 +byyx 1 (4p,4s),

X =Pi1=bis=-ai;1 L cosO+ a;p L senB cosw +aj3 L senfsinw+ a4 x 1,
Vv =Py =bys=—-ax L cosO+ an L senf cosw +a; L senfsinw+ayx1, (6.6)

z=P31=b3ys=—-az; L cosO+ a3 L senO cosw +aszz L senf sinw + azs X 1.

Ou seja, em um passo genérico no método matricial, realizam-se 100 produtos e 64
somas. Isso inclui alguns produtos nulos, embutidos em (6.3), os quais foram
eliminados, em algumas simulag¢des, quando usamos o comando sparse do MATLAB,

sem que tenha havido melhora sensivel do tempo de processamento.

6.3.1.1 Roteiro MATLAB que implementa a solu¢ao matricial

O roteiro MATLAB que implementa a solucdo matricial € singelo. Consiste apenas no
produto das matrizes (5.21) segundo a ordem dada em (6.2):

% localiza atomo por Matriz.m by weber@globo.com

p=zeros(Na,3); % reservando lugares na memoria

tic % comeca a contar o tempo de trabalho das MATRIZES
BN(:,:,2)=[-1 0 0 -L(2); 01 00; 00 -10; 0O0O01]; %(eg.(5.24)

p(2,:)=[BN(1,4,2),BN(2,4,2),BN(3,4,2)]; % eq. (6.6)
for N=3:Na; % Na = numero de atomos
BN(:,:,N)=BN(:,:,N-1)*B(L(N),T(N),W(N)); % eqg.(6.2)
p(N,:)=[BN(1,4,N),BN(2,4,N),BN(3,4,N)]; % eq. (6.6)
end

tMatriz=toc % final do tempo do trabalho matricial
A fung¢do B, embutida nesse roteiro, ¢ executada pela seguinte subrotina:

% B.m matriz, eq. (5.21) by weber@globo.com

function [B] = B(L,T,W) % L=Length, T=Teta, W=Omega

B=[-cos(T) -sin(T) 0 -L*cos(T)
sin(T)*cos(W) -cos(T)*cos(W) -sin(W) L*sin(T)*cos (W)
sin(T)*sin(W) -cos(T)*sin(W) cos (W) L*sin(T)*sin(W)
0 0 0 1 1;

return

6.3.2 Método por Algebra Geométrica (AG)

Da expressao (3.40), a seguir, que da as coordenadas do ponto rodado ap6s a dobra,
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a, =aR’® =[a,cos20 + (a,B;, - a,B,,)sen20 e,
+[a,cos20 + (a,B,, — a;B,;)sen20 le, (6.7)
+[ascos20 + (a,B,, - a,B;,)sen20 le,

observamos que cada coordenada ¢ do tipo:

a,cos20 + (a;B,, — a,B,,)sen20  (6p, 2s). (6.8)
2p 4p

Considerando as 3 coordenadas, t€ém-se 18 produtos (6x3) e 6 somas (2x3).
Da expressao (3.33), abaixo, que dé as coordenadas do ponto rodado apds a torcao,
a, ={acos’0 + (a,B,, — a,B,,)sen20 +[2B,,(a,B,, + a,B,,) + a,(Bs, - B}, - B))]sen’0 }e,

+{a,cos’0 + (a,B,, - a,B,,)sen20 +[2B, (a,B,, + a,B,;) + a,(B;, - B, - B.,)]sen’0 }e,
+Ha,cos’0 + (a,B,, — a,B,,)sen20 +[2B,,(a,B,; + a,B;)) + a,(B}, - B:, - B,)]sen’0 }e,,

(6.9)
observamos que cada coordenada encerra 17 produtos e 6 somas, a saber,
1p
a,cos’0 + (a,B,, — a,B,,)sen20 +[2B,,(a,B,, + a,B;,) + a,(By, - B, — B))Isen’0,.  (6.10)
| — v
3p 4p 4p 4p Ip

Sendo 3 coordenadas, obtém-se 51 produtos (17x3) e 18 somas (6x3).

Somando esses 51 produtos e 18 somas aqueles referentes a dobra, temos 69 produtos e
24 somas. Considerando a translacdo final, tém-se mais 3 somas. Assim, a cada passo
necessario a obten¢dao das coordenadas de um ponto, totalizam-se 69 produtos e 27
somas, um numero menor de operacdes quando comparado com o método matricial

(100 produtos e 64 somas).

6.4 Roteiro MATLAB comparando os métodos Matricial e por AG

Transcrevemos, aqui, o script MATLAB que roda as duas solugdes € compara os
tempos de processamento entre os métodos por AG e por Matrizes. O roteiro possibilita

imprimir os resultados e tragar os graficos para atestar a identidade das solugdes.

[y

Compara AG versus Matriz.m by weber@globo.com

[y

Este script compara as velocidades de processamento
via Algebra Geometrica e via Calculo Matricial.

[y

[y

Possibilita tambem imprimir os resultados e desenhar

[y

os graficos da molecula das duas solucoes, superpostas,
provando que estas sao identicas.

oo
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oe

A solucao por AG chama as subrotinas: extp.m, rpoint.m

oe

e rpointR2.m. A solucao Matricial chama a subrotina B.m

oe

A subrotina arrow3.m pode ser encontrada em
http://www.mathworks.com/MATLABcentral/fileexchange/1430
Se voce simular muitos atomos, desabilite as duas penultimas

o° oo

oe

linhas para nao ficar imprimindo milhares de coordenadas
close, clear, clc, format compact, clear functions

hora inicial=datestr(now, 'HH:MM:SS (dd-mmm-yyyy) ')

ENTRADA DE DADOS, L=LENGTH, T=TETA, W=OMEGA

0<T<180 (por causa da solucao matricial)

oe

oe

% L(2)=4;

% L(3)=3; T(3)=60; W(3)=-170;
% L(4)=1; T(4)=120; WwW(4)=80

$ L(5)=1; T(5)=150; W(5)=20;

$ L(6)=2; T(6)=170; W(6)=300;
% L(7)=2; T(7)=50; W(7)=30;

% L(8)=3; T(8)=80; W(8)=-150;
% L(9)=1; T(9)=100; W(9)=-200;
% L(10)=2; T(10)=120; W(10)=90;
% L(1l1l)=2; T(11)=80; W(1ll)=-100;
% L(12)=3; T(12)=100; W(1l2)=160;

oe

Na=12; % entre com o numero de atomos acima
for N=3:Na T(N)=T(N)*pi/180; end; % transforma graus para radianos
for N=3:Na W(N)=W(N)*pi/180; end; % transforma graus para radianos

oe

oe

oe

ABAIXO, GERADOR DE DADOS PARA TESTE DE VELOCIDADE
SE NAO USAR ESTES DADOS DESABILITE ESTAS 9 LINHAS
Na=10000 % entre com o numero de atomos de teste

oe

tic % comeca a contar o tempo para gerar dados

c=1; t=0.1; w=0.1; % comprimento e angulos iniciais arbitrados

for N=1:Na, c=c+1.222; L(N)=c; end %passo do comprimento arbitrado
for N=1:Na, t=t+0.001; T(N)=t*pi/180; end passo de teta arbitrado
for N=1:Na, w=w+0.011l; W(N)=w*pi/180; end
teta max_grau=t, omega_max dgrau=w

if t>=180 disp('teta > 180 graus, nao pode'), break, end
tempo gerador_ dados=toc

% FIM DA GERACAO DE DADOS PARA TESTE DE VELOCIDADE

o
°
o
°

passo de omega arbitrado

oe

GRAFICOS (habilite estas linhas para tracar graficos)
xmin=-6; xmax=4; ymin=-3; ymax=4; zmin=-1; zmax=6;

oe

oe

w=0.6; h=1.2; % seta das ligacoes

oe

eixosALL(xmin, xmax, ymin, ymax, zmin, zmax, w,h) % chama subrotina

oe

grid on; rotate3d on; view([130 20]); axis auto

oe

p0=[0,0,0]; % origem em coordenadas cartesianas

S #########A# INICIO DA SOLUCAO POR MATRIZ ###H#H#A#H#H#H

p=zeros(Na,3); % reservando lugares na memoria

tic % comeca a contar o tempo de trabalho das MATRIZES

BN(:,:,2)=[-1 0 0 -L(2); 0 1 0 0; 00 -10; 00 O0 1]1;%(eg.(5.24)
p(2,:)=[BN(1,4,2),BN(2,4,2),BN(3,4,2)]; % eq. (6.6)

% arrow3(pO,p(2,:), 'b4',1.5%w,1.5*h,3) % habilitar para tracar grafico
for N=3:Na;

BN(:,:,N)=BN(:,:,N-1)*B(L(N),T(N),W(N)); % eg.(6.2)
p(N,:)=[BN(1,4,N),BN(2,4,N),BN(3,4,N)]; % eq. (6.6)

% arrow3(p(N-1,:),p(N,:),'b4"',1.5*w,1.5*h,3) % habilitar para tracar grafico
end

tMatriz=toc % tempo de trabalho matricial

S #########A# FIM DA SOLUCAO POR MATRIZ ####H#H#HH#AH#H
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##### INICIO DA SOLUCAO POR ALGEBRA GEOMETRICA #####
pre-alocando espaco na memoria
a=zeros(Na,3); Bb=zeros(Na,3); ab=zeros(Na,3);

o
°
o
°

Bt=zeros(Na,3); aR=zeros(Na,3); A=zeros(Na,3);
tic % inicio da contagem do tempo de trabalho da AG
% localizacao dos 3 primeiros atomos

A(l1,:)=[0,0,0]; a(l,:)=[0,0,0]; aR(1,:)=[0,0,0]; % eg. (4.5)
A(2,:)=[-L(2),0,0]1; a(2,:)=[-L(2),0,0]; aR(2,:)=[-L(2),0,0]; % eg. (4.6)
% arrow3(A(l,:),A(2,:),'c2',1.5*w,1.5*%h,2) % para tracar grafico
a(3,:)=[L(3),0,0]; % eqg. (4.13)

Bb(3,:)=[1,0,0]; % eqg. (4.14), bivetor unitario orientador da dobra
ab(3,:)=rpoint(a(3,:),Bb(3,:),T(3)); % eqg. (4.15), rotacao de dobra
Bt(3,:)=[0,0,-1]; % eg. (4.16), bivetor unitario orientador da torcao

aR(3,:)=rpoint(ab(3,:),Bt(3,:),W(3)); % eq. (4.17), rotacao de torcao

A(3,:)=A(2,:)+taR(3,:); % eqg. (4.17), posicao final do atomo 3

% arrow3(A(2,:),A(3,:),'c2',1.5*w,1.5*%h,2) % para tracar grafico

% localizacao do atomo 4 em diante

for N=4:Na % Na = numero de atomos

a(N,:)=-L(N)*aR(N-1,:)/L(N-1); % eqg. (4.31), formacao do embriao

% rotacao de dobra

Bb(N, :)=extp(aR(N-1,:),aR(N-2,:)); % eq. (4.32), bivetor orientador da dobra

Bb(N,:)=Bb(N,:)/sgrt(Bb(N,1)"2+Bb(N,2)"2+Bb(N,3)"2); % normaliza o bivetor

ab(N, :)=rpointR2(a(N,:),Bb(N,:),T(N)); % roda usando eqg. (3.40), mais rapido

% rotacao de torcao

Bt(N,:)=[aR(N-1,3), aR(N-1,2), aR(N-1,1)1/...
sqgrt(aR(N-1,1)"2+aR(N-1,2)"2+aR(N-1,3)"2); % eqg. (4.34) e normalizacao

aR(N, :)=rpoint(ab(N,:),Bt(N,:),W(N)); % eq. (4.35), roda usando eq. (3.33)

A(N,:)=aR(N,:)+A(N-1,:); % eq. (4.36), posicao final do atomo N

% arrow3(A(N-1,:),A(N,:),'c2',1.5*w,1.5*%h,2) % para tracar grafico

end

tAG=toc % tempo de trabalho da AG

razao=tMatriz/tAG

Coordenadas_Cartesianas_Solucao MATRICIAL = p;

Coordenadas_Cartesianas_Solucao por AG = A;

hora final= datestr(now, 'HH:MM:SS (dd-mmm-yyyy) ')

6.4.1 Identidade nos resultados da Algebra Geométrica e Matrizes

Evidentemente, todas as vezes que se roda o script da secdo anterior, confirma-se a
perfeita coincidéncia entre as duas solucdes: AG e Matrizes. Por exemplo, caso sejam

desabilitadas as linhas do "GERADOR DE DADOS PARA TESTE” e habilitadas as linhas de

X

% ENTRADA DE DADOS, de $ GRAFICOS, dos comandos arrow3 e impressas as duas
penultimas linhas (p e A), podemos listar e desenhar as duas solugdes, confirmando que
ambas sdo idénticas. Por exemplo:

ENTRADA DE DADOS, L=LENGTH, T=TETA, W=OMEGA
0<T<180 (por causa da solucao matricial)

L(3)=3; T(3)=60; W(3)=-170;
L(4)=1; T(4)=120; W(4)=80;
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L(5)=1; T(5)=150; W(5)=20;
L(6)=2; T(6)=170; W(6)=300;
L(7)=2; T(7)=50; W(7)=30;
L(8)=3; T(8)=80; W(8)=-150;
L(9)=1; T(9)=100; W(9)=-200;
L(10)=2; T(10)=120; W(10)=90;
L(11)=2; T(11)=80; W(11)=-100
L(12)=3; T(12)=100; W(12)=160;
Na=12; % entre com o numero de atomos acima

for N=3:Na T(N)=T(N)*pi/180; end; % transforma graus para

~e

radianos
for N=3:Na W(N)=W(N)*pi/180; end; % transforma graus para
radianos
Respostas:
Coordenadas_Cartesianas_Solucao MATRICIAL =
0 0 0
-4.0000 0 0
-2.5000 -2.5586 0.4512
-2.1198 -2.7629 1.3532
-2.1044 -2.6103 2.3414
-1.9975 -1.9752 4.2348
-2.5278 -0.9907 2.5766
-1.3740 1.2689 4.1775
-1.1902 1.9245 3.4451
-2.5920 3.2480 2.9127
-2.8323 1.8871 1.4669
-5.6062 2.5780 0.5569

Coordenadas_Cartesianas_Solucao_por AG =

0 0 0
-4.0000 0 0
-2.5000 -2.5586 0.4512
-2.1198 -2.7629 1.3532
-2.1044 -2.6103 2.3414
-1.9975 -1.9752 4.2348
-2.5278 -0.9907 2.5766
-1.3740 1.2689 4.1775
-1.1902 1.9245 3.4451
-2.5920 3.2480 2.9127
-2.8323 1.8871 1.4669
-5.6062 2.5780 0.5569

O grafico correspondente a estes atomos estd apresentado na Fig. 4.14. O leitor pode

variar os dados de entrada a vontade, em valores € em quantidade.

6.4.2 Tempos de processamento

A Tabela 6.1 abaixo mostra os tempos de processamento em MATLAB despendidos
pela solucao via AG (fag) € o tempo referente a solucao via Matrizes (fMatriz). A Ultima

coluna dé a razao (r=fmariz/tac) entre esses dois tempos. O computador utilizado foi um
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MacBook, processador Intel Core 2 Duo, velocidade do processador de 2.4 GHz,

memoria de 2 GB e sistema operacional Mac OS X 10.5.7.

Fizemos a simulagdo em passos variando o nimero de atomos entre 100 ¢ 100 mil. A
solucao de AG comeca a ficar mais vantajosa a partir de 300 dtomos. A tabela abaixo,
obtida com MATLAB, mostra que:
1) o tempo de processamento da solu¢do por AG (fag) cresce linearmente com o
aumento do namero de atomos (n).
2) arazdo entre o tempo de processamento por Matrizes e o tempo de processamento

por AG (razao=fmaniz/fac) cresce linearmente com o nimero de atomos.

Conclui-se, pois, que o tempo de processamento da solucdo matricial (tmawiz) varia

quadraticamente com o niumero de 4tomos.

Tabela 6.1 Tempos de processamento do MATLAB e razdo entre eles considerando
a solugdo através da Algebra Geométrica (f5g) € através de Matrizes (fyiaiz)-

Numero | tempo tempo razao
Atomos | AG (s) | Matriz (s) tMatriz/ TAG
100 0.0297 | 0.0228 0.7683
200 0.0354 | 0.0307 0.8668
300 0.0414 | 0.0416 1.0043
400 0.0469 | 0.0537 1.1434
500 0.0529 | 0.0691 1.3062
600 0.0589 | 0.0862 1.4637
700 0.0658 0.1057 1.6060
800 0.0700 | 0.1272 1.8174
900 0.0768 0.1512 1.9684
1000 | 0.0895 0.1892 2.1138
2000 | 0.1411 0.5706 4.0452
3000 | 0.2001 1.2049 6.0223
4000 | 0.2583 2.0543 7.9540
5000 | 0.3135 3.1876 10.1676
6000 | 0.3759 | 4.7020 12.5087
7000 | 0.4341 6.4488 14.8558
8000 | 0.4900 8.5125 17.3713
9000 | 0.5514 | 11.2738 20.4460
10000 | 0.6064 | 14.5680 24.0246
20000 | 1.2103 | 64.8933 53.6162
30000 | 1.7850 | 151.3015 84.7627
40000 | 2.3827 | 261.7863 109.8675
50000 | 2.9735 | 404.1822 135.9279
60000 | 3.5314 | 585.3152 165.7463
70000 | 4.0892 | 797.8426 195.1099
80000 | 4.7104 | 1036.100 219.9694
90000 | 5.2950 | 1304.700 246.4030
100000 | 5.8262 | 1632.900 280.2739
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Os graficos, a seguir, se referem aos valores listados na Tabela 6.1, considerando entre

100 e 100 mil &tomos. Para interpolagdo, usamos o comando fit do MATLAB.

TEMPOS (seq

1800 —ovveeeeiinns TP PP PP P TPTPPPPRINN PP - PR PP

_ _5 2 _ : ———  quadratic : : : :
1600 ... =1 Be 0 - 186062027 | Ll NN T e s SRS elmbebetul
1400 = vvoeeeeee PR RPN BT PSSP PP TP PP R .................... ................... e M i

. 1000

@
=]
=)

600

e 5 : : '~ Tempo AG 58 seg
& & & ]

2 El 10
NUMERO DE ATOMOS x10°
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. . . . . , dtomos
Fig. 6.1 Compara os tempos de processamento via Matrizes e via Algebra Geométrica
(insignificante) entre 100 e 100 mil atomos. Em simulag@o ndo mostrada, por exemplo, em 200 mil

atomos a solugdo por Algebra Geométrica leva 11,8 segundos e a solugdo por matrizes 1h 47min.
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Fig. 6.2 Gréafico apenas do tempo (tv) de processamento via Matrizes versus numero de
atomos (7). O MATLAB da a fung¢do de interpolagio fy=1,6x10"n"-1,8x10%1-0,27;
mostrando que o tempo cresce quadraticamente com o numero de atomos.
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Fig. 6.3 Grafico apenas do tempo (fag) de processamento via Algebra Geométrica versus
nimero de atomos (n). O MATLAB da a fungdo de interpolagio tAG:5,8x10'5n—0,027;

mostrando que o tempo cresce linearmente com o numero de atomos.
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Fig. 6.4 O grafico mostra razdo entre os tempos de processamento (= ty/tag) versus numero
de atomos (n). O MATLAB da a funcdo de interpolagdo » = 0,0028n—1,7; mostrando que a
razdo entre os tempos de processamento cresce linearmente com o nimero de atomos. Por
exemplo, em 370 mil atomos a solugdo por Algebra Geométrica é 1000 vezes mais rapida
que a solugdo tradicional através de produto em série de matrizes.
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Capitulo 7

Conclusoes e trabalhos futuros

7.1 Conclusoes

Tradicionalmente os célculos das coordenadas cartesianas de atomos sequenciais €
realizado através do produto de matrizes [6]. Os dados podem vir de medidas realizadas
por RMN (Ressonancia Magnética Nuclear). O conhecimento da forma geométrica
tridimensional de uma molécula ¢ pré-requisito para o entendimento de suas

propriedades.

Utilizando Algebra Geométrica (ou Algebra de Clifford) este trabalho desenvolveu um
novo método para o céalculo das coordenadas Cartesianas dos atomos em estruturas
atOmicas. Trata-se de uma outra ferramenta, util, por exemplo, ao desenvolvimento de
algoritmos [8] de minimizagdo da energia potencial total de uma molécula, cujo
objetivo ¢ encontrar a conformag¢do molecular nativa, aquela de menor energia potencial

global.
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Embora o nosso método tenha sido desenvolvido para obten¢do das posi¢des de atomos,
ele ¢ geral e pode ser usado em diversas aplicacdes, conforme citadas no Capitulo 1. O

operador basico utilizado ¢ o que chamamos de “rotor de Clifford”.

Mostramos que os trés passos para se obter a posi¢do de um atomo através da Algebra
Geométrica, consistem, simplesmente, na aplicagdo, em um ponto-embrido, dos rotores
de Clifford, de dobra e torgdo, seguida de uma translagio. O método por Algebra

Geométrica também pode ser efetuado com apenas uma rotagao.

Em contraste, o método matricial embute em uma tnica matriz esses trés passos. O que
aparenta ser uma vantagem (uma Unica matriz) acaba subtraindo do raciocinio
geométrico os passos dados para localizagao do 4tomo, a saber, angulo de dobra, angulo

de torcao e translagao.

Além disso, a localizacdo do atomo N através da Algebra Geométrica ¢ simples,
intuitiva e direta, faz-se no sentido da formacgao da cadeia molecular, do atomo 1 até o
atomo N. Ja no método matricial, o raciocinio faz-se no sentido inverso, isto €, comega

no atomo N e acaba no atomo 1.

Aproveitamos o ensejo e deduzimos, neste trabalho, uma outra matriz, alternativa
aquela utilizada tradicionalmente nos algoritmos de minimizacao [5], mas que produz

os mesmos resultados da matriz tradicional.

De alguma forma, a simplicidade do raciocinio dedutivo da Algebra Geométrica ja
justificaria o nosso trabalho. No entanto, ha, ainda, uma outra caracteristica da Algebra
Geométrica: para desempenhar a mesma tarefa que as matrizes, esta executa menos
operagdes aritméticas. Enquanto, a cada dtomo, o método matricial efetua 100 produtos

e 64 somas, o uso da Algebra Geométrica perfaz 69 produtos e 27 somas.

A consequéncia ¢ um menor tempo de processamento computacional. No que diz
respeito ao numero (n) de atomos envolvidos, vimos que o tempo consumido pelo
célculo numérico executado através do MATLAB é linear para o método Algebra
Geométrica e apresentou-se quadratico no método de multiplicagdo de matrizes. Os
graficos anteriores mostram a performance da Algebra Geométrica face ao método de

produto matricial.
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Essa caracteristica de velocidade computacional mostrou-se cada vez mais
compensadora a medida que se aumenta o nimero de atomos sequenciais a serem
localizados. Por exemplo, com mil atomos a Algebra Geométrica mostrou-se 2 vezes
mais veloz que o produto de matrizes, com 10 mil atomos, 24 vezes mais, com 100 mil

atomos, 280 vezes e com 370 mil atomos, 1000 vezes mais rapida.

7.2 Trabalhos futuros

Para trabalhos futuros sugerimos investigar a aplicagdo do ferramental aqui
desenvolvido visando a solugdo de outros problemas que envolvam, também,

movimentos de objetos, reais e virtuais, conforme citamos no Capitulo introdutoério.

Além disso, deve-se tentar maximizar a eficiéncia do método por Algebra Geométrica e,
se possivel, minimizar os tempos de processamento computacional do método de

produto de Matrizes.
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