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Marcos Ferreira Duarte Pinto
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Esta tese apresenta um novo algoritmo baseado no controle adaptativo por mo-
delo de referéncia (MRAC) para plantas incertas, com miltiplas-entradas-multiplas-
saidas (MIMO), lineares e invariantes no tempo de grau relativo um, denominado
a-MRAC MIMO. A sua principal caracteristica é a melhoria do comportamento tran-
sitorio do erro em relagao a controladores adaptativos MIMO. O algoritmo a-MRAC
MIMO combina a estrutura da generalizagao do MRAC de sistemas SISO para siste-
mas MIMO, onde foi usada uma fatoracao conveniente da matriz de ganhos de alta
freqiiéncia, com o algoritmo a-MRAC desenvolvido para o caso SISO. A inovacao do
algoritmo esta na introducao da estimativa da derivada do erro de rastreamento, ob-
tida via uma matriz de filtros de avanco, na lei de adaptagao. Esta estratégia garante
estabilidade global do sistema em malha fechada, independente da escolha das cons-
tantes de tempo dos filtros. Pelo método das perturbacoes singulares é mostrado que
para um ganho de adaptacao suficientemente alto e constantes de tempo dos filtros
suficientemente pequenas, o erro de rastreamento e controle convergem para zero ex-
ponencialmente. A robustez do sistema, na presenca de pequenos erros de modelagem,
é assegurada modificando a lei de adaptacao, onde se incluiu um sinal normalizante e

um sinal chaveado.
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CONTROLLERS

Marcos Ferreira Duarte Pinto
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Advisors: Ramon Romankevicius Costa

Department: Electrical Engineering

This thesis presents a new model-reference adaptive control (MRAC) algorithm
for linear time invariant multi-input-multi-output (MIMO) uncertain plants with rel-
ative degree one, which is refereed to as a-MRAC MIMO. The main characteristic of
this new algorithm is its improved transient behavior compared to the standard MIMO
adaptive controllers. The a-MRAC MIMO is obtained by combining the structure of
the recently proposed MIMO generalization of the MRAC of SISO systems, where a
convenient factorization of the high frequency gain matrix of the plant was employed,
with the a-MRAC algorithm developed originally to SISO plants. The key of this
algorithm is the introduction of an estimate of the error derivative, obtained via lead
filters, in the update law of the parameters. The closed loop system is shown to be
at least uniformly asymptotically stable, irrespectively of the time constants chosen
for the filters. By singular perturbation method, it is shown that for a sufficiently high
adaptation gain and a sufficiently small time constant of the filters, both the tracking
error and the control mismatch converge exponentially to zero. To tackle the problem
of uncertain plants with small unmodeled dynamics, a modification of the algorithm is

proposed by including normalization and a switching term in the update law.
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Capitulo 1

Introducao

O controle adaptativo vem se tornando cada vez mais popular por ser um ramo da
teoria de controle capaz de lidar com sistemas incertos. O controle adaptativo fornece
um mecanismo de adaptacao que ajusta os parametros de um controlador para sis-
temas com incertezas paramétricas, estruturais e ambientais, de modo a garantir um
desempenho desejado. Variagoes de cargas, envelhecimento e desgastes de componentes
sao incertezas paramétricas, falhas de componentes ou dinamicas nao modeladas sao
consideradas incertezas estruturais, e perturbagoes externas, como ruido, sao tipicas
de incertezas ambientais. O controle adaptativo tem obtido muito sucesso aplicado a
plantas onde tais incertezas aparecem linearmente (Krsti¢, Kanellakopoulos & Koko-
tovié¢ 1994). Felizamente, em muitas aplicagdes praticas, tais como na indistria au-
tomobilistica, aeronautica, de processos etc, estas incertezas consideradas parametros
desconhecidos podem ser linearizadas. Diferentemente de outras técnicas de controle
que precisam do conhecimento dos parametros do sistema, o controle adaptativo por
modelo de referéncia nao precisa destas informacoes, pois se adapta independentemente
deste conhecimento, usando apenas as informacoes da entrada e da saida do sistema e
da saida de um modelo de referéncia em tempo real (Tao 2003).

Um sistema de controle adaptativo tipico consiste de um sistema (processo), o qual
¢ denominado planta onde os parametros sao desconhecidos, um controlador parame-
trizado e uma lei de adaptacao para atualizar tais parametros, tal que o sistema em
malha fechada atinja o desempenho especificado. Em geral, um tépico importante em

sistemas de controle é o seu desempenho. No entanto, apesar dos grandes avancos



obtidos pelo controle adaptativo para sistemas lineares, esse nao se tornou ainda uma
ferramenta de projeto didria do engenheiro de controle. Cada esquema adaptativo re-
quer a escolha de filtros, regras de inicializacao, projetos da lei de adaptacgao e assim
por diante. Portanto, nao fica claro como o desempenho, e em particular o comporta-
mento transitorio do sistema, sao afetados por essas escolhas.

Em geral, a resposta transitéria de sistemas adaptativos é mal comportada, tal que
os sinais do sistema podem experimentar altas frequéncias e grandes amplitudes, que
poderiam ser proibitivos para plantas em aplicagoes praticas. Este fato tem sido um
fator restritivo ao uso do controle adaptativo. Nos tltimos anos esforcos tém sido feitos
para melhorar este comportamento ruim durante o transitério de sistemas adaptativos.
Alguns resultados sao discutidos na préxima secao.

Mesmo depois de todos esses esforcos, os estudos se restringiram apenas ao caso mo-
novariavel, ficando o caso multivariavel em aberto na literatura. Portanto, esta tese
faz uma extensao do algoritmo a-MRAC desenvolvido para o caso monovariavel, por
(Costa 1999), para o caso multivaridavel, dando um passo na diregao de cobrir esta la-
cuna deixada na literatura, no que tange as pesquisas da melhoria do comportamento

transitorio de sistemas adaptativos aplicados as plantas lineares.

1.1 Revisao da literatura

A motivacao inicial para o desenvolvimento do controle adaptativo foi a necessidade
de projetar controladores para sistemas dinamicos com incertezas paramétricas.

O maior desenvolvimento do controle adaptativo ocorreu na década de 80 quando
vérios grupos de pesquisas (Morse 1980), (Narendra, Lin & Valavani 1980) e (Weller,
G. C. Goodwin & Caines 1980) publicaram resultados importantes, os quais mostra-
ram que satisfazendo certas condigoes ideais seria possivel obter sistemas adaptativos
globalmente estaveis. Em seguida, em (Ioannou & Kokotovi¢ 1983) e (C. E. Rohrs
& Stein 1985) foi mostrado que na presenga de erros de modelagem, que incluem
dinamicas nao modeladas na planta e perturbacoes limitadas, o esquema de controle
adaptativo desenvolvido, somente, asseguravam que os sinais do sistema em malha
fechada e o erro de rastreamento eram limitados, com amplitudes médias pequenas,

na presenca de erros de modelagem tasmbém de aplitudes médias pequenas. Embora,



o erro de rastreamento fosse limitado, este poderia apresentar valores absolutos de
grande amplitude, em algum instante, mesmo depois de um longo periodo no regime
permanete, o que caracteriza o fenomeno de bursting. A principal causa, desta instabi-
lidade (bursting) na presenca de pequenos erros de modelagem, foi a lei de adaptacao,
que estima os parametros desconhecidos, a qual tornou o sistema em malha fechada
nao linear e mais sensivel aos efeitos dos erros de modelagem. Consequentemente,
os principais esforcos de pesquisas em controle adaptativo foram na direcao de tor-
nar a lei de adaptacao robusta. Isto levou ao florescimento do controle adaptativo
robusto na década de 80, (Ioannou & Tsakalis 1986), (Narendra & Annaswamy 1989),
(Praly 1984), (Ioannou & Sun 1988), (Sastry & Bodson 1989), (Krause & Stein 1992),
(Ioannou & Kokotovié 1984), (Ioannou & Tsakalis 1988b), (Tsakalis 1992).

Viérias modificagoes foram propostas que garantiram estabilidade dos sinais em malha
fechada e o erro de rastreamento da ordem do erro de modelagem para condicoes iniciais
arbitrarias (Ioannou & Tsakalis 1986), (Narendra & Annaswamy 1989), (Praly 1984).
Os resultados, entretanto, nao fornecem informacoes em relacao a taxa de convergéncia,
a qual pode ser nao uniforme e muito lenta (Narendra & Balakrishnan 1994) e nem
sobre o comportamento transitério do sistema. De fato em (Zang & Bitmead 1994) um
exemplo foi apresentado, e confirma o rastreamento assintotico lento e com comporta-
mento transitério ruim. Além do mais, nao ha garantia de que o erro de rastreamento
seria da ordem do erro de modelagem no regime permanente. Também foi mostrado em
(Marcels & Bitmead 1986), (Ydstie 1986) e (Hsu & Costa 1987) que oscilagdes da fase
transitorio e o fenomeno de bursting no regime permanente podem ocorrer, quando
erros de modelagem, tal como pequenas perturbacoes, estao presentes, sem violar a
estabilidade do sistema com as modificagoes propostas.

No esforgo de eliminar estes fenomenos indesejaveis, varias pesquisas apontaram para
o uso da persisténcia de excitacao, a qual relaciona a propriedade de riqueza de sinal
(Narendra 1994) e (Ioannou & Tao 1989). De (Artega & Tang 2002) é mostrado que
um limite arbitrario para a resposta na fase transitério pode ser atingido tornando os
parametros dependentes da condicao de excitagao. A persisténcia de excitacao aumenta
a identificacao dos parametros do esquema adaptativo e melhora a convergéncia, tal
que o erro de rastreamento e o erro paramétrico tendem para uma vizinhanca da ordem

do erro da modelagem. Por outro lado, a riqueza de sinal de excitagao externa pode in-



troduzir indesejaveis perturbacoes no sistema em malha fechada e inviabilizar o seu uso
em muitos casos (Sun 1993). Além disso, os efeitos da persisténcia de sinal na melhora
do transitério nao é bem definida. O controle adaptativo por modelo de referéncia
(MRAC) como em outros esquemas de controle adaptativo sdo desenvolvidos usando o
conhecido principio de certainty equivalence. Embora este principio seja muito simples
e intuitivo, podendo assegurar desempenho assintotico, ele nao garante um compor-
tamento transitério satisfatério. Portanto, outros mecanismos de compensacao tem
que ser obtido com o certainty equivalence principle para melhorar o regime tran-
sitério. Isto tem levado a pesquisas usando outros meios diferentes daqueles baseado
na identificacao de parametros. Assim sendo, um outro caminho usando persisténcia
de excitagao foi apresentado em (Narendra & Balakrishnan 1993), onde a melhoria do
transitorio usa uma estratégia de multiplos modelos da planta a ser controlada, e um
mecanismo de chaveamento entre eles. Os modelos sao iguais exceto pelo valor dos
parametros desconhecidos da planta. O controle é determinado a cada instante pelo
modelo que melhor se aproxima da planta.

Uma nova abordagem para a melhora do comportamento transitorio, na presenca de
incertezas paramétricas, foi apresentado por (Sun 1993), onde é proposta uma modi-
ficacao na lei de controle via a adicao de um termo extra que compensa os parametros
desconhecidos. O algoritmo foi denominado modified certainly equivalence. Neste al-
goritmo a estimacao do erro de rastreamento gerada por um filtro Lead é adicionado
diretamente na lei de controle. Se a constante de tempo do filtro é pequena, a adaptagao
dos parametros é lenta. Entretanto, a dificuldade de implementar o algoritmo reside
no conhecimento do ganho de alta frequéncia (k,) da planta. Esta restri¢ao é relaxada
em (Datta & Ho 1994) e (Papadakis & Thomopoulos 1996), onde se requer apenas o
conhecimento de um limite inferior e superior para k,. O filtro Lead empregado usa
a inversa da funcao de transferéncia do modelo de referéncia. Um filtro similar sera
usado no algoritmo apresentado nesta tese. No entretanto os resultados sao completa-
mente diferentes. Motivado pelos resultados de (Sun 1993) foi proposto por (Datta &
loannou 1994) uma modificagao no MRAC, a qual melhora o desempenho do sistema
baseado em dois critérios de desempenho: do erro médio quadratico e limite L., do
erro de rastreamento, para uma arbitaria condicao inicial, no caso ideal e na presenca

de perturbacoes limitadas.



Os resultados mais recentes de (Cao & Hovakimyan 2006a), (Cao & Hovakimyan
20060), (Cao & Hovakimyan 2007b), (Cao & Hovakimyan 2007a), (Cao & Hovakimyan
2007d), (Cao & Hovakimyan 2007¢) e (Cao & Hovakimyan 2007¢), que ainda se encon-
tram em evolucao, e tem gerado muitos artigos, que igualmente a maioria dos outros
autores seguem um caminho proprio. Nestes trabalhos foram apresentados os funda-
mentos de uma nova arquitetura de controle adaptativo, a qual assegura que os sinais
de entrada e saida de um sistema linear com parametros desconhecidos rastreiam a
entrada e a saida de um sistema de referéncia durante a fase transitoria, isto é, a en-
trada e a saida da planta podem ter um comportamento transitorio desejado. Esta
caracteristica é atingida reparametrizando a planta que define o sistema companheiro,
o qual tem a mesma estrutura da planta, sendo que os parametros desconhecidos sao
substituidos pelos parametros adaptativos.

Entende-se que a diferenca entre os estados da planta e do sistema companheiro define
um novo sinal de erro para a lei de adaptacao. A principal ideia é a introducao de um
filtro passa baixa na lei de controle. Quando o sinal de controle fecha a malha para
ambos os sistemas, o sistema companheiro retém os sinais de alta frequéncia, enquanto
o sistema da planta (real) retém os sinais de baixa frequéncia. A incorporagao do fil-
tro passa baixa na malha permite o rastreamento desejado pelo aumento do ganho de
adaptacao acima de um limitante inferior. Entretanto, até o presente momento, esta
abordagem abrange apenas sistemas SISO, e é importante notar que todos os autores
apresentaram resultados para melhora do regime transitorio focados em sistemas mo-
novariaveis.

Em (Krsti¢ et al. 1994) a metodologia de projeto recursiva, chamada adaptive backs-
tepping, junto com a funcdo de sintonia (tunning function) garante estabilidade e ras-
treamento. Durante o processo recursivo a funcao de Lyapunov leva em conta todas
as dinamicas do sistema, inclusive os parametros estimados. Para sistemas triangula-
res, a funcao de Lyapunov fornece a prova da estabilidade global e também a prova
do rastreamento assintotico para zero quando t — 0, e embora seja uma técnica de
projeto nao linear, é capaz de melhorar o comportamento transitorio do rastreamento
de sistemas lineares. Em (Zhang & Ioannou 2000), um novo controlador adaptativo,
baseado na equivaléncia certa, é apresentado, usando uma lei de controle obtida via

o método backstepping com a lei de adaptagao normalizada, que garante convergéncia



assintética e transitério limitado para sistemas lineares invariante no tempo. Dando
continuidade, (B. Fidan & loannou 2002) extendeu os resultados para sistemas linears
variantes no tempo.

Podemos assim observar que a melhora do comportamento transitério tem sido consi-

derada por diferentes abordagens.

1.2 Objetivo e proposta de trabalho

O objetivo desta tese sera generalizar, para sistemas multivariaveis incertos, o algo-
ritmo a-MRAC aplicado a sistemas monovaridveis incertos de grau relativo n* = 1.
Analisara a estabilidade de sistemas monovaridveis (SISO) e sistemas multivaridveis
(MIMO), em malha fechada, com o algoritmo a-MRAC. Desenvolverd a anélise de ro-
bustez do controle adaptativo por modelo de referéncia (MRAC), usando a fatoragao
SDU da matriz de ganhos de alta frequencia, de plantas multivaridaveis. Um novo al-
goritmo, baseado no algoritmo a-MRAC, sera desenvolvido para garantir robustez de
sistemas SISO e MIMO na presenca de erros de modelagem. Simulacoes ilustrarao a
contribuicao para a melhoria da resposta transitoria de sistemas MIMO, obtida com

esta generalizagao, quando comparado com o algoritmo MRAC multivariavel.

1.3 Organizacao da tese

O capitulo 2 apresenta o problema de rastreamento, a classe de plantas e o modelo
de referéncia que serao abordados, bem como as hipdteses que devem ser satisfeitas
pelas plantas e suas dinamicas nao modeladas. O capitulo 3 mostra uma breve revisao
do controle adaptativo por modelo de referéncia (MRAC) monovaridvel e introduz o
algoritmo a-MRAC para o caso SISO. O capitulo 4 desenvolve a anélise de robustez do
algoritmo a-MRAC SISO para plantas com erros de modelagem. O capitulo 5 relembra
o controle adaptativo por modelo de referéncia usando a fatoracao SDU e mostra as
vantagens da reparametrizacao do vetor de erros de rastreamento com esta abordagem.
Nesse capitulo também é apresentada a andlise de robustez do sistema. O capitulo 6
introduz a generalizagao do algoritmo a-MRAC do caso SISO para o caso MIMO,

aplicado a plantas de grau relativo n* = 1, faz a analise de estabilidade e compara os
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resultados das simulagoes do sistema usando ambos os algoritmos, a-MRAC MIMO e
MRAC com a fatorizagao SDU. O capitulo 7 mostra a analise de robustez do algoritmo
a-MRAC MIMO em malha fechada. Conclui-se a tese com o capitulo 8, onde sao
sugeridos trabalhos futuros. Algumas demonstragoes relevantes sao apresentadas nos

apéndices.

1.4 Notacao e terminologia

Um sistema linear, monovariavel e invariante no tempo, tem a representagao entrada-
saida dado por y(s) = G(s)u(s), onde G(s) é a fungao de transferéncia do sistema e
u(s) e y(s) sado as transformadas de Laplace dos sinais de entrada u(t) e saida y(t) do
sistema, respectivamente. Considere g(t) = L7'{G(s)}, a inversa da transformada de
Laplace de G(s), ou a fungao resposta ao impulso do sistema representado por G(s).

Entao, a resposta do sistema é o resultado da convolucao,

y(t) = /O ot — 7Yu(r)dr. (1.1)

Se considerarmos G(s) um operador cuja operacao é definida por (ILI) podemos ex-

pressar convenientemente o sinal de saida do sistema y(s) = G(s)u(s) como

y(t) = G(s)[ul(t), (1.2)

isto é, G(s)[u](t) define a saida do sistema onde a representagao do operador (funcao
de transferéncia) é G(s) e a entrada é u(t).

Um sistema linear, multivariavel e invariante no tempo, tem a representacao entrada-
saida dado por y(s) = H(s)u(s), onde H(s) é uma matriz de transferéncia m x m
do sistema e u(s) € R™ e y(s) € R™ sao as transformadas de Laplace dos vetores
de sinais de entrada u(t) e saida y(t) do sistema, respectivamente. Considere h(t) =
LY H(s)} € R™™_ a inversa da transformada de Laplace de H(s), ou a fungao

resposta ao impulso do sistema representado por H(s). Entao, a resposta do sistema é
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o resultado da convolugao,

y(t) = /0 h(t — T)u(r)dr. (1.3)

Se a matriz de transferéncia H(s) é considerada um operador cuja operagao é definida
por (L3)) podemos expressar o vetor de sinais de saida do sistema y(s) = G(s)u(s)

cOomo

y(t) = H(s)[ul(t), (1.4)

Esta representacao simplifica a notacao e mantém o rigor matematico. Portanto sera

adotada em toda a tese.

1.5 Conceitos basicos

Para melhor compreender as analises desenvolvidas, é 1til relembrar alguns fundamen-
tos matematicos descritos em (Tao 2003, cap.2).

Considere a matriz de transferéncia Go(s) € R™ ™, com a decomposi¢do em ma-
trizes polinomiais coprimas a direita Go(S) = Z.(s)P'(s) ou coprimas & esquerda
Go(s) = P *(s)Z(s), com coeficientes reais. Os graus das colunas de P(s) sdo defini-

dos como

Hj = aCj[PT(S>] = max {a[plj(s)]} J=12,- m, (15>

1<i<m
e os graus das linhas,

v; = 0 Pi(s)] = max {0[p;;(s)]},i=1,2,---,m, (1.6)

1<j<m

onde, o simbolo 0 indica o grau do polindémio (matriz) P(s).
Para uma realizagao minima {A, B, C'} de Gyy(s) (controldvel e observével) a ordem

do sistema é dada por,
n=> ui=>Y v, (L.7)
j=1 i=1

onde pj, j = 1,2,--- ,m, sdo chamados de indices de controlabilidade de Gy(s) com p =
max;—12..m{/;} chamado de index de controlabilidade, enquanto v;, i = 1,2,--- ,m

sao os indices de observabilidade e v = max;—1 ... ., {v4} ¢ 0 index de observabilidade.
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Norma de vetores reais como funcao do tempo:
Para o vetor x(t) = [x1(t) z3(t)...2,(t)]" € R" defini-se as seguintes normas:

(@) (=l 22() [ + [ 22(t) [ 4.+ [2a(t) ],

| 2(t) [l2= /21 (£)2 4+ 22(t)2 + . .. + 2, (1)?,

| 2(t) [|oo= SUPyso Maxi<icn | 24(t) |.

Norma de sinais vetoriais continuos no tempo:

A norma £, é definida como
() = fo~ (@) [l dt.
A norma L4 é definida como

20 lle= /5~ 1 () 13 d.

e a norma L., cOmo

| () lloo= sup;zo || 2(t) [|o-
Espacgos de sinais:

O espaco de sinais £; é definido como

Ly ={x(t) e R" : [[z()[| < oo} (1.8)
O espaco de sinais L é definido como

Ly = {x(t) € R" : [[a(-)[|2 < oo} (1.9)
O espaco de sinais L, é definido como

Loo = {x(t) € R" : [[z(-)[|oc < 00} (1.10)

Versao multivaridvel do Lemma 2.6 (Tao 2003, p.400):

Se x1(t) = H(S)ﬁ[l’g](t) com 0 > 0, z1(t) € R™, x5(t) € R™ e a matriz de resposta

ao impulso hs(t) de H(s — 6) satisfaz || hs(-) |12 maxi<j<m [y~ Dorey |hei(T)|dT < 00



onde hg;;(t) é o (7, 7)-ézimo elemento de hs(t) entdo,

21 (6] <[ hs(-) [1a ﬁ[!wz\](ﬂ- (1.11)

Lemas de convergéncia de sinais:

Lema 1.1 Se f(t) € L e f(t) € Ly, entdo limy_, f(t) = 0.
Lema 1.2 [Barbalat] Se uma funcao escalar f(¢) ¢ uniformemente continua, tal que o

lim; oo fo T)dT existe e é finito, entao lim; ., f(t) = 0.

Deste lema verifica-se que f(t) € £y e f(t) € Lo 0 que implica limy_o f(t) = 0, porque

para f(t) € £y implica lim;_, fo 7)dr finito.
Corolario Se f(t) € L3 Loo € f(t) € Lo, entdo limy_o f(t) = 0.
b

Lema 1.3 Se f(t) € £y entao =[f](t) € Lo € limy_oo == [f](t) = 0, para as constan-

tesa>0eb>0.
Operador Linear (Tao 2003, p.382):

Um operador linear T'(s,t) é estavel e préprio se para y(t) = T(s, -)[u](t) e quaisquer

constantes 3 > 0, o > 0, e v > 0, para todo, t > 0, e algum u(t),

1y (@) I=[1T (s, t)ult) [I< ﬁ/ Dl ulr) [ dr oy [ u(r) |, (1.12)

onde y(t) = T'(s,-)[u](t) denomina a convolugao da resposta ao impulso de 7'(s, -) para
u(t). O operador linear T'(s,t) é estdvel e estritamente préprio se ele é estavel para
v =0.

Um operador linear aplica-se a sistemas lineares e nao lineares.
Norma de Operador:

Considere u(t) € £1. Entao, a norma £; da matriz H(s) m x m é

1H]]: = [Ih()]h £ maX/ Z!hu )ldr, (1.13)

onde h;;(t) é a resposta ao impulso de H;;(s), o (4, j)-ézimo elemento de H (s).

Defini¢ao 1 (Tao 2003, def.5.1, p.231):
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Um sinal z(t) € B2r*ko para algum p > 0 e ko > 0 se, para to > ¢ > 0 e 59 > 0,

satisfaz,

to B
/Imm%ﬁsﬁm@—m+%- (1.14)

t1

Se pp=0,t =0 ety =00 em (LI4), teremos

[ﬂw@@wS%. (1.15)

Da definigdo da norma Ly conclui-se que z(t) € L.
Matriz Positiva Definida:

Uma matriz quadrada positiva definida () € R™*™ pode ser decomposta como () =
UTAU, onde U é uma matriz de autovetores que satisfaz UTU = I, e A é uma matriz
diagonal contendo os autovalores de (). Considere A,;,(Q)) o menor autovalor de @ e

Amaz (@) 0 maior autovalor. Entao, para Z € R™, teremos

Mnin(Q)VZFZ < ZTQ7 < Mpaa(Q) 27 Z . (1.16)

Funcgao Estritamente Real Positiva (SPR):

Uma fungao h(s) da varidvel complexa s = o + jw é dita estritamenmte real positiva

se,
1. h(s) nado tem polos Re[s] > 0;
2. Re[h(wyj)] > 0 para todo w € (—o0, +00); e

3. limy2 o Re[h(wyj)] > 0 quando n* = 1 ou lim,,_.» Re[h(wj)] > 0 quando n* = 0.
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Capitulo 2

Formulacao do problema

Neste trabalho consideramos a classe de plantas lineares invariantes no tempo, ob-

servaveis e controldaveis com m entradas e m saidas, descritas pelas equacoes diferenciais

y(t) = G(s) [ul(t) , (2.1)

onde a matriz de transferéncia G(s) é considerada um operador que realiza a convolugao
definida em (1)), tal que o sistema y(s) = G(s)u(s) pode ser convenientemente ex-
presso por (2.1]), y(t) € R™ é o vetor de saida mensuravel da planta, e u(t) € R™ é o

vetor de entrada da planta.

u(t) y(t)
Go(s)(1 + pAn(s)) —

1A (s)

F1GURA 2.1: Planta G(s) com dindmica ndo modelada.

Assume-se que G(s) pode ser escrita como
G(s) = Go(s)(1 + pAn(s)) + pAa(s), (2.2)

onde Go(s) = Zy(s)Py*(s) é a parte nominal de G(s), Zy(s) and Py(s) sdo matrizes
polinomiais m x m, coprimas a direita, sendo Py(s) de grau igual ao index de controla-

bilidade de Go(s) e pA,,(s) e pA4(s) sdo matrizes que representam as dinamicas nao
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modeladas multiplicativas e aditivas, respectivamente, com p > 0.

Especificada uma trajetoria desejada yp(t) € R™ e considerando os parametros de
((s) desconhecidos, o objetivo do controle adaptativo é encontrar uma lei de controle
u(t) para a planta (2.]), usando realimentagao de saida, que assegure a convergéncia

assintdtica do erro de rastreamento

eo(t) = y(t) — yu(t) (2.3)

para zero, ou para uma vizinhanca dada por BQ’“QEO, como definido em (L14)), com kg >
0, mantendo todos os sinais do sistema em malha fechada uniformemente limitados,
para qualquer condigao inicial apesar da presenga das dinamicas nao modeladas pA,,(s)
e nA,(s).

A seguir sao apresentadas as hipoteses basicas que devem ser satisfeitas pela planta e
pelas dinamicas nao modeladas. Elas caracterizam uma classe de plantas multivariaveis

lineares invariantes no tempo observaveis e controlaveis de fase minima.

2.1 Modelo de referéncia

Seja {A, B, C'} uma realizagao observavel de Gy(s) = C(sI —A)~'B. Se det(C'B) # 0,
a matriz de transferéncia Gy(s) tem grau relativo uniforme n* = 1 e a matriz nao singu-
lar K, = C'B ¢é denominada Matriz de Ganhos de Alta Frequéncia (HFG). Se os zeros
de transmissao de Gy(s) tem parte real negativa entdo Gy(s) pode ser diagonalizada
via realimentagdo dindmica da saida (Rugh 1993). Sem perda de generalidade, esco-
lhemos o modelo de referéncia descrito pela matriz de transferéncia diagonal m x m

estritamente real positiva (SPR),

1 1 1
|44 = Ky di = Kjdi 2.4
m(s) M 1ag{8+a1 ’s—l—am} M 1ag{s+ Z}’ (24)
onde a; >0, (i =1,...,m). Consideramos também K, = I.

A trajetéria desejada ou a saida do modelo de referéncia yy,(t) € R™ é descrita pelo

sistema de equacgoes diferenciais conhecido,

yar(t) = W (s) [r](1) , (2.5)
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onde r(t) € R™ é o vetor de sinais de referéncia externo, uniformemente limitado e

continuo por partes.

2.2 Hipébteses basicas

As seguintes hipoteses resumem as informacoes consideradas disponiveis a priori do

sistema (Tao 2003):

(H1) Gy(s) é estritamente prépria e com posto completo;

(H2) Todos os zeros de transmissao de G(s) tem parte real negativa;

(H3) O index de observabilidade v de Gy(s) é conhecido;

(H4) Go(s) tem grau relativo n* = 1;

(H5) A matriz polinomial Py(s) tem grau igual ao index de observabilidade de Gy(s);

(H6) Os sinais dos menores principais lideres da matriz de ganho de alta frequéncia

K, sao conhecidos.

As hipéteses abaixo sao relativas as dinamicas nao modeladas:

(H7) Go(s)An(s), Aa(s) sao matrizes de transferéncias estritamente préprias (Tao

2003);

(H8) As matrizes D,, = lim, o sWy(s)K,A(s) e Dy = limg_o sA,(s) tem norma
finita independente de p e as matrizes de transferéncia (s + a — q)(Wa(s —
QKA (s —q) — Dp)s e ((s+a—q)Au(s —q) — D,)s sao estaveis e proprias,
com limite superior dado pelo operador de norma L;, independente de p, para

uma constante conhecida 0 < ¢ < a.

As hipéteses (H1) e (H2) garantem que a planta é nao singular e de fase minima,
condicao fundamental para o controle adaptativo por modelo de referéncia. A hipotese
(H3) poderia ser relaxada requerendo somente o conhecimento de um limite superior
para v, como em (loannou & Sun 1996), entretanto isto aumentaria a ordem dos filtros
e o niumero de parametros de adaptagao. A hipdtese (H4) permite aplicar o método de

Lyapunov para analisar a estabilidade dos sinais do sistema. Embora a hipdtese (H6)
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possa ser relaxada (Weller & Goodwin 1994), essa garante simplicidade nos resultados
para o esquema de controle baseado no MRAC e permite uma completa analogia com
o caso SISO (Costa, Hsu, Imai & Kokotovi¢ 2003). As hipéteses (H7) e (H8), quando
satisfeitas, permitem usar a versao multivariavel do lema 2.6, dado em (Tao 2003, p.71),
, durante o desenvolvimento da andlise de robustez do algoritmo a-MRAC, no capitulo
7. Baseado nestas hipdteses é possivel provar que o vetor de sinais, correspondentes as

dinamicas nao modeladas, é limitado.

Exemplo 2.1 Para ilustrar as dinamicas nao modeladas, considere a dinamica aditiva

Au(s) = diag { T 1];(3 s } + dmg{ G i 3 } D, (2.6)

onde A,(s) € estritamente propria, conforme hipdtese (HT). Substituindo (Z.0) na

expressao da hipdtese (HS), teremos

((s+a—q)Au(s —q) — Dy)s

S
- d ds — > D, | — D,
(sta= (Zag{ u(s—q )+ 1)s }+ wg{(s—q+a)} ) ’
_diag{M}was D.s

p(s —q)+1
P O o)
- g{M(S—Q)H}’ 2D

onde a matriz de transferéncia (2.7) € estdvel e prépria, para g conhecido e 0 < q < a,

satisfazendo a hipdtese (HS).
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Capitulo 3

Algoritmo a-MRAC SISO

Este capitulo apresenta uma revisao do algoritmo a-MRAC aplicado a plantas lineares
monovaridveis (SISO) invariantes no tempo, sem perturbagoes ou erros de modelagem
dinamica.

O algoritmo a-MRAC SISO foi introduzido por (Costa 1999). O algoritmo se
caracteriza pela introducao de uma estimativa da derivada do erro, via um filtro de
avango Lead, na lei de adaptacao dos parametros do controlador do MRAC. Para
fundamentar a teoria do algoritmo, a propriedade de estabilidade, o comportamento do
erro de rastreamento durante o transitorio do sistema em malha fechada, sao analisados.
Simulagoes mostram uma notavel melhoria da resposta transitoria do sistema usando o
a-MRAC SISO em comparacao com a resposta transitéria do sistema usando o MRAC

padrao. Esta caracteristica é a principal vantagem em aplicacoes.

O capitulo esta organizado como segue. Na Secao[3.1]é revisto o controle adaptativo
MRAC para sistemas SISO abordando a estrutura do sistema de controle, a parame-
trizacao do erro de rastreamento, o método de Lyapunov para obter a lei de adaptacao
que garante a estabilidade do sistema, e o comportamento do erro de rastreamento.
Em seguida, na Secao é revista a ideia basica do algoritmo a-MRAC para sistemas
quando a derivada do erro é medida e formulada a lei de adaptacao pela funcao de
Lyapunov. Dando continuidade a revisao, a ideia basica é estendida para plantas cuja
derivada do erro é indisponivel para medicao e a lei de adaptacao é reformulada. A
analise de estabilidade do sistema e o comportamento do rastreamento em malha fe-

chada sao apresentados na Secaol3.3l A partir das equagoes dinamicas que descrevem o
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sistema, o comportamento da resposta transitéria do sistema é analisado na Secao [3.4],
usando o método de perturbagoes singulares (Kokotovi¢, Khalil & O’Reilly 1986). Na

Secao [3.5] simulagoes ilustram a melhoria do comportamento transitério obtido com o

algoritmo a-MRAC SISO.

3.1 Controle adaptativo por modelo de referéncia

monovariavel

Nesta secao, revemos a teoria basica do controle adaptativo por modelo de referéncia

(MRAC).

3.1.1 Estrutura do controlador

Considere a planta nominal continua LTT monovariavel expressa no dominio da frequéncia

y(s) = Go(s)u(s), (3.1)

com a funcdo de transferéncia Go(s) = k, 7 e descrita no dominio do tempo pela

equacao diferencial

P(s)[yl(t) = kpZ (s)[ul(?), (3.2)

onde, y(t) é a saida mensuravel da planta, u(t) é a entrada aplicada a planta, k, # 0 é

o ganho de alta frequéncia, P(s) e Z(s) sao polindmios monicos coprimos:

P(s) = 8" +po18" "+ -+ pis+ po (3.3)
Z(s) = 8™+ 218" -+ 218 + 20, (3.4)
onde p;, € R, (i =0,1,---,n—1), z; € R, (j =0,1,--- ,m — 1), com n > m, sdo

coeficientes constantes e desconhecidos, assim como k,.

O objetivo do controle é: dado um modelo de referéncia no dominio da frequéncia,

Ym(s) = Win(s)r(s), (3.5)

com a fungao de transferéncia W,,(s), e descrita no dominio do tempo pela equagao
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diferencial

Ym(t) = Win(s)[r](t), (3.6)

onde, yn,(t) é a saida mensuravel (trajetéria desejada) do modelo e r(t) é a entrada de
referéncia uniformemente limitada e continua por partes, obter um sinal de controle
via realimentacao de saida, tal que todos os sinais do sistema em malha fechada se-
jam uniformemente limitados e a saida da planta y(t) rastreie a saida do modelo de
referéncia y,,(t) assintoticamente quando t — 0.

O conjunto de hipdteses abaixo resume o conhecimento a priori da planta, (Bodson

& Sastry 1989)(Tao 2003):

(A1) Z(s) é um polindémio estavel,

(A2) O grau n de P(s) é conhecido,

(A3) Gy(s) tem grau relativo n —m = n* =1,

(A4) O sinal do ganho de alta frequéncia k, ¢ conhecido.

Com relagao ao modelo de referéncia assume-se que:

A5) W,.(s) = Nn(s) & estritamente pré ria, estavel, de fase minima e grau relativo
P (5) prop

n* =1, onde N,,(s) e P,(s) sd@o polindmios monicos, coprimos e estaveis.
(A6) P, (s) tem grau n*.

Em vista de (A3), (A5) e (A6), definimos W,,(s) = #(3)7 onde

P(s) = s+ an, (3.7)

com a,, > 0.
Para atingir o objetivo do controle consideramos a seguinte estrutura para o con-

trolador,

u(t) = 67 wi(t) + 03 wy(t) + Osy(t) + bar(t), (3.8)

onde,

wi(t) = [ul(t) , we(t) = [y](2), (3.9)
A(s) A(s)



a(s) = [1,s,---,s" 2|7, 0 € R" 6, € R" 03 € Re 6, € R sao parametros, e
A(s) = Xg+ A1s+ -+ s"! é um polinémio monico estével de grau n — 1.
Se os coeficientes de Gg(s) sdo conhecidos, entao os parametros do controlador 6,

0, 03 e 0, sao obtidos da solugao da seguinte equacgao
01 a(s)P(s) + (HSTa(S) + 050 (s)) kpZ(s) = A(s) (P(s) — kp0; Z(s)Pn(s)),  (3.10)

onde 0; = 0F, (i =1,---,4), sdo denominados parametros ideais ou matching parame-
ters, e a equagao (B.I0) é chamada equagao ideal ou matching equation.

A existéncia e a unicidade da soluc¢ao de ([BI0) é provada no Lema 3.1, dado em
(Tao 2003, p.197).

Com o conjunto de parametros ideais o controlador (3.8) realiza o rastreamento da
saida da planta (3:2)), em malha fechada, com a saida do modelo de referéncia (3.0]).
Portanto, quando Gg(s) é conhecido, a solugdo do controle nao adaptativo por modelo

de referéncia é resumido pelo seguinte teorema:

Teorema 3.1 Com 07, 05, 05 e 0} satisfazendo (310) e 6, = 0, 02 = 05, 05 = 65 e
0, = 03, o controlador (38) assequra que todos os sinais do sistema em malha fechada

sao uniformemente limitados e o erro de rastreamento € tal que,

eo(t) = y(t) — ym(t) = €o(t), (3.11)
para alguma condi¢do inicial com decaimento exponencial €y(t).

Prova: (Tao 2003). Multiplicando ambos os lados de ([B.10) por y(t), teremos

67" a(s) P(s)[y)(t) + (657 als) + 63A(s)) kpZ(s) ) (1) =
— A(s) (P(s) = kpb;Z(5) Pu(s)) [4] 0). (3.12)

Substituindo y(t) de (8.2)) em ([B.12), e rearranjando os termos, obtemos

01" a(s)k, Z(s)[u](t) + (65" als) + 03A(s)) kp Z(s)[y](t) =
= A(s)kpZ(s)[ul(t) — As)kp01Z (s) Pn(s) Y] (2)- (3.13)
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Dado que A(s) e Z(s) sao estaveis, a equacao (3.13) pode ser expressa como

ult) = 7 Gl + 657 SR + 08 + GO0 (319

Com 6, = 07, 05 = 63, 05 = 05 e 04 = 0}, o controlador (B.8) torna-se
w(t) = 07 wi(t) + 05 wa(t) + O3y (t) + 05 (1) (3.15)

Usando (B.0) e ([B9), e fixando, no caso ideal, u(t) = u* dados em (BI4) e ([B.IH),

respectivamente, teremos

03Py — ym](t) = 0. (3.16)

Visto que P,,(s) é estavel, por (3.16]) provamos (3.11), o que implica y(t) € L. Usando

B2), B.14), resulta

G5 1(0) = 855y i (6) = 652 5 ), (3.17)
De onde tiramos
P(s)
) = ——+—~~—r( 3.18
u( ) k’me<3)Z<S)T< )7 ( )
a qual implica u(t) € L, porque m sao estaveis e r(t) é limitado. Visto que
y(t) e u(t) sao limitados, as saidas dos filtros wy (t) e ws(t) sao limitadas. [ |

A existéncia dos parametros ideais é suficiente para o desenvolvimento das es-
tratégias de controle adaptativo quando os parametros da planta sao desconhecidos

(Tao 2003, p.200).

3.1.2 Parametrizacao do erro de rastreamento

Quando os parametros da planta sao desconhecidos, nao podemos resolver (B.I0) com
05, 05, 05 e 05 e o controlador ideal (BI5) ndo pode ser implementado. Entao é ne-
cessario encontrar uma lei de adaptacao para atualizar os parametros de ([B.8) para

resolver este problema.

Considerando 6, (t), 02(t), O5(t) e 04(t), as estimativas variantes no tempo de 67, 605,
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05 e 05, definimos a versao adaptativa do controlador (3.8)) como

u(t) = 07 (ywi(t) + 05 (H)ws(t) + O3(£)y(t) + Oa(t)r(t).

Para parametrizar o erro de rastreamento definimos,

o vetor de parametros ideais
0" = 167,057 0;.03]",
o vetor de parametros adaptativos
0(t) = (07 (t), 65 (1), 05(t), 0(t)]",

0 vetor regressor

a lei de controle ideal

a lei de controle adaptativa

o erro paramétrico

o erro do sinal de controle

e o0 erro de rastreamento

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Substituindo (BI4) em (B19) e ignorando o efeito do decaimento exponencial da

condic¢ao inicial, obtemos a equagao do erro

%@Z%WMMﬁM@=—%@” L lwl() - 1[Ww@),



a qual é a base do desenvolvimento da lei de adaptacgao para a atualizagao dos parametros

01(t), O2(t), 05(t), e O4(t) do controlador.

3.1.3 Analise de estabilidade do MRAC

Considere uma realizacao minima de W, (s), em (B.28)), descrita pela equagao dinamica
éo(t) = —ameo(t) + bu(t), (3.29)
onde, v(t) = k07 (t)w(t) é a entrada. Escolhendo a seguinte fungio positiva definida
2V (eo,0) = g (t) + 7k, 07 (1)(2), (3.30)
e derivando no tempo ([330), ao longo da trajetéria do sistema (3.29), obtemos

V() = eo(t)éo(t) + 7k |07 (£)(1)
= —e2(t) + eo(t) 07 (H)w(t) + 4 k|07 (£)0(E)

= () + |kp 0T ()7 (’Vsign(kp)eo(t)W(t) + 5(0) : (3.31)

De (B31]), definimos a lei de adaptagao

0(t) = —ysign(k,)w(t)eo(t), (3.32)

onde, v > 0 é o ganho de adaptagao e #(0) é uma estimativa inicial (arbitréria) de 6*,

tal que substituindo (3.32) em (B.31)),
V(t) = —ep(t) (3.33)

é seminegativa definida.

Visto que a lei de adaptagio assegura que V (t) < 0, para todo e(t), 8(t), com V (t) >
0, conclui-se que V(eg(t),0(t)) ndo cresce com t, isto é V(eo(t),0(t)) < V(eo(0),6(0)),
Vt > 0. Portanto, ey(t) e é(t) € L., ou seja, existe uma constante vy > 0 tal que
leo(t)] < 70 e |0(t)] < 7. Como 6* é constante, de (325), 0(t) é também uniforme-

mente limitado. Dado que, r(t) € L implica y,,(t) € L. Portanto, da defini¢ao
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do erro de rastreamento ([B27), y(t) e consequentemente wy(t), em (B.9), sdo também
a(s)

uniformemente limitados. Operando ambos os lados da planta (3.2]) por AGs) obtemos
(Tao 2003),
a(s) P(s) a(s)
t) = —yl(t). 3.34
P(s) a(s)

Dado que a funcao de transferéncia é estavel e prépria pela hipétese (A3),

kpZ(s) A(s)
entao a saida do filtro em ([B9) wy(t) € Lo. Sendo wy(t), wa(t), y(t),r(t) € Lo, 0 Vetor
regressor w(t) € Lo € O(t) € Lo, entio u(t) € Lo € pela lei de adaptacio 8(t) € Lo
Por fim, de (3:29)) é¢(¢) é uniformemente limitado. Pelo exposto, concluimos que todos

os sinais do sistema em malha fechada sao uniformemente limitados.

Agora, integrando (B.33]) verificamos que a energia de ey(t) é finita,

/0 21yt — <V(eo(0), 6(0)) — V(ep(c0), é(oo))) < 0, (3.35)

logo eg(t) € La, entdo eg(t) € Lo Lo Visto que ég(t) € L, pelo lema de Barbalat
(Sastry & Bodson 1989) concluimos que lim;_, eg(t) = 0 e, consequentemente, de
[B32), limy_, A(t) = 0. A analise apresentada acima pode ser resumida no seguinte

teorema:

Teorema 3.2 O controlador (319) com a lei de adaptacao (3.32) aplicado a planta
(3.2) satisfazendo as hipoteses (A1) a (A4), garante que todos os sinais do sistema
em malha fechada sao uniformemente limitados e o erro de rastreamento ey(t) e tende

assintoticamente a zero quando t — oo.

Cabe ressaltar que V(eg(t),0(t)) contém apenas o erro paramétrico 0(t) e o erro de
rastreamento eg(t), portanto, nao considera todos os estados da dinamica do sistema
do erro de rastreamento (3.28)). Esta funcao é denominada fungao parcial de Lyapunov.
Pelo exposto, foi provada a convergéncia assintética do erro de rastreamento para zero,

e assegurada a propriedade de estabilidade do sistema em malha fechada, usando a lei

de controle ([B:19)), e a lei de adaptagao (3.32).
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3.2 Algoritmo a-MRAC

Nesta secao, é descrita a modificacao do esquema de controle adaptativo MRAC, a qual
corresponde a introducao de um filtro de avanco Lead no sinal do erro de rastreamento,
como mostrado na figura B e o sinal resultante é incorporado a lei de adaptagao .
Esta nova estrutura leva a uma significativa melhoria do transitorio do sinal do erro

de rastreamento, quando comparado com a estrutura do MRAC padrao. O algoritmo
foi denominado a-MRAC SISO (Costa 1999).

Para apresentar o algoritmo, primeiro é mostrada a idéia basica supondo que a
derivada do erro de rastreamento pode ser medida. Em seguida esta restricao ¢ elimi-
nada, visto que em geral este sinal nao é disponivel para medicao. Para fundamentar
o algoritmo, a propriedade de estabilidade e o comportamento transitério do erro de
rastreamento sao analisados. Simulacoes mostram a eficiéncia do algoritmo em reduzir
drasticamente as oscilagoes do transitério do erro de rastreamento.

Considere a principio que a derivada do erro (éy(t)) pode ser medida. Entao, da

equagao (3.28) podemos obter o sinal
F(t) = k0T (Ow(t) = Wit eol(t) = éo(t) + ameo(t), (3.36)

o qual ndo depende do conhecimento de k,, visto que a funcao W,,(s) é conhecida.
Agora, tendo em vista a funcio V(e,d) em (B3I), foi proposta por (Costa 1999) a
seguinte modificacdo em (3.32)), a qual caracteriza a lei de adaptacdo do algoritmo

a-MRAC SISO,

0(t) = —sign(ky)[eo(t) + af (D)]w(t) , (3.37)
onde a é uma constante positiva.

Substituindo a lei de adaptacao (B.37) em (3.31]) resulta,

V(t) = —€3(t) + [y 07 (1)~ (ysign(ky)eolthw(t) +0(1))
= = (1)) + Iy 07 (£)7™ (ysign(ky)eo(t)(t) — ysign(ky)[eo(t) + af(£))w(t))
= —€3(t) — [yl () sign(ky)af (B (t)

— —e2(t) — ak, 0T (Hw(t) f (1), (3.38)
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Substituindo a expressao do sinal f(t) em (B38) obtemos a fungdo seminegativa defi-
nida,
V(t) = —*(t) — a (kpéT(t)w(t)>2 | (3.39)

Portanto, a lei de adaptacao (3.37) garante V(t) < 0 e que o sistema é no minimo
globalmente uniformemente estavel.

De (339) observamos que, enquanto a lei de adaptagao do algoritmo MRAC (B.32])
elimina o termo que contém o vetor de erros paramétricos é(t) forcando o seu cance-
lamento, a lei de adaptacao do algoritmo a-MRAC SISO o mantém na anélise, com-
pletando o seu quadrado (Costa 1999). A propriedade de estabilidade do sistema e o

comportamento do erro de rastreamento sao enunciados no seguinte teorema.
Teorema 3.3 O controlador (3.19) com a lei de adaptacao (3.37) aplicados a planta
(32) garante que todos os sinais em malha fechada sejam uniformemente limitados, e

lim eg(t) =0 e lim 87 (t)w(t) = 0. (3.40)

t—o00 t—o00

Prova: (Costa 1999) Integrando (3.39), obtemos

(3.41)

de onde verificamos que a energia de eo(t) e 67 (t)w(t) sio finitas,

/Ooeg(t)dtgoo e /oo(éT(t)w(t))Q(t)dtgoo. (3.42)

Entdo, eo(t) € Ly e 0Tw € Ly,

Seguindo os mesmos argumentos usados na anélise do controle adaptativo MRAC,
temos que eg(t), (1), y(t), O(t) e w(t) € Loo. De BAD), eo(t) e 87 (t)w(t) € Ly. Entio,
eo(t) e 0T ()w(t) € Lo Loo. De B2T), éo(t) € Lo e de B3, u(t) € Loo. Portanto,
pelo lema de Barbalat concluimos que lim;_.o eo(t) = 0 que implica lim;_ é(t) =0e
limy oo 07 (t)w(t) = 0. |

Da analise acima, é importante observar que lim,_., 87 (t)w(t) = 0 independente-
mente de persisténcia de sinal. Esta caracteristica introduzida pelo algoritmo a-MRAC

SISO ¢é fundamental no comportamento do transitério do sistema e como esperado, a
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convergeéncia de 5(15) para zero depende de w(t).

Para contornar o problema da indisponibilidade da medida de é¢(t) usamos um

filtro de primeira ordem para observa-lo, tal que
Té()(t) = —éo(t) + 60(t> s (343)

onde é(t) é uma estimativa de éy(t). Entao, substituindo ey(t), dado em (Z36), pela

sua estimativa éy(t), obtemos a estimativa f(t) de f(t) como

J(t) = VEJF(?

[eol(t) = Wy (8)[eo)(t) = €o(t) + améo(t) - (3.44)

Substituindo f(t), de ([B.31), pela sua estimativa f (t), teremos a seguinte lei de adaptagao

~

0(t) = —sign(ky)[eo(t) + af (B)]w (). (3.45)
De (B:45)), definimos o erro de rastreamento filtrado como

~

ep(t) = eo(t) + af(t), (3.46)

e substituindo (3.:44) em (3.46]), obtemos

es(t) = (140 ) ) = Qo)) (3.47)
onde )
Q(s) = (1 + 047_‘2/_”; 1) | (3.48)

Expandindo Q(s), teremos

Q(s) = (Tia) (Stﬁ) : (3.49)

Q(s) é uma fungao prépria, estavel e SPR pois satisfaz as condigoes dadas na Segao

LA A FiguraB.d mostra o diagrama de blocos do algoritmo a-MRAC SISO.
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W,
U - Yp _ €o 1 éo —_ f - er
0 +\__/ s+ 1 "
Lei de Adaptacao
FicUurA 3.1: Diagrama de blocos do a-MRAC SISO.
De ([B:44) podemos verificar que

. colt méol(t t m — 1)ég(t
f(t):Teo()er éo(t) _ eo(t) +(1a )éo(t) (3.50)

T T
Entao, se escolhermos 7a,, = 1, o filtro em avanco de fase é cancelado,

A 1

£(8) = Zeo(t) = aneoft)

e a lei de adaptagao (B.31) torna-se igual a do MRAC padrao, isto é,

0(t) = —ysign(k,) (1 + aa,y,) eo(t)w(t)

= —fylsign(kp)eo (t)w(t) .

onde 7' = (1 + aay,).

3.3 Analise de estabilidade

Considere a dinamica do erro de rastreamento (3.30]), a estimativa é, (343) e o filtro

em avango, (3.44)). A figura mostra o diagrama de blocos correspondente, de onde

podemos observar que,

(3.51)



onde,

T(s) = . (3.52)

— Wy wl o

s+ 1 m

FicurA 3.2: Diagrama de blocos mostrando a relagao entre f e f .

Agora, escrevemos o conjunto de equagoes que descrevem o sistema

o(t) = —ameo(t) + J(1). (3.53)
rf(t) = —f(0) + £(0), (3.54)
0(t) = —sign(y)leo(t) + afB)u(t). (3.55)

e definimos uma fungao positiva definida como

2V (eq, f,0) = e2(t) + ar f2(t) + 7 |k, |07 (£)0(t). (3.56)

Derivando V' (t), em (3.50), ao longo da trajetéria do sistema (B.53))-(3.53]), resulta

2V (1) = 2e0(1)éo (1) + 207 (1) (1) + 27|k, |7 (1)012).

Portanto,

V(1) = eot)(—ameo(t) + (1) + af (£) (= F(£) + f(1))+
+ 7 k|07 () (—ysign(ky)[eo(t) + af (8)]w (1))
= —apeg(t) — af?(t) +eo(t) f(£) + af (£) f(t) = kp0" ()eo(t)w(t)—
— k0" (D f(t)w(t)
= —apmep(t) — af?(t) + eo(t) f(£) + af (£) (1) — eo(t) f(t) — af (£) f (1)
= —anel(t) — afi(t), (3.57)

a qual é negativa semidefinida no espago (e, 1, 0~) Portanto, o algoritmo a-MRAC é
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no minimo globalmente uniformemente estavel para 7 > 0, a > 0 e v > 0. Seguindo a
mesma sequéncia logica usada na analise de estabilidade quando o sinal é3 é medido,

concluimos que

limeg(t) =0 e  lim f(t) = 0. (3.58)

t—o00 t—o0
Dado que 6(t) e w(t) € L, da definicio de f(t), em (B36), implica f(t) € Lo €
éo(t) € Loo. Consequentemente, de ([3.54), f (t) é limitado. Considerando 7(t) € L,
obtemos §(t) € L+, 0 que implica em wy(t) € Ly e un(t) € Lo. Consequentemente
W(t) € Lo, entdo u(t) € Lo € f(t) € Loo. Portanto, pelo lemma(1.2) (Barbalat),
obtemos

lim f(t) = lim 7 (t)w(t) = 0. (3.59)

t—o0 t—o00

3.4 Analise do transitorio

Para analisar o comportamento da resposta transitéria do sistema nao linear em malha
fechada ([3.53)-(3.55) usamos o Método das Perturbagoes Singulares (Kokotovié et al.
1986). O Método das perturbagoes singulares identifica escalas de tempo diferentes
para sistemas dinamicos caracterizados pela presenca de dois tipos de comportamento

transitorio, um lento e outro rapido, quando excitados por entradas externas.

As respostas lentas sao aproximadas pelo modelo reduzido ou quasi-steady-state,
o qual, em muitas aplicagoes, sao dominantes e governam a dinamica do sistema em
regime permanente. A discrepancia entre a resposta do modelo reduzido e o modelo
completo corresponde ao transitorio das dinamicas rapidas do sistema. O objetivo prin-
cipal desta analise é obter um modelo reduzido do erro de rastreamento. Para validar
esta aproximacao, analisamos os estados com transitorios rapidos durante a camada
limite. Espera-se que a corregao da camada limite (desvio) decaia exponencialmente

para zero.
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3.4.1 Modelo reduzido

O conjunto de equacoes diferenciais que descrevem o sistema considerado nesta anélise

¢ o mesmo usado no estudo da estabilidade da Se¢ao B.3],

éo(t) = —ameo(t) + £(1). (3.60)
Tf(t) = —f(t) + f(1), (3.61)
0(t) = —ysign(k,)leo(t) + af (D)w(t). (3.62)

considerando o sign(k,) > 0 (A4), para simplificar. Reescrevendo (3.62]) como

~

Y 0(t) = —(eot) + af (D) w(t) (3.63)

o conjunto de equacoes diferenciais, abaixo, se encontra na forma adequada, para

aplicarmos o método das perturbacoes singulares,

éo(t) = —ameolt) + f(t), (3.64)
Tf(t) = —f(t)+ f(1), (3.65)
Y10(t) = —[eo(t) + af (B)w(t)-. (3.66)

Os sistemas fisicos, em geral, sao representados por equacoes diferencias cujos co-
eficientes sao combinacoes dos parametros do sistema. Neste caso, para as equacoes
diferenciais (3.64))-(B.66)), o parametro e corresponde aos coeficientes de f (t) e é(t), tal
que e =7 = % Portanto,

Ty = 1. (3.67)

Esta equacgao introduz uma relagao importante entre os parametros do projeto do algo-
ritmo a-MRAC, onde um ¢ pequeno, tanto quanto possivel, corresponde a uma cons-
tante de tempo suficientemente pequena e a um ganho de adaptagao suficientemente

grande.
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Substituindo € no sistema, teremos

éo(t) = —ameo(t) + f(t), (3.68)
ef(t) =—f(t)+ f(t), (3.69)
() = —[eo(t) + af()]w(t). (3.70)

Substiuindo € = 0 o sistema torna-se

éolt) = —ameo(t) + F(2), (3.71)
0=—/(t)+ f(t), (3.72)
0= &o(t) + af(t), (3.73)

onde a barra superior indica que as variaveis pertencem ao sistema com ¢ = 0, e as

equagoes diferenciais (3.69)-([3.70) degeneram-se em equagoes algébricas ou transcen-
dentais (3.72) e (B73).

Uma das hipéteses bésicas deste método diz que no dominio de interesse de (B.72])

e (B73) existam k > 1 raizes reais e distintas. Neste caso, tem-se

f(t) = ——eo(t), (3.74)

Q@
cuja solucao ¢ real e distinta, o que implica k = 1.

Esta hipétese assegura que para cada raiz obtida do conjunto de equagoes ([B.72]) e
B13)), existe um modelo reduzido com a dimensao da equacao ([B.68). Se a hipétese é

satisfeita, o sistema (B.68))-(B.70) é dito estar na forma padrao (standard form).

Para obter o modelo reduzido substituimos ([3.74) em (B3.71]), tal que

%@:—%%@—é%@
:—mm+§%@, (3.75)

com a condigao inicial do estado éy(t) igual a do estado original ey(t), isto é, eg(ty) =

eo(ty) = €). Definindo ay = a,, + é e substituindo em (B.7H), obtemos o modelo
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reduzido do sistema como
éo(t) = —aoéo(t>, éo(to) = 68. (376)

A solucao de (B.70) ¢
éo(t) = —éo(to)eiao(tito), (377)

de onde concluimos que o modelo reduzido do erro de rastreamento converge exponen-
cialmente para zero, quando t — 00, se ag > 0. A taxa de convergéncia depende da
escolha apropriada dos parametros a,, € a.

Agora, substituindo a definigdo de ag em (B.77), e éy(t) em ([B.74), obtemos

F(t) = kreo(to)e @)t (3.78)

onde

ky = (3.79)

1
=
Considerando a aproximacao do modelo reduzido o sinal f(t), dada em (B.36), pode

ser redefinido como

F(t) = k07 (t)w(t). (3.80)

De (3:80) definimos a(t) = §T(t)w(t), o qual decai exponencialmente para zero. Isto
significa que no modelo reduzido o erro do sinal de controle u(t) — 0, o que implica
u(t) — u* de forma exponencial, onde u* é o sinal de controle ideal. Portanto, o
algoritmo a-MRAC SISO pode estimar u* (exponencialmente), quando € ~ 0, sem ter

que identificar os parametros ideais 6*.

3.4.2 Comportamento da camada limite

Para analisar o regime transitério rapido vamos estudar o comportamento do estado
do sistema ([B.71)-(B.73) durante a camada limite.

Os estados f(t) e 0(t) foram excluidos do modelo reduzido (BZ6) e substituidos,
no sistema com ¢ = 0, pelos estados quase estéticos f (t) e é(t) Em contraste com os
estados originais f(t) e 6(t), se iniciarmos o sistema em t, com as condicdes iniciais

Flto) = f° e O(t)) = 6° as varidveis quase estaticas f(to) e O(ty) nio iniciam em f°
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e 6° e pode haver uma grande discrepancia entre o valor inicial de f (to) € O(to), que
satisfazem as equagbes transcendentais (3.72) e (B.73), reescrita de forma compacta

co1mo

0 = g(@o(to), f(to), 0(to), to), (3.81)

e o valor das condicdes iniciais de f(to) e 0(to).

Entao, f(t) e 5(75) nao podem ser uma aproximacio uniforme de f(t) e 6(t). O

melhor que se pode esperar é que a aproximacao,

>

)
o(t)

(t) + O(e), (3.82)
(t) + O(e), (3.83)

I
T~

se mantenham no intervalo ¢ € [t;,T], onde t; > ty, e O(¢) é a ordem de grandeza do

erro de aproximacao de f(t) e O(t) para f (t) e 9:(15), respectivamente.

Por outro lado, considere que a varidvel quase estética éy(t) inicie em ¢, com a
condicdo inicial €, entdo uma aproximacao de ey(t) por €y(t) pode ser uniforme, tal
que

eo(t) = éo(t) + O(e), (3.84)

e mantenha ao longo do interval [to, T').

A aproximacao (3.82) e (B:83]) considera que durante o intervalo inicial [tg, t1], que
corresponde ao perfodo de existéncia da camada limite, a varidveis originais f(¢) e 0(t)
tendam para f(t) e 5(75), respectivamente, ¢ mantenham-se em f(t) e g(t), até o fim do

intervalo [t1, T'.

Para iniciar a analise durante a camada limite, o tempo ¢é parametrizado por ¢, tal
que a nova variavel para o tempo é dada por,
t— 1o

7= — 7=0 para t="1. (3.85)

A variavel 7 corresponde ao periodo virtualmente dilatado (stretch) da camada limite,
isto €, se € tende a zero, 7 tende a infinito mesmo para um incremento infinitesimal de
¢ maior que to. Agora, enquanto f(t), (t) e ¥ variam quase instantaneamente, eo(t)

mantém-se muito préxima do valor inicial ).
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Para descrever o comportamento de f (7)e 0 (7) como fungao de 7 usamos a corre¢ao
da camada limite definida por f(v) f— f( ty) e ( ) =0 — Q(to) que satisfazem o

sistema da camada limite

5% = G1(e. F(7) + F(to). B(7) + B(t) €. o)
8% — 9a(e0, F(7) + F(t0), 07) +B(to), &, to). (3.86)

Para o sistema dado em (B.68)-(3.70), definimos as fungdes g; e go para aplicar a
correcao da camada limite como
ef(t)

ed(t) = —eo(tywn(t) — awy (£) F(t) = galel, F(7)

— )+ F() = gi(e, F() + F(to), 0(F) + O(to), &, 1), (3.87)
4 F(t), 0(F) + 0(ty), 2, t0).  (3.88)

Considere X B B
df df dr do  dodr
“at " Sardt ¢ Sat ” Cdrat (3.89)
onde dT . Entao,
df af o do
Tat @ ¢ fa T @ (3:90)

com 7 = 0 como condi¢ao inicial em t = ;. Substituindo em (B.90) a corregao da

camada limite de f(t) teremos

_daf df v dfdt,  df1  df

L L 2 3.91
“dt ~ “didt | Cdtydt  die  dF (3:91)
Seguindo o mesmo desenvolvimento para d f, obtemos
de di
= —. .92
“at T dr (3:92)
Entao, o sistema da camada limite pode ser descrito como
Af _ (e B+ i), 60F) + Bt .t 3.93
%_91(607]%7_)—’_]0(0): (T)+ (0)’57 0)’ ( )
dé 0 N . ~ L . =
% = 92(607 f<7—> + f(t()), ‘9(7_) + 0(1&0), & tO) ) (394>



ondeZ—fERej—éERZ”.
T T

Agora, substituindo os argumentos de (3.93) em (3.87),

df

e

FOF) — F(to) + f(to)., (3.95)

introduzindo o valor inicial de (B.74]) em (3.95]),

L ——J@) + o) + 10, (3.96)

e substituindo ([B.68) em (B.90) teremos,

df

e —Jg(%) + ééo(to) + €o(to) + améo(to)- (3.97)

Sendo ey(ty) = €y(ty) = €), implica que durante a camada limite ey(t) mantém-se muito

préxima ao valor inicial €). Entdo, e substituindo (3.76) em (3.97),

d f " 1 _ _

d—]f = —f(7) + —éo(to) — apéo(to) + ameo(to), (3.98)
T @

de onde rearranjando os termos resulta,

+ f(%) = (é —ag + ay)ep. (3.99)

Q.| Sy
b O B Y

Introduzindo ao, anteriormente definido, obtemos a dinamica do estado f (7) na camada
limite,

Y i =o (3.100)

Resolvendo a equacao diferencial (3I00) determinamos a trajetéria do estado f(7)

durante a camada limite pela expressao,
f&) = fto)e™. (3.101)

Como esperado, o estado f(7) decai para zero quando 7 — 0.
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Agora, para o vetor f, substituimos os argumentos de (394) em (3.88) tal que

Z—i — —wn(to)eolts) — aws (to) (F() + f(to)), (3.102)

Introduzindo eg(tg) = €y(ty) = € e B.74) em (B.102) obtemos

133

d eolt A
7= = —wi(to)ef + awy (to) 0U0) (1) f (7). (3.103)
7 o
D _ ) (5) (3.104)
A7 - 1{t0 T)s :
e finalmente, substituindo (BI01]) em (B.104]) resulta,
dé A _
P awi (to) f(to)e™". (3.105)

Integrando (3I05) em relacio a 7 obtemos a trajetéria de §(7) durante a camada limite

como,

8(7) = —aw(to) f (to)e ™. (3.106)

Agora, para analisar a camada limite de eg(t) ao longo do transitério répido, vamos

usar a seguinte correcao da camada limite,
éo(’f‘) = €y — éo(to). (3107)

Substituindo ([B.I107) em (B.68]) obtemos,

o) — chiea() + ealt), F(7) + F(t),.1). (3.108)

eo(t
86()( )+ d’f‘

~
~

onde h(éy(7) + eo(t), f(7) +7f(t),€,t) = —am(éo(7) + eo(t)) + f(1).
Visto que, éy(t) satisfaz o modelo reduzido, substituindo (B.70) em (B.I08)), teremos

deéo(7)
dr

— ch(eo(7) + eo(t), f(7) + F(), 2, 1) + eageo(t). (3.109)

De (B109), %y) — 0 quando ¢ — 0. Portanto, éy(7) é constante para ¢ = 0, Quando
7 = 0 implica t = t; e das condigdes iniciais ([3.68) e ([B.76) resulta ey(ty) = eo(to) = €,
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entao podemos afirmar que eq(7) = eg(tg) —eo(to) = e —e) = 0. Portanto, se eo(7) = 0

durante a camada limite, concluimos que ey(t,e) — éo(t) quando ¢ — 0.

Pelo exposto, verificamos que se a corregao da camada limite f (7) e 5(7‘) decaem
para zero, f(t) tende a f(t) e 9:(15) tende a 0(t), e se a correcio da camada limite éy(7)
é nula implica ¢y = €p. Concluimos que a corregdo da camada limite é,(7) = 0 e
a convergencia exponencial de f (7) > 0 e 5(%) — 0 sao fundamentais para validar
as aproximacoes (3.82)) e ([B.84]), e garantir que o erro de aproximagao dos estados do

sistema real com os estados do modelo reduzido sejam da ordem de grandeza O(e).

Se e for suficientemente pequeno, o erro de rastreamento pode ser aproximado
pelo modelo reduzido ([B.77). Algumas simulagoes sao apresentadas para confirmar o
decaimento exponencial do erro de rastreamento, ditada pelo modelo reduzido, quando

no sistema real ajustamos € pequeno.

3.5 Resultados das simulacoes

Nesta se¢ao, apresentamos os resultados de algumas simulagoes para ilustrar a notavel
melhoria do comportamento transitorio obtido com o algoritmo a-MRAC SISO com-
parado com o algoritmo MRAC padrao. Verificamos também, os resultados tedricos

obtidos nas andlises desenvolvidas.

3.5.1 Simulagoes do a-MRAC monovariavel

As simulacoes foram realizadas para os seguintes casos:

Caso 1: Planta de primeira ordem com um parametro desconhecido (k,):

Go(s) = - (3.110)

Parametros ideais: 0* = 2; k, = 0.5.
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Caso 2: Planta de primeira ordem com dois parametros desconhecidos (k, e a,):

k 0.5
GMQ:S+Z = (3.111)
P

Parametros ideais: 07 = [-2 2] ; ||6*]| = 2.828 ; k, = 0.5.

Caso 3: Planta de segunda ordem com quatro parametros desconhecidos (k,, ag, a; € by):

Gols) = 32]{1(21—; I—)E)ao - s(;st61))' (3.112)

Parametros ideais: *7 = [-5 —3 2 1];||6*]| =6.245 ; k, = 1.

Caso 4: Planta de terceira ordem com seis parametros desconhecidos (k,, ag, ai, as, by € by):

kp(s* +bis+by)  (s+0.5)(s+2)

aq _ - 3.113
ofs) s3 + ass? + ars + agp (s —0.1)3. ( )
Parametros ideais: *7 = [0 — 0.5 — 3.3 2.3 3.63 1]; ||6*|| = 5.532; k, = 1.
Em todos os casos o modelo de referéncia adotado foi
1 1
Wo(s) = = ) 3.114
(s) =~ i ( )

Simulacao 1 - Caso 1 com o algoritmo MRAC padrao

Os seguintes dados foram usados:
ep(0) =2, 6(0) =0, ~v =10, 100, r(t)=1.

Os resultados desta simulagao sao apresentados na figura 3.3. Este é o exemplo mais
simples de controle adaptativo, onde o ganho de alta frequéncia &, é o inico parametro
da planta desconhecido. Entretanto, mesmo assim grandes oscilagoes em eq(t) e 6(t)
sao observadas para o MRAC. E conveniente achar a solugao analitica do sistema para
mostrar os efeitos dos parametros de projeto no comportamento transitorio. Visto que

o sinal de referéncia r(t) é um degrau unitario, a dindmica do sistema é descrita pelo
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sistema de equacoes diferenciais lineares

éo(t) = —eo(t) + 0.50(t),

B(t) = —yeo(t)r(t) = —eo(t).

Usando a transformada de Laplace, obtemos a seguinte solugao

eo(0)s + 0.56(0) — 1
s2+s5+05y

eo(s) = (3.115)

Os polos do sistema sao —0.5 + 0.5\/1 — 2. Entao o ganho de adaptacao v somente
influencia a frequéncia de oscilacao, como confirma a simulacao. Verifica-se também

que a atenuacao é definida pelo parametro do modelo a,, = 1.

Nota-se que o sistema oscila mesmo para e;(0) = 0. Neste caso, teoricamente,
uma simples medida de eq seria suficiente para estimar k, corretamente. Entretanto, o

esquema de adaptacao nao utiliza esta informacao.

Simulacao 2 - Caso 1 com o algoritmo a-MRAC

Exceto para os parametros introduzidos pelo algoritmo a-MRAC, os dados usados séo

os mesmos da simulagao 1:

eo(0) = 2, 0(0) =0, ~v = 10, 100, r(t) =1,

é0(0) = 2, a=1, 7 =0.1, 0.01, e=0.1, 0.01.

A figura 3.4 mostra os resultados obtidos com o algoritmo a-MRAC, para dois conjuntos

de parametros de projeto: {7 = 0.1, v =10} e {r = 0.01,y = 100} ou ¢ = 0.1, 0.01.

A melhora da resposta transitéria do erro do rastreamento é notavel, em ambos os

casos, quando comparado com os resultados da simulacao 1 com o algoritmo MRAC.

Para ajudar na compreensao dos efeitos dos parametros de projeto do a-MRAC no

comportamento transitorio, podemos novamente obter a solucao analitica do sistema.
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O sistema ¢ ainda linear e as equagoes dinamicas sao,

éo(t) = —eo(t) + 0.50(t),
0(t) = —yeo(t) — v f(t),
Tf(t) = —f(t) +0.50(t).

Usando a transformada de Laplace obtemos a seguinte solucao,

[Te0(0)]s* + [e0(0) + 0.576(0) — 7]s + [0.50(0) + 0.57(1 — 7)é0(0) — 1]
7834+ (1 +1)s2+ (1 +0.57y 4+ 0.57)s + v

eo(s) = )
(3.116)
a qual ¢ muito mais complexa que no exemplo anterior. Note que, um grau de liber-
dade extra foi introduzido pelos novos parametros. O efeito de aumentar v é agora

totalmente diferente. Verifica-se facilmente que quando v — oo, dois pélos e dois zeros

tendem a infinito, logo a dinamica lenta do sistema é descrita pela funcao,

0.5(1 — 7)é0(0)

3.117
0.5 s ( )
a qual confirma os resultados tedricos desenvolvidos na subsecao B.4.11

Simulacao 3 - Caso 1 com o algoritmo a-MRAC: Efeito do

ganho «

Todos os dados sao os mesmos da simulagao 2, exceto pelo valor alto atribuido para o

ganho a:

eo(0) = 2, 6(0) = 0, e=0.1, 0.01, r(t) =1,

Lembrar que ¢ = 7 = vy~ L,

Com o aumento do ganho «, o coeficiente k;, dado em (B.79) tende a zero, e consequen-
temente o sinal de erro do controle A7 (t)w(t) em (B78), aproxima-se de zero. Visto que
neste caso somente um parametro é adaptado, entao a solucao é obtida com 6 = 6*,

isto €, a identificacao de k, pode ser feita rapidamente aumentando «. Os resultados
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desta simulacao sao mostrados na figura 3.5. O efeito de uma alta constante de tempo
7 do filtro é nao reduzir o comportamento oscilatéorio de 8, como pode ser observado
no grafico. A resposta transitéria do erro de rastreamento, neste caso, é pouco afetada

pelo parametro 7.

Simulacao 4 - Caso 2 com MRAC padrao

Os seguintes dados foram usados nesta simulacao:
eo(0) = 2, 10, 6(0) =0, v=1, r(t) = —sqw(t/100) + sin(t).

onde sqw(t/T") é uma onda quadrada de amplitude 1 e periodo 7. A figura 3.6 mostra
os resultados obtidos com o MRAC padrao. Mesmo neste caso simples, baseado em
uma planta de primeira ordem, podemos observar a nao uniformidade do transitério
em relagdo as condigoes iniciais. Para eg(0) = 2, o transitério é mais réapido e os
parametros sao praticamente identificados apds 10 segundos. Entretanto, para eg(0) =

10, o transitorio é drasticamente degenerado mesmo com persisténcia de excitagao.

Simulacao 5 - Caso 2 com o a-MRAC

Os dados usados sao:

eo(0) = 2, 10, 6(0) =0, e=0.1, r(t) = —sqw(t/100) + sin(t),

é0(0) = 2, 10, a=1.

Esta simulacao foi realizada nas mesmas condi¢oes da simulacao 4. A figura 3.7 mostra
os resultados. Mesmo para um ganho de adaptagao baixo e 7 = 0.1, a melhoria do

comportamento transitério obtido pelo algoritmo a-MRAC ¢ significativo.

Simulacao 6 - Caso 3 com o MRAC padrao

Os dados usados sao:

eo(0) =2, 6(0) =0, v =10, 100, r(t) = 0.5+ sqw(t/10).



A figura 3.8 mostra os resultados. Neste caso, o algoritmo tem que adaptar qua-
tro parametros. Aqui, podemos também observar que com o aumento do ganho de
adaptagao 7, a norma ||f|| estabiliza num valor acima de ||6*|| no estdgio inicial do

transitorio.

Simulacao 7 - Caso 3 com o a-MRAC

Os dados usados sao:

e0(0) = 2, 6(0) =0, e=0.1,001, r(t) = 0.5 + sqw(t/10),

A figura 3.9 mostra os resultados. O a-MRAC, neste caso, também apresenta uma
consideravel melhoria do transitorio, mesmo na auséncia de riqueza de sinal para a
entrada externa de referéncia. O sinal oscilatéorio mostrado na figura foi obtido com os
parametros de projeto v = 10 e 7 = 0.1. Para v = 100 e 7 = 0.01, isto é € = 0.01, o

comportamento transitério resultante é muito préximo ao previsto na subsecao [3.4.1l

Simulacao 8 - Caso 3 com o a-MRAC: Efeito da condicao inicial

é0(0)
Os dados usados sao:

eo(0) = 2, 6(0) =0, e=0.1, r(t) = 0.5+ sqw(t/10),

A figura 3.10 mostra os resultados. O objetivo deste exemplo é ilustrar o efeito da
condigao inicial do filtro de avango éy(0), no comportamento transitério. Para cada

valor de éy(0) ¢é exibida a curva correspondente de e (t) e éy(t).
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Simulacao 9: Caso 4 com o MRAC padrao

Os dados usados sdo:

eo(0) =2, 6(0)=0, ~y=10, 100, r(t)=0.5+ sqw(t/10) + 1.5sin(10¢).

A figura 3.11 mostra os resultados desta simulacao. Neste exemplo, a resposta tran-

sitéria obtida com o MRAC padrao é muito oscilatoria.

Simulacao 10: Caso 4 com a-MRAC

Os dados usados sao:

e(0) =2, 6(0)=0, £=0.1,0.01, r(t)=0.5~+sqw(t/10)+ 1.5sin(10t)

Os resultados sao apresentados na figura 3.12. Novamente, algoritmo a-MRAC mostra
um comportamento transitério muito superior ao obtido pelo algoritmo MRAC, mesmo

para um ganho de adaptagao relativamente baixo v = 10 (7 = 0.1).

3.6 Conclusoes

Neste capitulo foi revisto o algoritmo a-MRAC para plantas SISO e analisada a sua
estabilidade, usando o método de Lyapunov, bem como o seu comportamento durante
o transitorio, usando o método das Perturbacoes Singulares. O resultado mais impor-
tante apresentado pelo algoritmo a-MRAC SISO foi que, se ajustarmos conveniente-
mente os parametros 7 e 7, isto é, € suficientemente pequeno, o erro de rastreamento
decai exponencialmente para zero quando t — oo, apresentando um comportamento
transitorio pouco oscilatorio e suave. A convergéncia exponencial do erro de rastrea-
mento, no caso limite, quando € = 0, é governado pela dinamica do modelo reduzido,
cuja taxa de decaimento depende apenas dos parametros de projeto a,, e . O compor-
tamento do erro de rastreamento durante o transitério, do sistema usando o algoritmo
a-MRAC, apresentou uma notavel melhora em comparacao ao transitorio do algoritmo

MRAC convencional, mesmo para valores de € da ordem de 10! a 1072, usados nas
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simulacoes. Para o caso limite, em que o erro de rastreamento é aproximado pelo
seu modelo reduzido, foi mostrado que o sinal de controle ideal u* é estimado sem

identificar o vetor de parametros ideais 6*.
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Ficura 3.3: Simulagao para o caso 1 com o MRAC padrao.
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F1cURA 3.4: Simulagao para o caso 1 com o a-MRAC.
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F1curA 3.5: Simulagao para o caso 1 com o a-MRAC. Efeito do ganho « alto.
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FiGuraA 3.6: Simulacao para o caso 2 com o MRAC padrao.
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FiGura 3.8: Simulacao para o caso 3 com o MRAC padrao.
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Capitulo 4

Algoritmo a-MRAC SISO robusto

Uma propriedade importante que se deseja no controle adaptativo é a robustez do
sistema. No capitulo [3] foi visto que quando nao ha erros de modelagem na planta, o
algoritmo a-MRAC SISO é capaz de garantir estabilidade e rastreamento exponencial
da saida do modelo de referéncia com transitério bem comportado. Entretanto, este
algoritmo ainda carece de ser analisado em situagoes onde a planta contenha erros de
modelagem. Dessa forma, este capitulo descreve um reprojeto da lei de adaptacao do
algoritmo a-MRAC SISO para assegurar a estabilidade e rastreamento, do sistema em
malha fechada, cuja planta possua dinamicas nao modeladas aditivas e multiplicativas,

resultando num novo algoritmo robusto.

Varias modificacoes da lei de adaptacao foram propostas para garantir estabili-
dade na presenca de erros de modelagem. As leis de adaptagdo com zona-morta
ou o fixo, chaveamento-o, modificacao-¢ e projecao de parametros sao algumas das
modificagoes frequentemente usadas para garantir robustez (Tao 2003). No caso das
modificagoes zona-morta (Ioannou & Sun 1996), (Narendra & Annaswamy 1986) e
modificagao-€ existem condigoes adicionais que dependem do conhecimento da planta
nominal Gy(s), além da norma do vetor de parametros ideais, ||¢*||. Por outro lado, a
projecao dos parametros (Naik, Kumar & Ydstie 1992), (Lu & Hadaegh 1997), assim
como o chaveamento-o (Ioannou & Tsakalis 1986), (Ioannou & Tsakalis 1988a), podem
ser adotados para assegurar a estabilidade do sistema, usando somente um limitante

superior para ||6*||. Neste trabalho é usada a modificacdo chaveamento-o (Tao 2003).

Este capitulo esta organizado como segue. A Secao [4.1] apresenta a formulacao do
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problema e hipdteses com base no capituloBl A lei de adaptacao robusta é descrita na
Segao e a estabilidade do sistema é analisada na Segao [£.3 A Secao [£.4] mostra o

resultado de algumas simulagoes e a Se¢ao conclui o capitulo.

4.1 Formulacao do problema

Neste capitulo consideramos plantas com erros de modelagem descritas por:

y(t) = C(s)[u)(1). (4.1)
G(s) = Gols) (1 + pdn(s)) + A (s). (42)

onde, G(s) ¢ a funcao de transferéncia da planta, u(t) € R é o sinal de entrada, y(t) € R
¢ o sinal de saida, Go(s) corresponde a parte nominal de G(s), puA.(s) e pl,(s)
sao fungoes de transferéncia das dinamicas nao modeladas aditivas e multiplicativas,

respectivamente. A figura [4.Jl mostra o diagrama de blocos da planta.
u(t) y(t)

Go(s)(1 + pAm(s)) +

pAa(s)

F1GURA 4.1: Planta G(s) com dinamica ndo modelada.

Os parametros da fungao de transferéncia Go(s) sdo desconhecidos. Entretanto, as
informagoes disponiveis a priori do sistema s@o reunidas nas hipéteses bésicas (A1)-
(A5) assumidas na Secao Bl O modelo de referéncia (3.0) e os filtros ([8.9) serao
usados neste capitulo.

Para o controle adaptativo robusto é necessario fazer as seguintes hipoteses adicio-
nais com relagao as dinamicas nao modeladas pA,(s), pA,,(s), de modo a caracterizar

os erros de modelagem a que o sistema pode ser submetido neste estudo:

A6: A,(s), #(S)Am(s) sao fungdes de transferéncias estritamente proprias;

AT: Parad,, = lim,_. #(S)Am(s) e d, = lim,_, sA,(s) existe uma constante conhe-

cida g5 > 0 independente de p e uma constante a > g5 tal que as fungoes resposta
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ao impulso h,,(t) e hy(t) de (Hi—fj‘))A (s —qs) — dm> se((s+a—gs)Au(s —q5)
—d,)s satisfazem a ||y, (0|1 =[5 [hm(®)]dt < c e ||ha(t)|[1 = [ [ha(t)|dt < ¢
respectivamente, com |d,,| < ce |d,| < ¢, para uma constante ¢ > 0 independente

de p;

A8: As funcdes resposta ao impulso h,, (t) e hy(t) das funcdes de transferéncia prépria

MAm(s — qs) e sDu(s — g5) satisfazem a |[h,(0)||1 = [ |hm(t)|dt < c e
|ha(E)]]1 = 3 [ha(t)|dt < c, respectivamente, para a constante ¢ > 0 indepen-

dente de pu.

O controle adaptativo apresentado no capitulo[3] foi desenvolvido para ;x = 0 e pode
nao assegurar estabilidade em malha fechada quando u # 0. Entao, modificagbes na
lei de adaptacao sao necesséarias para garantir a robustez e a convergéncia do erro de
rastreamento do sistema adaptativo na presenga dos erros pA,(s) e pA,,(s).

Portanto, o objetivo é encontrar uma lei de adaptacao robusta para os parametros
do controlador, tal que a saida da planta ([4.]]), sujeita as dinamicas ndo modeladas,
satisfazendo as hipéteses (A6) a (A8) e condigao inicial arbitréria, rastreie o sinal de

salda de um modelo de referéncia (3.3]).

4.2 Lei de adaptacao robusta

Para a planta Gg(s) ser robusta na presenga dos erros A, (s) e pA,,(s) modificamos
a lei de adaptagao do algoritmo a-MRAC, dada em (B.45]). A nova lei da adaptagao é
resultado da substituigao do erro de rastreamento filtrado e¢(t), definido em (3.47), por

uma estimativa, e pela adigao de um sinal chaveado obtido pela técnica chaveamento-o.

O esquema de chaveamento, dado por (Ioannou & Tsakalis 1986), (Ioannou &

Tsakalis 1988a) (ver (Tao 2003), pg.132) é descrito abaixo,

(

0 se |0)||2 < My,
O'1<t> = X 001(% — 1) Se M1 S H@(t)”z < 2M1, (43>
001 Se ||0<t)||2 Z 2M1 s

\
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onde, My > ||0*||2 e 091 > 0. Para implementar o4 (t) > 0 precisamos conhecer M.

Iniciamente, a equacdo do erro de rastreamento (3.28)) é reparametrizada levando

em conta os erros de modelagem, conforme o apéndice [B.1], tal que

colt) = by W98 w)(6) + () ul 1) (1.4)
onde,
AE) = (1= ) g 8n(e) + (14 525 A0 ) Auls), (49)
Fio) = 505 (16)
Fi(s) =617 X((Z; , (4.7)
Fy(s) = Q;T% + 03, (4.8)

Considere a estimativa do erro de rastreamento filtrado, €(t), definido como

er(t) = ef(t) — Q(s)Wan(s)rm?* (t)es(t) | (4.9)

onde, ef(t) é dado em ([3.46]), £ > 0, e m(¢) é um sinal normalizante definido, conforme

(Ioannou & Tsakalis 1986) e (Praly 1984), a partir do sistema dinamico
m(t) = —dom(t) + & (|u(t)] + |y(t)|) + b2, m(0) >0, (4.10)

onde, 1 > 0,00 >0 e 0 < dy < ¢s, com g5 > 0 sendo a margem de estabilidade de
Ay(s) e Ay (s), segundo as hipdteses (AT) e (A6). A figura L2 mostra o diagrama de

blocos das operagoes sobre o sinal ey(t).

Introduzindo (340) em (£9) teremos,

er(t) = Q(s)leo(t) — Q(S)Wm(S)HmZ(t)€f<t> , (4.11)

e substituindo (£4]) em (ZIT]) obtemos,
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Q)W (s)f—  -km?
€o €f —‘ €f

FIGURA 4.2: Diagrama de blocos das operagoes sobre ey(t).

1 () = Q(3)[ky Wi ()7 ] (1) + QUs)u (5) ] (£) — Q) Win(s)wm?(B)e (1)
— Q&) Win(5)kyf"w — ke (D)e)(1) + Q) (s)]l. (4.12)

Rearranjando os termos de (&), tal que

kp

Als) = 5t ((1 — Fy(8))Am(s) + (Fg(s) + B ”I;(S)) Aa(s)> , (4.13)

e substituindo a relagao definida em (B.I1), no apendice (B1),

A(s) = 5 (1= () + (1= A(9)G; ' ()Au(2)
= Wo(3)hp(1 = Fi(5)) (B5) + G ()8 (5)). (4.14)

Denominando A(s) = (1 — Fi(s)) (An(s) + Gy ' (s)Au(s)), e usando em (A1), a ex-
pressdo é simplificada para A(s) = W,,(s)k,A(s).
Agora, substituindo A(s) em (4.12), obtemos

e5(t) = Q) Win(8) k8" w — km(t)e (1) + Qs)uWWin () kp A(s)[ud
= Q(8)Win ()" — ki (t)es + ukyA(s) ] (2). (4.15)

Definindo o sinal,

7(t) = kpA(s)[u], (4.16)

obtemos a expressao final de €;(¢) como

5 (1) = QU)W () k"0 — s (t)es + (1), (4.17)
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14+aam

onde Q(s)Wp,(s) = (T£2) (SJr =

1
T L) Gram

¢é estritamente prépria, estavel e SPR,

visto que satisfaz as condigoes definida na Secao L5l

Com base nas definicoes acima, formulamos a lei de adaptacao robusta como

0(t) = —ysign(ky)w(t)es(t) — 1o1(1)6(t), (4.18)
onde v > 0 é o ganho de adaptacao, bem como, o controlador

u(t) = 0% (Hw(t). (4.19)

4.3 Analise de robustez do sistema

Nesta secao, é analisada a estabilidade do sistema em malha fechada, usando a lei de

adaptagao proposta ([ALI8) e a lei de controle (A19).

Teorema 4.1 A lei de adaptacao ({{.18) e o controlador (4.19) garantem que existe
um p* > 0 tal que, para algum p € [0, 1), 0(t), €4(t) sdao uniformemente limitados e

er(t) e ep(tym(t) € B¥ para alguma constante kg > 0.

Prova: A prova a seguir segue os passos apresentados por (Tao 2003, p.233). A

equacao tem uma realizacao nao minima {A, b, ¢} descrita pelo sistema
3 3 ) ) )

Ec(t) = Aec(t) + bu(t),

ef(t) = cec(t), (4.20)

onde e(t) é o estado e v(t) = k0T (t)w(t) — rep(t)ym>(t) + pij(t) a entrada.
Visto que Q(s)W,,(s) é SPR, pelo lema de Lefschetz-Kalman-Yakubovich, existem
matrizes P = PT > 0e Q = QT > 0, tal que

ATP+PA=-Q, (4.21)
Pb=c". (4.22)
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Agora, escolhendo a funcao positiva definida,
Ve, 0) = el (tYPec(t) + [kply 107 (1)0(1) (4.23)
e derivando no tempo ao longo do sistema (£.20), teremos

V(1) = 67 (0)Pect) + el (tYPEE) + [kyly 87 (00(1) + [kyly ™07 (£)6(1)
= (Ae.(t) + bu(t)) T Pe.(t) + e ()P (Ae(t) + bu(t)) + 2|k, |y 167 (H)4(1)
= el (t)ATPe.(t) + el (t)PAe.(t) + 2v(t)b" Pe (t) + 2|kp|7‘15T(t)§(t)
— (1) (ATP + PA)e.(t) + 2v(t)ce.(t) + 2|k, |y 207 (£)6(2)
—eT(£)Qec(t) + 20(t)es (1) + 2kl 07 (1)0(2).

Substituindo v(t) e a lei de adaptacio @IS) em V(t), obtemos

V() = —€l (1) Qec(t) + 20k, 07 (t)w(t) — ep(DymP(t) + pii(t) )es(£) + 2k, |y 07 (£)0(2)
= ¢/ (1) Qec(t) + 2k, 07 (D)w(t)es (t) — 2wep(tym® ()es (t) + 2ui(t)e; (¢)+

+ 20k, 1y 87 (1)6(1)

= —¢ (1) Qec(t) + 2k, 07 ()w(t)ey () — 2we}(tym> (1) + 2puif(t)es (t)+

+ 2k |y 107 (1) (—sign(ky Jw(t)es (1) — v01(1)6(t))

= —e7 (1) Qec(t) + 2k, 07 ()w(t)es (t) — 2w (t)m? (t) + 2p()es ()~

— 2[ky |y 07 (t)ysign(ky)w(t)es (1) — 2/ky |y 07 ()01 (1)6(2)

= —¢ (1) Qec(t) + 2k, 07 (H)w(t)e () — 2reH(tym® (t) + 2ui(t)e ()~
— 2k, 07 (t)w(t)es(t) — 2lkyloa ()07 ()6(2)

= —e! (t)Qec(t) — 2re; (t)ym>(t) + 2un(t)es(t) — 2|k |oy ()07 (£)6(t). (4.24)

De [@24)) observamos que os termos 2|ky|o ()87 (£)0(t) e 2ufj(t)e;(t) ndo tem sinal
definido. Portanto, nao podemos afirmar que V(t) seja negativo semidefinido. Entao,

a equacao ([E24) requer uma andlise destes termos para garantir V (t) < 0.
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Comecamos a andlise pelo termo 2|k,|o167 (t)6(t), o qual satisfaz a seguinte igual-

dade,
Q\k’p\aléT(t)@(t) = |k,|o1 (QT(t)Q(t) +(0(t) — 09T (0(t) — 0%) — G*TQ*) : (4.25)

Pelo esquema de chaveamento, quando oy(t) > 0 implica M; < [|6(t)|]2. Como

M, > [|6*]]» entdo [|0(t)||2 > [|6*||2. Portanto,
2/kp| 107 (1)0(t) = [kploy (1105 + 1(6() — 67115 — [167]3) > 0. (4.26)

Em seguida, analisamos os termos —2re2(t)m?2(t) e 2uij(t)e+(t), os quais satisfazem
f f

a seguinte relacao,

_ 10\, w2
P 2 9 2 204\ _ . 1 (
S m(0) + 2un(tes(0) = —ne} (o)~ (eg(Omie) - 210 ) 4 L)
(4.27)
De (£27) podemos afirmar que a desigualdade abaixo é verdadeira,
22
_ P (t)
—2ke; (E)ym?(t) + 2un(t)es(t) < —reym?(t) + () (4.28)
Agora, substituindo (£28)) em (£.24]), obtemos
: T 2 2 ;T 12 (t)
V(t) < —e (t)Qec(t) — re(t)m*(t) — 2|kylor ()07 (1)6(t) + (4.29)

km?(t)’

onde o ultimo termo da inequacgao ¢ positivo. Entao, uma analise mais detalhada se

faz necessaria com o objetivo de se encontrar um limite superior para este termo.
Seguindo o desenvolvimento apresentado no apéndice [B.4] obtemos (B.63]), o qual

substituindo em (4.28)), resulta

27—]2 (t) k2 ]{32

<2123 202 B 721000)|%. 4.30
() S 20 A 0] (4.30)

=

Em seguida, substituindo (430) em (4.29)), teremos

Ve, 0) = —€f (1) Qee(t)—HE?(t)mQ(tH?uQ%HMQ%T‘)?(??)\|9(t)!I2—2Ikp|01(t)9T(t)9(t)-

(4.31)
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De (f31)), eliminando o termo chaveado, a seguinte desigualdade ¢ satisfeita,

V(ee,0) < —Amin(Q)el (t)ec(t) — 26m>(t)e5 (1) + Qikg

A+ a0, (4.32)

Integrando ambos os lados de (4.32), obtemos

/ Vleo(t), 0(8))dt < —Amin(Q) / " (Be. (D)t — 2 / (ep(t)mi(t))dt

t1 t1

2k2t2 9,2k2 t2
bR gy 2R 2/ 10()||2dt. (4.33)
t1

I

Considerando a norma de ||6(¢)|| limitada, isto é 6(t) € Lo, podemos definir um limite
superior tal que,

10O < Omaa- (4.34)

Substituindo 6,,,, em (£33)), teremos

Vet 0102) = Ve, 80) < ~Ann(@) [ Oelta—
e [ temora s 20 )0 )

t1

Amin(©) / e (t) Pt + 26 / (ep(tym(t))dt <

Vied(t),0(t1)) — Viec(ta), 0(ts)) + 2qu (1 + 710maz) (ta — t1), (4.35)

definindo g = V(ee(tl),é(tl)) — V(ee(tg),é(tg)), ko = 2k (1 + 730 maz) € introduzindo
em (£35]), obtemos

to

Nin(Q) / ® o) Pdt + 25 / (e5(m(®)2dt < 7o+ 12kolts — 1), (4.36)

t1 t1

definindo = min{\,.;»(Q), 2k} teremos,

5/ led(t ]|dt+ﬂ/ e (b)) 2dt < o + 12kots — 1), (4.37)
to , ko
/h (eI + (erOm(e) )t < 23 + 122 12— 1), (4.38)
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/2(|| ec(t) I3 + [l e (O)m(#) [2)dt < p?ko(tz — t1) + o, (4.39)

t1

ond67:%>0,l_€0:%‘)>0.

De (&3T]), observamos que para algum u € [0, u*), onde p = /ou* = ,/%,
com 0 < ¢, obtido do apéndice (B.3), existe a constante 6y > 0 que garante V<0
sempre que ||0(t)|| > 6. Entao V (t) é nao crescente ao longo da trajetéria do sistema
(4.20), uniformemente limitado acima por V' (0) e abaixo por 0. Logo, 0(t) € L, e(t) €
Lo. De @E3) e.(t) e ef(t)ym(t) € B>%. Entao, pelo sistema E20), ¢; € B> *o_ ¢
de ([@EJ) implica ef(t) € B>*F e m(t) € B***%. Visto que, Q(s) é propria e estavel
implica Q(s)~! prépria e estavel. Entdo, de (347) teremos eo(t) € B2#*%. Do apéndice
concluimos que y(t), wy(t) e we(t) € L. Pela lei de adaptagao verificamos que
u(t) é uniformemente limitado. Dado 7(¢) € L implica y,,(¢) uniformemente limitado.
Entao, pela definigdo do erro de rastreamento ey(t) € L. Pela lei de adaptagao é(t)
e (t) € Lo. De (BED) e (BHA) obtemos 7(t) € Lo, € de [@20) obtemos é(t) e
¢(t) uniformemente limitados. Desta andlise podemos afirmar que todos os sinais do
sistema sao uniformemente limitados. [

Cabe ressaltar que, se o chaveamento for eliminado, isto é, o1(t) = 0, a funcdo
V(t) pode nio ser negativa semidefinida, quando |e;(t)| e |ef(t)m(t)| forem pequenos,
devido a presenca dos erros de modelagem contidos no sinal 7(t). Consequentemente,

0(t) pode crescer sem limite (Tao 2003).

4.4 Resultados das simulacoes

Para ilustrar desempenho do algoritmo a-MRAC robusto e a melhoria da resposta

transitoria do sistema, foram realizadas cinco simulagoes. Considerando uma planta

- 2
s+1

e de segunda ordem G (s) = -5 com todos

nominal de primeira ordem Gy(s) = i
os parametros desconhecidos, na presenca das dinamicas nao modeladas multiplicati-

—2052—600s
$24-30s5+229

229

vas plpy, = p 5213054229

e aditivas pA, = u para ;= 0.05. O modelo de
referéncia usado foi W,,(s) = ﬁ Para Gy(s) e G1(s) o algoritmo a-MRAC robusto
foi comparado com o algoritmo MRAC padrao usando as mesmas modificagoes na lei

de adaptacao.
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O primeiro e o segundo exemplos simulam os algoritmos MRAC padrao, com a
lei de adaptacao modificada, e o algoritmo a-MRAC robusto, com a lei de adaptagao
definida em (4.18)), respectivamente, para a planta Go(s). Em seguida, simulamos os
efeitos da variagdo de p no erro de rastreamento do sistema, usando a planta Go(s)
para ambos os algoritmos. Para a planta G1(s) a robustez dos algoritmos MRAC e

a-MRAC robusto, sao mostradas no quarto e no quinto exemplo, respectivamente

Simulacao 1 - MRAC padrao com a lei de adaptacao modificada

Os dados usados foram:

condigbes iniciais dos erros de modelagem 7(0) = 0, da planta y(0) = 10 e dos
parametros do controlador 0(0) = (0,0)7;

ganho de adaptagao v = 10;

parametros do chaveamento M1 =2 e 01 = 4;

sinal normalizante Kk =1, o = 5,01 =1, =1, m(0) =1 e

a entrada r(t) = 2 + 2sen(271.7t).

Os resultados sao mostrados na figura 4.3.

Simulacao 2 - Algoritmo a-MRAC robusto

Os dados usados foram: o = 1, v = 10, 7 = 0.01 e y(0) = é,(0) = 10, e os demais
dados sao os mesmos da simulacao anterior.

Os resultados sao mostrados na figura 4.4.

A figura 4.3 e 4.4l mostram que o novo algoritmo é robusto na presenca dos erros de
modelagem dinamicas da planta e os sinais do sistema, em malha fechada, se mantém
uniformemente limitados. A estimativa do erro de rastreamento €(t) apresentou con-
vergéncia para a vizinhanca B>*#* da ordem da perturbacio da planta (Tao 2003).
O erro é uniformemente limitado e apresenta uma ligeira melhoria do comportamento

transitério quando comparado com o controle robusto MRAC.

Simulacao 3 - Efeitos da variacao de ;1 no erro de rastreamento

A seguir, os graficos (LH)-(47) mostram a influéncia da variacdo de p no erro de

rastreamento do sistema, usando o algoritmo MRAC e o algoritmo a-MRAC robusto,
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MRAC

1111

L . :

| | | I | ] | |
4 6 8 10 12 14 16 18 20

FI1GURA 4.3: Algoritmo MRAC para G(S).(a)eg, (b)e, (¢)y e yn, e (d)]]0]].
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a-MRAC robusto
eo(t) 15 T T

(a)
e(t) S
4t i
3t |
2 - ]
1 L -
0 f T v
1 2‘ 4‘1 é é 1‘0 1‘2 £4 1‘6 1‘8 20
t
(b)

-2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t
()
11—
3 |
5 |
4 |
3 |
2 |
1 |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

(d)
F1GurA 4.4: Algoritmo a-MRAC robusto para Go(S). (a)eq, (b)e, (¢)y e ym e (d)|]6]].
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para a planta Go(s).

Para esta simulagao foram usados os seguintes valores de p = 0.08, 0.05, e 0.005.

©=0.08
eo(t) 25 T

F1auraA 4.5: Erro: MRAC(—) e a-MRAC robusto(— —) .

14 16 18 20
F1aURrA 4.6: Erro: MRAC(—) e a-MRAC robusto(— —).

w = 0.005
€o (t) 4 T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t

F1GURA 4.7: Planta G(S). Erro: MRAC (—) e a-MRAC robusto (— —).

. . . . . . . 27
Como esperado, se p diminui a estimativa do erro converge para uma vizinhaca B+ ko

menor. A melhoria no comportamento transitério do erro é pouco significativa, em
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relacao ao algoritmo MRAC padrao. Se p aumenta, as dinamicas nao modeladas
passam a ser dinamicas que descrevem o sistemas e nao podem ser desconsideradas
na modelagem da planta. O custo de se despresar tais dinamicas ¢é a instabilidade do

sistema em malha fechada.

Simulacao 4 - MRAC padrao com a lei de adaptacao modificada

Os dados usados foram:

condigoes iniciais dos erros de modelagem 7(0) = 0, da planta y(0) = 7 e dos parametros
do controlador 6(0) = (0,0)7;

ganho de adaptacao v = 100;

parametros do chaveamento M1 =0.2 ¢ 0 = 1;

sinal normalizante Kk = 20, 6o =5, 61 = 1,02 =1, m(0) =1 e

a entrada r(t) = 2 + 2squw(0.1¢).

Os resultados sao mostrados na figura 4.6.

Simulacao 5 - a-MRAC robusto

Os dados usados foram:

condigoes iniciais dos erros de modelagem 7(0) = 0, da planta y(0) = 7 e dos parametros
do controlador 8(0) = (0,0)%;

ganho de adaptacao v = 100;

parametros do chaveamento M1 =0.2 ¢ 0 = 1;

sinal normalizante K = 20, §o =5, 61 = 1,02 =1, m(0) =1 e

a entrada r(t) = 2 + 2squw(0.1t).

Os resultados sao mostrados na figura 4.7.

4.5 Conclusoes

Neste capitulo, o problema da robustez de sistemas foi resolvido para plantas com
erros de modelagem dinamica multiplicativa e aditiva, satisfazendo as hipéteses (A6)-
(A8), usando o novo algoritmo robusto resultado do modificagdo proposta para a lei de

adaptagao do algoritmo a-MRAC. As modificagoes da lei de adaptacao (£I8)), foram a
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substitui¢do do sinal de erro filtrado ef(t) pela sua estimativa €;(t), e a introducao de
um sinal chaveado, cujo esquema de chaveamento foi definido em ({3]). O sinal filtrado
do erro de rastreamento ef(t) é resultado da operacao do filtro de avanco @(s) sobre o
erro de rastreamento, e a sua estimativa, €¢(t), foi definida em (£.17).

Portanto, para a planta (4.1]), sujeita a erros de modelagem dinamicas, satisfazendo
as hipéteses (A6)-(A8), o controlador (£19), atualizado pela lei de adaptagao (A1),
existe p € [0, "), tal que todos os sinais do sistema em malha fechada sao unifor-
memente limitados, e o erro de rastreamento converge para uma regiao definida por
BZEO"Q, com ko > 0, com erro da ordem da perturbacdo da planta. Assim sendo, ape-
sar das modificacoes implementadas para tolerar os erros de modelagem, o principal
vantagem do algoritmo a-MRAC se conserva no novo algoritmo robusto, isto é, con-
tribuir para a melhoria do comportamento transitorio do sistema. Vale ressaltar que

lim; €9(t) = 0, quando p = 0.
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F1auRrA 4.8: Planta G1(S) com o algoritmo MRAC.(a)eq, (b)e, (¢)y e ym e (d)]|0]].
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Capitulo 5

Controle adaptativo multivariavel

Neste capitulo apresentamos uma revisao do controle adaptativo por modelo de re-
feréncia para sistemas MIMO, de fase minima e grau relativo 1, desenvolvida recen-
temente por (Costa et al. 2003), baseado na fatoracdo SDU da matriz de ganhos de
alta frequéncia K, introduzida por (Morse 1993). A introdugao da fatoracao SDU
permite fazer uma generalizacao da hipdtese do conhecimento do sinal do ganho de
alta frequéncia, no caso SISO, para o conhecimento dos sinais dos menores principais
da matriz K, no caso MIMO. A fatoracao K, = SDU, onde S é simétrica positiva
definida, D é diagonal e U é triangular superior unitaria, é conveniente por causa dos
efeitos bem definidas de cada matriz na equacao do erro de rastreamento e na lei de
controle. A influéncia de S é assegurar que Wy, (s)S seja SPR, visto que é provada a
existéncia de ao menos uma matriz S que garante a condicao SPR. A influéncia de D é
a mais importante para a utilizacao desta fatoracao, pois permite a extensao direta da
hipétese (A4), do caso SISO (cap.3), em relagdo ao conhecimento do sinal do ganho
k,, para o conhecimento dos sinais dos elementos de D. Finalmente, a influéncia de U
¢ eliminar a possibilidade de recursividade algébrica do algoritmo e garantir uma lei de
controle bem definida. A nova parametrizagao do controlador usando a fatoracao SDU
reduz o projeto do MRAC multivariavel, para sistemas com m entradas e m saidas,
para m projetos MRACs monovaridveis, o que implica na completa analogia do MRAC
MIMO com o MRAC SISO, e resulta num ganho de simplicidade e compreensao das
propriedades do algoritmo MRAC para sistemas MIMO.

O objetivo desta revisao é facilitar a compreesao do algoritmo a-MRAC multi-
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variavel, que serd introduzido no Capitulo [6, uma vez que o seu desenvolvimento é
baseado na generalizagao obtida com a fatoracao SDU.

Como contribuicao desta tese foi desenvolvido o estudo da propriedade de robustez
do algoritmo MRAC MIMO com a fatoracao SDU, para a planta (Z.I) na presenca
de dinamicas nao modeladas. Para isso, o erro de rastreamento foi reparametrizado
para levar em conta os erros de modelagem, e em seguida, para garantir a robustez do

sistema, a lei de adaptacao foi modificada. O teorema 5.2 resume a robustez atingida.

5.1 Revisao do projeto MRAC multivariavel

Para a planta multivaridavel (2.1), com p = 0, satisfazendo as hipéteses (H1) a (H6),
e para o modelo de referéncia (2.1), faremos uma revisdo da estrutura do controle
adaptativo por modelo de referéncia para sistemas MIMO, sem a fatoracao K, =
SDU, dada em (Ioannou & Sun 1996), (Narendra & Annaswamy 1989) e (Sastry &
Bodson 1989). De (22) com p = 0, se G(s) é conhecida, entao a lei de controle ideal
que garante o rastreamento perfeito da saida da planta y(t) para a saida do modelo de

referéncia y,(t), com o sistema em malha fechada, 1.6,
y(t) = Go(s)[u](t) = War(s)[r](t) = ya (1), (5.1)
é dada por,
w*(t) = 07w (t) + 03 wo(t) + Oy (t) + Oir(t) = 7T w(t), (5.2)

onde, a matriz de parametros ideais 6* = [0;T 63T 05 05]" e o vetor regressor,

w(t) = [wl(t)wl'(t)yT () rT ()] sao definidos como

0;,05 € Rm=bxm o gr e R™™ 0 = K
_ _ _ A(s) m(v—1)
wilt) = Fs)lul(t), - wa(t) = F)](0), Fls) = 755, wn(t),wa(t) € RT,
(5.3)
A(s)=1[I Is Is"72)7T, I e Rm>m



e A(s) =X+ A\is+ -+ 5”71 é estdvel (Hurwitz),
onde v é o index de observabilidade de Gy(s).
Para o sistema em malha fechada na condicao ideal fixamos u(t) = u*(t).
Quando wy(t), ws(t), y(t) e r(t) em (B.2)) sdo expressos em termos de u*(t),
A(s)

* _ *T_u* *T@ su* * su* * —1 s SU*
(1) = 07 R+ O o + G + W ()Go(s)ut,  (5.4)

a equacao ideal ou matching equation torna-se,

I — H*TA(S)

_ 1 A(s)
O

> A(s) Go(s) = 03Go(s) = 0, (s)Go(s). (5.5)

Multiplicando a direita ambos os lados da equagao ideal por u(t), e substituindo 6 =
K, resulta

u(t) = 0" w(t) — K, 'r(t) + K, " Wi, (s)Go(s)[u](1). (5.6)

p

Finalmente, operando a direita (5.6) por Wy,(s) K, rearranjando os termos, e usando
eo(t) = y(t) — ym, y(t) = Go(s)[u](t) e yu(t) = War(s)[r](t), obtemos a equagao do
erro (Tao 2003),

eo(t) = War(s)Kplu — 07 w](t). (5.7)

Exceto pelo fato de Wy,(s) e K, serem matrizes e e(t) € R™ e u(t) € R™, a equagao do

erro (7)) tem a mesma forma que a correspondente equagao para o caso SISO (B.28)).

5.2 Fatoracao SDU

Para obter a nova parametrizacao vamos apresentar a fatoragao SDU da matriz K,

introduzida por (Morse 1993).

Lema 5.1 Toda matriz K, real mxm com menores principais nao nulos Ay, Ay, ..., Ay,
pode ser fatorada como

K, = SDU, (5.8)

onde, S € simétrica positiva definida, D € diagonal e U € triangular superior unitdria.
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Prova: (Costa et al. 2003) Visto que A; # 0, existe uma tunica fatoragao (Strang
1988),
K, = L,D,L3, (5.9)

onde, L e Ly sao triangulares inferiores unitéarias e

, AV AN
Dp:dzag{Al,A—l,...,Am_l} : (5.10)
Fatorando D, como,
D,=D.D,

onde D, é uma matriz diagonal cujos elementos sao positivos, reescrevemos (5.9) como,

K,=LD.LYL7'DLY (5.11)

tal que (B.8) é satisfeita por,
S=LD,L{, D=D;'D, e U=D"'L;"DLL. (5.12)
|

Observacao 1 : Em (Morse 1993), os elementos da diagonal principal da matriz D
podem ser +1 ou -1. A fatoragdo SDU nao € unica porque a matriz diagonal positiva

D™ ¢ um pardmetro livre.

Exemplo 5.1 Considere a matriz

kll k12
k?l k22

K,=

A fatora¢io LDU em (5.9) corresponde a

10 Ay 0 10
L1 == y Dp - y L2 - y (513)
ho1 0 22 lr 1



o

onde, l; = ]“A—Qll ely = AL, e para

df 0
_D+ - ; (514)
0 dy
a fatoragao SDU (512) gera,
D=D.'D,, (5.15)
df dil
S=1]" P (5.16)
dily dy +dfi3
¢ +
df LA
v |t eS| (5.17)
0 1

5.3 Parametrizacao do controle com fatoracao SDU

Empregando a fatoracdo SDU na equacao do erro, substituimos K, = SDU em (5.7)),
e usando (5.2)), obtemos

eo = War(8)SDU[u — 6*Tw](t),
= Wi (s)SD[Uu — U0 wy — UG wy — UGy — U] (2). (5.18)

Com a decomposicao,

Uu(t) = u(t) — (I — U)u(t) (5.19)

onde (I — U) é estritamente triangular superior, é possivel definir o vetor de controle
u(t) como fungao de (I —U)u(t). Nenhum ”loop” estético ocorrerd, pois esta estrutura
permite definir cada componente do sinal de controle u;, (i = 1,--- ,m), em func¢ao dos
sinais u;, (1 +1 < j < m). Portanto, u;(¢) depende somente de wuy(t), us(t), ..., un(t),
us(t) s6 depende de ug(t), uq(t), ..., un,(t), e assim sucessivamente. Os elementos da
matriz desconhecida U sao incorporados a parametrizacao pela definicao das matrizes

K, =U0iT, Ky =U6;", K3 =U0; e K, = U6}, e substituindo em (5.I]), teremos

eo(t) = Wy (s)SDu — Kywy — Kowy — K3y — Kyr — (I — U)ul(t). (5.20)
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Agora, introduzimos o vetor de parametros ideais O} usando a identidade,

0170, (1)

@zTQQ(t) = Kywi(t) + Kowso(t) + Ksy(t) + Kyr(t) + (I — U)u(t), (5.21)

07 (1)

onde, os vetores ©;7 sdao obtidos pela concatenacao das correspondentes linhas (i) das

matrizes K1, Ky, K3, Ky e (I — U)u(t), e os correspondentes vetores regressores sao

Q) =w'(t) wat) us(t) -..umt),
L) =W'M) ut) ...ua®),

QL (1) = w'(1). (5.22)
A equagao (5.20) é reescrita da seguinte forma,
eo(t) = (Wi (s)S)D[u — [057Q; 057 ---0:70,,]17](1). (5.23)

Para simplificar a notacao definimos,

o 0 0...0 CH
0 QF 0...0 CH

o= " e O =| 7|, (5.24)
0 0 0..07 or,

e substituindo em (£.23)) a parametrizacao da equagao do erro de rastreamento torna-se,
eo(t) = Wi (s)SD[u — QT e*|(t), (5.25)
e a lei de controle,

u(t) = QL (1)O(t). (5.26)
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onde O(t) é uma estimativa de ©*.

A principal caracteristica da equagao do erro, parametrizada com a fatoracao SDU,
esta na substituicao da matriz K, de (5.7)), pela matriz diagonal D em (5.23)), onde o
conhecimento dos sinais dos seus elementos, generaliza a hipdtese (A4) sobre o conhe-
cimento do sinal do ganho k, no caso SISO. Embora seja necessario o conhecimento
desta informacao, a parametrizacao da lei de controle obtida resulta em um projeto
mais simples para o MRAC no caso MIMO. Por outro lado, a nova parametrizagao
requer que a condigdo SPR seja satisfeita pela matriz de transferéncia Wy (s)S ao
invés de Wy (s) (Costa et al. 2003). Pode-se provar que para todo Wy,(s), dado em
([23), existe ao menos uma matriz S = ST, tal que Wy, (s)S é SPR (Morse 1993).

Lema 5.2 Para toda matriz diagonal A = diag{—ay, —ag,...,—apn}, a; > 0, (i =
1,...,m), e toda matriz triangular inferior unitdria m x m Ly, ezriste uma matriz

D, = diag{d],df,...,d}}, df >0, tal que,
Wi (s)S = (sl — A)"*LiD, LT (5.27)

¢ SPR.

Prova: Ver prova em (Costa et al. 2003) [ ]

5.4 Controle adaptativo

Combinando os estados da planta z(t) € R™ (2.]), para u = 0, com os estados dos filtros
wy (t) e wy(t) (B3), definimos X (¢) = [27(¢) w! (t) wd (t)]" € R**™»~ e denominando
X (t) os estados correspondentes a uma realizagao nao minima Cyy (sl — Ay) By de

Wi(s)S, sendo Cp By = S, entdo o erro de estados,
2(t) = X (1) — (1), (5.28)
e o erro de saida ey(t), dado em (£.23)), satisfazem,

Z(t) = Ay Z(t) + By D(u(t) — QT0%),
eo(t) = Cp Z(1). (5.29)
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Visto que Wy;(s)S é SPR, entao existem matrizes Py = Pl > 0e Qy = O, > 0 que

satisfazem,

A%;IPM + P Ay = =29,

PuBu = Ciy. (5.30)
Defina as seguintes matrizes,
D = diag{dlll, dg]g, ce 7dm]m}7 (531)
e
I'= diag{Fl,FQ,...,Fm}, (532)

onde, d; sao os elementos da diagonal da matriz D e I['; sao submatrizes diagonais po-
sitivas e simétricas da matriz de ganhos de adaptacao, cujos elementos da sua diagonal
sao os ganhos ;. D e I' € REHm=)x2n+m=i) = Agora, escolhendo a funcdo positiva
definida,

2V(Z(t),0(t) = ZT )Py Z(t) + 67 ()| DI 1O(t), (5.33)

onde,

O(t) = O(t) — 6. (5.34)

e derivando (£.33) ao longo da trajetoria do sistema (5.29), obtemos

V(Z(1),0(t) = —2T(1)QuZ(t) + ZT () PuBy DO (1H)O(#) + O (1)| DT 10(t)
— _ZT(H)QmZ(t) + OT(1)QDeo(t) + OF (1) DI 16(1). (5.35)

Observe que DQ” (t) = Q7 (t)D, entao de (537 o termo O7 (1)QDey(t) = O (£)DQ(t)eo(t),
e substituindo em (5.35]) teremos,

V(Z(1),0(t) = —Z(t)" QuE(t) + 67 (1)DQAt)eo (1) + O (1) DT 16(t)
= _ZT(1)QuZ(t) + OF ()| DD [Dsign(D)Q(t)eo(t) + O@)].  (5.36)

Definindo (:)(t) de modo a cancelar o segundo termo de (5.30), obtemos a lei de

79



adaptacao,

O(t) = —I'sign(D)Q(t)ey (1), (5.37)

a qual garante

V(Z(t),0(t) = -2 (t)QumZ(t) < 0. (5.38)

A lei de adaptagao (B.37) é completamente andloga a lei de adaptacao (??7) do caso
SISO.

Portanto, V(t) < 0, implica em Z(t) € Lo e O(t) € L. Visto que Z(t) =
X(t) — Xpm(t) e Xpm(t) € Lo implica X (t) € Lo, € consequentemente y(t) € L, € por
(B3) wa(t) € L. Dado que r(t) € Lo, entao yu(t) € Lo, logo pela defini¢ao do erro
de rastreamento obtemos eg(t) € L.

Agora, reescrevendo a planta (2.]) como

Po(s)Zy (s)[y(8)] = u(t), (5.39)
e operando % pela esquerda em ambos os lados de (£.39), teremos
A(s) 1 A(s)
Py(s)Z, = t) = : 4
Als) 0(s)Zo " (8)[y(t)] A(S)U( ) = wi(t) (5.40)
Visto que a matriz de transferéncia %P@(S)ZO_ (s) é prépria e estavel (os zeros do

det[Zy(s)] s@o estaveis, conforme (H2)) e y(t) € Lo implica w(t) € L. Portanto,
para wi(t), wa(t), y(t) e r(t) € Lo obtemos w(t) € L. Da estrutura triangular de
(5:22)), resultado da parametrizacao do controle, permite mostrar que, sendo €, (t) =
wl(t) € Lo implica u,,(t) = OF (t)w(t) uniformemente limitado. Entao Q,, () =
[wT(t) uy,(t)] é uniformemente limitado. Repetindo este procedimento mostramos que
Q(t) € L. Da lei de controle (5.26) concluimos que u(t) € L. Portanto, todos
os sinais do sistema em malha fechada sao uniformemente limitados. Isto implica
que Z(t), éo(t) e @(t) = O(t) e, consequentemente, V() sio uniformemente limitados.
Finalmente, de (5.38)), Z(t) € Lo, logo eo(t) € L5 e concluimos, pelo Lema de Barbalat,
que Z(t) e eo(t) convergem assintoticamente para zero , i.e, Z(t),eg(t) — 0 quando

t — oo (Costa et al. 2003). O resultado acima pode ser resumido no seguinte teorema.

Teorema 5.1 Considere a planta (21), com u = 0, e o modelo de referéncia (2.3)
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satisfazendo as hipdteses (H1) a (HG6). Se r(t) é continuo por partes e limitado, entao
a lei de controle ([(126) com a lei de adaptacdo (5.57) assequra que todos os sinais do
sistema em malha fechada sdo uniformemente limitados e o erro de rastreamento ey(t)

converge assintoticamente para zero, quando t — Q.

5.5 Analise de robustez do sistema

Nesta segao, é analisada a robustez do algoritmo MRAC MIMO (Costa et al. 2003),
para a planta (Z1), sujeita as dindmicas nao modeladas aditivas e multiplicativas, isto
é, com p # 0 em (2.2)). Para isso, uma modificacdo da lei de adaptacao é proposta.
Basicamente, a modificacdo consiste na substituigao do erro de rastreamento ey(t), o
qual é reparametrizado considerando as dinamicas nao modeladas, pela sua estimativa
€(t), a ser definida. Além disso, um sinal chaveado o(t) é incorporado. Este esquema
de modificacao da lei de adaptacdo é baseado em (Tao 2003), e assegura que todos os

sinais do sistema MIMO em malha fechada permanecem uniformemente limitados, e

e(t) € B2#ko,

5.5.1 Parametrizacao do erros com dindmicas nao modeladas

Quando p # 0, as dinamicas nado modeladas se manifestam em (Z2)) e devem ser levadas
em conta na equacao do erro. Entao, uma nova expressao para a equagao de erro é
desenvolvida.

Operando ambos os lados de (5.3)), sobre u(t) e substituindo 6} = K, teremos

u(t) — 07T F(s)[ul(t) — (657 F(s) + 63) Gols)[u](t) = K, Wy (s)Go(s)[ul(t) ,
(I =677 F(s))[ul(t) = (657 F(s) + 65) Go(s)[ul(t) + K, Wy (s)Go(s)u(t)
(I —6;"F(s))[ul(t) = (657 F(s) + 65 + K, Wi') Gols)u(t). (5.41)

Reescrevendo (2) como

Go(s)[u](t) = y(t) — uGo(s) (Am(s) + Gy ' (5)Aa(s)) [ul (1) (5.42)
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e substituindo em (5.41]), obtemos

u(t) — 07 F(s)[ul(t) — 657 F (s)[y)(t) — b59(t) =
— 1 (657 F(s) + 05 + K, "Wy (s)) Go(s) (Am(s) + Gy (5)Aa(s)) [ul(t)+
+ KW (s) [l (1) (5.43)

De (541]), verificamos que,
I —607"F(s) = (05" F(s) + 05 + K, 'Wy;') Go(s). (5.44)

Substituindo as definigoes dadas em (5.2) e (B.3)), a equagao ideal (5.H) e a relacao
(544) em (5.43)), e subtraindo ©}r(t) de ambos os lados, obtemos

u(t) — 07w (t) — 05 wa (t) — O3y (t) — Oir(t) =

= 05r(t) — i (I = 077 F(5)) (Am(s) + Go ' (s)Aa(s)) [ul(t) + K, "Wy (s)[y] (1)
u(t) — 07 w(t) = K Wi (s)ly — yu)(t) -

— (I =077 F(s)) (Am(s) + G5 ' (s)Aa(s)) [u](t)

y(t) — yar(t) = War(s) Kplu — 0" w] (1) +

T uWar($) K, (1= 07 F(s)) (A(5) + G () Aa(s)) [u]() (5.45)
Denominando

A(s) = (I =0T F(s)) (An(s) + Gy (s)Au(s)) ,
Aq(s) = W (s)K,A(s) = Wi (s)SDUA(s)

n(t) = Ax(s)[ul(t), (5.46)

e substituindo em (545), obtemos a reparametrizagdo do erro de rastreamento na

presenca dos erros de modelagem,

co(t) = Wau(s) Kp[u — 0" w](t) + (1) (5.47)
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Em seguida, empregando a fatoracao SDU na reparametrizacao do erro de rastrea-

mento, substituimos K, = SDU em (5.46) e (5.47), tal que

co(t) = Wi (5)SDULu—0"Tw)(1) +uWas(5)SDU (1 = 67 F(s)) (Dn(s) + G (5)a(s) [u] ().
(5.48)

Usando os mesmos passos da Subsegao (B.3]) definidos pelas equagoes (5.18]) a (5.23) e

usando a notagao (5:24]) no primeiro termo de (5:48]), a equagao de erro de rastreamento

(548) é reescrita em termos das dinamicas nao modeladas como

eo(t) = Wi (s)SDu—Q 0% (t)+uWi(s)SD (U — K1 F(s)) (An(s) + Gy (s)Aa(s)) [u] (¢).

(5.49)
Definindo
As(s) =UA(s) = (U — K1 F(s)) (Am(s) + Gal(s)Aa(s)) ,
Ag(S) = DAQ(S) s
n(t) = As(s)[u](t), (5.50)

e considerando (5.26]) e (5.34]), obtemos de (5.49)) a reparametrizacao da equagao do

erro com dinamicas nao modeladas,

eo(t) = Wi (5)S[DQTE + uif] (). (5.51)

5.5.2 Estimativa do erro de rastreamento

Definimos a estimativa do erro, dado em (5.51]), como
e(t) = eo(t) — War(s)S[S™  kem?](t). (5.52)

Exceto pelo fato de €(t) e ey(t) serem vetores e Wy(s) e S serem matrizes, a equagao
(552) tem a mesma forma sugerida por (Tao 2003, p.231) para o caso SISO . Em
(552) é introduzido o sinal m(t) denominado sinal normalizante, definido em (Ioannou

& Tsakalis 1986), (Praly 1984) e apresentado em (Tao 2003, p.397), a partir do sistema
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dinamico,

m(t) = —oom(t) + o1 (|u(t)| + |y(t)]) + 02, m(0) >0, (5.53)

onde 6; > 0,95 > 0 e 0 < d < g, com ¢ > 0 definido em (H8). Este sinal é

fundamental na andlise de estabilidade robusta.

De (553),

01

— —dot
m(t) = m(0)e %" 4+ P

] _
[WP%MKU+5?1—€6W, m(0) >0, (5.54)
e analisando (B.54]) verificamos que,

m(t) = 2l + () (5.59)

Substituindo (5.51]) em (5.52)), resulta

e(t) = Wi (s)S[DQTO — km2S~te + pii(t). (5.56)

5.5.3 Controlador robusto

O projeto de um controlador adaptativo robusto para Gg(s) desconhecido requer a
atualizacao dos parametros, dados em (B.50)), por uma lei de adaptacao, que garanta
robustez em relagao as dinamicas ndo modeladas pA,(s) e pA,,(s).

Definindo o estado Z(t) e uma realizagdo nao minima {4, B, C} para a matriz de

transferéncia Wy (s)S, descrevemos o sistema dinamico (5.56) como

Z = AZ + Bu,
e=CZ, (5.57)

onde, v(t) = DQT(1)O(t) — kS te(t)m? + ui(t).
Visto que Wy (s)S é SPR, o lema de Lefschetz-Kalman-Yakubovich assegura que exis-
tem matrizes P = PT > 0e Q = QT > 0, tal que

ATP+PA=-Q, (5.58)
PB=C". (5.59)
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Relembramos as defini¢oes das matrizes D e I' em (5.31)) e (£.32)),

D = diag{di ], dol5, ..., dpnln}, (5.60)
I =diag{T, Ts, ..., [\ }. (5.61)

Agora, considere a funcao de positiva definida
V(Z,0)=ZY(t)YPZ(t) + 0T (1)} |D|O(t). (5.62)

Derivando no tempo V(Z,©), ao longo da trajetéria do sistema (7.5), e usando (5.58),

teremos

V(Z,0) = -ZT(t)QZ(t) + 20T (1)Q(t) DT e(t) — 26m2eT ()STe(t) + 2uii” (t)e(t)+
+ 2870 DIO(). (5.63)

Visto que DQT(t) = QT (¢)D e substituindo em (5.63]), obtemos

V(Z,0) = -ZT(t)QZ(t) + 20T ()DN(t)e(t) — 26m>eT (1) S e(t) + 2ui” (t)e(t)+
4267 (HI L D|O®)
= -Z"(t)QZ(t) + 207 ()| DT (TQ(t)e(t) + é(t)) — 26m2el (1) S e(t)+

+ 2un” (t)e(t). (5.64)

Em vista de (5.64)), define-se a seguinte lei de adaptagao robusta,

O(t) = —Tsign(D)Q(t)e(t) — o(H)TO(t), (5.65)

onde, o(t) é um sinal chaveado introduzido na lei de adaptagao e definido em (Tao 2003,

p-399), como
0 se || ©@) [[< M,
or(t) = oo (1890 —1) se My <[l O() ||< 2M, (5.66)
o1 se || O) = 2My,
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onde, M; >|| ©* || e gp; > 0. Para implementar o;(¢) > 0 precisamos conhecer o valor

de Ml.

5.5.4 Analise de estabilidade

A estabilidade do sistema usando a lei de adaptacao proposta pode ser resumida no

seguinte teorema:

Teorema 5.2 Existe uma constante p* > 0 tal que para algum p € [0, u*) todos os
sinais do sistema em malha fechada composto da planta (21)), do modelo de referéncia
(Z3), ambos satisfazendo as hipdteses (H1) a (H10), do vetor de entrada de referéncia
continuo por partes r(t), do controle adaptativo (2.28) usando a lei de adaptagio (2.63)

com o esquema de chaveamento o-modificacao, sao uniformemente limitados, e

/2(\! Z(t) I3 + I e@®mi(t) [l3)dt < p*ko(tz — t1) + o, (5.67)

t1

como também,

to B
/ | e(t) |2 dt < wholts — ) + 5. (5.68)

t1

onde 7 >0 e ky > 0.

Prova: (Tao 2003) Considere a fungao de positiva definida (5.62)) e sua derivada
(5.64)), reescrita abaixo,

V(Z,0) = —ZT(H)QZ(t) + 267 (1) DI~} (Dsign(D)Qt)e(t) + O(t)) — 2emeT (1) S e(t)+

+2un” (t)e(t). (5.69)

substituindo a lei de adaptacao (E.6H) e lembrando que \,,(Q)ZT7Z < ZTQZ <
Amaz(Q)ZT Z | obtemos

V(Z,0)=-27QZ — 2007 |D|0 — 2em2e’'S e + 21’7
< —Z"\pin(Q)IZ — QUQT/\W-”(|D|)I@ — 26m2e M (S~ e + 2ue’

= Mnin(Q) 2 Z — 20X in (|D))OTO — 26X pin (S H)ym2eT'e + 2p€T7. (5.70)
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Considerando os dois ultimos termos de (5.70), e aplicando o artificio sugerido por

(Tao 2003, p.222), para o caso SISO, verifica-se que a igualdade, abaixo, é verdadeira

2T
— 26X min(STHM2e € + 20" = — KA min (ST m2el e + mefmZL(S_l)ﬁ_

o <( Amon (57 me = Km )\“7? (5_1)> ( Amon 5 me = Km )\lm- (S_1>> |

De (5.71)), afirmamos que,

P2t _
]

—26Amin(STHM2e € + 20" < =KX min(STH)m?eT e + ey w = L

(5.72)

Introduzindo (572) em (5.70), teremos

V(Z,0) < ~Anin(Q)ZT (1) Z(t) — 20\ min(IDOT ()O(t) — kdmin (S~ )m2eT (£)e(t)+

2T
e (t)

t), 5.73

onde o ultimo termo da inequacao tem a forma quadratica como desejado. Entretanto,

e’ (1) l)ﬁ(t) ¢ feita em busca de um limite

este termo é positivo e uma analise de ——"—~—
KM2Amin (S

superior. Seguindo o desenvolvimento apresentado no apéndice [C.2] de [C.80, obtemos

2T 2 9
wen(t) , k2 , K )
<ot o M o)1 -
(5 ) S A5 T e 190 .71

Substituindo em (5.73]), teremos

V(Z,0) < ~Anin(Q)ZT (1) Z(t) — 20 Mmin(ID)OT (£)O(1) — 26\ min (S~ ym2eT (£)e(t) +
o mmﬁsl) + 2“2_mmﬁ—sl) EOIR (5.75)

Em seguida, de (575) é importante analisar o sinal do termo 20\, (|D])©7O para

assegurar V(Z,0) < 0. Dada a seguinte relacio:

20 Amin (|D))OT (H)O(t) = o Amin(ID]) (67 (1)O(t) + (O(t) — ©7)"(6(t) — ©7) — 676%),
(5.76)
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e aplicando o esquema de chaveamento (5.66), em [B.76], obtemos
oAmin(|D]) (OF (£)O(t) + (O(t) — ©%)"(6(t) — ©%) — ©*70%) > 0, (5.77)

1020, 20 Amin(|D])OT (£)O(t) > 0 é positivo definido.

Definimos p* = \/ “Ami"(p)z’;i"(s_l)a. Dado que p < p*, consideramos p = /uu*, onde
4

0 < v <1 é uma constante. Entao, substituindo p em (5.75]), teremos

V(Z,0) < ~Apin(Q)ZT (1) Z(t) — 20 Mnin(|ID)OT () O(t) — 26X in (S™H)m2e™ (1)e(t)+
+ 20 A min (| D)0 + 20 Xmin (|D])0]|O(1)] 2. (5.78)

Analisando os termos que contém o(t) e sabendo que a expressdao deve ser negativa,

teremos

20 A i (| D)0 + 20 Ain (|1 D])0]|O(1)]2 = 20 M (|D])O7 (1)OV(#) < 0,
vt olle))? - 6Te() <o,

v+ ol|[0@)|F - [[e®)I* +e7e() <o,

(=DM < —v-0"6(),

— v =1[leM|F < —v-e"e(),

v+ O TO(t)

2
oI > =,

(5.79)

De (579) podemos concluir que existe um p € [0, 4*) e a constante ©g > 0, os quais
garantem V(Z,©) < 0 sempre que ||©(t)|| > O,.

De (57H), retirando o termo chaveado, a desigualdade ainda é satisfeita, tal que

2

V(Z,0) < =Xin(Q) 2" Z = 25X nin (S~ )m e e+ m?—u(sy_l)(k?rki“@(t)”z)- (5.80)

Em seguida, integrando ambos os lados de (5.80), obtemos

to

/ V(2(), B()dt < — / Nonin(Q)ZT () Z(E)dt — 26\ (inS ) / (e(Om)T (e(t)m(t))dt

t1 t1 131

22 2 [ ) [ 2
——k dt + k O(t)|| dt. 5.81
bk et et (581
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Considerando a norma de ||6(t)|| limitada, isto é ©(t) € Ly, podemos definir um limite
superior tal que,

1O®)]]* < Ormas- (5.82)

Substituindo ©,,,, em (B.81]), teremos

V(Z(t2),0(t2)) = V(Z(t1), O(t1)) < — / ’ Amin(@)ZT (4) Z (t)dt—

t1
—2/1)\7,“'”(8_1) /

t1

(o) (e ym®)dt + R+ )12 1),
Nonin(Q) / " ZT (W) Z ()t + 26D (S / (eOm)T (e(tm())dt <

t1 t1
2

V(Z(t),0(1)) — V(Z(ts), O(t2)) + ——"

S G Ot 1), (5:83)

Definindo yo = V(Z(t1), O(t1)) = V(Z(t2), O(t2)), ko = m—g=ryki(1 + Omaz) € intro-
duzindo em (5.83]), obtemos

to

Min(Q) [ 2T OO+ 2 (57 [ (lrm(O) ((m(e))dt < wnhalta—te),
1 1 (5.84)
Denominando 8 = min{\,in(Q), 26 Amin (S™1)}, teremos

3 /t 2wzt + /t 2 (Om) € OmO)dt < 20+ 1Pholts — 1), (5.85)

/t 2(ZT(?f)Z(lt) + (e(t)m(t))" (e(t)m(t)))dt < % + MQ%(tz —t), (5.86)
/tZ(H Z(t) I3 + || et)m(t) [3)dt < p*ko(ta — t1) + o, (5.87)
onde”y:%>0el§0:%>0.

Portanto, de (B.87), completamos a prova do teorema e verificamos Z(t) e
e(t)m(t) € B>*%o conforme a definicao (LI, para ko > 0 e 5, > 0. Consequente-
mente, de (TH) €(t) € B2**% o que implica m(t) € B***%_ De ([5.52), eo(t) € B2+,
Entao, o erro de rastreamento ey(t) e a estimativa do erro €(t) convergem para uma

regido definida por B>**% da ordem de p > 0 (Tao 2003). Sendo V(Z,0) < 0, de
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BTR) Z(t), e(t) e O(t) € Lo Do apéndice [C3, com m(t) € Lo uniformemente li-
mitado, implica y(t), wi(t), wa(t) e w(t) € L. Baseado nos mesmos argumentos da
andlise da Segao (0.5.4]) obtemos Q(t) € L. Visto que para r(t) e ya(t) € Lo, entao
eo(t) € L. Assim, todos os sinais do sistema em malha fechada sdo uniformemente
limitados.

Finalmente, concluimos que existe uma constante p > 0 tal que p € [0, u*), onde

* K)\min D )\mzn S_l g
i :\/ <>ki i)

, a qual assegura que V(Z,0) < 0, sempre que ||| > .
Tendo em vista que todos os sinais do sistema sao uniformemente limitados, de (T3]) e
(B55) implica Z(t) € Loo, é(t) € Lo ¢ O(t) = O(t) € Loo. Entdo, eo(t) € Log e 0 sinal
e(t) converge para uma regiio definida por B2#’¥ da ordem de p > 0, (Tao 2003). B

5.6 Simulacoes

As simulagoes do algoritmo MRAC com fatoragao SDU, para sistemas MIMO, serao
apresentados nos Capitulos [0 e [7, para serem comparadas com as simulagdes do algo-
ritmo a-MRAC, tanto nos sistemas sem erros de modelagem, quanto nos sistemas com

tais erros.

5.7 Conclusoes

Este capitulo apresentou a fatoracao SDU da matriz de ganhos de alta frequéncia K,
de sistemas multivariaveis, de grau relativo n* = 1, para o MRAC proposto por (Costa
et al. 2003). A propriedade de estabilidade foi analisada e a lei de adaptagao foi obtida,
cuja forma é analoga a do caso SISO. A nao unicidade desta fatoragao garante que a
matriz de transferéncia da dindmica do erro de rastreamento Wy (s)S é estritamente
real positiva, condicao essencial para a estabilidade de um sistema de controle adap-
tativo. O ponto chave da nova parametrizacao do controle, consequéncia direta desta
fatoracao, estd na generalizagao do conceito do sinal do ganho de alta frequeéncia k,,
no caso SISO, para o sinal dos menores principais da matriz D. Este fato importante
fica nitido na equagao do erro de rastreamento, onde a matriz K, é substituida pela
matriz diagonal D. Esta informagao sobre o sistema é o minimo necessario para se

implementar este projeto, em relagao ao enorme ganho de simplicidade que esta meto-
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dologia apresenta para o controle adaptativo no caso MIMO, com grau relativo um. A
analise de robustez mostrou que o esquema de controle adaptativo proposto mantém-se
estavel na presenca de erros de modelagem que incluem dinamicas aditivas e multipli-
cativas. A robustez foi estudada usando o critério de estabilidade de Lyapunov, a qual
demonstrou que O(t) € Lo, e o sinal normalizante m(t), e(t) e eg(t) € B>***. Para
r(t) continuo por partes e uniformemente limitado implica o vetor de controle u(t) ser
uniformemente limitado e, consequentemente, a matriz de regressores {2 € L.,. Por-
tanto, todos os sinais do sistema em malha fechada do esquema de controle adaptativo
sao uniformemente limitados. Por fim, conclui-se que, se €(t), €(t)m(t) e o erro de
rastreamento eg(t)(t) convergem para uma regido definida por B%**%_da ordem de p.
Cabe ressaltar que se o sinal de chaveamento for desligado nada se pode garantir
quanto a estabilidade do sistema, visto que V(t) pode ser positivo para pequenos valores
de €(t) e €(t)m(t) na presencga dos erros de modelagem presentes em ky (B.75]).
Quando p = 0, os estados Z(t) € Lo, €(t) € Ly e eg(t) € Lo, 0 que implica em
Z(t) € LooN Ly, €(t) € LoN Lo € ep(t) € L3N Ly. Dado que, Z(t) € L eé€t) €
L+, pelo lema de Barbalat, lim; .., Z(t) = 0 e lim;_, €(t) = 0. Consequentemente,
de (B52), o erro de rastreamento é assintoticamente estdvel quando t — oo, isto é,

limy . €0(t) = 0.
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Capitulo 6

Algoritmo a-MRAC MIMO

Neste capitulo, fazemos uma extensao para o caso MIMO dos passos usados no de-
senvolvimento do algoritmo a-MRAC SISO (Costa 1999), apresentado no Capitulo
Bl Desta forma, vamos desenvolver o algoritmo a-MRAC para sistemas MIMO a
partir do esquema MRAC multivaridvel, com a fatoragdo SDU (Costa et al. 2003),
visto no capitulo anterior. O novo algoritmo é denominado a-MRAC MIMO (Pinto &
Costa 2008).

A lei de adaptacao obtida garante estabilidade global, convergéncia do erro de
rastreamento para zero, e exibe uma significativa melhoria na resposta transitéria do

erro de rastreamento quando comparado com o algoritmo MRAC multivaridvel.

Para apresentar o algoritmo, primeiro é mostrada a ideia basica supondo que a
derivada do erro de rastreamento é mensuravel. Em seguida, esta restricao é eliminada
observando este vetor por meio de uma matriz diagonal de filtros de primeira ordem.
Para fundamentar teoricamente o novo algoritmo, provamos a propriedade de estabi-
lidade e analisamos o comportamento do erro de rastreamento durante o transitério,
usando o método das perturbacoes singulares. Finalmente, a expressao de uma en-
voltéria superior do erro de rastreamento é desenvolvida. Completamos o capitulo com
algumas simulagoes, as quais ilustram a eficiéncia do algoritmo em contribuir para a

melhoria do transitério de sistemas multivariaveis, com n* = 1.
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6.1 Algoritmo a-MRAC multivariavel

Nesta Secao, estendemos o algoritmo a-MRAC para sistemas MIMO, composto da

planta (2.1]), satisfazendo as hipdteses (H1) a (H6), com p = 0,
y(t) = Go(s) [u](?), (6.1)
e do modelo de referéncia ([2.3]),
yar(t) = W (s) [r](1), (6.2)

onde a matriz de transferéncia m x m do modelo Wy,(s) é dada por

, 1 1 , 1
WM(S):KMdzag{ }:KMdmg{s—i—ai} : (6.3)

s+ ap TS+ am

paraa; >0, (i=1,...,m).
Iniciamos a andlise pela equagao dinamica do erro de rastreamento (5.25), com a

fatoracao S DU, reescrita abaixo,
eo(t) = Wi (s)SD[u — QT0*(t). (6.4)

Substituindo o controlador

u(t) = QT(HO(1) (6.5)

em ([G.4]), teremos
eo(t) = War(s)S[DQTO](t). (6.6)

Agora, definindo o sinal F'(t), da mesma forma que no caso SISO,
F(t) = Wa(s) ' [eo](t) = SDQT(1)O(1), (6.7)

e substituindo a matriz de transferéncia do modelo (6.3)), resulta

F(t) = diag{s + a;}[eo) (1

= Lnxm$[eo](t) + diag{ai}eo(t), (6.8)
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onde a; >0, (i = 1,...,m),(Pinto & Costa 2008). Utilizando a definigao de F(t), uma

realizacao minima de (6.4)), é dada por

éo(t) = Ameo(t) + F(t), (6.9)

onde, A,, = diag—a;, (i =1,...,m).

De (69)), para obter o sinal F'(t) é necessario medir o vetor éy(t). Entao, suponha
inicialmente que este sinal estd disponivel para leitura.

De (B31), definimos a lei de adaptagao dos parametros introduzindo o sinal aF(t),
tal que

O(t) = —T'sign(D)Q(t)[eo(t) + aF(t)], (6.10)

onde o € R ¢é positivo.
Quando éy(t) ndo estéd disponivel para medigao, F(t) nao pode ser calculada a partir

de (6.7)). Para contornar este problema, utilizamos uma estimativa éy(t), dada por

b0(s) = diag { —— b eqls) = T(s)eo(s) (6.11)
sy

onde 7; sao as constantes de tempo da matriz de filtros T'(s).

Substituindo eq(t) pela sua estimativa éy(t) em (6.7)), teremos

= W (8) ' T(s)Was(s)[F)(t), (6.12)

onde F'(t) é uma estimativa de F(t).

A figura mostra o diagrama de blocos da equagao (6.12). A expressao (G.I2)pode

W(s) T(s) W (s)™!

FI1GURA 6.1: Diagrama de blocos da equacao (6.12).
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ainda ser escrita como

F(t) = H(s)eol () , (6.13)
onde
H(s) = Wy,'T(s) = diag{s + a; }diag {Tisl—i— N } = diag {;:ﬁ; } : (6.14)

Também podemos expressar F(t) como
F(t) = T(s)[F](t), (6.15)

Substituindo F(t) pela sua defini¢ao, dada em(6.71), teremos

~

F(t) = T(s)[SDQTO|(2). (6.16)

Em seguida, substituindo F(t) em (BI0), pela sua estimativa F'(t), obtemos uma
nova lei de adaptagao do algoritmo a-MRAC MIMO dada por

~ ~

O(t) = —T'sign(D)Q(t)[eo(t) + aF(t)] . (6.17)

A estrutura do algoritmo a-MRAC MIMO pode ser vista no diagrama de blocos
da figura [6.2]

 / )
N ‘P‘r

w1 w2

Filtro Filtro

Algoritmo Adaptativo

FIGURA 6.2: Diagrama de blocos do algoritmo a-MRAC MIMO.
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6.2 Analise de estabilidade

Quando éy(t) é medido, F(t) é conhecido e ndo hé necessidade de sua estimativa F(t),
o que resulta na reducdo da matriz de filtros T'(s) pela matriz identidade. Entao

F(t) = F(1).

Para simplificar a notacao, definimos
F(t) = DQT(1)O(t). (6.18)
Entao, (6.7) pode ser reescrita como
F(t) = SF(t). (6.19)

Neste caso, o conjunto de equacoes que representa a dinamica completa do sistema em

malha fechada é dada por (5.29), cuja entrada é F(¢),

Z(t) = AuZ(t) + By F(t),
eot) = Cu Z(1), (6.20)

e pela lei de adaptacao (6.10),

O(t) = —T'sign(D)Q2t)[eo(t) + aF ()] . (6.21)

Agora, escolhemos a mesma funcao positiva definida dada em (5.33)), e derivando no

tempo ao longo das trajetdrias do sistema ([6.20) e (EI0), teremos

V(Z,0) = —Z(t)QuZ(t) + O ()DL T'sign(D)Q(t)eo(t) + O(t)]
= —Z"()QuZ(1) + O (1) DT~ [[sign(D)Q(t)eo(t)
— Dsign(D)Q(t)[eo(t) + aSF(t)]]
= —ZT)QuZ(t) — 6T (t)DQ(t)aSF(t) . (6.22)

Substituindo F(t), de (6.I]), em (6.22), usando (530) e as relagoes Q2D = D) ou
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DOQT = QTD, obtemos
V(Z,0) = -Zt)'QuZ(t) — a®T ()Q(t)DSDOQT (1)O(t) < 0. (6.23)

Note que a matriz DSD é positiva definida, visto que S = ST > 0 e D é diagonal.

Visto que V(Z,0) < 0, entdo O(t) € Lo e Z(t) € L. De B20), eo(t) € Lo
Entao para r(t) e ynm(t) € Lo, pela definigao do erro de rastreamento y(t) € L e,
consequentemente, ws(t) € L. Usando os mesmos argumentos da Secao 5.4 () €
Lo, logo u(t) € Lo 0 que implica F(t) € Lo, e por B20) Z(t) € Lo € éo(t) € L.
De (615), 2 (t) € Loo. Pela lei de adaptacio O(t) é também uniformemente limitado.
Entédo V(t) € Lo. Integrando [.23) é facil mostrar que Z(t) € Ly, eg(t) € Lo e
F(t) € Lo, logo Z(t), eg(t) e F(t) € Lo[) L. Portanto, pelo Lema de Barbalat
provamos que Z(t) — 0, F(t) — 0 e eg(t) — 0 quando ¢ — oo. Pela andlise concluimos
que o sistema é globalmente uniformemente estavel.

De (6.23]), observamos que enquanto a lei de adaptagao do algoritmo MRAC elimina
o termo em (:)(t) forcando o seu cancelamento, a lei de adaptagao do algoritmo a-MRAC

MIMO o mantém na andlise completando o seu quadrado. Agora, podemos enunciar

a propriedade de estabilidade do sistema pelo seguinte teorema:

Teorema 6.1 Considere a planta (61]) e o modelo de referéncia (6.3) satisfazendo as
hipdteses (H1)-(H6) e o vetor de entrada r(t) continuo por partes e uniformemente
limitado, entao o controlador (6.3) com a lei de adaptagio (G10) assequra que todos
0s sinais do sistema em malha fechada sdo uniformemente limitados, e eg(t) e F(t)

convergem para zero assintoticamente quando t — 00.

Portanto, pelo teorema acima,

lim F(t) =0 = lim Q7(t)O(t) = 0, (6.24)

t—o0 t—o00

independentemente de persisténcia de sinal. Esta caracteristica do algoritmo a-MRAC
MIMO ¢ fundamental no comportamento do transitério do sistema. Como esperado, a
convergéncia de O(t) para zero depende de Q(t).

A seguir, vamos analisar a estabilidade de (6.I7), isto é, o caso em que uma esti-

mativa F(t) é utilizada no lugar do sinal F(t). Sem perda de generalidade, considere
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todas as constantes de tempo da matriz diagonal de filtros de avango, 7'(s), dado em

([6.10)) iguais, isto é, 7; = 7 > 0. Substituindo 7 em (6.I5) teremos,

:dz’ag< ! )[F](t). (6.25)

75+ 1
Rearranjando os termos de (6.25]), obtemos

A A

TE(t) = —F(t) + F(t). (6.26)

A equagao (6.26) ¢ uma realizacdo para a equagao (6.25]). Substituindo (6.19) em

([624), teremos
TF(t) = —F(t) + SF(t). (6.27)

Em seguida, escrevemos o conjunto de equagoes que regem a dinamica do sistema,

Z(t) = AuZ(t) + By F (1), (6.28)
eot) = Car Z(1), (6.29)
TE(t) = —F(t) + SF(t) (6.30)
&(t) = —Tsign(D)Q(1)eo(t) + aF(1)] (6.31)

onde {Aps, By, Car} é uma realizagdo ndo minima de Wy(s)S, como definido em

(5.29).

Agora, considere a seguinte funcao positiva definida,
2V (Z(t), F(t),0(t) = ZX ()P Z(t) + arFT(#)STIF(t) + 7D 0. (6.32)

onde Py e Q) satisfazem a equagao (5.30), dada na Segao 5.4. Derivando no tempo
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V(t), ao longo da trajetéria do sistema (6.28)-(6.31]), obtemos

V() = Z() TPy Z(t) + ZOPyZ(t) + arET(1)S™ B (1) + arE(6)T S~ F(t)+
+ 07D () + 6(1)|DIT16(t)
= (A Z @)+ BuF ) " PuZt) + Z" () Pu(AnZ(t) + By F(t))+
+a(=Ft)+ SFA)TSTE{) + aF (1)TS™(—F(t)+
+SF@) +OT(1)[DID 1O (t) + 6T (1)| DT Le)
—2Z(0)TQuZ(t) — 2aF ()T ST F(t) + FL(t)Car Z(t) + ZT (t)CL F(t)+
QFT (1) () + ET () F(t) + 207 (1) DT 16(1)
= 22170 Z(t) — 2aF ()T ST E(t) + 2F T (t)eo(t) + 2aF T (1) F(t)+

+ 207 (4)|DITLO(t)
= 221" Qu Z(t) — 2aF ()T ST E(t) + 2FT () (eo(t) + aF'(t))—
—20"(1)[ DI (D)) (eo(t) + aF (1))
= 2217 QuZ(t) — 2aF ()T STLE(t) + 2FT (1) (eo(t) + aF(t))—
—2FT(t)(eo(t) + aF(t)).

(6.33)

Simplificando a expressao acima, obtemos
V(t)=—-2"QuZ — aFTS7IF. (6.34)

Visto que V(Z, F,©) < 0 implica que V(Z, F, ©) é uniformemente limitada ao longo
da trajetéria (6.28)-(6.31) no espago (Z,ﬁ,é), entao, V(Z, ]3’,(:)) ¢ uniformemente
limitada acima por V(0) e abaixo por 0 e os vetores Z(t), F(t),0(t) € Loo. Visto que
Z(t) = X(t) — Xm(t) e Xpq(t) € L, implica X () € L e, consequentemente, yys(t)
e y(t) € Lo e por (B3) we(t) € L, e usando (5A0) obtemos wy(t) € L. Dado que
r(t), y(t), wi(t) e wa(t) € Lo implica, de (522), QL (1) = w(t) € L. Da estrutura
triangular dos vetores regressores Q7 (t), dada (5.22)), e seguindo os mesmos argumentos
da andlise de estabilidade da Se¢ao 5.4, obtemos €2(t) € L, e assim pela lei de controle
©3) u(t) € L. Da defini¢ao do vetor F(t), dada em (6.7), implica que F(t) € L, €

da definicao do erro de rastreamento ey(t) € L. Portanto, todos os sinais do sistema
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em malha fechada sao uniformemente limitados.

Das equacoes ([6.28) e ([B30) obtemos Z(t), éo(t) e F(t) € Lo, e pela lei de
adaptacao em (6.31)) deduzimos que (:)(t) € L. Entdo, se os vetores Z(t) e F(t)
sio continuos e uniformemente limitados V (t) € Lo. Aplicando o Lema de Barbalat,
obtemos

Z(t),F(t) — 0 e de 629) eo(t) — 0 quando t — co. Isto é,

lim F(t) = 0. (6.35)

t—o0

Considerando 7(t) € L implica y(t) € L seguindo a mesma anélise do caso SISO
obtemos Q(t) € L, e consequentemente F(t) € Lo. Aplicando o Lema de Barbalat,
obtemos

lim F()=0  implica  lim Q' )6(t) = 0. (6.36)

t—o00

A analise apresentada pode ser resumida no seguinte teorema (Pinto & Costa 2008):

Teorema 6.2 Considere o sistema composto pela planta (61]) com o modelo de re-
feréncia (6.2), a lei de controle (6.7) e a lei de adaptacao (6.17). Se satisfazendo as
hipdteses (H1) a (H6) e r(t) é continuo por partes e uniformemente limitado, entao
todos os sinais do sistema em malha fechada sao uniformemente limitados e o erro do

rastreamento eq(t) e F(t) convergem para zero quando t — co.

6.3 Analise do comportamento transitério

Para analisar a resposta do sistema multivariavel nao linear, em malha fechada durante
o transitério, usamos o Método das Perturbagoes Singulares (Kokotovié¢ et al. 1986) da
mesma forma que na Secao [3.4l Desta andlise resulta um modelo reduzido para a
dindmica do erro e o comportamento das varidveis durante a camada limite (periodo

transitério) (Pinto & Costa 2008).

6.3.1 Modelo reduzido

Considere as equagoes definidas em ([6.9), (€17) e (6:27), que descrevem uma realizagao

minima da dinamica do sistema. Expressando as equacoes de forma adequada para
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usarmos o método das perturbacoes singulares teremos,

éolt) = —Apeo(t) + F(t), (6.37)
TE(t) = —F(t) + F(1), (6.38)
I=10(t) = —sign(D)Qt)[eo(t) + aF(1)]. (6.39)

Sem perda de generalidade, vamos considerar sign(D) > 0 e a matriz de ganhos
da adaptacao I' = I =, onde v € R, tal que , onde T € R @nmAm?—m)x (2nm+m?—m) ()
parametro € € R é escolhido como € = 7 = v~ ! que define a mesma relacao importante,

entre as variaveis de projeto, dada em (B.67), e reescrita abaixo,

7y = 1. (6.40)

Substituindo ¢ em (6.38)) e (6.39)), resulta no sistema

eo(t) = —Ameo(t) + F(t) s (641)
cF(t) = —F(t) + F(1), (6.42)
eO(t) = —Qey — QaF (1), (6.43)

com as condigdes iniciais eg(to) = €3, F(to) = F° e O(ty) = ©°.

Quando fixamos ¢ = 0, as equagoes diferenciais (6.42)-([6.43) degeneram-se em
equacoes algébricas ou transcendentais. Escrevendo as equagoes algébricas obtidas de

(642)-([643) de forma compacta, obtemos a fun¢ao g como
0= g(eo, F,0,¢,1) = g(e, £, 0,0, 1), (6.44)

onde a barra superior identifica as variaveis pertencentes ao sistema com € = 0.

Para haver um modelo reduzido basta que as equacoes transcendentais ou algébricas

(644) tenham raizes reais e distintas nao necessariamente unicas. Entao, para ¢ = 0
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as equacoes (6.42)-(6.43) tornam-se,

F(t) = F(t), (6.45)
&o(t) = —aF(t). (6.46)

Substituindo (6.46) em ([6.45]),
Ft) = —ate(t), (6.47)

e introduzindo ([6.47) em (6.41]), obtemos

ég(t) = —Amég(t) — Oé_léo(t)

— (A + a  pm)eo(t) . (6.48)

onde A, = diag{—a;}.
Denominando A = A,, + a '1,,«m € substituindo em (641]), obtemos o modelo

reduzido do sistema como

é0<t> = _Aé()(t)v éO(tO) = 687 (649>

éo(t) = ede= A=t (6.50)

De (6.47), verificamos
F=a e At (6.51)

De (6X51)), andlogo ao caso SISO, @(t) — 0 de forma exponencial, logo u(t) —
u* exponencialmente, onde u* é o controle ideal. Portanto, o algoritmo a-MRAC
MIMO pode estimar (exponencialmente rapido) u* sem ter que identificar o vetor de
parametros ideais ©*. Quando I'"! e 7 sdo suficientemente pequenos, isto é, € pequeno,
a convergencia do erro de rastreamento é exponencial. No caso limite em que ¢ = 0,
o erro de rastreamento ey(t) se comporta como o modelo reduzido é(t). Tanto éy(t)
como F(t) convergem exponencialmente para zero quando t — oo, com uma taxa de

decaimento que s6 depende dos parametros do projeto.
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6.3.2 Comportamento da camada limite

Baseado no breve resumo apresentado na Secao (B.4]), nesta Secao vamos descrever
o comportamento de F e © como funcao de 7 que corresponde a variavel de tempo
parametrizada, a qual representa o periodo dilatado de duracao da camada limite,
onde os transitorios rapidos decaem para zero. O desenvolvimento segue os passos do

caso SISO apresentado na Secao(3.4]). Para isso, usamos a corregao da camada limite

~

definida por F(7) = F — f’(to) e O(f) =6 — é(to), as quais satisfazem o sistema da
camada limite (Kokotovié¢ et al. 1986),

dF 2 N =

e—r = 0u(eq, F(7) + F(to), O(7) + O(to), &, to) (6.52)
de 2 N =

e = 92(e0, F(7) + F(t0), 6(7) + Olto). €, t0). (6.53)

Do sistema (6.42))-(6.43)) definimos as fungoes g; e go, para aplicar a corregdo da camada

limite, tal que

eF(t) = —F(t) + F(t) = g1(€Y, F () + ];(to), O(7) + é(tg), e, to), (6.54)
£O(t) = —Qeg — QaF(t) = ga(el, F(7) + F(to), O(F) + O(to), &, to) , (6.55)
De (6.54]) e relembrando que Cfi—i = %, desenvolvemos as derivadas parciais de % e Z—é

da seguinte forma, A . . .
edF _6dFd% _ngl _dF
dt " drdt  die df’

Substituindo a corregao da camada limite de F', teremos

df dFdr dFdt, dF1 dF

— —e——— e — == 6.56
T drdt Cdndt “dre  dr (6.56)
Seguindo o mesmo desenvolvimento para O(t), obtemos
46  do
—=—. 6.57
“at T dr (6.57)
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Entao, o sistema da camada limite pode ser descrito como

dF:1 X =~ 2 =
i g1(ed, F(7) + F(to), O(7) + O(to), €, t0) (6.58)
dé 0 X . = 2 . =
E :gg(eo,F(T)+F(t0),@(7')—l—@(to),S,tO). (659)

Agora, vamos proceder a andalise do comportamento de F(t) na camada limite. Subs-

tituindo os argumentos de (G.58) em (6.54)), teremos

O = —F() ~ Fto) + Flto), (6.60)

Introduzindo (6.47)) em (6.60),

d}%’ 2
E = —F(7V') + Oéilég(to) + F(to) y (661)

e substituindo (6.41]) em (6.61]) obtemos,

P _f‘j(%) + a~'ey(to) + €o(to) + Ameo(to). (6.62)

Sabendo que eg(tg) = ép(ty) = €)), tal que durante a camada limite o valor de ey é

mantidos muito préximo do valor da condigao inicial €3, segue de (6.62),

~

L~ _P(F) + a olte) + éolte) + Ambo(to). (6.63)

Substituindo (6.49) em (6.63),

dlfﬂ 2 _
E = —F(i’) + O[_léo(t()) - Aéo(t()) + Amé()(t()), (664)
entao, R
F o2 _
fT + F(7) = (@ Hm — A+ Apep. (6.65)
=
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Agora, introduzindo a expressdao de A, teremos
— + F(7) =0. (6.66)

Resolvendo a equagdo dinamica (6.66) obtemos o comportamento de a (7) durante a

existéncia da camada limite determinado pela exponencial,
F(7) = F(ty)e ™. (6.67)

Como esperado, F'(7) decai para zero quando 7 — o0.

Agora, vamos analisar o comportamento de ©(7) na camada limite. Substituindo

os argumentos de (6.59) em (6.57]), teremos

16

E:

—Qto)eo(to) — Qto)a(E(F) + Flto)) (6.68)

— = —Q(to)ed + Qto)ova ey (o) — Qto)aF (7) (6.69)

= —aQ(to) F(7). (6.70)
Finalmente, substituindo (6.67)) em (6.70)), obtemos

fl—(f) — —aQ(to) E(to)e " (6.71)

F

Integrando (G71)) em relaciio a 7 obtemos o comportamento dos vetores ©(7) durante

a camada limite descrito pela exponencial,

O(7) = aQ(to) F(to)e . (6.72)

Agora, para analisar o comportamento de eo(7) durante a camada limite usamos a
seguinte correcao,
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Substituindo (€.73)) em (6.41]), teremos

g€y + dé;fj) = ch(éo(7) + eo(?), (i)(i') + é(t), g, t). (6.74)

relembrando que &y satisfaz o modelo reduzido e substituindo ([6.49) em (6.74), obtemos

déy(7)

= (7) + O(t), 2, 1) — eAeo(t), (6.75)

®Z>

= ch(éo(7) + éo(t),

De (€73), quando £ — 0 implica dé;g) — 0, portanto éy(7) é constante. Visto que,

para ¢ = 0 implica 7 = oo, entao ey(c0) = e¢(0). Por outro lado, ¥ = 0 corresponde
at = tyg. Das condigoes iniciais de (6.41) e ([6.49), teremos eg(ty) = €(ty) = €) 0 que
implica eq(7) = eo(to) —€o(ty) = 0. Logo, eo(7) = 0 implica que ey(t, ) — €o(t) quando

e — 0.

Portanto, a correcao da camada limite de © decai para zero (©(7) — 0) e conse-
quentemente O(t) = é(t), e a correcao da camada limite de eg(7) é nula e constante.
Entao, eg(7) = 0 implica ey(t) = éy(t). Estes argumentos confirmam as aproximacoes
definidas em ([B.:82]) e (8:84]), para o caso SISO na Segao 3.4, e que também sao vélidas
para o caso MIMO. Estas aproximacoes asseguram a validade do modelo reduzido para

o erro de rastreamento, dado em (6.49).

6.4 Limitante superior

idei r uma envoltéria superior par T rastreamento é convenien

A ideia de se te a envoltéria superior para o erro de rastreamento é conveniente,
pois poderiamos obter uma avaliagao, mesmo que grosseira, do erro de rastreamento a
priori em funcao dos parametros de projeto. Iniciamos pela fungao de Lyapunov dada

em (6.32), a qual é reescrita na forma de inequagao usando (LI6), como:
. a iy A 1 1 ~
V(Z, F, @) < TEAmaw(S 1)||FH§ + 5/\maa¢<,PM>HZ||§ + iAmam(J)H@Hg J (6-76>

onde J = DIt et >0.

Denominando 7 = max{7Amae(S™), Amae(Pr)}, M > max;>o{[|O(t)|3}, e substi-
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tuindo em (6.70), teremos

V(Z,F,0) <

b |2

(| F1l3 + 112113) + ; Amaa (J) M. (6.77)

A derivada da funcao de Lyapunov, dada em (6.34]), pode ser colocada na forma de
inequacao como
V(Z,F,0) < =aXmn(STIEI5 = Amin(Qr)l1 213 (6.78)
Considere 8 = min{A\,,in(S™1), Anin(9Qm) }- Reescrevendo ([G.78) como
V(Z.F,0) < —p(a|| Fll; +[12]13) . (6.79)

e multiplicando e dividindo, a esquerda de (6.79), por I e substituindo em (6.77),

obtemos

s 1
V(Z,F,0) < L@l FIE+ 1 ZI2) + Pwas ()M
< —LV(Z,F,0) + ~Apax(J)M. :
< LV (ZF.8) + Shnal) (6.80)
Rearranjando os termos de (6.80), tal que
. ) .
V(2. F.6)+ LV (2,5.8) < DD, (6.51)

resulta na equacao diferencial de primeira ordem da fungao de Lyapunov. Resolvendo

a equagao (6.81), obtemos

Amaz(J)M . (6.82)

Em seguida, de (6.32) expressamos V' (0) como a inequagao

V(0) < Aar(IE(0)13 + 1Z(0)13 + O(0)3) < AarNo, (6.83)
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onde

No = [[F(0)][5 + 1Z(0)]5 + [16(0)]13, (6.84)
(S
aT 1 1 1 1
Av = maX{T)\max(S ) 5)‘maz(7)/\/l) 5)‘maz(<])} = iAmax(PM)a (6.85)

para T e Apar(J) suficientemente pequenos. Entao,

V(O) S Amaz(PM>NO . (686)

| —

Da mesma forma, podemos expressar V (t), de [6.32] pela seguinte inequagao

V(1) > a2 AialS EOIE + 5hmin P01 Z0)E + S Amin DIOOIZ,  (6.87)

e substituindo (6.86)) e (6.87) em (6.82), resulta

e “r )\mzn (7)./\/() f ’

(6.88)

>\max >\max<J>
Z t 2 < /7 7 M -

onde my = min{||©(t)||2} e f = max{||F(t)||2}. Considerando as condicdes iniciais de
©(0) = 0 implica my = 0. De ([6.29) e usando (LI6]), obtemos A\pa (CLCour) || Z(t)|3 >
leo(t)]|3. Denominando .. (CT,Cy) =ce i = 2% e substituindo em ([6.88]), obtemos

A partir desta anélise concluimos que ||eg(#)]|3 possui a envoltéria descrita em (?7),

a qual converge exponencialmente com a taxa de convergéncia determinada pela cons-

Amaz (J)

_ )\min (57 1)
S (Prd) cM — o $in> 2

Amzn('PM)

do erro de rastreamento ey(t) continua a decair até zero. Entretanto, a expressao en-

tante 1 até o valor dado por cf em t > t*, enquanto o vetor
contrada é fungao das matrizes Py e Q¢ da equacao algébrica de Lyapunov, as quais
sao indeterminadas. Portanto, a envoltoria é considerada apenas para andlise, a qual
confirma o resultado obtido do modelo reduzido, onde se afirma que, para ¢ — 0, o

erro de rastreamento tem um decaimento exponencial quando ¢t — oo.
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6.5 Resultados das simulacoes

Para ilustrar a contribuicao do algoritmo a-MRAC MIMO na melhoria do transitério,
previsto pela andalise, apresentamos duas simulacoes. Na primeira simulagao, conside-

ramos uma planta com a seguinte matriz de transferéncia:

1 1
— K, diagd ——
Gilo) = Kydiag { . )

onde,
0.5  0.866

—0.866 0.5

K, =

é desconhecido, e a matriz de transferéncia do modelo é definida como

WlM(s):diag{ CE }

s+1" s+1

A figura mostra os resultados da simulagao obtidos quando o algoritmo MRAC
MIMO padrao é usado. A figural6.4l mostra os resultados da simulagao com o algoritmo
a-MRAC MIMO.

Os dados usados nesta simulagao foram: I' = 51, 7 = 0.05, o = 1, r(t) = [sin(3t) —
sin(5.5t)]7, e as condigoes iniciais y(0) = éy(0) = [2_7 —0,7}T. Todas as outras
condicoes iniciais sao nulas.

Como esperado, a figura [6.4](a), mostra que a melhoria da resposta transitéria do
erro de rastreamento é expressiva, como também para as outras variaveis exibidas,
mesmo para valores baixos na matriz dos ganhos de adaptacao I'. Além disso, a
convergéncia ¢ mais rapida.

A segunda simulacao, considera a matriz de transferéncia da planta,

GQ(s):Kpdz’ag{ (s+6) (s+6) } |

s(s+2) s(s+3)

onde K, ¢ o mesmo da primeira simulagao, e o modelo é representado pela matriz de

) 1 1
va@>=dmg{S+1,s+2}.

transferéncia,

Os resultados da simulagao realizada com o algoritmo MRAC MIMO padrao é mos-
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MRAC MIMO I'=51I

(b)

o

""/ "\"M'W‘M‘WM‘M“‘Q‘0"‘“';‘\,0‘“0\“‘\'0‘"0",‘\‘”‘ ’0\"0\',“’

_5 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t

(c)
FIGURA 6.3: Simulacdo da planta G1(s) usando o MRAC MIMO padréao.

trado na figura e com o algoritmo a-MRAC na figura [6.6

T
Neste caso os dados usados foram: I' = 10/, « = 1,7 = 0.1, 7(t) = |sin(1.1¢) —sin(6t)]| ,

T
e as condigoes iniciais y(0) = é9(0) = [0.956 —0.256| . Com todas as outras condigoes

iniciais nulas.

Os graficos da figura mostram uma notavel melhoria do comportamento tran-
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a-MRAC MIMO I'=5I,a=1,7=0.05
eo(t) 3 \ \ T T T

le@) 3

0.5 1

FIGURA 6.4: Simulagao da planta G1(s) usando a-MRAC MIMO.

sitério de todas as variaveis consideradas, e convergéncia mais rapida, quando compa-

radas com as respostas obtidas pelo algoritmo MRAC MIMO padrao.

Para finalizar as simulacoes, comparamos a resposta do modelo reduzido do erro de

rastreamento com a resposta do sistema completo, obtidas nas figuras e 6.6, para

as plantas G1(s) e Ga(s) usando o algoritmo a-MRAC MIMO. Acrescentamos também
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MRAC MIMO I' =101

eo(t) 2 T T
l -]
0 M mem “/Mu ‘I""‘g‘,utﬂﬂuuo'h‘e"A"'./"V'\A,‘,
_1 — -
-2 | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t
(a)
e 20

u(t) 40

()
FIGURA 6.5: Simulagao da planta Ga(s) usando MRAC MIMO.

a comparacao entre os vetores de controle para ambos os sistemas.

Das figuras e observamos a discrepancia entre o modelo reduzido e o modelo

completo que correspondem aos transitérios rapidos eliminados do modelo reduzido.
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a-MRAC I'=10/,a=1,7=0.1
T

eo(t) T T T

lew) 3

10

()

FIGURA 6.6: Resultados da simulacao da planta Go(s) usando o a-MRAC MIMO.

6.6 Conclusoes

O principal resultado apresentado foi a melhoria do comportamento transitério do
erro do rastreamento, usando a lei de adaptacao a-MRAC MIMO com o sistema em
malha fechada. Esta nova lei de adaptacao garante estabilidade global e a convergéncia

assintotica do erro de rastreamento para zero quando t — oco. Este resultado é resumido
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a-MRAC MIMO a =1, =0.00001
3 T

) (t)

FI1GURA 6.7: Modelo reduzido (— —) e completo (—) do sistema para a planta Gy (s).

a-MRAC MIMO a =1, e=0.00001
T

e (t) 1

FIGURA 6.8: Modelo reduzido (— —) e completo (—) do sistema para a planta Ga(s).

no teorema (6.1 quando éy(t) pode ser medido e no teorema ([6.2) quando éy(t) é
estimado.

Um importante resultado foi obtido, usando o método das perturbacoes singulares,
no qual foi possivel deduzir o modelo reduzido exponencial do erro de rastreamento,
quando a matriz de ganhos de adaptacao I' tende a infinito e a constante de tempo
T tende a zero, isto é ¢ — 0. Entretanto, para valores suficientemente pequenos de
€, o comportamento transitério do erro de rastreamento decai exponencialmenmte,
como previsto pelo modelo reduzido, cuja taxa de decaimento é determinada pelos
parametros do projeto.

A expressao de uma envoltéria para eg(t) confirma a aproximagao do modelo redu-
zido, no caso limite (7 e I™' — 0).

Outro resultado vem da observacio da expressio de V (t) ([6.34), onde o termo que
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contém o vetor F' nio foi eliminado, ao invés disso, a lei de adaptacao o manteve na
expressao completando seus quadrados. Pela analise de estabilidade, a consequéncia di-
reta da presenca deste termo é que lim;_. Q7 (¢)O(t) = 0 independente de persisténcia
de sinal.

Para finalizar, verificamos que o bom comportamento do transitério do rastrea-
mento se deve também a correta inicializagao do filtro de avango. Isto é, se inicializar-
mos o filtro é,(0) = 0 o vetor de parametros O(t) salta repentinamente para valores
altos e o comportamento transitério se deteriora. Portanto, a condigao inicial do filtro
é0(0) = y(0) permite a suavizagao de O(t). Cabe ressaltar, que o sinal y(0) é disponivel

e pode ser transmitido para inicializar o filtro.
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Capitulo 7

Algoritmo o-MRAC MIMO robusto

Este capitulo analisa a propriedade de robustez de um novo algoritmo adaptativo base-
ado no algoritmo a-MRAC MIMO. A analise desenvolvida é uma extensao da apresen-
tada no capitulo 4. O novo algoritmo ¢ resultado da modificacao do a-MRAC MIMO,
onde substitui-se o erro filtrado por uma estimativa (Tao 2003), introduz-se um sinal
normalizante e adiciona-se um sinal chaveado (Ioannou & Tsakalis 1986), (Ioannou &
Tsakalis 1988a). O algoritmo garante a estabilidade do sistema em malha fechada para

plantas com dinamicas nao modeladas aditivas e multiplicativas.

7.1 Equacao do erro

Da equagcao (5.51]), definimos o erro do rastreamento filtrado como

er(t) = Q(s)eo(t) , (7.1)

onde a matriz diagonal Q(s) = (I + aH(s)) € R™*™ é prépria e estavel e H(s) é uma
matriz diagonal de filtros de avanco, dada em (G.14]) e e € R™.

A estimativa do erro filtrado é definida como
efr(t) = ef(t) — KQ(s)War(s)[eym?](t), (7.2)

onde €;(t) € R™ e m(t) é um sinal normalizante, dado em (B.53).
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Substituindo (1) em (Z2)) e introduzindo a matriz S, teremos
e7(t) = Q(s)[eo] (t) — KQ(s)Ws(5)S[S eym?] (). (7.3)

Substituindo (5.51]) em (Z3) obtemos a expressao desejada de €;(t) para a andlise da

estabilidade robusta,

es(t) = Q(s)War(5)S[DQTO + ] (1) — Q(s)Was(5)S[wS~ eym? (1)
= Q(s)War(s)S[DQTO + iy — kS~ epm?)(t), (7.4)

7.2 Lei de adaptacao robusta

Definindo o estado Z(t) de uma realizagao nao minima {A, B, C'}, da matriz de trans-

feréncia Q(s)Wh(s)S, dada em (7.4]), temos o sistema dinamico

Z = AZ + Bu,

€r = CZ, (75)

onde v(t) = DQT(£)O(t) — kS~ es (t)m?(t) — ui(t). Para Q(s)Wy(s)S estritamente real
positiva (ver Lema [5.2]), pelo lema de Lefschetz-Kalman-Yakubovich, existem matrizes

P=P'>0e@=0QT >0 tal que

ATP+ PA=-Q,
PB=CT. (7.6)

Agora, relembrando a defini¢ao das matrizes D e I' em (5.31]) e (£.32),

D:diag{dlll, dglg, ce ey dmIm}; (77)
I =diag{l', T2, ..., T}, (7.8)

e escolhendo a seguinte fungao positiva definida,

V(Z,0)=ZT(t)PZ(t) + 6T (t)|D|T1O(t), (7.9)
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efetuamos a derivada no tempo de V(Z, ©), ao longo da trajetéria do sistema (7)), e

juntamente com (7.6]), obtemos

V(Z,0) = —Z"(1)QZ(t) + 207 ()QD(t)es(t) — 26m>(t)e} (£) S ef(t)—

—2uifT (t)es(t) + 267 (1) DT (1). (7.10)

Dado DQT = QD e substituindo em (Z.10), resulta

— 26m®(t)er (8) S~ ep(t) — 2um" (t)es(t). (7.11)

De ([ZI1]), escolhemos a lei de adaptacao robusta como

O(t) = —Isign(D)Q(t)es(t) — o(t)TO(1), (7.12)
e a lei de controle
u(t) = QT (1)O(t), (7.13)

onde o(t) é um sinal chaveado, dado por (Tao 2003, p.399)

(

0 se ||@<t>||2 <M1,
o(t) = o (I8P — 1) se My <||O(1)]]2 < 2M;, (7.14)
001 se H@(t)HQ Z 2M1 >

\

com, M; >|| ©* |2 e og1 > 0 arbitrario. Para implementar o sinal o(t) precisamos

conhecer o valor de M;.
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7.3 Analise de robustez

Nesta secao ¢ analisada a robustez do sistema em malha fechada usando a nova lei de
adaptagao, dada em (7.I2)), e do controlador, dado em (.I3]). O principal resultado

desta analise pode ser resumida pelo seguinte teorema:

Teorema 7.1 Para o sistema composto pela planta (21]), pelo modelo de referéncia
(2.3), pelo controlador (7.13) e pela lei de adaptagdo (7.13) com o esquema de chavea-
mento (7.17), se as hipdteses (H1) a (HS) sdio satisfeitas, entio existe uma constante
w* > 0, tal que para algum p € [0, u*), todos os sinais do sistema em malha fechada

sao limitados e

/2(H Z(t) I3 + I e (O)m(t) [3)dt < p*ko(tz — t1) + o, (7.15)

t1

bem como

to 3
[0 ert Bt < whotea = )+, (710

t1

paray >0 e ko > 0.

Prova: Considere a fungao de positiva definida (Z.9) e sua derivada (Z11),

Substituindo a lei de adaptagao (TI2), e lembrando que A\, (Q)||Z]]5 < Z7QZ <
/\ma:v(Q)HZ”%a obtemos

V(Z,0) = —Z"()QZ(t) — 2007 (t)|D|O(t) — 2km’e} ()5~ es(t) — 2uef ()n(t)

— 2pe; (1)7(2). (7.17)

De (Z.I7), observamos que o tltimo termo 2s€} (¢)7(t) nao é definido. Considerando
os dois tltimos termos de (ZI7) e aplicando o artificio sugerido por (Tao 2003, p.222),
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para o caso SISO, verifica-se que a igualdade abaixo é verdadeira:

= 26Amin (ST Im(t)er ()| + 2uep ()(t) = —KAmin(S™)m? (L)€} (H)es () +

P )\
HmQ(t)/\min(S—l)n(t)_ﬁ< Amin(S™1)meg(t) wm(t) /\mm(s—1)> %

( Amin(S™H)m(t)es(t) — s IWZ\(t)- (S—l)> _ (7.18)

De (TI8)), podemos afirmar que,

=26 Amin(STH[m()es (O + 2ue (7(t) < —EXmin(STH)|Im(t)er ()] +

N /Oy (7.19)

Introduzindo (Z19) em (ZI7), teremos

V(Z,0) < =Xnin(@)IZ(D)|I3 — 20 Amin(ID))OT (H)O(t)

2t (1)
RM2Apin (S™1)

= 8 min (ST Im(B)es (I + (), (7.20)

onde o ultimo termo da inequacao tem sinal positivo.

Seguindo o desenvolvimento apresentado no apéndice ([C.2) substituimos (C.80) em

(C20), tal que

V(Z,0) < = Anin(@)IZ(D)]I3 = 20Xmin(ID))OT (H)O(t)

k2 k2
— . -1 2 2. M4 2 ™4 2
(Sl Oes O + 27 s e e, (ran

Em seguida, consideramos o esquema de chaveamento na anélise do termo

20 Amin(|D])OT (t)O(t). Temos, entdo, que

20 Amin(|D)OT (1)O(t) = o Awin(ID]) (6T (1)O(1) + (O(1) — ©1)T(O(1) — ©) — ©°TO") > 0.
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Se u € [0, u*), para p* = \/M’\m”(lpll)fmi"(sfl), substituimos p = V/du*, para
4
0 <6 <1, em (Z200), tal que

V(2.0) < ~Amin( QNIZ(0)]} = 20 \min (DO (1)O(1)—
= 2 A in(S OO + 20Mmin (D)3 + 20Amin(DPINOW| . (7:22)

Da expressao acima mostrando apenas os termos que contém o, teremos

20 Amin (| D) (=0T (1)O(t) + 6 + |01 [*) ,
20 Amin(|D])(—(O(t) — ©9)TO(t) + 6 + 6||O(1)| ) |
20 Amin(|D]) (=07 (1)O(t) + ©°TO(t) + 6 + 6||O(1)| ) . (7.23)

De (C.23)), verificamos que
(6 —1)0T#)O(t) + 6 + 6070 (t) < 0. (7.24)
Como (§ — 1) < 0, e substituindo acima, teremos
—|6 =110 #)0t) + 6§ + 60*7O(t) < 0,
6+ 60 TO(t)
o—-11

5 +50+TO(t)
|0 — 1]

e’(t)e(t) >

oMl > (7.25)
De (ZZ5), concluimos que existe uma constante Oy > 0 tal que V(Z, ) < 0 sempre
que |[©(t)|]2 > Op.

De ([Z21)) retirando o termo chaveado, a desigualdade ainda ¢ satisfeita,

V(Z,0) < =Xnin(Q) | Z() 13 =26Amin (S~ )me} (H)es (1) +
21° k]

m(l +1e)3). (7.26)

_l_

Considere a norma de [|6(t)||2 limitada, isto é ©(t) € Lo, entdo podemos definir um

limite superior tal que,

19 < Oma- (7.27)
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Integrando ambos os lados de (7.24]),

|06 <~ [ @) 2 3 a-

t1 t1
21.2

A (S /t (ep(Om) (e, (O)m ())dt+%(1+@mm) /t “at, (7.28)

teremos,

V(Z(t2),O(t2)) = V(Z(11), O(t1)) < —/tzkmin(Q) I Z(t) |13 dt—
t2 2.2

—2/1/\mm(5_1)/ (e;(O)ym ()" (e (t)m(t))dt + 2 4(1+®ma$)/tz(t2—t1),

t1 K

Amm@)[2nza>ﬁdr+mamas*y[2kﬂwma»<q<><>Mt<

2@2]@% t2
_ —t1). 2
+ KEAmin(S™1) (1+ @max)/ (t2 = ). (7.29)

t1

V(Z(t),0(t1)) = V(Z(t2), O(t2))

Definindo 79 = V(Z(t1),0(t1)) — V(Z(t2),0(t2)), ko = %{1)(1 + Opaa) €
introduzindo em (7.29)), obtemos

/\mm(Q)/t2 | Z(t) ||3 dt+2mmm(s—1)/t2(ef(t)m(t))T(ef(t)m(t))dt < ot pPko(ta—ty).

Denominando 8 = min{ A\, (Q), 26 nin(S™1)} e substituindo em (7.30), teremos

ﬁ/“nz Mﬁ+ﬂ/ e (Om() (e (Om(D)dt < 7o+ 1Pko(ts — 1), (7.30)
[Wzm@+@wmm%wmwmﬁs%+ﬁ%m—m, (7.31)
[?Hﬂwm+qummuwusﬁ%m—uwwm (7.32)
ondeﬁz%‘)>0,/;:0:%°>0. |

Portanto, de (Z.32) verificamos que Z(t) e e;(t)m(t) pertencem B>#’%o_ conforme a
defini¢io (LI4), para qualquer ko > 0 e 4 > 0 e, consequentemente, de (T3, €;(t) €
B>k De (2), para Q(s)Wy(s) estritamente propria e estével, es(t) € B>,
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Concluimos que existe uma constante x> 0 tal que p € [0, ") a qual assegura
que V(Z,0) < 0, sempre que |[O]| > Oy, e sendo V(Z,0) > 0 implica Z(t) € Lo,
O(t) € Lo, logo por (TH), €;(t) € Lo e, consequentemente, m(t) € Lo. Do apéndice
(C3) sendo m(t) € L implica y(t), wa(t) e u(t) € Lo logo 7(t) € Lo e por (B3
wsy(t) € L. Baseado nos mesmos argumentos da andlise da subsecao (B.5.4]), devido
a estrutura triangular dos vetores regressores, concluimos que Q;, (i = 1,--+ ,m) sao
uniformemente limitados, o que implica a matriz de regressores €2(t) € L. Visto que,
r(t) é uniformemente limitado ya/(t) € Lo, logo eo(t) € L. Pela lei de adaptacao
(12, C:)(t) e O(t) sdo uniformemente limitados. Portanto, todos os sinais do sistema
em malha fechada sao uniformemente limitados.

Pelo exposto, Z(t), é4(t) € Lo, entdo V(t) € Loo. Se pu = 0 concluimos que Z(t) e

ef(t) — 0 e, consequentemente, e(t) — 0 quando t — oo.

7.4 Resultados das simulacgoes

Nesta segao, apresentamos o resultado de dois exemplos que ilustram a robustez do novo
algoritmo, e comparamos com o algoritmo MRAC padrao com as mesmas modificagoes
introduzidas na lei de adaptacao do algoritmo alpha-MRAC robusto. Em seguida,
simulamos os efeitos da variagao de p no erro de rastreamento do sistema, usando os
dois algoritmos, para a planta Gp;(s).

O primeiro exemplo considera uma planta com a seguinte matriz de transferéncia:

_ 1 1
Goi(s) = K, diag {ma s 1} ) (7.33)
onde,
0.5 0.866
K, = . (7.34)
—0.866 0.5

O correspondente modelo de referéncia é

1 1
W- = di — . 7.35
As dinamicas nao modeladas aditiva pA,(s) = u%[ e multiplicativa uA,,(s) =
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229

Mm[, com (= 0.05.

Neste exemplo todos os parametros sao desconhecidos.
Os dados usados foram:
Para o a-MRAC MIMO: I" = 1001, o = 1, 7 = 0.01, k£ = 10, §g = 10,61 = 1,05 =
1,m(0) = 1, M1 = 17 Op1 = 4.
Para o MRAC padrao: T' = 1007, k = 50, 09 = 5,01 = 1,0, = 1,m(0) = 1, My =1,
op1 — 4.

T
Entrada externa: r(t) = [2 + squw(0.1t) —2 — sqw(0.2t)

Condigoes iniciais: planta y(0) = [2 2], é(0) = [0 0], sendo todas as outras nulas.

Os resultados da simulagao s@o mostrados nas figuras [[.1l e [T.2]
O segundo exemplo considera a planta com todos parametros desconhecidos cuja

matriz de transferéncia é dada por,

: (s+6) (s+6)
= K,d .
GOQ(S) P lag { 3(3 T 2) i S(S T 3) s (7 36)
onde K, é a mesma do primeiro exemplo e o modelo de referéncia é,
Wans(s) = diag 4 —— , — (7.37)
2M5) = Aag | o +1" s+2f° ’

As dinamicas nao modeladas aditiva e multiplicativa e suas condic¢oes iniciais sao iguais

a simulagao anterior.

Os dados usados neste caso foram:

Para o MRAC: I' = 1007, £k =10, 0g = 10,61 = 1,00 =1,m0 =1, My =1, 0py = 4
Para o -MRAC: ' =10/, 7 = 0.0, a =1, k=1, §y = 10,01 = 1,62 = 1,m(0) = 1,
My =4, 091 = 1.
Entrada: r(t) =[5+ bsqw(0.1t) — 5 — bsqw(0.2t)]".
Condigoes iniciais: y(0) = [2 2], éy = [19.124 — 5.124], sendo todas as outras nulas.
Os resultados da simulagao sao mostrados na figura e[ 4l

Dos graficos das figuras e [.4 podemos verificar a robustez do novo algoritmo.
Como previsto pela andlise, a lei de adaptagao modificada, garante a estabilidade de

todos os sinais para sistemas multivariaveis incertos e sujeitos a erros de modelagem,
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bem como, assegura a convergeéncia da estimativa do erro para a vizinhanca B2r*ko com
erro da ordem da perturbagao da planta (Tao 2003). Observamos também, a melhoria
do comportamento transitorio do erro em relacao ao comportamento do erro obtido
pelo algoritmo MRAC MIMO, exibidos nas figuras [T.1] e [.3l

Os gréficos (ZH)-(?7?) mostram a influéncia da variacdo de p no erro de rastrea-
mento do sistema, usando o algoritmo MRAC MIMO e o algoritmo a-MRAC robusto

para a planta Gy .

Para esta simulacao foram usados os seguintes valores de p = 0.05, = 0.005 e
0.0005.

Como esperado, se p diminui, o erro de rastreamento converge para uma vizinhaga
B2#*k0 menor. O decaimento do erro, usando o novo algoritmo, é assintético e o

comportamento transitério melhora consideravelmente, em relacao ao algoritmo MRAC

MIMO.

7.5 Conclusoes

A robustez do novo algoritmo, baseado na a-MRAC MIMO, foi analisada para o sistema
em malha fechada composto da planta 2.1l do modelo de referéncia 2.5 do controlador
(CI3) e da nova lei de adaptagao (ZIZ). Para tratar as dinamicas ndo modeladas
aditivas e multiplicativas, modificamos a lei de adaptacao (Z.12) substituindo o erro de
rastreamento filtrado pela sua estimativa e adicionamos um sinal chaveado, usando a
técnica o-modificagao. A lei de adaptacao robusta(7.12), que atualiza os parametros
do controlador (ZI3), assegura que todos os sinais do sistema em malha fechada sao
uniformemente limitados, garantindo a estabilidade do sistema. Além do mais, a esti-
mativa do erro de rastreamento converge para a vizinhanca definida por B2#*ko, quando
t — oo, usando o esquema de controle adaptativo com o novo algoritmo robusto. Os
graficos apresentados nas figuras e [[.4] mostram o comportamento dos sinais de
interesse, e ilustram a robustez do novo algoritmo. Completamos a analise observando
o efeito da variagao de p sobre o erro do sistema, usando ambos os algoritmos para a
planta Goi(s). Dos gréficos (T.0)-(?7), verificamos que diminuindo o valor de p o erro

, . . . .. 21,
também diminui, e converge para uma vizinhanca B%#* % menor, com erro da ordem
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da perturbacao da planta (Tao 2003). O comportamento de eg(t) durante o transitério,
usando o algoritmo a-MRAC robusto, é notalvemente melhor quando comparado com

o algoritmo MRAC MIMO.
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Capitulo 8

Conclusoes, trabalhos futuros e

contribuicoes

Nesta tese, introduzimos o algoritmo a-MRAC MIMO e analisamos teéricamente suas
propriedades de estabilidade, robustez e o comportamento da resposta transitoria do
vetor de erros de rastreamento entre um modelo de referéncia e uma planta multi-
variavel, incerta de grau relativo n* = 1. A propriedade de estabilidade foi estudada
usando o método de Lyapunov e apresentou estabilidade global. Para plantas com erros
de modelagem a lei de adaptagao foi modificada, e pela analise da robustez o algoritmo
mostrou que todos os sinais da malha fechada sao uniformemente limitados, desde de
que u € [0, 1), conforme o teorema [[Jl Para analisar o comportamento transitério
usamos o método de perturbagoes singulares (Kokotovi¢ et al. 1986) considerando a
dinamica completa do sistema, e obtemos o modelo reduzido do erro de rastreamento,
bem como o decaimento exponencial de O(7) e F((7) durante a camda limite, o que
valida a aproximagao do modelo reduzido. O algoritmo a-MRAC MIMO apresenta os
seguintes beneficios, a generalizacao do algoritmo a-MRAC monovariavel (Costa 1999)
para o caso multivariavel; usa a fatoracao SDU da matriz de ganhos de alta frequencia
K,, que permite generalizar o sinal do ganho k, da planta, no caso SISO, para o sinal
dos elementos da matriz diagonal D de SDU. O vetor de erros de rastreamento apre-
senta um melhor comportamento durante o transitério, usando a nova lei de adaptacao
com o sistema em malha fechada, em comparacao com o algoritmo MRAC multivariavel

padrao.
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A melhoria do erro de rastreamento durante o transitério é influenciado pela ini-
cializagdo da matriz de filtros de avango (Leads). Isto é, a correta inicializacao de
é0(0) = y(0) é um mecanismo de suavizagao dos vetores de parametros O(t). Cabe
ressaltar que o vetor de saida da planta é considerado disponivel para ser medido, e
transmitido para a inicializacao do filtro.

Quando a matriz de ganhos de adaptacao I' — oo e a constante de tempo dos filtros
7 — 0, o vetor de erros de rastreamento é aproximado pelo modelo reduzido, o qual tem
decaimento exponencial para zero, com t — 00, cuja taxa de convegéncia s6 depende
dos parametros de projeto. Consequentemente, se ajustarmos I' suficientemente alto e
7 suficientemente pequeno a convergéncia é exponencial.

Buscando uma curva limitante superior para a trajetéria do erro de rastreamento,
usando este algoritmo, uma envoltéria superior foi deduzida em fungao parametros de
projeto. Entretanto, esta envoltéria é fungao das matrizes indeterminadas da equacao
algébrica de Lyapunov. No caso limite, quando I' — oo e 7 — 0, a envoltéria torna-se
uma exponencial, como no modelo reduzido. A presenca do termo Ia (t) na expressao
da derivada da funcao de Lyapunov implica num importante resultado, visto que, se
F(t) — 0, entao QT0(t) — 0 sem persisténcia de sinal. Uma ideia aceita na literatura
afirma que, para a classe de controles adaptativos, um bom comportamento transitério
é obtido quando se tem uma boa estimacao dos parametros da planta. Isto nao se veri-
fica para o algoritmo a-MRAC. Para tratar os erros de modelagem, a lei de adaptagao
para plantas com g = 0 foi modificada, tal que o sistema em malha fechada garante
a robustez do sistema quando p # 0. O vetor de erros do rastreamento converge para
uma regiao definida por B2r*ko quando ¢ — co. Mesmo na presenca de dinamicas nao
modeladas o comportamento transitério do erro de rastreamento com o novo algoritmo

é superior ao do algoritmo MRAC convencional.

8.1 Trabalhos Futuros

Os seguintes topicos me parecem ser a continuacoes imediatas deste trabalho:

e Estudar outras estruturas de filtros, em substiuicao ao filtro de avanco usado,

e analisar a estabilidade, o comportamento transitério e a robustez de sistemas
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monovariaveis, na presenca de dinamicas nao modeladas e perturbagoes externas.

Em seguida, generalizar para o caso MIMO os resultados obtidos no caso SISO.

e Estender os resultados desta tese para plantas multivariaveis de grau relativo
n* = 2. Esta tarefa é um tdépico de pesquisa em aberto, e pela eficiéncia do
algoritmo na melhoria do comportamento transitério do sistema, demonstrado
nesta tese, indica que este é um caminho que deve ser seguido, em busca de
aumentar a classe de sistema onde se possa aplicar o algoritmo a-MRAC MIMO.
Em vista disso, algumas simulacoes preliminares foram desenvolvidas, as quais
mostraram que o algoritmo mantém sua principal vantagem de contribuir para a
melhoria do transitorio do sistema, apontando para futuros trabalhos de pesquisas

a serem desenvolvidos.

8.2 Contribuigoes

As contribuicoes de carater inédito desta tese podem ser resumidas a:

e Analise da robustez do sistema, para plantas monovaridveis com erros de modela-
gem aditivas e multiplicaticas, usando um novo algoritmo, baseado no algoritmo

a-MRAC SISO, apresentada no capitulo 4.

e Analise de robustez do MRAC, usando a fatoracao SDU, para plantas mul-
tivariaveis com erros de modelagem aditivas e multiplicaticas, apresentada no

capitulo 5.
e O conteudo dos capitulos 6 e 7 que sao o foco desta tese.

O artigo Melhoria do comportamento transitorio de sistema adaptativos multivaridvens
(Pinto & Costa 2008) foi apresentado no 17th IFAC Word Congress, em julho de 2008
na Coreia do Sul. Este artigo, mostra o algoritmo a-MRAC MIMO sem a anélise de

robustez e sem a deducao da envoltéria superior para o erro de rastreamento.
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Apeéendice A

Demonstracoes do capitulo 3

A.1 Equacao Ideal ou Matching Equation

Para demonstrar a equagao ideal consideramos que nao hé erros de modelagem (u = 0)
e os parametros do controlador ja convergiram (0(t) — 6*). Logo, o erro de rastre-

amento é zero e a saida da planta rastreou a saida do modelo de referéncia, isto é,

y(t) = Go(s)[u](t) = kp P( = Pml(s) [r](t) = Ym(t). Iniciamos a demonstragao substi-
tuindo as equagoes diferenciais da planta ([3.2) e do modelo de referéncia (B.6), no sinal

de controle ([B.19), tal que

o rpals), 20) 2(s)
=4 >A(s)[ (D) + ()5 Sk g (0 + 0500k, () +
+ 04() P () [ym] (1)
_ vy U8) NI A C) Z(s)r
+04(t) P (s)[y] (%)
@8 e als) 2(s) 2(s)
) Puy D), (A1)
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dividindo a expressao por u(t) e considerando 0(t) = 6*, teremos

wals) | grals) Z6) . Z(s) 2(s)

=0 + 0 by + 0; kpp(s> )
a(s), Z(s)  pp 29
)

As) 7 AG)
Z(s)
"P(s) T P(s)

+ 03P, (s)kp

1—92Pm(5)k‘p2(8) B as) s

2(5)  pals) ol
Pl AE) TP AG (4-2)

Operando ambos os lados de (A22)) por A(s)P(s), obtemos a equagao ideal

A(s)P(s) (1 - HZPm(s)kp%> = 0:Ta(s)P(s) + 05 a(s)k,Z(s) + 05k, Z(s)A(s)

01" a(s)P(s) + (05" als) + 05A(5))ky Z(s) = A(s)(P(s) = kpb Pru() Z(5)) (A.3)
a qual é basica para o desenvolvimento da estrutura do controle adaptativo.

A equagao ideal tem solugao tnica * quando os polindmios P(s) e Z(s) sdo copri-

mos.
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Apeéendice B

Demonstracoes do capitulo 4

B.1 Parametrizacao do Erro de Rastreamento mo-

novariavel

Na condicao ideal (matching) o sinal de saida da planta y(¢) rastreia o sinal de saida
do modelo de referéncia y,,(t), e o controlador u(t) é igual ao controlador ideal u*(¢),
dado em (BI5). A equagao (??) considera p = 0. Entao, para facilitar a demons-
tracdo definimos yo(t) = Go(s)[u](t), onde Go(s) é a funcdo de transferéncia nominal
da planta.

Antes de iniciarmos a demonstracao da parametrizacao do erro de rastreamento rees-

crevemos a planta (A1) na presenca de dinamicas ndo modeladas, como

y(t) = Go(s)(1 + pAm(s))[ul(t) + pla(s)[ul(t
= Go(s)[u](t) + pGo(s) Am(s)[u](t) + pla(s)[u](t). (B.1)

Escrevendo a planta nominal em fungao de (B.]) teremos,

Yo(t) = Go(s)(1 + pAn(s))[ul(t) + pla(s)[ul(t)—
— (Go(s)Am(s) + Aa(s))[u](?)
= y(t) — 1(Go(s)Am(s) + Dals))[ul(t), (B-2)
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e relembramos o modelo de referéncia (3.6) reescrevendo-o na seguinte forma,
r(t) = Pou(s)[ym](t). (B.3)
Na condigao ideal em que u(t) = u*(t) teremos,

01 (wi(t) + 03 (t)wa(t) + 05()y(t) + 0a(t)r(t) = 07 wi(t) + 057 wa(t)+

+ O3y0(t) + 037 (1), (B.4)
substituindo o sinal filtrado ws(t), dados em (B.9]) resulta,

AL 01 (0) + 50 5T 0) + 8000 + 4(0)r0) = 5T un(8) + 657 5 S 1)+

+ G3yo(t) + 057 (t). (B.5)

Agora, usando (B.3), (B:2) e manipulando algebricamente (B.5) obtemos,

07 (0 (1) + 02 () LV [y + 0a(0)y (1) + 0a(0)r () — O3 () + O3 (1) =

As)
= 6570 0) + 657 5N 010) = 057 ST HGo() A5 + o))+
FOl01(0) — G5 G () (s)u + o)1) + 03P (5) ) (B

Rearranjando os termos,

07 (1) (1) + e?(t)%m (1) + 0a()y(t) + Oa(r(e) — 030(1) + O3 (1) =

6T (1) + ezT%[m (1) + B314)(0) + 6 () [5) (1)

o1 a(s) x *
= (#7854 0109 ) (Ga(5) 209 + Bl 0 (B.7)

Substituindo [@R) e 0(t) = 0(t) — 6* teremos,

0 (un(t) + 070 110 + By(y(t) + GuO)r(t) + O3r(t) =

1P (s)[yl(t) — (F2(s) + 01 Fn(s)) (1Go(s)Am(s) + pAa(s))[ul(t).  (B.8)
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Simplificando e usando (B.3)) e 05 = é resulta,

) =
=0y (t) + 03P (s)[y](t) — (Fa(s) + 03P (5)) i(Go(5) Am(s) + Aals))[u](?)
03P (s)ly — yml(t) — pu (F2(s) + 03P (s)) (Gols) Am(s) + Aa(s))[u](t)

0y )0 (R + ) Gals) ) + (D). (B9

P P

07 (t)w(t

Visto que eg(t) = y(t) — ym(t) e introduzindo em (B.9)

o) = B 0(0) + 2 Fols) 4 1) (Golo) () + Aa(s)[al)
= BT 0l0) + 1 (5t Fals) 4 1) Gl 0+
oy (ijs) Fis) + 1) B0
= 2 0ult) + by (2 4 ) Gl B0+
oy (P:f(;) Fis) + 1) Au(s)[u(0) (5.10)
Agora, é necessério mostrar que
(£t + 250 6ots) = 1= Fio (B.11)

Entao, usando novamente a condicdo ideal u(t) = u*(t), teremos,

u'(t) = 07 wi(t) + 03" wa(t) + O3y0(t) + O5r(t)

= 0570 (6) + 657§ Gl [0 + BGu() T |O0) + 63r(8), (B2

e substituindo (£71), (£]) e (B.3) resulta,

o (0) = 7 3 1) + 657 5 T Gal (0 + 05G(s) (0 + 3Gu(s (1

= RO+ (67505 +63) Gl 00 + GGl w10

= F1(s)[u](t) + Fa(s)Go(s)[u™](£) () + 05Go(s)[u"](#)- (B.13)
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Usando 0] = é e dividindo a expressao por u*(t) obtemos a relagdo desejada,

1= Fi(s) + Fa(s)Go(s) + PZES)GO(S)
(1— Fi(s)) = (Fg(s) + PTZ:E,S)) Go(s). (B.14)

Por fim, substituindo (B.I4) em (B.10), obtemos,

cot) = S (0) + by (1~ Fi(s) 7 = A6+
b (SR +1) A0
= k( 0" (t)w(t)+
! kp S S u
i (5 (1= ) 8060+ (2l 1) Duts)) 1)
kp  ar
= SO (Bholt) + A ). (B.15)

Resumindo foi possivel demonstrar através do desenvolvimento matemaético acima,

e a equacao parametrizada do erro de rastreamento com dinamicas nao modeladas

multiplicativas e aditivas,

eolt) = %éﬂww(w eI (B.16)

e ¢ a funcao de transferéncia A(s),

Als) = by (1= Fa(3)) 35 m(s) + <T?’S>F2(s) + 1) Au(s),  (B.17)

B.2 Operadores lineares Ti(s,t), Ty(s,1)

Considere o sinal zy(t), definido abaixo,

z0(t) = [u](), (B.18)




onde ag > 0 é uma constante arbitraria, e os filtros K;(s) e K(s)

sKi(s) = 1 — K(s) , K(s) = # , (B.19)

todos ficticios, onde a resposta ao impulso K (t) de K;(s) é

— -1 __ _—at a n*—1
Ky(t) = L7 K)](s) = e ; T (B.20)
a qual satisfaz,
o0 n*
1Kl = [ Kl =" B.21)

onde a > a° é uma constante finita que garante a estabilidade do operador Ty(s,t), a

ser definido nesta demonstracao.

Em deguida, usando o artificio de somar e diminuir o termo ayKi(s) em (B.19)

obtemos,

(s 4+ ag)K1(s) — ap(s)Ki(s) =1 — K(s), (B.22)

e multiplicando ambos os lados de (B.22)) por z(t) teremos,

(s + ao) Ki(s) — ao(s)Ki(s) =1 — K(s)
(s + ao) K1 (s)[20] (t) — ao(s) K1(s)[20](£) = (1 — K (s))[20] (%)
20(t) + ao K1 (s)[20] (1) — K1(s)(s + ao)[20](t) = K (s)[20](£), notag (B.23)
20(t) + a1 (s)[20] (1) — K1 (s)[u](t) = K (s)[z0](t),
(1) + a0 () () — K (Dul(0) = K sl (B24)
Rescrevendo a planta (£.1]) como,
y(t) = G(s)[ul(t)
= Go(s)[u(t) + uGo(s)(Am(s) + Go(s) ™' Au(s))[ul(t) (B.25)
e rearranjando os termos explicitando o sinal de controle resulta,
u(t) = G(s) " yl(t) — uGo(s)(Am(s) + Gols) ™ Au(s))[u](2). (B.26)
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Substituindo (B:26]) no lado direito de (B:23) teremos,

(1) + a0 (5) (1) — K (<) [u)0) = K (5) s Gls) ™ ) -
— B (8) s HOO(3) () + Gifs) ™ Au(s)) 1)
20(t) + a0 (5)a)(1) — K () [u)0) = K(5)G() ™ s ()
1 1
— K (G(5)(Aun(s) + Gols) ™ Auf) s (D)
20(t) + a0 (5)a)(1) — K () [u)0) = K(5)G() ™ s ()=
— K ()uGo()(Bn(5) + Gols) ™ Bals)[z0] () (B.27)
Introduzindo ([3.9), (3:19) em (B.27) obtemos,
T a(s) T a(s)
2olt) 4 a0 () l() = B (o) [ S0l + 62 53+ 0] = | 0 =
= K(0(0) s ) = K A(5) + Golo) Al (). (B25)
e substituindo (B.I8) em (B.28)),

20() + aoK1 () [z0] (1) — K (s) [9{ K((‘Z)) (s + ao)[zo]} (t)+

UK () (An(s) + Gols) ™ Auls))0)(1) = Ko (5) [95 als) [y]] on

AGs)

F RSB0 + Ki(90](0) + KOG L plo. (529
Definindo,

K0 (55 aolal() = Ku(e) 5 3+ anllal| 0. (B30

B ()65 () ) = Kalo) |08 500 0, (B.31)

K00 = Ka(s)slr). (B.:32)
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Substituindo as definigoes em (B.29]) teremos,

20(t) + a0k (s) 0] (1) — Kl(S)H?(-)%(S +a) (1)
UK (8)(Dn(5) + Gols) " Au(s)) o)1) = m@)&%(-)iij o)+
1
(54 ao)

+ Ki1(8)03()[y)(t) + Ki(s)[0ar](t) + K(s)G(s) ™"

e rearranjando os termos obtemos,

(14 5005) (a0 = T 54 ) ) + UK ) Do) + Gals) 005D ) Ll 0) -
a(s)

L5000 (O RS +0:0) ) ) + ()00

(s +ao)
(B.34)

- (K(s)a(s>—1

De (B.34]) extraimos o termo Tg(s,t) o qual é definido como:

To(s,-) = <1 + K (s) (ao _ ng(.)/‘i((SS)) .

(5 a0) ) + U () An() + Gols) " ,(5) )

(B.35)
Como dito acima, existe um ay > 0 tal que para a > ag a existéncia de pu* > 0 garante
que para algum p € [0, u*), o operador Ty(s,t) é estavel e proprio. Substituindo Ty(s, t)

em (B.34), teremos

20(t) = To(s, ) (K(S)G(s)_l (s —:ao)

+ To(s, ) K1(8)[047](2). (B.36)

De (B.36]) podemos definir,

Ty(s,-) = To(s, ") <K<S)G(s)—1 LK) (95(-)“<8) +93(-))) . (B37)

(s +ao) A(s)
b(t) = To(s, ) K1 (5)[0ar](2). (B.38)

onde T} (s,t) é estritamente estavel e prépria, assim como, Ty(s,t)K1(s) e
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To(s, t)K(s)G(s)_lm. Finalmente usando estas defini¢oes em (B.3@]) obtemos,

20(t) = Ti(s, )yl (1) + bs(1). (B.39)

Portanto, demonstramos os operadores Ty(s,t) em (B.39) e T (s,t) em (B.37) e o sinal

estdvel bs(t) em (B.38).

B.3 Constante u*

Conforme dito no teorema [4.1] existe um p* > 0 tal que para p € [0, 1*) todos os sinais
do sistema em malha fechada sao limitados e o erro de rastreamento ey(t) € B%oi® para

ko > 0. Além disso, pela andlise de estabilidade o limite p* =,/ %)%k ¢ determinado,
31

tal que define a constante 6 > 0 que assegura V<0 negativa semidefinida sempre que

116(t)|| > 6p. A seguir procedemos a demonstracao de u*.

De escrita abaixo por conveniéncia
b

. k? k2
V(ey) = —€7 (1)Qedlt) — kel (t)m? + 2425 + 22 S ()] 0(0)] -

— 2|k |0 ()07 (1)0(2).
(B.40)

Kpooik - Kpooik
escolhemos p* = /! k”g‘;%l e substituindo p = /@u* = /2 kgggl , em (B.40), onde
31 31

0 < /¢ < 1 resulta na expressao,

2¢|k7p|‘71

V(ey) = —el (t)Qec(t) — ke (t)m* + . 20ky|o[[0(0)]* — 2[kylon (18T (1)6().
i
(B.41)
Excluindo os termos negativos definidos restam,
20\k,|o .
21 L oty o 1002 — 2o (0F 16 < . (B.42)

1
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os quais devem ser negativos. Simplificando teremos,

%+ aloI? - 9" 0(e) <.

%Jr SlIO()]* — (B(t) — 0(t)")"0(t) <0,
¢

2 OO~ 8(0)76(0) +6(1)76(0) < 0.

S+ alloIF = [0 +6(6)70(t) < 0.

1

?72 + (6= DlIBEIE +0(1)T6(E) <0,

1

—% — [l = LINO@)II* +6(t)™6(t) < 0. (B.43)

De (B.44) obtemos a seguinte relacao para ||0(¢)||?,

() TH(t)n
6|2 > 20 60m (B.44)
il =1/
Portanto, d = /S o [[0(t)| > b para g € [0, /Ty

B.4 Limite superior para 7(t) - caso monovariavel

Dado que, 7j(t) = k,A(s)[u] substituindo A(s) teremos,

—_

= 91(s)(s + a) An(s)[u] () + g2(5) (s + a) Aa(s)[u](t), (B.45)



onde,

91(8) = kp<8 + CL) (1 - Fl(s)) )
1 —1
(s) = by (1~ Fi(s)Gg

Considerando d,,, = limg_,o0 A, (8), do = limg_o sA4(s) e as hipdteses (A6)-(A8)

reescrevemos (B.45]) como,

(B.46)
notag (B.47)
= g1()((s + @) An(s) — dim)(s + g5) Gt [u] () + g1(s)dm [u] (£)+
+92(5)((s + @) Aa(s) — da)(s + ¢s) [u] () + g2(s)da[u] (t). (B.48)
(s + )

Definindo, , d,, = lim,_. g1(5)d,, € dy = limy_ g2(s)d, e substituindo em (B.46))

teremos,

1(t) = 91(s) ((s + @) An(s) = dm) (5 + g5)

(S + CI(S) [u]<t> + (gl(s>dm — ay + a?m)[u](t)—i-

+92(s) ((s + @) Aals) — da) (5 + g5) G j . [u](t) + (92(5)da — da + da)[u] (£)

= 91(5) (s + ) An(s) = d) (s + ¢5) E i ) (] (t) + (91(8)dim — i) [u] () + diult)+

+92(s) ((s + @) Aals) = da) (5 + g5) T j - [u](t) + (92(5)da — da)[u] (t) + dau(?).

Rearranjando os termos teremos,

710 = (90(5) (5 + DAn(s) = )+ 92(5)(5 + D) = o)) (- e)+

+(91(8)dm — di + g2()da — da)(s + 45) [W)(t) + (dn + da)u(t).  (B.50)

(s+ qs)
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Definindo os seguintes termos

Som1(s) = g1(5) ((s + a)Am(s) — dm) (s + a5) ,
doa1(s) = g2(5)((s + a)Da(s) — da)(s + q5) ,
Som2(5) = (91(5)dm — dm) (s + g5 ,
Goa2(5) = (92(8)da — da) (s + g5) ,
00(5) = Oom1(s) + doa1 () + Goma(s) + doaz(s) , (B.51)

—~
Va)

+ 5)

[u](t) + (dy, + dg)u(t). (B.52)
Usando as hipdteses (A6)-(A8) podemos afirmar que,

|00m1(s — qs)|l1 € L1,
100a1 (s — @s5)|l1 € L1,
| doma(s — qs)l1 € L1,

[d0a2(s — gs)ll1 € L1, (B.53)

logo ||d0(s — qs)|]1 € L.
Entao, 77(t) pode ser colocado na forma final adequada para o calculo do limite superior

desejado,

n(t) = no(t) + mu(t), (B.54)

onde,

[u](t) e = dpy+da (B.55)

Agora, aplicando o lema (L.I1]) em 7jo(¢) resulta,

1
(8 + %)

[70(@)] < {100()1h [lul]@). (B.56)
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Em seguida, usando os resultados do apéndice (B.3]) obtemos,

[70(0)] < 1100 () [xcom(t) , (B.57)

o que permite determinar a razao,

< |]d0(®)|]1co < k1, (B.58)

limitada e pertencendo ao espaco de sinais £, com k; > 0.
Agora calculando a norma || - || em ambos os lados de (B.56) e dividindo pelo sinal

normalizante m(t), obtemos,

71 @l | [lu@)ll
m@)  om) ) (B:59)

a seguir substituindo o limite dado em (B.5S) teremos,

@) _u@)]
m(t) S k‘l + T m(t) . (BGO)
Usando a lei de controle u(t) = 0(t)T((t) e substituindo em (B:59)
[uQll o) wl et @)
m(0) < kl+n1W —k1+mwll9(t)|l- (B.61)

Do apéndice (B.5) foi concluido que A(‘Z[l(qt‘)”(t), li’ill((f))‘, %((f))‘, LZ:L((%‘ e ‘:Z(t)l sao todos
el )

limitados. Portanto, m® € m) sao limitados.
[l ]|

Considerando 0] limitado e menor que uma constante ks > 0, substituimos em

(B.G1)), tal que,

(]| ;
< . B.62
m(®) < ki + ko |[0(2)]] (B.62)
malis precisamente,
Iy e (B.63)
m(t)
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onde k3 > max{ky, ka} > 0.

De (429)) o termo positivo corresponde a

2-=2 2 |l=112
w'n? o ||n||
= (B.64)

9
KM K M

logo é necessdrio elevar ao quadrado ambos os lados de (B.6I]) para obter o limite

superior do termo quadrético em 7(t),

7)1
m(t)?

< (ks + ks ||0(1)]])?

< kg + 2ksm ||©(1)]] + k37 ]10(1)]])*

< 203 + 263 |6(0)] ). (B.65)

B.5 Estabilidade dos sinais do sistema com o sinal

normalizante

O sinal normalizante é definido pela seguinte equagao diferencial (AI0), dada em (Tao

2003, p.237),

oot 9 d2 ot
m(t) = m(0)e " + mﬁu! + yll(t) + 5 (L—e "), (B.66)
para m(0) > 0. De (B.66) mostramos que,
01
m(t) 2 sl + o), (B.67)

Agora, o sinal correspondente as dinamicas nao modeladas foi definido como,

n(t) = A(s)[ul(t). (B.68)



Substituindo acima ([LI4]), teremos,

A0 = 55 (1= F) A + (Fls) + 5 ) a,09).

= kpWin(s)(1 = F1(s)) Am()[u](t) + (1 + kyWin(s) Fa(s)) Aals)[u] (1),

— a1~ F(D A5 + ) (0) + (14 B () P9 A(5)(s + @) [0
(B.69)
Definindo,
Hon(3) = kpWon(5)(1 = Fo(8))An(3)(5 + ), (5.70)
Ho(s) = (14 by Wn(9)Fo()) Aa(s) (s + ). (B.71)
(B.72)
e substituindo, em (B.73)) teremos,
1 1
A(s)[u](t) = Hm(s) Gid [u](£) + Ha(s) Gid [u](). (B.73)
Aplicando (LIT)) em (B.73) resulta,
A(s)[[ul](t) < ||hm(t)!|1(siq)[|u\](t) + ||ha(t)||1(siq)[|ul](t)- (B.74)
Denominando, ||, (¢)||1 = Cy, e [|ha(t)|]1 = C, e substituindo em (B.74))
1
A(s)[lull(t) < (Cm + Ca)(s +q>[|u|](t)- (B.75)
Agora, usando a inequagao do sinal normalizante em (B.67),
@) < s [ull(e) < Com(®) (5.76)
(s+4q) ~ (st a) N ’ '
para ¢s < q.
Substituindo em (B.75)) e dividindo pelo sinal normalizante teremos,
AWM ¢ (B.77)

m(t)



Entao,

A(s)[[ul)()
(D) € L.

(B.78)

A seguir usando a equagao do erro com as dinamicas nao modeladas teremos,

(L +07F(s))[ul(t) — (03 (s) + 0)[y](t) = pA(s)[ul(t) + &, "W, (s)[y](2) ,
y(t) = kpWin(s) (1 + Fi(s))[ul (t) — kpWin(s) Fa(s)[y](t) + pA(s)[u](Z).  (B.79)

Para A,,(s) e Ay(s), satisfazendo as hipdteses H6 a H10, e sabendo que % < Cy,

retornamos a (B.79) tal que,

B 1 (s+q)
y(t) = kpWin(s)(1+F1(s))(s+q) Gta [u] (1) =y W () Fa(s) Gt [WI(E)+pA(s)[ul(t)
(B.80)
Denominando,
Hy(s) = kpWin(s)(1 = Fi(s))(s + q) ,
Hy(s) = (1 + k,Wi(s)Fa(s)) (s +q) , (B.81)
(B.82)
e substituindo, em (B.80) teremos,
1 1
y(t) = Ha(s) GEd [u](£) — Ha(s) G1d) [1(t) + nA(s)[u] (t). (B.83)
Aplicando (LII) em (B.83) resulta,

L)) + ) [(6) + A1), (B34)

ly(t)] < th(t)Hl(erq) (5+9)

Denominando, || (t)|[1 = C1 e ||ha(t)||1 = Cs e substituindo em (B.74))

1

’y<t)’ < Cl(s+q>

[lull() = Cafracl(s + q)[lyll(t) + pA(s)[ul(?). (B.85)

Agora, usando a inequagao do sinal normalizante em (B.6T),

()] < Com(t) — Com(t) + pA(s)[[ul](t). < Com(t) + pA(s)[ul(t), (B.86)
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Dividindo por m(t) ambos os lados de (B.86]),

% <Cyt MN?}I:)H@)
Entao,
U,
Consequentemente,
<

Em seguida, do apéndice (B.2) reescrevendo (B.39) abaixo,

20(t) = Ti(s, )yl (t) + bs(t),

e substituindo zo(t) e bs(t), teremos

1
(s + ap)

u(t) < Ti(s,t)(s + ao)[yl(t) + To(s, ) K1(s) (s + ao)0a[r](£)(¢).

[u](£) = Ti(s, 1) [y](£) + To(s, t) K1 (s)[04r](2)(F)

Operando %2 em ambos os lados de (B9T),

A(s)
W) (8 < T (s, )5 + a0) "L [ 6) + Tos, )5 ()5 + a0) XL 031 () 1)
A(s) - ’ A(s) ’ A(s)
Denominando,),
H(s) = Ty(s,1)(s + a0) L2
) A(S) b
b(s) = To(s,t)K1(s)(s + ag) X((SS)) o,

e substituindo em (B.92)),
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(B.88)

(B.89)

(B.90)

(B.91)

. (B.92)

(B.93)

(B.94)
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Definindo,

H(s)=H(s)(s+q), (B.96)
b(s) = b(s)(s +q), (B.97)

e substituindo em (B.99),

wy(t) < H(s) Gid

Aplicando (ILT1]) em (B.98) resulta,

1
(s+4q)

w1 (B)] < (121 (B)]]1 [1yl1(t) + 11b(8)] [Ir11(2)- (B.98)

1
(s+4q)

Denominando, ||h(t)||, = C, e ||b(t)||1 = C} e substituindo em (B.98))

1
N <cC t)+ C r||(t
[wi(?)] < h($+q)[|y|]() b(s+q)“ 1(2)
1
<Oy yl||(t) + Cyr(t). (B99)
)+ Curte)
Como r(t) é limitado entao 7(t) é limitado o que implica Cy7(t) < b.
Agora, usando a inequagao do sinal normalizante em (B.99),
1
) <C t b. < C t). B.100
jwi(t)] < h<8+q>[\y!]()+ < Coml(t) ( )
Dividindo por m(t) ambos os lados de (B.100),
il _ o) (B.101)
m(t)
Entao,
t
m(t)
Portanto, concluimos que A(S’;“(?)”(t), %((:))‘, ‘f((tt))l e Lfl((tt)J sao todos limitados e para r(t)
limitado implica %
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Apeéendice C

Demonstracoes para

Estabilidade-multivariavel

C.1 Operadores lineares H|(s) e Hy(s) - multivariavel

Para provar a robustez do esquema de controle adaptativo em malha fechada, é ne-
cessdrio relacionar o vetor de controle u(t) com o vetor de saida da planta y(t) e o vetor
de entrada externa r(t). No desenvolvimento a ser apresentado, mostramos primeiro
que a saida dos filtros wq () e wq(t) sdo fungdes de y(t), r(t) e Q(¢).

Em seguida, expressamos a matriz de regressores 2(t), dada em (5.24]), na forma ve-
torial Q = (QT QT ... QT)T e o vetor de erros paramétricos, ©(t), na forma matricial,

tal que o vetor de controle u(t), dado em (77?), seja reescrito como

ef o o ... o0
uy= | 09 0 O o ewra (C.1)
(0 0 0 .. er

Para realizar este desenvolvimento introduzimos o filtro ficticio H;(s) e K;(s), para

i = 1,2, ((Tao 2003) pg.405) definido por,
sHi(s) =1 — Ki(s), K;(s) = —+—— (C.2)

onde dm é o grau de Wy, (s)™!, neste caso igual a nx, e a; > 0 é escolhido suficientemente
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grande mas finito.

Chamando h;(t) a resposta ao impulso da funcao de transferéncia H;(s), o operador

norma £, de h;(t) é
n*
h; = —.

I has) ="

)

(C.3)

Para ¢ = 1, multiplicando ambos os lados do filtro (C.2) pelo vetor wy(t), teremos,

sHi(s)[wi](t) = (1 = Ki(s))[wi](t)
sHi(s)[wi](t) = wi(t) — Ki(s)[wi](t)
Ky () [wn](t) = wi(t) — sHi(s)[wi](t),
wi(t) = Ki'(s)[wr — sHi(s)[wi]](t)

substituindo (5.3)), onde F(s) = fg, no lado esquerdo de (C.24) obtemos,

F(s)[ul(t) = K (s)[wy — sHi(s)[wi]](t).
Agora, reescrevendo (2.1) como,

y(s) = Go(s)[ul(t) + pGo(s)(Am(s) + Gols) " Aa(s))[u](t),
Go(s) " yl(t) = u(t) + 1(Am(s) + Gols) ™ Aals))[ul (1),
u(t) = Go(s) " [y](t) — (A (s) + Go(s) ™ Aa(s))[ul(t).

e colocando (C.6) em (C.5)) teremos,

F(s)Go(s) " [yl(t) = K1 (s)[wy — sHy(s)[wn])(t)+
+ F(s)u(Am(s) + Gols) ™ Aa(s))[u](t)-

Entéao, multiplicando ambos os lados de (C7) pelo filtro K (s)

Ky(s)F(s)Go(s) ™ [y (t) = wi(t) — sHi(s)[wi](t)+
+ K (s) F(s)u(Am(s) + Go(s) ™ Aa(s))[u](t),
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wy(t) = Ki(s)F(s)Go(s) " [y (t) + Ha(s) ] () —
— I (5) F (5) (A (s) + Go(s) ™ Aa(s))[ul (t). (C.8)

Considere que wy(t) = F(s)[u](t) tenha um realizagdo controlavel (A1, By1), isto é,
s[wl](t) = Aw1w1 (t) + Bwlu(t), (Cg>

onde A, € RP@—DxmE=) & estivel e B, € R™@~D>*™  Subistituindo ([C9) e (CI))
em (C.),

wi (t) = K1(s)F(s)Go(s) " [y](t) + Hi(s)[Awrwi](t) + Hi(s)Bun [07Q)(t)—
— Iy (5)F () (Am(s) + Go(s) ™ Aa(s)) [u] (t), (C.10)

e agrupando os termos wi(t) no lado direito de (C.I0) teremos,

(Im(w-1)m(u-1) = Hi(8) Awn) [un] () = K1(s) F(s)Go(s) ™ [y] (1) +
+ Hi(5) B [07Q)(t) — pIy(5)F (5)(Am(s) + Gols) ™ Au(s)) [ (2). (C.11)

Definindo 7 (s,t) = (Ln@—1)xm(—1) — Hi(s)Aw1) " e substituindo em (CII]) obtemos,

wi(t) = Ti(s, ) Ki(s) F(s)Go(s) ' yl(t) + Ti(s, ) Hi(s) Bun [07 Q)(t)

— WTi(s, ) K1(s) F(s)(Am(s) + Go(s) ™ Aa(s)) [l (t). (C.12)
De (CI12) segue,
wi(t) = Ga(s, )[yl(t) + Gals, ) [QU(E) — pGsi(s, ) ul(t), (C.13)
onde,
Gl(S,t) = Tl(S, t)Kl(S)Go(S)_l, (014)
GQ(S,t) = Tl(S,t)H1<S)Bw1®T(t), <C15)
Gsi(s,t) = Ti(s,t) K1 (s)F(5)(Am(s) + Go(s) T Au(s)). (C.16)
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De (CI3) podemos expandir o termo Ga(s,)[Q(t) em funcao de wy(t), wa(t), y(t),

r(t) e u(t) como segue,
Ga(s,)[Q)(t) = Ti(s, ) Hi(s) Bin ©" ()[Q(1), (C.17)

definindo, Go(s,t) = Ti(s,t)H(8) By, efetuando (CI) e substituindo em (C23)) obte-

mos,

Ga(s,)[Q](t) = Ga(s, ) [@1TQI7 eI, --- Gsz]T(t)

Of wy + 0%w, + 0%y + 01,7 + O5us+
+O16U3 + *+* + Orgpm—1)Um
Gglwl + @%éﬂ)g + @2Tgy + @%27“ + @25U3+

= Gy(s,-) (1) (C.18)
+@26U4 + 4 @2(4+m_2)um

_@z(u—l)lwl + @%(wmw? + 653y + 9%47"_

Reescrevendo o vetor (CI8) na forma de um somatério em fungao de wy (), wo(t), y(t),

r(t) e u(t), respectivamente, teremos

G2(37 )[Q](t) = GQ(S7 ) [(6{17 651 o 63:1(11—1)1)71“)1] (t)+
+Gy(s,-) | (8], O3, -+ @ZL(V—m)Twz] (t)+

[
+Gaols,) [ (O, O, -+ O6,)y] +
[

+Gals, ) |(O1, O, -+ 6h) ] (t)+
0 ©15 O 617 ... O1m
0 0 @25 @26 ce ®2m
0 0 0 O3 ... O
taus || ul (). (C.19)
0 0 0 0 ... Oum-1)m
00 0 0 .. 0
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Substituindo (C.19) em (C.I3)) e rearranjando os termos obtemos,

wi(t) = Gals, ) | (OF, ©F, -+ OL, 1) wi| )+
= T
+ Gals, ) [(OF, O, -+ 66, 1) w] (0)+
+ (Gils, ) + Gals, ) [0F 6, -+ 0L, ) 1)+
+ G2<S7 ) [(6{4» @2T4a 6514)7’7’} (t)+
0 ©15 O15 O17 O1m,
0 0 Oz O O2m
_ 0 0 0 © O3,
+ Ga(s, ) S | -
00 0 0 Om1)m
0 O 0 0 0
— G (s, ) ul(t) (C.20)
Definindo,
= T
R1(87 t) = G2<37 t) [@{17 @gla T @ﬁ(u—l)l} (t)
5 T
R2(S> t) = G2(37 t) [@{27 @CQFZa T 621(”_1)2} (t)
R3(s,t) = Gi(s,1) + 62(3»75) [@1T37 @zTg; 9£3}T
= T
Ra(s,t) = Ga(s, 1) [OL(1), ©34(1), -+, Onpna] (1)
0 O15(t) O(t) O17(t) O1m(t)
0 O @25 @26 ®2m
_ 0 0 0 @35 ®3m
Rs(s,t) = Ga(s,t) . ‘ (t) (C.21)
0 0 0 0 O (m—-1)m
0 0 0 0 0
e substituindo em (C.39), teremos
wi(t) = Ra(s, )[wn](t) + Ba(s, )[wa] (t) + Rs(s, ) [yl (t) + Rals, )[r](1)+
+ Rs (s, ) [ul(t) — pGar(s, -)[ul(). (C.22)
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Agrupando os termos de wi(t) no lado esquerdo de (C22) e definindo T3(s,t) = (I —

Ri(s,t))~! obtemos a expressiao desejada para w;(t) dada por,

wi(t) = T(s, ) Ra(s, ) [wa] () + Ts(s, -) Rs(s, ) [y](¢) + Ta(s, ) Rals, ) [r](t)+
+ T(s, t) s (s, ) [ul(t) — pTs(s,-)Goi(s, ) [u] (2). (C.23)

A metodologia matemética adotada para o vetor w;(t) é repetida para o vetor ws(t).
Em segida, apresentamos o mesmo desenvolvimento a partir da multiplicacao de wy(t)

em ambos os lados do filtro ficticio, dado em (C.2) para i = 2,

wy(t) = Ky (s)[wy — sHy(s)[ws]](2), (C.24)

substiuindo (5.3)), onde F(s) = fgg, no lado esquerdo de (C.24) teremos,

F(s)[y)(t) = Ky (s)[wz — sHa(s)[wa]] (1), (C.25)
e introduzindo (2.I]) em (C.25]) obtemos,

wa(t) = Ky(s) F(s)Go(s)[ul (t) + Ha(s)[wo](1)+
— pK2(s)F(5)Go(s) (Am(s) + Go(s) ™ Aa(s)) [l (t). (C.26)

Considere que wq(t) = F(s)[y](t) tenha um realizacao controldvel (A2, Byz2), isto é,
S[wQ] (t) = Aw2w2(t) + Bw?“(t)y (C27)

onde A,y € RME—Dem=1) § estivel e B, € R™¥~D*m  Subistituindo (C.27) e (CI))
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em (C20),

wa(t) = Ka(s)F(s)Go(s)[O7Q)(t) + Ha(s)[Auaws|(t) + Ha(s) Bualy] (t) +
+ 1K(5)F(5)Go(8) (Am(s) + Go(s) ™ Au(s))[u] (1) (C.28)

e agrupando os termos ws(t) no lado direito de (C.28)) teremos,

(Im(-1yxm(v—1) — Ha(s) Ausz) [w2](t) = K2(s)F(s)Go(s)[©" Q) (1)+
+ Hy(5) Bualy](t) + na(s)F(s)(Am(s) + Gols) ™ Aa(s))[ul (). (C.29)

Agora, definindo T5(s,t) = (Lnw—1)xm@—1) — Ha(s)Au2) " e substituindo em (C29)

obtemos,
ws(t) = To(s, ) Ka(s) F(5)Go(s)[0TQ(t) + To(s, -) Ha(s) Busly)(t)+
+ uTa(s, ) Ka(s) F () (Am(s) + Gols) ™ Aa(s))[u] (t)- (C.30)
De (C.30) segue,
wa(t) = Gs(s, ) [y](t) + Gals, ) [Q(t) + nGez(s, -)[u](t). (C.31)
onde,
G3<S, t) = TQ(S, ')HQ(S)Bw27 (CSQ)
Gu(s,t) = To(s, ) Ka(s)F(s)Go(5)0T (1), (C.33)
Gsa(s,1) = To(s, ) K2(8)F(8)(Am(s) + Go(s) T Au(s)). (C.34)

De (C31) podemos expandir o termo Gy(s,)[Q(t) em funcao de wy(t), wa(t), y(t),

r(t) e u(t) como segue,

Ga(s,)[QI(t) = Ta(s, ) Ka(s) F(s)Go(s)O" ()[Q(t), (C.35)

definindo, Gy4(s,t) = Th(s, ) Ka(s)F(s)Go(s), efetuando (CI)) e substituindo em (C.41))
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obtemos,

Ga(s,)[Q)(t) = Ga(s,) [OT, O;Qs, -

@{1(«01 + @{QWQ + @ﬂ,y + @?47" + @15U2+
+O16u3 + -+ + O144m—1)Um

0% w; + 0Lw, + 0Ly + OLr + Ogsus+
+@26U4 +---+ @2(4+m,2)um

_Qﬁ(u—l)lwl + @zz(u—1)2w2 + 005y + @ﬁﬂ_

QF

(C.36)

Reescrevendo o vetor de (C.30]) na forma de um somatdrio em fungoes de wy (t), ws(t),

y(t), r(t) e u(t) respectivamente, teremos,

Gals, (1) = Ga(s,) | (O, ©F -+

+ 64(8, )

+ 64(8, )

_ 0 O

+ G4(Sv )
0 0
0 0

(Oh, O, -
+G4(57') :(@,{37 @;37
(

T T
@14’ @247 e

0 O35 O 657
0 0 Oy Oy

0 0
0 0
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Substituindo (C.37) em (C.31)) e rearranjando os termos obtemos,

wa(t) = Gals, ) | (OF, ©F, -+ OL, ) wi| (O)+
= T
+Gils, ) [(OF, O, -+ 66, 1) w] (1)+
+ (Gals, ) + (s, ) [0F O, -+ 0L, ) 1)+
+ G4<S7 ) [(6{4» @2T4a 6514)7’7’} (t)+
0 ©15 O O17 ... O1m
0 0 @25 626 R @2m
_ 0 0 0 Oz ... O3,
OO e -
0 0 0 0 O m—1)m
0 O 0 0 ... 0
— uGaa(s,-)[ul(t). (C.38)
Definindo,
- T
Re(s,t) = Gu(s,1) [6{17 @2le @%(u—l)l} (t)
5 T
R7($, t) = G4<Sa t) [@{27 @§2a e G)g;(u—l)ﬂ (t)
RS(Svt) = G3<S7t)+é4(8,t) [@f?)’ 6537 ®£3}T
A T
R9<S7 t) = G4<57 t) [@{4(@7 ®g4<t>7 Ty @ﬁ(yq)d (t)
0 @15 (t) @16 (t) @17(t) . @1m(t>
0 0 @25 @26 e ®2m
_ 0 0 0 @35 cee ®3m
Rio(s,t) = Gals,t) | , . , (t), (C.39)
0 0 0 0 O(m-1)m
0 0 0 0 0
e substituindo em (?7) teremos,
wa(t) = Re(s, )[wn](t) + Ra(s, -)[wa] (t) + Rs(s, ) [yl(t) + Ro(s, )[r]()+
+ Rio(s, ) [u] () + pGoa(s, ) [u] (t)- (C.40)
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Agrupando os termos de ws(t) no lado esquerdo de (C4Q) e definindo Ty(s,t) = (I —

Rz(s,t))~! obtemos a expressiao desejada para wq(t) dada por

wa(t) = Tuls, t) Re(s, -) [un] (t) + Tuls, t) Bs(s, ) [y)(t) + Ta(s, ) Ro(s, -)[r](£)+
+ Ty(s,t)R105(s, ) [u](t) + uTy(s, t)Gsa(s, -)u(t). (C.A41)

Concatenando os vetores dados em (C.23)) e (C.AI)) em coluna, é possivel obter w; () e

wy(t) como funcao dos vetores y(t), r(t) e u(t) conforme abaixo,

I —Ty(s, t) Rals, -)] [wl(t)]
—Ty(s,t)Rg(s, ) I ws(t)

T3(s,t)Rs(s, ) — pu15(s,t)Gs1(s, ) (1)
Tu(s,t)Rio5(s, )[u](t) + pTa(s, t)Gisa(s, ) ’

definindo,

T5(s,t) = [ (C.43)

—Tu(s,t)Re(s,-) I

Gs(s,t) = Ts(s, 1) ’ : (C.44)

Go(s,t) = Ts(s, 1) ’ " (C.45)

Gr(s.1) = Ta(s.) Ts5(s,t)Rs(s, ) — pT5(s,t)Gsi(s, ) | (C.46)
Ty, ) a5, (1) + (s, 1G5, )
e substituindo em (C.42)) teremos,
[‘”Z; = Gals. ) + Cols M0 + Crls (). (€D

A partir de (CAT) podemos obter cada um dos vetores regressores dados em (?77).
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Iniciando por Q,,(t) teremos,

Gs(s, ) G (s, )
Omsm | [F1() + | Opasn | [u](2)
]me Ome
G6<57') Gr(s, )
O’rn><m Ome
[r](t) + [ul ()
[m><m 0m><m
Ome 0 1
Ge(s, ) Gq(s,)
Ome Ome
L | P18 + | Opsern | [ud ()
Ome O 1 O
Ormxm 0 01
Ge(s, )
Omxm
G?(Sa')
[me
Ome
Omsxm | [71(E) + . [ul ()
Omxm mXxXm
: | Ormx1 Imx(m—l) i
Ome

(C.48)
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Entao generalizando para §(t) obtemos,

Qt) = (Q, Qg -+ Q, - Q)"
_ - T
GS(Sa ) G5(S7 )
G5(S, )
Imxm Imxm
Lnsm [y](t)+
Ormxm Omxm
O xm _
O(m—j)mxm j=1 Ome j=m—1 _m-
- - T
G6<57 ) G6(57 )
Gﬁ(s, )
Om><m Ome
- Ormsxrm [r](t)+
[mxm Imxm
[m><m _
i O(m—j)mxm =1 Ormxm jem—1 7m-
' Gr(s.") Gr(s.")
G7<57 )
Omxm Ome
+ Omxm
Ome Om><m
Ormxm _
|\ Omit Ln—gpxom—i) ), 01/ -
onde j =1,...,m.
Definindo,
G5<87 ) G5(8? )
G5(87 )
Im><m Imxm
Gg(S, ) = [mxm )
0m><m Ome
Ormxm _
i O(mfj)mxm =1 Omxm j=m—1 -
G6<57 ) Gﬁ(sa )
G6(87 )
Omxm Ome
Gg(S, ) - Om><m )
[m><m Im><m
Im><m
i O(m—j)mxm =1 Omxm jem—1 -
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G7(87 ) G7(S )
G ( ) Ome Ome
S,°) = U 0m><m
! O O
Om—jx1 Lm—j)x(m-1) i 0 1 e
e substituindo em (C.49) obtemos,
Q(t) = Gs(s, )ll(t) + Go(s, ) [r](t) + Grols, ) [u] (2).

Agora, substituindo (C50) em (CI),

u(t) = O(t)" Gs(s, -)[yl(t) + O(t)" Gy(s, ) [r](t) + O(t)" Guo(s, ) [ul(t),

e agrupando os termos u(t) em (C5I]) teremos,
u(t) = T(s,)0(t)" Gs(s, ) lyl(t) + T(s,)O(t)" Go(s, ) [r](1),

onde T'(s,-) = (I — O(t)TGyo(s,-)) "

Finalmente definindo,

Hi(s,t) = T(s,t)0(t)" Gs(s, 1),
Hy(s,t) = T(s,t)0(t)  Go(s, 1),

e substituindo (C.53) em (C.52)) obtemos a expressao desejada,

u(t) = Ha(s, 1)yl (t) + Ha(s, )[r]().
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C.2 Demonstragao do termo 7(t) - multivariavel

# DU = Ky () (g G (98,(3) [0
1 ~1 —1

= <D(U — KlF(s))pr War(s) > (s + a)Wa(8)KpAn(s)[u](t)+
1

onde a > 0, definindo,

Gy(s) = D(U — KlF(s))ﬁ K Was(s)™
Gals) = DU = Ky F(s)) oG (3)

e substituindo em (C.59), teremos

1(t) = G(s)(s + a)War () KpAm(s)[u](t) + Ga(s)(s + a) Aa(s)[u](t) ,
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onde, G1(s) e Ga(s) sao estdveis e préprias.

Da hipétese H8 reescrevemos ([(C58)) como

1(t) = G1(s)((s + a)Wh () KpAm(s) + D — D) [u] (1) +
+ Ga(s)((s +a)Aqu(s) + Dy — Dy)[u(t)
= G1(s)((s + @)W (s) KpAn(s) — D) [u](t) + G1(s) Do [u] (1) +
+ Ga(s)((s + a)Aa(s) — Da)[u](t) + Ga(s) Dalu](t)

—~
»
_|_
_
~—

= Gi(s)((s + )W (8) KpAm(s) = Dim)

—~
VA
+

<

~—

T (Ga(5) Do + Dy — Do) [u)(8) + Gals) (5 + a)Au(s) — D) BT

+ (G2(8)Dy + Dy — D,)[u](t)

= G1(3)((s + @)Wt () Ky Ara(5) = Din)(s + )

+ (G1(8) D — Dm)<3 +q)

+ Ga(s)((s + a)Au(s) — Da)(s +q) S

+ (G2(5)Da = Da)(s + ) ——=[u](t) + Dau(t), (C.59)

onde, a > ¢ > 0, D,, = lim,_oo sWa(8)K,A(8), Dy = limg oo G1(8) Dy, Dy =
lim,_o 5A4(5) € Dy = limy_,o G2(5)D, e substituindo em (C.59).

Rearranjando os termos,

() = (G1(5)((5 + OWar(5) K, A (5) = Do)
+Galo)((s+ 0)A(5) = D)5+ 0
+(Ga($) D = D) + (Gal)Da = D)5 +0)

[u] (8)+

1
(s +4q)
+ Dpu(t) + Dau(t). (C.60)

[u] (8)+
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Definindo,

Aopaz(s) = (Ga(s)Da — Da)(s + q), C.64

Ap(s) = Aomi + Domz + Aoar + Aoaz, C.65
1

no(t) = A t), C.66

Mo(t) = Ao(s) Gid) [u](t) (C.66)

m = Dm + Dm (C 67)

e introduzindo em (C.60), obtemos 7(t) na forma final adequada para o cdlculo do

limite superior desejado,

1(t) = o(t) + fu(t). (C.68)
Agora retornando a (C.60) e usando as defini¢oes (C.61]) a (C.67), teremos

n — ; u ; u
n(t) = Dom1 G+ q)[ 1(t) + Agaz 5+ q)[ J(t)+
1 1 _ _
Gig [u](t) + Aoaz G1d [u](t) + (Dum + Da)u(t). (C.69)

+ AOal

~—

Segundo as hipotese H7 a H10 podemos verificar que

1 Aom1 ()1 € L1,
1 Boma(s)l[1 € L1,
[Aar (s)[|1 € La,
|[Aoa2(s)|]1 € L1,

e para D,,, D, limitados implica em Ag(s) € L.

Visto que, 7y(t) = Ao(s)@[u](t) e aplicando a versao multivariavel do lema 2.6 dado

em (Tao 2003) (LII]) resulta,

1
(s+4q)

7o) = [1A0()x [lull(®)- (C.70)
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Agora usando o sinal normalizante definido em (2.53)) e os resultados do apéndice (C.3))
é facil mostrar que,

()] < [[Ao(®)][:Comi(t). (C.71)

Por fim, teremos

=

o(t)]
0 < |[Ao(t)[1Co < Ky, (C.72)

limitado e pertencendo a £; para k; > 0.

De verificamos que
b

3

ﬁl S k27 <C73>
¢ limitado para ko > 0.
Agora calculando a norma || - || em ambos os lados de ([C.G8)) e dividindo pelo sinal
normalizante m(t), obtemos,
a1 a@) - lu@) |
= : C.74
@) ) " m) e

Em seguida, substituindo os limites de cada termo teremos

17() | [[u(®) |
m(0) < ki + ko () (C.75)

Usando a lei de controle u(t) = ¢7(t)O(t) e substituindo em (C.75)

[ 7@) | I <"ew) | <" |
— = <kt hkh—————<k+k o) | . C.76
mit) = 1+ ko (D) S R+ R m(0) IRSIGN| ( )
Do apéndice (C.3) mostramos que, Z((tt))‘a Li%', “:)f((f))', LZ((?J, %((f))' e |;”1((?)‘ sao todos

limitados, o que implica em % ser limitado e menor que uma constante ks > 0.

Portanto,
[17(2)]]
< .
m(l) < k1 + koks||O(t)]], (C.77)
e finalmente,
[|7(2)]]
< .
i <kt ROl (c78)
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onde k4 = koks > 0. Agora, segue de (5.73]) que o termo positivo corresponde a,

e’ pr Il

/ﬁmQ)\mm(S—l)n - KAmin(S™1) m2 (C.79)

e elevando ao quadrados ambos os lados de (C.78) obtemos o limite superior desejado

do termo quadratico de 7,

QI

e < Ut IO

= ki + 2k ka||O(1)|)* + Kil|©(1)]])*
< 2ki + 2k5[©(1)]])*

<2k + 2210 (1) 1) (C.80)

onde, escolhemos k4 > k.

C.3 Estabilidade dos sinais do sistema pelo sinal

normalizante - MIMO

O sinal normalizante dado em (5.54]) satisfaz a desigualdade,

m(t) = 2l + () (©81)

Considere o vetor de erros de modelagem 7(t), dado em (C.59),

1(t) = As(s)[ul(t)
= h(s)D(U = K1 F(s))(Am(s) + Gy (s)Aa(s))[ul ()

1
= h(s)D(U — K1F(s))(s + q) G1g) A () [u] (t)+
+h(s)D(U — K1F(s))Gg ' (s)(s + q) s i ) Aa(s)[ul(t). (C.82)
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Denominando,

nt) = s ! U s ! U
1(t) = Hn( )(S%_q)[](t)+-fﬂﬁ )(34-q)[](ﬂ'
onde g > Jy.
Aplicando (LII)) em (C.86) resulta
_ 1 1
n(t)] < ||hm(t)||1m[|u|](t) + ||ha(t)||1m[u](t)-

Definindo ||h,(t)|]1 = Ch, [|ha(t)|]1 = C4 e introduzindo em (C.87])

1
(s+4q)

()] < (Cr + Ca) [lull(®)-

Considerando a inequagao do sinal normalizante em (C.8]]),

1 1
<{(),Jrq)[IUH(t) = 5T

(

[lull(t) < m(1),

e aplicando em (C.88§]), obtemos

()] < Coml(?).

Dividindo ambos os lados por m(t), teremos,

|7(t)]
) <
Portanto,
7(t)] Az (s)[lull(t)
m(t) € Lo m(t) € Lo
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Reescrevendo (5.43) teremos,

(1 = 077 F(s))[ul(t) — (03" F(s)[y)(t) + 0)[y]t) = —pda(s)[ul(t) + K, Wi ()] (1)
y(t) = KW (I — 077 F(s)[ul(t) — (05" F(s)[y)(t) + pda(s)[u] (t) ,

_ — 0 TF(s (3+Q)u (0T (s (s+4q) )
y(t) = KW (I — 6077 F( ))(S+q)[ J(£) — (65" F( ))(S+q) [I(t) + i (s)[u] (1)
(C.93)
Definindo,
Hi(s) = h(s)D(U — K1F(s))An(s)(s+q), (C.94)
Hy(s) = h(s)D(U — K F(5))Gy ' (s)Au(s) (s +q) , (C.95)
e substituindo em ((C.93))
1 1
y(t) = H1(S)(S 0 [u] () — Ha(s) G1d [](t) + A (s)[u] (t). (C.96)
Aplicando (LII)) em (C.96) resulta
(O] < IOl 7 sl(0)  aldll )+ (a0 (Co7)

Definindo ||h1(t)||1 = C4, ||h2(t)||1 = Cy e introduzindo em (C.97))

1 1
ly(t)] < Ch (S+q)[ J(t) = Cs GEa) [y](£) + Als)[[ul](t) < Com(t) — Com(t)+
+ pAg(s)[[ul}(2). (C.98)
Entao,
ly(®)] < pAL(s)[|ul](D). (C.99)
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De (B.44), n(t) = Ai(s)[[ul](t) = W(s)SAs(s)[u](t) = W(s)Si(t), para W(s)S, SPR
7

estritamente proprio e estavel , e sabendo que ((tt))‘ € L, conclui-se que,

ly®)]
m(t) € L. (C.101)
Consequentemente,
wg(t)
(D) € L. (C.102)
Agora, considerando (C.54)),
_ 1 _ 1
u(t) = Ha(s,t)(s +q) G1a) [YI(t) + Ha(s, t)(s + q) ) [7](2)- (C.103)
Denominando,
Hi(s) = Hi(s,t)(s +q), (C.104)
Hy(s) = Hy(s,t)(s + q), (C.105)
(C.106)
e substituindo em (C.I03) teremos
_ 1 = 1
ut) = Fu(s) oy 6100 + ) ). (C.107)
Aplicando (LIT) em (CI07) resulta
- 1 = 1
u(t)] < th(t)lhm[ly\](t) + H%(ﬂlhm[lrl](ﬂ (C.108)
Definindo ||Zl(t)||1 = (Y, ||Zg(t)||1 =Cyer(t) = (Siq)HTH(t) obtemos
| o
u(t)] < Cy (8+q)[\y!](t) + Co[r]](2). (C.109)

Em vista de 7(t) € L, implica 7(t) € Lo, entdo Cy[|7|](t) < b. Considerando a

inequagao do sinal normalizante em (C.109),

< O llvlle) + < Com(o) (C.110)
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Dividindo por m(t) obtemos

O . (C.111)
m(t) ="
Portanto,
t
|“((t))| € Lo (C.112)
m
Consequentemente,
t
_|“’1((t)>' € Lo (C.113)
m
Pelas demonstracoes acima concluimos que, Klw((tt))|’ Li((tt)J, %((:))‘, %ft))‘ e ‘ﬁ((tt))l sao todos
limitados, o que implica %
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