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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFR.J como parte dos requisitos necessérios
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Eduardo Vieira Leao Nunes
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Nesta Tese, aborda-se o problema de rastreamento global para sistemas nao-
lineares, usando apenas realimentacao de saida. Através de uma nova abordagem
baseada no conceito de Estabilidade no Sentido Entrada-Estado (Input-to-State Sta-
bility - 1SS), é provado que um simples controlador PD causal é capaz de resolver
o problema de rastreamento global e exato para uma classe de sistemas de Euler-
Lagrange, que engloba importantes sistemas fisicos como: manipuladores robéticos,
veiculos submarinos, dentre outros. Este resultado é obtido considerando que o
modelo dinamico do sistema seja conhecido. Para tratar de sistemas incertos, é pro-
posto um estimador hibrido baseado num esquema de chaveamento, que combina um
estimador convencional com um diferenciador exato, tendo como objetivo assegurar
simultaneamente estabilidade global e rastreamento exato. Este estimador ¢ inicial-
mente utilizado em conjunto com um controlador por modos deslizantes para uma
classe de sistemas nao-lineares e monovariaveis com grau relativo arbitrario. Em
seguida, sao apresentadas condigoes suficientes para que o esquema de estimagao
hibrido possa ser empregado com sucesso para uma classe de sistemas nao-lineares e
multivariaveis mais abrangente. Para ilustrar, mostra-se que a classe de Sistemas de
Euler-Lagrange considerada atende a estas condigoes, sendo proposta uma solugao

para o problema de rastreamento global e exato para o caso incerto.
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This Thesis addresses the global exact tracking problem for nonlinear systems,
using only output-feedback. Through a new approach based on the Input-to-State
Stability (ISS) concept, it is proven that a simple causal PD controller solves the
global exact tracking problem for a class of Euler-Lagrange systems, which encom-
passes important applications such as: robot manipulators, underwater vehicles,
among others. The result is achieved considering that the dynamic model of the
system is known. To address uncertain systems, a hybrid estimator based on a
switching scheme, which combines a conventional estimator with an exact differen-
tiator, is proposed in order to ensure simultaneously global stability and exact track-
ing. The hybrid estimator is initially used together with a sliding mode controller
for a class of single-input-single-output (SISO) nonlinear systems with arbitrary rel-
ative degree. Then, sufficient conditions are given so that the hybrid estimator can
be applied successfully to a broader class of multi-input-multi-output (MIMO) non-
linear systems To illustrate, it is shown that the considered class of Euler-Lagrange
Systems satisfy such conditions, and then a solution to the global exact tracking

problem is proposed for the uncertain case.
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Capitulo 1

Introducao

Devido a razoes fisicas, técnicas ou economicas, nem sempre todos os estados de um
sistema a ser controlado podem ser mensurados. Desta forma, o controle por reali-
mentacao de saida, i.e., utilizando apenas varidveis medidas, é um topico importante
tanto do ponto de vista pratico quanto do ponto de vista tedrico.

Uma das principais dificuldades para o projeto de controladores por reali-
mentagao de saida para sistemas nao-lineares reside no fato de que, em geral, o
principio da separacao nao é valido para estes sistemas. Além disso, sistemas nao-
lineares podem apresentar o fenémeno de escape em tempo finito (Khalil 2002), que
pode nao ser detectével via medicao da saida, ou seja, alguns estados podem escapar
enquanto a saida permanece limitada, fato que dificulta ainda mais o projeto destes
controladores.

Em muitas aplicacoes de controle, o modelo matematico para o sistema a ser
controlado pode possuir discrepancias significativas com relagao a planta real. Es-
tas diferencas podem ocorrer devido a dinamicas nao modeladas, a variacao nos
parametros da planta ou pela aproximacao do comportamento complexo da planta
por um modelo simplificado. E entéo importante poder garantir que o controlador
desenvolvido possua o mesmo nivel de desempenho independentemente das incerte-
zas existentes (Edwards & Spurgeon 1998).

Observa-se que a comunidade de controle tem voltado sua atencao para o projeto
de controladores via realimentacao de saida para sistemas nao-lineares, visando a
resolver os cldssicos problemas de estabilizacao, regulagao de saida e rastreamento de

trajetoria (Isidori 1995). Grandes esforgos tém sido feitos para desenvolver solugoes



globais ou semi—globaiﬂ, tanto para o caso em que o modelo é suposto conhecido,
quanto para o caso incerto. Além disso, busca-se ampliar a classe de sistemas abor-
dada e reduzir o conjunto de hipdteses necessarias para projeto do controlador.

O foco desta Tese é o problema de rastreamento de trajetoria. O objetivo é
desenvolver novas solugoes globais, via realimentacao de saida, para uma classe de
sistemas nao-lineares. Além disso, o rastreamento tem que ser exato, ou seja, 0 erro
de rastreamento (erro entre a trajetéria desejada e a saida da planta) tem que tender
assintoticamente (ou em tempo finito) para zero. Para tratar de sistemas incertos e
considerar a presenca de perturbacoes, estratégias de controle a estrutura varidvel
serao empregadas para que o objetivo proposto continue sendo alcangado.

O projeto de controladores por realimentacao de saida que garantam estabi-
lizacao ou rastreamento global para sistemas nao-lineares ¢ um problema bastante
desafiador. Como foi mostrado em (Mazenc, Praly & Dayawansa 1994), para al-
guns sistemas com nao-linearidades com crescimento polinomial nos estados nao
medidos, este problema pode ser impossivel de ser resolvido. Percebendo esta difi-
culdade, nao é surpreendente que a maior parte dos resultados existentes imponham
hipdteses bastante restritivas sobre a classe de sistemas nao-lineares abordada.

Considerando sistemas com crescimento linear nos estados nao medidog,
solugdes com rastreamento global foram propostas por diversos autores (Marino &
Tomei 1995, Freeman & Kokotovic 1996, Krishnamurthy, Khorrami & Jiang 2002).

Embora a maioria dos resultados globais descritos na literatura tenha sido obtida
considerando sistemas com crescimento linear, nao se pode deixar de mencionar que
esforgos tém sido dedicados ao desenvolvimento de estratégias para sistemas com
crescimento superior ao linear.

Em (Aamo, Arcak, Fossen & Kokotovi¢ 2001), impondo uma condi¢ao de pas-

sividade sobre as nao-linearidades do estado nao-medido, foi proposto um controla-

Neste trabalho, o termo global refere-se a uma solugao (estratégia de controle) obtida inde-
pendentemente das condigoes iniciais da planta/controlador, enquanto que semi-global se refere a
uma solugao obtida considerando um conjunto compacto arbitrdrio de condigoes iniciais (Khalil &

Esfandiari 1993).
2Para este tipo de sistema, as no-linearidades que sdo funcdes dos estados nao-medidos podem

ser majoradas pela norma destes estados (e.g. |p(z)| < kg l|z|, em que k; > 0 é a taxa de

crescimento e x representa os estados nao medidos).



dor capaz de assegurar rastreamento global para uma classe de Sistemas de Euler-
Lagrange com modelo dinamico conhecido. Outra solugao global para o problema de
rastreamento de trajetdria foi obtida em (Gong & Qian 2007), utilizando um obser-
vador inerentemente nao-linear que permite tratar de sistemas com nao-linearidades
do tipo z*, com k pertencendo ao intervalo [1,5/3] e 2 sendo um estado nao medido.

Nesta tese, aborda-se o problema desafiador de projetar controladores por re-
alimentacao de saida que garantam rastreamento global para sistemas com nao-
linearidades com crescimento superior ao linear. Para melhor especificar o escopo
desta Tese, dois conceitos precisam ser destacados: o de grau relativo e o de dinamica

Zero.
Grau Relativo e Dinamica Zero

Para uma funcgao de transferéncia escalar, o grau relativo é a diferenca entre o
numero de polos e o nimero de zeros finitos. A dinamica zero corresponde & dinamica
que descreve o comportamento interno da planta quando se escolhe a entrada e as
condigoes iniciais de forma a manter a saida identicamente nula, sendo um caso
especial da dinamica interna. No caso de plantas lineares, esta dinamica ¢ linear,
podendo ser caracterizada por autovalores dados pelos zeros da planta (Khalil 2002).

Com a utilizacao da teoria de geometria diferencial, diversos conceitos de siste-
mas lineares foram generalizados para sistemas nao-lineares (Byrnes & Isidori 1991,
Isidori 1995, Marino & Tomei 1995, Sontag 1998, Khalil 2002), em particular o grau
relativo e a dinamica zero. A Secao apresenta estes conceitos de maneira mais
precisa.

Em geral, o grau relativo de sistemas nao-lineares ¢ igual ao nimero de vezes
que se deve diferenciar a saida para que a entrada aparega explicitamente na ex-
pressao analitica da derivada e é uma funcao do estado do sistema, ou seja, nao é
necessariamente constante em todo o espaco de estado e, em contraste com sistemas
lineares, pode nao estar bem definido (Khalil 2002, Slotine & Li 1991). Além disso,
o grau relativo e a dinamica zero sao caracteristicas da planta que nao podem ser
alteradas por meio de realimentacao de saida. Por estas razoes, sistemas de fase
nao-minima (dinamica zero instavel), com grau relativo desconhecido e variante no
espago de estado sdo mais dificeis de serem controlados (Isidori 2000), fugindo do

escopo deste trabalho.



Nesta Tese, aborda-se o controle de sistemas nao-lineares de fase minima com
grau relativo arbitrdrio (p > 1), bem definido e constante em todo o espago de

estado. Sao considerados sistemas afins no controle, ou seja, sistemas na forma:

&= flx) +g(@)u, y=hlz), (1.1)

sendo que x € R™ ¢é o estado do sistema, u € R™ ¢é a entrada de controle, y € R™
¢ a saida medida, g(x)=[g1(x) ... gm(z)]. Os campos vetoriais f(z) : R* - R" e
gi(x) : R"—=R" i=1,...,m sao suficientemente suaves e h(z) : R — R™ é uma
funcao suave.

O objetivo e a proposta deste trabalho podem agora ser resumidos.

1.1 Objetivo e Proposta do Trabalho

O objetivo ¢ resolver o problema de rastreamento exato, via realimentagao de saida,
por meio de solugoes globais. Serao tratadas plantas nao-lineares, afins no controle,
de fase minima (dinamica zero estével), com grau relativo bem definido, constante e
arbitrdrio. Além disso, as nao-linearidades nos estados nao medidos podem ter um
crescimento linear ou até mesmo polinomial. Portanto, o fendomeno de escape em
tempo finito nao pode ser descartado, a priori. Para garantir rastreamento global e
exato para sistemas nao-lineares incertos e/ou com perturbagoes, propoe-se utilizar
técnicas de controle a estrutura variavel por modos deslizantes, ou simplesmente,

controle por modos deslizantes (SMC).

1.2 Revisao da Literatura

Nesta secao, serd apresentado um historico, a fim de situar a contribuicao desta
Tese. Inicialmente, apresenta-se uma revisao bibliografica sobre o controle por rea-
limentagao de saida para uma classe de sistemas de Euler-Lagrange (Segao [LZTl).
Por fim, apresenta-se um resumo da literatura de SMC via realimentacao de saida

(Segao [LZ2) com a finalidade de deixar claro o ponto de partida deste trabalho.



1.2.1 Controle de sistemas de Euler-Lagrange via reali-

mentacao de saida

O controle por realimentagao de saida, ou mais especificamente o controle por re-
alimentacao de posicao, de Sistemas de Euler-Lagrange tem sido estudado extensi-
vamente nos ultimos 10-15 anos, atraindo uma atencao especial da comunidade de
robotica.

Os trabalhos pioneiros de Ailon & Ortega (1993), Kelly (1993b) e Berghuis &
Nijmeijer (1993b) mostraram de forma independente que um regulador global usando
apenas realimentacao de saida poderia ser obtido estendendo o regulador PD global
proposto em (Takagaki & Arimoto 1981), através da substituigdo das velocidades
das juntas pela sua estimativa obtida através de filtros causais. Deste modo, foi
provado que, apesar da natureza nao-linear da dinamica de manipuladores robéticos,
é possivel garantir regulacao global sem a necessidade de se usar as velocidades das
juntas.

Desde entao, diversos pesquisadores tentaram desenvolver um controlador por
realimentacao de saida similar para o problema de rastreamento. No entanto, a
maior parte dos controladores propostos ficaram restritos a resultados de estabili-
dade local e semi-global. Uma revisao literaria sobre as solucoes locais e semi-globais
pode ser encontrada em (Ortega, Loria, Nicklasson & Sira-Ramirez 1998).

Os trabalhos de Burkov (1995) e de Loria (1996) foram os primeiros a tratar do
problema de rastreamento global para Sistemas de Euler-Lagrange, usando apenas
realimentacao de saida. Através de técnicas de andlise via perturbacao singular,
foi mostrado em (Burkov 1995) que um controlador por torque computado em con-
junto com um observador linear pode assegurar rastreamento global de trajetoria
para manipuladores robdticos. Entretanto, limitantes explicitos para os ganhos do
controlador e do observador nao poderiam ser determinados.

Em (Loria 1996), introduzindo fungoes trigonométricas hiperbdlicas tanto no
controlador quanto na extensao dinamica para compensar a natureza quadratica
dos efeitos de Coriolis, foi desenvolvido um controlador baseado no conhecimento
do modelo para sistemas de Euler-Lagrange com um grau de liberdade que torna o
sistema do erro uniformemente globalmente assintoticamente estavel. Infelizmente,

esta abordagem nao pode ser estendida para o caso de n graus de liberdade (degree-



of-freedom - DOF).

Para tratar deste problema, Zhang, Dawson, de Queiroz & Dixon (2000) propuse-
ram um controlador adaptativo composto por um termo de feedforward, baseado na
lei de compensacao adaptativa desejada (desired compensation adaptive law - DCAL)
(Sadegh & Horowitz 1990) em conjunto com um termo de realimentagao nao-linear
acoplado a um filtro dinamico nao-linear. Este foi o primeiro controlador global
(com respeito as condigoes iniciais dos erros de rastreamento) por realimentacao de
saida a resolver o problema de rastreamento para o caso de n-DOF. Entretanto, o
resultado ¢é global, mas nao no sentido usual, uma vez que as condigoes iniciais da
extensao dinamica devem pertencer a um conjunto restrito.

Considerando uma classe de Sistemas de Euler-Lagrange, que descreve mais ade-
quadamente embarcagoes e veiculos marinhos, e impondo uma condicao de amorte-
cimento monotono sobre as nao-linearidades do estado nao-medido, um controlador
por realimentacao de saida foi desenvolvido em (Aamo et al. 2001). Este controla-
dor é capaz de tornar o sistema do erro uniformemente globalmente assintoticamente
estavel, se o0 modelo dinamico for perfeitamente conhecido.

Em (Loria & Melhem 2002), um novo modelo cinematico-dinamico, que é linear
nas velocidades nao-medidas, foi proposto para uma classe de sistemas de Euler-
Lagrange. Usando este novo modelo, um observador e um controlador foram pro-
jetados com o objetivo de atingir estabilidade uniforme e convergéncia exponencial,
globais com respeito as condicoes iniciais dos erros de rastreamento e semi-globais
com respeito as condigoes iniciais dos erros de estimacao, desde que o conhecimento
exato do modelo do sistema esteja disponivel.

Em (Besangon, Battilotti & Lanari 2003), um controlador dinamico baseado
no conhecimento do modelo foi proposto, explorando um resultado de separacao
que garante estabilizagao global via realimentacao de saida, mediante a existéncia
da propriedade de estabilizabilidade por realimentagao de estado simultaneamente
com a propriedade de estabilidade no sentido saida-estado (output-to-state stability
- 08S) (Sontag & Wang 1997). Formulando o problema de rastreamento como
sendo equivalente a um problema de estabilizacao de um sistema variante no tempo,
foi mostrado que o controlador proposto assegura estabilidade global no sentido

de (Zhang et al. 2000), j4 que o estado estendido deve permanecer num conjunto



restrito.

Mais recentemente, Dixon, Zergeroglu & Dawson (2004) propuseram um con-
trolador robusto que garante que o erro de rastreamento seja uniformemente glo-
balmente limitado no mesmo sentido de (Zhang et al. 2000) e que possa ser ar-
bitrariamente reduzido aumentando-se os ganhos do controlador. O controlador
proposto é composto por um termo feedforward baseado no modelo nominal do rob6
em conjunto com um termo nao-linear acoplado a um filtro dinamico que também
é nao-linear, sendo semelhante ao controlador proposto em (Zhang et al. 2000).

Por outro lado, explorando o amortecimento natural presente em manipulado-
res robdticos, Santibafiez & Kelly (2001a) e Moreno & Gonzalez (2006) provaram
estabilidade assintética global para o sistema do erro, considerando controladores
que utilizam apenas realimentacao de saida. Entretanto, os resultados s6 podem ser
garantidos se o atrito presente nas juntas do robo for suficientemente grande.

Nesta tese, em contraste com os esquemas mais complexos discutidos acima,
mostra-se através de uma nova abordagem, denominada de “ISS regulator appro-
ach”, que um simples controlador PD causal (com velocidades estimadas através
de um filtro de avango de fase) com uma compensagao feedforward pode garantir
rastreamento global para uma classe de Sistemas de Euler-Lagrange, que engloba
manipuladores robéticos, sistemas mecanicos simples, navios, veiculos submarinos,
dentre outros. Além da simplicidade, este controlador fornece uma propriedade de
estabilidade global no sentido usual, i.e., nenhuma restri¢ao sobre qualquer condigao
inicial do sistema em malha fechada é imposta. Aparentemente, este é o primeiro
trabalho a conseguir estes resultados, considerando que o amortecimento natural
possa ser arbitrariamente pequeno. Além disso, o resultado pode ser estendido para
sistemas de Euler-Lagrange incertos, utilizando o estimador hibrido, proposto nos
capitulos@ el em conjunto com um termo de controle vetorial unitério (Unit Vector
Control - UVC) (Gutmann & Leitmann 1975, Gutman 1979) usado para lidar com

as incertezas paramétricas do termo de compensacao feedforward.

1.2.2 Controle a Estrutura Variavel por Modos Deslizantes

O controle a estrutura variavel ( Variable Structure Control (VSC)) é uma alternativa

de controle robusto muito eficiente para controlar sistemas incertos. A estrutura



variavel caracteriza-se pela utilizacao de uma lei de controle descontinua que chaveia,
seguindo uma dada regra, entre sistemas com estruturas diferentes, gerando um
novo tipo de movimento, denominado de modo deslizante (ver (Emelyanov 1970),
(Itkis 1976) e (Utkin 1978)).

Em geral, as fungoes de chaveamento sao projetadas de tal forma que as tra-
jetérias do sistema alcancem e mantenham-se em uma superficie (superficie de
deslizamento), no espago de estado, que sao especificadas conforme um comporta-
mento dindmico desejado (Emelyanov 1970, Utkin 1992). Este tipo de movimento
é, sob certas condigoes, invariante com relacao as incertezas da planta, propriedade
conhecida como principio da invariancia.

Sistemas a estrutura variavel oferecem vantagens significativas como, por exem-
plo, bom comportamento no transiente, estabilidade exponencial global, capacidade
de rejeitar perturbacoes nao-modeladas, insensibilidade a nao-linearidades da planta
ou variagoes dos parametros, e destacavel robustez com respeito a estabilidade e de-
sempenho.

Entretanto, o controle a estrutura variavel convencional requer que o estado
completo do sistema esteja disponivel (Utkin 1978). Além disso, outra grande di-
ficuldade é a possibilidade da ocorréncia do fenomeno de chattering, que consiste
em uma oscilacao de alta freqiiéncia do sinal de controle devido a imperfei¢coes no
chaveamento, levando ao conhecido modo deslizante real (Utkin 1992).

No modo deslizante ideal, o estado permanece na superficie de deslizamento,
enquanto que o sinal de controle apresenta oscilagdes de freqiiéncia infinita (no
caso ideal limite em que o chaveamento possa ocorrer num tempo arbitrariamente
pequeno). No deslizamento real, as varidveis de controle oscilam em freqiiéncia alta,
mas finita. Sendo assim, o deslizamento sera referido como ideal quando a freqiiéncia
de chaveamento for muito maior do que a freqiiéncia superior da banda passante do

sistema.
SMC via Realimentacao de Saida

O controle por modos deslizantes utilizando apenas informacao de saida foi de-
senvolvido inicialmente utilizando filtros de avanco de fase para reconstruir os esta-
dos nao medidos. Entretanto, esta abordagem acarretava, geralmente, no apareci-

mento de chattering que destruia todas as vantagens potenciais de um SMC ideal



(Utkin 1992).

Em (Bondarev, Bondareva, Kostyleva & Utkin 1985), foi mostrado que os modos
deslizantes ideais poderiam ser preservados, utilizando-se observadores de estado as-
sintoticos. Entretanto, naquele trabalho pioneiro, o modelo da planta foi suposto
conhecido e nao foram consideradas perturbacoes externas. Para abordar sistemas li-
neares e nao-lineares incertos, observadores baseados em modos deslizantes (Slotine,
Hedrick & Misawa 1987, Walcott & Zak 1988, Edwards & Spurgeon 1998) e obser-
vadores de alto ganho (HGO) (Emelyanov, Korovin, Nersisian & Nisezon 1992, Es-
fandiari & Khalil 1992, Oh & Khalil 1995, Lu & Spurgeon 1999) também foram
desenvolvidos.

Na maior parte das referéncias citadas, aborda-se o problema de estabilizacao por
realimentagao de saida (Walcott & Zak 1988, Zak & Hui 1993, Oh & Khalil 1995).
O problema de rastreamento de trajetéria (Oh & Khalil 1997), em particular espe-
cificado através de um modelo de referéncia, foi introduzido na literatura de VSC
em (Young 1977), supondo acessiveis os estados da planta. O caso de realimentacao
apenas da saida foi considerado em (Ambrosino, Celentano & Garofalo 1984, Barto-
lini & Zolezzi 1988, Narendra & Annaswamy 1989, Hsu & Costa 1989, Hsu, Araijo
& Costa 1994), utilizando a estrutura do MRAC (Sastry & Bodson 1989).

Seguindo esta abordagem, o controlador adaptativo por modelo de referéncia e
estrutura variavel (VS-MRAC - variable structure model reference adaptive control),
de (Hsu, Lizarralde & Aratjo 1997), foi aplicado a sistemas SISO e lineares. Neste
caso, utiliza-se filtros de avango de fase (derivadores sucessivos) no lugar de obser-
vadores explicitos, o que parece ser mais natural para sistemas incertos, assim como
utilizar HGO4l.

O caso multivariavel foi abordado em (Tao & loannou 1989, Chien, Sun, Wu &
Fu 1996) para plantas lineares. Em (Hsu, Cunha, Costa & Lizarralde 2002), através
do controle vetorial unitario, a aplicagao do VS-MRAC foi estendida para sistemas
lineares multivariaveis, dando origem ao MRAC e vetor unitario (unit vector model-
reference adaptive control — UV-MRAC).

A partir do trabalho desenvolvido em (Min & Hsu 2000), o VS-MRAC (original-

3Vale ressaltar que ignorando a entrada do HGO relativa ao controle u, HGO e derivadores

sucessivos (filtro em avango) sao estruturas bastante similares (Khalil 2002).



mente concebido para plantas lineares) foi estendido para o controle de uma classe
de sistemas nao-lineares SISO com grau relativo igual ou inferior a dois. Posterior-
mente, em (Hsu, Costa & Cunha 2003), o UV-MRAC foi reprojetado para sistemas
multivaridveis e nao-lineares com grau relativo unitdario.

Infelizmente, estratégias de controle baseadas em modos deslizantes perdem sua
exatidao, quando filtros de avango ou HGOs sao usados para gerar a fungao de
deslizamento (Fridman 2001, Boiko & Fridman 2005). Como conseqiiéncia, apenas
convergéncia para uma vizinhanca da origem pode ser garantida. Deste modo, estes
controladores nao sao capazes de assegurar rastreamento exato para o caso de plantas
com grau relativo maior do que um.

Recentemente, com a introdugao dos modos deslizantes de ordem superior em
(Levant 1993), que generalizam o conceito de modos deslizantes convencionais, uma
nova classe de SMCs por realimentacao de saida foi considerada por vérios autores
(Levant 2003, Bartolini, Levant, Pisano & Usai 2002, Fridman & Levant 2002). Uma
técnica chave para implementacao destes SMCs de ordem superior é o chamado di-
ferenciador robusto e exato (Robust Exact Differentiator - RED) apresentado em
(Levant 1998, Levant 2003). Embora esta classe de controladores consiga um rastre-
amento exato, sua estabilidade ou convergéncia tem sido provadas apenas localmente
(Levant 2003).

Em (Nunes, Hsu & Lizarralde 2004, Nunes, Hsu & Lizarralde 2006, Nunes, Hsu
& Lizarralde 2009), foi proposto um controlador por modos deslizantes baseado em
um estimador hibrido, denominado de Global Robust Exact Differentiator (GRED),
para resolver o problema de rastreamento global e exato para plantas lineares, mo-
novariaveis e incertas com grau relativo arbitrario. Deve ser ressaltado que este pro-
blema ainda nao havia sido resolvido considerando apenas SMC via realimentacao
de saida. O estimador hibrido é baseado num esquema de chaveamento, que com-
bina um RED com um filtro de avanco de fase, de forma a tornar o sistema do erro
globalmente estavel com respeito a um conjunto residual e, além disso, assegurar
convergéncia global do estado do erro para zero.

Nesta Tese, inicialmente o esquema de estimacao hibrido é utilizado conforme
desenvolvido originalmente (combinando um RED com um filtro de avango), sendo

aplicado em conjunto com um controlador por modos deslizantes a uma classe mais
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abrangente de sistemas nao-lineares, monovaridveis e incertos com grau relativo
arbitrario.

Em (Nunes & Hsu 2006), foi constatado que o esquema de chaveamento do esti-
mador hibrido poderia ser implementado substituindo o filtro de avanco de fase por
um HGO. Na verdade, o esquema pode ser implementado utilizando qualquer esti-
mador convencional, desde de que este garanta propriedades de estabilidade pratica
para o sistema em malha fechada, mesmo na presenca de perturbacoes na sua saida
(Nunes, Hsu & Lizarralde 2008b).

Neste trabalho, realiza-se um estudo para determinar quais condi¢oes devem ser
satisfeitas para que o GRED possa ser utilizado. Com o objetivo de caracterizar
classes de sistemas nao-lineares que satisfazem tais condicoes, o problema de ras-
treamento global de Sistemas de Euler-Lagrange incertos é investigado. Através do
estudo realizado, é possivel obter uma solucao original para este problema que ainda

nao havia sido completamente resolvido.

1.3 Visao Geral da Tese

No capitulo 2 o problema de rastreamento global para manipuladores robdticos
usando apenas realimentacao de saida é investigado. No captitulo Bl os resultados
obtidos no capitulo @ sao estendidos para uma classe mais abrangente de sistemas
de Euler-Lagrange. No capitulo Hl, apresenta-se conceitos bésicos de sistemas a
estrutura variavel e introduz o diferenciador exato, denominado de RED, que ¢
fundamental para as estratégias de controle consideradas nos capitulos Bl e @. No
capitulo Bl o estimador hibrido, denominado de GRED, ¢ utilizado em conjunto
com um SMC para assegurar rastreamento global e exato para uma classe de sistemas
nao-lineares, monovariaveis e incertos. No capitulo @ apresenta-se um extensao
do esquema de estimacao hibrido introduzido no capitulo Bl fornecendo condigoes
suficientes para que o esquema possa ser empregado com sucesso para uma classe de
sistemas nao-lineares e multivaraveis mais abrangente. Conclusoes sobre o trabalho
e propostas para trabalhos futuros sao apresentadas no capitulo [[l Para facilitar a
leitura, as provas e detalhes técnicos sao apresentados nos apéndices. Além disso,

um resumo das contribuigoes obtidas durante o desenvolvimento desta Tese e dos
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trabalhos publicados encontram-se no Apéndice [Al

1.4 Notacao e Terminologia

A norma Euclidiana de um vetor x e a correspondente norma induzida de uma matriz
A sao denotadas por |z| e |A[, respectivamente. Os autovalores maximo e minimo de
uma matriz A sdo denominados de A\y/(A) e A, (A), respectivamente. Para qualquer
fungao localmente integravel x : R, — R™, |z| denota esssup{|z(t)|,t>0}, e, para
qualquer par de tempos 0<t; <to,

| fitr 02| =ess sup [£(1)]

te(tr,ta]

Uma fungdo V : R" — R, é dita como sendo positiva definida se V(z) > 0
para todo x diferente de zero e V(0) =0. Ela é positiva semi-definida se V' (0) =0
e V(x) >0 para x # 0. A fungao V(z) é negativa definida (semi-definida), se
—V(z) for positiva definida (semi-definida). Uma fun¢ao V(z) é dita como sendo
radialmente ilimitada, ou prépria, se V(z) tende para 400 quando |z| tende para
+00. Uma funcao V é suave se possui, em todos os pontos, derivadas de todas as
ordens.

Uma funcao v : Ry — R, ¢é dita como sendo de classe K se for continua,
estritamente crescente e v(0) = 0. Se, além disso, v for prépria, entdo pertence a
classe K. Uma funcao §: R, x R, — R, é de classe KL se, para cada t > 0 fixo,
B(-,t) for de classe K e, para cada s > 0 fixo, (s, -) decresce para zero quando t —
00. As defini¢oes de fungoes K, K e KL estao de acordo com (Khalil 2002, p. 144).
Para auxiliar o entendimento qualitativo das analises e resultados apresentados,
por simplicidade pode ser considerado que B(|x(to)|,t — to) = cg|z(to)|e A1) e
Y(Jul) = ey Jul® ou ¢, Ju|, com ¢z, A, ¢, sendo constantes positivas.

Assim como em (Ioannou & Sun 1996), a saida y de um sistema linear e invariante
no tempo (LTI) com funcao de transferéncia H (s) e entrada u é denotada por H(s)u.
A convolugao h(t)*u(t), sendo h(t) a resposta impulsiva de H(s), serd representada
eventualmente por H(s) * u.

Seja U um subconjunto aberto do R". Dados um campo vetorial f : U — R" e

uma funcao escalar h : U — R suficientemente suaves em U, a derivada de Lie de
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h(z) ao longo de f(x), é definida por (Khalil 2002, pp. 510) (Isidori 1995, pp. 8):

oh oh
= — — = | Oh Oh Oh
th(l’) T or (l’), or [ dr1 Ory " Ozn ]
comz=[z zo ... 7, )"
As seguintes notacoes serao utilizadas:
[Lsh) O[Ly ']
LyLyh(x) = o g(x), Lih(z) = #f(«f) ;

sendo que g : U — R™ é um campo vetorial, k& = 1,2,..., e LYh(z) = h(z).
Freqiientemente, omite-se a varidvel x, ou seja, escreve-se simplesmente L ¢h, L’]‘ih e
LyL¢h. Deve ser destacado que em diversos casos U = R"

Sejam f: U — R" e g: U — R” dois campos vetoriais suficientemente suaves, o

colchete de Lie, denotado por [f, g], é um outro campo vetorial definido por (Khalil

2002, pp. 523) (Isidori 1995, pp. 8):

.60 @) = 22 j(a) — P gfa

para z € U. Nesta expressao [dg/0z] e [0f /Ox] sao matrizes Jacobianas, dadas por:

991 O 991 of  of of1
ox1 Ore " Oxn ox1 Oxre 7" Oxn
992 Og2 992 of2  Of2 0f2
@ _ ox1 Ore " Oxn g _ ox1 Oxre " Oxn
oz : A oz : : :
9gn  9gn 9gn Ofn  Ofn Ofn
| Oz Ox2 " Oxzp L Oz Ory "' Ozp

O colchete de Lie, é comumente escrito como ad;g(x), sendo que ad significa adjunto.

Colchetes de Lie repetidos podem ser definidos recursivamente por:
adyg(z) = g(x)

adsg(x) = [f, 9] (x)
adig(z) = [/, adl;’lg} (), k>1

Considere os campos vetoriais f; : U — R", ¢ =1,...,m. Um conjunto de cam-
pos vetoriais { f1, fa, ..., fm} € dito como sendo involutivo, se e somente se existirem

funcoes escalares ;5 : R” — R tais que (Slotine & Li 1991, pp. 235):

fzaf] Zéz]k VZ j
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Involutividade significa que o colchete de Lie formado por qualquer par de campos
vetoriais do conjunto { f1, fa, ..., fm} pode ser expresso como uma combinagao linear
do conjunto de campos vetoriais original.

Seja A(x) = span { fi(x), fa(z), ..., fm(z)} o subespago do R™ gerado pelos veto-
res f1(z), fo(z), ..., fm(z) para cada z € R™ fixo. A colegao de todos os espagos ve-
toriais A(z) para x € R" é chamada de distribuigao, sendo referida por (Khalil 2002,
pp. 524) (Isidori 1995, pp. 13):

A =span{fi, fo, ..., fm}

Uma distribuigao é involutiva se o colchete de Lie [g1, go] de qualquer par de
campos vetoriais g; e go pertencentes a A também pertencer a A (Khalil 2002,

pp. 524) (Isidori 1995, pp. 17), i.e se:
G EAN GEA=[g,0] €A

Diz-se que uma fungao f(7) é de ordem 7", i.e. O(7"), com n € N, se

)

]

=K < o0

sendo que K é uma constante positiva finita.

1.5 Conceitos Basicos

Esta secao apresenta resumidamente os conceitos basicos utilizados nesta Tese, que
estdo bem apresentados nos livros (Khalil 2002, Isidori 1995, Utkin 1992) e em
(Sontag 1989, Jiang, Teel & Praly 1994, Sontag & Wang 1995, Jiang, Mareels &
Wang 1996, Jiang & Mareels 1997, Krichman, Sontag & Wang 2001).

1.5.1 Estabilidade no Sentido Entrada-Estado

Definigcao 1 O sistema & = f(t,xz,v) é dito como sendo praticamente estdvel no
sentido entrada-estado (input-to-state practically stable) (ISpS) (Jiang et al. 1994,
Jiang et al. 1996, Jiang € Mareels 1997), se existirem 3 € KL, v € IC, referido como

o ganho ISpS, e uma constante nao negativa K, tais que para cada tempo inicial

14



to > 0 e cada condigao inicial z(ty), e para cada sinal de entrada v(-) limitado,

definido no intervalo [tg, 00), a solugdo exista em [ty,00) e seja tal que:

|2(t)] < B(|lx(to)] ,t — to) +7([|viwa) + K (1.2)

Se (L) for satisfeita com K = 0, o sistema € dito como sendo estdvel no sentido
entrada-estado (input-to-state stable) (ISS) (Sontag 1989, Sontag & Wang 1995).

Se () for satisfeita com v =0, entdo o sistema é uniformemente globalmente
assintoticamente praticamente estdavel (uniformly globally asymptotically practically
stable) (GApS).

Se [LA) for satisfeita com v =0 e K =0, entao o sistema € uniformemente glo-

balmente assintoticamente estdvel (uniformly globally asymptotically stable) (GAS).

Definicao 2 Uma func¢dao continua V : R® — R, € uma fung¢ao de armazena-
mento (Krichman et al. 2001), se existirem o, @ € Ko tais que a(|z]) < V(z) <

a(|z|), Ve € R™ (V' é positiva definida e propria).

Definicao 3 Uma fun¢ao de armazenamento suave V : R — R é uma fun¢ao de
Lyapunov-1SpS (1SpS-Lyapunov function) (Jiang et al. 1996) para o sistema & =

f(t,xz,v), se existirem «, 0 € K e uma constante ndo negativa ¢, tais que:
V(z) < —alz|) +o(|v]) + ¢ (1.3)

Quando (L3) € satisfeita com ¢ = 0, V € dita como sendo uma funcao de

Lyapunov-1SS (Sontag & Wang 1995).

A existéncia de uma func¢do de Lyapunov-ISpS (Lyapunov-ISS) é uma condicao
equivalente para que o sistema seja ISpS (ISS) (Jiang et al. 1996, Sontag & Wang
1995).

1.5.2 Grau Relativo

Conforme mencionado anteriormente, para uma funcao de transferéncia escalar, o
grau relativo é a diferenca entre o nimero de pédlos e de zeros. Também é o ntiimero
de vezes que a saida y(t) precisa ser diferenciada em relagdo ao tempo até que a

entrada u apareca explicitamente na expressao analitica desta ultima diferenciagao.
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Vale relembrar que o grau relativo de sistemas nao-lineares pode nao estar bem
definido. Para um sistema nao-linear, afim no controle como em ([.T]), monovariavel
(m = 1), o grau relativo em um ponto z° é igual a um, se L,h # 0 em = = z°. Isto
se deve ao fato de que

Ooh

§= 5= Lyh+ Lyhu,

e, portanto, a entrada u aparecera na expressao de y, se o “coeficiente” Lyh for
diferente de zero. Se Lyh for nulo, pode-se derivar § em rela¢ao ao tempo mais uma
vez e verificar se a entrada u aparece na expressao de y, etc. O grau relativo é dito
uniforme (Isidori 1995) (neste trabalho, serd denominado também de global) se for
bem definido e constante em todo o espago de estado (Vz° € R").

Sera adotada a versao multivaridavel da nocao de grau relativo de sistemas nao-
lineares apresentada em (Isidori 1995, pp. 220) e repetida, a seguir, por conveniéncia.

Considere o sistema nao-linear multivaridvel ([LIJ) reescrito na seguinte forma:

B=f@)+ ) gl@u, y=[n) ha@) ... hp@)] (1.4)
i=1
O sistema (L)) possui grau relativo vetorial {p1, ..., pm} em x = z° se:

(i) Para todo z em uma vizinhanga de = = z°, tem-se: ngL’;ihi(x) =0,i,j €

{1,...,m} ,Vk €{0,...,p; — 2} ,Vx € R™.

(ii) A matriz

Lo L ha(x) ... Ly, L5 ()
Lo L ho(x) ... Ly, L ho(x)
Ky, =
m q_l
| Lo L5 h(2) oo L, L hi(@) |

for invertivel para r = x°.

Diz-se que o grau relativo é global se (i) e (ii) forem vélidas Vz° € R" e uniforme
quando, além de global, as seguintes igualdades se verificarem p; = ... = p,,.
Quando o sistema (L) é linear (f(z) = Az, g(z) = B e h(x) = C) e o grau relativo
¢ uniforme e igual a p, a condigao (i) pode ser expressa por meio dos parametros de
Markov CB = CAB =...=CA? 2B =0 e a matriz K, corresponde ao ganho de
alta freqiiéncia da planta que é dado por K, = K, = CA?~'B (invertivel).
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1.5.3 Forma Normal

Por simplicidade, considere o caso monovariavel (SISO), i.e. m =1 em (CTJ). Con-
sidere a seguinte mudanca de coordenadas que leva o estado = do sistema ([L1]) para

oestado z = [ nT ¢7 |7, com 7 e ¢ definidos por:

n:="T,(x) e &=T¢(x):= [ h Lgh(x) Lih(z) ... Lfflh(x) ! . (L)
em que T,(z) : R — R"* é uma funcdo apropriada. Pode-se mostrar por meio
do Teorema de Frobeniu&g que o sistema ([LIl) possuir grau relativo p em = =
x? é uma condicao suficiente para encontrar 7;, de tal forma que a transformacao
T(x) :== TnT(x) Tg(x) }T seja um difeomorfismo local (z = x°), portanto, uma
transformacao de coordenadas na vizinhanca de x = x°.

Além disso, pode-se garantir que existe T (z) = [ T, (z) ... T,

NIn—p

(z) ]" tal
que LyT; =0 para j =1,...,n — p e para todo z em torno de z°.

Note que y) = Lih = &,i=0,1,...,pe que para j = 1,...,n — p, tem-se:

dT,, 0T,
e [f 4+ gu] = LT, + LyTju = LT, .

=0
Nessas novas coordenadas, diz-se que o sistema se encontra na forma normal (Isidori
1995, Khalil 2002), possibilitando a separagao do sistema original em um subsistema

terno

n o= fo(n,), (1.6)
e um subsistema ezterno
él = §27
52 = §37
épfl = é-pa
§ = Lih(z)+ Lyl h(z)u, (1.7)

em que x pode ser escrito em funcao de n e £ por meio da inversa do difeomorfismo

local T'(x). Para obter uma forma normal global ndo basta que o grau relativo seja

4Ver (Isidori 1995, Proposicao 4.1.3, pp 141).
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uniforme (global), é necessario 7" ser um difeomorfismo global. Para tanto, de acordo
com (Khalil 2002), uma condicdo suficiente é o jacobiano 0T (x)/0x ser invertivel
Vz e T'(x) ser proprio (lim, .o |T(x)| = 00). Em (Isidori 1995, Proposicao 9.1.1,
pp. 428) sao fornecidas condigdes suficientes para se obter a forma normal de plantas
monovariaveis.

Nao basta que ([L4]) possua grau relativo vetorial bem definido em x = x° para
se ter uma versao multivaridvel da forma normal local (CH) e (CM). Entretanto,
se adicionalmente for suposto que o conjunto de campos vetoriais {g1(x), ..., g,(q)}
forme uma distribuicao involutival] para valores em torno de x=2x°, pode-se obter a
versao MIMO de acordo com (Isidori 1995, Proposigao 5.1.2, pp. 222). No capitulo,
condigoes suficientes para a obtencao da forma normal global para sistemas MIMO

sao apresentadas.

1.5.4 Dinamica Zero

Considere o sistema nao-linear (ILTl), monovaridvel (m = 1) e com grau relativo igual
a um. A lei de controle u = (L,h) v — Lyh] garante que § = v. Esta lei realiza o
que se denomina de linearizagao entrada-saida (Marino & Tomei 1995), pois cancela
as nao-linearidades presentes na equacao de y convertendo-a em y = v.

Escolhendo-se novas coordenadas em que y seja uma das componentes do vetor
de estado, as n—1 equagoes restantes com y(t) = 0 e v(t) = 0 constituem a dindmica
zero, ou seja, a dinamica que resulta quando a saida é mantida nula.

No caso de grau relativo igual a dois, o sistema linearizado (via entrada-saida)
¢ um duplo integrador, y = v. Neste caso, escolhendo-se coordenadas em que y e
y sejam componentes do vetor de estado, a dinamica zero ¢ descrita pelas n — 2
equagoes restantes fazendo y(t) = y(t) =0 e v(t) = 0. A dinamica zero é dada pela

dinamica que resulta do subsistema interno ([LH), considerando-se £ = 0, Vt.

5Pode-se encontrar uma defini¢io em (Isidori 1995, pp. 17).
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Capitulo 2

Rastreamento (GGlobal para
Manipuladores Robédticos via

Realimentacao de Posicao

2.1 Introducao

Manipuladores roboticos constituem uma importante classe de sistemas de Euler-
Lagrange, sendo empregados em inumeras aplicagoes praticas de diversas areas.
Muitos esquemas de controle assumem que medidas das velocidades das juntas es-
tejam disponiveis. Embora, seja possivel medir as velocidades usando tacometros, o
uso de sensores adicionais representa um aumento do custo e, além disso, os sinais
fornecidos podem estar contaminados com ruido (Arteaga & Kelly 2004).

Neste capitulo, serd mostrado que um simples controlador PD causal (com ve-
locidades estimadas através de um filtro de avango de fase) com uma compensagao
feedforward pode garantir um rastreamento global de trajetoria. Para esta finalidade,
serd utilizada uma nova técnica de analise, denominada de “ISS regulator approach”.
Esta técnica aborda o problema em trés etapas. Primeiramente, considera-se o pro-
blema de regulacao para um ponto de operacao desejado. Explorando a existéncia
do amortecimento natural, é provado que um manipulador robético controlado por
um regulador PD causal é ISS com respeito a uma perturbacgao de entrada limitada,
fornecendo-se uma funcao de Lyapunov-ISS. Em seguida, considerando-se o pro-

blema de rastreamento, mostra-se que um controlador PD causal com compensacao

19



feedforward é equivalente ao regulador considerado na primeira etapa com uma per-
turbacao de entrada aditiva e limitada. A partir deste resultado, é possivel demons-
trar que o sistema completo do erro em malha fechada possui estabilidade pratica
global. Finalmente, tirando-se proveito da limitagao global dos sinais do sistema,
prova-se que o sistema do erro em malha fechada é GAS, fornecendo-se limitantes
finitos para os valores dos ganhos do controlador e das constantes de tempo do filtro
de avanco de fase.

O resultado de estabilidade obtido para o controlador PD causal com com-
pensacao feedforward é global no sentido usual, i.e., nenhuma restricao sobre qual-
quer condicao inicial do sistema em malha fechada é imposta. Além disso, o re-
sultado ¢ valido, nao importando o quao pequeno seja o amortecimento natural.
Aparentemente, este é o primeiro trabalho a conseguir estes resultados, conside-
rando que o amortecimento natural possa ser arbitrariamente pequeno, hipotese
que parece ser bastante razoavel do ponto de vista pratico.

Embora a técnica de andlise “ISS regulator approach” tenha sido proposta inici-
almente para tratar de um problema especifico, ela pode ser empregada em contextos
mais gerais. Para ilustrar este fato, sera provado, utilizando esta técnica, que um
controlador PD causal com ganho proporcional nao-linear também ¢é capaz de so-
lucionar o problema de rastreamento global para manipuladores roboticos, usando
apenas medidas de posicao. Além disso, sera mostrado que este controlador PD
causal nao-linear, permite o desenvolvimento de um limitante inferior menos con-
servativo para as constantes de tempo do filtro de avanco de fase.

Neste capitulo, também serao apresentadas simulacoes numéricas, considerando
o modelo de um manipulador real, com o intuito de verificar os resultados tedricos

obtidos. Além disso, serao apresentadas conclusoes e consideracoes finais.

2.2 Modelo de um manipulador robético

Manipuladores Robéticos sao sistemas mecanicos articulados compostos por elos
conectados por meio de juntas de revolucao, prismaticas ou esféricas. As juntas de
revolucao e as juntas prismaéaticas sao os tipos mais comuns encontrados em robos

manipuladores. (Sciavicco & Siciliano 2000, Santibanez, Kelly & Loria 2005)
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A dinamica de um manipulador rigido com n graus de liberdade é conveni-
entemente descrita pela formulagdo Lagrangiana e Hamiltoniana (Murray, Li &
Sastry 1994). No enfoque Lagrangiano, as equagoes que descrevem o movimento po-
dem ser desenvolvidas de modo sistematico, independentemente do sistema de coor-
denadas, através de um conjunto adequado de coordenadas generalizadas (Sciavicco
& Siciliano 2000).

Numa cadeia cinematica aberta, cada junta de revolugao ou prismatica fornece
um grau de liberdade adicional a estrutura mecanica. Desta forma, um rob6 com
n juntas apresentard n graus de liberdade. Quando os atuadores estao conveni-
entemente localizados, as posicoes das juntas podem ser utilizadas como sendo as
varidveis de coordenadas generalizadas (Santibanez et al. 2005).

O modelo dinamico de um robo rigido com n graus de liberdade e juntas de

revolugao pode ser descrito por (Sciavicco & Siciliano 2000):

M(q)q+ C(q,4)q + (Fuq+g(q) =T, (2.1)

na qual ¢(t), ¢(t), G(t) € R™ denotam a posigao, a velocidade e a aceleragao das
juntas, respectivamente; a matriz de Inércia M(q) € R™*" é simétrica e positiva
definida; C(q,q) € R™*™ é a matriz das forcas centripetas/Coriolis; ¢ é uma cons-
tante positiva genérica, e F, € R™" denota a matriz de atrito viscoso conside-
rada constante, diagonal e positiva definida; g(q) € R™ é o vetor de gravidade; e
7 € R"™ é o vetor de torques que atua nas juntas. A matriz de Coriolis/centripeta
é definida usando-se os simbolos de Christoffel (Spong & Vidyasagar 1989, Ortega
et al. 1998, Santibafiez et al. 2005).

A dinamica do sistema (ZJ]) exibe as seguintes propriedades, que serao tteis nas
andlises subseqiientes (Sciavicco & Siciliano 2000, Spong & Vidyasagar 1989, Ortega
et al. 1998, Santibanez et al. 2005).

Propriedade 2.1 A matriz de inércia € limitada superiormente e inferiormente

pelas sequintes desigualdades:
An(M) |2 < 2" M(g)z < Ay (M) |2, Vo € R
sendo que

A (M) := min A\, (M (q)), Am(M) :=max Ay (M(q))

geR™ geR™
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Propriedade 2.2 A matriz de inércia satisfaz a sequinte desigualdade:
|M(x)z = M(y)z| < ko —yll2], Vo,y,z € R

na qual cpy; pode ser calculada da sequinte maneira:

).

kor — 2
M n (max aqk

i,5,k,q

em que M;;(q) € o elemento ij da matriz M(q).

Propriedade 2.3 As matrizes de inércia e de Coriolis/centripeta satisfazem a se-
guinte relagcao:

M(q) = C(g,d4) +C"(q.4), Vg, 4 € R,

Propriedade 2.4 A matriz %M(q)—C’(q,cj) ¢ anti-simétrica, i.e.,
T I . n

x §M(q)—0(q,q) =0, Vo e R",

Propriedade 2.5 A matriz de Coriolis/centripeta satisfaz a sequinte desigualdade:
Oz, 2)w—=Cy, v)w| < 1|z = vl [wl+ez 2| [z =yl |w], Va,y, 20,0 € R
na qual 0s parametros ¢y e co podem ser calculados do sequinte modo:
er = (0] )

1,5,k,q
deijr(q) D

3
Co="n max
( oq

i,5,k,1,q

sendo que c;j, € o simbolo de Christoffel ijk.

Propriedade 2.6 O vetor de gravidade satisfaz a sequinte desigualdade:

na qual o parametro c, pode ser calculado do seguinte modo:

%)

19,9

ky =n (max

sendo que g;(q) € o elemento i do vetor g(q).
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Propriedade 2.7 A dinamica do robo pode ser parametrizada linearmente:

Y(q,4,G)0 = M(q)G + C(q,q)q + (F.q+g(q) =T,

onde Y(q,q4,§) € R™ € a matriz regressora e § € R! é um vetor constante de

parametros.

Propriedade 2.8 Os sequintes majorantes sao vdlidos:

Cla )l < eilil, [M@|<enlils l9@] < o 16 <o

2.3 Revendo o problema de regulacao usando um
simples regulador PD causal

Em (Ailon & Ortega 1993, Kelly 19935, Berghuis & Nijmeijer 1993a), foi mostrado
que um regulador PD causal com compensacao da gravidade garante uma regulagao
assintotica e global para um manipulador robético com juntas de revolucao. Para
esta finalidade, foi utilizada uma fun¢ao de Lyapunov com derivada negativa semi-
definida em conjunto com o principio de invariancia de LaSalle.

Em (Angeli 1999), foi provado que um manipulador com juntas de revolucao
controlado por um PD nao causal, que utiliza as velocidades das juntas, é ISS com
respeito a perturbacoes de entrada limitadas. Neste mesmo artigo, foi mostrado que
tal controlador nao é capaz de assegurar esta propriedade para o caso de manipula-
dores com juntas prismaticas.

Nesta secao, considera-se o problema de regulagao global de saida para um ponto
de operacao constante desejado ¢,, usando apenas medidas de posi¢cao. O objetivo
¢ demonstrar que um manipulador, descrito por (Z1I), controlado por um regulador
PD causal, com ou sem compensacao de gravidade, é ISS com respeito a perturbagoes
de entrada limitadas. Para isto, sera fornecida uma funcao de Lyapunov-ISS para o
sistema em malha fechada. Este resultado mais abrangente é obtido usando as idéias
apresentadas em (Angeli 1999) e tirando proveito da existéncia do amortecimento
natural do rob6. Além disso, serd mostrado que o regulador PD com compensacao
da gravidade é capaz de assegurar que o erro de regulacao ¢:=q — ¢, tenda assinto-

ticamente para zero, na auséencia de perturbacoes.
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O regulador PD classico, que utiliza medidas das velocidades das juntas, é dado
por:
T=—-K,q — K4 (2.2)
sendo que K, e K, sao matrizes simétricas e positivas definidas.
Como ¢é considerado que apenas medidas das posicoes das juntas estao dis-
poniveis, as velocidades das juntas podem ser estimadas através do seguinte filtro

de avanco de fase:

) = di i ’ i =1 (2.3)
Vv = ala I Vv; = i, 1= 1,...,1 .
J Mz‘5+1q Mi8+1q

onde, sem perda de generalidade, as constantes temporais p; do filtro de avango de

fase para cada junta individual sao escolhidas como sendo iguais a pu. O parametro
[t € uma constante positiva genérica, entretanto, quando uma grande precisao é
requerida, ;1 deve ser feito suficientemente pequeno (c.f. se¢ao 27).

O filtro de avango de fase (23)) pode ser descrito no espago de estado por:

. 1 1
)= ——9 -,
pooop
1
b= v+—q (2.4)
W

A lei de controle do regulador PD causal é obtida usando a estimativa da velo-

cidade ¥ ao invés da velocidade exata ¢ em (Z2), sendo dada por:

T=—K,j— Kb (2.5)

2.3.1 Analise de Estabilidade

Na analise de estabilidade, sera considerada a presenca de uma perturbacao de

entrada limitada d;(t) no sistema (Z1I), logo o sinal de entrada é dado por:
T =—K,j— Koo +d; (2.6)
Substituindo (ZH) em (1I), tem-se:
G=M(q)" [=C(q,0)d — CFoi — 9(q) — Kpd — Kap + ]

Como ¢(q) < ¢4,Vq € R", para simplificar a andlise, a seguinte perturbagao de

entrada limitada sera considerada:

d=d;—g(q) (2.7)
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Com o intuito de permitir que a anélise leve em conta a possibilidade de pouco

amortecimento natural, o parametro ( sera considerado como sendo um pequeno

parametro. Definindo o estado do sistema em malha fechada Z1I), 4] e (Z0)

como z” := [§" ¢" DT], a equagdo de estado pode ser descrita por:

q
= | M(q)~"[d-C(g,4)§ — (F.q — KpG — Ka] (2.8)
_r 44
w T
Agora, considere a seguinte fun¢ao de Lyapunov-ISS candidata:

1 I P B AT M (0)
Vi(z) = =¢"M(q)q + =4  K,G + =" Kq0 + 51M

2 2 2 V1+4dG

na qual £; é uma constante positiva suficientemente pequena. Esta funcao de

(2.9)

Lyapunov é composta por um termo de energia mais um termo cruzado nor-
malizado. A motivacao de se usar um termo cruzado é obter uma funcao com
derivada temporal negativa definida, ao invés de apenas negativa semi-definida.
Fungoes de Lyapunov similares ja foram propostas por diversos autores na litera-
tura (e.g. termos cruzados sem normalizagao (Koditscheck 1988) e com normalizagao
(Angeli 1999, Tomei 1991, Kelly 1993a)).

A seguinte Proposigao mostra que Vi(x) é uma fungao de armazenamento, se &

for suficientemente pequeno.

Proposicao 2.1 A fungao Vi(x) definida em (Z29) é uma fun¢ao de armazenamento

suave, se €1 for tal que:

= VA OD(ER,)

2.10
€1 > 2)\M(M> ) ( )

podendo ser majorada inferiormente e superiormente por:

a,(jz) =k faf* < Vi) < wo 2] = @ (|a])
onde ay e &y sao fungoes de classe Koo ;
1
K < 1 min{ (M), A (Kp), 20 m(Ka) }; (2.11)
R T WA R WS (2.12)
0 0 A (Kq)

Prova: Ver Apéndice [C [ |
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O seguinte Lema mostra que Vj(z) é uma fungdo de Lyapunov-ISS, se e; for

suficientemente pequeno.

Lema 2.1 A funcao Vi(z) definida em (Z3) é uma fungdo de Lyapunov-ISS para
o sistema ([Z8), se g1 for escolhido tal que as desigualdades (Z10) e (Z13) sejam

satisfeitas.

g1 < min{ (2.13)

/\m(Kp)/\m(Fv))‘m(Kd) g/\m(Fv) }
20 (Fo)hn(Ka) + Ny (KA (Fy) 4(2Aas (M) + 1)

Além disso, a derivada temporal de Vi(x) ao longo da solugao de (Z38), pode ser
majorada por:

Vi(z) < —an(lz]) + ou(|d]) (2.14)

sendo que o1(1) = k3(r +12) € Koo € ay(r) = kyr?/V/1+ 12 € Ko, com

K —max{s #} (2.15)
b U Ow(F) S |

Ky < %min {%Q\m(Fv), An(K), 51)\m(Kp)} (2.16)

Prova: Ver Apéndice[C A [ |

Note que o resultado obtido no Lema ZT] é independente do valor do parametro
(¢ do filtro de avango e dos valores dos ganhos K, e K, do controlador. Além disso, a
existéncia de uma funcao de Lyapunov-ISS implica que o sistema em malha fechada
[EZ]) é ISS com respeito a perturbagao de entrada d(t).

Os resultados de estabilidade obtidos nesta secao sao formalmente enunciados

no seguinte Teorema.

Teorema 2.1 Considere um robo rigido com n graus de liberdade e juntas de re-
volugdo descrito por (Z11). Se a lei de controle for definida como em (27)) e (Z3),
entdo o sistema em malha fechada (Z8) € 1SS com respeito a uma perturbagdo de
entrada limitada d(t). Além disso, se d(t) =0, i.e. d; = g(q), entdo o sistema em
malha fechada (Z8) é uniformemente globalmente assintoticamente estavel (GAS).
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2.4 Rastreamento global usando um controlador
PD causal com compensacao feedforward

Nesta secao, o problema de rastreamento global de trajetéria para manipuladores
robéticos com modelo dinamico descrito por (1) serd abordado. Considera-se que
apenas medidas de posi¢ao estejam disponiveis. O erro de rastreamento e(t) € R" é
definido como:
e(t) = q(t) — qa(t),

onde ¢4(t) é a trajetoria desejada. Os sinais qq(t), da(t), Ga(t) sdo considerados
como sendo continuos e limitados por |qa|,,, |daly, € |Galy, respectivamente. O
objetivo é projetar uma lei de controle de forma que o erro de rastreamento e(t)
tenda assintoticamente para zero, para quaisquer condigoes iniciais, enquanto todos
os sinais do sistema em malha fechada permanecam uniformemente limitados.

Com o intuito de simplificar a andlise e o projeto do controlador, a seguinte

hipotese ¢é feita:

Hipétese 2.1 O modelo dinamico (Z1) do robé é considerado como sendo conhe-
cido, o que significa que o vetor de parametros constantes 0, apresentado na Pro-

priedade [2_], também é conhecido.

Como o objetivo é resolver o problema de rastreamento de trajetéria, o seguinte

termo de compensacao feedforward é adicionado ao sinal de controle:

Yat) = M(qa)Ga + C(qa, 4a)Ga + CFoGa + 9(qa) (2.17)

Da mesma forma que em (Sadegh & Horowitz 1990, Santibanez & Kelly 2001b),
a matriz regressora desejada Yy = Y (qq, Ga, Gg) € R™! é uma funcao dos sinais de
trajetdria desejados, sendo, portanto, limitada.

Considere o seguinte filtro de avanco de fase para estimar o sinal é:

N . S .
l/e:dwg{ ei},z:l,...,n
us+1

com realizacao no espaco de estado dada por:

. 1 1 1.
R e T

S (2.18)
ﬁe - 19+_qa
1
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onde o parametro u deve ser escolhido suficientemente pequeno para assegurar con-
vergéncia assintotica do erro de rastreamento para zero.

Deste modo, o controlador PD causal com compensacao feedforward é dado por:
T=—Kye— Ko, + Yy0 (2.19)
Definindo o erro de estimacao do filtro de avanco de fase ¢, € R™ por:
lt) = 2.(t) — é(t), (2.20)
a lei de controle (ZI9) pode ser reescrita como:
T=—-K,e — Ksé — Kge. + Y0 (2.21)
Substituindo a lei de controle (ZZI]) em (), tem-se:
¢ = M~ (q) [~Cl(q,Q)é — CFé — Kype — Kaé — Kae, — h] (2.22)
onde

he = [M(q) — M(qa)] 4a + [C(q, q) — C(qa, 4a)] da + 9(q) — 9(qa), (2.23)

¢ a chamada dinamica residual do robo (residual robot dynamics) (Arimoto 1995a,
Arimoto 19950).
A seguinte Proposicao caracteriza um majorante para a dinamica residual do

robo que serd 1util nas analises subseqiientes.

Proposicao 2.2 A dinamica residual do mobd, definida em (ZZ3), pode ser majo-

rada por:
. : e
|he| < c11Galyy [€] + cnDpsat (%) (2.24)
h
sendo que:
cn = kg + Far |dalyr + €2 |dalys (2.25)
2 (g + Aar(M) |dal s + €1 lGal
Ah _ (CQ M( ) |qd|M 1 |qd|M) (226)
Ch
Prova: Ver (Santibanez & Kelly 2001b) |

28



cpA\psat (Aill

N—

Rl | ‘

0 An le]

FiGurA 2.1: Funcao de saturagao

A partir da Proposicao [ZZ], pode ser verificado que a fungao h. pode ser majorada
por um termo linear na norma da derivada do erro e por um termo saturado da
norma do erro. Para ilustrar, o grafico da funcao c,A,sat <‘Ai}|l> ¢é apresentado na
Figura ZT1

De (ZI8) e (ZZ0), a dinamica do erro de estimagao do filtro de avango pode ser

descrita por:

1
€e = ——€.— € (2.27)
i
Definindo o estado do erro por:
Xe = [z eeT}T, ze = [e” éT]T, (2.28)

a dinamica do sistema do erro em malha fechada pode ser descrita por [Z2Z2) e

&.27).

2.4.1 Analise de Estabilidade

A anélise de estabilidade sera feita através dos seguintes passos. Primeiramente,
utilizando o Lema ZTl e o Teorema 2], serd provado que o sistema do erro é GApS.
Em seguida, serd mostrado que o subsistema-z, definido em (Z22) é ISS com respeito
a entrada €, e que o subsistema-¢, definido em (Z27) é ISS com respeito a z.
Finalmente, explorando o fato de que o estado do erro é globalmente limitado,

pode-se demonstrar que o sistema do erro é GAS, através do Teorema de Pequenos
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Ganhos Generalizado (Generalized Small-Gain Theorem) (Jiang et al. 1994, Jiang
& Mareels 1997).
Para ilustrar a andlise, um diagrama de blocos mostrando a interconexao entre

os subsistemas que compoe o sistema completo do erro é apresentado na Figura Z2]

- Subsistema-z,

Subsistema-¢,

F1GURA 2.2: Interconexao entre os subsistemas que constituem o sistema completo

do erro

A estabilidade pratica do sistema do erro é caracterizada no seguinte Lema.

Lema 2.2 Considere o sistema (Z1l). Se a lei de controle for definida por (ZI3)
e (Z14), entio o sistema do erro em malha fechada descrito por (Z23) e (2.27),
com estado X, definido em (ZZ8), é uniformemente globalmente assintoticamente
praticamente estavel (GApS). Além disso, o estado do erro é conduzido num tempo

finito Tr para o sequinte conjunto compacto:
Dp = {X. e R";|X,.| < R},

sendo que R é uma constante independente de .

Prova: Ver Apéndice [ |

Para mostrar que o subsistema-z, definido em (Z22) é ISS com respeito a entrada
€., sera considerada a seguinte fungao de Lyapunov-ISS candidata, que se assemelha

a funcao utilizada no caso da regulagao:

Vy(20) = %éTM(q)é + %eTer 5267 (e) M(q)e, (2.29)
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na qual o é uma constante positiva suficientemente pequena e a funcao ¢(e) : R* —

R™ é definida por:
1 ce

_ _ 2
o(6) = o 5 + A

onde 0 < ¢ <1 é uma constante positiva que é escolhida de forma conveniente. As

(2.30)

seguintes desigualdades serao utilizadas nos desenvolvimentos subseqiientes:

|p(e)| > cpApsat (%) , Ve € R" (2.31)

1
6(c)] < cnyf 5+ AF, Ve € R (2.32)
|p(e)]* < eny/1+c2A2¢7 (e)e, Ve € R™ (2.33)

O seguinte majorante para a derivada temporal de ¢(e) pode ser estabelecido:

- 1 cé 3(ele)e
e) = cpy| 5 +A2 —
o(e) R 2 h ( M+2eTe (1_|_§26T6)%
. 1 2 el .
o(e ’ < cpr/14+c2A2 + é
] < et Tt )

Como 1/4/1+¢2|e]*<1 e ¢%|el” /(142 |e]*)*/? <1 para todo e € R", segue que:

’(;5(6)’ < 2ep/1+ A2 ||, Ye € R” (2.34)

A Proposicao mostra que para ey suficientemente pequeno, V3(z.) é uma

funcao de armazenamento suave.

Proposicao 2.3 A funcio Vi(z.) definida em (ZZ4) € uma fungdo de armazena-

mento suave, se o for tal que:

1 VA K,)
WY ) m (2:35)

podendo ser majorada inferiormente e superiormente pelas sequintes desigualdades:

l\')

ay(|2e]) = ks |Ze|2 < Va(ze) < ke |Ze|2 = a2(|Ze|) (2.36)

s < i min{ A (M), A (K) }: (2.37)
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/\M(Kp) X1
x1 o Au(M)

X1 = 62/\M(M)Ch\/ 1+ §2A%L

Prova: Seque 0s mesmos passos da prova apresentada na se¢ao [C1 do

Apéndiceld. [ |

1
/162 5)\M(P2), PQ = (238)

O seguinte Lema prova que o subsistema-z. é ISS com respeito a entrada e, se

os ganhos de controle K, e K, forem escolhidos apropriadamente.

Lema 2.3 Considere a fungao Va(z.) definida em (ZZ4). Se os ganhos K, e Ky
forem escolhidos tais que:

Am(Ka) = X2, (2.39)

2
N a1 X3 2.4
m( P) = Ch\/Th [ + 462(%)\m(Kd) - X2):| ’ ( 0)

sendo que €9 satisfaz a desigualdade (Z33) e com s € x3 definidos por:

' 1
X2:=C1 |qa| py+282A00 (M )ep\ [ 1+ A] 4201014 | g*‘A% (2.41)

X3 = 1+ 2o (CAnr(F) + Am(Ka) + 2¢1[dal ) ; (2.42)

entdo, Va(z.) € uma fungdo de Lyapunov-1SS, cuja derivada temporal ao longo da

solugao de (ZZ1) pode ser majorada por:

Va(ze) < —aa(|z|) + oa(lec]), (2.43)

sendo que ao(r) = ker? V1 +12 € Koo € 02(1) = Kkgr? € Koo com

1 /
/17:min {)\m(Q), 582)\m(Kp)Ch 1—|—A}2L} s

N (Ka) (A (Bp)+ 22500/ TH AT A (o)
" Do) () |

onde ) € uma matriz simétrica dada por:

Q= s o ([ 2mED)
2 2 2cp4/ He2A?



Portanto, o subsistema-z. definido em (ZZ3) é ISS com respeito a entrada €., e

o estado z. pode ser majorado do sequinte modo:

|2e()] < B:(lze(to)] £ = to) + v=(llec]) (2.44)

sendo que B, € KL e 7.(r)=ay' oy 0 a5 0 05(r) €EKu.
Além disso, dentro de Dy (ver Lema[ZA), o ganho ISS v, € linear e dado por

v.(r) = K,r, onde a constante k, € independente de p e dada por:

Kekg _ K7
Ky= —,  com ky = 2.45
Kskr ! V1+R? (2:45)
Prova: Ver Apéndice |
Agora, considerando a funcao de Lyapunov-ISS candidata:
L 7
Va(ee) = 5ecces (2.46)

o seguinte Lema prova que para pu suficientemente pequeno, o subsistema-e. é ISS

com respeito a entrada z..

Lema 2.4 Considere a funcao Vs(e.) definida em ([2.48). Se o parametro p do filtro

de avanco for escolhido tal que:

Am (M)

< m, (2.47)

entdo, Vi(e.) € uma fung¢ao de Lyapunov-1SS, cuja derivada temporal ao longo da

solugdo de (ZZ2) e (2-27) pode ser magjorada por:

Va(ee) < —as(lec]) + os(p]2]), (2.48)

sendo que az(r) =r*/4u € K € o3(ur) = pri(kg + £107?) € Koo, com

o = gy Mo L) + e ey + () ()}
K10 =32 (A1)

Portanto, o subsistema-e, € 1SS com respeito a entrada z., € o estado €, pode ser

majorado do sequinte modo:

lec(t)] < Be(lec(to)] T —to) + velp [zel) (2.49)
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Além disso, dentro de Dg, o ganho 1SS 7. é linear e dado por ~v.(ur) = pkr, onde

a constante k. € independente de p, sendo dada por:
ke = 2¢/K11, COM K11 = Kg + K1oR? (2.50)
Prova: Ver Apéndice[C [ |

A partir dos Lemas e Z4 é possivel verificar que dentro de Dg o ganho

composto Y. 0 v,(r) = puk,kr. Logo, se u for escolhido tal que:

1

KzKe

o< (2.51)

entao, aplicando o Teorema de Pequenos Ganhos Generalizado (Jiang et al. 1994,
Jiang & Mareels 1997), pode-se concluir que o sistema do completo do erro é GAS.

Os resultados obtidos acima sao formalmente enunciados no Teorema -2

Teorema 2.2 Considere um robo rigido com n-graus de liberdade e juntas de re-

volugao descrito por (Z1). Assuma que a Hipdtese 21 seja satisfeita. Seja a lei de

controle definida por (ZI8) e (ZI3). Se os ganhos de controle K, e K, forem seleci-

onados de modo que as desigualdades (Z239) e (240) sejam vdlidas e se o parametro

w do filtro de avango de fase for escolhido tal que as condicoes (2.474) e (Z2) sejam

satisfeitas, entdo o sistema do erro em malha fechada, descrito por (Z23) e ([2.27),
T T T

T . . . . ’
com estado X, = [e é ee] , € uniformemente globalmente assintoticamente estdvel

(GAS). n

Observacgao 2.1 Poderia se usar um controle de alto ganho caso os parametros do
robo fossem conhecidos apenas “nominalmente”. Neste caso, pela andlise apresen-
tada, poderia se concluir que o sistema do erro em malha fechada continuaria sendo
praticamente estdvel. Além disso, poderiam ser obtidos erros arbitrariamente peque-
nos, fazendo os ganhos de controle K, e K, suficientemente grandes e escolhendo o

parametro p suficientemente pequeno.

Observagao 2.2 O Teoremal[ZZ fornece um resultado de existéncia em termos da
constante de tempo p do filtro de avanco de fase. Em geral, devido ao conservado-
rismo da andlise, o limitante superior (Z22) tende a ser muito pequeno, nao podendo
ser utilizado para sintonizar o parametro p em situagoes prdticas. Entretanto, con-
forme ficara evidenciado nos resultados de simulacdo, o valor deste parametro pode

ser escolhido como sendo muito maior do que aquele que seria permitido pela andlise.
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2.5 Resultados de Simulacao

Nesta secao, serao apresentadas simulagoes numéricas para verificar os desenvolvi-
mentos tedricos. Considera-se o manipulador real, denominado de Barrett Whole
Arm Manipulator (WAM). Por simplicidade, 5 elos do WAM sao travados numa
configuracao especifica, resultando num manipulador planar com dois graus de li-

berdade, conforme pode ser visto na figura 23

FicurA 2.3: Configuragao planar com dois graus de liberdade do WAM.

Nesta configuragao, o modelo dindmico do manipulador é dado por (Mclntyre,

Dixon, Dawson & Walker 2005):

0, + 26 0s + 6 6, O
M(q) _ 1 2COS(612) 3 ZCOS(QZ) CF,— 4 =1
93 + 92 COS(QQ) 93 0 95
(2.52)
. —0, Sin((h)(b —0, Sin((h)(h — 0, Sin((h)(b
Clg,q) = . '
0, Sln(Q2)Q1 0

O vetor de gravidade nao é considerado em (Zh2), devido ao plano de movimento
do manipulador. Além do atrito viscoso, considerado na analise, este robo também

apresenta um atrito de Coulomb que é modelado da seguinte maneira:

fg) = | e (2.53)
rsgn(ds)

Desta forma, o modelo dinamico deste manipulador pode ser escrito como:
M(q)q+ Clg,4)q + CFq+ fe(g) =T, (2.54)
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O vetor de parametros 6 é dado por:

-91- [ 1.3 (Kg-m?) ]
) 0.0529 (Kg-m?)
03 0.2502 (Kg-m?)
0:=|6, | = 0.8838 (N-m-s) (2.55)
05 0.66285 (N-m-s)
05 1.50246 (N-m)
| 6] | 07074 (N-m) |

A mesma trajetéria desejada considerada em (Mclntyre et al. 2005) é escolhida.

0.8 sin(%)
qa(t) = ‘ (rad) (2.56)
0.8 sin()

Para validar a analise, o controlador é projetado, considerando o modelo
dindmico ([ZEZ) como sendo conhecido e desprezando a presenga do atrito de Cou-
lomb, que ¢ visto como uma incerteza.

Usando (Z2) é possivel calcular os seguintes parametros:

ey = 04232, A\, (M) =0.1783, Ay (M) = 15277, ¢, = 0.2116,

(2.57)
0o = 0.4232,  An(F,) = 0.66285, Ay (F,) = 0.8838
De ([Z56), g4(t), qa(t) e G4(t) podem ser majorados por:
|9alpr = |dalpy = lGalpy = 0.8 (2.58)

De [ZZH) e ([22Z0), e usando os valores encontrados em (Z327) e (Z5F), tem-se:

cn = 0.6094, Ay, = 4.4554

Selecionando g3 = ¢ = 0.1, o seguinte limitante inferior para \,,(K,), pode ser

obtido a partir de (Z39) e 221):
Am(Ky) > 0.5143
O seguinte ganho de controle K, é escolhido:

K, = diag {15, 15}

36



Para esta escolha de K, ¢ usando (Z40)—(2Z2), o seguinte limitante inferior para
Am(K,) pode ser calculado:
Am(K,) > 2.6222

O ganho K, é selecionado como:
K, = diag {40, 40}
Para satisfazer a desigualdade (247), o parametro p tem que ser tal que:
@ <0.003

Este limitante garante que o subsistema-¢. seja ISS com respeito a entrada z.. Por

outro lado, para atender a condi¢ao (Z51l), o parametro u deve ser escolhido tal que:
p<T71x1071 (2.59)

Como havia sido mencionado anteriormente, este limitante é muito conservativo.
Seu papel é garantir que X, convirja para zero, para quaisquer valores de X, € Dg,
ou seja, seu valor tem que ser tao menor quanto maior for a magnitude de X..
Desta forma, a desigualdade (Z29) preve o pior caso, quando |X.| = R. Além disso,
devido ao conservadorismo da andlise, o majorante R para o estado X, ¢ em geral
bastante conservativo, o que leva a crer que, na realidade um valor muito maior
poderia ser utilizado para sintonizar o parametro p, mesmo para condigoes iniciais
excessivamente grandes. Além disso, como esta situagao dificilmente se verifica na

pratica, este limitante seréa desconsiderado. Deste modo, u é escolhido como:
w=0.002

Os valores dos parametros K, e K, foram ajustados, através de simulacoes
numéricas, de modo a respeitar as condicoes impostas pela analise e ao mesmo
tempo tentar reduzir o erro de rastreamento, quando o sistema é perturbado pela
presenga do atrito de Coulomb, sem, no entanto, diminuir muito o limitante (Z5T])
para o parametro .

Consideragoes Praticas: para evitar o problema de peaking, que consiste em
grandes amplitudes de pico nas varidveis de estimacao 7., durante o transitério

inicial, as condigoes iniciais do filtro de avanco de fase sao inicializadas, utilizando o
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conhecimento da condigao inicial do erro de rastreamento e(0). Desta forma, evita-
se que o problema de peaking seja transmitido para o sinal de controle, melhorando
a resposta transitoria do sistema em malha fechada.

Para corroborar a inferéncia de que o parametro p nao precisa ser tao pequeno,
mesmo para condigoes iniciais excessivamente grandes, foram feitas simulagoes, des-
prezando o atrito de Coulomb e considerando que as condigoes iniciais fossem dadas
por ¢(0) = ¢(0) = Kg, com Kg sendo uma constante positiva que seria arbitraria-
mente aumentada até que o estado do erro deixasse de convergir. A condigao inicial
do filtro foi ajustada como 9¥(0) = —ie(O), para evitar o problema de peaking. Como
as simulagoes envolveriam valores numéricos grandes, decidiu-se utilizar o método de
Integracao de Euler, reduzindo o passo de integragao, conforme necessario. Infeliz-
mente, devido a limitacoes computacionais, nao foi possivel determinar se o estado
X, deixaria de convergir para um valor de Kp suficientemente grande. O tltimo
teste foi realizado com Kr = 10° e passo de integracao h = 107%. Para valores
maiores de Kg, um passo ainda menor teria que ser considerado, de forma que o
tempo necessario para efetuar a simulagao seria proibitivo.

Para ilustrar os resultados tedricos obtidos, uma nova simulacao foi realizada

desprezando-se o atrito de Coulomb, e considerando as seguintes condigoes iniciais:
1

q(0) = [1.5 —0.75]" (rad), ¢(0) =[1 1.5]" (rad/s), ¥(0)=——e(0) (2.60)
1

Neste caso, o controlador consegue rastreamento exato, como pode ser visto na
Figura 4l Além disso, na Figura mostra-se que o estado completo do erro
X, converge para zero, conforme esperado. O sinal de controle é apresentado na
Figura 0l

Para testar a robustez do controlador, a simulacao foi refeita com a presenca do
atrito de Coulomb e considerando as mesmas condicgoes iniciais, apresentadas em
E80). A figura 27 mostra que o desempenho do rastreamento é satisfatério. O
erro de rastreamento obtido é inferior a 0.04 rad, conforme pode ser verificado na

figura
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FIGURA 2.5:

Manipulador WAM sem atrito de Coulomb controlado por um PD
causal: Rastreamento: (a) (- -) posigao desejada ¢q4, € (—) posicao ¢

(rad); (b) (- -) posicao desejada qq, € (—) posicao ¢a (rad)

2.5 3 3.5 4

15 2

Manipulador WAM sem atrito de Coulomb controlado por um PD
causal: (a) Trecho Ampliado do Sinal e(t) (rad): (—) ey e (- -) e2; (b)
Trecho Ampliado do Sinal é(t) (rad/s): (—) é; e (- -) é2; (c¢) Trecho
Ampliado do Sinal €.(t) (rad/s): (—) €, € (- -) €,
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FiGura 2.6: Manipulador WAM sem atrito de Coulomb controlado por um PD
causal: (a) Sinal de Controle 7(¢) (N-m): (—) 7 e (- -) 72; (b) Trecho

ampliado do sinal 7(t): (—) 11 e (--) 7

Ficura 2.7: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD
causal: Rastreamento: (a) (- -) posi¢ao desejada gq4, e (—) posigao ¢

(rad); (b) (- -) posicao desejada qq, € (—) posicao ¢o (rad)
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Ficura 2.8: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD
causal: Trecho Ampliado do Sinal e(t) (rad): (—) eg; (- -) ez

2.6 Controlador PD causal nao-linear

Na Secao B4 foi provado que um controlador PD causal com compensacao feed-
forward é capaz de garantir rastreamento global para uma classe de manipuladores
roboticos. Para isto, uma nova técnica de analise, chamada de “ISS Regulator-
Approach” foi utilizada.

Seria interessante verificar se esta técnica poderia ser estendida para outras leis
de controle e para tratar de outros problemas. Neste secao, a técnica de andlise pro-
posta ¢ empregada para mostrar que o problema de rastreamento global de manipu-
ladores robdticos, usando apenas realimentacao de saida, também pode ser resolvido
utilizando uma lei de controle nao-linear. A lei considerada consiste do controla-
dor PD causal com compensacao feedforward, analisado anteriormente, em conjunto
com um ganho proporcional nao-linear. Além disso, serda mostrado que para tal
controlador é possivel obter valores tedricos menos conservativos para o limitante
da constante de tempo do filtro de avanco de fase.

Os desenvolvimentos tedricos necessarios para demonstrar o resultado seguem
as mesmas linhas gerais dos utilizados anteriormente. Desta forma, primeiro, sera
apresentado o caso da regulacao e em seguida sera tratado o problema do rastrea-

mento.
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2.6.1 Revendo o problema de regulacao usando um regula-

dor PD causal nao-linear

O objetivo é provar que um robo6, com modelo dinamico dado por (Z1I), controlado
por um regulador PD causal nao-linear é ISS com respeito a perturbagoes de entrada
limitadas. Além disso, mostra-se que a adicao de um termo de compensacao da
gravidade garante que o erro de regulacao ¢:=q — ¢, tenda assintoticamente para
zero, na auseéncia de perturbacoes.
A lei de controle do regulador PD causal com um ganho proporcional nao-linear
¢ dada por:
= —Kyi— Kab — W(§)q (2.61)

sendo que v é a saida do filtro de avanco de fase (Z4)), K, ¢ K, sdo matrizes simétricas
e positivas definidas, e ¥(q) = diag{«; |G|}, ¢ = 1,...,n com 9; sendo constantes
positivas.

Definindo o estado do sistema em malha fechada [211), (4) ¢ [Z&]l) como x :=
[ch g’ ﬁT] T, e considerando a presenca de uma perturbacao aditiva e uniformemente

limitada d; na entrada, a equacao de estado pode ser descrita por:
q
&= | M(q)~"[d—C(q:4)q — (Foq — Kpg — ¥(§)G — Ka] (2.62)
_v 4
v T
onde d = d; — g(q) também é uma perturbagao uniformemente limitada.

Agora, considere a seguinte fun¢ao de Lyapunov-ISS candidata:

1 I D R B M ()
Vilz) = " M(q)q + =4 Kpi + =670 (3)d + = pi" Kb + &1 (9)q

(2.63)
2 2 3 2 1+q7q

Esta fungao ¢ igual a fungao V;(x) definida em (Z3) acrescida do termo £ ¥(§)q,

utilizado para lidar com o ganho proporcional nao-linear.

Proposicao 2.4 A funcao Vy(x) definida em (Z£3) é uma fungio de armazena-
mento suave, se €1 satisfaz a desigualdade (ZI0), podendo ser majorada inferior-

mente e superiormente por:

ay(|a]) = w1 |2 < Vaz) < malal® +our ol = @a(f2]),
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em que ¥y = max{iy, ..., U}, K1 e Ky sdo definidas em (ZI1) e (ZI3), respecti-

vamente.

Prova: Ver Apéndice[C] |

O seguinte Lema mostra que Vj(z) é uma funcdo de Lyapunov-ISS, se e; for

suficientemente pequeno.

Lema 2.5 A func¢ao Vy(z) definida em (Z£3) € uma fun¢ao de Lyapunov-1SS para
o sistema (ZL3), se €1 for escolhido de modo a satisfazer as desigualdades (Z10) e
(Z13). Além disso, a derivada temporal de Vy(x), ao longo da solu¢ao de (Z103),

pode ser majorada por:

Vi(z) < —au(lz]) + ou(|d]), (2.64)

sendo que o4(r) = k3(r +12) € Ko, com k3 definido em (ZI13) e

-~ r3 > R4
Ry ) r=z —_—,

V1472 Ky

ay(r) = ) .
A r Rq
Ry——— r< —,

V14?2 K4

_ .1 1 ml . .1 . (1
k4 <min {ZCAm(Fv), 5)\m(Kd), elw—\/ﬁ} , Ry < 5 min {ig)\m(Fv), Am(Ka), alAm(Kp)}
em que Y, = min{yy, ..., ¥, }.

Prova: Ver Apéndice[("8 [ |

Note que o termo negativo da funcao V4(x) ¢ aproximadamente quadratico,
quando o estado x se encontra afastado da origem, enquanto que o termo nega-
tivo da fungao Vl(x) é aproximadamente linear. Esta diferenca possibilita que um
majorante R menos conservativo para o estado X, possa ser obtido, utilizando o
controlador PD causal nao-linear, fato que contribui para reduzir o conservadorismo
do limitante para a constante de tempo do filtro de avango, necessario para assegurar
a convergéncia do estado X, para zero.

A partir do Lema ZI] é imediato concluir que o sistema em malha fechada (211),
&) e T é ISS com respeito a perturbagao de entrada d(t). Os resultados de

estabilidade obtidos nesta se¢ao sao formalmente enunciados no seguinte Teorema.
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Teorema 2.3 Considere um robo rigido com n graus de liberdade e juntas de re-
volugao descrito por ((Z1). Se a lei de controle for definida como em (24) e (Z£1),
entdo o sistema em malha fechada (Z02) é ISS com respeito a uma perturbacao de
entrada limitada d(t). Além disso, se d(t) = 0, entdo o sistema em malha fechada

(Z13) ¢ uniformemente globalmente assintoticamente estdvel (GAS). |

2.6.2 Rastreamento global usando um controlador PD cau-

sal nao-linear com compensacao feedforward

Agora, o problema de rastreamento de trajetéria para manipuladores robdticos
descritos por (1) serd abordado. As mesmas consideragoes acerca dos sinais de
trajetoria desejados sao feitas. O objetivo é garantir que o erro de rastreamento
e = q — qq tenda assintoticamente para zero, para quaisquer condi¢oes iniciais. No-
vamente, assume-se que o modelo dinamico do manipulador seja conhecido.

A lei de controle é projetada do seguinte modo:
T=—Kye— Kqve — V(q)q + V(qa)qa + Yab, (2.65)

onde 7, é uma estimativa do sinal é, obtida através do filtro de avango definido em
EZIR); Y40 é o termo de compensacao feedforward definido em (Z17).
Considerando o erro de estimagao €, do filtro de avango, a lei de controle (263)

pode ser reescrita como:
T = —er — Kde — \If(q)q —+ ‘I/(qd)qd — Kdee -+ YdG (266)
Substituindo a lei de controle (Z66) em (ETI), tem-se:

é=M"(q) [-C(q, 4)é — (Fué — Kpe — Kyé — Kaee — V(q)q + U(qa)qa — he]
(2.67)
onde h, é definida em (ZZ3). Desta forma, o sistema do erro em malha fechada,
com estado X, definido em (Z28), pode ser descrito por (ZZ17) e ([(Z&D).
A analise de estabilidade sera feita seguindo os mesmos passos utilizados para
o controlador PD causal. Desta forma, a estabilidade pratica do sistema do erro é

caracterizada no Lema 26l
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Lema 2.6 Considere o sistema (Z1). Se a lei de controle for definida por (ZI3)
e (Z£3), entio o sistema do erro em malha fechada (2.27) e (2.071), com estado

X, = [eT el eeT}T, ¢ uniformemente globalmente assintoticamente praticamente
estdvel (GApS). Além disso, o estado do erro é conduzido num tempo finito Tg

para o sequinte conjunto compacto:
Dp = {X. € R";|X.| < R},

onde R é uma constante independente de L.

Prova: Ver Apéndice ("9 [ |

Para mostrar que o subsistema-z, definido em (&), com estado z, = [eT éT}T,
é ISS com respeito a entrada €., sera considerada a seguinte fungao de Lyapunov-ISS

candidata:

Vs(2e) = %éTM(q)é + %eTer + %eT (U(q)q — ¥(qa)qa) + 60" (e)M(q)é, (2.68)

onde § é uma constante positiva e a fungao ¢(e) : R" — R" é definida em (30).
Além de possuir um termo para lidar com o ganho nao-linear, a principal dife-

renga desta fungao para a funcao Va(z.), considerada anteriormente, é que 0 nao é

uma constante suficientemente pequena. Esta modificacao é necessaria para provar

que de fato esta fungao candidata serda uma fungao de Lyapunov-ISS para o sistema

(267).

Proposicao 2.5 A func¢io Vs(z.) definida em (Z038) € uma fungdo de armazena-

mento suave, se o ganho K, for tal que:
Am(Kp) = A (M)e;, (14 PA7), (2.69)
podendo ser limitada inferiormente e superiormente pelas sequintes desigualdades:
as(|zel) = on [2e|” < Va(ze) < mon 26" + s |2 = @s(|2)),

sendo que o e a5 sao fungoes de classe Koo;

1 M(q)  7(e)M(q)
Rs,, < 5 Hllnn )\m(PSJ(qa 6)), P5(Q7 6) = ? (270)
MM K
1 S
— ey + A
7T(6> Ch §2 h 1_'_§2€T€
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1 - Mu(Ky) + 2 .
Hani)\M(PSJ)? P2 = M( p) 3¢M |Qd|M x 3 (271)
X1 A (M)
X1, = (5)\M(M)Ch\/ 1 + §2A%L
Prova: Ver Apéndice [CI1] [ |

O seguinte Lema mostra que o subsistema-z, ¢ ISS com respeito a entrada €., se

os ganhos de controle K, e K, forem escolhidos apropriadamente.

Lema 2.7 Considere a fung¢ao Vs(z.) definida em (Z03). Se Ky e 0 forem escolhidos
tais que:

5= 2VVIF (ldalas An(K) + 3 lad)
- 3¢cn/1+2 A2\, (K )

onde 0 <& <1 € uma constante escolhida de forma conveniente, X2, € definido por

(2.73)

1
Xan :=C1 |dalp; +20 A0 (M)cpy /146202 +6cicpy / ?+A%; (2.74)

e se, adicionalmente, K, for escolhido de modo a satisfizer a desigualdade (Z09) e
for tal que:

2
X3
2 1+c2A2 (1 n
ey it ( *45<%Am<f<’d>—><2n>)’

Am(K,) > max . L : (2.75)
16v/1+6? (Idalpr Am (Ka) + 5 |aal )
30cp/1+ 2AI N, (Ky)
com Xsn definido por:

entdo, Vs(z.) € uma fungdo de Lyapunov-1SS, cuja derivada temporal ao longo da

solugdo de ([Z.674), pode ser majorada por:

Vs(ze) < —as(|z|) + o5 (lec]), (2.77)

2 05(r) = kg, r? € Koo. As constantes kg, e ky, sao dadas por:

X2, (Ky) (zAm(Kp)Mcm/1+<2A2Am(Kd))
" Ao (K2) A (K ) :

onde as(r) = Ky, 7

(2.78)

Rg
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Ky, = o Ky = ﬁ, (2.79)

/14 k2 " Ry
— 2 A2 5AD
'%7 Smln {)‘m(QTL)a 5(1 g)Chm}, /207 Smln {)\m(@n)a 5)‘W(Kp)chM}’

2y/n 8

onde (), € uma matriz simétrica definida dada por:

A (Ka) = x2, —X
Qn = o ; Ml 4 (2.80)
2 2 2cp/ <2 A2

Portanto, para ganhos K, e K4 apropriados, o subsistema-z. definido em (2.67)

€ 1SS com respeito a entrada €., e o estado z. pode ser majorado do sequinte modo:

|Ze(t)| < an(|ze(t0)| 7t - tO) + Vzn(”ee”)’ (2'81)

onde 3., € KL e ., (r)=az' o@soaz' 0o5(r) €.
Além disso, dentro de Dg o ganho ISS v, = k. ,r, onde a constante k,, €
independente de p e dada por:

Ky, = /1671/18”’ Re, = K¢ + ¢MR (2,82)
/€5nl€7n

Prova: ver Apéndice [C 12 [ |

Note que a constante  nao faz parte da implementacao do controle, sendo utili-
zada apenas para a analise. Sua influéncia pratica fica circunscrita apenas ao ajuste
dos parametros do controlador.

O termo negativo, presente na derivada da fungao de Lyapunov Vj(z.) é
quadratico, em contraste com o termo aproximadamente linear, encontrado na
funcio Va(z.). O ganho ISS ~. (r) nio é linear devido, apenas, & presenca do termo
ctbico da fungao @;(r). Note que neste caso, o ganho k., é proporcional a VR, em
contraste com o ganho k,, obtido anteriormente, que era proporcional a R. Por este
motivo, e como a constante R tende a ser relativamente grande, o valor do limitante
para o parametro p do filtro de avanco tende a ser menos conservativo.

Agora, considerando a funcao de Lyapunov-ISS candidata:

1
Va(ee) = 5ec ee, (2.83)

o seguinte Lema prova que para p suficientemente pequeno o subsistema-¢, é ISS

com respeito a entrada z..
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Lema 2.8 A funcao Vi(e.) definida em (Z83) € uma fun¢ao de Lyapunov-1SS para
o sistema ([2.27) se o parametro p for tal que:

w< % (2.89)

Além disso, a derivada temporal de Vg(e.), ao longo da solucao de (ZZ3) e (227),

pode ser majorada por:

Vi(ee) < —ag(lec]) + o6 (p |ze), (2.85)
sendo que ag(r) = 1% € Koo, 03(pr) = pir®(kg,, + K19,7%) € Koo, com
2 .
F9 =5 0 max {()‘M(Kp)+ch + 29 |Qd|M)2 , (21 |Qd|M+O\M(Fv)+)\M(Kd))2} ;
" (2.86)
K10, = 2 max {ci, ¥}, } (2.87)
n )\72n(M) 1 ¥YM

Portanto, o subsistema-e. € 1SS com respeito a entrada z., € o estado €. pode ser

majorado do sequinte modo:

lec()] < Be(lec(to)l £ = to) + Yen (1 | 2], (2.88)

onde (., € KL e, (ur) = ag* o og(pr).
Além disso, dentro de Dg, o ganho 1SS 7., € linear e dado por 7y, (ur) = pike,r,

onde a constante k., € independente de u, sendo dada por:

Ke, = 2v/F11,, COM K11, = Ky, + K10, R (2.89)
Prova: Ver Apéndice [ |

A partir dos Lemas 7 e EE8, pode-se verificar que dentro de Dg o ganho com-

posto e, 0., (1) = pk., ke, r. Logo, se u for tal que:

1

Rz, e,

< (2.90)

entdo, aplicando o Teorema de Pequenos Ganhos Generalizado (Jiang et al. 1994,

Jiang & Mareels 1997), pode-se concluir que o sistema do erro descrito por (Z27) e

(Z57) ¢ GAS.

Os resultados obtidos acima sao formalmente enunciados no Teorema [2-4].
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Teorema 2.4 Considere um robo rigido com n-graus de liberdade e juntas de re-
volugdo descrito por (Z1). Seja a lei de controle definida por (ZI8) e (Z£3). Se os

ganhos Ky e K, forem selecionados de forma a satisfazer as desigualdades (Z09),

(Z-73) e (279), e se o parametro p for escolhido de modo a satisfazer (2.834) e
(ZT0), entao, o sistema do erro em malha fechada (Z-27) e ([2-67) € uniformemente

globalmente assintoticamente estdvel (GAS) |

2.6.3 Resultados de Simulagao

Para validar os resultados tedricos obtidos, serao apresentadas simulacoes numéricas,
considerando o mesmo manipulador apresentado na Figura B3 com modelo
dinamico descrito por (Z022), e a mesma trajetoria desejada definida em (Z00).
Novamente, o controlador é projetado considerando o modelo dinamico (Z352)
como sendo conhecido e desprezando a presenca do atrito de Coulomb, que é visto
como uma incerteza. Selecionando § = 1.275, £ = 0.65 e ¢ = 0.3, o seguinte limitante

inferior para A,,(K,) pode ser obtido a partir de ([Z772) e (Z74):
Am(Kq) > 5.0493 (2.91)
O ganho de controle K, é escolhido como:
K, = diag {15, 15}
Para esta escolha de K e usando (ZZ73), o seguinte limitante inferior é obtido:
0 >1.275 (2.92)

Esta condigao ¢ satisfeita para a escolha de ¢ considerada. O ganho K, deve ser

ajustado de acordo com ([ZE9) e (Z7H), tendo que ser escolhido tal que:

A (K,) > 2.572

Am(kp) > max{25.270, 3.677}
Desta forma, o ganho K, é escolhido como:
K, = diag {40, 40}

Os ganhos K, e K, foram sintonizados com os mesmos valores escolhidos na
secao O, para possibilitar uma comparagao dos resultados obtidos, bem como do

valor do limitante para o parametro p utilizado na prova dos Pequenos Ganhos.
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Os parametros ¢; e 1)y do ganho proporcional nao-linear

Wg)g - Blghg— | 00T )

Vo(|q2| 2 — 194, | )

sao escolhidos como:

Y1 =1y =1 (2.93)

Esta escolha foi feita com o intuito de aumentar o valor do limitante (2900) para
o parametro pu. Como a desigualdade ([ZX4]) ¢é igual a desigualdade ([-47) e foram
considerados os mesmos ganhos, este limitante para o parametro p serd o mesmo
sendo dado por: p < 0.003. Por outro lado, para atender a condi¢ao (Z90), o

parametro p deve ser selecionado do seguinte modo:
p<24x1078 (2.94)

Conforme esperado, o resultado obtido é menos conservativo do que aquele encon-
trado anteriormente. O limitante (234)) é aproximadamente 338 vezes maior do que
o limitante (Z09). Entretanto, o limitante (Z34]) continua sendo muito pequeno
para poder ser aplicado na pratica, sendo novamente desprezado. Desta forma, a

constante de tempo do filtro de avango de fase é escolhida como
p = 0.002

Para tentar obter limitantes ainda menos conservativos, deveria-se encontrar
fungoes de Lyapunov que gerassem um ganho ISS composto linear, sem que para
isso fosse necessario linearizar qualquer funcao durante o desenvolvimento do mesmo,
uma vez que o limitante R para o estado tende a ser conservativo.

Para verificar os resultados tedricos obtidos, a simulacao é realizada desprezando-
se o atrito de Coulomb e considerando as seguintes condic¢oes iniciais:

q0)=[15 —0.75]" (rad), ¢(0)=1[1 1.5]" (rad/s), 19(0):—;6(0)

Note que as condigoes iniciais do filtro de avanco sao novamente escolhidas de
modo a reduzir o problema de peaking, melhorando, assim, o desempenho transitério

do controlador. Esta sintonia pode ser feita, porque utiliza apenas sinais conhecidos.
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Caso as condigoes iniciais do filtro nao fossem ajustadas, o resultado teérico conti-
nuaria sendo valido, ou seja, o estado completo do erro continuaria convergindo para
zero, e a unica diferenca seria uma degradagao da resposta transitoria do sistema.

Neste caso, o controlador PD causal com ganho proporcional nao-linear também
consegue rastreamento exato, como pode ser visto na Figura 3. Além disso, na
FiguraZT0 mostra-se que o estado completo do erro X, converge para zero, conforme
esperado. O sinal de controle é apresentado na figura 211l

Comparando os resultados obtidos com os dois controladores, pode-se verificar
que seus desempenhos sao praticamente iguais. Este fato ja era esperado, porque
os mesmos valores para os parametros K,, K; e p foram utilizados, enquanto os
ganhos v e 1, foram sintonizados com um valor pequeno, quando comparados com
os valores dos ganhos K, e K. Se os parametros v e 1, fossem escolhidos com va-
lores maiores, os erros de rastreamento iriam convergir para zero mais rapidamente,

apresentando, porém, um “overshoot” mais acentuado.

t(s)

F1GURA 2.9: Manipulador WAM sem atrito de Coulomb controlado por um PD
causal nao-linear: Rastreamento: (a) (- -) posi¢ao desejada qq, € (—)

posicao ¢; (rad); (b) (- -) posicao desejada qq4, e (—) posigao g (rad)

Para testar a robustez do controlador, a simulacao é refeita com a presencga do
atrito de Coulomb e considerando as mesmas condicoes iniciais. Na figura T2
mostra-se que o desempenho do rastreamento é satisfatério. O erro de rastreamento

obtido é novamente inferior a 0.04 rad, conforme pode ser verificado na Figura T3
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F1GURA 2.10: Manipulador WAM sem atrito de Coulomb controlado por um PD
causal nao linear: (a) Trecho Ampliado do Sinal e(¢) (rad): (—) e;
e (- -) eg; (b) Trecho Ampliado do Sinal é(¢) (rad/s): (—) é; e (- -)
é9; (¢) Trecho Ampliado do Sinal €.(t) (rad/s): (—) €, € (- -) €,

Ficura 2.11: Manipulador WAM sem atrito de Coulomb controlado por um PD
causal nao-linear: (a) Sinal de Controle 7(¢) (N-m): (—) 7 e (- -)

725 (b) Trecho ampliado do sinal 7(t): (—) 7 e (- -) T
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F1GURA 2.12: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD
causal nao-linear: Rastreamento: (a) (- -) posigao desejada qq, € (—)

posicao ¢; (rad); (b) (- -) posicao desejada qq, € (—) posigao ¢z (rad)

0.04

0.03f

0.02

0.01

e (rad)

-0.01f

-0.02
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Ficura 2.13: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD

causal nao-linear: Trecho Ampliado do Sinal e(t) (rad): (—) ey;

(--) e
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2.7 Conclusoes e Comentarios

Neste capitulo, foi mostrado que um simples controlador PD causal com com-
pensacao feedforward soluciona o problema de rastreamento global para manipu-
ladores robdticos, usando apenas realimentacao de posicao. Para esta finalidade,
uma nova técnica de analise denominada de “ISS-regulator approach” foi utilizada.
Inicialmente, foi provado que o robo controlado por um regulador PD causal é glo-
balmente ISS. Um elemento chave para atingir este resultado foi utilizar o amorte-
cimento natural do rob6. Em seguida, foi mostrado que um controlador PD causal
em conjunto com uma compensacao feedforward é capaz de assegurar que o erro de
rastreamento tenda assintoticamente para zero, quando o modelo dinamico é conhe-
cido e na auséncia de perturbacoes. Aparentemente, este é o primeiro trabalho a
demonstrar que um controlador por realimentacao de saida para o caso geral com
n graus de liberdade ¢ global no sentido usual, considerando apenas a existéncia do
amortecimento natural.

Em seguida, utilizando a mesma técnica de andlise proposta, foi provado que um
controlador PD causal com um ganho proporcional nao-linear em conjunto com uma
compensagao feedforward também é capaz de resolver o problema de rastreamento
global para manipuladores robédticos, usando apenas medidas de posicao. Durante os
desenvolvimentos tedricos, foi mostrado que para este controlador, é possivel obter
um limitante menos conservativo para a constante de tempo do filtro de avanco.

Além disso, foram apresentados resultados de simulacao para verificar os de-
senvolvimentos tedricos e validar os resultados obtidos. A partir das simulagoes
numéricas apresentadas verificou-se que a constante de tempo do filtro de avanco
pode ser sintonizada com um valor muito maior do que aquele que seria permitido
pela andlise, e ainda assim assegurar convergéncia do estado completo do erro para
zero, mesmo para condigoes iniciais excessivamente grandes. Na realidade, devido a
limitagoes computacionais, nao foi possivel determinar se, de fato, o estado deixaria
de convergir para alguma condicao inicial suficientemente grande. Este resultado
motiva a elaboracao de outras funcoes de Lyapunov e novas técnicas de andlise,
para se determinar com mais precisao o maior valor que a constante de tempo do

filtro deve ter para assegurar convergéncia global do estado do erro.
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Capitulo 3

Rastreamento (GGlobal para
Sistemas de Euler-Lagrange via

Realimentacao de Posicao

3.1 Introducao

Sistemas de Euler-Lagrange englobam diversos sistemas fisicos de interesse pratico,
como por exemplo: manipuladores roboticos, satélites, navios, veiculos submarinos,
conversores de poténcia, circuitos elétricos, dentre outros (Ortega et al. 1998, Bro-
gliato, Lozano, Maschke & Egeland 2007, Fossen 1994).

No capitulo B, utilizando a técnica de analise “ISS regulator approach” foi mos-
trado que um simples controlador PD causal ¢ capaz de resolver o problema de ras-
treamento global para manipuladores robdticos usando apenas medidas de posigao.
Neste capitulo, serd provado que a técnica de andlise proposta pode ser utilizada
para estender o resultado obtido para uma classe de Sistemas de Euler-Lagrange
mais abrangente.

Mais especificamente, serda provado que um simples controlador PD causal com
compensacao feedforward é capaz de garantir rastreamento global para uma classe
de sistemas de Fuler-Lagrange com n graus de liberdade, que inclui por exemplo:
manipuladores roboticos com juntas de revolucao, sistemas mecanicos simples, na-
vios, veiculos submarinos, dentre outros. Novamente, o resultado de estabilidade

obtido ¢ global no sentido usual, i.e., nenhuma restricao sobre qualquer condigao
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inicial do sistema em malha fechada é imposta.

Neste capitulo, também sera provado que o sistema do erro em malha fechada é
robusto a presenca de uma perturbacao de entrada aditiva e limitada. Este resultado
pode ser utilizado para analisar a possibilidade do modelo dinamico do sistema ser
incerto, e sera de fundamental importancia para os desenvolvimentos teéricos do

capitulo

3.2 Equacoes de Euler-Lagrange

Um sistema de Euler-Lagrange (Sistema EL) é um sistema cuja dinamica é gover-
nada pelas equagoes de Euler-Lagrange. A forma geral das Equacoes de Euler-
Lagrange para um sistema dinamico com n graus de liberdade é dada por (Ortega
et al. 1998, Brogliato et al. 2007):

i (F0) - Fan -0 5.1)

onde g € R" ¢é o vetor de coordenadas generalizadas, ¢ € R™ é o vetor de velocidades
generalizadas, () € R™ é o vetor de forcas generalizadas que atuam no sistema, e

L(q,q) é a funcdo Lagrangiana que é definida por:

L(q,4) = T(q,4) — V(q)

sendo que 7 (q,q) é a Energia Cinética, que é assumida como sendo da seguinte

forma:

1

Ta,d) = 50" M@,

onde M(q) € R™™™ é a matriz de inércia generalizada, e V(q) é a Energia Potencial.
Considerando esta sub-classe de sistemas de Euler-Lagrange com n graus de liber-
dade, as Equacoes de Euler-Lagrange (B]) podem ser reescritas da seguinte forma

equivalente (Ortega et al. 1998, Brogliato et al. 2007):

M(q)G+ C(q,4)q + fp(a,q) +9(q) =T, (3.2)

onde ¢(t), ¢(t), §(t) € R™ denotam a posicao, a velocidade e a aceleragao generali-
zada, respectivamente; a matriz de inércia generalizada M(q) é simétrica, positiva

definida e uniformemente limitada em ¢; C(q,4) € R™™ é a matriz das forgas
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centripetas/Coriolis, que é definida através dos simbolos de Christoffel (Ortega
et al. 1998); fp(q,q) representa o amortecimento do sistema; 7 € R"™ é o vetor
de forgas generalizadas; g(q) € R™ é o vetor de forgas potenciais, sendo definido do

seguinte modo:

9(q) = Eﬂg—;q)

A funcao fp(q, ¢) : R"xR"™ —R™ é continuamente diferenciavel nos seus argumentos,

uniformemente limitada em ¢, e pode ser escrita como:

fp(4,4)=Di(q)q+Dwnlq, d)d, (3.3)

Além disso, esta funcao satisfaz as seguintes desigualdades Vg € R" e V¢ € R™\ {0}:

Di(q) = D/ (q) > 0 (3.4)

onde d,, e dy s@o constantes nao negativas. As matrizes D;(q) e Dyi(q,q) sao
assumidas como sendo simétricas, por simplicidade.

No capitulol a matriz D;(q) correspondente ao termo linear (com respeito as ve-
locidades generalizadas) do amortecimento era suposta como sendo positiva definida.
Entretanto, para embarcagoes e estruturas marinhas cujo atrito hidrodinamico seja
modelado pela equagao de Morison, e para barcos que nao possuam estabilidade em
linha reta, a matriz D;(q) é apenas positiva semi-definida (Aamo et al. 2001), fato
registrado pela desigualdade (B4). Por outro lado, para manipuladores robdticos o
termo nao-linear D,;(q,¢) = 0. Neste caso, as constantes d,, = dpy = 0

A dinamica do sistema (B2) exibe as seguintes propriedades (Spong &
Vidyasagar 1989, Ortega et al. 1998, Santibanez et al. 2005, Fossen 1994):

Propriedade 3.1 A matriz de inércia generalizada é limitada superiormente e in-

feriormente pelas sequintes desiqualdades:
Am(M) |z]* < 2" M(q)w < Ay (M) |2]*, Vo € R",
sendo que

A (M) :=min \,,,(M(q)), Ay(M) :=max Ay (M(q))

qeR™ geR"
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Propriedade 3.2 A matriz de inércia generalizada satisfaz a sequinte desigualdade:
|M(x)z = M(y)z| < ko —yll2], Va,y,z € R"

na qual cp; pode ser calculada da sequinte maneira:

o),

J A 2
M n (max aqk

i,5,k,q

sendo que M;;(q) € o elemento ij da matriz M(q).

Propriedade 3.3 As matrizes de inércia generalizada e de Coriolis satisfazem a
sequinte relagao:

M(q) = C(q,4) +C"(¢.4), ¥g, ¢ €R"
Propriedade 3.4 A matriz %M(q)—C’(q,cj) € anti-simétrica, 1.e.,
T L 3 n
v | 5M(q) = Clg,q) = =0, Ve € R
Propriedade 3.5 A matriz de Coriolis/centripeta satisfaz a sequinte desigualdade:
Oz, 2)w—=Cy, v)w| < 1|z = vl [wl+e2 2| [z =yl |w], Vi, y, 20,0 € R
na qual 0s parametros ¢y e co podem ser calculados do sequinte modo:
¢ =n’ (max ‘Cz'jk(Q>|) :
,5,k,q
ciji(q) D

oq

¢y = n? | max
i,3,k,l,q

sendo c;ji, € o simbolo de Christoffel ijk.

Propriedade 3.6 O vetor de forcas potenciais satisfaz a sequinte desigualdade:

na qual o parametro c, pode ser calculado do seguinte modo:

%)

19,9

ky =n (max

sendo que g;(q) € o elemento i do vetor g(q).
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Propriedade 3.7 A dinamica do sistema pode ser parametrizada linearmente:

Y(q,4,4)0 = M(q)§+ C(q,4)q + folq,q) +g(q) =7,

onde Y(q,q4,§) € R™ € a matriz regressora e § € R! é um vetor constante de

parametros.
Propriedade 3.8 Os sequintes majorantes sao vdlidos:
Cadl<ealil, [M@)|<enld. l9@] <cpn 16l <
Propriedade 3.9 A matriz de Coriolis C(x,y) € linear em y, de modo que:
C(z,y)z =C(x, 2)y, Vr,y,z € R"

Propriedade 3.10 A funcao fp satisfaz a sequinte desigualdade:

(x_y>T [fD(Zax> _fD(Zay>] > O,V{L’,y,ZERn (36)
Propriedade 3.11 A funcao W pode ser majorada da sequinte forma:
Y
0
2D < ot Kol oy € R (1Ko 2 0) 87

Deve ser destacado que a equagao dinamica ([B2) pode ser utilizada para mode-
lar manipuladores robdticos com juntas de revolucao, navios e veiculos submarinos
(Spong & Vidyasagar 1989, Ortega et al. 1998, Fossen 1994, Aamo et al. 2001). Para

ilustrar este fato considere o seguinte exemplo:

Exemplo 3.1 Omni-Directional Intelligent Navigator (ODIN):
ODIN é um veiculo submarino esférico e autonomo, cujo movimento no plano

horizontal (profundidade constante) é governado por (Aamo et al. 2001):

M+ Co()E+ Dy(O)E = 7
no= Jms
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onde:

2m 0 0 0 0 —2mu
My=1 0 2m 0 , GE)=1 0 0  2mu |,
0 0 <ZmpRS 2mv  —2mu 0
dilul 0 0 cp —sp 0
Do) =1 0 dilv| 0 , Jm =] sy e 0|,
0 0 dilr|+ds 0 0 1
¢ = [uwvr]t éa velocidade considerando um referencial de coordenadas no corpo,

n =[xy ]' € aposicio e a orientacdo considerando um referencial de coordenadas
inercial. Os simbolos sy e cip denotam o seno e o cosseno de 1, respectivamente.
M € a matriz de massa, incluindo a massa adicional hidrodinamica; C(€) é a matriz
de Coriolis; D(€) € a matriz de amortecimento hidrodinamico, m e R representam
a massa e o raio do veiculo, respectivamente; dy, di e dy sao constantes positivas
relacionadas com as forcas de amortecimento hidrodinamico; p € a densidade da

dgua. A equacgao (Z8) pode ser reescrita em coordenadas inerciais do sequinte modo:

Mij + Ci)i+ foln, ) = 7 (3.9)
onde:
M = J()MyJ" () = M,
0 omy  —2my
Oi) = J(W) [Co(&) = MpT" () ()| J'@) = | —2md 0 2mi
omy —2mi 0

fo = JW)Dy(€)J" (¥) = Dy(n) + Dy(n, 1)

00 0
Din)=100 0 |,
0 0 dy

Apdy [ul + s*bdy [v] spedd, [u| — shepd [v| 0
Dyi(n,0) | sbepd, lul — spepdy v s*apdy [u] + c*pdy [v| 0
0 0 dy M
onde u = cpt + sy e v = —sYx + cpy foram mantidos na expressao de Dy (n,1n)

por simplicidade notacional. Note que a equagao ([Z9) € um caso particular da
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equacdo [32). Além disso, deve ser ressaltado que a equagao (Z3) satisfaz todas as

propriedades consideradas.

3.3 Analise de robustez a perturbacoes de en-

trada considerando um regulador PD causal

Nesta secao, considera-se o problema de regulacao global de saida para um ponto
de operacao constante desejado ¢,, usando apenas medidas de posicao. O objetivo
¢ demonstrar que a sub-classe de sistemas EL descrita por (B2) controlada por um
regulador PD causal é ISpS com respeito a perturbagoes de entrada limitadas. O
erro de regulacao é definido por ¢ := q — g,

Como ¢ considerado que apenas medidas das posicoes estao disponiveis, as velo-

cidades podem ser estimadas através do filtro de avanco de fase descrito por:

b =—=0-—q
o (3.10)
v=19+—¢q
W

onde p é a constante de tempo do filtro de avanco de fase. Desta forma, a lei de

controle relativa ao regulador PD causal é dada por:
T=—-K,qg— Kqv (3.11)

Considerando a presenga de uma perturbacgao de entrada limitada, o sinal de entrada
¢ dado por:
T=—-K,q— Kqv +d, (3.12)

onde K, e K, sao matrizes simétricas e positivas definidas.

Definindo o estado do sistema em malha fechada (B2), BI0) e BIZ) como

2T = [ch g’ ﬁT], a equacao de estado pode ser descrita por:
q
_> 4
L H + H J
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onde a perturbagao de entrada limitada d=d; — g(q) foi considerada, por simplici-
dade.

Considere a seguinte funcao de Lyapunov-ISpS candidata igual aquela usada na
secao 23Tk

Vila) = 50" Ma)d + 50" Kyl + 5" K + el%

onde £, é uma constante positiva suficientemente pequena.

De acordo com a Proposi¢ao 21, Vi (z) é uma fungao de armazenamento suave,
se €1 satisfizer a seguinte desigualdade:

VA (M)A (Ky)
LS T o (M)

(3.15)

O seguinte Lema mostra que Vj(z) é uma fun¢ao de Lyapunov-ISpS, se ¢; for

suficientemente pequeno.

Lema 3.1 A funcdo Vi(z) definida em (514) é uma fungao de Lyapunov-ISpS para
o sistema (Z13), se €1 for suficientemente pequeno. Além disso, a derivada temporal

de Vi(z) ao longo da solugdo de (ZI3), pode ser majorada por:

Vi(z) < —an(lz]) + ou(ld]) + & (3.16)

onde ay(r),01(r) € Koo € & > 0 € uma constante. Se a matriz Di(q) do termo
linear do amortecimento (ver (33)) for positiva definida, entio ¢; = 0 e a fun¢ao
Vi(z) é uma fungao de Lyapunov-1SS para o sistema (Z13).

Prova: Ver Apéndice D] [ |

A existéncia de uma fungdo de Lyapunov-ISpS (Lyapunov-ISS), implica que o
sistema em malha fechada ([BI3) ¢ ISpS (ISS) com respeito a perturbagao de entrada
d(t). Os resultados de estabilidade obtidos nesta segao sao formalmente enunciados

no seguinte Teorema.

Teorema 3.1 Considere um sistema de FEuler-Lagrange com n graus de liberdade
descrito por (Z2). Se a lei de controle for definida como em (Z10) e (Z11), entdo o
sistema em malha fechada (Z13) é ISpS com respeito a uma pertubagdo de entrada
limitada d(t). Além disso, se a matriz Dy(q) for positiva definida, entao o sistema

¢ 1SS com respeito a d(t). |
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3.4 Rastreamento global usando um controlador
PD causal com compensacao feedforward

Nesta secao, o problema de rastreamento global para uma classe de sistemas de
Euler-Lagrange com n graus de liberdade e modelo dinamico descrito por (B2) serd
abordado. Considera-se que apenas medidas de posicao estejam disponiveis. O erro

de rastreamento e(t) € R™ é definido como:

e(t) = q(t) — qa(?)

onde ¢4(t) € a trajetéria desejada. Os sinais q4(t), Ga(t), da(t) sdo considerados como
sendo continuos e limitados por |qa|,s, |daly € |dalyy, respectivamente. O objetivo
¢ projetar uma lei de controle de forma que o erro de rastreamento e(t) tenda
assintoticamente para zero, na auséncia de perturbacoes e para quaisquer condig¢oes
iniciais do sistema em malha fechada.

Para simplificar a andlise e o projeto do controlador a seguinte hipotese é feita:

Hipétese 3.1 O modelo dinamico (Z2) do sistema é considerado como sendo co-
nhecido, o que significa que o vetor de parametros constantes 0, apresentado na

Propriedade[37], também é conhecido.

Com o intuito de obter rastreamento exato de trajetéria, o seguinte termo de

compensacao feedforward é adicionado ao sinal de controle:

Y40 = M(qa)Ga+C(qa, Ga)da+ fo(q, 4a) +9(qa) (3.17)

Neste caso, o termo de compensacao feedforward nao pode mais ser escolhido
como funcgao apenas dos sinais de trajetoria desejados. Entretanto, como a fungao
fp(q,q4q) é uniformemente limitada em ¢, o termo de feedforward continua sendo
uma fun¢ao uniformemente limitada.

O sinal é pode ser estimado através do seguinte filtro de avango de fase descrito

por:
: 1.1 1,
)= —=9 - —q— g

S (3.18)
Ve = l9_'__q
1
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onde o parametro p deve ser suficientemente pequeno para assegurar convergencia
assintotica do erro de rastreamento para zero.

A lei de controle é projetada da seguinte forma:

T = —er - Kdﬁe + YdG (319)

3.4.1 Analise de Estabilidade

Na analise de estabilidade sera considerada a presenca de uma perturbacao aditiva
e limitada d., que serd utilizada no capitulo il para representar incertezas no modelo
e a presenga de uma perturbacdo na saida do filtro de avango descrito por (BIS).

Desta forma, o sinal de entrada é dado por:
T=—-Kye— K.+ Y0+ d. (3.20)
Para tratar deste caso a seguinte hipotese é feita acerca da perturbacao d.:

Hipétese 3.2 A perturbacdo d. € uniformemente limitada, e possui um limitante

superior d. conhecido que satisfaz a d, > |d,(t)| (V).
Definindo o erro de estimacao do filtro de avanco de fase ¢, € R™ por:
€e(t) = De(t) — (1), (3.21)
o sinal de entrada (B2Z0) pode ser reescrito como:
T=—-Kpe— Kqsé — Kge. + Yq0 + d. (3.22)
Substituindo o sinal de entrada ([B22) em (B2), tem-se:

é=M"(q)[-C(g,4)é — fp(q:4) + fp(q, ) — Kpe — Kaé — Kgée — he + d.]
(3.23)
onde h, = [M(q) — M(qa)] da+[C(q,q) — C(qa, Ga)] 4o+ 9(¢) — g(ga). Um majorante
para a funcao h,. é apresentado na Proposicao 222
De (BI8) e (BZ]]) a dinamica do erro de estimagao do filtro de avango pode ser

descrita por:

€e= ——€c— ¢ (3.24)
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Definindo o estado do sistema do erro por:
Xo=[F ", z=[" ¢, (3.25)

a dinamica do sistema do erro em malha fechada pode ser descrita por (B23) e
B24).

Pode-se mostrar que o sinal de entrada (B220) é equivalente ao sinal (B12). Desta
forma, utilizando o resultado obtido no Lema Bl é possivel provar que o sistema do
erro (B23) e B2Z4) é GApS. Este resultado de estabilidade é formalmente enunciado

no Lema

Lema 3.2 Considere o sistema {24). Assuma que as Hipoteses[B e[TA sao satis-
feitas. Se o sinal de entrada for dado por (Z18) e (ZZ0), entdo o sistema do erro
em malha fechada descrito por (Z23) e (324)), com estado X. definido em (ZZ3),
¢ uniformemente globalmente assintoticamente praticamente estavel (GApS). Além
disso, o estado do sistema completo do erro é conduzido num tempo finito Tr para

o sequinte conjunto compacto:
Dp = {X. e R";|X.| < R},

onde R é uma constante que independe do parametro p do filtro de avango de fase.

Prova: Ver Apéndice D2 [ |

3.4.2 Anadlise de Convergéncia

Nesta secao, sera fornecida uma analise das propriedades de convergéncia do sistema
B2) com lei de controle dada por (BI9) e sujeito a uma perturbagao de entrada
d. uniformemente limitada. Sera provado que para p suficientemente pequeno o
sistema do erro converge para um conjunto compacto determinado pelo majorante
d. da perturbacio d.. Além disso, serd mostrado que se d. = 0 o sistema do erro
converge assintoticamente para zero.

A anadlise das propriedades de convergéncia do sistema do erro em malha fechada
serd feita de forma similar ao procedimento adotado na secao 4l Primeiramente,
serd provado que o subsistema-z, definido em (B2Z3) é ISS com respeito a entrada

.. Em seguida serda demonstrado que o subsistema-¢, definido em (B24]) é ISS com
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respeito a entrada z.. Finalmente, explorando o fato de que o estado do sistema com-
pleto do erro é globalmente limitado, pode-se demonstrar que este estado converge
globalmente para zero na auséncia de perturbacoes.

Para ilustrar a analise, um diagrama de blocos que mostra a interconexao entre

os subsistemas que compoe o sistema completo do erro é apresentado na Figura 31

d Z
- n O Subsistema-z, =
_l’_
+
: LT
. Subsistema-¢, ) 4

FiGurA 3.1: Interconexao entre os subsistemas que constituem o sistema completo

do erro, incluindo perturbagoes de entrada
O seguinte Lema mostra que o subsistema-z, é ISS com respeito as entradas e,
e d., se os ganhos de controle K, e K  forem escolhidos apropriadamente.

Lema 3.3 Se os ganhos K, e Kq forem escolhidos tais que:

Am(Ka) 2 X2 (3.26)

Am(K,) > 2epy/14+62A2 {1 o (f’d> - m)] (3.27)

com Xo e X3 definidos por:

1
X2:=C1 |al 22 00 (M) cn/ 1462 A% 490 f g—2+A;21 (c1+ K>) (3.28)

X3 = 1+ & (K1 + 2K5 [daly + Amr(Ka) + 2¢1 [dal ) ; (3.29)

entao, o subsistema-z, definido em (F23) é ISS com respeito as entradas €. e d.:
2 ()] < Ba(Jze(to)] = to) +v(lecl) + 72 (I del), (3.30)
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onde ﬁz € IC£7 ’72(7")7’75(7") € ]COO
Além disso, dentro de Dg, o ganho 1SS ~¢ € linear e dado por vi(r) = k,r onde
a constante k, € independente de L.

Prova: ver Apéndice [ |

O seguinte Lema prova que para g suficientemente pequeno o subsistema-¢, é

ISS com respeito as entradas z. e d..

Lema 3.4 Se u for escolhido tal que:

Am (M)

RS SR (3.31)

entdo, o subsistema-e. definido em ([3-24)) é ISS com respeito as entradas z. e d.:

lee(t)] < Be(lec(to)l t — to) + 72 (e lze]) + ¢ (e Idel) (3.32)

Além disso, dentro de Dg, o ganho 1SS vZ é linear e dado por v*(ur) = uk.r, onde
a constante k. € independente de L.

Prova: ver Apéndice |

De acordo com os Lemas e B4l pode-se verificar que dentro de Dy o ganho
composto yZ o ¥E(r) = pk,k.r. Logo, se u satisfizer

1
ps—, (3.33)

KzKe

aplicando o Teorema de Pequenos Ganhos Generalizado (Jiang et al. 1994, Jiang &

Mareels 1997), pode-se concluir que:

[ Xe(B)] < Be(|Xe(to)l T —to) + ya(ldel), (3.34)

onde B, € KL, e 74 € K. Logo, o sistema do erro em malha fechada é ISS
com respeito a perturbagao de entrada d.. Portanto, na auséncia de perturbagoes
(de = 0) o estado do erro converge para zero. Neste caso, é possivel concluir que o

sistema do erro descrito por (B23)) e (B24) é GAS. Por outro lado, usando o fato

que d.(t) < d,,Vt, pode-se verificar que:

lim sup | X, (t,)| < va(d,)

t—00 15>t

Logo, o estado do erro converge para um conjunto compacto determinado pelo majo-

rante d.. Os resultados obtidos acima sao formalmente enunciados no Teorema B2
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Teorema 3.2 Considere um sistema de Fuler-Lagrange com n-graus de liberdade
descrito por (Z3). Assuma que as Hipdteses [Z e [ZA sejam satisfeitas. Seja a lei
de controle definida por (Z18) e (Z2Z0). Se os ganhos K4 e K,, forem selecionados de
forma a satisfazer as desigualdades (Z28) e (3-27) e se o parametro p for escolhido
de modo a satisfazer (Z31) e (ZF3), entdo o estado do erro X, = [eT éT eeT]T é
ISS com respeito a perturbacao de entrada d.. Além disso o estado X, € globalmente

uniformemente limitado por:

[ Xe(t)| < Be(|Xe(to)] = to) + Yalde)

onde B, € KL e~y € K. Portanto, na auséncia de perturbagoes (d, = 0) o estado
do erro converge para zero e o sistema do erro em malha fechada descrito por (Z23)

e [32Z4) é uniformemente globalmente assintoticamente estdvel (GAS). |

3.5 Conclusoes

Neste capitulo, foi mostrado que um simples controlador PD causal com com-
pensacao feedforward soluciona o problema de rastreamento global para uma classe
de sistemas de Euler-Lagrange com n graus de liberdade, usando apenas reali-
mentacao de posicao. A classe considerada inclui importantes sistemas fisicos como:
manipuladores robéticos, navios, veiculos submarinos, dentre outros.

O resultado de estabilidade global é obtido considerando-se apenas a existéncia
de amortecimento que pode ser tanto linear quanto nao-linear com respeito as veloci-
dades. Além disso, foi provado que o rastreamento é exato se o modelo dinamico do
sistema for conhecido e na auséncia de perturbagoes. Por outro lado, foi mostrado
que se o modelo dinamico for incerto ou se o sistema for perturbado, os erros de
rastreamento convergem para um conjunto compacto, relacionado com a magnitude

das perturbacoes presentes no sistema.
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Capitulo 4

Sistemas a Estrutura Variavel

As estratégias de controle propostas nos capitulos [l e @l sio baseadas no controle a
estrutura variavel, que é caracterizado pela utilizacao de uma lei de controle des-
continua que chaveia, seguindo uma dada regra, entre um conjunto de func¢oes das
variaveis de estado da planta, mudando, assim, a estrutura do sistema em malha
fechada.

Embora o controle a estrutura variavel seja um tema bastante extenso, o objetivo
deste capitulo é apresentar os conceitos basicos de sistemas a estrutura variavel,
além de introduzir um novo tipo de diferenciador nao linear que é capaz de fornecer
a derivada exata para uma classe de sinais de entrada. Este diferenciador serd
fundamental para as estratégias de controle consideradas nos capitulos [l e

Em geral, além das trajetorias caracteristicas de cada uma das estruturas do
sistema realimentado, um novo movimento no espaco de estado pode ser criado
denominado de modo deslizante (Emelyanov 1970, Itkis 1976, Utkin 1992). Neste
caso, a estratégia de controle é chamada de Controle por Modos Deslizantes (Sliding
Mode Control - (SMC)).

A estratégia de chaveamento é desenvolvida de tal forma que as trajetorias
do sistema alcancem e mantenham-se em uma superficie no espago de estado (su-
perficie de deslizamento), especificada conforme um comportamento dinamico de-
sejado (Emelyanov 1970, Utkin 1992). Uma vez que o modo deslizante tenha sido
alcancado, o desempenho do sistema torna-se insensivel a incertezas paramétricas da
planta e a algumas classes de perturbacoes externas. Esta caracteristica é conhecida

por propriedade da invariancia, i.e., quando o regime deslizante é alcancado a
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dinamica invariante do sistema é tal que ele permanece na superficie de deslizamento

No modo deslizante convencional, a trajetoria do sistema fica restrita a uma
superficie de deslizamento definida por s(z) = 0. Este conceito foi recentemente
generalizado em (Levant 1993) com a introdugdo dos modos deslizantes de ordem
superior (Higher Order Sliding Modes - HOSM). Neste caso a superficie de desliza-
mento passa a ser definida por s(z) = §(x) = --- = s""Y(z) = 0, onde 7 é a ordem
do deslizamento.

Embora o modo deslizante convencional seja um caso particular dos modos des-
lizantes de ordem superior, ele serd chamado simplesmente por modo deslizante,
por razoes historicas. Em algumas situagoes, por motivo de clareza, o termo modo
deslizante convencional sera empregado.

Do ponto de vista matemético, os Sistemas a Estrutura Variavel ( VSS) sao repre-
sentados por equacoes diferenciais com lado direito descontinuo. O problema basico
destas equacoes diferenciais é que as teorias convencionais de existéncia e unicidade
de solugoes nao podem ser aplicadas, nos pontos nos quais o lado direito da equacao
nao for analitico. Nesta tese serda adotada a definicao de Filippov para a solucao de

equagoes diferenciais com lado direito descontinuo (Filippov 1964, Filippov 1988)

4.1 Sistema de Controle Descontinuo

Considere sistemas de controle do seguinte tipo:
i = f(t,2) + g(t,2)u (4.1)

sendo que x € R™ é o vetor de estados, f(x) : Rt XR*"—=R" e g : RT xR" —R" sao
campos vetoriais suaves e u € R, é uma lei de controle descontinua.

Suponha que a dinamica desejada para o sistema seja obtida com trajetérias
restritas a superficie de deslizamento S = {x : s(x) = 0}, sendo que s(z) : R” — R
é uma funcao continuamente diferenciavel. Além disso, considera-se que a superficie

S satisfaca a seguinte condicao de regularidade:

0

%s(:c) =V,s(x)#0, Vo es (4.2)
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O sinal de controle é descontinuo e dado por:

ut(z) se s(z)>0
u(z) = (4.3)
u (z) se s(xz)<0
sendo que u™(z) e u(x) sdo fungoes localmente Lipschitz. Note que u(x) nao é

u
definido em s(z) = 0.

4.2 Nocoes Basicas de Controladores por Modos
Deslizantes

Nesta secao serao apresentadas as principais caracteristicas do controle por modos
deslizantes. Para tornar o processo mais intuitivo e visando a facilitar o entendi-
mento, os conceitos serao passados através de exemplos ilustrativos.

Considere o seguinte sistema de controle a estrutura variavel:

;

i‘l = T3
Ty = —Tat+u
? ? (4.4)
u = —sgn(s)
\ S = I+ X9
sendo que sgn(s) = 1,se s > 0esgn(s) = —1,se s < 0. Este sistema ¢é analiticamente

definido em duas regioes do plano de fase por dois modelos matematicos distintos:

e Na regiao I onde s(z) > 0, o modelo é dado por:

Ty =
' ’ (4.5)
l"g = —T9 — 1
e Na regiao I onde s(x) < 0, o modelo é dado por:
T, = T
' ? (4.6)
.’i’z = —I9+ 1

Os planos de fase para os sistemas representados pelas equagoes (EE0) e ([H) sao
apresentados nas Figuras L1l e £2, respectivamente. Para facilitar a visualizagao
da regiao de validade de cada modelo, a reta de chaveamento (s(x) = 0) foi tragada
nos dois planos de fase. Observando a Figura 1l pode ser visto que na regiao de
validade do modelo matematico todas as trajetorias do sistema apontam na direcao

da reta de chaveamento. Este fenomeno também pode ser observado na Figura B2
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FIGURA 4.1: Plano de fase para o sistema (BH). A linha tracejada representa a

superficie de deslizamento definida por s(z) = 0.

FIGURA 4.2: Plano de fase para o sistema (6). A linha tracejada representa a

superficie de deslizamento definida por s(z) = 0.
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O plano de fase para o sistema (), apresentado na Figura B3, é formado
através do desenho do plano de fase do sistema (H) na regiao I e do plano de fase
do sistema (E8) na regiao II. Para se obter o plano de fase completo é necessério

descrever a trajetéria do sistema no conjunto s(z) = 0.

2
s>0
15F
1
0.5F
X 0

s<0

-15r

-2

FI1GURA 4.3: Plano de fase para o sistema ().

Para esta finalidade, serd utilizado um argumento intuitivo, ilustrado na Figura
El Imagine que exista um atraso no chaveamento, ou seja, a mudanga do sinal do
controle ocorra um pouco depois da trajetoria do sistema passar pela superficie de
chaveamento.

Na Figura 4] apresenta-se a trajetéria do sistema e o sinal de controle para
diferentes condigoes de atraso. Na Figura B4l (a) pode ser visto que se o atraso for
igual a 0.1s, a trajetoria do sistema ird oscilar em torno da superficie de chaveamento.
Na Figura B4l (b) pode ser observado que a medida que o atraso diminui (0.05s)
a amplitude das oscilagoes ¢é reduzida e a trajetoria do sistema se aproxima cada
vez mais da reta de chaveamento. Finalmente na Figura B4 (c) pode ser visto que
para um atraso de 0.01s a trajetdria do sistema fica praticamente sobre a superficie
de chaveamento. Deve-se destacar também que a medida que o sistema vai se
aproximando do caso ideal (sistema sem atraso) a freqiiéncia de chaveamento vai

crescendo indefinidamente, conforme pode ser visto nas Figuras B4 (d), (e) e (f).
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FIGURA 4.4: Trajetérias do sistema (Bdl) para diferentes condigbes de atraso: (a)
atraso igual a 0.1s; (b) atraso igual a 0.05s; (c) atraso igual a 0.01s.
Sinal de controle do sistema (B4l para diferentes condigoes de atraso:
(d) atraso igual a 0.1s; (e) atraso igual a 0.05s; (f) atraso igual a

0.01s.
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Por meio deste raciocinio é possivel concluir que, no deslizamento ideal, a tra-
jetoria do sistema fica confinada a superficie deslizante, gerando um novo tipo de
movimento, ja que esta trajetéria nao pertence a nenhum dos dois sistemas que
estao sendo chaveados. Além disso, a frequéncia de chaveamento se torna infinita e
o sinal de controle passa a nao ser mais definido no tempo.

Neste movimento, denominado de modo deslizante, a trajetoria do estado se
desloca por uma superficie denominada de superficie de deslizamento, denotada
por s(x) = 0. Por outro lado, no espaco de estado, o chaveamento ocorre em uma
superficie denominada de superficie de chaveamento. Embora no caso analisado
estas duas superficies se confundam, este fato nem sempre é verdadeiro.

De modo geral, o movimento das trajetoérias do sistema pode ser dividido em duas
fases. Na fase de aproximacao, a trajetéria iniciada em qualquer lugar do plano de
fase é conduzida em tempo finito para a superficie de deslizamento. Na segunda fase,
o sistema entra em modo deslizante, ocorrendo uma reducao na ordem dinamica do
sistema, que passa a evoluir segundo a equacao da superficie de deslizamento. Para
o caso analisado, no deslizamento o sistema ird ser governado pela seguinte equagao
diferencial:

T1=T9g € T1+220=0 = 11=—-x

Neste momento o sistema apresentarda um comportamento idéntico ao de um
sistema de primeira ordem, apresentando, assim, uma convergéncia exponencial do
estado para a origem.

Outro aspecto que deve ser ressaltado é a robustez deste tipo de controlador. Se
apesar das incertezas e das perturbacoes existentes, as trajetérias do sistema con-
tinuarem apontando em direcao a superficie de deslizamento, o sistema continuara
entrando em modo deslizante, apresentando o mesmo desempenho, governado pela
dinamica referente a equacao da superficie deslizante.

Para ilustrar este fato considere o seguinte exemplo:

(

T = X9

Ty = 0.5sin(z) —x2 +u (4.7
u = —sgn(s)
s = I+

\

Observando o plano de fase do sistema (1), apresentado na Figura EZH pode
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ser visto que apesar da perturbagao existente no sistema, as trajetorias continuam
apontando na direcao da superficie de deslizamento, garantindo, assim, que o sistema
entre em modo deslizante. Quando em deslizamento o sistema se torna insensivel a

perturbagao.

15F

X2
o

0.5

-15F

FIGURA 4.5: Plano de fase para o sistema (7).

4.2.1 Existéncia de Modo Deslizante

Intuitivamente, para que o sistema entre em modo deslizante, a superficie de des-
lizamento deve ser pelo menos localmente atrativa, i.e., deve existir um dominio
envolvendo a superficie no qual as trajetérias do sistema apontem na sua diregao.

Este fato pode ser matematicamente expresso da seguinte forma:

lim $<0 e lim §>0 (4.8)

s—0t s—0—
em algum dominio €2 € R". Neste caso a superficie de deslizamento seria:
D=SNQY={xeQ:s(x)=0}

A expressao dada em (L] é freqiientemente substituida, pelo critério mais su-

cinto, porém equivalente, dado por:
§s <0 (4.9)
As condigoes (IL8) e () sdo chamadas de condigoes de alcangabilidade.
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Embora as condi¢oes (LX) e [T) sejam freqiientemente encontradas na lite-
ratura, elas nao garantem a existéncia de um modo deslizante ideal, ja que estas
condicoes garantem apenas que a superficie de deslizamento seja alcangada assinto-
ticamente.

Para garantir que a superficie de deslizamento seja alcangada em tempo finito,
uma condicao mais restritiva deve ser satisfeita. Uma condi¢ao muito utilizada na

literatura ¢ a condicao de alcangabilidade—n dada por:
ss < —n|s (4.10)

onde 7 é uma constante positiva.

Reescrevendo a equacao (EEI) como

e integrando de 0 a t,, segue que:
|s(ts)| = [s(0)] < —nt,

Deste modo, o tempo necessario para atingir a superficie s = 0, representado

por tg, satisfaz:

1, < 120 (4.11)

Nos casos analisados anteriormente esta condigao ¢é satisfeita, garantindo, assim,

o aparecimento do deslizamento ideal.

e Exemplo 1:

S = X1+ 2o
§ = —sgn(s)
s§ < —|s
e Exemplo 2:
S = X1+ X9

$ = 0.5sin(zy) — sgn(s)
s§ < —|s| (1 —0.5sin(zy))

s§ < —0.5]s] (4.12)
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4.3 Descricao Matematica de Modos Deslizantes

A descricao matematica de modos deslizantes nao é simples, devido ao fato de que o
sinal de controle descontinuo (equagao ([E3)) e, conseqiientemente, o sistema (ETI),
nao serem definidos sobre a superficie de deslizamento. Além disso, a condicao de
Lipschitz para a existéncia e unicidade de solucao de equacoes diferenciais é vio-
lada na vizinhanca da superficie de chaveamento. Os métodos a seguir apresentam

solugoes para descrever, de maneira formal, o movimento durante o deslizamento.

4.3.1 Método de Filippov

Este método trata de forma axiomatica a solugao de equacgoes diferenciais com lado

direito descontinuo. Considere a seguinte equacao diferencial:
i = f(t,), (4.13)

onde x € R" e f: Rt x R” — R" é uma fun¢ao mensurédvel (no sentido de Lebesgue)
definida para quase todo (¢,x) em um dominio E do espago de fase (¢, x).
Além disso, para qualquer subconjunto compacto D C FE, existe uma funcao

A(t) finita (localmente integravel) em quase todo (¢, z) em D, tal que:
|[F(t,2)] < A(t) (4.14)

A solugao da equacao diferencial com lado direito descontinuo é dada pela defini¢ao

a seguir, devido a (Filippov 1964, Filippov 1988).

Definigao 4 (Solugdo no sentido de Filippov)
Uma fungao vetorial x(.) € denominada uma solu¢io de ([{.13), definida em
[to, t1] se x(.) € absolutamente continua em [ty,t1], e se, para quase todo t € [to, 1],

tem-se:

i€ K[f(t,z)] (4.15)

com

Kiftt.) =) () conv{f[t,B(x,6) - N} (4.16)

6>0 uN=0

onde “conv” denota o fecho convero, B(x,d) é uma bola de raio § centrada em x

e i1 € a medida no sentido de Lebesque. A notagao ﬂuN:O denota a intersecgao de
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todos os conjuntos N de medida nula (no sentido de Lebesgue), e f[t, B(x,d) — N]

¢ o conjunto de todos os valores de f(t,x) para x € {B(x,0) — N}.
Esta definicao é interpretada da seguinte forma:

e Interpretagao de K[f (¢, x)] - considere um ponto x* da superficie de descon-
tinuidade s(x) = 0. K[f(t, )] é o conjunto convexo minimo que contém todos
os valores de f(t,x) para x variando em quase (a menos de um conjunto de
medida nula) toda uma vizinhanga § (6 — 0) do ponto z°. Considere agora
um ponto zP que nao pertenga a superficie. K[f (¢, x)] corresponde ao préprio

campo vetorial f(¢,aP).

e Interpretacao da relagao (IR - esta relagao, denominada de inclusido
diferencial, define, de forma axiomatica, que o campo vetorial da solucao no
sentido de Filippov pertence a KC[f(t,z)]. A possibilidade de se rejeitar qual-
quer conjunto de medida nula em KC[f (¢, z)] é que permite a definigdo do campo

vetorial na superficie de chaveamento.

Para o sistema de controle considerado () e [E3)), como u(x) é uma funcdo do

estado, o sistema em malha fechada pode ser representado por:

P fH(t,z) se s(z)>0 (4.17)
f(t,x) se s(z)<0

A superficie de chaveamento S particiona o espaco de estados em duas regioes
mutuamente excludentes, que sao denotadas por F© :={z : s(x) >0} e F~ := {x:
s(z) < 0}. A normal em um ponto z € S é denotadaﬂ por Ng(z) e os escalareﬂ
It ) == Ng(z) - fr(t,z) e fy(t,z) := Ng(z) - f~(t,x) indicam o sentido das
projecoes de fT(t,z) e f~(t,x) em Ng(x), respectivamente.

Se a trajetdria do sistema (), iniciada em F ou F~, atingir a superficie S,
e, z(t*) = z* € S, ela pode cruzar S ou ser for¢ada a permanecer sobre S. Por

exemplo, se fx(t*,z*) e fy(t*,2*) possuirem o mesmo sinal, i.e., fi fr > 0, entdo

Por conveniéncia de notagao, a direcio positiva da normal Ng(z) seréd definida como sendo de
F~ para FT. Portanto, se o gradiente V,s(z) € R" da superficie S em = € S é direcionado de

F~ para FT, entao Ng(z) = V,s(x) caso contrario Ng(x) = —Vs(z).
20 produto escalar ou produto interno entre dois vetores u, v € R é denotado por u - v, sendo

T

igual a u - v = u' v = |u||v| cos(f), onde 0 é o angulo entre u e v.
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os dois vetores fT(t*,x*) e f~(t*,2*) apontardo para a mesma regido e portanto
a trajetéria ird cruzar a superficie s(z) = 0. Se fi(t*,z*) < 0, fy(t*,2*) > 0 e
Iyt x*) = fA(t*,2*) > 0 os dois vetores f+(t*,2*) e f~(t*, 2*) estardo direcionados
para a superficie S. Neste caso pode ser mostrado que para z* € S, o campo vetorial
fo(t*, x*), da solugao no sentido de Filippov, pode ser determinado pelos campos
vetoriais f1(t*, x*) e f~(t*,2*) que sdo os valores limites de f(t, ) obtidos através
da aproximacao da superficie S a partir de F* e F~ respectivamente, da seguinte

forma:

.jl' = fo(t*, .%'*)

fo(t,2%) = af™(t",2") + (1 —a)f~(t",27), @ €[0,1],

sendo que o é um escalar que depende de fy (t*,2*) e f5(t*, 2*), sendo definido do
seguinte modo:
)
f];(t*’ :L‘*) - fj—\fi—(t*’ :L‘*)

Note que para esta defini¢ao é facil verificar que o campo vetorial fy(t*, x*) é

(4.18)

ortogonal ao gradiente de S, sendo, portanto, tangente a superficie s(x) = 0. Deste
modo, as trajetorias do sistema sao forcadas a permanecer sobre a superficie de
deslizamento.

A interpretagao geométrica da solucao de Filippov na superficie de deslizamento
S ¢ apresentada na Figura E6. No ponto z* € S, os vetores [, [~ estao direcio-
nados para as regioes F~, FT, respectivamente. O vetor f; do modo deslizante é
formado pela interseccao do hiperplano tangente a S em z* com o segmento de reta
que une fT e f~, pertencendo ao fecho convexo que contém os vetores f* e f~.

Até este momento foram apresentadas as condigoes necessarias para a existéncia
da solucao do sistema (EI3) no sentido de Filippov. Para concluir, basta mostrar
as condicoes para as quais esta solucao seja tnica. Se f™ e f~ forem localmente
Lipschitz (em x) nas regides F e F~, respectivamente; e se f for continua por
partes, uma condicao suficiente para garantir unicidade da solugao, a partir de um

instante inicial £y, ¢ que pelo menos uma das desigualdades
fx >0, fi<0, (4.19)
seja satisfeita para cada x € S.
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Hiperplano tangente a S em x*

FI1GURA 4.6: Interpretagao geométrica da solugao de Filippov.

4.3.2 Controle Equivalente Estendido

O controle equivalente em sistemas dinamicos com modos deslizantes é usualmente
definido durante a fase de deslizamento (Utkin 1978, Capitulo II). O controle equi-
valente estendido foi definido por (Hsu & Costa 1996, Definigdo 1.2) como uma
generalizacao que se aplica ao movimento completo do sistema, i.e., dentro e fora
da superficie de deslizamento s(z)=0.

Considere o seguinte sistema nao-linear genérico, afim no controle u:
i = f(t,2) + g(t 2, (4.20)

sujeito a uma lei de controle descontinua uv € R™ que assegure deslizamento ideal
na superficie de deslizamento s(x) = 0, sendo que s(x) : R* — R™ é uma funcao
continuamente diferencidvel e g(t,z) = [g1(t,x) ... gm(t,z)]. Os campos vetoriais
ft,z) : RT x R*"—=R" e g;(t,z) : Rt x R*—=R" i=1,...,m sao suaves. Durante
o modo deslizante, as trajetorias de (EL20) sdo definidas no sentido de Filippov
(Filippov 1964, Filippov 1988), isto é, elas sao definidas como solugoes satisfazendo
a inclusdo diferencial correspondente a (E20), em quase todo lugar.

Seja x(t) uma solucao de (20 definida no intervalo t €[0,7"). Entao, o controle
equivalente estendido é uma fungao localmente integravel definida em quase todo o

intervalo [0,7), obtida a partir da derivada total £s(z) e de {Z0), e é dado por

ueq<t>=[%s<x>g<x<t>,t>}_ [%sm—%s(wf(x(t),t) TR
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onde det[:Z s(x)g(x(t), t)]#0, Vo €R", Vt€[0,T), por hiptese. Essa expressdo esta
bem definida uma vez que a solugao z(t) é absolutamente continua por definigao e,
portanto, possui derivadas para quase todo o tempo.

No sentido usual, o controle equivalente é definido como sendo a agao de controle
necessaria para manter a solugao sobre a superficie de deslizamento s(x) =0. Para
determinar este controle, deve-se fazer s = %s(:p) = 0 em (EZI). Pode-se verificar
que, para o caso particular em que f(t,z) = Az, g(t,x) = B e s(x) = Sz (onde A, B
e S sdo matrizes constantes) o controle equivalente estendido ¢ igual a u., = u, fora

da superficie s(z) = 0, e é dado pela realimentagao de estados u., = —(SB) 'S Az,

durante o deslizamento.

4.4 Modos Deslizantes de Ordem Superior

A idéia basica no controle por modos deslizantes é garantir que o sistema satisfaca
uma restricao apropriadamente escolhida. Para isto, o controlador deve reagir ime-
diatamente a qualquer desvio que o sistema apresente, conduzindo-o novamente para
a restricao através de um controle suficientemente intenso.

O controle por modos deslizantes, por apresentar esta caracteristica, é muito
eficaz para o controle de sistemas incertos, tendo provado sua robustez e grande
acuracia com respeito a diversas perturbacoes internas e externas.

Entretanto, a reacgao intensa e imediata, ao minimo desvio da restrigao, pode
provocar oscilacoes indesejadas de alta freqiiéncia no sistema. Este fenémeno deno-
minado de chattering ¢ um dos principias problemas deste tipo de controlador.

Recentemente proposto (Levant 1993), o controle por modos deslizantes de ordem
superior (Higher Order Sliding Modes - HOSM) generaliza a idéia basica do controle
por modos deslizantes, atuando nas derivadas temporais de ordem superior do desvio
em relacao a restricao, em vez de influenciar a primeira derivada do desvio, como
acontece no controle por modos deslizantes convencional.

O controle por modos deslizantes de ordem superior, além de preservar as prin-
cipais vantagens do controle por modos deslizantes e fornecer uma acuracia ainda
maior, também possibilita a remocao do chattering (Fridman & Levant 2002).

O principal problema na implementagao de um HOSM é o acréscimo de in-
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formacao requerida. De forma geral, um controlador por modos deslizantes de or-
dem r, para manter a restricao s = 0, necessita que os sinais s, §, .. ., s(r=1) estejam
disponiveis. Este problema foi resolvido, pelo menos de forma tedrica, através dos
diferenciadores exatos e robustos (Robust Exact Differentiators - REDs), apresen-
tados em (Levant 1999, Levant 20016, Levant 2001a).

Estes diferenciadores sao capazes de fornecer em tempo real derivadas exatas até
a ordem [, desde que a derivada de ordem [ + 1 seja limitada. Na pratica, devido
a existéncia de atrasos e ruidos o diferenciador apresenta erros na estimativa das
derivadas, embora possua uma performance assintoticamente 6tima na presenca de

pequenos ruidos de medi¢ao (Levant 2003).

4.4.1 Definicoes de Modos Deslizantes de Ordem Superior

Seja s uma fungao suave com respeito ao estado x do sistema dinamico, i.e. todas
as derivadas parciais de s com respeito a x, de qualquer ordem, existem e sao
continuas. Se a tarefa for garantir que s seja mantida igual a zero, entao a ordem do
deslizamento é o niimero total de derivadas continuas de s com respeito ao tempo
(incluindo a derivada zero, i.e., s©) = s), na vizinhanca do modo deslizante. Desta

forma, o modo deslizante de ordem r é determinado pelas igualdades
SZSZ:S.:...:S(T_l):O’

que formam uma condicao de dimensao r no espaco de estado do sistema dinamico.

Deve ser ressaltado que, para um deslizamento de ordem 7, a derivada s néo é
uma funcao continua das variaveis do espago de estado. Logo, a ordem do desliza-
mento caracteriza o grau de suavidade dinamica na vizinhanca do modo deslizante.
O modo deslizante convencional, no qual a maior parte dos sistemas a estrutura
variavel é baseada, caracteriza-se por um deslizamento de primeira ordem ($ é des-
continua).

Segundo a defini¢ao, para que o modo deslizante convencional se estabeleca, a
convergencia deve ocorrer em tempo finito. Ja no caso dos modos deslizantes de
ordem superior a convergéncia também pode ser assintética.

Casos triviais de HOSM assintoticamente estaveis sao encontrados em diversas

estratégias de controle a estrutura varidvel. Por exemplo, considere um VSC que
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mantém a restricao x + £ = 0 por meio de um modo deslizante de primeira ordem.
Neste caso, existe um modo deslizante de segunda ordem assintoticamente estavel
com respeito a restrigdo x = 0 na origem z = & = 0 (somente neste ponto).

No modo deslizante convencional a precisao obtida é proporcional ao intervalo
de tempo entre duas medigoes, ou ao atraso de chaveamentoﬁ, ie. |s| = O(r). Ja
o modo deslizante de ordem r pode fornecer uma precisao de até a ordem r com
respeito ao intervalo de medigao, ou ao atraso de chaveamento, i.e. |s| = O(7").

Embora o controle por modos deslizantes de ordem superior apresente algumas
vantagens sobre o controle por modos deslizantes convencional, o fato de nao existir

uma condicao de alcancabilidade generalizada, dificulta muito o desenvolvimento de

controladores baseados em modos deslizantes de ordem superior.

Modos Deslizantes sobre Variedades

Seja § uma variedade suave. O proprio conjunto S é chamado de conjunto deslizante
de primeira ordem com respeito a superficie S. O conjunto deslizante de segunda
ordem &, é definido como sendo o conjunto de pontos z, para os quais K[ f(x)] esteja

contido no espaco tangente 7,S a variedade & no ponto x.

Definicao 5 FEziste um modo deslizante de primeira (ou sequnda) ordem sobre uma
variedade S numa vizinhanca de um ponto x, se nesta vizinhanca o conjunto des-
lizante de primeira (ou sequnda) ordem for um conjunto integral, i.e. consistir de

trajetorias no sentido de Filippov.

Seja §1 = S. Denote o conjunto de pontos deslizantes de segunda ordem com res-
peito a variedade S por ;. Assuma que a propria variedade Sy pode ser considerada
com sendo suficientemente suave. Entao a mesma construcao pode ser empregada
para S;. Denote o conjunto de pontos deslizantes de segunda ordem com respeito
a variedade Sy por S3. O conjunto S3 é chamado de conjunto deslizante de ter-
ceira ordem com respeito a variedade S. Continuando este processo, pode-se obter

conjuntos deslizantes de qualquer ordem.

3Por conveniéncia de notacao sera utilizado o mesmo simbolo T para representar tanto o intervalo

de tempo entre duas medigoes quanto o atraso de chaveamento.
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Definicao 6 FExiste um modo deslizante de ordem r sobre uma variedade S numa
vizinhanga de um ponto x € S,, se nesta vizinhanca o conjunto deslizante S, de
ordem r for um conjunto integral, i.e. consistir de trajetorias que sejam solugoes

para o sistema dinamico no sentido de Filippov.

Para ilustrar estes conceitos, considere o seguinte exemplo:

;

Ty = Ty
{i‘g = —XT9 + I3
T3 = v (4.22)
S = X1+ X9
_ . 1/2
| v = —2sgn (s + |s| 7 sgn(s))
Considere a variedade suave S := {z: 21+ 22 =0}. Como S é um plano, o

espaco tangente T, S sera igual a S. Desta forma, o conjunto deslizante de segunda
ordem corresponde ao conjunto de pontos x, para os quais IC[f(z)] esteja completa-
mente situado dentro do plano S.

Considere o conjunto Sy := {x : z1 + x5 = 0,23 = 0}, formado pela intersec¢ao
da variedade suave S com a variedade suave M := {x : x3 = 0}, conforme pode ser
visto na figura B

Considere um ponto x* pertencente ao conjunto S,. Para este ponto, tem-se:

5 x5
fra) = | —a3 e [T(a")=| —a3
-2 2

Note que os vetores f*(z*) e f~(z*) pertencem ao plano S. Logo o fecho convexo
de Filippov K[f(z)] estard completamente situado dentro do plano S. Desta forma,
o conjunto Sy corresponde a um conjunto deslizante de segunda ordem. Como S; é
um conjunto integral, pode-se concluir que existe um modo deslizante de segunda

ordem sobre a variedade & no conjunto S;.

Modos Deslizantes com Respeito a Fungoes de Restricao

Considere que a restri¢ao seja dada pela equagao s(x) = 0, onde s : R" — R é uma
funcao de restricao suficientemente suave. Assuma que todas as derivadas temporais

ao longo das trajetérias s, §, 5, ..., sV sejam funcoes continuas das varidveis de
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Fi1GURA 4.7: Exemplo de um modo deslizante de segunda ordem.

estado do sistema em malha fechada. Entao o conjunto deslizante de ordem r é

determinado pelas seguintes igualdades:
s=5=§=...s""V=0 (4.23)

Definicao 7 Seja o conjunto deslizante de ordem r nao vazio, e assuma que ele seja
localmente um conjunto integral no sentido de Filippov (i.e. consiste de trajetorias
de Filippov do sistema dinamico descontinuo). Entdo o movimento resultante, sa-
tisfazendo a restricao {{.23) é chamado de modo deslizante de ordem r com respeito

a fungao de restrigao s (ver Figura[.8 (Levant 2003)).
Suponha que s, §, 8, ..., s~ sejam funcoes diferencidveis de x e que
posto ([Vms, Vs, ..., sz(r_l)}) =r (4.24)

A igualdade (24)) em conjunto com o requerimento que as correspondentes
derivadas de s sejam funcgoes diferenciaveis de x formam uma condi¢ao chamada de
condicao de regularidade de deslizamento de ordem r. Se esta condicao for
satisfeita, entao o conjunto deslizante de ordem r serd uma variedade diferenciavel

(ver Teorema [B]) e a Definigao [0 serd equivalente & Definigao [l
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Proposigao 4.1 Considere que a condigao de regularidade ([{-Z4) seja satisfeita e
que a variedade deslizante de ordem r nao seja vazia. Entao um modo deslizante de
ordem r com respeito a funcao de restricao s existe se e somente se a intersec¢ao do
fecho convexo de Filippov com o espago tangente a variedade [{.23) nao for vazia
para qualquer ponto de deslizamento de ordem r.

Prova: ver (Levant 2003). |

F1GurA 4.8: Modo deslizante de segunda ordem com respeito a funcao de res-

tricao o

Um modo deslizante é chamado de estavel, se o conjunto deslizante integral
correspondente for estavel.
Para ilustrar estes conceitos, considere o sistema ([E22). Derivando-se s(x) com

respeito ao tempo ao longo das trajetérias de ([E22), obtém-se:
5(z) = x3

Portanto, s(x) e $(x) sdo fungoes diferencidveis de x. O conjunto deslizante de
segunda ordem, determinado pelas igualdades s(z) = s(z) = 0, é dado por Sy :=
{z 214+ 29 = 0,23 = 0}, ver Figura 7

Como a condicao de regularidade é satisfeita

10
posto ([Vys, Vz$]) = posto 1 0 =2
0 1
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as variedades § = {z : s(z) =0}, M ={z:$(x) =0} e So = {2 : s(z) = 5(z) = 0}
sao variedades suaves, conforme pode ser verificado através do Teorema [BIl Neste
caso, Sy ¢ uma reta no espaco tridimensional, sendo, portanto, uma variedade suave
de dimensao 1.

O espago tangente T,S; ¢ igual a Sy, ja que S; é uma reta. Como para qual-
quer ponto = pertencente a Sy, a interseccao do fecho convexo de Filippov com o
espago tangente 1, S, nao é vazia, de acordo com a Proposigao Bl existe um modo
deslizante de segunda ordem com respeito a funcao de restricao s, ou de forma
equivalente, existe um modo deslizante de segunda ordem sobre a variedade S no

conjunto S,.

Observacao 4.1 As definicoes acima também incluem casos triviais de variedades
integrais em sistemas que nao possuam descontinuidades. Para excluir estes casos,
pode-se, por exemplo, chamar um modo deslizante de “nao trivial” se o conjunto de
velocidades admissiveis de Filippov KC[f(z)] correspondente consistir de mais de um

vetor.

Observacao 4.2 As definicoes acima podem ser facilmente estendidas para incluir
o caso de equagoes diferenciais nao autonomas por meio da introducdo do estado
ficticio t = 1, com condicdo inicial t(0) = to. Note que isto difere levemente da

defini¢cao de Filippov, considerando tempo e coordenadas de estado separadamente.

4.4.2 Controlador por Modos Deslizantes de Segunda Or-

dem

Dentre os diferentes controladores por modos deslizantes conhecidos pode-se desta-
car: Controlador Sub-Otimo (Bartolini, Ferrara & Usai 1998, Bartolini, Pisano &
Usai 2001), Controlador Twisting (Emelyanov, Korovin & Levantovsky 1986, Levant
1993, Emelyanov & Korovin 2000, Fridman & Levant 2002), Controlador com uma
Lei de Convergéncia Pré-Estabelecida (Emelyanov et al. 1986, Levant 1993, Fridman
& Levant 2002), Controlador Super-Twisting (Levant 1998, Fridman & Levant 2002).
Nesta secao serao apresentados alguns exemplos de controladores por modos desli-

zantes de segunda ordem.
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Controlador Sub-Otimo

Este controlador proposto em (Bartolini et al. 1998) foi inspirado no problema de
controle em tempo minimo de um duplo integrador. Ele foi desenvolvido como sendo
uma implementacgao sub-6tima deste controlador classico.

Considere o seguinte sistema auxiliar:

2"1 = 29
(4.25)
2"2 = H(Zl, ZQ) + d(Zl, 22)w(t)
no qual H(zy, z2) e d(z1, z2) sdo fungbes incertas e zo é um sinal ndo mensuravel do

sistema. As seguintes hipéteses sao feitas sobre o sistema:

Hipdtese 4.1 Assume-se que as fungoes H(z1, 29) e d(z1, 29) sejam uniformemente
limitadas e que a fun¢do d(z1,z29) seja positiva. Desta forma, é requerido que as

sequintes condigoes sejam satisfeitas, para algumas constantes positivas Dy, Do, H:

|H (21, 2)| < H
0 < Dy < |d(z1, 22)| < Dy

(4.26)

Hipétese 4.2 Assume-se que os valores extremos de z(t), denominados de zy,

possam ser obtidos com precisao ideal.

O objetivo do controlador é manter o sistema confinado na regiao formada por
arcos parabdlicos limites (ver figura ELUl), de forma que as varidveis z;(t) e zq(?)

convirjam para zero em tempo finito. Para isto, o seguinte algoritmo é utilizado:

Algoritmo 1:
1. Escolha o* € (0,1] N (0,3D;/D5)

2. Faca zpy = 21(0)

)

o, se (z(t) — =

1, se(z(t) — 2

I) (zpr — 21(8) >0
L) (2 = 21(1)) <0

4|

a(t) =

ol

4. Se z(t) é um valor extremo, entdo zy = 21(t)
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5. Aplique a seguinte lei de controle:

onde:

UM>max(

6. Retorne ao passo 3

H

. 4H
Oé*D17 3D1 - O[*DQ

O resultado de convergéncia para esta estratégia de controle é apresentado no

Teorema a seguir.

Teorema 4.1 Considere o sistema ([{.23). Se as hipdteses 1] e [f.] forem satis-

feitas, entao a estratégia de controle definida no Algoritmo 1 garante que o sistema

converge em tempo finito para a origem.

Prova: ver (Bartolini et al. 1998)

Trajetérias limite

I': Trajetéria Atual

ZM;

z2
-

II

FIGURA 4.9: Idéia do controlador sub-6timo.

A prova deste teorema consiste, basicamente, em mostrar que a propriedade de

contragao |za,,, | < |zu,| é vélida para a trajetéria IT (ver figura @), que representa

o pior caso em termos de convergéncia do sistema, e que esta convergéncia ocorre

em tempo finito.

Uma extensao desta estratégia de controle foi apresentada em (Bartolini et al.

2001) para que o algoritmo pudesse ser aplicado para uma classe mais abrangente

de sistemas.



O algoritmo do controlador sub-6timo requer que os valores de pico da variavel
de deslizamento z; = s possam ser detectados com uma precisao ideal. Entretanto,
na pratica esta condicao nao pode ser satisfeita. Na verdade, o que pode ser feito
é uma estimativa destes valores, o que seria equivalente a se estimar os momentos
nos quais a derivada 2o = § se anula. Por este motivo, o valor do sinal de controle u
depende na verdade do histérico das medicoes de s e $, i.e. de s(.) e §(.), conforme

foi observado em (Levant 2003).

Controlador Super-Twisting

Este controlador foi desenvolvido para evitar o problema de chattering em sistemas
com grau relativo p = 1, sendo caracterizado por um movimento em espiral ao redor

da origem no plano de fase (s-$), conforme pode ser visto na figura ET0.

As

a\
\

FiGuraA 4.10: Trajetorias do controlador Super-Twisting.

A principal vantagem deste controlador com relacao a outros controladores de
segunda ordem reside no fato de que o controlador Super- Twisting nao necessita de
nenhuma informacao sobre a derivada temporal da variavel de deslizamento. Além
disso, por ser extremamente robusto este controlador pode ser usado com sucesso
no problema de diferenciagao exata e robusta em tempo real (Levant 1998).

Considere o seguinte sistema com grau relativo p = 1:

& = a(t) + bu (4.27)
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no qual z € R é o estado, a(-) € R é uma funcao suficientemente suave e b é uma
constante positiva. Considere que a funcao a(-) e a constante b sejam incertas e

assuma que as seguintes desigualdades sejam satisfeitas:
4] <C: 0< Ky <b< Ky (4.28)

sendo que C', K, e K}, sao constantes positivas.
Se o sinal de controle puder ser ilimitado, o controlador Super-Twisting pode ser

definido da seguinte forma simplificada:

u = =Mz sgn(z) +w (4.29)

W = —asgn(zx)
Teorema 4.2 Considere o sistema (£.27). Assuma que as condi¢oes [{-2§) sejam
validas. Se oo > C/K,,, e se X for suficientemente grande, entdo o controlador {{-29)
garante, para quaisquer condicoes iniciais, a existéncia de um modo deslizante de
sequnda ordem x = & = 0, atraindo as trajetorias em um tempo finito.

Prova: ver (Levant 1998, Emelyanov & Korovin 2000) |

Substituindo @29) em (E27), tem-se:

i = a(t) — bA|z|"*sgn(x) + buy (4.30)
W = —asgn(z) (4.31)
Utilizando a identidade 4 |z| = isgn(z) e diferenciando a equacdo EZ30), o

seguinte resultado pode ser obtido para x # 0:

1 g
r=a-— b—)\% —basgn(z) (4.32)
2" Y|

Deve ser destacado que de acordo com a Teoria de Filippov (Filippov 1964, Filippov
1988), valores pertencentes a conjuntos de medida nula podem ser descartados.
Desta forma, a solucao é bem definida para quaisquer condigoes iniciais x(to) e (o)
e para qualquer t > .

Para entender o comportamento qualitativo do sistema, a equacao ([E32) pode
ser reescrita da seguinte forma:

1.z 1
4+ b-A\—75 = —b — —a 4.
T+ W (a sgn(x) ba) (4.33)
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O sistema ([E33)) pode ser interpretado como sendo um simples sistema mecanico
amortecido controlado por um relé com fun¢ao de modulacao p = « e sujeito a uma
perturbagao de entrada a(t). A constante b pode ser interpretada como sendo o
inverso da massa do sistema b = 1/M. A fungdo de modulagao é projetada de
forma a rejeitar a perturbacao de entrada. O amortecimento seria representado pela
seguinte funcao nao-linear:

1.

27 |22
Analisando esta funcao é possivel perceber que a forgca de amortecimento é inversa-
mente proporcional a \x\l/ % Desta forma, a medida que a posicao se aproxima de
zero, o amortecimento vai crescendo indefinidamente. Por este raciocinio é possivel
ter uma nocao intuitiva da convergéncia em tempo finito das trajetérias para a
origem do plano z-z.

A prova do Teorema ¢é similar a prova do Teorema Il A idéia principal é
mostrar uma propriedade de contracao, considerando uma curva limite que envolve
a trajetoria real.

Qualquer solugao de (32, satisfaz a seguinte inclusao diferencial:

1
T € —[Kpn, KM]§)\|9C|L1/2 — [Kma — C, Ky + Clsgn(z) (4.34)

Considere que num instante inicial ¢y, o sistema possua as seguinte condicoes
iniciais: x(tg) = 0 e @(ty) = @9 > 0 (ver FiguraBLTT]). Neste caso, qualquer trajetéria

[ de ([E34) se situa entre as trajetérias limites I e 11, definidas por:

Trajetéria I & = —Km%)\mil/2 — (Ko — C)sgn(z)
Trajetoria II: & = _KM%)\MLI/Q — (Kpya+ C)sgn(z)

Analisando a equagao ([E32), pode ser verificado que se z > 0, & > 0, a trajetoria
real [' do sistema é confinada pelos eixos #, x e pelo segmento C1, definido por:
¥ = —(K,,a — C), conforme pode ser visto na Figura LTIl Seja x); a interseccao
deste segmento com o eixo x. Resolvendo analiticamente a equagao & = —(K,,a—C)

em funcao de = e &, tem-se:

%332(15) — %@2(150) = —(K,a—C0)z(t) + (Ko — C)x(ty)

Deste modo, é facil verificar que:



Zo

FiGura 4.11: Trajetorias do controlador Super-Twisting: I e II: trajetérias limites;

I': trajetoria real; C1, C2 e C3: curvas majorantes.

Conforme pode ser observado na Figura EETTl, no quarto quadrante a trajetoria
real I' parte de um ponto inicial z = x;, £ = 0. Como inicialmente ¥ < 0, o sinal
&(t) serda negativo e seu modulo crescera até que & > 0. Desta forma, o sinal x(t)
que é positivo ira decrescer, de modo que seu valor maximo é alcancado no ponto

inicial. Para z > 0 e # < 0 a equacao ([L32), pode ser reescrita como:

1|4 1.

Considerando o pior caso em termos de convergéncia, o modulo da abscissa & ird

crescer enquanto a seguinte condicao for valida:

2 C
‘$|<X(OJ+K—)1‘1/2:>Z'L.'<O

Seja @, o menor valor assumido por . O pior caso, claramente, ocorre se 1 = ;.

Desta forma, uma estimativa bem conservativa para @, ¢ dada por:

. 2 C

Portanto, uma curva majorante que envolve a trajetéria real I', pode ser obtida do
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seguinte modo (ver Figura ETTI):

Segmento C1: 4% = 2(K,,a — C)(xp —x),  para >0

Segmento C2: T =T, para ) < & < 0
Segmento C3: T =T, para 0 < x < x)
A condicdo |&yr/%0| < 1 é suficiente para a convergéncia do algoritmo. Substi-

tuindo a igualdade ([30) em ([30), pode-se verificar que esta condigao ¢ satisfeita,

se as seguintes desigualdades forem validas:

2(K o+ C)? 2 (Kma+C)
<l = A>
NEK2(Kna—C) (Kma—0C) K,
Estendendo a trajetoria I', obtém-se uma seqiiéncia de valores g, Z1,... que

correspondem a interseccoes de I' com o eixo . Usando argumentos de simetria,
pode-se mostrar que a seguinte condigao é satisfeita (Levant 1998, Emelyanov &
Korovin 2000):

jf;.
T < K <1
T

sendo que K é uma constante positiva. Logo, &; converge para zero numa progressao
geométrica. Além disso, a convergéncia ocorre num tempo finito, que pode ser

estimado por:

1 o
T< — N i
< oo 2l

4.4.3 Controlador por Modos Deslizantes de Ordem Ar-
bitraria

O objetivo é obter uma lei de controle descontinua que garanta o aparecimento de

um modo deslizante de ordem r num tempo finito.

Considere sistemas de controle com grau relativo p = r, bem definido e constante

em todo o espaco de estado:

T = a(t,x)+b(t,x)u
(t@) +b(t, 2) (4.37)
o = s(t,x)
sendo que x € R™ é o vetor de estados, u € R é o sinal de controle, ¢ € R ¢
uma varidvel de deslizamento medida, a : Rt x R — R" b : RT x R" — R" e

s: Rt x R"™ — R sao funcoes suaves e incertas. Embora a dimensao do sistema seja

desconhecida, o grau relativo é suposto como sendo conhecido.
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O objetivo é garantir que a restricao ¢ = 0 seja satisfeita num tempo finito,
e que seja mantida exata através de uma realimentacao. No controle por modos
deslizantes convencional (r = 1), este objetivo é alcancado através da seguinte lei de
controle:

u = —ksgn(o)

Como o conceito de modos deslizantes de ordem superior é uma generalizacao
do conceito de modos deslizantes convencional, seria apropriado que o controle por
modos deslizantes de ordem arbitraria fosse uma generalizagao do controle por modos
deslizantes convencional.

Como o sistema possui grau relativo p = r o sinal de controle s6 aparece expli-

citamente na derivada de ordem r de o, i.e.

Ho® Ao
gu 0, (i=12 ....r-1), Z

Deste modo, a saida o, satisfaz a seguinte equagao:

o = h(t,x) + g(t,x)u (4.38)

onde h(t,z) = 0|, e g(t,z) = 823)-

Hipétese 4.3 Assume-se que as fungoes h(t,z) e g(t,x) sao uniformemente limi-
tadas e que a funcao g(t,x) € positiva. Desta forma, é requerido que para algumas
constantes positivas K,,, Ky, H as sequintes condi¢oes sejam satisfeitas:

|h(t,x)| < H

0< K, <lg(t,x)] < Ky

(4.39)
Considere o seguinte controlador, para plantas de grau relativo p = r, proposto
inicialmente em (Levant 20015, Levant 2003).

u=—asgn(¢,_1,(0,0,... ,U(T_l))) (4.40)

¢0,7‘ = 0
¢1, = &+ BiN1,sgn(o)
¢i,r = U(l) + ﬁiNi,rSgn(¢i—1,r)a 1= ]-7 e, T 1

Ny, = |o|" D" (4.41)
; r—i (r=i)/p
Ni?r B (|O_|p/r+|o._|p/(rfl)+. : .+ }O-(Zil) ‘p/( +1)> 9 1= ]-7 e ;r_l
N1 = (|J\p/r oD 44 |02 ’p/2> Lp
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onde p>ref;, i=1,...,r — 1 sdo constantes positivas.

Teorema 4.3 Considere que o sistema ([{.31) possua grau relativo p =1 com res-
peito a fungao de saida o e que a hipdtesef.3 seja satisfeita. Entao, para parametros

B1, ..., Br_1 escolhidos apropriadamente o controlador
u=—asgn(¢,_1,(0,0,...,0" D))

garante o aparecimento de um modo deslizante de ordem r (o = 0), atraindo as
trajetorias em tempo finito.

Prova: ver (Levant 2003)

Os parametros positivos (3, ..., 5,_1 devem ser escolhidos suficientemente gran-
des na ordem dos indices. Cada escolha determina uma familia de controladores
aplicaveis para todos os sistemas representados por (37) com grau relativo p = r
que satisfacam a hipotese 3 O parametro o > 0 deve ser escolhido especificamente
para cada conjunto H, K,, e K); de um determinado sistema.

Certamente o ntimero de escolhas de (3; é infinito. Aqui serao mostrados alguns
exemplos com f; testados para r < 4 e para p definido como sendo o minimo multiplo

comum de 1,2,... 7.

1. u=—asgn(o)

1/2

2. u=—asgn(c + |s|"sgn(0))

3. u=—asgn {5+ 251" + o")/osgn [¢ + o sgn(o)] |

4. v = —asgn(a(3) + 3(‘('7"6 + |(T‘4 + ‘U|3)1/12Sgn{& + (‘d‘4 + |J‘3)1/65gn[(7 +
0.5]0** sgn(a)]})

A idéia do controlador é que um deslizamento de primeira ordem é estabelecido
nas partes suaves do conjunto descontinuo I' de (EZ0) (ver Figuras e ET3).
Este modo deslizante é descrito pela equagao diferencial ¢,_;, = 0, que por sua vez
possibilita o aparecimento de um modo deslizante de primeira ordem ¢, o, = 0.
Entretanto o modo deslizante primario desaparece no momento no qual o modo
secundario estd para aparecer. O movimento resultante se d4& numa vizinhanca de

um subconjunto cilindrico de I' que satistaz ¢,_», = 0, transferindo as trajetérias
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em um tempo finito para uma vizinhanga do conjunto que satisfaz ¢,_3, = 0 e assim
por diante. Enquanto as trajetérias se aproximam do conjunto deslizante de ordem
r, o conjunto I' se retrai para a origem nas coordenadas ¢,d,...,c" Y, de modo

que um modo deslizante do ordem 7 seja estabelecido:
c=6=---=0"Y=0

O conjunto I' para r = 3 é mostrado na figura EET3

(r-1)

FiGurA 4.12: Idéia do controlador por modos deslizantes de ordem r.

FicuraA 4.13: Conjunto de descontinuidade I' para o controlador por modos desli-

zantes de ordem 3.
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4.5 Diferenciador Robusto e Exato (RED)

A diferenciacao de sinais em tempo real é um problema antigo e bem conhecido.
Um diferenciador ideal deveria ser capaz de fornecer como saida a derivada exata de
qualquer sinal de entrada. Entretanto, na pratica, como os sinais sao corrompidos
por ruidos de alta freqiiéncia, que possuem derivadas com amplitudes muito elevadas,
seria impossivel para estes diferenciadores fornecerem uma estimativa razodavel da
derivada do sinal base de interesse.

Desta forma, o objetivo é encontrar um diferenciador capaz nao s6 de fornecer
a derivada exata para uma classe de sinais de entrada, mas também de rejeitar
pequenos ruidos de alta freqiiéncia.

A maior parte dos diferenciadores conhecidos fornecem estimativas muito
proximas das derivadas dos sinais de entrada, além de serem capazes de rejeitar
parcialmente a presenca de ruidos de alta freqiiéncia. No entanto, estes diferenci-
adores nao sao capazes de fornecer derivadas exatas na auséncia de ruidos. Deste
modo, estes diferenciadores sao robustos, mas nao sao exatos.

Considere a seguinte classe de sinais de entrada: seja o sinal de entrada f(t)
uma fun¢ao definida em [0, 00) constituida por um sinal base fy(t) desconhecido,
cuja derivada de ordem n possua constante de Lipschitz C, i, e por um ruido
aditivo mensuravel (no sentido de Lebesgue) e limitado com demais propriedades
estocasticas desconhecidas.

Para esta classe de sinais foi provado em (Levant 1998) que a melhor acurdcia

possivel obtida por um diferenciador para a derivada de ordem ¢ é proporcional a

Ci/(n+1)€(n4+1)/(n+1)’ i=0,.

1 S n

sendo que C,, 41 ¢ a constante de Lipschitz da derivada de ordem n e € é a magnitude
maxima do ruido de medicao.
O problema é encontrar estimativas em tempo real de fo(t), ﬁ)(t), o fén) () que

sejam robustas na presenca de ruidos de medicao, sendo exatas na sua auséncia.

4.5.1 Diferenciador de Primeira Ordem

Considere o seguinte sistema auxiliar:

Z=w (4.42)



Defina a variavel de erro e = z— fy. O objetivo é manter e = 0 num modo deslizante
de segunda ordem. Desta forma e = é = 0, o que implica que z = fy e v = fo. O

sistema pode ser reescrito do seguinte modo:
e=—fol)+v, || <ot (4.43)

Para resolver este problema o seguinte controlador Super-Twisting pode ser utili-

zado:
v = —Mle|Y?sen(e) + 2
el sgn(e) + = "
Z = —asgn(e)
Deste modo, o diferenciador de primeira ordem, apresentado em (Levant 1998),

assume a seguinte forma:
o= v, v=-Me— f®)]"Zsen(z — f() + =
4 = —asg(z— f(1))

onde v e z; podem ser usados como saida do diferenciador e f(t) é o sinal de en-

(4.45)

trada. Se os parametros A\ e a forem ajustados adequadamente, entao as seguintes

igualdades sao validas apés um tempo finito e na auséncia de ruido:

z=fo, mm=v=Jo

4.5.2 Diferenciadores de Ordem Arbitraria

O diferenciador de primeira ordem, proposto em (Levant 1998), foi recentemente

generalizado para o caso arbitréario, sendo descrito por (Levant 2003):

e

éO = Yo,
vo = —XolG— fOI" Vsgn(G— f) + G
él = Vi,
vio= =G — ol sen(G - vo) + G
Q - (4.46)
v, = =N|G— Uz‘—1|(n_i)/(n_i+1) sgn (G — vi-1) + Gt
én—l = UTL*l?
Up—1 = —Ap1 |Cn71 - Unf2‘1/2 Sgn(cnfl B U"*2) +Gn
én = _)‘nsgn(gn - vn—l)
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sendo que os parametros Ai,..., A\, sdo constantes positivas e f(¢) é o sinal de
entrada. E possivel verificar que o diferenciador apresentado em (EZ0) pode ser

expresso na seguinte forma nao recursiva:

e

bo = —rolCo— FOI" D sgn(Go — f(B) + G
Go= =il — SOOIV Y sgn(Go - f(1) + G

| . (4.47)
G o= —rilbo— F@®1" "V sgn(Go = f(8) + G

G = —rusgn(Go — f(1))

\
para algumas constantes x;, ¢ = 0,...,n, calculadas com base em Ag, ..., \,.

O Teorema a seguir mostra a propriedade de convergéncia em tempo finito do

diferenciador (EZ4]).

Teorema 4.4 Considere o diferenciador {{-40) de ordem n. Seja o sinal de entrada
fo(t) uma fungao definida em [0, 00), cuja derivada de ordem n possua uma constante
de Lipschitz C,1 > 0 conhecida. Se as constantes A\;, i = 0,...,n forem escolhidas
apropriadamente, entdo as sequintes igualdades sao satisfeitas apos um processo

transiente de tempo finito e na auséncia de ruidos.

Go=fot); CG=uvi1=fP),i=1,....n
Prova: ver (Levant 2003)

A partir deste Teorema é possivel concluir que as igualdades (; = éi), 1=
0,...,n — 1 sao mantidas num modo deslizante de ordem superior.

O sistema (E46]) é homogeéneo, suas trajetérias sdo invariantes com respeito a
transformagao G, : (¢, f, G, vi) — (nt,n" ™ f,n" G, ™" 'v;). Desta forma, utili-
zando o conceito de campos vetoriais homogéneos (Rosier 1992) é possivel provar
que o sistema (EZ0) é estdvel no sentido de Lyapunov.

No Teorema a seguir o desempenho do diferenciador ([EZ0) na presenga de um

ruido é caracterizado.

Teorema 4.5 Considere o diferenciador [{-408) de ordem n. Se o ruido de entrada

satisfizer |f(t) — fo(t)] < €, entdo as sequintes desigualdades sio estabelecidas em
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tempo finito para algumas constantes positivas j; e v; que dependem exclusivamente

dos parametros do diferenciador.

G S W)] < e =

v; — fo(Hl)(t)‘ <y /D i — . n—1

Prova: ver (Levant 2003)

Observagao 4.3 Analisando o Teorema [{.3 verifica-se que o diferenciador de or-
dem k fornece uma derivada de ordem 1 (I < k), com uma acurdcia maior do que a

fornecida pelo diferenciador de ordem [, supondo € < 1.

Os parametros \; podem ser ajustado de acordo com a seguinte regra pratica,
apresentada em (Levant 2003). Uma possivel escolha para os parametros do di-

ferenciador de ordem 3, considerando que

fé4)(t)’ < (Y}, é apresentada a seguir:

e

G = wvo, vo=—5C""¢— fo®)*sgn(Co — folt) + G
G o= v o= =307 16— o sen(Gy—wo) + G

G o= v, wm=-15C%|G—w|sgn(G—v1) + G

(s = —1.1Cusgn((s — va)

A sintonia dos parametros apresentada em (Z48) também pode ser utilizada para o

(4.48)

\

caso de diferenciadores de ordem menor. Por exemplo, para o caso do diferenciador

de segunda ordem, considerando ’ féB) (t)’ < (s, tem-se:

b = v, wo=-3C"¢— fo(H)*sgn(¢o — folt)) + G
G o= vy, v = —1.5031/2 ¢ — vol " sgn (¢ — vo) + G (4.49)
(o = —1.1Cssgn((y — v1)

Ja no caso do diferenciador de primeira ordem, considerando ‘ féQ) (t)‘ < (), tem-se:

lo = vo, wp= —1-5021/2 1o — fo)]"? sgn(Co — o)) + G

. (4.50)
Cl = —1.1C'gsgn(§1—vo)

Por outro lado, os valores Ag, ..., \,_1, utilizados para o diferenciador de ordem
n—1, também podem ser aplicados para o diferenciador de ordem n, e portanto para

este diferenciador é necessario, apenas, escolher mais um parametro. Por exemplo,
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a sintonia dos parametros para o diferenciador de ordem n = 4, considerando que

’fé‘r’)(t)’ < (5 é apresentada a seguir:

[ &
&
6
&
&

\

Vo,
(%0
V2,

U3,

vo = —8C5"" |Co — fo(t)] " sgn(¢o — fo(t)) + G

vy = —50;/4 G — vol** sgn(G — vo) + G

vy = —30§/3 1 — w0 P sgn(Ca — v1) + G (4.51)
V3 = —1.5051/2 |¢1 — Uo\l/Q sgn(C3 — v2) + (3

—1.1C5sgn((y — v3)

No Lema a seguir sera demonstrado que se a derivada de ordem n + 1 do sinal

de entrada for limitada, entdo todos os sinais presentes no diferenciador (46 de

ordem n nao poderao escapar em tempo finito.

Lema 4.1 Considere o sistema [f40) e assuma que os sinais f(t), f(t),..., f®)(t)

sao limitados. Se }f("“)(t)’ < K, 1 Vt, para alguma constante positiva K, 1, entao

o estado do sistema nao pode divergir em tempo finito.

Prova: ver apéndice[H [ |
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Capitulo 5

Controle por Modos Deslizantes
Baseado num Estimador Hibrido

para Sistemas SISO Incertos

5.1 Introducao

Uma das principais dificuldades de se aplicar o controle por modos deslizantes con-
vencional é a necessidade de se ter acesso a todos os estados do sistema, fato que
nem sempre é possivel na pratica. Uma solucao simples para superar este problema
seria usar filtros de avancgo de fase para reconstruir os estados nao medidos.

Seguindo este conceito o controlador adaptativo por modelo de referéncia e a
estrutura variavel (VS-MRAC - variable structure model reference adaptive control),
apresentado em (Hsu & Costa 1989, Hsu et al. 1997), foi aplicado a sistemas lineares
e monovariaveis, garantindo estabilidade exponencial global com respeito a um pe-
queno conjunto residual. Entretanto, para plantas com grau relativo maior do que
um, este controlador nao consegue assegurar rastreamento exato.

Recentemente, uma nova classe de controladores via realimentacao de saida, ba-
seados em modos deslizantes de ordem superior, para plantas com grau relativo
arbitrario, foi considerada por diversos autores (Emelyanov & Korovin 2000, Barto-
lini et al. 2002, Fridman & Levant 2002, Levant 2003). Uma ferramenta fundamental
para a implementacao destes controladores é o diferenciador exato, denominado de

RED. Teoricamente, controladores baseados neste diferenciador podem conseguir
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rastreamento exato; entretanto, apenas propriedades locais de estabilidade e/ou
convergéncia para o sistema em malha fechada podem ser garantidas, mesmo para
sistemas lineares, uma vez que um RED de ordem n requer que a derivada de ordem
n + 1 do sinal de entrada seja uniformemente limitada.

Neste capitulo, um novo controlador por modos deslizantes via realimentacao de
saida, baseado num estimador hibrido, é proposto para uma classe de plantas nao-
lineares e monovariaveis com grau relativo arbitrario. Este controlador é capaz de
assegurar simultaneamente estabilidade global e rastreamento exato. Um elemento
chave para implementacao deste controlador é o estimador hibrido, denominado
de Diferenciador Global, Robusto e Exato (Global Robust Ezact Differentiator -
GRED), que combina um filtro de avango de fase com um RED, através de um
esquema de chaveamento. A idéia principal do esquema proposto é preservar as
propriedades de estabilidade que sao obtidas utilizando-se apenas o filtro de avanco

de fase, além de garantir propriedades de convergéncia global.

5.2 Formulacao do Problema

Considere o seguinte sistema nao-linear, monovariavel (SISO) e com grau relativo

global e arbitrario p > 1, bem definido e constante em todo o espago de estado:

&= [f(z)+9(@)[utd(tx)],  y,=h(z) (5.1)

sendo que z €R"™ ¢é o estado da planta, u€R ¢ a entrada, y, €R ¢ a saida medida e
d.(t,z) : Rt xR" —R ¢ uma fungao localmente Lipschitz em z, sendo continua por
partes em t. A fungao d.(t,x) é encarada como sendo uma perturbac¢do nao-linear
incerta e casada com respeito a entrada u. Os campos vetoriais f(z) : R* —R" e
g(z) : R"—R" s@o incertos, localmente Lipschitz em x e suficientemente suaves. A

funcao h(x) é suficientemente suave e também é assumida como sendo desconhecida.

Hipdtese 5.1 Existe um difeomorfismo global T(z) : R® — R"™ tal que a mudanga

de coordenadas & = T(x) transforma o sistema {21l) em:
T = AT+ bylu+d(t,7)], Yy, =h. T, (5.2)
onde d(t,T) : Rt xR"—=R € uma fungao localmente Lipschitz em x, sendo continua
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por partes em t, a matriz A, e os vetores b, e h, sao constantes, sendo considerados

ncertos.

O modelo entrada-saida correspondente a (B22) é dado por:

_ Ny(s)
pr(S)7

Yp = Gp(s)[u +dJ, Gp(s)

sendo que K, € R é o ganho de alta freqiiéncia, N,(s) e D,(s) sdo polindmios monicos.

Supoe-se que todos os parametros incertos de (B]) pertencam a um subconjunto
compacto  de R¥, de forma que limitantes para as incertezas paramétricas estejam
disponiveis para o projeto de leis de controle por modos deslizantes via realimentagao
de saida. Sendo assim, a fun¢ao de transferéncia G(s), que é incerta, pertence a
um subconjunto P de R(s).

As hipodteses apresentadas a seguir devem ser satisfeitas para quaisquer valores
das incertezas da planta, isto é, VG,(s) € P. Elas caracterizam uma classe de
plantas nao-lineares, de fase minima, monovariaveis, com grau relativo bem definido
e arbitrario.

Neste capitulo, o problema de rastreamento de trajetéria sera abordado uti-
lizando a formulacdo de controle por modelo de referéncia (MRC) (Ioannou &

Sun 1996). Desta forma, as seguintes hipé6teses, usuais no MRC, serao consideradas:

Hipétese 5.2 A planta Gp(s) € de fase minima (Ny(s) é Hurwitz).

Hipétese 5.3 A planta G,(s) € controldvel e observdvel (os polinémios N,(s) e

D,(s) sao coprimos).

Hipétese 5.4 O grau relativo relativo p e a ordem n da planta sao conhecidos

(graulDy(s)] = n).

Hipétese 5.5 O sinal do ganho de alta freqiéncia da planta (K,) é conhecido

(assume-se positivo por simplicidade, sem perda de generalidade).

Hipétese 5.6 A perturbagdo de entrada d(t,z) é uniformemente limitada, e possui

um limitante superior d(t) conhecido que satisfaz a |d(t,z)| < d,Vt > 0.

106



A trajetoria desejada yq(t) é especificada através do seguinte modelo de re-

feréncia:
K,

(s + am)L(s)’

onde o sinal de referéncia r(t) € R é uma fungao arbitraria do tempo, continua por

Yo = M(s)r, M(s) = (5-3)

partes e uniformemente limitada; K,,, a,, >0€R; e L(s) é um polinémio Hurwitz
dado por:
L(s) = sV 41, 55D 4. p s+ 1 (5.4)

O problema de rastreamento de trajetéria consiste em projetar uma lei de con-
trole u que assegure a convergéncia assintotica do erro de rastreamento (ou erro de
saida)

e(t) = yp(t) — ya(), (5.5)
para zero, mantendo todos os sinais do sistema em malha fechada uniformemente
limitados, independentemente das incertezas e para quaisquer condigoes iniciais.

Quando a planta é conhecida e d(t,z) = 0, uma lei de controle que assegura o

casamento entre o sistema em malha fechada e o modelo de referéncia, i.e.
Yp = Gp(s)u™ = M(s)r = ya,

¢ dada por:
T
u = 0" w,
« ) : T
onde o vetor de parametros §* é escrito por: 6* = [0;7 637 65 03], com 6}, 05 €
R™1, 605,05 €R e o vetor regressor w = [w] w/ y, r]" € R*" é obtido por meio de

filtros de entrada e saida dados por:
Wy = Awu + gu, d)y = Awy + 9Yp: (56)

onde A € R ™"~ § Hurwitz e ¢ € R"! ¢ escolhido de forma que o par (A, g)
seja controlavel. As condigoes de casamento implicam que ¢ = K,,,/K, (loannou
& Sun 1996).

Definindo o vetor de estado X :=[z7,wl, wyT |7 do sistema formado pelos filtros
de entrada e saida e pela planta, a dinamica do sistema aumentado pode ser descrita

da seguinte forma:

X = AgX + bou + byd, vy, =h'X, (5.7)
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onde:

A, 0 0 by by
Ao=1 0 A O, bo=|gqg |, by=1]0 ehfz[hgoo]
gh? 0 A 0 0

Somando e subtraindo by6*’w em ([E7), e notando que existem matrizes Q; e {2y

tais que w=01 X+, tem-se:
X = AX 4 Kb [0 +u —u*] + byd, y,=hI'X,

onde A.=Ag+by0*TQy, b.=03by, k* = 1/60%, com Q; e Qy definidas por:

0 I 0 0
0 I 0
le 7 ) 92:
W0 0 0
0 00 1

Notando que (A, b, hl) é uma realizacio nao-mfinima de M(s), e definindo o
seguinte sinal de perturbacao filtrado d;(t) = Wy(t)*d(t), onde Wy(t) é a resposta

ao impulso de

Wy(s):= (k*M(s)) " W7 (sI— A,)"'b), (5.8)

o modelo de referéncia pode ser descrito por:

Xon = A Xy + kb |05 — df] + byd,  ym = B X,

Desta forma, a dinamica do sistema do erro aumentado com estado x,:=X—X,, é

dada por:
ie = Ap xo + k*be [u— U], e=hl ., (5.9)

ou na forma de entrada-saida (ver (Ioannou & Sun 1996, secao 9.3.3)):
e=Kk"M(s) [u— U],

onde U=u*—dj.
Tendo em vista a parametrizacao de controle u(t) = 67w(t), é natural escolher a

seguinte classe de leis de controle admissiveis:

U= {u:|ugg| < Kaollwiog| + Ka} ¥Vt >t Ko, Kq>0
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Esta escolha garante que nao ha escape em tempo finito nos sinais do sistema.
De fato, os sinais do sistema serao regulares (regular signals) e, portanto, podem
crescer no maximo exponencialmente (Sastry & Bodson 1989), i.e., todos os sinais

no sistema pertencam a L.o,.

5.3 Exemplos de Sistemas Nao-Lineares

Para ilustrar a caracterizacao da classe de sistemas nao-lineares considerada, serao
apresentados exemplos de plantas nao-lineares que satisfazem as hipoteses conside-
radas. Inicialmente, considera-se um exemplo em que h(z) e g(z) sejam fungdes
nao-lineares do estado. Considere o seguinte sistema de segunda ordem (n = 2) e

com grau relativo global p = 1:

l"l = —21‘1 + Zo + l’g
. —G1T 2 .
= t
To 52241 + 5211 [u + g3 sin(t)] (5.10)

yp = w2+ 1))
onde ¢1, o, ¢3 € ¢4 sdo parametros incertos que pertencem ao intervalo [1,2].
Note que a equacao (BI) é um caso particular de (B1I), com f(z), g(z), h(x) e
d.(z,t) dados por:

—2x + w9 + T 0 h(z) = ci(d+ad)
f(l') = —G1X1 ’ g(l‘) = G2 )

323 +1 323+ 1

d.(t,x) = ¢3sin(t)

Em geral, o melhor modo para tentar obter o difeomorfismo global é levar o
sistema para a forma normal (Isidori 1995, Khalil 2002). Neste caso, como o sis-
tema apresenta grau relativo p = 1, deve-se encontrar uma funcao ¢(x) que seja

linearmente independente de h(zx) e que satisfaca a condigao:

Lyp(x) =0

Uma escolha que atende a estas condigoes é ¢(z) = x;. Desta forma, a transformagao

de coordenas T'(z) é dada por:
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Note que a fungao T'(x) é prépria e que a matriz Jacobiana 0T (z)/0(x) dada
por:
oT (x) 1 0
Ox 0 ci(322+1) |

é invertivel para quaisquer valores de ¢4 € [1,2] . Deste modo, é possivel concluir
que T(z) ¢ um difeomorfismo global. E importante destacar que o difeomorfismo
T'(x) precisa apenas existir, mesmo que nao seja conhecido devido as incertezas
paramétricas presentes no sistema. Na verdade, a influéncia da transformacao de
coordenadas, no esquema de controle considerado neste capitulo, se dard apenas no
valor dos limitantes § para os parametros 8*, que serao utilizados para gerar a funcio
de modulagao (ver secao BAl). Deve ser enfatizado que estes limitantes podem ser
determinados mesmo quando a transformagao 7'(x) apresenta incertezas.

Fazendo a transformagao de coordenadas £ = T'(x), o sistema passa a ser descrito

por (B2):

: -2 = 0
7= “lz+ (u+ g3sin(?) ), Yp = [ 0 ¢ }i (5.11)
SEYRL, G2 <S4 d t“, ——
\ , R , (t,2) hg'
Ap bp
A dinamica zero deste sistema ¢ estavel (z; = —2%;), logo o sistema é de fase

minima e, portanto, satisfaz a Hipotese B2 Supondo que a ordem do sistema e o
grau relativo sejam conhecidos, analisando a equagao ([BI1]), é facil verificar que as
Hipoéteses também sao satisfeitas. Logo o sistema (I0) pertence a classe
de sistemas nao-lineares abordada neste capitulo.

Considerando o mesmo exemplo, exceto que agora, a saida passa a ser dada por

yp = il em vez de y, = ¢ (23 + 23), tem-se:

. 3
Ty = —2x1 + 12 + T

. —S171 G2 .
= + + t
Ty 3234+ 1  3z3+1 [+ s sin(®)] (5.12)

Yp = T1

Neste caso, o sistema (I2) apresenta grau relativo p = 2. Como este sistema é
de segunda ordem, o difeomorfismo que o coloca na forma normal pode ser obtido

diretamente por:

LA funcdo h(zx) é considerada conhecida por simplicidade.
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h(z x
rw=| " |- '
Lih(z) —2x + w9 + T
Novamente, é facil verificar que T'(z) é um difeomorfismo global. Fazendo a

transformagao de coordenadas z = T'(z), o sistema passa a ser descrito por (B.2):

. 0 1 0 ‘
= T+ (u+ g3sin(?) ), Yp = [ 10 ]3? (5.13)
—g =2 S — ——
d(t,z) W
Ap by !

Conforme esperado, o sistema nao apresenta dinamica interna, satisfazendo, assim,
a Hipdtese Pode-se verificar que o sistema (B.12) satisfaz as Hipéteses BIHRG,
pertencendo a classe de plantas nao-lineares considerada.

Para concluir, serd apresentado mais um exemplo, para ilustrar o fato de que
uma perturbagao d(t, z) uniformemente limitada pode aparecer casada com respeito
a entrada, mesmo que no sistema nao-linear original nao exista tal perturbagao.

Considere o seguinte sistema de terceira ordem (n = 3) e com grau relativo p = 2.

l"l = —I1+ X9
Ty = X3+ ¢ sin(x
2 3 + 61 sin(xzy) (5.14)
T3 = 2w + 2x9 — 23 — 1 co8(T2) T3 + U
Yp = T2,

onde ¢ e ¢ sdo parametros incertos que pertencem ao intervalo [1, 3].

A equagao (B4 é um caso particular de (BJl), com f(x), g(z) e h(x) dados por:

—X1 + X9 0
fz) = T3 + 61 sin(zy) ,og@ =10 |, hx)=m
2x1 4 2wy — 2w3 — 1 cos(wg) w3 G

Neste caso, como o sistema apresenta grau relativo p = 2, deve-se encontrar uma
funcao ¢(z) que seja linearmente independente de h(x) e de Lyh(x), e que satisfaca
a condicao:

Lyp(x) =0
Estas condigoes sao satisfeitas escolhendo-se ¢(x) = x;. Desta forma, a trans-

formagao de coordenas T'(x) é dada por:

T(@) = [ 6(z) hx) Lyh(x) | =[ 21 @2 wy+sin(e)
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Note que a fungao T'(x) é prépria e que a matriz Jacobiana 0T (z)/0(x) dada
por:
1 0
=10 1

0

T (z) 0

0 cos(xzg) 1
(x

ozr

é invertivel. Deste modo, é possivel concluir que T'(z) é um difeomorfismo global.

Fazendo a transformacgao de coordenadas z = T'(x), o sistema passa a ser descrito

por (B2):

-1 1 0 0
i,=10 0 1 |Z+]| 0 | (u+t §1 o8(Z2) sin(T2) — 2 sin(@)}),
2 9 _9 S d(t,z)
AP bp

O sistema ([BI4) é de fase minima, uma vez que a dinamica zero de (BIH)
dada por Z; = —I; ¢ estdvel. Analisando a equagao ([EIH) é possivel concluir
que as Hipéteses B3HLA sao validas. Portanto, o sistema (BI4l) pertence a classe

considerada.

5.4 Projeto da Lei de Controle por Modos Desli-
zantes Convencional

A principal idéia no projeto de um SMC convencional é fechar a malha de controle,
realimentando uma saida com grau relativo p = 1 na entrada de um relé com uma
modulagao apropriada. Quando a planta possui grau relativo unitario, a malha de
controle pode ser fechada utilizando diretamente o erro de rastreamento, ou seja, o

sinal de controle u é dado por:

u = —o(t)sgn(e)

sendo o(t) uma fun¢ao de modulagao a ser detalhada a seguir.
Neste caso, o modelo de referéncia pode ser escolhido como sendo estritamente

real positivo (SPR) (L(s) = 1), de forma que uma malha de deslizamento ideal (ideal
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sliding loop - ISL) (Hsu 1997, Utkin, Guldner & Shi 1999) se forme ao redor do relé.

A Figura B0 apresenta o diagrama de blocos para este caso.

Modelo
T Ya
— M(s)
de(t, ) lg
U + p=f@)to@utd]] Y AN e J/
+~ y=he +
Planta Relé
-1

F1GURA 5.1: SMC - caso: grau relativo p = 1.

Para que o objetivo de controle seja satisfeito, a funcao de modulacao deve

atender a seguinte restricao:
o(t) > |0 w —dy| +6 (5.16)

onde ¢ é uma constante positiva, que pode ser arbitrariamente pequena. Esta escolha
para a funcao de modulagao garante que o sistema do erro, com estado z., descrito
em (B0), seja uniformemente globalmente exponencialmente estavel (GES) e que o
erro de rastreamento e(t) torne-se identicamente nulo apds algum tempo finito. (ver
(Hsu et al. 1997, Lemma 1)). Neste caso, o estado Z serd uniformemente limitado.
Como o difeomorfismo T'(z) é préprio, é possivel concluir que o estado = do sistema
original também sera uniformemente limitado, de forma que o objetivo de controle
¢ atingido.

Para satisfazer a desigualdade (BI6), a funcdo de modulacao o(t) pode ser im-

plementada do seguinte modo:
o(t) = 07 [|wr| .. |wan|]" +d(t) +6 (5.17)

onde o majorante § € R?" é assumido como sendo conhecido e tal que suas compo-
nentes consistam de limitantes superiores para cada um dos elementos do vetor de
parametros 6%, ¢ d(t) ¢ um limitante superior de |d¢(t)] dado por:

_ C4 _

ci(t):d(t)+8 v d(t),
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onde ¢4 é uma constante positiva, A\g:= ming{—Re(\z)}, com A;’s sendo os autova-
lores de A. Este majorante pode ser obtido através do Lema 3 em (Hsu et al. 1997)
e do fato de que Wy(s) (ver equagao (BH)) é uma funcao de transferéncia prépria e

estavel, que pode ser escrita como:
Wa(s)=1-0;"(sI—A)"'g

Consistentemente, u € U para esta escolha de funcao de modulacao.

Para o caso de plantas com grau relativo p > 1, o modelo de referéncia nao
pode ser escolhido SPR e, portanto, nao é possivel garantir um ISL em torno do
relé (Utkin et al. 1999). Idealmente, para superar esta dificuldade, poderia se usar
o operador L(s) definido em (B4), de forma a compensar o grau relativo excedente
da planta. Deste modo, em vez de fechar a malha usando o erro de rastreamento,
seria utilizada uma nova saida v, obtida através do polindmio nao causal L(s). A

saida v chamada, por simplicidade, de variavel de deslizamento ideal é dada por:

N
I
&~

(s)e=e? Vi, e+t liét+ipe

—_

S

(5.18)

lihCTA((f)xe = hlzg,

Il
o

i

onde a terceira igualdade foi obtida, utilizando-se o seguinte fato:
K hTADb, =0, i=0,...,p—2
Se a lei de controle for dada por:

u=—o(t)sgn(v),

com fung¢ao de modulagao o(t) satisfazendo (BI6), entdo o sistema do erro é GES
e a variavel de deslizamento ideal v se torna identicamente nula apoés algum tempo
finito, o que implica que o erro de rastreamento converge exponencialmente para
zero, enquanto todos os sinais do sistema permanecem uniformemente limitados.
Entretanto, v nao esta diretamente disponivel para implementar a lei de controle,
uma vez que é considerado apenas realimentagao de saida e que o operador L(s) é

nao-causal.
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5.5 Controle por Modos Deslizantes Baseado
num Filtro de Avanco de Fase

Para plantas com grau relativo p > 1, a varidvel de deslizamento ideal pode ser

estimada por meio do seguinte filtro de avanco de fase:

U= Ly(s) e, Lu(s) =

(5.19)

onde F(1s) = (1s+1)*~1 7>0.

Nesta secao, serd considerada a presenca de uma perturbagao (3, (f) na saida do
filtro de avanco de fase. Esta perturbacao serd assumida como sendo uniformemente
limitada e de ordem 7. Levando em conta a presenca desta perturbagao, o sinal de

controle ¢ dado por:
u = —o(t)sgn(v; + Ba) (5.20)

O filtro de avanco de fase (-I9) pode ser descrito no espago de estado por:

—a, 2 1 0 ... 0 bp—2
—a, 3 01 ... 0 b3

U= - : R : €,

T ) _ (5.21)

—ay 00 ... 1 b1
—a 0 0 ... 0 bo

R 1

Vlz[l 00 ... 0]19+—7_(p_1)e,

onde a; = Cg:llfi, b, = (li — di/T(p*ki)) /71 e CI' denota o coeficiente binomial,

sendo dado por:
n!
Cl=—=
PR (n—k)!
Definindo o erro de estimacao do filtro de avanco de fase como:

gl:ﬁl_l/a

e considerando a seguinte transformacao de estado:

i—1
1 1.
Te,=0; + g (,}0 Lp—itvk e(k)> —C v i=1,...,p—1, (5.22)

onde ¢; = ., l,_1 = 1 e v é definido em (BIJ), a dindmica do erro de estimagao é
dada por:
1
i, = ~Ar. +bv, & =hlxs, (5.23)
T
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onde v = hT A,z + k*hTb, [u — U] e

-—(lp_g 10 ... O- -_bp—2-

—a,—3 01 ... 0 —by—3
A—| A

—a; 0 0 ... 1 —by

| —a 0 0 ... 0] | by |
RE=10 0 .. 0], e=Crl bi=Cl)

A lei de controle (B20) pode ser representada de forma equivalente, em funcao

das varidveis de erro, do seguinte modo:
u=—o(t)sgn(v+ e+ Ba) (5.24)

O resultado de estabilidade do esquema de controle considerado nesta secao é enun-

ciado no seguinte Teorema:

Teorema 5.1 Considere a planta (&2l) e o modelo de referéncia (Z3) com lei de
controle dada por (219) e (Z20). Assuma que as Hipdteses [IHEA sejam vdlidas
e que a desigualdade ([(ZI0) seja satisfeita. Se a perturba¢ao B, (t) for absoluta-
mente continua e limitada por |B.(t)] < 7Kg, Kr > 0, entdo para 7 > 0 su-
ficientemente pequeno, o sistema do erro em malha fechada (23), (213), (ZZ3)
e (524), com estado XTI = [aI 2], é uniformemente globalmente exponencial-
mente praticamente estivel (GEpS) com respeito a um conjunto residual de or-
dem T, i.e., existem constantes positivas cx e a tais que VX (ty), YVt > to > 0,
| X ()] < exe™ ) | X (to)] + O(7). Além disso, todos os sinais do sistema em

malha fechada (2), (223), (213), (Z2Z0) permanecem limitados.
Prova: ver Apéndice [ [ |

Corolario 5.1.1 Para todo R > 0, existe T > 0 suficientemente pequeno tal que
para algum tempo finito T, o estado do erro X (t) é conduzido para um conjunto

compacto e invariante D = {X, : | X.| < R}. |

Corolério 5.1.2 O sinal ) (t) é uniformemente limitado. Além disso, se |1.(t)| <

RVt > T, entao, existe uma constante positiva C, tal que

(p)

ey =, (5.25)

Prova: ver Apéndice [.3 [ |
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O resultado obtido no Teorema Bl serda fundamental para a prova de estabili-
dade do esquema de controle que sera proposto na Secao Além disso, deve ser
ressaltado que esta prova também pode ser aplicada a problemas de controle por
modos deslizantes de plantas com grau relativo p = 1 que possuam dinamicas nao

modeladas.

5.6 Controlador por Modos Deslizantes baseado
num Estimador Hibrido

Na Secao 2B, um SMC que utiliza um filtro de avanco de fase para estimar a varidavel
de deslizamento ideal v foi analisado. Para o caso de plantas com grau relativo p > 1,
a convergéncia do estado do erro é apenas garantida para um conjunto residual de
ordem O(7). Este fato ocorre devido a presenga de um atraso introduzido pelo filtro
de avanco de fase que impossibilita que o estado X, convirja para zero e que também
conduz ao surgimento de chattering.

Para evitar o problema de chattering através da realizacao de um deslizamento
ideal e para assegurar rastreamento exato, poderia se utilizar o diferenciador ro-
busto e exato (RED) (E46]) apresentado na Segao LA Desta forma, a varidvel de

deslizamento ideal v poderia ser estimada usando um RED de ordem (p — 1) como

se segue:
Up = Qo1+ lp—2Cp—2 + -+ -+ 11C1 + loCo (5.26)
Deste modo, um sinal de controle u = —p(t)sgn(7,) poderia ser usado. Entretanto,

o Teorema 4] garantiria apenas convergeéncia local do estado do erro para zero, uma
vez que a convergéncia do RED sé pode ser assegurada se e?)(t) for uniformemente
limitada, i.e., }e(p) (t)} < C,,Vt > ty, fato que nao pode ser garantido a priori para o
sistema em malha fechada.

Para garantir estabilidade exponencial global com respeito a um conjunto resi-
dual de ordem 7 e para assegurar convergencia global do estado do erro X, para
zero, a idéia é combinar as duas técnicas de estimacao consideradas anteriormente.

Para atingir esta finalidade, o RED sera utilizado como um elemento auxiliar,
responsavel por sintetizar um sinal que sera adicionado ao sistema, com o objetivo

de cancelar o erro de estimacao cometido pelo filtro de avanco de fase, possibilitando
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assim que o rastreamento seja assintoticamente exato.

Nesta secao sera proposto um esquema de controle, chamado de GRED-SMC,
baseado num estimador hibrido, denominado de GRED, que consiste de uma com-
binagao convexa da estimativa (BI9), fornecida por um filtro de avango de fase, e

da estimativa (B26), fornecida por um RED, de acordo com:

Vg = a(U) 0+ [1 = aim)] oy, (5.27)

onde v,; = 1, — 1 é a diferenca entra as duas estimativas. A funcao de chaveamento
a(v,) pode ser vista como uma modulagao continua, dependente do estado, que
assume valores no intervalo [0,1], e que permite ao esquema de controle trocar
suavemente entre os dois estimadores.

A idéia basica do GRED-SMC ¢, primeiramente, conduzir globalmente o estado
do erro para um conjunto compacto e invariante Dy, onde a convergéncia do RED
possa ser assegurada e um majorante & para o erro de estimacgao do filtro de avanco
de fase €; possa ser determinado. Em seguida, assegurar que apds algum tempo
finito, apenas o RED seja usado para estimar a variavel de deslizamento ideal v. A
principal dificuldade é que o estado do erro nao se encontra disponivel, e portanto,
nao é possivel saber quando o estado do erro entra no conjunto Dg.

Para solucionar este problema, uma lei de chaveamento «(+) é proposta, de forma
que o sistema resultante seja equivalente a um SMC com um filtro de avanco e com
uma perturbacao de saida uniformemente limitada e de ordem 7. Desta maneira, é
possivel garantir convergéncia global para o conjunto compacto Dg, de acordo com
o Teorema ], independentemente do comportamento do RED, dado que seus sinais
permanecam limitados.

Mais especificamente, a(-) é projetada de modo que |7y, — ;| < 7Kg, como se

segue:
0, para |Uy| <ey — A
a(Pn) =9 (|| —en+A)/A,  para ey —A<|vy|<ey (5.28)
1, para |U.| > em

onde 0 < A <e); é uma zona-linear usada para suavizar a funcao de chaveamento,
e ey = 7Kg, com Kg sendo um parametro de projeto positivo apropriado, que

é ajustado de forma que ), —A > &;,. Isto implica que, apés algum tempo finito,
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apenas o RED permanece ativo (a=0), fornecendo uma estimativa exata variavel
de deslizamento ideal v, conforme desejado.

Um grafico da funcao a(7,;) é apresentado na Figura B2

a(ﬁrl)

1
Filtro de Avanco

RED

0 SM—A EM |7;rl|

>

FIGURA 5.2: Grafico da fungdo de chaveamento «(#,;) utilizada pelo controlador

GRED-SMC.

A lei de controle do GRED-SMC é dada por:

w=—o(t)sgn(v,). (5.29)

onde a func¢do de modulacao o(t) é definida em (IT). O esquema do controlador
GRED-SMC pode ser visto na Figura B3

Modelo
r Yd oo LT T AR ED |
— | M(s) : D GRED |
de(t, ) L LF X i l
‘ T « ‘ 0
+i b= f(2) +g(@)u+de] o 15 I
u I\ Up e, :Vrl Funcéo de v Vg |
+ yp=nh(z) 7 E _ig Chaveamento _|_<: E J/
—a Relé
Plant : Uy :
o . L= RED B3 |
-1

F1GURA 5.3: Esquema do controlador GRED-SMC

As propriedades de estabilidade e de convergéncia do esquema de controle pro-

posto sao formalmente enunciadas no Teorema B2
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Teorema 5.2 Considere a planta (2l) e o modelo de referéncia (3) com lei de
controle dada por (5-Z27) e (ZZ4). A funcdo de chaveamento «o(-) é definida em
(228). Assuma que as Hipoteses B IHAA sejam vdlidas e que a desigualdade (214)
seja satisfeita. Para T > 0 suficientemente pequeno, o sistema do erro em malha
fechada descrito por (29), (218), (2Z3) e (5-Z]) ¢é uniformemente globalmente
praticamente exponencialmente estdvel (GEpS) com respeito a um conjunto residual
de ordem 1. Além disso, para \;, i =0,...,p—1, e Kg escolhidos apropriadamente,
a estimacao da varidvel de deslizamento ideal v se torna exata, na auséncia de
ruidos, sendo feita exclusivamente pelo RED (o = 0) apds algum tempo finito.
Entio, o estado completo do erro XTI = [zl 2T], e conseqiientemente o erro de
rastreamento e, tendem exponencialmente para zero, enquanto todos os sinais do

sistema permanecem limitados, incluindo em particular o estado x da planta (1)

(Prova: ver Apéndice [[7]). |

5.7 Resultados de Simulacao

Nesta secao serao apresentados resultados de simulacao para comprovar a eficacia do
método proposto e validar os resultados tedricos obtidos, destacando as principais
caracteristicas do controlador GRED-SMC.

Considere a seguinte planta nao-linear, monovariavel e incerta com grau relativo
p = 2, bem definido e constante em todo o espaco de estado:

. 3
Ty = —2x1 + x2 + T

. —G1T S) .
_ ¢
2= s T2 [+ 63 sin(t)]

Yp = T1
sendo que ¢, ¢ € g3 8a0 parametros incertos que pertencem ao intervalo [1,2].
A trajetoria desejada yq(t) é especificada através do seguinte modelo de re-

feréncia:
1
(s+1)(s+2)

Seguindo a formulac¢do apresentada em (E3), o modelo de referéncia pode ser

ya = M(s)r, M(s) = r(t) = sin(0.5t)

escrito como:

K,=1 an=2, L(s)=s+1



Conforme foi mostrado na Secao .3, por meio de uma transformacao de coorde-

nadas £ = T'(x), esta planta pode ser representada da seguinte forma equivalente:

. 0 1| 0 ) -
r= T+ (u+ g3 sin(t) ), yp:[l o}x,
—¢ =2 S —— ——
d(t,z) T
N—_—— hi
AP bP

que pode ser descrita pelo seguinte modelo entrada-saida:

62

o P (u + 3 sin(?))

Yp =

Para implementar a fungao de modulagao, os seguintes filtros de entrada e saida

sao utilizados de acordo com (B.6l):
Wy = —Wy + U, Wy = —Wy + Yp,
Para o modelo de referéncia e para os filtros de entrada e saida considerados, é

possivel determinar que:

G —1 G —1 1
0* - —]_7 0* = , 0* — , 0* = —
! 2 <2 3 2 4 2

Como ¢1,% € [1,2], pode-se verificar que 63 € [0,1], 65 € [0,1] e 67 € [3,1].

Deste modo, o vetor # pode ser escolhido como:
or =1 111
A perturbagao d(t, z) = ¢3sin(t). Logo, o seguinte majorante pode ser utilizado:
|d(t,z)] < d=2,Vt

Para satisfazer a desigualdade (BI6), a fun¢ao de modulacao pode ser projetada da

seguinte maneira:

ot) = 07 |l gyl [T +d+o; 07 =[ 111", d=2, §=0.1

O filtro de avango de fase pode ser descrito por (B2), (BI9), [2Z):

L 1
Entrada-Saida : () -t
F(rs) 71s+1
. 1 1 1
V=—=0+-e— e
Espaco de Estado : T 1 L
I)l = ’19 —|— —€
T
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A constante de tempo do filtro de avanco de fase deve ser escolhida como sendo
suficientemente pequena para garantir que o sistema em malha fechada seja estavel.
Por outro lado, quanto menor for esta constante maior sera a sensibilidade do filtro
de avanco a ruidos de medicao. Desta forma, a constante de tempo do filtro de
avanco € escolhida como:

7 =10.02

Como a planta possui grau relativo p = 2, o seguinte RED de primeira ordem

pode ser utilizado:

G = w, w=—15C,"|G —e()|"*sen(Go —e(t) + G
él = —1.1028gn(<1 — ’Uo)
Neste caso, a varidvel de deslizamento ideal é dada por v = é + e. Desta forma,

a estimativa do RED ¢ dada por:

Uy =G+ Go

O parametro Cy esta relacionado com a regiao Dg na qual a convergéencia do
RED pode ser garantida. Quanto maior for este parametro mais rapida serd a
convergéncia do RED e maior sera sua sensibilidade a ruidos. Este parametro foi
escolhido como:

02:10

Para ajustar os parametros da funcao de chaveamento, o seguinte procedimento
pode ser adotado. Mantendo o« = 1 (apenas o filtro de avango é selecionado) e
comparando as saidas dos dois estimadores, pode-se determinar um valor de £;; que
garanta que apenas o RED seja utilizado apdés um tempo finito. O parametro A
possui um papel secundario, podendo ser ajustado de forma bem flexivel.

Os seguintes parametros foram escolhidos:
ey = 107, A =27

As seguintes condigoes iniciais para a planta sao consideradas:

Para evitar o problema de peaking no filtro de avanco, a seguinte inicializagao é

adotada:




As demais condigoes iniciais sao escolhidas iguais a zero. Para realizar a integragao
numérica é utilizado o método de Euler com passo de integracao igual a h = 1075,
Os resultados de simulacao apresentados nesta secao sao obtidos, utilizando os

parametros da Tabela BTl

TABELA 5.1: Parametros utilizados na simulagcao numérica apresentada na

Secao B
Elemento Valor
Perturbagao de Entrada d.(t,x) = 3 sin(t)
Sinal de Entrada r(t) = sin(0.5¢)
Modelo de Referéncia: M(s)= (S‘l'jfn% Kn=1, apn=2, L(s)=s+1
Filtros de Entrada e Saida (5.8) A=-1, g=1
Fungao de Modulacao 0T=1111",d=26=01
Filtro de Avango (&4)), (1Y), (21) 7 =10.02
RED (2), @) e (X0) Ao = 1.5C3% AL = 1.1Cy, Cy =10
Fungao de Chaveamento (BE28) Kr=10, epy =107 e A=27
Condigoes Iniciais z1(0) =5, 22(0) =2, ¥(0) = —250
Integracado Numérica Método de Euler: h = 107°

Observando a Figurapdlé possivel verificar que o controlador GRED-SMC atinge
os objetivos propostos, garantindo rastreamento exato e mantendo os estados da
planta limitados. Na Figura pode ser visto que, apds um processo transiente,
apenas o RED ¢ selecionado pelo esquema de estimacao hibrido, estabelecendo um
modo deslizante ideald Além disso, o estado completo do erro X, = [e é g converge

para zeroH, conforme pode ser verificado na Figura b6

?Na realidade, como a integracdo numérica é feita utilizando o Método de Euler com passo de
integracio h = 107°, um chattering numérico aparece no sinal de controle, fazendo com que este
possua uma freqiiéncia de ordem O(h~1) durante o deslizamento. Logo, um deslizamento ideal s6

pode ser obtido no limite quando h — 0.
3Novamente, devido ao problema de chattering numérico o estado completo do erro nio converge

para zero. Este resultado s6 pode ser obtido no limite quando A — 0.
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F1GURA 5.4: Planta nao-linear e incerta com grau relativo p = 2 controlada por
um GRED-SMC: (a) Rastreamento: (- -) posi¢do desejada yq e (—)
saida da planta y,; (b) Estado z; da planta; (c¢) Estado x2 da planta
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F1GUuRrA 5.5: Planta nao-linear e incerta com grau relativo p = 2 controlada por um
GRED-SMC: (a) Comportamento temporal da fungao de chaveamento
a(vy) (b) Trecho ampliado do sinal a(t); (c¢) Sinal de Controle u
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F1GURA 5.6: Planta nao-linear e incerta com grau relativo p = 2 controlada por

um GRED-SMC: (a) Sinal e(t); (b) Sinal é(t); (c) Sinal &;(t)

5.8 Conclusoes e Comentarios

Neste capitulo, um novo controlador por modos deslizantes via realimentagao de
saida baseado num estimador hibrido foi proposto para uma classe de plantas nao-
lineares, monovariaveis e incertas com grau relativo global e arbitrario. Foram apre-
sentados exemplos de sistemas com nao linearidades nos estados nao medidos com
crescimento linear e polinomial que se enquadram na classe de sistemas considerada.

Além disso, foi mostrado que a estratégia de controle proposta é capaz de assegu-
rar que o sistema do erro seja uniformemente globalmente exponencialmente estavel
com respeito a um pequeno conjunto residual, além de garantir convergencia global
do estado completo do erro para zero. O estimador hibrido, que é composto pelo
RED e pelo filtro de avango de fase, foi o elemento fundamental para a obtencao
destes resultados e para a viabilizacao da solugao usando apenas realimentacao de
saida.

Deve ser destacado, que o problema de rastreamento global e exato para plantas
monovariaveis com grau relativo arbitrario ainda nao havia sido resolvido, mesmo
para o caso de plantas lineares, utilizando somente controle por modos deslizantes

via realimentacao de saida.
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Também deve ser enfatizado que as hipdteses consideradas sao bastante restri-
tivas, fato que reduz a abrangeéncia da classe de plantas nao-lineares considerada.
Entretanto, o método pode ser empregado para uma classe bastante ampla de siste-
mas lineares de fase minima, monovariaveis e incertos com grau relativo arbitrario.

Na pratica, ruidos, atrasos e dinamicas nao modeladas estao sempre presentes,
de forma que rastreamento exato nao pode ser obtido em aplicacoes reais. Entre-
tanto, quando um controlador é capaz de garantir deslizamento ideal na auséncia
de tais imperfeicoes, espera-se que este apresente um desempenho melhor numa
implementagao prética.

Em (Nunes et al. 2006), o esquema de controle proposto foi testado experimen-
talmente, sendo aplicado a um servomecanismo (SRV-02 de posicionamento angular
fabricado pela Quanser Consulting) em que se controla a posi¢ao de um manipulador
através de um motor DC e um conjunto de engrenagens. Nesse artigo, foi verifi-
cada a viabilidade da implementacao pratica do controlador proposto. Além disso,
mostrou-se que o desempenho do controlador com o estimador hibrido foi melhor do

que o de um controlador que utiliza apenas filtros de avanco de fase.
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Capitulo 6

Extensao do Estimador Hibrido

para Sistemas MIMO Incertos

6.1 Introducao

No Capitulo B, um esquema de chaveamento hibrido foi proposto, combinando um
filtro de avango de fase com um RED. Este esquema foi utilizado em conjunto
com um controlador por modos deslizantes com o intuito de assegurar rastreamento
global e exato para uma classe de sistemas nao-lineares monovariaveis.

Em (Nunes & Hsu 2006) foi mostrado que a estratégia de chaveamento poderia
ser estendida utilizando-se um Observador de Alto Ganho (HGO) no lugar do filtro
de avanco de fase. Através dos desenvolvimentos tedricos apresentados nesse artigo,
¢é possivel verificar que os mesmos resultados obtidos no Capitulo Bl poderiam ser
alcancados considerando um GRED composto por um HGO e por um RED.

Na realidade o GRED pode ser aplicado num contexto muito mais amplo, con-
siderando diferentes tipos de estimadores e leis de controle, podendo ser aplicado
para uma classe de plantas mais abrangente. A idéia principal do esquema de cha-
veamento é combinar um RED, que é capaz de fornecer derivadas exatas, com um
estimador convencional, que garanta propriedades de estabilidade pratica para o
sistema em malha fechada, mesmo na presenca de perturbacgoes na sua saida.

Neste capitulo, serao apresentadas condicoes suficientes para que o esquema de
estimacao hibrido possa ser aplicado com sucesso para uma classe de sistemas nao-

lineares e multivariaveis. Além disso, para exemplificar a aplicacao do esquema de
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estimacao proposto, serd mostrado que o controlador PD implementado utilizando-
se um GRED em conjunto com um termo de compensacao feedforward e um termo
corretivo baseado no conceito de controle vetorial unitario resolve o problema de

rastreamento global e exato para uma classe de Sistemas de Euler-Lagrange incertos.

6.2 Formulacao do Problema

Considere o seguinte sistema nao-linear com grau relativo vetorial, uniforme e ar-

bitrdrio, bem definido e constante em todo o espaco de estado:

&= f(z) +g9(@)[utdt,2)], y=h), (6.1)

onde z € R" é o estado do sistema, y € R™ ¢ a saida medida, u € R™ ¢é a entrada de
controle, g(z)=[g1(x) ... gm(z)] e de(t,z) : RT xR" - R é uma fungao localmente
Lipschitz em z, sendo continua por partes em t. A fungao d.(t,x) é encarada como
sendo uma perturbacao nao-linear incerta e casada com respeito a entrada u. Os
campos vetoriais f(z) : R"—=R" e g;(x) : R*—R"™, i=1,...,m sao suficientemente

suaved] e h(z) : R® — R™ é uma fungao suave.

Hipétese 6.1 O sistema ([61) possui grau relativo vetorial uniforme p, i.e.
(i) Para todo x € R", tem-se:
Ly, Lihi(x) =0,Vi,j €{1,....m} ,Vke{0,...,p—2},
dj5€{1,...,m}, tal que: ngL?_lhi(x) #0,
sendo que p € NT.

(ii) A matriz

Lo Ly ha(z) ... Ly, Ly ()

Lo Ly ho(x) ... Ly, L5 hy(x)
Ky, =

Lo, L hin(x) ... Ly, L ()

é invertivel Vx € R".

10s campos vetoriais adéﬁflgj, 1<j<m, 1<k<psao completos
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Deste modo, o sistema (BG1) apresenta um grau relativo total p; definido por:
pt=mp<n

Hipétese 6.2 Para todo x € R", a distribuicao I' = span{g1, go, ..., gm} € involu-

tiva.

Considere a seguinte mudancga de coordenadas que leva o estado = do sistema

([G) para o estado T =[ nT ¢7 |7, com n € R" 7 ¢ £ € R” definidos por:

1= Ty(2),
§=Tix) = | hiw) Lyhi(x) L3hi(x) ... L5 'hi(a) Lol m,
(6.2)
onde 7, (z) € R* — R"** é uma funcéo apropriada.
Além disso, pode-se garantir que existe T (z) = [ T, (z) ... T, _, () |7 tal

que LyT;,, =0 paraj=1,...,n—p, e Vo € R" (Byrnes & Isidori 1991, Isidori 1995,
Schwartz, Isidori & Tarn 1999).

7

Note que y-(k) :Ll}hi zfliﬂ, k=0,1,....,.p—1lequeparaj=1,...,n— p,

tem-se:
dT"f—aT"f[f+ | = LiT,, + LTy, u = LT,
- on guj = Lyly, gtn; W= Lifdy; .

=0
Se as Hipoteses e forem satisfeitas, entao existe um difeomorfismo global

T(z) = [T)(x)" Tg(x)T]T tal que a mudanga de coordenadas T = T'(z) transforma o
sistema (B]) na seguinte forma normal global (Byrnes & Isidori 1991, Isidori 1995,
Schwartz et al. 1999)d:

= fon, &) (6.3)
& =A8+Bi [¢'(0,©) + X' 0,6 (u+de(t,n,€))] , i ,m,
onde soi(n,f)ZL?hz(T‘l(n,f)),xi(mf) Lol hi(T 1 (1, €)), e
(0010 ... 0 [0 |
001 ...0 0
A, eRPP = | 1 00 B,eR* =1 |, i=1,....m
000 ... 1 0
000 .. 0] 1

2Para obter uma forma normal global cuja dindmica interna dependa apenas de 1 e de y é
necessario adicionar a seguinte condigao: ad];_lgi,ad?_lgj =0,V1<4,35<m, 1<k p<p

Neste caso, estas condigoes sdo necessérias e suficientes para que o difeomorfismo T(x) seja global.
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Deve ser destacado que nesta representacao o estado de cada subsistema-£¢ é
formado pela componente y; do vetor de saida e por suas derivadas, de forma que
a dinamica deste subsistema seja descrita por uma cadeia de p integradores. Deste

modo, o sistema externo com estado & é descrito por m cadeias de p integradores.

Hipétese 6.3 A dindmica interna do sistema ([€23), com estado n, é 1SS com res-

peito ao estado & da dinamica externa, i.e.

()] < By(ln(to)| = to) +(I€])

A Hipdtese implica que o sistema (G]l) seja de fase minima. Desta forma, se
o estado £ composto pela saida e suas derivadas for limitado, entao o estado n da
dinamica interna também sera limitado.

Considere um sinal de referéncia desejado y4(t) € R™ suficientemente suave. Os
sinais y((f) (t), i = 0,...,p s@o uniformemente limitados. Seja &; o vetor de sinais

desejados dado por:

. —1 . —17T
¢a=Yar Yar - Y o Yy Ydw - Yo

O objetivo é garantir que o erro de rastreamento (ou erro de saida)

€ =Y — Yd, (64)

tenda assintoticamente, ou em tempo finito, para zero, mantendo todos os sinais do
sistema uniformemente limitados.
Seja ny € R™7t um perfil de referéncia desejado para ser rastreado pela dinamica

interna do sistema (E3), sendo definido por:

Na = fo(1a,&a)

Pela Hipdtese (63)), pode-se concluir que o sinal 74 é uniformemente limitado. Con-
siderando as variaveis de erro & = & — &g e . = 1 — 14, e definindo o estado do
erro por z, = [neT £Z}T, a equagao de estado para o sistema do erro pode ser escrita
como:
fle = folt, e, &)
€ = A€+ B; [ (t,me, &) + X (8, me, &) (u+ d(t, e, £2))]

onde fo = fo(netna, EetEa) = fo(a. €a), @' = @' (Met1a, EetEa)y X' = X' (etna, EetE)
e d=dc(t,ne + na, e + &a)

(6.5)

130



Seja ¥ € R™ uma saida nao mensuravel tal que o sistema (GH) com saida v
possua grau relativo vetorial uniforme p = 1. Assume-se que a salda v seja dada

por:
V= hz/(ge)a (66)

onde h, : R?* — R™ é uma funcao suave que ¢ suposta como sendo conhecida.

Considere o seguinte controlador dinamico:

w = fult,w,e)

(6.7)
u = v(t,w, e ),

onde f, é um campo vetorial localmente Lipschitz e v é uma funcao que pode ser

descontinua.

Hipétese 6.4 Existe uma lei de controle estabilizante (6.1) tal que a origem do
sistema em malha fechada ([E23)-([673), com estado x, = [zeT wT}T, seja um ponto

de equilibrio uniformemente globalmente assintoticamente estavel (GAS).

Entretanto, a lei de controle (1) nao pode ser diretamente implementada, ja
que a saida v nao é mensuravel. No entanto, a saida v pode ser substituida pela

saida obtida através do seguinte estimador:
19 = fﬂ(taﬁa ea”) (68)
ve = Y(t,0,e), (6.9)

onde fy é um campo vetorial localmente Lipschitz e ¢ é uma fungao suave. Usando
a estimativa 7, no lugar da saida v em (1) e considerando a presenga de uma
perturbagao aditiva d,(¢) na saida do estimador (Ed), a seguinte lei de controle

dinamica é obtida:

w = fu(t,w,e)

u = v(t,w,e, v+ d,) (6.10)
A seguinte Hipétese é feita acerca da perturbacao aditiva:

Hipétese 6.5 A perturbacdo d, € uniformemente limitada, e possui um limitante

superior d, conhecido que satisfaz a sequinte desiqualdade
|do(t)] < d,, Yt >ty
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Considere o erro de estimagao, definido por:
€c = Ve — U, (6.11)
cuja dinamica pode ser descrita do seguinte modo:

l"s = fs(t,xs,xe,u),

€e = (b(ta Le, xe)a

(6.12)

onde f. é um campo vetorial localmente Lipschitz e ¢ ¢ uma funcao suave.

Hipétese 6.6 O sistema completo do erro descrito por (63), (G10)-@G13), com

estado XI' = [l aT] € ISpS com respeito @ perturbagio de saida d,

[ Xe(8)] < B(Xe(to), t = to) + (I do])

Além disso, todos os sinais do sistema em malha fechada sdo uniformemente limi-

tados.

A Hipdtese implica que o sistema completo do erro descrito por (E3), (EI0)-
E12) é GApS, i.e., o estado X,(t) converge para um conjunto compacto Dp =
{X. €R":|X.| < R} em um tempo finito 7. Como o estimador convencional (G
permite a obtencao desta propriedade ISpS, este estimador serd referenciado por
conveniéncia como Estimador ISpS.

Dentro do conjunto compacto Dg, a derivada do erro de rastreamento e(t) de

ordem p pode ser majorada da seguinte forma:

(»)
‘ ()

<C,, (6.13)

onde C), ¢ uma constante positiva.

Hipétese 6.7 Existe um tempo finito T > 0 e existe uma constante 0 < €. < d,

tais que, para qualquer condi¢do inicial X.(ty), a sequinte desigualdade € satisfeita:

HGe [T,t]” < € (614)
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6.3 Diferenciador Robusto e Exato (RED)

Na Secao L3 foi apresentado um diferenciador, baseado em modos deslizantes de
ordem superior, denominado de RED. Este diferenciador foi utilizado no Capitulo
para estimar derivadas do erro de saida, num contexto escalar. Para aplicar o RED
num contexto mais amplo, considerando a possibilidade de multiplas saidas, basta
apenas, tratar cada uma das saidas individuais como se fossem tnicas, ou seja, para
cada saida e; deve ser utilizado um RED de ordem (p = p — 1), como se segue:

(

Cé = Uéa
, . /(1) . : :

wo= NG - e sign(@ - es) +

g - o (6.15)
. S i (p—1)/(p—itl) . j j '

of = =N = [T sign(d =) +

| & = —Apsign(¢) —v)),
ondei=0,...,pej=1,...,m. De acordo com o Teorema F7 se as derivadas de

ordem p dos sinais e; forem uniformemente limitadas e se as constantes X} forem es-
colhidas apropriadamente, as seguintes igualdades sao verdadeiras apds um processo

transiente de tempo finito:
@G =€ ¢ =v_ :ey)(t), 1=1,...,p, j=1,...,m

Deste modo, a seguinte estimativa para o estado &, pode ser obtida:

]T

=16 d - G o GGl i=1m (6.16)

Portanto, a saida v pode ser estimada por:
U = hy (&) . (6.17)

Se a estimativa 7, fosse utilizada na lei de controle (EX)) no lugar de v, apenas

resultados locais poderiam ser assegurados, de acordo com o Teorema E4l
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6.4 Controlador por Realimentacao de Saida Ba-

seado num GRED

Nesta secao, serda proposto um esquema de controle capaz de garantir que o sistema
completo do erro descrito por (), (EI0)-(ET2), com estado X, seja GApS, além
de assegurar convergéncia global do estado z, para zero. Para esta finalidade, sera
proposto um estimador hibrido, denominado de GRED, que ¢é baseado num esquema
de chaveamento que combina o Estimador ISpS com o RED.

A estimativa de v fornecida pelo GRED consiste em uma combinacao convexa
das estimativas fornecidas pelo estimador ISpS (G8) e pelo RED (E13), sendo dada
por:

Vg = a(Upe)Ve(t) + [1 — a(Tre)] 22(2), (6.18)
onde as estimativas 7, e 1. sao definidas em (B9) e (E11), respectivamente; e
Vre = Uy — Ue
A funcao de chaveamento «(7,.) é uma modulagao continua e dependente do estado
que permite ao controlador trocar suavemente entre os dois estimadores, podendo
assumir valores no intervalo [0, 1].

Utilizando o GRED para estimar a saida nao mensuravel v, a lei de controle
dinamica ¢ dada por:

w = fu(t,w,e)

u = v(t,w,e,iy)

(6.19)

A idéia do esquema de controle proposto é garantir, primeiramente, que o es-
tado X, do sistema completo do erro seja globalmente conduzido até um conjunto
compacto Dg, onde a convergéncia do RED possa ser assegurada, e depois garantir
que apenas o RED seja utilizado para implementar a lei de controle. Para esta
finalidade, a funcao de chaveamento é proposta de forma que a lei de controle re-
sultante seja equivalente a (EI0), garantindo assim, que o sistema completo do erro
seja GApS, de acordo com a Hipdtese Especificamente, «(-) é projetada tal que

|y — Ve| < dg, como se segue:

0, para |Upe| < do — A
a(Vpe) = W, para do—A < |V <dy (6.20)
1 para i > d
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onde 0 < A < d, é uma zona linear, usada para suavizar a funcao de chaveamento,
e d, é um parametro de projeto que é escolhido de forma a assegurar que apds um
processo transitorio apenas o RED permaneca ativo, fornecendo a estimativa exata

de v. Um gréfico da fungao «(7,.) é apresentado na Figura Gl

a(ﬁre)

1
Estimador ISpS

RED

>

|ﬁ7"e|

FI1GURA 6.1: Grafico da fungao de chaveamento «(7,.) utilizada por controlador

por realimentacao de saida baseado num GRED.

Um diagrama de blocos para o esquema do controlador por realimentagao de
saida baseado num GRED pode ser visto na Figura G2
As propriedades de estabilidade e de convergéncia do esquema de controle pro-

posto sao enunciadas no seguinte Teorema:

Teorema 6.1 Considere a planta () e seja yq um sinal de referéncia desejado
suficientemente suave e tal que os sinais yc(;) (t), i =0,...,p sejam uniformemente
limitados. Considere que a lei de controle seja dada por (G18) e (EZ19) com func¢ao
de chaveamento o(vy.) definida por (220). Suponha que as Hipdteses [EIHG. ] sejam
satisfeitas. Se o parametro d,, em ([G20), for escolhido tal que:

do < d,, (6.21)

entdo, o sistema completo do erro, descrito por (63), (G10)-612) é uniformemente
globalmente assintoticamente praticamente estavel (GApS), e todos os sinais do sis-
tema em malha fechada sao uniformemente limitados. Além disso, se os parametros

N, i=0,...,p—1 forem escolhidos apropriadamente, e se d, for escolhido tal que:

dy > E + A, (6.22)
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entdo, apos algum tempo finito, a estimacao da saida v passa a ser exata, sendo
feita exclusivamente pelo RED (a(7y.) = 0), € o estado x, do sistema (&) e ([0-7)

converge assintoticamente para zero.

Prova: ver Apéndice [G [ |
) GRED
. 1%
' Estimador € X

de(t, ) ‘= ISpS 5

Yd : o
. - -1~ .
u T = f(l‘) —|—g(m)u ) /\ € ! :Vre Funcgéo de + : Vg H
__’_> B _|_U E +< Chaveamento +< :
y = h(z) 5 i

Planta I-a

L. RED x|

D, L2
(& h h
Uu Lei de R

Controle
v

FIGURA 6.2: Esquema do controlador por realimentacao de saida baseado num

GRED.

6.5 Rastreamento GGlobal para uma Classe de Sis-
temas de Euler-Lagrange Incertos

Nesta secao, para exemplificar a aplicacao do esquema de estimacao proposto,
considera-se o problema de rastreamento global e exato para uma classe de Sistemas
de Euler-Lagrange incertos com modelo dinamico descrito por (B2), pag. Bl

O objetivo é projetar um esquema de controle capaz de garantir que o erro de
rastreamento e = ¢ — gq convirja globalmente para zero, usando apenas medidas
de posicao. Os sinais g4(t), ¢a(t), ga(t) sdo continuos e limitados por |q4|,,, |daly, €
|Gal s, respectivamente.

As Hipoteses Bl e sao necessarias para garantir a existéncia de um difeomor-
fismo global que coloque o sistema na forma normal. No entanto, é facil verificar

que a equacao dinamica (B2) ja se encontra na forma normal e que este sistema nao
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possui dinamica interna, sendo de fase minima por defini¢ao. Logo, pode-se concluir
que as Hipdteses BEIHE T sao trivialmente satisfeitas.

A equacao de estado para o sistema do erro pode ser escrita como:

d|€ e

é M (e+qa) [—C(e+qa, €+Ga)(é+Ga) — [p(e+qa, €+4a) — g(e+qa) +7]—Ga
(6.23)

Seguindo a formulagao apresentada em (EH), o estado &, é definido por:
geT:[el él €9 ég R en]”L:l”n

sendo que n é o numero de graus de liberdade do sistema. Note que a equagao
(E23) é um caso particular da equacao (EH), na qual o estado foi convenientemente

escolhido como:

eT:[61 €y ... en]:[ﬁél gsl 21], éT:[él ég en]:[§612 5622 QQ]

, . 1T
Neste caso, o estado do erro é definido por z, = [eT eT} .

De acordo com a Propriedade B, a dinamica do sistema (B2) pode ser parame-

trizada linearmente por:

Y (44,0 = M()i + Cla, )i + fola.4) +9(a) =7

No Capitulo B, o problema de rastreamento foi resolvido adicionando o seguinte

termo de compensacao feedforward ao sinal de controle:

Y40 = M(qa)da+C(qa, 4a)da+ fo(q, da) +9(qq)

No entanto, como é suposto que o modelo dinamico é incerto, o parametro 6 nao
estd disponivel para ser utilizado. Desta forma, pode-se considerar o seguinte termo

de compensacao feedforward nominal:
Y0 = Y0 + Y0, (6.24)

onde # é uma estimativa do vetor de parametros 6 e 6 representa o erro de es-
timagao paramétrico. De acordo com a Propriedade By, tem-se que |0] < ¢p. Deste
modo, na andlise subseqiiente sera considerado que um majorante 6, que satisfaz a

desigualdade ’é ’ < 6, seja conhecido.
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Considerando um controlador PD (néo causal) com um termo de compensagcao fe-
edforward nominal e acrescentando um termo de controle vetorial unitdrio (Gutmann
& Leitmann 1975, Gutman 1979) para rejeitar as incertezas, a lei de controle é dada
por:

T=—Kye— Kgé+ Y0+ Y0+ Ule,é), (6.25)
onde
é+ ex0(e)

Ule.¢) = —olt) T
V(@ +e20(0)7 (6 + e26(c))

; (6.26)

ple) = cn\| 5 + Af———— m (6.27)

1) > ’Ydé’ 46 (6.28)

sendo que €2 ¢ um parametro positivo de projeto, 0 < ¢ < 1 é uma constante positiva
que é escolhida de forma conveniente, e § é uma constante positiva, que pode ser
arbitrariamente pequena.

Note que a lei de controle utilizada é estatica. Desta forma, o estado w (ver

nao existe para este caso, e portanto, z. = z. = |e ¢T1". Substituindo a lei
p p

de controle (G20) em (GZJ), tem-se:

€= M_l(Q) _C(Q7 q)@ - fD(qa Q) + fD(Q7 qcl) - er - Kde - he + }/d‘§ + U(e’ 6)
(6.29)
onde h. = [M(q) — M(qa)] Ga + [C(q,4) — C(qa, 4a)| 4a + 9(q) — 9(qa)-

A seguinte Proposicao caracteriza a propriedade de estabilidade do sistema em

malha fechada descrito por (E29).

Proposicao 6.1 Considere um sistema de Fuler-Lagrange com n graus de liberdade
descrito por (Z3), com lei de controle definida em (GZ3). Se os ganhos de controle
K, e Kq forem suficientemente grandes e se a fun¢ao de modulagdao satisfizer a
desigualdade ([EZZ8), entdo o sistema do erro em malha fechada descrito por (6223),
com estado x. = [eT el ]T, ¢ uniformemente globalmente assintoticamente estdvel
(GAS).

Prova: ver Apéndice G2 [ |
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De acordo com a Proposicao o sistema em malha fechada ([G29) ¢ GAS.
Portanto, a Hipdtese é satisfeita.

Como ¢ considerado que apenas medidas de posicao estejam disponiveis, a saida
v = é nao é mensuravel. Deste modo, para poder implementar a lei de controle
(EZ3), a saida v pode ser estimada através de um filtro de avango descrito por:

- Lo Leody,
S (6.30)
ﬁe = ¥+ —q
i

Seguindo a formulagao apresentada em (EI0), a lei de controle usando a estima-

tiva 7, ¢ dada por:
7= —Kye — Kg(De +d,) + Yaf + Y0 + Ule, 0 + d,) (6.31)

Suponha que o majorante d, da perturbacao de saida d, seja conhecido, satis-
fazendo assim a Hipdtese A Agrupando os termos provenientes da perturbagao
de saida d, com o termo incerto Ydé, a lei de controle (E31]) pode ser reescrita da
seguinte forma:

T=—K,e — KqU. + Y40 + d. (6.32)

onde:

de = —Kud, +Ule,ve + d,) + Yy0 (6.33)

Como os majorantes d, e f sdo conhecidos, pode-se verificar que a perturbacio d,
é uniformemente limitada, e um limitante superior d. > d,(t), vVt pode ser determi-
nado.

Definindo o erro de estimagao do filtro de avango de fase como €.(t) = () —é(t),

a lei de controle (E32) pode ser reescrita como:
T = —er — Kde — KdGe —+ Yd9 -+ de (634)
Substituindo a lei de controle (E34)) em (E2Z3), tem-se:

€= Mﬁl(q) [_C(Q7 q>€ - fD(Q7 q) + fD(Q7 qd) - er - Kde - Kdee - he =+ de]
(6.35)
onde a perturbagao de entrada d. é definida em (E33). A dindmica do erro de

estimacao do filtro de avango pode ser descrita por:

1
o= ——€ — ¢ (6.36)
W
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A . T
Deste modo, a dinamica do sistema completo do erro, com estado X, = [xT ET]

e €e
pode ser descrita por (E30) e (630).

Considere o sistema ([B23)) com lei de controle dada por (E30) e (E3F). De
acordo com o Teorema B2, se os ganhos K, e K, forem suficientemente grandes
e se o parametro p for suficientemente pequeno, entao o sistema completo do erro
descrito por (B30) e (E30), com estado X, é ISS com respeito a perturbacdo d.,
satisfazendo, assim a Hipdtese Além disso, o estado X, converge num tempo

finito T para o seguinte conjunto compacto:

Dr:={X, e R™:|X,| < R},

onde R = v4(de) + K, 74 € Koo € K é uma constante positiva que pode ser arbitraria-
mente pequena. Deve ser ressaltado que este resultado ¢é valido para qualquer valor
de d,. finito, portanto, ndo hé restricoes sobre a magnitude da perturbacao d,, que
deve ser apenas uniformemente limitada.

A Proposicao apresenta um majorante para o sinal €, quando o estado com-

pleto do erro se encontra dentro do conjunto compacto Dg.

Proposicao 6.2 Considere o sistema (Z3), (6230) e ([G31). Se | X.| < R,Vt > Tk,

entao o sequinte majorante para o sinal € pode ser obtido:
|Ereall < C2 (6.37)

onde Cy é uma constante positiva.

Prova: ver Apéndice [3 [ |

A Proposigao B3 apresenta um majorante para o erro de estimagao €., utilizando

o resultado obtido na Proposicao B2

Proposicao 6.3 Considere o sistema (623), (6230) e (G231). Se | X.| < R,Vt > Tk,

entdo existe um tempo finito T > Tg, tal que:
leciza| < é (6.38)

onde €, = nCs e Cy € uma constante positiva definida na Proposicao [6.2.

Prova: ver Apéndice [ [ |

140



A partir do resultado obtido na ProposicaoE3 e como o majorante d, é arbitrario,
é possivel verificar que a Hipotese também ¢é satisfeita.

Considere, agora, a lei de controle dada por:
7= —Kpe — Kb, + Y0 + Y0 + Ule,p,) (6.39)

onde 7, é definida em (BIH). A estimativa 7. do filtro de avango é dada por (G30),
e utilizando um RED de primeira ordem para cada saida e;, 7 = 1,...,n, tem-se
que:

@=1,  w=-X|G—e|* sgn(@G—e;))+d,

(1 =-M sgn(¢ —vp),

Logo, a estimativa 2, pode ser obtida do seguinte modo:

(6.40)

b= ¢ ...

A funcao de chaveamento a(7,.) é definida em ([E20), com d, = uKg, onde Kp
é um parametro de projeto que deve ser escolhido de forma que d, — A > €. Como
da € € sdo de ordem p, é natural considerar que A também seja de ordem p sendo
dada por A = uKa. Logo, para satisfazer a condigao ([B22) do Teorema B], os

parametros Kr e Ka devem ser escolhidos tais que:
Kr > 20, + Ka

Considerando que a perturbacao de saida d, presente no filtro de avango seja pro-
veniente apenas do esquema de chaveamento proposto, i.e. d, = d,, tem-se que
d, = d, = uKg, satisfazendo a condicao (EZI) do Teorema Il Esta escolha é
consistente com a Hipdtese B, uma vez que €, < d, =d,.

Aplicando o Teorema é possivel concluir que o sistema ([EZ3) com lei de
controle (E30) e (E39) e funcao de chaveamento a(#,.) definida em (B2¥) é GApS
e que todos os sinais do sistema em malha fechada sao uniformemente limitados.
Além disso, ap6s algum tempo finito, a estimacao da saida v passa a ser exata, sendo
feita exclusivamente pelo RED (a(#.) = 0), e o estado z. = [e” éT}T converge

assintoticamente para zero.
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6.6 Resultados de Simulacao

Nesta secao, serao apresentadas simulacoes numéricas para verificar os desenvolvi-
mentos tedricos. Novamente, considera-se o manipulador real, denominado de Bar-
rett Whole Arm Manipulator (WAM), apresentado na Segao EZl Na configuragao
considerada (dois graus de liberdade), o modelo dinamico completo deste manipu-

lador ¢ dado por:
M(q)§+ C(g,9)q + CF.G+ feld) =7,
sendo que M(q), C(q,q), (F, sdo definidos em (Z5Z) e o atrito de Coulomb f.(¢),

que ¢é visto como uma dinamica nao modelada, é definido por:

1.50sgn(q1)
0.71sgn(gz)

felq) =

A mesma trajetéria desejada considerada no Capitulo B é escolhida:

0.8 sin(?)
qa(t) = ' (rad)
0.8 sin(?)

Conforme visto anteriormente, para assegurar rastreamento exato é necessario

utilizar a seguinte compensacao feedforward:

Y (qa: Ga, 4a)0 = M(ga)Ga + C(qa; 4a)da + CFoda
sendo que Y (qq, 44, Gg) € R**® é a matriz regressora desejada, dada por:

(jd1 (Qéid1 + q.dg) COS(ng) - (2%2%1 + q§2) Sin(ng) (jdg le (6 41)
0 (jd1 COS(qu) + Q§1 Sin(ng) del + q.dg 0 ng

e 0 € R? é um vetor constante de parametros, dado por:
0" =[1.35 0.05 0.25 0.88 0.66]

No entanto, nesta simulagao é considerado que o vetor de parametros # seja des-
conhecido. Desta forma, nao sera utilizado um termo de compensagao feedforward
nominal no sinal de controle. Por outro lado, supoe-se o conhecimento do majorante

¢y, que satisfaz a desigualdade 6| < c.
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Para garantir rastreamento exato, o termo de controle vetorial unitario tem que
ser capaz de sintetizar o sinal Y (qq, 4q, Gq)0, além de rejeitar o termo f.(¢) proveni-
ente do atrito de Coulomb. Desta forma, a funcao de modulagao do termo UVC é

projetada como:

o(t) = }Y(Qd(t)a da(t), Ga(t)) ’ co+ fe
sendo que ¢y = 2 e f. = 1.5. De acordo com (628), o termo UVC ¢ dado por:
é+ea20(e)

U(@, 6) = _Q(t> T ’
V(e +220())7 (6 + e26(e))
sendo que ¢(e) = ¢, g% + A%ﬁ Os parametros ¢, e Ay, sao utilizados na
geer e

andlise para se obter um majorante para a dinamica residual do robo, definida em
&23), pag. B8 Deste modo, sé é necessario que o valor destes parametros seja
maior do que aquele que foi considerado na analise. Portanto, assume-se que ¢, e
Ay, sejam dados por:
Cp = 1; Ah =95

Os parametros €, ¢, K, e Ky foram ajustados por meio de simulacoes numeéricas,
de modo a respeitar as condi¢oes impostas pela analise e a0 mesmo tempo tentar
melhorar o desempenho do esquema de controle proposto. Além disso, procurou-se
nao modificar muito o valor dos ganhos do controlador PD para possibilitar uma
comparacao com os resultados apresentados na Secao Os parametros foram

selecionados como:
ga=1; ¢=0.5; K,;=diag{15,15}; K, = diag{45,45}

O filtro de avanco de fase, utilizado para implementar o GRED, pode ser descrito

por (BE30). A constante de tempo deste filtro é escolhida como:
w=0.002

Como o manipulador possui dois graus de liberdade, o seguinte RED de primeira

ordem pode ser utilizado:

. 1
CG=v,  vh==Ag|¢—ex]? sgn((s—er)+(f,
| (=M sgn(¢ —vp),
1
N2 |2 —ea]? sgn(C2—ea)+(2,

| =2 sgn(c ).

(6.42)

2.2 2
Co ="p, Vo
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Neste caso, a estimativa 7, do RED é dada por:
=[G (6.43)
Os parametros do RED sao ajustados do seguinte modo:
M= =15Cy M =XN=11Cy; Co=10

Adotando o procedimento sugerido no Capitulo B, os parametros da fungao de cha-

veamento (E20) sao escolhidos como:

de = 100; A =50u

As mesmas condigoes iniciais escolhidas na Segao () sao consideradas:

q(0)=[15 —0.75]" (rad), ¢(0)=[1 1.5]" (rad/s), 19(0):—%6(0)

As condigoes iniciais do RED sao escolhidas iguais a zero. Para realizar a integragao
numérica é utilizado o método de Euler com passo de integracio igual a h = 1075,
Para facilitar, os parametros utilizados na simulacao sao apresentados na Tabela B.1]

Observando a Figura pode ser verificado que o esquema de controle pro-
posto ¢é capaz de garantir rastreamento exato, mesmo com incertezas paramétricas e
dindmicas ndo modeladas. Nas Figuras B4(a) e G4I(b) pode ser visto que, apés um
processo transiente, apenas o RED ¢é selecionado pelo esquema de estimacao hibrido,
conforme previsto na teoria. O sinal de controle é apresentado nas Figuras [£4)(c)
e B4(d). Além disso, na Figura mostra-se que o estado completo do erro X,
converge para zero, conforme esperado.

Comparando os graficos apresentados na Figura com os da Figura [Z3], pode
ser visto que o desempenho dos controladores é bastante similar. Por outro lado,
o esforco de controle utilizado pelo esquema considerado nesta se¢ao é maior do
que aquele utilizado pelo controlador da Se¢ao [Z3], conforme pode ser verificado nas
Figuraslidle Porém, deve ser destacado que o esquema de controle da Secao
é projetado considerando o conhecimento do vetor de parametros #, nao sendo capaz
de fornecer rastreamento exato caso o atrito de Coulomb seja incluido no modelo

dinamico do WAM.
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TABELA 6.1: Parametros utilizados na simulagao numérica apresentada

Secao

na

Elemento

Valor

Atrito de Coulomb (dindmica nao modelada)

fe(q) = [1.5sgn(g1) 0.71sgn(g)]

Sinal de Entrada

qa(t) = [0.8sin(t) 0.8sin(t)]

Controle Vetorial Unitério: (G20) e (E27)

62:1, §:0.5, Ch:1, Ah:'f)

Funcao de Modulagao:

o(t) = Y (qa(t), Ga(t), Ga(t)) | co + fe

Y (¢4, 4 Ga)definida em (G2T),

co=2 f.=15

Controlador PD

K, =diag {45, 45} ,
K;=diag{15,15}

Filtro de Avanco (630)

p = 0.002

RED (E22)  (623)

A =X=150,"%

5 =10
A=\ =110y,
Funcao de Chaveamento (E20) do=100p, A=50p
o 2(0)=[15 —0.75)" 4(0)=[1 1.5]"
Condicgoes Iniciais
9(0) = —Le(0)

Integragdo Numérica

Método de Euler: h = 107°

t(s)

FiGuraA 6.3: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD +

UVC + GRED: Rastreamento: (a) (- -) posi¢ao desejada gq e (—)

posicao ¢; (rad); (b) (- -) posicao desejada gq, e (—) posicao ¢y (rad)
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<05 205

t(s) t(s)

FiGuraA 6.4: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD +
UVC + GRED: (a) Comportamento temporal da fun¢ao de chavea-
mento a(,;); (b) Trecho Ampliado do Sinal «(%); (c) Sinal de Controle
u; (d) Trecho Ampliado do Sinal u(t)

2
_af :
=
ot s TmEE=——
_1 I I I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
4
2k
2 of T
_ZW\ 1 1 1 1 ]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0.1;
|
o of o
_0.1 1 1 1 1 1 1 1

t(s)

F1GURA 6.5: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD +
UVC + GRED: (a) Trecho Ampliado do Sinal e(t) (rad): (—) ey e (-
-) e2; (b) Trecho Ampliado do Sinal é(t) (rad/s): (—) é1 e (- -) é2; (c)
ee(t) (rad/s): (—) €, e (- -) €,
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6.7 Conclusoes

Neste capitulo, o esquema de estimacao hibrido, denominado de GRED, foi gene-
ralizado para uma classe mais abrangente de sistemas nao-lineares, multivaridveis e
incertos com grau relativo global, uniforme e arbitrario. Considerando um contexto
mais amplo, foi mostrado que o GRED pode ser implementado utilizando qualquer
estimador convencional, desde que este garanta que o sistema completo do erro seja
ISpS com respeito a uma perturbacao na sua saida. A idéia principal foi explorar
esta propriedade para projetar um esquema de chaveamento, que combina o RED
com o estimador convencional, de forma a assegurar estabilidade global e garantir
rastreamento exato.

Além disso, foram apresentadas condigoes suficientes para que o GRED possa ser
empregado com sucesso, neste contexto mais amplo. Em seguida, mostrou-se que
uma importante classe de sistemas de Euler-Lagrange com n graus de liberdade
controlada por um PD causal, implementado utilizando-se um GRED, com um
termo de compensacao feedforward nominal, em conjunto com um termo de controle
vetorial unitario, satisfaz tais condigoes. O termo UVC ¢ utilizado para lidar com as
incertezas paramétricas do termo de compensacao feedforward, podendo também ser
utilizado para rejeitar perturbacoes limitadas, desde de que a fungao de modulagao
seja escolhida de forma apropriada. Desta forma, foi provado que é possivel garantir
rastreamento global e exato para esta classe de sistemas para o caso em que o modelo

dinamico seja incerto, usando apenas realimentacao de saida.
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, o problema de rastreamento de trajetéria para sistemas nao-lineares
foi abordado. Foram propostas estratégias de controle via realimentacao de saida ca-
pazes de assegurar convergencia global do erro de rastreamento para zero, mantendo
todos os sinais do sistema em malha fechada uniformemente limitados.

Inicialmente, foi considerado o problema de rastreamento global para uma im-
portante classe de sistemas de Euler-Lagrange com n graus de liberdade. Através
de uma analise de estabilidade detalhada, foi provado que um simples controlador
PD causal com compensacao feedforward torna o sistema completo do erro uniforme-
mente globalmente assintoticamente estavel. O resultado foi obtido assumindo, ape-
nas, a existéncia do amortecimento natural, que pode ser arbitrariamente pequeno.
Porém, deve ser destacado que esta estratégia de controle sé é capaz de assegurar
rastreamento exato, na auséncia de perturbagoes e de dinamicas nao modeladas e
se 0 modelo dinamico for perfeitamente conhecido. Além disso, o limitante para a
constante de tempo do filtro de avanco, necessario para garantir convergéncia global
do estado do sistema completo do erro, fornecido pela analise é, em geral, bastante
conservativo.

Para abordar o problema de rastreamento global e exato para sistemas com mo-
delo dinamico incerto foi proposto um esquema de estimacao hibrido, denominado
de GRED, que combina um diferenciador baseado em modos deslizantes de ordem
superior com um estimador convencional. Este esquema de estimacao foi utilizado
inicialmente em conjunto com um controlador por modos deslizantes para uma classe

de plantas nao-lineares, monovariaveis e incertas, com grau relativo global, uniforme
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e arbitrario. Através de uma andlise de estabilidade, foi provado que esta estratégia
de controle torna o sistema completo do erro uniformemente globalmente exponen-
cialmente estavel com respeito a um pequeno conjunto residual, além de assegurar
convergencia global do estado do sistema do erro para zero. O principal problema
desta estratégia ¢ a sua sensibilidade a ruidos de medigao, que provocam uma de-
gradacao significativa no desempenho do esquema de controle.

Em seguida, considerando um contexto mais amplo, foi mostrado que o esquema
de estimagao proposto poderia ser utilizado em diferentes estratégias de controle.
Além disso, foi mostrado que o esquema de chaveamento utilizado pelo GRED po-
deria ser implementado com qualquer estimador, dado que este fornega uma pro-
priedade de estabilidade global pratica para o sistema em malha fechada. Também
foram apresentadas condicoes suficientes para que o GRED possa ser aplicado para
uma classe mais abrangente de sistemas nao-lineares, multivariaveis e incertos com
grau relativo global, uniforme e arbitrario, garantindo rastreamento global e exato.
Para ilustrar, foi mostrado que o problema de rastreamento global e exato para
a classe de sistemas de Euler-Lagrange considerada também poderia ser resolvido
no caso incerto, utilizando o GRED. A estratégia de controle proposta consiste em
utilizar um controlador PD causal, cujo termo derivativo ¢ implementado através
de um GRED, em conjunto com um termo de compensacao feedforward nominal, e
utilizar um termo de controle vetorial unitario, também implementado através de
um GRED, para rejeitar as incertezas e perturbacoes de entrada limitadas presentes
no sistema.

Por fim, deve ser registrado que as hipoteses consideradas nos Capitulos Bl e @ sao
bem restritivas, nao sendo satisfeitas por muitos sistemas nao-lineares de interesse.
Por este motivo ¢ interessante tentar reduzir o conjunto de hipoteses necessarias para

o projeto do controlador, com o objetivo de ampliar a classe de sistemas abordada.

7.1 Trabalhos Futuros

Os seguintes topicos de pesquisa para a continuacao deste trabalho sao propostos:

1. Extensao do controlador GRED-SMC :

Um tema interessante de pesquisa seria estender o controlador GRED-SMC
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(proposto no Capitulo H) para plantas multivaridveis. A idéia bésica seria
substituir a lei de controle utilizada por outra lei baseada no controle vetorial
unitario. Esta extensao pode, provavelmente, ser obtida utilizando os desen-
volvimentos apresentados em (Hsu et al. 2002, Hsu, Peixoto, Cunha, Costa &

Lizarralde 2006) e os resultados apresentados no Capitulo B

. Ampliacao da classe de sistemas de Euler-Lagrange:

Em (Angeli 1999), considerando o problema de regulagao, foi mostrado que
a propriedade de ISS poderia ser obtida para manipuladores com juntas
prismaticas e de revolugao, utilizando um controlador PD nao causal (que
utiliza medidas de velocidade) com um ganho proporcional ctiibico. Aparente-
mente, por meio de desenvolvimentos similares aos apresentados na Secao
é possivel estender este resultado, considerando apenas realimentacao de
posicao. Além disso, espera-se que usando a técnica de andlise ISS-requlator
approach, seja possivel provar rastreamento global para esta classe mais abran-

gente de manipuladores.

. Reducao do Conservadorismo:

Conforme foi evidenciado pelos resultados de simulacao apresentados no
Capitulo B, a constante de tempo do filtro de avanco de fase pode ser sin-
tonizada com um valor muito maior do que aquele que seria permitido pela
analise. Desta forma, propoe-se a elaboracao de novas técnicas de analise e de
outras funcoes de Lyapunov, para reduzir o conservadorismo do limitante para
a constante de tempo do filtro de avanco de fase que assegura a convergéncia

global do estado do erro.

. Resultados Experimentais:

Outro tema de pesquisa interessante seria testar experimentalmente o desem-
penho da estratégia de controle proposta para sistemas de Euler-Lagrange
incertos, apresentada na Secgao B0 investigando a influéncia de problemas
praticos de implementacao, tais como: ruido de medi¢do (e.g. quantizagao),
dinamicas e perturbagoes nao-modeladas, discretizagao do controlador, chat-

tering, dentre outros.
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5. Sistemas com nao-linearidades de setor nos estados nao medidos:

A partir dos desenvolvimentos apresentados nos Capitulos Bl e B, espera-se
que uma solucao possa ser obtida para o problema de rastreamento global e
exato para uma classe de plantas com nao-linearidades de setor nos estados nao
medidos, que apresentem a mesma propriedade de passividade considerada em
(Aamo et al. 2001, Arcak & Teel 2002). Além disso, acredita-se que o problema
possa ser resolvido mesmo que o sistema apresente incertezas paramétricas
nestas nao-linearidades, contanto que as nao-linearidades sejam dissipativas.

Para ilustrar este topico de pesquisa, considere o seguinte exemplo:

T1 = @Tg
y = 1

onde y é a saida medida e 6 € [1,3]. Como o parametro § é suposto como
sendo positivo, a nao-linearidade ¢(z3) = —fx3 atua no sentido de estabilizar

o sistema.
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Apendice A
Trabalhos Publicados

Esta secao destaca e apresenta uma breve descricao das principais publicagoes rea-

lizadas até este momento:

1. No artigo publicado em congresso (Nunes et al. 2006), foi proposto um contro-
lador por modos deslizantes baseado num estimador hibrido, denominado de
GRED, para resolver o problema de rastreamento global e exato para plantas
lineares, monovariaveis e incertas com grau relativo arbitrario. Neste artigo,
foram apresentados resultados experimentais e de simulagao para validar os
resultados tedricos obtidos e para comprovar a viabilidade da implementacao
pratica do esquema proposto. O resultado obtido foi consolidado no artigo
aceito para publicagdo em periddico (Nunes et al. 2009), que apresenta o es-
quema de controle de uma forma mais clara e concisa, além de fornecer uma
nova prova de estabilidade baseada em métodos de Lyapunov e nos conceitos

de estabilidade no sentido entrada-estado.

2. No artigo publicado em congresso (Nunes & Hsu 2006), foi mostrado que o
esquema de chaveamento do GRED poderia ser implementado utilizando um
HGO no lugar do filtro de avanco de fase. Considerando um contexto muito
mais amplo, o artigo publicado em congresso (Nunes et al. 2008b) apresentou
uma tentativa preliminar de se generalizar o GRED para sistemas nao-lineares

multivariaveis e incertos.
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3. O problema de rastreamento para sistemas nao-lineares, monovariaveis e in-
certos com grau relativo arbitrario e direcao de controle desconhecidaﬂ foi
tratado no artigo em periddico (Oliveira, Peixoto, Nunes & Hsu 2007). Neste
artigo, foi realizada a andlise tedrica de estabilidade de um controlador por
modos deslizantes para plantas nao lineares em que as nao-linearidades foram
encaradas como perturbagoes de um subsistema linear e incerto, podendo ser
dependentes do estado e possivelmente descasadas com o sinal de controle. A
classe considerada inclui plantas triangulares nos estados nao medidos e com
crescimento linear. Para tratar do problema do desconhecimento da direcao de
controle um esquema de estimagao baseado em uma funcao de monitoracao foi
proposto. Para assegurar rastreamento exato o GRED foi utilizado, obtendo-se

propriedades de estabilidade globais ou semi-globais.

4. Nos artigos publicados em congressos (Nunes, Hsu & Lizarralde 2008a, Nunes
& Hsu 2008), foi provado que um simples controlador PD causal é capaz de re-
solver o problema de rastreamento global e exato para manipuladores robéticos
com n graus de liberdade e juntas de revolucao. O resultado é obtido consi-
derando, apenas, a existéncia do amortecimento natural e o conhecimento do
modelo dinamico do manipulador. Este resultado foi consolidado no artigo
aceito para publicagdo em periédico (Nunes & Hsu 2009). Neste artigo, o
resultado foi estendido para uma classe mais abrangente de sistema de Euler-

Lagrange, que inclui navios, veiculos submarinos, dentre outros.

5. No artigo publicado em congresso (Nunes et al. 2008b), uma solu¢ao para o
problema de rastreamento global e exato para uma classe de sistemas de Euler-
Lagrange incertos foi proposta. A idéia principal foi utilizar um controlador
PD implementado utilizando-se um GRED em conjunto com um termo de
compensacao feedforward nominal e um termo de controle vetorial unitario

para rejeitar perturbacgoes limitadas e incertezas.

!Para plantas SISO a direcdo de controle é o sinal do ganho de alta freqiiéncia da planta
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Apendice B

Nocoes Basicas de Geometria

Diferencial

O conceito de variedades ¢ um dos conceitos mais importantes em Geometria Di-
ferencial. Falando de modo grosseiro, as variedades podem ser entendidas “local-
mente” como espagos vetoriais, embora sejam globalmente superficies curvas. Dentre
os exemplos de variedades presentes no nosso cotidiano, pode-se destacar a superficie
da Terra que é “localmente plana”, mas globalmente curva.

A nocao intuitiva de que as variedades sao “localmente planas”, pode ser enten-
dida da seguinte forma: estes espacos “localmente planos” podem ser gentilmente
planificados, de forma a se tornarem espacos vetoriais. Através deste entendimento,
pode-se verificar que um cone nao pode ser classificado como uma variedade suave,
ja que nenhuma vizinhanca do vértice do cone pode ser vista como um plano.

Neste capitulo serao apresentados conceitos e defini¢oes formais para tratar esta

nocao intuitiva de maneira rigorosa do ponto de vista matematico.

B.1 Variedades Suaves e Mapas Suaves

Sejam U C R¥ e V C R! conjuntos abertos. Um mapeamento f : U + V é chamado
de suave, se todas as derivadas parciais de qualquer ordem existem e sao continuas.
De forma mais genérica, se X C R¥ e Y C R! sdo subconjuntos arbitrarios de espacos
euclidianos (nao necessariamente abertos), entao a fungdo f : X — Y é chamada

de suave ou diferenciavel se existe um conjunto aberto U C R* que contém X e um
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mapeamento suave F : U — R! que coincide com fem UNX. Se f: X — Y e
g 'Y — Z sao suaves, entao a fungao composta h = go f : X +— Z também serd

suave.

Definicao 8 Homeomorfismo: Uma funcao f : X +— Y € dita como sendo um

homeomorfismo se f é uma fung¢ao continua e injetiva com inversa f~* continua.

Definicao 9 Difeomorfismo: Uma funcgao f: X — Y é dita como sendo um difeo-

morfismo se f é um homeomorfismo e tanto f quanto f~! sdo funcoes suaves.

Definicao 10 Variedade Suave de Dimensdo m: Um subconjunto M C R¥ ¢é cha-
mado de variedade suave de dimensao m se para cada x € M existe uma vizi-
nhangca W N M (W C RF), que é difeomdrfica a um subconjunto aberto U C R™
(Sastry 1999).

Um difeomorfismo ¢ de U em W N M é chamado de parametrizacao e sua inversa
11 ¢é chamada de sistema de coordenadas em W N M. Estas definicdes estao

ilustradas na figura [B]l

Ficura B.1: llustragao da Definicao de Variedade.

Exemplos:

1. O circulo unitdrio S* C R? definido por {(cosf, sinf), 8 € [0, 2]}

2. O plano M C R3 definido por {(z,y,2) : ax + by + cz = 0,¢ # 0} é uma vari-
edade suave. De fato, o difeomorfismo ¢ : U — W N M (U =R? e W = R?),

(u,v) — (u,v, i bv)
c

¢ uma parametrizacao para todo ponto p € M.

definido por

166



3. A esfera unitdria S? C R? definida por {(z,y,2) : 2> +y?+ 22 =1} é uma

variedade suave de dimensao 2. De fato, o difeomorfismo
Uyt (u,v) — (u,’u,\/l — u? —'02)

para u? + v? < 1 parametriza a regiao {S*N(z > 0)}. Intercambiando os
papéis de x,y, z e o sinal da raiz é possivel cobrir toda a esfera S?, conforme

pode ser visto na figura

FIGURA B.2: Parametrizacao da esfera unitdria S°.

4. Diversas variedades suaves sao geradas da seguinte forma:

Teorema B.1 Sejam fi,..., fm, m < n, funcoes suaves no R" (ou em um
conjunto aberto do R"™). Defina N = {x € R": fi(z) =--- = f(x) =0} e
assuma que o posto da Matriz Jacobiana f = (fi,..., fm)"
onG) | oh)
of@) | s
Ox
Ofm(z*) Afm(z*)
ox1 e OTn

é m para cada x* € N. Entao N é uma variedade suave de dimensao n —m.

Prova: A prova deste Teorema € baseada no Teorema da Fungao Implicita

e pode ser encontrada em (Nigmeijer & van der Schaft 1990)

B.2 Mudanca de Coordenadas

Seja M uma variedade suave. Considere ¢ : U — M e ¢ : V +— M duas pa-

rametrizacoes locais de M, conforme pode ser visto na figura B3 Seja W =
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Y(U) N o(V) # 0. Entao a fungdo de transigdo em mudanga de parametros
h=¢ toyy: Uy —Vy, U =91 (W)eV;=¢ (W) éum difeomorfismo.

V
= )

FicurA B.3: Mudanca de coordenadas.

B.3 Espaco Tangente

Seja M uma variedade suave. Um mapa diferenciavel a : (—¢,¢) — M é chamado
de curva diferenciavel sobre M. Assuma que a(0) = p e seja D o conjunto de fungoes
sobre M que sao diferenciaveis em p € M. O vetor tangente a curvacemt =0 ¢ a
fungao /(0) : D — R dada por

o)) = M2 e p

t=0

Um vetor tangente em um ponto p € M é o vetor tangente em ¢ = () de alguma
curva « : (—¢,¢) — M com «a(0) = p (Carmo 1976)

Considere uma variedade suave M de dimensao 2. FKEscolhendo uma parame-
trizagdo x : U — M numa vizinhanga de p = x(0,0), a fungao f e a curva a podem

ser expressas por f(u,v) e (u(t),v(t)), respectivamente. Portanto,

JOV(f) = d(fdj a) = d(f(U(:l)tav(t))) )

— /(0) (g—i)o +0/(0) (%)0 = {u’(o) (5’%)0 +0'(0) (6’%)0} (/)

Isto sugere que, dadas as coordenadas (u,v) em torno de p, o vetor tangente em

p que mapeia a funcao f em (%)0 ¢ denotado por (%)0. Um significado similar
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¢ conferido para o simbolo (%)0. Deve ser ressaltado que (%)0, (

0

%)0 podem ser

interpretados como os vetores tangentes em p das “curvas coordenadas”
u— x(u,0), v—z(0,v)

respectivamente, conforme pode ser visto na figura [B-4]

FiGUurA B.4: Espaco Tangente de uma variedade suave de dimensao 2.

Da discussao acima, segue que o conjunto de vetores tangentes em p, com as
operacoes usuais para fungoes, formam um espago vetorial de dimensao 2, chamado
de espaco tangente 1, M a variedade M em p.

Se z : U — M é uma parametrizagao local de M em p, com z(q) = p, q € U,
entao {(a%)q, (%)q} ¢ uma base de T,M para qualquer p € z(U). Esta base é
chamada de base associada a parametrizacao z. No caso de variedades de dimensao
m o espago tangente T,M sera um espago vetorial de dimensao m (Carmo 1976).

Para ilustrar este conceito considere a esfera unitdria S?. Utilizando a parame-

trizagao ¥ : (u,v) — (u,v, V1 —u? —v?), u?+v? <1, apresentada na se¢ao [B1],

pode se obter a seguinte base para o espago tangente 7T),5?

1 0
0 , 1
\/l—;TQL—UQ \/l—:tg—ﬁ

onde: p € {S?N(z>0)}.
Observando que o vetor normal & esfera S? em um ponto p é dado por N(p) = p,
pode se verificar, facilmente, que os dois vetores da base associada a parametrizacao

11 sdo ortogonais & N(p). Logo, sao tangentes a esfera S? no ponto p.
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Apéndice C

Proposicoes Auxiliares e Provas
das Proposicoes e Lemas do

Capitulo

C.1 Prova da Proposicao 2.1]

Pela Propriedade EZJ1, a funcao Vi(x) pode ser limitada inferiormente por:

2 e du(M) gl 4]
1+l

Completando o quadrado no termo entre colchetes e como |G|* /(1 + |G*) < |4/,

pode-se verificar que para 1 < /Ay (M)A (K,) /220 (M), tem-se:

1 o 1 1 o .
Vi 2 2 An(M) [qF 5 m (B) |01+ 5 o (Ba) 21+ |2 A (M) |g]

1 . 1 _ 1 N
Vi = (M) Gl () 3 + i) [0

Portanto, Vi(z) > a,(|z|), onde a;(r)=r1r* € Ky com k; definido em (EITI).
A funcado Vi(x) pode ser majorada superiormente por:

1
V< 5ngP@

onde 77 = [|g| |4 |7|] e P, é definido em (ZIZ). Logo, Vi(x) < @;(|z|), onde
a1 (r) = Kkor? com ko definido em [ZTZ). Como a;(|z]) e @i(|z|) € Ks, pode-se

concluir, pela Definigao B, que Vi(x) é uma funcdo de armazenamento suave. [ |
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C.2 Prova do Lema 2.1

Derivando V; com respeito ao tempo e usando a Propriedade Z4], segue que:

. PM@d V@i it
Vi = i R = o gy 4 o DD (TN G0
V1+d5g \/1+qTq V1+3d5q
L FCedR)i | K K (@M@
3

13
VI+7G \/1+q Vrdd L (@)

A partir das Propriedades 11, e Z8 tem-se:

' Kpq 4| A (M) + e g P

Ve e T e

1
V< ——CqTqu 57 TKo—e

DOl o [OnEN | QulBlal ) [OnBE
1+ )" ! VI '

KDl |]

1 2
— 2Ky [P — e P22
[2 L

Completando os quadrados nos termos entre colchetes, obtém-se:

TEA (@D teld @DIEF e
VI+iq  (1+¢7)%?
4| ¥

NiEx T

Usando o fato que 1/1/1+1g> < 1, |g] /y/1+]d* < 1, g/ (1+]g%) " <1, para

. 1 1
Vi < —=C¢'Fg— =0T Ko — e ——2—
1 S QQCJ q 9 d 1 1—|—ng
A2 (F, A2 (K. 7l
%%(c W(E) | N d>) al

d2+€
An(F)) T 20n(Ka) ) 1+ |4 4 + e e

2+

Am(Fy)

todo ¢ € R", o seguinte resultado pode ser obtido, para ¢; suficientemente pequeno

. 1 1 1 ~T](
Vi < —=(q"Fog— ST Kgp d| + |d|? C.1
1 S =00 Fog — 5 Kab — e \/7—|—/€3(‘|—|—‘|) (C.1)
onde k3 é definido em (IH). Notando que em ([CTJ)
1 1 1 K ~12 12 12
—CdT Fug = 50T K — g —=e < lg” + |gl” + [7]

2 v1+q N P P
com k4 definido em (ZI6), é possivel concluir que a desigualdade (ZI4]) é valida.

Portanto, se &1 for escolhido tal que as desigualdades (2210) e (ZT3)) sejam satisfeitas,

entao, de acordo com a Definigao B, a fungdo de armazenamento suave Vi(z) é uma

funcéo de Lyapunov-ISS para o sistema em malha fechada (1)), Z4) ¢ Z4). MW
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C.3 Prova do Lema 2.2

A idéia é mostrar que o controlador PD causal com compensacao feedforward dado
por (ZT9) é equivalente ao sinal de entrada (EZ8]), considerado no caso da regulagao,
ou seja, a lei de controle para o caso do rastreamento é equivalente ao regulador PD
causal com uma perturbacao de entrada limitada. Desta forma, é possivel utilizar
os resultados obtidos no Lema Pl e no Teorema 1] para concluir que o sistema do
erro ¢ GApS.

De (I8), é possivel verificar que:

Do =D+ Dy, (C.2)

onde 7 é definido em (Z4)) e Uy corresponde a saida de um sistema ISS com uma
entrada limitada ¢;. Deste modo, a lei de controle definida em (ZI9) pode ser
reescrita como:
T=—K,q — Kgv + Kpqq — Kaqlq + Y40 (C.3)
Note que ([C3) é equivalente a (ZH) com ¢ = ¢ (¢- =0) e
d; = Kpqa — Kqvg + Yq0 (C.4)

Para simplificar a andlise apresentada na Se¢ao 231l a perturbagao de entrada
d = d; — g(q) foi considerada. Uma vez que |0y4(t)] < Ke ™ + |ga(t)| (para alguns
escalares positivos a, K e Vt) e usando as propriedadesZIe[Z8 o seguinte majorante

para a perturbagao de entrada d, que ¢ independente de u, pode ser obtido a partir
de (C4)
[d®)] < Ani(Kp) galyy + A (Ka)([dalpy + K) + Ant (M) |Gal o
er ldaliy + Cwr(Fo) ldalyy + 2kg < Ca, ¥t (C.5)

Portanto, de acordo com o Teorema 1], o sistema em malha fechada (1), (ZI8) e
E&T19), com estado z= [qTq'TﬁT]T, ¢ ISS com respeito a d. De (ZI4) e ([CH), segue

que Vi(z) <0, se |z| > a5t 0 01(Cy). Logo, é possivel concluir que (ver Lema 2.14 de

(Sontag & Wang 1995)):

|z(6)] < Be(lz(to)], £ — to) + 72(Ca) (C.6)

onde 3, € KL e v,(r)=a; ' o@, 0oa;' o0i(r) €Ks. De ([CH) e como os sinais qq,

4q e Ugq sdo uniformemente limitados, é facil mostrar que o sistema do erro (222) e
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E&Z7), com estado X, é GApS, i.e existem [, € KL e uma constante nao negativa
K. tais que:
|Xe(t)| S ﬁe(|Xe(tO)| at_t0)+Ke (C?)

Além disso, seja C,, uma constante tal que C, > a; o a;' o 01(Cy) + 7, onde
1 ¢ uma constante positiva, que pode ser arbitrariamente pequena, entao pode-se
concluir que o estado x converge globalmente num tempo finito 7;, para um conjunto
compacto e invariante D, := {z € R*"; V(z) < C,} (ver Segao 4.8 de (Khalil 2002)).

De [Z12), &I0), &I6), (C3) e como p é um parametro suficientemente pe-
queno, a constante C, é independente de p, i.e., é de ordem O(1) com respeito a
(. Na realidade, o valor desta constante é determinado pelos parametros do robo
e pelos sinais de trajetéria desejados, sendo O(1/¢?), onde ¢ pode ser um pequeno
parametro relacionado ao amortecimento natural do robo.

De ([Z9) pode-se verificar que:

1 2 1 .
Va(@)2 () af*+ L (M) 32+ S0 (K (C3)

| =

Dentro de D,, os seguintes majorantes podem ser estabelecidos:

4C,

lq(t)] < ) (C.9)
, 1C,

g(t)] < N (0) (C.10)
) 20,

(1)) () (C.11)

Com objetivo de melhorar o desempenho do rastreamento o parametro u deve
ser escolhido suficientemente pequeno. Entretanto, como pode ser visto em ((CITJ),
esta escolha gera um fenéomeno, comumente chamado de peaking, que consiste em
grandes amplitudes de pico nas variaveis de estimacao ¥ durante o transitério ini-
cial. Felizmente, este fenomeno tem uma breve duracao permitindo encontrar um
majorante para 7 independente de p quando o estado se encontra dentro de D,,.

De (E4) e (Z8) o comportamento temporal de © é dado por:

1 t 1
ﬁ(t):ez<”0>ﬁ(to)+/ lev@*f)q(g)dg (C.12)
to M

Como o sistema em malha fechada (E£8)) ¢ invariante no tempo, suas condigoes iniciais

podem ser consideradas t, = T},. Neste caso, a seguinte desigualdade ¢ valida para
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todo t > T,

o(t)| < %ei@m\/)\j(ﬁd) + \/A:Z\Z) (C.13)

Definindo o tempo de extincao de pico T}, como

T, = —uin(y/7) (C.14)

o seguinte majorante para v, que ¢ independente de y e védlido para todo t > T, +1T,

(1) < 1/%—0—1/% (C.15)

Deste modo, o estado do erro X, converge globalmente num tempo finito T para

pode ser obtido:

um conjunto compacto D := {X, € R*;|X,| < R}, onde T =T, + T, e R é uma

constante independente de 1 dada por:

404 QC< 4C< .
= \ / \ / 2’ / 2 K
R \/gmax{ )\m(Kp)+|qd\M, )\m(Kd>+ )\m(M>+ \qd|M+ 1/}

(C.16)
n

C.4 Prova do Lema

A derivada temporal de V5(z.) é dada por:

Va(ze) = — CeTFyé — eTKgé — éTKyeo — T he + 2207 ()M (q)é + 207 (€)CT (¢, ¢)é

- 52<¢T(€)Fvé - 52¢T(€)Kp€ - €2¢T(€)Kdé - 52¢T(€)Kd€e—€2¢T(e)he
(C.17)

onde as Propriedades e P4 foram usadas. Como o objetivo é provar que Va(X,)
¢ uma fungao de Lyapunov-ISS para o sistema ([222), os termos de ({CI7) que nao
podem ser imediatamente majorados serao estudados.

De (Z24)) e usando a desigualdade (Z31), o termo —é” h,, pode ser majorado por:
—eThe < cxldalay €” + léf [¢(e)] (C.18)

Usando o resultado obtido em (EZ34), o termo e,¢7 (¢)M(q)é pode ser majorado por:
£207 (€)M (q)é < 2e9dpr(M)epr/1 + A2 [¢]? (C.19)
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Notando que e2¢7 (e)CT(q, ¢)é = e2¢7'C(q, ¢)¢(e), e usando a Propriedade I8 tem-

se:
e20” (€)C7 (¢, 4)é < eact [aal oy el 0(e)] + 2cr [@(e)] e

onde o fato que |¢| < |ga—¢é| < |dal,, + |€] foi utilizado. De ([Z32), o termo
e207 (e)CT (q, ¢)é pode ser majorado por:

1 )
20" (€)C" (g, 4)é < eac1 |dalyy €] |6(€)] + e2c10n ?+Ai | (C.20)

Usando ([Z30) e Z33), o termo —eq¢” (€) Kpe pode ser majorado por:

1 3 K
—e90" (e) Kpe < —~ e/ 146202 ————
£20" (e)Kpe< 462)\ +< o Ve |6 (e)[*
\/ S \
(C.21)
Finalmente, de (Z24)) e ([Z31I), o termo —e5¢” (¢)h, pode ser majorado por:
—290" (€)he < €9¢1 |aly €] |0(e)] + &2 lo(e)]? (C.22)

Usando os majorantes ([CIR)- (), a derivada temporal V5(z.) pode ser majorada

por:

. ) .3, ) 1, ) ) ) ) )
Vo < — (el Fye — ZeTKde — [ZeTKde — M (Kaq) €] |ee] | + e |dal |e|2 + el |o(e)]

+ 289\ (M) cpy /146242 167 + 0 (Aar (K) + 261 [dalyy + SO (Fy)) [é] |6(e)]
W
4 2Ch\/ 2A2
1 A (K) \/1—|—g2A2\e|
— cep— P |g(e) [’ ——6 A (Ep)e ea]o(e)l”
272, ny/ 1+ 2A7 ? /1+§|‘

Completando os quadrados nos termos entre colchetes, tem-se:

+ eac10p 1+A2 el — [ [o(e)|’ —62/\M(Kd)|¢(6)||€e|]

2

: 6 |é‘ /\?\4(Kd) 2
Vy <— 52>\ e/ 1+e2A2— [|¢] |o(e)]] Q ) +/\m(Kd) €|

1462 |e|?
E9Ch\/ 1+ §2A%L/\?\/I(Kd)
+
Am(F5p)

lec|” (C.23)

Se os parametros K,, Ky forem escolhidos de forma que as condigoes (240)
e ([Z39) sejam satisfeitas, entdao @ serd positiva definida. De (C23) e usando a

desigualdade
lel” lef”

V1+2ler A1+ e
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pode-se mostrar que a desigualdade (Z243)) é satisfeita. Logo, pela Definigao Bl Va(z.)
¢ uma fungao de Lyapunov-ISS para o subsistema z.. Além disso, a desigualdade
&24), segue da Definigao [

De acordo com o Lema 22 a funcao as(|z.|) em ([ZZ3)) pode ser redefinida como
(1) =F7r?, com Rr = k7 /v/1+R2 Logo, dentro de Dg, o ganho ISS 7,(r) = k.,
com k, definido em (275

C.5 Prova do Lema 2.4

De (Z22)) e (2Z10), a derivada temporal de V3(e.) definida em (Z4d) é dada por:
. 1
Vs = —peeTee + e M~Yq) [C(q,4)é + CFoé + Kpe + Kgé + Kae, + he]

Usando a Proposicao 2 e as Propriedades 2l e [Z8, a derivada temporal de V5 pode

ser majorada por:

VAP {1 \Q—MWHG\}—F 2 Cl|é\2|€e|]

TR ETL S WAT) ! Nan
L e P~ 2¢1 [ Gal p+CAnr (Fo) + A (Ka) €l [e.] | 1 Au(Ka) &P
8 ° Am (M) ‘ A Ap(M) ¢
onde o fato que |¢| < |¢a|,, +1€é| foi utilizado. Apds completar os quadrados nos
) . Am (M)
termos entre colchetes, o seguinte resultado pode ser obtido para pu < Do ()
- Lo OulEy) +en)” 2o (2 ldaly +Cnr(F) + M (K)o
Ve < — —le. 2 2
2
g .14
C.24
+ sy 1 (C21

De ([C24)), é possivel mostrar que a desigualdade ([Z48) é valida. Portanto, de acordo
com a Definigao B, V3(e.) é uma funcao de Lyapunov-ISS para o subsistema €,. Além
disso, a desigualdade ([Z49)), segue da Definigao [II

Pelo Lema 2, a fungdo o3(p |2.]) pode ser redefinida por o3(ur) = pri1r?, com
K11 = kg + rigR?. Portanto, dentro Dg, o ganho ISS Ye(pur) = pker, onde ke é

definido em (Z20) ]
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C.6 Proposicao Auxiliar 1

Proposicao C.1 A norma 2 de um vetor x € R™, definida por
|l‘|: l‘%—l—..._'_l'%”

pode ser relacionada com a norma 3, definida por

1/3
2y = (o) + - 4 [za’)

através das sequintes desigualdades, vailidas para todo x # 0:

<vn

|3
<
R .

|

Prova:
3
|z]

1Pl < (e el 4 el f2]) = o = 721
21" 4o o

Considere a fungao f : R" — R definida por:
1P Pl et el
i+l e el

A derivada parcial da norma 2 de x com respeito a uma componente é dada por:

flxy, ... xy,)

) i
7T e i1, n
or; x|

Usando este resultado é possivel verificar que a derivada parcial da funcao f(z) com
respeito a uma de suas componentes é dada por:

0 3z || (x> + -+ + |zal®) = 3|z @ |z
f) _ 3o al (1 ) = Slelailal

2

Oz, (leaf + -+ )
T 3 3\ 2 i #0,0=1,...,n

ox; (‘xl‘ +~-+\9€n\)

A fungao f(x) atingird um valor maximo ou minimo quando todas as suas derivadas

parciais forem iguais a zero. Esta condicao ocorre quando
|lex|2: ‘xl‘?’—i_'“_'—‘xn‘?’a s€ Ty 7é07 1= 17"'7”

Desta forma, é possivel concluir que f(z) atingird um méximo ou um minimo se
3 . o o
|z1| = |22] = -+ = |x,]” = Kk, onde k é uma constante positiva. Substituindo na

funcao f(x), temos:

f("ia--'a’%):M:\/ﬁ

nK3
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C.7 Prova da Proposicao 2.4

Para se obter um limitante inferior para a funcao Vj(z), primeiramente, deve-se

analisar o termo ¢’ ¥(§q)q.

VY @Di=d.-@]| o . 0 =@l @’ >0
0 0 ¢ulgnl || Gn

Como ¢7¥(3)g > 0, este termo pode ser desconsiderado. Desta forma, seguindo

os mesmo passos apresentados na Prova da Proposicao Pl é possivel mostrar que
Vi(z) > ay(]z|), onde a,(r)=r11r* € Ko com k; definido em (ZII).

A fungao Vj(x) pode ser majorada superiormente por

1
Vi < 57 TPz + ¥yl + -+ U lanl,

onde 77 = [|g] |4| |7]] e Pi é definido em (ZIZ). Usando o resultado obtido na

Proposicao Auxiliar [C], pode-se concluir que

7?1 ‘Q1‘3+ . _'_wn ‘Qn‘?’ S wM |q‘37

Logo, Vi(x) <ay(|x]), onde ay(r) =ror? + yr?® € Ko com ky definido em (Z12).

Portanto, V() é uma fungao de armazenamento suave. [

C.8 Prova do Lema

Derivando V} com respeito ao tempo e usando as Propriedades e 241 segue que

o o e 2 e q"M(q)q
Vi=q"d—C¢q"Fud = "U(@)q + 30" U(QG + 2" U(Q)G — VT Kap + €1 (N)TN
3 3 +q q

_atd , 0(CTed) - CR)G dTEd dTY(@)d

1+qTq 1+¢%q V14+4%q 1+¢7q

{"Kav ( ()Q)( q)

/2

—
+
SN
~
L
—~
—_
+
bQ
Q
-

Note que ¥(§)§ = ¥(§)g. Desta forma, tem-se que:

SN

) . 2, IR RS
—q"V(q)q + qu‘I’(Q)q + qu‘I’(Q)q =0
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Utilizando este resultado a derivada temporal de Vj(z) se torna idéntica a derivada

7'¥(@)q
VHiTq

Como ¢"U(§)§ = ¥y |@1|* + - + ¢ |Ga]>. Usando o resultado obtido na Pro-

temporal de Vi (x), apresentada na prova do Lema ], exceto pelo termo —¢;

posicao Auxiliar I pode-se mostrar que ¥, (|G1]> + -+ -+ |Ga|?) > \/_ ™ 1G°. onde

m = min{¢y, ..., ¥, }. Desta forma, pode-se verificar que:

B R Y [
Vi S Vaviee
Deste modo, seguindo o mesmo raciocinio utilizado na prova do Lema 1] apre-
sentado na secao [C2 o seguinte resultado pode ser obtido para um &; suficiente-
mente pequeno:
T Lp 1 q"Kyq @/)m ] 3
Vi < ——Cq Fq——z/ Kdy—— W \/7

3

Ay (d] + |dP) (C.25)

|z 2
onde k3 é definida em (ZTH). Como WL < |z , € possivel concluir que Vj(x)
1+ |z

pode ser majorada por (Z64). Portanto, se €1 for escolhido tal que as desigualdades
[EZT10) e (ZI3) sejam satisfeitas, entdo, o sistema em malha fechada serd ISS com

respeito a perturbagao de entrada d(t). [ |

C.9 Prova do Lema

A prova deste Lema é praticamente igual a prova do Lema

De ([C2), a lei de controle definida em (263) pode ser reescrita como:
7= —Kyq— Kav — ¥(q)q + Kyga — Kava + ¥(qa)qa + Yab (C.26)

Note que ([C20) é equivalente ao sinal de controle ([Z&1l), com ¢ = ¢ (¢. = 0),

adicionado de uma perturbacgao de entrada limitada d; dada por:
di = Kpqq — Kavq + V(qq)qa + Yal

Neste caso, o seguinte majorante, para a perturbacao de entrada d = d; — g(q),

pode ser obtido:
ld(t)] < [Kpqa — Kava + V(qa)qa + Yab| < Cy, , Vt (C.27)
O restante da prova segue os desenvolvimentos apresentados na secao [C3l [ |
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C.10 Prova da Proposicao

Primeiramente, um limitante inferior para V5(z.) serd obtido. Notando que

U1l o — 1 190y | qa
U(q)g — V(ga)qa = : (C.28)
wn |Qn| dn — wn ‘an‘ an

e como (z—y)(|z|z—|yly) = 0,Vz,y € R, tem-se que e (¥(q)g—P(ga)qa) = 0.
Considere a funcdo Ve, é) = eT'M(q)é + el Kye + 269" (e)M(q)é, pode-se verificar

que:

Ve, é) = zeTPg(q,e)ze, Py(q,e) =

/1 S
m(e) =dcpy | — + A2———— € R
(€) "V ¢ "1+ 2ele

Como a matriz Py(q, e) é simétrica, a fungao V (e, é) pode ser reescrita do seguinte

modo:
I 0 M 0 I 7(e)l
Ve é) = zr @ © ze = w! Hw
m(e)] 1 0 K,—m(e)?*M(q) 0 I
M. 1] T

= wi M(q)wy + wy [K, —7(e)*M(q)] ws

Para que a fungao V (e, é) seja positiva definida, a matriz K, tem que ser escolhida
de forma que a matriz K, — m(e)*M(q) seja positiva definida.

Como 0 < m(e) < depy/1 + ¢2A2, se a matriz K, for escolhida tal que
An(Kp) > 8¢ (1 4+ AN A (M),

entdo a matriz H serd positiva definida e conseqiientemente a fungao V (e, é) também
serd positiva definida. Portanto, Vs(z.) > as(|z]), onde a5(r) = k5,7? € K4, com

K5, definido em (770

Agora, um limitante superior para Vj(z.) serd encontrado. Usando a igualdade

(= + [y (z = ») + (@ + y) (2] = y])],

|| || —1
T|T
Yy 5

o seguinte resultado pode ser obtido:

)]

)612 + ei(qi + qdi)(|Qi‘ - |qd¢

¢ (Wla)g ~ Wlaas) = 3 D0 [(lal + la

i=1
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Usando as desigualdades |¢;| < |e;| + |qq,

e gl — |qa;| < les|, segue que:

" (U(q)g — U(ga)qa)| Zwl les] + 2 |ga,

=1

) leil* < ¥ar lel” + 20r [galyr lef?

A fungao Vs(z.) pode ser majorada superiormente por Vi < 27 PyZ./2 + ¢y |ze|3,
onde zI' =|e| |é]] e P, é definido em [ZZI). Logo, Vs(z.) <@s(|z|), onde @s(r) =
Kent? + Yyr® € Koo com kg, definido em (7). Logo, Vs(z.) é uma fungio de

armazenamento suave. |

C.11 Proposicao Auxiliar 2

A funcao e (¥(q)q — ¥(qq)qq) pode ser limitada inferiormente do seguinte modo:

Ui |of < € ((g)g — (g (C.20)

Prova:

Considere a funcio e’ (¥(q)qg — ¥(q4)qq). De ([C28) e usando a igualdade

x|z = lyly = 5 [(lz] + [y (z —y) + (= + y)(|=| = [y])],

1
2
o seguinte resultado pode ser obtido:

n

T (Wla)g ~ Wlaaa) = 5 D (gl + lane? + (o — ) (e + aa) (ol ~ laa)

i=1

Usando a igualdade (¢; — ¢4,)(¢; + qa,) = |qi\2 — |qa, 2

= ¢! + lga,) (@] — lga,]) e a

desigualdade |e;| < |qi| + |qa,],

se:

" (W(q)g — ¥(ga)qa) Z@/}z leil € + (| + lga: D (lgi] = lga.])?] >0

Como |g;| > |es] — |qa,

se verificar que:

e (¥(q)q — ¥(qa)qa) sz leal” + leal (leal = 21aaD)?] = Gmllea]* + -+ leal”)

(C.30)
Usando o resultado da Proposi¢ao Auxiliar [C] a desigualdade ([C29) pode ser

verificada.
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C.12 Prova do Lema 2.7

Usando o fato de que ¥(¢)g=(q)¢ e ¥(qq)qa=Y(qa)da, a derivada temporal de Vs
¢ dada por:

Vs =—CeTFe — " Kye—e" Kae. — é7 (U(q)q— Y (qq)qq) — ¢The

+ 36 (Wa)g — Wlaaaa) + " (V(a)d — Wadda) + 087 (€)M (0)¢
+ 607 (e)CT (q,q)é — 6CoT (e) Fyé — 09" (e) Kpe — 5o (e) Kyé

— 69" (e)Kaee — 69" (€) (¥(q)g— ¥ (qa)qa) — 00" (€)he (C.31)
onde as Propriedades e 24 foram utilizadas.
Defina a funcio ¢ = —é" (¥(q)g—¥(qa)qa) + " (¥(q)q — ¥(qa)da)

61 =Y i [di 194, | 90, + da, 10i] @ — @ 194, | 4o, — a, |il di]
=1

Zi@/h‘ (9iGa; — Giqa;) (19| — lga,|)
i=1
Usando o fato que ¢; = €; +qq, € ¢; = €; + qq,, tem-se
¢1 = i¢i (€iGa, — €iqa,) (@i — |qa,)
i=1
Como |g;| — |qa;| < |esi|, pode-se concluir que:
¢ < i@/h‘ (leil* 1dal o + 163l le] |aalnr) < nr |dalyy lel” + s |qal oy le] €]
i=1

Logo, o seguinte resultado pode ser obtido:

2

3 [éT (V(q)g—Y(qq)qa) + e’ (U(q)g — ‘I’(Qd)Qd)] <

. 2 .
. Uar (Idalyr lel” + 1gal oy lel [€])

Wl N

Usando a desigualdade ([C29) o termo —df7(e) (¥(q)q— ¥ (qq)qa) pode ser majorado

por:
2A2 3
~57(e) (U(q)q—V(qa)qa) < —Stb Y 1\# Bl (C.32)
" 14 ¢2|ef?

Usando os majorantes ((CI8)—([C22) (trocando €5 por d quando necessério) a
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derivada temporal Vs (z.) dada por (CZ3) pode ser majorada por:

: ) . 3. ) 1. ) ) 1. .2 )
Vs <—CeTF e — ZeTKde - [geTKde - )\M(Kd)\eHeeﬂ - {geTKde - gwM \qd|M\e||eﬂ

2 . . . . .
30 ldalyg lel* + e dala [E1° + €11 (€)] + 26Mar (M)eny/ 1+ 6247 Jef*
. . 1 . .

- 20e1 [dalyr [€]1£(€)] + Sereny | 5 + AF 16 + 60w (F) [£(e)] [e

B A AL laﬁm ) + S (o))

Ji+ele? 2 /1A

1 & _ e)|e
\/MTA?U( e)|*—0Au (Ka)l f(e)|le|
2 A2 3
Ch\/l\;‘ﬁﬁ le] : (C.33)
1+¢2 e

+ 0| f(e)* -

Completando os quadrados nos termos entre colchetes, tem-se:

R T IS0 BN W VA KA A
1) e

Ch\/1+§2A% |€|3 +g¢ |Qd‘M)‘ ( ) 4wM|Qd|M| |

v 1+lef " Am(Ka)
QA?\J(Kd) |€ |2 +5Ch\/ 1 +§2A%L/\?\/I(Kd) |€ |2 (C 34)
/\m(Kd) ‘ )‘m(Kp) ‘ .

onde @, é uma matriz simétrica dada por (=), com ys, e x3, definidos em (74l
e (EZ70), respectivamente.

Note que se o ganho K, for escolhido de forma a satisfazer

16v1 + 2 (|Qd|M m(Ka) + 4¢M|Qd|M)
30cn\/1+ A2\, (Ky) ’

entao a seguinte desigualdade serd valida para |e| < 1:

1 VI+3EAZ |e]* 2 LA () + 4 2
_ga)\m(Kp)Ch +< h|€‘ + w ‘qd‘M ( d) 31/}M‘qd|M |€|2 SO

Am () 2

M
/1+§2‘€|2 3 )\m(Kd>

le] 1
>

Usando o fato de que = 2’
q /1+g2\e|2 v1+g

escolhido tal que

Vl]e| > 1, se o parametro o for

23/n VT + s (I9al g A (Ka) + 3001 4al3)
- 35 meh\/ 1 + §2A2)\ Kd
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onde 0 < £ < 1 ¢é uma constante escolhida de forma conveniente. Entao a seguinte

desigualdade sera vélida para |e| > 1:

sEUm e/ TECAL e 2 fdaly () + 590 Laalsy

+ S¥m
\/ﬁ 1+§2|€|2 3 )\m(Kd)

le]* <0

Se os parametros K, e K, forem escolhidos de forma que as condi¢bes [Z40) e
[239) sejam satisfeitas, entao @, serd positiva definida. Considere a seguinte fungao

¢ definida por:

V1+62A2Z Je? s _g)@bmch\/l—FgQA% le|?

1
02 = An(Q) [é* + SN (K )en
8 1+¢2 el v 1+¢2 el

A funcio ¢(z.) pode ser majorada pela funcio ¢,(|z.|) definida por:

3

K —F—, r > Ky .
_ 2
Ga(ry =4 VITT , P— (C.35)
A r K7
r < Ky

I{/ b
7\/1+7“2

7 < min {Am(Q), LAY ”Mi} e ir < min {0 (Q), LMK, )eny/T+<2AT |,

No desenvolvimento do majorante ¢(|z.|) foi utilizada a seguinte desigualdade:

e
5 — 5, ve € R",
Vi+ele 31+

De ([C34) e de ([C3H), pode-se mostrar que Vs(z.) pode ser majorada por (EZ77).

Logo, pela Defini¢ao B, V5(z.) é uma fungao de Lyapunov-ISS para o subsistema z,.
Além disso, a desigualdade (EZXT]) segue da Definigao [l

De acordo com o Lema 20, a fun¢ao as(|z.|) em ([ZH) pode ser redefinida por
as(r) = R, r* € Kooy Fo, = Ko +UuR

Portanto, dentro de Dg, o ganho ISS v, (r) = k,,7, com k,, definido em (ZX2). W

C.13 Prova do Lema

A derivada temporal de Vj é dada por:

. 1
Vs = —EGeTGe‘i‘EeTM*l(Q) [C(q, g)e+CFe+Kpe+(V(q)g—VY(qq)qa) + Kaé+ Kaee+he]

(C.36)

184



Como |U(q)q—U(qa)qal < arlel® + 20 lqal, le], usando a Proposicao e as
Propriedades 2211 e 28 a derivada temporal de V5 pode ser majorada por:

A (Kp) + ¢+ 20n |qal Y

e el lec 57 1o el + 5y Ve e
2eslddy+ O (F) (K)o MrlKa)
oy el e + gl (1)

onde o fato de que |¢| < |al,, + |€| foi utilizado. A desigualdade (C37) pode ser

reescrita da seguinte forma:

: I Lo Au(Ey) + cn + 29 |qal
Vo= —— el — |5 1€ — e
o=~ gl [&L e o el e
1 1 2¢1|al py +CAM(F) +Am (Ka) |
- gl - e el - gt - 22 e el
8y ( ) m(M)
1 1 )\M(Kd)) 9
— | — e €e C.38
e 5.y el = (5~ 32 ) e (€3
Apés completar os quadrados nos termos entre colchetes de ([C38), o seguinte
resultado pode ser obtido para pu < 4;\\;’;((1‘2)
’ 1 2 (Aar () + e + 20 laaly)? | o 7?12\4 4
Vo < — — e 2 2
cf (2c1 |Qd| +OW(F)+ (K)o
24 24 A ‘ :
+ 205 ( ) lel* + N2 (1) €| (C.39)

De ([C39), é possivel mostrar que Vg pode ser majorada por (ZRH). Portanto,
Ve(€e) é¢ uma funcao de Lyapunov-ISS para o subsistema-¢.. Além disso, escolhendo
ag(lec]) = T ([ee]) = 1/2 |ec|?, pode-se verificar que a desigualdade [ZRR) é vélida.

Dentro de Dy a fungao og(i |2z.|) pode ser redefinida da seguinte forma:
o6(ur) = pr,m? € Ko

com Ky, = kg + k1gR%. Portanto, dentro de Dpg, o ganho ISS ., (ur) = pke,r, com

Ke, definida por (ZXJ). |
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Apendice D

Provas dos Lemas do Capitulo

D.1 Prova do Lema B.1]

Derivando V; com respeito ao tempo, e usando as Propriedade e B4l segue que:

.T .
Vi=q¢"d—¢"Di(q)q — ¢" Du(q)g — 0" Kqv + glqi(({)({
1+q7q
7TCT(q.4)d 7Td 7T (¢Dy(q) + D, ;
4o, d (q:q)~q B (CDi(a) - ~I(Q))q (D.1)
1+q%q V1+47q V1+4q
7" Ky q Kqv . (@"M(q)q)(q"q)

— &1 — — & — — & R
V144" V144" (14 q79)*”

onde o fato de que fp(q,q) = Di(q)¢+ Dni(q, ¢)g foi utilizado. O restante da prova
¢ dividido em duas etapas. Primeiramente, serd considerado que a matriz D;(q)
seja positiva definida. Neste caso, seguindo os desenvolvimento apresentados na

Secao e usando as desigualdades:

q" Dwi(q)q

V1I+4"q

¢é possivel obter o seguinte resultado, para €; suficientemente pequeno:

—¢"Dnu(q)§ <0, —& <e10m |CJ|2,
Vi(z) < —ai(|z]) + o1 (]d]) (D.2)

onde ay(r),o1(r) € K. Portanto, neste caso Vi(x) é uma funcao de Lyapunov-ISS
para o sistema em malha fechada [BI3).

Agora serd considerado que D;(q) seja apenas positiva semi-definida. Usando
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[B3) e a desigualdade |g| |d| <|d|+|¢[**|d]|, a funcao Vi(z) pode ser majorada por:

: 1. 1 §TK,g .
Vo< ——5 6’ =597 Kat—5e1—=2 + (1421) [d|+21 (2Xar (M) +e1+001) g
2 V1+4"q
-1 12 )\M(Kd) |CJ| 1 .13 .13/2
S K g, AV T Z —
1, A >\q\ AM<D1> 4114
\/1 +q 1 +q

Apos Completar os quadrados nos termo entre colchetes e usando a desigualdade

K|q|* < K+ K|¢]> (K > 0), é possivel verificar que:

_ 1 An(Kp) g7 )I | 1 .3
1 || 1 A (Ka)
+(14e)) |d| + — |df — =e;———x [ =AW (K,) — ¢
e 25 SV v U W W v
\2,(Dy) .
onde ry = 2y (M)+c1+0y+————=. Usando as desigualdades
2Am (K)
|y|3 < |y|2 < ‘y|2 |y|3 < ‘y|3 vy c R
2y — — ) 2\ — )
P = fit P (+1P)
e se ¢ for escolhido tal que:
. /\m(Kp)/\m(Kd) 5m
51<m1n{ N (Ky) n

entao, o seguinte resultado pode ser obtido:
: | ‘3 2
Vi < —hg———= + w3(|d| + |d|") + 11 (D.3)
(1+[z[%)
onde ks (k3) é uma constante positiva suficientemente pequena (grande). De ([D.3)
¢ imediato concluir que a desigualdade (BI6) é valida. Portanto, neste caso Vj(x) é

uma fung¢ao de Lyapunov-ISpS para o sistema em malha fechada (BI3). Note que
([>2)) é um caso particular de (BIH), onde a constante ¢; = 0. |

D.2 Prova do Lema

A prova deste Lema ¢ similar & prova do Lema

De ([C2), a lei de controle definida em (B20) pode ser reescrita como:
7= —Kpq — Ko + Kpqa — Kavg + Yab + de (D.4)
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Note que ([D.4)) é equivalente a (BI2) com ¢ = ¢ (¢, =0) e
di = Kyqa — Kava + M(qa)Ga+C(qa; da)da+ p(q, da) +9(qa) + de

Como a fungdo fp(q,qds) é uniformemente limitada e a perturbagao d. também é
uniformemente limitada, de acordo com a Hipdtese B2, é possivel concluir que a

perturbagao d = d; — g(q) é uniformemente limitada, podendo ser majorada por:
ld(t)] < Cy,Vt

onde Cy é uma constante positiva. De ([BIH), pode-se verificar que V;(z) < 0, se
|z| > oy (01(Cy) + &1). Logo, é possivel concluir que: (ver Lema 2.14 de (Sontag &
Wang 1995)):

j2(t)] < Ballz(to)| £ — to) +72(Ca)
onde 3, € KL, v.(r)=a;'odoa; (1) €Ky e Cy = 01(Cy) + &1

O restante da prova segue os desenvolvimentos apresentados na secao [ |

D.3 Prova do Lema

Considere a seguinte fungao de Lyapunov-ISS candidata:
1 .T . 1 T T .
Va(ze) = 5¢ M(q)é + 3¢ Kye + 90" (e)M(q)é

onde g9 é uma constante positiva suficientemente pequena e a fungao ¢(e) é definida
em (E230). De acordo com a Proposigao 233, V5(z.) é uma fungdo de armazenamento
suave se €9 satisfizer a desigualdade (Z33).

A derivada temporal de V5(z.) ao longo das solugdes de (B2Z3) é dada por:

"/2(26) = éT (fD(Qa Q) - fD(Q7 qd)) - éTKdé - éTKdee - éThe + éTde
+ 20" ()M (q)é + 220" (e)C" (g, 4)é — e20" (€) (fp(a, ) — fp(q: da))
— e90" () Kpe — e2¢" (e) Kgé — 20" () Kyeo—20” (€)he+e20" (€)d,

onde as Propriedades e B4 foram utilizadas. De acordo com a Propriedade B10,

pode-se concluir que:
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Considere a funcao continua ¢ : [0,1] — R"™, que é continuamente diferencidvel no
intervalo (0,1), e dada por ¢(§) = &£¢ — (1 — €)ds. Do Teorema do Valor Médio
(Abraham, Marsden & Ratiu 1988), o seguinte resultado pode ser estabelecido:

Foland) = falavia) = - da) | Z2EED g D)

De (Of) e usando a Propriedade BT, tem-se que:

|fp(a. @) — p(q,da)| < (K1 + 2K [daly,) €] + Ko [éf (D.7)

Desta forma, pode ser verificado que:
. ) 1 )
220" (e) (fp (¢, ) — (g, da))| < €2 (K1 + 2K5 [daly,) [6(e)] €] +e2 K20 §—2+Ai )
(D.8)

onde a desigualdade ([232) foi utilizada. Usando os majorantes ([CIX)-([C22) e as
desigualdades (OH) e (O8), a derivada temporal Va(z.) pode ser majorada por:

: 1, . 1, . . . . .
Vi34 Kt = |17 Kae = )l el | + el e+ el o)

1. ) ) ) ) )
— {ZeTKde — |é| |de|] + 289 0 (M)epy/1+62A2 |e|2 + 2e9¢1 |Gal 5, 1€l [P(€)]

1 . . . 1 .
“+e9C1Cp, §—2+A}2l|€‘2+82 (Kl +2K2|qd‘M) |(Z§(€)‘ ‘€| +82K2€h —+A}21|€‘2

L () (K, m & ot ool

—= 2—|¢( ) -

B _% \)\/% [p(e) | — A (Ky) [o(e)] |ee| | + &2 |¢(€)|2
1 (K

_ _g \/7%2| o(e)|? —62|¢(6)||de|]

Completando os quadrados nos termos entre colchetes, tem-se:

: . lé| \/1+§2A2 |e\
Vo < —[lé] [6(e)]Q () e,
o(e) | 4 LS e Am“"d)

\d,|” N 2en\/1H2AZ N, (Ky) : 2eny/1+¢2A2

‘ 2

Am(Ka) Am(K3p) Am(Kp)
onde () é uma matriz simétrica dada por:
%)‘m(Kd) - X2 _%

@= s o ([ 2mED)
2 2 2cp4/ He2A?



com Xz e x3 definidos em ([B28) e (B2Z9), respectivamente.
Se os parametros K,, K, forem escolhidos de forma que as condi¢es (B2H) e

(BZ0) sejam satisfeitas, entao @ serd positiva definida. De (D) e como

2 2

le] €]

- ?

1+ \e|2

pode-se mostrar que Vg(ze) pode ser majorada do seguinte modo:
Va(ze) < —aa(|z|) + o5(lec]) + o5 (|de]) (D.10)
onde as(r) = krr?/vV1+ 1?2 € Ky, com

1
K7 = min {/\m(Q), Z€2Am(Kp)ch\ / 1—}-§2A%} : (D.11)

05(r) = kgr? € Koo, com

Ny (Ka) (A (5 + 22200 TH AT A (K)
A (K ) A (Ep)

Rg = (D]_2)

e 0d(r) = kgr? € Ko, com

)\m(Kp)—f-Q&fgCh\/ 1+§2A%)\W(Kd)
)‘m(Kd)/\m(Kp)

Rg =

Portanto, de acordo com a Defini¢ao B a fun¢ao de armazenamento Va(z.) é uma

funcao de Lyapunov-ISS para o subsistema-z.. Além disso, pela Definicao [, tem-se:

|Xe(t)| < ﬁz(|ze(t0)| 7t - tO) + 72(”66”) + /yg(”de”)

onde 3, € KL, v5(r) = ay ' o@ o0 ay 0 o§(r), 74(r) = a5 ' o @y 0 oy L 0 (1) € Koo,
com a,(r) e @y definidas em (2230).
Dentro de Dy a fungao as(|z.|) em (.I0) pode ser redefinida por:

_ K7

k= ———
! V14 R?

onde k7 é definido em ([LT]). Portanto, dentro de Dg, o ganho ISS ~, é dado por:

ao(r) = Rer?, (D.13)

Kekg
Ve(r) = ko, Ko = -
Kskr
onde ks, Kg, Ry € kg sao definidos em ([2231), (238), (O-13) e (X12), respectivamente.
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D.4 Prova do Lema 3.4

Considere a seguinte fungao de Lyapunov-ISS candidata:

cuja derivada temporal de V3 é dada por:
' L 7 T -1 N . .
Vo= ccetecM (q) [C(g; @) + (fpla:d) — fp(a: da))
+Kpe + Kqé + Kqee + he — d]
De (D7), a seguinte desigualdade pode ser obtida:
el (fo(a,d)— fo(a, da))| < (K1 + 2K [dal ) lee] 1€ + Kz |ec] €]

Usando a Proposicao e as Propriedades Bl e B8 a derivada temporal de V;

pode ser majorada por:

. 1 1 )\M(K)+Ch 1 Cl—I—KQ
Vi = — e = gl - 2R o] - | e - S e
u 8 m(M) 8pu m(M)
1 |€ |2_K1+2(01+K2)|Qd|M+/\M(Kd) |e||€ |
By Am (M) ¢
1 9 1 1 Ay(Ky) 9
|5 el — de e - - — e D14
Lsu s an ‘} (4u %) ) (D4
Apos completar os quadrados nos termos entre colchetes, o seguinte resultado
pode ser obtido para pu < Am (M)

A (Kq)

A (K,) + cn)?

. 1 2 2 (K1 +2(e1 + Ko) |Qd|M+/\M(Kd))2 .12
< —— 2 2
(Ky+ c1)? 1
2U———— 2 d.|? D.15

De (D13, é possivel mostrar que V3 pode ser majorada pela seguinte desigualdade:
Va(ee) < —as(lec]) + o5k |ze]) + o5 (u]del) (D.16)
onde az(r) = ﬁrz € Koo, 03 (ur) = pr*(k1o + k117r?) € Koo, com

2 (Mar(K) + ),
K10 = ——— max g (D.17)

AZ.(M) (K1 + 2(c1 + K3) |dal yy+Aar(Ka))?
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Ez+ )
Ao (M)
e of(pr) = pr1ar® € Koo, com k1y = 2/X2 (M).

K11 = (D]_8)

Portanto, de acordo com a Definicao[3, a funcao de armazenamento é uma funcao
de Lyapunov-ISS para o subsistema-e¢.. Além disso, escolhendo ay(Je.|) = @s(le.|) =

1/2 |e.|?, pode-se concluir pela Definicao [ que:
lee()] < Bellec(to)l t = to) + 72 (Izel) + 7 (ke |de])

onde 3. € KL, v (ur) = az' o oZ(ur) e v (ur) = az ' o of(ur).

Dentro de Dg, a funcao (i |z.|) pode ser redefinida da seguinte forma:
o5 (ur) = prizr?® € Koo (D.19)

com

K13 = K10 + H11R2 (DQO)

Portanto, dentro de Dg, o ganho ISS ~? é dado por yZ(ur) = pker, com k. = 2,/K13
|
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Apendice E

Demonstracao do Lema do

Capitulo 4

E.1 Demonstracao do Lema H4.1]

Considere a forma nao recursiva equivalente do diferenciador (Z0). Usando a

seguinte mudanca de variaveis:

o esquema nao recursivo (A7) pode ser reescrito como:

(

(j'o = —Ky ‘Uo‘n/(n+1) sign(ao) + 01
o = —Kp |00|("71)/("+1) sign(og) + o9
. X (E.1)
i = —kiloo|" Y sign(oo) + 01
\ On = —kpsign(og) — fOTD(1)
As equacoes &; = —k; |00|("7i)/("+1) sign(og) + 0441, 1 =0,...,n — 1 podem ser

reescritas da seguinte forma:

0, = —a;(00)oo — bi(00) + 0it1
onde:
K ‘0'0| <1
ai(00> — H_Z )
TGy o o0] > 1
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K |00|;% sign(og) — Kkiog , |oo| <1
bi(ao) =
0 , ‘0'0| > 1
Note que |a;(00)| < K; e |b;(00)| < ¢;, onde ¢; sdo constantes positivas.

A equacdo &, = —k,sign(og) — f™Y(t) pode ser reescrita do seguinte modo:
(j'n = —an(O'()) — bn

onde:
an(09) = Kpsign(oy)
b, = f(”+1)(t)

Note que |a,(00)| < Ky € |bn] < Kpy1.

Definindo o vetor de estados completo como sendo ¥ = [og o1 ... 0,]", 0
sistema ([EJ]) pode ser reescrito como:
Y =AX)Z + (%) (E.2)
onde: ~ _
—ao(O'()) 10 0
—al(O'()) 0 1 0
AX) =
—an_l(ao) 0 0 1
—an(Uo) 00 ... 0
—bo(00)
—b1 (0o
b(E) = 1.( o)
bn

Deve se destacar que |[A(X)| < ¢1 e [|b(2)] < ¢z, onde ¢; e ¢z sdo duas constantes
positivas.

Considere a seguinte fungao de Lyapunov:
V(X)) =%y (E.3)
De (E32) a func¢ao de Lyapunov (E3]) tem a seguinte derivada temporal:
V() =S [A®) + AT(2)] £ + 2570(%) (E.4)
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De (E), tem-se:

V() < oIS+l
VE) < elDP (5
V(Z) < aV(E)

onde: c3 e ¢4 sao constantes positivas.

Usando a equacao de comparacao:
VC(Z) =3V, (2)
sabe-se que se V.(0) = V(0), entao:
V(t) < Vi(t), vt >0
Como V,(t) = e*'V,(0), entao:
V(t) < e?'V(0)

Logo, V (t) ndo escapa em tempo finito para qualquer constante K, finita.
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Apendice F

Lema Auxiliar e Provas dos

Teoremas do Capitulo

No que se segue, k’s denotam constantes positivas; 7(¢) é uma fungdo de decai-
mento exponencial (|7(t)] < Ke *, Vt), onde K é uma constante positiva, que pode

depender das condigdes iniciais do sistema, e A é uma constante positiva (genérica).

F.1 Lema Auxiliar
Lema F.1 Considere a sequinte equagao diferencial:
V= —anv+ K,[u+d]

onde a,, > 0; K, € assumido como sendo positivo, sem perda de generalidade; u =
—f(t)sgn(&(t)), d(t) e f(t) sao funcoes localmente integrdveis, £(t) = v(t) + [(t),
onde B(t) € absolutamente continua (Vt). Se f(t)>|d(t)|, Vt, entao os sinais £(t) e

v(t) sdao limitados por:
€O and u(t)] <[v(to)l e 42 o g | (F.1)

Prova: A demonstracao € baseada no Lema da comparagdo (Filippov 1964). A

prova completa pode ser encontrada em (Hsu et al. 1997). [ |
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F.2 Prova do Teorema 5.1

Para analisar as propriedades de estabilidade e de convergéncia do sistema do erro
em malha fechada. Primeiramente, sera provado que o subsistema-x., definido em
(B23) é ISpS com respeito a entrada z.. Para esta finalidade, considere a seguinte

funcao de Lyapunov-ISpS candidata:
V(z.)=xlPzx.,

onde P= P >0e ATP + PA. = —Q, com Q = QT > 0. A derivada temporal de
V(z.) ao longo da solugao de (223)) é dada por:

V= —%xZQxE—FQxETPbEz),
podendo ser majorada por:
V< —%/{1 2?4 Thy 0] (F.2)
onde k1 = A\n(Q)/2 € Ky = 2|Pb.|* /A (Q). De ([E3), é possivel mostrar que:
|7 < 7 + TH3 [P | (F.3)

Usando a relagao w = 1 X + Qor e . = X — X, tem-se que w = Oz, +
01 X, +Qor. Como o modelo de referéncia ¢ um sistema estavel e os sinais 7, dy e d
sao uniformemente limitados, é possivel concluir que X,, também é uniformemente

limitado. Desta forma, segue que:
o(t) < Ky lze| + K5 (F.4)

De (), BIX) e ([E4), e como p(t) > }U}, o seguinte majorante para r pode

ser estabelecido:

|7 < re el + w7 (F.5)

De (E3) e (EX), pode-se verificar que:

|ze| < 7o + Tk Tepo || T THS (F.6)

Logo, pela Definicao [, pode-se concluir que z. é ISpS com respeito a entrada
x.. Agora, serda provado que o subsistema-z, definido em (B9) é ISpS com respeito

a entrada z..
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De (B9) e (BEI8), e como é assumido que a planta possui grau relativo p, segue
que:
p—2
= hl Az, + > LT AT, + khT AP, [u— U]
=0

De (B3)) e usando o Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se:

p—2 p—1
a= =S A 0, S0 =)
i=0 i=0
Entao, usando o fato de que k* = K,/ K,,,, pode-se concluir que:
U= —anv+ K, [u—U] (F.7)

onde o sinal de controle (B20) pode ser reescrito como u = —f(t)sgn(§), com
E:=v+Lfe [ :=c¢e + Ba uma vez que v, = v + ;. De (BEZ3)) e usando o fato que

Ba < 7Kg, o sinal auxiliar 3(t) pode ser majorado por:
18] < ze] + 7K

Agora, como p(t) > ’U ’ e ((t) é absolutamente continuo, aplicando o Lema [E.T] para

[ED), tem-se:

()] < 7, +2|

Leqy,0

De (B9) e ([EE7), o seguinte resultado pode ser obtido:

b
T, = Ax. + K—;(I/ + any,v)

Entao, para eliminar o termo derivativo v, a seguinte transformacao de variaveis

A

Te:=x.—[bor]/ K,y é realizada, resultando em:

. be
i'e = Acfi'e + K—(Ac + ay, _[)l/

m

Deste modo, o erro auxiliar Z. pode ser majorado por: |Z.(t)| < ma(t) + v¢(t),
onde vy (t) = W, (t) * |v(t)|, com W, (t) sendo a resposta ao impulso de um filtro de
primeira ordem dado por W, (s) = ¢./(s+ ), onde A, :=ming{—Re(px)}, com {px}
sendo os autovalores de A.. De ([EE8) e como |z.| < |Z| + Ko |v|, pode-se verificar
que:

|ze| < e + Ke + TK1g (F.9)

Legyo,0
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Portanto, pela Definicao [, é possivel concluir que z. é ISpS com respeito a
entrada z.. De acordo com o Teorema de Pequeno Ganhos Generalizado (Jiang
et al. 1994, Jiang & Mareels 1997), se 7 for escolhido tal que:

1

Y
lie K’E

T <

pode-se concluir que o sistema do erro com estado XTI = [z 2T] é GApS. Além
disso, como as fungoes de classe KL das desigualdades (E6]) e (E9) sdo exponen-
ciais e os ganhos ISpS sao lineares, é possivel estender este resultado, provando
estabilidade exponencial pratica para este caso.

De (E4), (E£9), e como |X.(t)| < |z(t)] + |x.(t)|, é possivel mostrar que:
|Xe(t)| S K11 |Xe(t0)| -+ TK12, Vto,Vt (FlO)

Seguindo as provas do Teorema 2.1 em (Jiang et al. 1994) e do Teorema 1 em (Jiang

& Mareels 1997), pode-se verificar que:
|Xe(t)| Sﬁx(|Xe(t0)|,t—t0)+TKx, ‘v’to,‘v’t (F]_l)

onde Bx € KL e TKx é uma constante que depende linearmente de 7kg € Th1g. Se
| X (to)| = 0, segue que | X.(t)| < 7Kx, Vi, Vt. Agora, considerando que | X, (to)| # 0

e a seguinte transformagao de varidveis: z. = z./|Xc(ty)| and Z. = z./ |Xc(to)],

tem-se:
) - TKg
|Te| < 7o+ The | Te || + [Xe(to)]”
) ~ TK10
|Ze| < Te + Ke || Tey 0| + | Xe(to)]

De e como o termo 7K x é linear, o seguinte majorante pode ser estabelecido:
)

S — TKX
| X (t)| < Bx (| Xe(to)] ,t—to)+m, Vto, Vt,

onde X = [zI' zT]. Logo, é possivel concluir que:

|Xe(t)| S |Xe(t0)| Bx(l,t - to) + TK)(, ‘v’to,‘v’t (F12)

Como f[x é uma funcao de classe KL, existem T and ¢ < 1 tais que Sx(1,t—1) =<,
parat = to+7T3. Notando que o tempo inicial ¢y ¢ irrelevante para o desenvolvimento

das expressoes acima, pode-se escrever, para um tempo t > t, > 0 arbitrario:
| Xe(trr1)| < o | Xe(te)| + 7Kx, (F.13)
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onde ty:=ty+ T e tgr1:=tp+1p. Através da simples desigualdade recursiva ([E£13)
e de (EEI0) pode-se concluir que, para 7 suficientemente pequeno, o sistema do erro
com estado X, é GEpS com respeito a um conjunto residual de ordem 7, i.e, existem

constantes positivas cx e a tais que
VX, (t), VE>1>0,| X (t)] < exe 0| X ()] + O(7)

Desta forma, o estado X,, e conseqiientemente os estados z, e x., sao unifor-
memente limitados. Além disso, como X, é uniformemente limitado, segue que o
estado aumentado X, bem como os estados 7, w, e w, também sao uniformemente
limitados. Finalmente, é possivel concluir que todos os sinais do sistema em malha

fechada sao uniformemente limitados, através da Hipdtese BTl [ |

F.3 Prova do Corolario

O sinal e(p) (t) é dado por:
e(p) t) = hTAp.%' t + k*hTAp 1b u(t) — I_/ t
( ) c ce c c C

Como o estado w.(t), e os sinais u(t) e U(t) sao uniformemente limitados, pode-
se concluir que e (¢) também é uniformemente limitado. Além disso, o seguinte

majorante pode ser obtido:

[e? ()] < [hZ A2 we(t)] +

K*he AZ7'be| 20(t)

Logo, (B2H)) segue, de (E£4) e da suposi¢ao de que |z.(t)| <R Vt>T. |

F.4 Prova do Teorema (.2

As estimativas fornecidas pelo filtro de avanco e pelo RED podem ser relacionadas

com v em (B.IF) da seguinte forma:
v (t) = v(t) +e(t), Ue(t) = v(t) +e.(t) (F.14)

Onde ¢/(t) e e,.(t) sao erros de estimagao. De ([EI4)), a equagao (27) pode ser

reescrita como:

Dy(t) = v(t) + &4(1),
(F.15)

gg(t) = a(m)a(t) + [1 — a(iu)] & (t)
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O erro de estimagao £4(t) pode ser considerado como sendo uma perturbagao de

saida. Deste modo, o sistema (1)), (B3)), (2Z10) e (B29) pode ser descrito por:
i, = A+ kb, [u— U], v=nh!z, (F.16)
u = —f(t)sgn(v+¢y) (F.17)

Note que {A.,be, hT} é uma realizagdo nao minima de

K,

M(s)L(s) =

sendo, portanto, SPR. De (228, o erro de estimagao £,(t) pode ser reescrito por:
gg(t) = au(t) + Ba(Pn(t)) (F.18)
onde, por projeto, G, (7 (t)) é uniformemente limitada por
|Ba(Dr(t))| < enr, com ey =7KR

Além disso, B,(7(t)) é uma funcdo absolutamente continua em ¢, uma vez que
a funcdo de chaveamento «(#,;) é Lipschitz continua e os sinais 7,.(t) e (t) s@o
absolutamente continuos, ja que sao solugoes de Filippov (para maiores detalhes ver

a Proposi¢ao 2 em (Nunes et al. 2004)).

Substituindo (EEI8) em ([EET7), pode ser visto que a equagao ([EE17) é equivalente
a (BZ4), onde g/(t) é dado por (BZJ), v(t) é dado por (IX) e e(t) é dado por
(E3). Logo, o sistema com o controlador GRED-SMC descrito por (EE1H), (EE14) e
([ETD) com fungao de chaveamento «(y(t)) definida em (E28) é equivalente a um
SMC usando um filtro de avango de fase com uma perturbagao de saida (. (7),
podendo, entdo, ser descrito de forma equivalente por (B29), (EI1X), (E23) e (224),
com |Ba(7n(t))] < enr-

Portanto, o Teorema b1 é valido se todos os sinais do sistema em malha fechada
forem limitados para todo t finito, ou seja, se eles pertencerem a L.... Para provar
que esta condicao ¢é verdadeira basta apenas mostrar que os sinais do RED perten-
cem a L. Esta propriedade pode ser provada por contradicao. Suponha que o
méximo intervalo para o qual os sinais do RED sao definidos seja [0, T)s). Durante
este intervalo, todas as condigbes do Teorema Bl sao satisfeitas. Logo todos os

sinais restantes do sistema sdo limitados por uma constante, inclusive o sinal e (t),
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pelo Corolario B2 Este fato gera uma contradicao com o Lema Tl Desta forma,
pode-se concluir que os sinais do RED nao podem divergir ilimitadamente a medida
que t — Ty;. Como conseqiiéncia do Teorema da Continuidade para equacoes di-
ferenciais descontinuas (na Teoria de Filippov), Ty deve ser oo, o que implica que
todos os sinais sdo definidos V¢ > 0.

Logo, o Teorema BT é valido para o sistema com o controlador GRED-SMC e,
portanto, o sistema do erro em malha fechada com estado X, é GEpS com respeito
a um conjunto residual de ordem 7.

Agora, a propriedade de convergéncia serda analisada. De acordo com o Co-
rolario B0l para 7 suficientemente pequeno, o estado do erro X, é conduzido
globalmente para um conjunto compacto e invariante Dg:={X,:|X.(t)| < R} num

tempo finito 77 >0. Entdao, de ([E£6), segue que

Como |gy| < |ze|, é facil verificar que para algum tempo finito T >T7,

< m.+TK.R+TkKg

Ler

Sgla

Eliry 0

onde £, =7K;, com K; sendo uma constante positiva apropriada.

Como o RED é invariante no tempo, suas condicoes iniciais podem ser conside-
radas em 77. Do Lemma Bl sabe-se que estas condigoes inicias sao finitas. Se os
parametros \; forem ajustados apropriadamente (e.g. ([XRIl)), entdo pelo Teorema
E o erro de estimagao ¢,(t) converge para zero num tempo finito T3 > T7.

Como Kg é escolhido de modo que )y > &+ A, entao a(7,) = 0, apés algum
tempo finito T'=max{Ty, T3}, o que implica que £,(t)=0,V¢t>T. Neste caso, uma
malha de deslizamento ideal é formada e aplicando o Lema 1 de (Hsu et al. 1997)
para o sistema (EI0)—([ETID), com o(t) satisfazendo (E2Id), pode-se concluir que o
estado do erro X, converge exponencialmente para zero e v se torna identicamente

nulo apds algum tempo finito. [ |
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Apéndice G

Provas das Proposicoes e do

Teorema do Capitulo

G.1 Prova do Teorema

De (E18) e (6E20) é possivel verificar que 7, pode ser reescrito por:
Dy = Do+ da (G.1)

onde d,(t) é uniformemente limitado por d,. Além disso, como a funcio de cha-
veamento ¢ Lipschitz continua e os sinais 7. e 7. sao absolutamente continuos, ja
que sao solugoes de Filippov, é possivel concluir que o sinal d,(t) é absolutamente
continuo.

Substituindo (Gl em @EIJ) e como d, < d,, de acordo com (GZII), pode-se
concluir que (EI8)—(E20) é equivalente a (6.8), (EI0)—(ETD), com d, =d,. Portanto,
de acordo com a Hipdtese o sistema completo do erro (EH), [EI0)-&T2) ¢
(GADS)

Para provar que todos os sinais do sistema sao limitados para todo t finito,
ou seja, que eles pertencem a L., basta apenas mostrar que os sinais do RED
pertencem a L., ja que os demais sinais sao uniformemente limitados segundo a
Hipotese Um simples argumento por contradicao é suficiente para provar esta
propriedade. Suponha que o maximo intervalo de definicao dos sinais presentes
no RED seja [0,7)). Durante este intervalo, pela Hipdtese o sinal e(t)) ¢é

uniformemente limitado, fato que gera uma contradicao com o Lema EJ. Desta
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forma, pode-se concluir que os sinais do RED nao podem divergir ilimitadamente a
medida que t — T);. Como conseqiiéncia do Teorema da Continuagao para equagoes
diferenciais descontinuas (na Teoria de Filippov), T deve ser oo, o que implica que
todos os sinais do sistema em malha fechada sao definidos V¢ > 0 finito.

Para concluir, falta mostrar que a fungao de chaveamento (E20) também asse-
gura que o estado x, converge globalmente para zero. De acordo com a Hipétese 6.6,
o estado X,(t) converge para um conjunto compacto Dg:={z€R" : |z| <R} num
tempo finito 77. Dentro deste conjunto, pela Hipdtese a derivada e de ordem p
pode ser majorada por (E13). Como o RED é um sistema invariante no tempo suas
condigoes iniciais podem ser consideradas em t = T;. Do Lema B sabe-se que estas
condicoes iniciais serao finitas. Desta forma, se os parametros \; forem escolhidos
apropriadamente ( e.g. ([EER1)), entao pelo Teorema B4 0, = v, Vt > T;, para algum
tempo finito 7o > Tj.

Como o erro de estimagao €,(t) = 0, — v cometido pelo RED se torna zero num

tempo finito 75, tem-se:
‘I;Te‘ = |I>T - ﬁe‘ = |€r - Ge‘ = |€e| ,Vt 2 T2

De acordo com a Hipdtese o erro de estimacao €, pode ser majorado por €,
ap6s algum tempo finito T5. Como o parametro d, ¢ escolhido tal que d, > €, + A,
entao, da defini¢ao da func¢ao de chaveamento (B20), pode-se concluir que apés um
tempo finito 7y = max{7Ts, T3}, a estimacao da saida v passa a ser exata, sendo feita
exclusivamente pelo RED (a(#,..) = 0,Vt > Tj).

Portanto, apés um tempo finito Ty, 7, = v. Logo, a lei de controle (EIJ) passa a
ser igual a lei de controle (B7) e de acordo com a Hipétese o estado . converge

uniformemente globalmente assintoticamente para zero. [ |

G.2 Prova da Proposicao

Considere a seguinte fungao de Lyapunov candidata:

V(ze) = %éTM(q)é + %eTer + 90" (€)M (q)é
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A derivada temporal de Va(z.) ao longo da solugao de (E29) é dada por:

Viwe) == ¢ (fla. @) = fola. 40) — € Kaé = éh, + &7 (Yol + Ule,€))
+ 20" (e)M(q)é + £20" (e)C" (g, 4)é — e20" () (fn(a. d)— fp(q, da))
— 207 (e) K pe — e207 () K g6 — 207 (€) he +E267 (e) (Ydé—i—U(e, é))

onde as Propriedades e B4 foram utilizadas.
Seguindo os desenvolvimentos apresentados na secao [D.3, fazendo as devidas

modificacoes, pode-se mostrar que:
V< ="Kl + e lialyg 16 + 16l 16(€)| + (6 + e20()" (Ya + Ule,é))

) ) ) 1 )
+2e9 0 (M) ep/1+62A7 |e\2 + 2e9¢1 |qalyy €] 1(e)] + 2c10p §—2+A%L \e|2

. . 1 . 3 Moo (K
e (K + 2K dula) 1606)| 6] + e2oeny 5+ A3 e = e # 6(c)

4 /1_|_ 2A2
ZAQ
L (K)o AL (K 166 6] + 22 (e P

4 NSERCIFL

5 ivel veri :
De ¢é possivel verificar que

(6 4 220(e)) U(e,) = —o(t)-CEE20D) CHeb@) iy o)

V(64 £26(e)" (¢ + e26(c))

Logo o termo (é + 52¢(e))T <Yd0~ + Ule, é)) pode ser majorado do seguinte modo:

(6 +220(0)" (Yal + U(e.)) < = (olt) = [Vad]) Ié + e20(e)|
< —dlé+ex9(e)|

(G.2)

onde a segunda desigualdade de ([(G2) é obtida a partir da definigdo da funcao
de modulagao, apresentada em (28). Desta forma, o seguinte resultado pode ser

obtido:

. _ é 1+¢2A% |e .
7 A L (K)o € 516+ eaite)

ze) <~ [lé] o(e)] @
o(e)| | 4 \/1+< le?

onde () é uma matriz simétrica dada por:

)\m(Kd) — X1 _%
2 4Ch\/1+<2A%
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com Yo e Y3 definidos por:

‘ 1
N \qd\MngAM(M)ch\/@wzchm (c1+ )
X2 = 1 -+ €9 (Kl -+ 2K2 ‘Qd‘M + )\M(Kd) + 261 |Qd‘M) )

Se os parametros K, e Ky forem suficientemente grandes, entao () serd positiva
definida, o que implica que a funcao V(xe) é negativa definida. Desta forma, pode-

se concluir que o o sistema do erro em malha fechada (B229) ¢ GAS. [

G.3 Prova da Proposicao

De (£30), tem-se:

: 1 1
Ve =——V,+ —¢€ (G.3)
woop
A derivada temporal da fun¢ao de Lyapunov candidata V' (v,) = %AeTVe pode ser
majorada por:
V(ve) < ~3 vy, + % Els (G.4)
De (G4) e usando o Lema da comparagao pode-se concluir que:
Pe(0)] < e i (10) + el e (G.5)

Se | X.| < R,Yt > Tk, entao |é| < R,Vt > Tg. Logo o seguinte majorante para
v, pode ser obtido:

L

[ ] < €T Vi (t0) + R < (G.6)
onde k1 é uma constante positiva. O sinal € é dado por:
¢ =M~ (e+qa) [~Ce+qa, é+4a)(é+da) — fp(e+4a, €+da) —g(e+da)
—Kpe—Kaq(Vetdo) + Yab+Yab+Ule, 0 + do)— M (e+qd)éjd]
De B3), B4) e BH), e como é < R o seguinte resultado pode ser obtido:
| fo(e+aa, e+da)rna | < (Do) (|dal ar+R) + Sar(|dal py+R)?
Usando as Propriedades BIle B, o fato de que | X.| < R, Vt > Tg, e 0 majorante
(E9), o sinal é pode ser majorado por:
s L)l + B+ A (D)l B) s (K )
i (Ka)(k1+d0) + [Yal eo + 2 Yl Gas (M) il o] < Co

[érmal <
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G.4 Prova da Proposicao

Considere a seguinte fun¢ao de Lyapunov candidata V(e.) = %eeTee, cuja derivada

temporal pode ser majorada por:
. 1 1
V<——e+-plé G.8
<5+ quld @8
De ((C8) e usando o Lema da comparagao é possivel mostrar que:

leo(8)] < €3 ) e, (t)] + 1 | (G.9)

Seja Ty tal que e~ (Tt lee(to)] < uCsy. Entao, usando (GA) e o resultado

obtido na Proposicao B2, segue que:
le.(t)| < 2uCy = €,Vt > T (G.10)

onde T = max{Tg, T} }. |
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