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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

RASTREAMENTO GLOBAL E EXATO PARA UMA CLASSE DE SISTEMAS

NÃO-LINEARES INCERTOS

Eduardo Vieira Leão Nunes

Março/2009

Orientador: Liu Hsu

Programa: Engenharia Elétrica

Nesta Tese, aborda-se o problema de rastreamento global para sistemas não-

lineares, usando apenas realimentação de sáıda. Através de uma nova abordagem

baseada no conceito de Estabilidade no Sentido Entrada-Estado (Input-to-State Sta-

bility - ISS), é provado que um simples controlador PD causal é capaz de resolver

o problema de rastreamento global e exato para uma classe de sistemas de Euler-

Lagrange, que engloba importantes sistemas f́ısicos como: manipuladores robóticos,

véıculos submarinos, dentre outros. Este resultado é obtido considerando que o

modelo dinâmico do sistema seja conhecido. Para tratar de sistemas incertos, é pro-

posto um estimador h́ıbrido baseado num esquema de chaveamento, que combina um

estimador convencional com um diferenciador exato, tendo como objetivo assegurar

simultaneamente estabilidade global e rastreamento exato. Este estimador é inicial-

mente utilizado em conjunto com um controlador por modos deslizantes para uma

classe de sistemas não-lineares e monovariáveis com grau relativo arbitrário. Em

seguida, são apresentadas condições suficientes para que o esquema de estimação

h́ıbrido possa ser empregado com sucesso para uma classe de sistemas não-lineares e

multivariáveis mais abrangente. Para ilustrar, mostra-se que a classe de Sistemas de

Euler-Lagrange considerada atende a estas condições, sendo proposta uma solução

para o problema de rastreamento global e exato para o caso incerto.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

GLOBAL EXACT TRACKING OF A CLASS OF UNCERTAIN NONLINEAR

SYSTEMS

Eduardo Vieira Leão Nunes

March/2009

Advisor: Liu Hsu

Department: Electrical Engineering

This Thesis addresses the global exact tracking problem for nonlinear systems,

using only output-feedback. Through a new approach based on the Input-to-State

Stability (ISS) concept, it is proven that a simple causal PD controller solves the

global exact tracking problem for a class of Euler-Lagrange systems, which encom-

passes important applications such as: robot manipulators, underwater vehicles,

among others. The result is achieved considering that the dynamic model of the

system is known. To address uncertain systems, a hybrid estimator based on a

switching scheme, which combines a conventional estimator with an exact differen-

tiator, is proposed in order to ensure simultaneously global stability and exact track-

ing. The hybrid estimator is initially used together with a sliding mode controller

for a class of single-input-single-output (SISO) nonlinear systems with arbitrary rel-

ative degree. Then, sufficient conditions are given so that the hybrid estimator can

be applied successfully to a broader class of multi-input-multi-output (MIMO) non-

linear systems To illustrate, it is shown that the considered class of Euler-Lagrange

Systems satisfy such conditions, and then a solution to the global exact tracking

problem is proposed for the uncertain case.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Devido a razões f́ısicas, técnicas ou econômicas, nem sempre todos os estados de um

sistema a ser controlado podem ser mensurados. Desta forma, o controle por reali-

mentação de sáıda, i.e., utilizando apenas variáveis medidas, é um tópico importante

tanto do ponto de vista prático quanto do ponto de vista teórico.

Uma das principais dificuldades para o projeto de controladores por reali-

mentação de sáıda para sistemas não-lineares reside no fato de que, em geral, o

prinćıpio da separação não é válido para estes sistemas. Além disso, sistemas não-

lineares podem apresentar o fenômeno de escape em tempo finito (Khalil 2002), que

pode não ser detectável via medição da sáıda, ou seja, alguns estados podem escapar

enquanto a sáıda permanece limitada, fato que dificulta ainda mais o projeto destes

controladores.

Em muitas aplicações de controle, o modelo matemático para o sistema a ser

controlado pode possuir discrepâncias significativas com relação à planta real. Es-

tas diferenças podem ocorrer devido a dinâmicas não modeladas, a variação nos

parâmetros da planta ou pela aproximação do comportamento complexo da planta

por um modelo simplificado. É então importante poder garantir que o controlador

desenvolvido possua o mesmo ńıvel de desempenho independentemente das incerte-

zas existentes (Edwards & Spurgeon 1998).

Observa-se que a comunidade de controle tem voltado sua atenção para o projeto

de controladores via realimentação de sáıda para sistemas não-lineares, visando a

resolver os clássicos problemas de estabilização, regulação de sáıda e rastreamento de

trajetória (Isidori 1995). Grandes esforços têm sido feitos para desenvolver soluções
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globais ou semi-globais1, tanto para o caso em que o modelo é suposto conhecido,

quanto para o caso incerto. Além disso, busca-se ampliar a classe de sistemas abor-

dada e reduzir o conjunto de hipóteses necessárias para projeto do controlador.

O foco desta Tese é o problema de rastreamento de trajetória. O objetivo é

desenvolver novas soluções globais, via realimentação de sáıda, para uma classe de

sistemas não-lineares. Além disso, o rastreamento tem que ser exato, ou seja, o erro

de rastreamento (erro entre a trajetória desejada e a sáıda da planta) tem que tender

assintoticamente (ou em tempo finito) para zero. Para tratar de sistemas incertos e

considerar a presença de perturbações, estratégias de controle a estrutura variável

serão empregadas para que o objetivo proposto continue sendo alcançado.

O projeto de controladores por realimentação de sáıda que garantam estabi-

lização ou rastreamento global para sistemas não-lineares é um problema bastante

desafiador. Como foi mostrado em (Mazenc, Praly & Dayawansa 1994), para al-

guns sistemas com não-linearidades com crescimento polinomial nos estados não

medidos, este problema pode ser imposśıvel de ser resolvido. Percebendo esta difi-

culdade, não é surpreendente que a maior parte dos resultados existentes imponham

hipóteses bastante restritivas sobre a classe de sistemas não-lineares abordada.

Considerando sistemas com crescimento linear nos estados não medidos2,

soluções com rastreamento global foram propostas por diversos autores (Marino &

Tomei 1995, Freeman & Kokotovic 1996, Krishnamurthy, Khorrami & Jiang 2002).

Embora a maioria dos resultados globais descritos na literatura tenha sido obtida

considerando sistemas com crescimento linear, não se pode deixar de mencionar que

esforços têm sido dedicados ao desenvolvimento de estratégias para sistemas com

crescimento superior ao linear.

Em (Aamo, Arcak, Fossen & Kokotović 2001), impondo uma condição de pas-

sividade sobre as não-linearidades do estado não-medido, foi proposto um controla-

1Neste trabalho, o termo global refere-se a uma solução (estratégia de controle) obtida inde-

pendentemente das condições iniciais da planta/controlador, enquanto que semi-global se refere a

uma solução obtida considerando um conjunto compacto arbitrário de condições iniciais (Khalil &

Esfandiari 1993).
2Para este tipo de sistema, as não-linearidades que são funções dos estados não-medidos podem

ser majoradas pela norma destes estados (e.g. |ϕ(x)| ≤ κx |x|, em que κx > 0 é a taxa de

crescimento e x representa os estados não medidos).
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dor capaz de assegurar rastreamento global para uma classe de Sistemas de Euler-

Lagrange com modelo dinâmico conhecido. Outra solução global para o problema de

rastreamento de trajetória foi obtida em (Gong & Qian 2007), utilizando um obser-

vador inerentemente não-linear que permite tratar de sistemas com não-linearidades

do tipo xk, com k pertencendo ao intervalo [1, 5/3] e x sendo um estado não medido.

Nesta tese, aborda-se o problema desafiador de projetar controladores por re-

alimentação de sáıda que garantam rastreamento global para sistemas com não-

linearidades com crescimento superior ao linear. Para melhor especificar o escopo

desta Tese, dois conceitos precisam ser destacados: o de grau relativo e o de dinâmica

zero.

Grau Relativo e Dinâmica Zero

Para uma função de transferência escalar, o grau relativo é a diferença entre o

número de pólos e o número de zeros finitos. A dinâmica zero corresponde à dinâmica

que descreve o comportamento interno da planta quando se escolhe a entrada e as

condições iniciais de forma a manter a sáıda identicamente nula, sendo um caso

especial da dinâmica interna. No caso de plantas lineares, esta dinâmica é linear,

podendo ser caracterizada por autovalores dados pelos zeros da planta (Khalil 2002).

Com a utilização da teoria de geometria diferencial, diversos conceitos de siste-

mas lineares foram generalizados para sistemas não-lineares (Byrnes & Isidori 1991,

Isidori 1995, Marino & Tomei 1995, Sontag 1998, Khalil 2002), em particular o grau

relativo e a dinâmica zero. A Seção 1.5 apresenta estes conceitos de maneira mais

precisa.

Em geral, o grau relativo de sistemas não-lineares é igual ao número de vezes

que se deve diferenciar a sáıda para que a entrada apareça explicitamente na ex-

pressão anaĺıtica da derivada e é uma função do estado do sistema, ou seja, não é

necessariamente constante em todo o espaço de estado e, em contraste com sistemas

lineares, pode não estar bem definido (Khalil 2002, Slotine & Li 1991). Além disso,

o grau relativo e a dinâmica zero são caracteŕısticas da planta que não podem ser

alteradas por meio de realimentação de sáıda. Por estas razões, sistemas de fase

não-mı́nima (dinâmica zero instável), com grau relativo desconhecido e variante no

espaço de estado são mais dif́ıceis de serem controlados (Isidori 2000), fugindo do

escopo deste trabalho.

3



Nesta Tese, aborda-se o controle de sistemas não-lineares de fase mı́nima com

grau relativo arbitrário (ρ ≥ 1), bem definido e constante em todo o espaço de

estado. São considerados sistemas afins no controle, ou seja, sistemas na forma:

ẋ = f(x) + g(x)u , y = h(x) , (1.1)

sendo que x ∈ R
n é o estado do sistema, u ∈ R

m é a entrada de controle, y ∈ R
m

é a sáıda medida, g(x) = [g1(x) . . . gm(x)]. Os campos vetoriais f(x) : R
n→R

n e

gi(x) : R
n→R

n, i= 1, . . . , m são suficientemente suaves e h(x) : R
n → R

m é uma

função suave.

O objetivo e a proposta deste trabalho podem agora ser resumidos.

1.1 Objetivo e Proposta do Trabalho

O objetivo é resolver o problema de rastreamento exato, via realimentação de sáıda,

por meio de soluções globais. Serão tratadas plantas não-lineares, afins no controle,

de fase mı́nima (dinâmica zero estável), com grau relativo bem definido, constante e

arbitrário. Além disso, as não-linearidades nos estados não medidos podem ter um

crescimento linear ou até mesmo polinomial. Portanto, o fenômeno de escape em

tempo finito não pode ser descartado, a priori. Para garantir rastreamento global e

exato para sistemas não-lineares incertos e/ou com perturbações, propõe-se utilizar

técnicas de controle a estrutura variável por modos deslizantes, ou simplesmente,

controle por modos deslizantes (SMC).

1.2 Revisão da Literatura

Nesta seção, será apresentado um histórico, a fim de situar a contribuição desta

Tese. Inicialmente, apresenta-se uma revisão bibliográfica sobre o controle por rea-

limentação de sáıda para uma classe de sistemas de Euler-Lagrange (Seção 1.2.1).

Por fim, apresenta-se um resumo da literatura de SMC via realimentação de sáıda

(Seção 1.2.2) com a finalidade de deixar claro o ponto de partida deste trabalho.
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1.2.1 Controle de sistemas de Euler-Lagrange via reali-

mentação de sáıda

O controle por realimentação de sáıda, ou mais especificamente o controle por re-

alimentação de posição, de Sistemas de Euler-Lagrange tem sido estudado extensi-

vamente nos últimos 10-15 anos, atraindo uma atenção especial da comunidade de

robótica.

Os trabalhos pioneiros de Ailon & Ortega (1993), Kelly (1993b) e Berghuis &

Nijmeijer (1993b) mostraram de forma independente que um regulador global usando

apenas realimentação de sáıda poderia ser obtido estendendo o regulador PD global

proposto em (Takagaki & Arimoto 1981), através da substituição das velocidades

das juntas pela sua estimativa obtida através de filtros causais. Deste modo, foi

provado que, apesar da natureza não-linear da dinâmica de manipuladores robóticos,

é posśıvel garantir regulação global sem a necessidade de se usar as velocidades das

juntas.

Desde então, diversos pesquisadores tentaram desenvolver um controlador por

realimentação de sáıda similar para o problema de rastreamento. No entanto, a

maior parte dos controladores propostos ficaram restritos a resultados de estabili-

dade local e semi-global. Uma revisão literária sobre as soluções locais e semi-globais

pode ser encontrada em (Ortega, Loria, Nicklasson & Sira-Ramirez 1998).

Os trabalhos de Burkov (1995) e de Loria (1996) foram os primeiros a tratar do

problema de rastreamento global para Sistemas de Euler-Lagrange, usando apenas

realimentação de sáıda. Através de técnicas de análise via perturbação singular,

foi mostrado em (Burkov 1995) que um controlador por torque computado em con-

junto com um observador linear pode assegurar rastreamento global de trajetória

para manipuladores robóticos. Entretanto, limitantes expĺıcitos para os ganhos do

controlador e do observador não poderiam ser determinados.

Em (Loria 1996), introduzindo funções trigonométricas hiperbólicas tanto no

controlador quanto na extensão dinâmica para compensar a natureza quadrática

dos efeitos de Coriolis, foi desenvolvido um controlador baseado no conhecimento

do modelo para sistemas de Euler-Lagrange com um grau de liberdade que torna o

sistema do erro uniformemente globalmente assintoticamente estável. Infelizmente,

esta abordagem não pode ser estendida para o caso de n graus de liberdade (degree-
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of-freedom - DOF).

Para tratar deste problema, Zhang, Dawson, de Queiroz & Dixon (2000) propuse-

ram um controlador adaptativo composto por um termo de feedforward, baseado na

lei de compensação adaptativa desejada (desired compensation adaptive law - DCAL)

(Sadegh & Horowitz 1990) em conjunto com um termo de realimentação não-linear

acoplado a um filtro dinâmico não-linear. Este foi o primeiro controlador global

(com respeito às condições iniciais dos erros de rastreamento) por realimentação de

sáıda a resolver o problema de rastreamento para o caso de n-DOF. Entretanto, o

resultado é global, mas não no sentido usual, uma vez que as condições iniciais da

extensão dinâmica devem pertencer a um conjunto restrito.

Considerando uma classe de Sistemas de Euler-Lagrange, que descreve mais ade-

quadamente embarcações e véıculos marinhos, e impondo uma condição de amorte-

cimento monótono sobre as não-linearidades do estado não-medido, um controlador

por realimentação de sáıda foi desenvolvido em (Aamo et al. 2001). Este controla-

dor é capaz de tornar o sistema do erro uniformemente globalmente assintoticamente

estável, se o modelo dinâmico for perfeitamente conhecido.

Em (Loria & Melhem 2002), um novo modelo cinemático-dinâmico, que é linear

nas velocidades não-medidas, foi proposto para uma classe de sistemas de Euler-

Lagrange. Usando este novo modelo, um observador e um controlador foram pro-

jetados com o objetivo de atingir estabilidade uniforme e convergência exponencial,

globais com respeito às condições iniciais dos erros de rastreamento e semi-globais

com respeito às condições iniciais dos erros de estimação, desde que o conhecimento

exato do modelo do sistema esteja dispońıvel.

Em (Besançon, Battilotti & Lanari 2003), um controlador dinâmico baseado

no conhecimento do modelo foi proposto, explorando um resultado de separação

que garante estabilização global via realimentação de sáıda, mediante a existência

da propriedade de estabilizabilidade por realimentação de estado simultaneamente

com a propriedade de estabilidade no sentido sáıda-estado (output-to-state stability

- OSS) (Sontag & Wang 1997). Formulando o problema de rastreamento como

sendo equivalente a um problema de estabilização de um sistema variante no tempo,

foi mostrado que o controlador proposto assegura estabilidade global no sentido

de (Zhang et al. 2000), já que o estado estendido deve permanecer num conjunto
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restrito.

Mais recentemente, Dixon, Zergeroglu & Dawson (2004) propuseram um con-

trolador robusto que garante que o erro de rastreamento seja uniformemente glo-

balmente limitado no mesmo sentido de (Zhang et al. 2000) e que possa ser ar-

bitrariamente reduzido aumentando-se os ganhos do controlador. O controlador

proposto é composto por um termo feedforward baseado no modelo nominal do robô

em conjunto com um termo não-linear acoplado a um filtro dinâmico que também

é não-linear, sendo semelhante ao controlador proposto em (Zhang et al. 2000).

Por outro lado, explorando o amortecimento natural presente em manipulado-

res robóticos, Santibañez & Kelly (2001a) e Moreno & Gonzalez (2006) provaram

estabilidade assintótica global para o sistema do erro, considerando controladores

que utilizam apenas realimentação de sáıda. Entretanto, os resultados só podem ser

garantidos se o atrito presente nas juntas do robô for suficientemente grande.

Nesta tese, em contraste com os esquemas mais complexos discutidos acima,

mostra-se através de uma nova abordagem, denominada de “ISS regulator appro-

ach”, que um simples controlador PD causal (com velocidades estimadas através

de um filtro de avanço de fase) com uma compensação feedforward pode garantir

rastreamento global para uma classe de Sistemas de Euler-Lagrange, que engloba

manipuladores robóticos, sistemas mecânicos simples, navios, véıculos submarinos,

dentre outros. Além da simplicidade, este controlador fornece uma propriedade de

estabilidade global no sentido usual, i.e., nenhuma restrição sobre qualquer condição

inicial do sistema em malha fechada é imposta. Aparentemente, este é o primeiro

trabalho a conseguir estes resultados, considerando que o amortecimento natural

possa ser arbitrariamente pequeno. Além disso, o resultado pode ser estendido para

sistemas de Euler-Lagrange incertos, utilizando o estimador h́ıbrido, proposto nos

caṕıtulos 5 e 6, em conjunto com um termo de controle vetorial unitário (Unit Vector

Control - UVC) (Gutmann & Leitmann 1975, Gutman 1979) usado para lidar com

as incertezas paramétricas do termo de compensação feedforward.

1.2.2 Controle a Estrutura Variável por Modos Deslizantes

O controle a estrutura variável (Variable Structure Control (VSC)) é uma alternativa

de controle robusto muito eficiente para controlar sistemas incertos. A estrutura
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variável caracteriza-se pela utilização de uma lei de controle descont́ınua que chaveia,

seguindo uma dada regra, entre sistemas com estruturas diferentes, gerando um

novo tipo de movimento, denominado de modo deslizante (ver (Emelyanov 1970),

(Itkis 1976) e (Utkin 1978)).

Em geral, as funções de chaveamento são projetadas de tal forma que as tra-

jetórias do sistema alcancem e mantenham-se em uma superf́ıcie (superf́ıcie de

deslizamento), no espaço de estado, que são especificadas conforme um comporta-

mento dinâmico desejado (Emelyanov 1970, Utkin 1992). Este tipo de movimento

é, sob certas condições, invariante com relação às incertezas da planta, propriedade

conhecida como prinćıpio da invariância.

Sistemas a estrutura variável oferecem vantagens significativas como, por exem-

plo, bom comportamento no transiente, estabilidade exponencial global, capacidade

de rejeitar perturbações não-modeladas, insensibilidade a não-linearidades da planta

ou variações dos parâmetros, e destacável robustez com respeito à estabilidade e de-

sempenho.

Entretanto, o controle a estrutura variável convencional requer que o estado

completo do sistema esteja dispońıvel (Utkin 1978). Além disso, outra grande di-

ficuldade é a possibilidade da ocorrência do fenômeno de chattering, que consiste

em uma oscilação de alta freqüência do sinal de controle devido a imperfeições no

chaveamento, levando ao conhecido modo deslizante real (Utkin 1992).

No modo deslizante ideal, o estado permanece na superf́ıcie de deslizamento,

enquanto que o sinal de controle apresenta oscilações de freqüência infinita (no

caso ideal limite em que o chaveamento possa ocorrer num tempo arbitrariamente

pequeno). No deslizamento real, as variáveis de controle oscilam em freqüência alta,

mas finita. Sendo assim, o deslizamento será referido como ideal quando a freqüência

de chaveamento for muito maior do que a freqüência superior da banda passante do

sistema.

SMC via Realimentação de Sáıda

O controle por modos deslizantes utilizando apenas informação de sáıda foi de-

senvolvido inicialmente utilizando filtros de avanço de fase para reconstruir os esta-

dos não medidos. Entretanto, esta abordagem acarretava, geralmente, no apareci-

mento de chattering que destrúıa todas as vantagens potenciais de um SMC ideal
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(Utkin 1992).

Em (Bondarev, Bondareva, Kostyleva & Utkin 1985), foi mostrado que os modos

deslizantes ideais poderiam ser preservados, utilizando-se observadores de estado as-

sintóticos. Entretanto, naquele trabalho pioneiro, o modelo da planta foi suposto

conhecido e não foram consideradas perturbações externas. Para abordar sistemas li-

neares e não-lineares incertos, observadores baseados em modos deslizantes (Slotine,

Hedrick & Misawa 1987, Walcott & Zak 1988, Edwards & Spurgeon 1998) e obser-

vadores de alto ganho (HGO) (Emelyanov, Korovin, Nersisian & Nisezon 1992, Es-

fandiari & Khalil 1992, Oh & Khalil 1995, Lu & Spurgeon 1999) também foram

desenvolvidos.

Na maior parte das referências citadas, aborda-se o problema de estabilização por

realimentação de sáıda (Walcott & Zak 1988, Zak & Hui 1993, Oh & Khalil 1995).

O problema de rastreamento de trajetória (Oh & Khalil 1997), em particular espe-

cificado através de um modelo de referência, foi introduzido na literatura de VSC

em (Young 1977), supondo acesśıveis os estados da planta. O caso de realimentação

apenas da sáıda foi considerado em (Ambrosino, Celentano & Garofalo 1984, Barto-

lini & Zolezzi 1988, Narendra & Annaswamy 1989, Hsu & Costa 1989, Hsu, Araújo

& Costa 1994), utilizando a estrutura do MRAC (Sastry & Bodson 1989).

Seguindo esta abordagem, o controlador adaptativo por modelo de referência e

estrutura variável (VS-MRAC - variable structure model reference adaptive control),

de (Hsu, Lizarralde & Araújo 1997), foi aplicado a sistemas SISO e lineares. Neste

caso, utiliza-se filtros de avanço de fase (derivadores sucessivos) no lugar de obser-

vadores expĺıcitos, o que parece ser mais natural para sistemas incertos, assim como

utilizar HGOs3.

O caso multivariável foi abordado em (Tao & Ioannou 1989, Chien, Sun, Wu &

Fu 1996) para plantas lineares. Em (Hsu, Cunha, Costa & Lizarralde 2002), através

do controle vetorial unitário, a aplicação do VS-MRAC foi estendida para sistemas

lineares multivariáveis, dando origem ao MRAC e vetor unitário (unit vector model-

reference adaptive control – UV-MRAC).

A partir do trabalho desenvolvido em (Min & Hsu 2000), o VS-MRAC (original-

3Vale ressaltar que ignorando a entrada do HGO relativa ao controle u, HGO e derivadores

sucessivos (filtro em avanço) são estruturas bastante similares (Khalil 2002).
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mente concebido para plantas lineares) foi estendido para o controle de uma classe

de sistemas não-lineares SISO com grau relativo igual ou inferior a dois. Posterior-

mente, em (Hsu, Costa & Cunha 2003), o UV-MRAC foi reprojetado para sistemas

multivariáveis e não-lineares com grau relativo unitário.

Infelizmente, estratégias de controle baseadas em modos deslizantes perdem sua

exatidão, quando filtros de avanço ou HGOs são usados para gerar a função de

deslizamento (Fridman 2001, Boiko & Fridman 2005). Como conseqüência, apenas

convergência para uma vizinhança da origem pode ser garantida. Deste modo, estes

controladores não são capazes de assegurar rastreamento exato para o caso de plantas

com grau relativo maior do que um.

Recentemente, com a introdução dos modos deslizantes de ordem superior em

(Levant 1993), que generalizam o conceito de modos deslizantes convencionais, uma

nova classe de SMCs por realimentação de sáıda foi considerada por vários autores

(Levant 2003, Bartolini, Levant, Pisano & Usai 2002, Fridman & Levant 2002). Uma

técnica chave para implementação destes SMCs de ordem superior é o chamado di-

ferenciador robusto e exato (Robust Exact Differentiator - RED) apresentado em

(Levant 1998, Levant 2003). Embora esta classe de controladores consiga um rastre-

amento exato, sua estabilidade ou convergência tem sido provadas apenas localmente

(Levant 2003).

Em (Nunes, Hsu & Lizarralde 2004, Nunes, Hsu & Lizarralde 2006, Nunes, Hsu

& Lizarralde 2009), foi proposto um controlador por modos deslizantes baseado em

um estimador h́ıbrido, denominado de Global Robust Exact Differentiator (GRED),

para resolver o problema de rastreamento global e exato para plantas lineares, mo-

novariáveis e incertas com grau relativo arbitrário. Deve ser ressaltado que este pro-

blema ainda não havia sido resolvido considerando apenas SMC via realimentação

de sáıda. O estimador h́ıbrido é baseado num esquema de chaveamento, que com-

bina um RED com um filtro de avanço de fase, de forma a tornar o sistema do erro

globalmente estável com respeito a um conjunto residual e, além disso, assegurar

convergência global do estado do erro para zero.

Nesta Tese, inicialmente o esquema de estimação h́ıbrido é utilizado conforme

desenvolvido originalmente (combinando um RED com um filtro de avanço), sendo

aplicado em conjunto com um controlador por modos deslizantes a uma classe mais
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abrangente de sistemas não-lineares, monovariáveis e incertos com grau relativo

arbitrário.

Em (Nunes & Hsu 2006), foi constatado que o esquema de chaveamento do esti-

mador h́ıbrido poderia ser implementado substituindo o filtro de avanço de fase por

um HGO. Na verdade, o esquema pode ser implementado utilizando qualquer esti-

mador convencional, desde de que este garanta propriedades de estabilidade prática

para o sistema em malha fechada, mesmo na presença de perturbações na sua sáıda

(Nunes, Hsu & Lizarralde 2008b).

Neste trabalho, realiza-se um estudo para determinar quais condições devem ser

satisfeitas para que o GRED possa ser utilizado. Com o objetivo de caracterizar

classes de sistemas não-lineares que satisfazem tais condições, o problema de ras-

treamento global de Sistemas de Euler-Lagrange incertos é investigado. Através do

estudo realizado, é posśıvel obter uma solução original para este problema que ainda

não havia sido completamente resolvido.

1.3 Visão Geral da Tese

No caṕıtulo 2, o problema de rastreamento global para manipuladores robóticos

usando apenas realimentação de sáıda é investigado. No capt́ıtulo 3, os resultados

obtidos no caṕıtulo 2 são estendidos para uma classe mais abrangente de sistemas

de Euler-Lagrange. No caṕıtulo 4, apresenta-se conceitos básicos de sistemas a

estrutura variável e introduz o diferenciador exato, denominado de RED, que é

fundamental para as estratégias de controle consideradas nos caṕıtulos 5 e 6. No

caṕıtulo 5, o estimador h́ıbrido, denominado de GRED, é utilizado em conjunto

com um SMC para assegurar rastreamento global e exato para uma classe de sistemas

não-lineares, monovariáveis e incertos. No caṕıtulo 6 apresenta-se um extensão

do esquema de estimação h́ıbrido introduzido no caṕıtulo 5, fornecendo condições

suficientes para que o esquema possa ser empregado com sucesso para uma classe de

sistemas não-lineares e multivaráveis mais abrangente. Conclusões sobre o trabalho

e propostas para trabalhos futuros são apresentadas no caṕıtulo 7. Para facilitar a

leitura, as provas e detalhes técnicos são apresentados nos apêndices. Além disso,

um resumo das contribuições obtidas durante o desenvolvimento desta Tese e dos
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trabalhos publicados encontram-se no Apêndice A.

1.4 Notação e Terminologia

A norma Euclidiana de um vetor x e a correspondente norma induzida de uma matriz

A são denotadas por |x| e |A|, respectivamente. Os autovalores máximo e mı́nimo de

uma matriz A são denominados de λM(A) e λm(A), respectivamente. Para qualquer

função localmente integrável x : R+ → R
m, ||x|| denota ess sup{|x(t)| , t≥0}, e, para

qualquer par de tempos 0≤t1≤t2,

∣
∣
∣
∣f[t1,t2]

∣
∣
∣
∣=ess sup

t∈[t1,t2]

|f(t)|

Uma função V : R
n → R+ é dita como sendo positiva definida se V (x) > 0

para todo x diferente de zero e V (0) = 0. Ela é positiva semi-definida se V (0) = 0

e V (x) ≥ 0 para x 6= 0. A função V (x) é negativa definida (semi-definida), se

−V (x) for positiva definida (semi-definida). Uma função V (x) é dita como sendo

radialmente ilimitada, ou própria, se V (x) tende para +∞ quando |x| tende para

+∞. Uma função V é suave se possui, em todos os pontos, derivadas de todas as

ordens.

Uma função γ : R+ → R+ é dita como sendo de classe K se for cont́ınua,

estritamente crescente e γ(0) = 0. Se, além disso, γ for própria, então pertence a

classe K∞. Uma função β : R+ ×R+ → R+ é de classe KL se, para cada t ≥ 0 fixo,

β(·, t) for de classe K e, para cada s ≥ 0 fixo, β(s, ·) decresce para zero quando t→
∞. As definições de funções K,K∞ e KL estão de acordo com (Khalil 2002, p. 144).

Para auxiliar o entendimento qualitativo das análises e resultados apresentados,

por simplicidade pode ser considerado que β(|x(t0)| , t − t0) = cβ |x(t0)| e−λ(t−t0) e

γ(||u||) = cγ ||u||2 ou cγ ||u||, com cβ , λ, cγ sendo constantes positivas.

Assim como em (Ioannou & Sun 1996), a sáıda y de um sistema linear e invariante

no tempo (LTI) com função de transferência H(s) e entrada u é denotada porH(s)u.

A convolução h(t)∗u(t), sendo h(t) a resposta impulsiva de H(s), será representada

eventualmente por H(s) ∗ u.
Seja U um subconjunto aberto do R

n. Dados um campo vetorial f : U → R
n e

uma função escalar h : U → R suficientemente suaves em U , a derivada de Lie de
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h(x) ao longo de f(x), é definida por (Khalil 2002, pp. 510) (Isidori 1995, pp. 8):

Lfh(x) :=
∂h

∂x
f(x) ,

∂h

∂x
:=
[

∂h
∂x1

∂h
∂x2

. . . ∂h
∂xn

]

,

com x = [ x1 x2 . . . xn ]T .

As seguintes notações serão utilizadas:

LgLfh(x) =
∂[Lfh]

∂x
g(x) , Lkfh(x) =

∂[Lk−1
f h]

∂x
f(x) ,

sendo que g : U → R
n é um campo vetorial, k = 1, 2, . . ., e L0

fh(x) = h(x).

Freqüentemente, omite-se a variável x, ou seja, escreve-se simplesmente Lfh, L
k
fh e

LgLfh. Deve ser destacado que em diversos casos U = R
n

Sejam f : U → R
n e g : U → R

n dois campos vetoriais suficientemente suaves, o

colchete de Lie, denotado por [f, g], é um outro campo vetorial definido por (Khalil

2002, pp. 523) (Isidori 1995, pp. 8):

[f, g] (x) =
∂g

∂x
f(x) − ∂f

∂x
g(x)

para x ∈ U . Nesta expressão [∂g/∂x] e [∂f/∂x] são matrizes Jacobianas, dadas por:

∂g

∂x
=











∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

. . . ∂g1
∂xn

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

. . . ∂g2
∂xn

...
...

. . .
...

∂gn

∂x1

∂gn

∂x2
. . . ∂gn

∂xn











∂f

∂x
=











∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

...
...

. . .
...

∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
. . . ∂fn

∂xn











O colchete de Lie, é comumente escrito como adfg(x), sendo que ad significa adjunto.

Colchetes de Lie repetidos podem ser definidos recursivamente por:

ad0
fg(x) = g(x)

adfg(x) = [f, g] (x)

adkfg(x) =
[
f, adk−1

f g
]
(x), k ≥ 1

Considere os campos vetoriais fi : U → R
n, i = 1, . . . , m. Um conjunto de cam-

pos vetoriais {f1, f2, . . . , fm} é dito como sendo involutivo, se e somente se existirem

funções escalares δijk : R
n → R tais que (Slotine & Li 1991, pp. 235):

[fi, fj ] =

m∑

k=1

δijk(x)fk(x) ∀i, j
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Involutividade significa que o colchete de Lie formado por qualquer par de campos

vetoriais do conjunto {f1, f2, . . . , fm} pode ser expresso como uma combinação linear

do conjunto de campos vetoriais original.

Seja ∆(x) = span {f1(x), f2(x), . . . , fm(x)} o subespaço do R
n gerado pelos veto-

res f1(x), f2(x), . . . , fm(x) para cada x ∈ R
n fixo. A coleção de todos os espaços ve-

toriais ∆(x) para x ∈ R
n é chamada de distribuição, sendo referida por (Khalil 2002,

pp. 524) (Isidori 1995, pp. 13):

∆ = span {f1, f2, . . . , fm}

Uma distribuição é involutiva se o colchete de Lie [g1, g2] de qualquer par de

campos vetoriais g1 e g2 pertencentes a ∆ também pertencer a ∆ (Khalil 2002,

pp. 524) (Isidori 1995, pp. 17), i.e se:

g1 ∈ ∆, g2 ∈ ∆ ⇒ [g1, g2] ∈ ∆

Diz-se que uma função f(τ) é de ordem τn, i.e. O(τn), com n ∈ N, se

lim
τ→0

|f(τ)|
|τn| = K <∞

sendo que K é uma constante positiva finita.

1.5 Conceitos Básicos

Esta seção apresenta resumidamente os conceitos básicos utilizados nesta Tese, que

estão bem apresentados nos livros (Khalil 2002, Isidori 1995, Utkin 1992) e em

(Sontag 1989, Jiang, Teel & Praly 1994, Sontag & Wang 1995, Jiang, Mareels &

Wang 1996, Jiang & Mareels 1997, Krichman, Sontag & Wang 2001).

1.5.1 Estabilidade no Sentido Entrada-Estado

Definição 1 O sistema ẋ = f(t, x, v) é dito como sendo praticamente estável no

sentido entrada-estado (input-to-state practically stable) (ISpS) (Jiang et al. 1994,

Jiang et al. 1996, Jiang & Mareels 1997), se existirem β ∈ KL, γ ∈ K, referido como

o ganho ISpS, e uma constante não negativa K, tais que para cada tempo inicial
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t0 ≥ 0 e cada condição inicial x(t0), e para cada sinal de entrada v(·) limitado,

definido no intervalo [t0,∞), a solução exista em [t0,∞) e seja tal que:

|x(t)| ≤ β(|x(t0)| , t− t0) + γ(
∣
∣
∣
∣v[t0,t]

∣
∣
∣
∣) +K (1.2)

Se (1.2) for satisfeita com K = 0, o sistema é dito como sendo estável no sentido

entrada-estado (input-to-state stable) (ISS) (Sontag 1989, Sontag & Wang 1995).

Se (1.2) for satisfeita com v ≡ 0, então o sistema é uniformemente globalmente

assintoticamente praticamente estável (uniformly globally asymptotically practically

stable) (GApS).

Se (1.2) for satisfeita com v ≡ 0 e K = 0, então o sistema é uniformemente glo-

balmente assintoticamente estável (uniformly globally asymptotically stable) (GAS).

Definição 2 Uma função cont́ınua V : R
n → R+ é uma função de armazena-

mento (Krichman et al. 2001), se existirem α, α ∈ K∞ tais que α(|x|) ≤ V (x) ≤
α(|x|), ∀x ∈ R

n (V é positiva definida e própria).

Definição 3 Uma função de armazenamento suave V : R
n → R é uma função de

Lyapunov-ISpS (ISpS-Lyapunov function) (Jiang et al. 1996) para o sistema ẋ =

f(t, x, v), se existirem α, σ ∈ K∞ e uma constante não negativa c̄, tais que:

V̇ (x) ≤ −α(|x|) + σ(|v|) + c̄ (1.3)

Quando (1.3) é satisfeita com c̄ = 0, V é dita como sendo uma função de

Lyapunov-ISS (Sontag & Wang 1995).

A existência de uma função de Lyapunov-ISpS (Lyapunov-ISS) é uma condição

equivalente para que o sistema seja ISpS (ISS) (Jiang et al. 1996, Sontag & Wang

1995).

1.5.2 Grau Relativo

Conforme mencionado anteriormente, para uma função de transferência escalar, o

grau relativo é a diferença entre o número de pólos e de zeros. Também é o número

de vezes que a sáıda y(t) precisa ser diferenciada em relação ao tempo até que a

entrada u apareça explicitamente na expressão anaĺıtica desta última diferenciação.
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Vale relembrar que o grau relativo de sistemas não-lineares pode não estar bem

definido. Para um sistema não-linear, afim no controle como em (1.1), monovariável

(m = 1), o grau relativo em um ponto xo é igual a um, se Lgh 6= 0 em x = xo. Isto

se deve ao fato de que

ẏ =
∂h

∂x
ẋ = Lfh+ Lghu ,

e, portanto, a entrada u aparecerá na expressão de ẏ, se o “coeficiente”Lgh for

diferente de zero. Se Lgh for nulo, pode-se derivar ẏ em relação ao tempo mais uma

vez e verificar se a entrada u aparece na expressão de ÿ, etc. O grau relativo é dito

uniforme (Isidori 1995) (neste trabalho, será denominado também de global) se for

bem definido e constante em todo o espaço de estado (∀xo ∈ R
n).

Será adotada a versão multivariável da noção de grau relativo de sistemas não-

lineares apresentada em (Isidori 1995, pp. 220) e repetida, a seguir, por conveniência.

Considere o sistema não-linear multivariável (1.1) reescrito na seguinte forma:

ẋ = f(x) +

m∑

i=1

gi(x)ui , y = [h1(x) h2(x) . . . hm(x)]T (1.4)

O sistema (1.4) possui grau relativo vetorial {ρ1, . . . , ρm} em x = xo se:

(i) Para todo x em uma vizinhança de x = xo, tem-se: Lgj
Lkfhi(x) = 0 , ∀i, j ∈

{1, . . . , m} , ∀k ∈ {0, . . . , ρi − 2} , ∀x ∈ R
n.

(ii) A matriz

Kpx :=











Lg1L
ρ1−1
f h1(x) . . . LgmL

ρ1−1
f h1(x)

Lg1L
ρ2−1
f h2(x) . . . LgmL

ρ2−1
f h2(x)

. . . . . . . . .

Lg1L
ρm−1
f hm(x) . . . LgmL

ρq−1
f hm(x)











for invert́ıvel para x = xo.

Diz-se que o grau relativo é global se (i) e (ii) forem válidas ∀xo ∈ R
n e uniforme

quando, além de global, as seguintes igualdades se verificarem ρ1 = . . . = ρm.

Quando o sistema (1.4) é linear (f(x) = Ax, g(x) = B e h(x) = C) e o grau relativo

é uniforme e igual a ρ, a condição (i) pode ser expressa por meio dos parâmetros de

Markov CB ≡ CAB ≡ . . . ≡ CAρ−2B ≡ 0 e a matriz Kpx corresponde ao ganho de

alta freqüência da planta que é dado por Kpx = Kp = CAρ−1B (invert́ıvel).
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1.5.3 Forma Normal

Por simplicidade, considere o caso monovariável (SISO), i.e. m = 1 em (1.1). Con-

sidere a seguinte mudança de coordenadas que leva o estado x do sistema (1.1) para

o estado x̄ = [ ηT ξT ]T , com η e ξ definidos por:

η := Tη(x) e ξ = Tξ(x) :=
[

h Lfh(x) L2
fh(x) . . . Lρ−1

f h(x)
]T

, (1.5)

em que Tη(x) : R
n → R

n−ρ é uma função apropriada. Pode-se mostrar por meio

do Teorema de Frobenius4 que o sistema (1.1) possuir grau relativo ρ em x =

xo é uma condição suficiente para encontrar Tη de tal forma que a transformação

T (x) :=
[

T Tη (x) T Tξ (x)
]T

seja um difeomorfismo local (x = xo), portanto, uma

transformação de coordenadas na vizinhança de x = xo.

Além disso, pode-se garantir que existe Tη(x) = [ Tη1(x) . . . Tηn−ρ(x) ]T tal

que LgTj = 0 para j = 1, . . . , n− ρ e para todo x em torno de xo.

Note que y(i) = Lifh = ξi, i = 0, 1, . . . , ρ e que para j = 1, . . . , n− ρ, tem-se:

dTηj

dt
=
∂Tηj

∂x
[f + gu] = LfTηj

+ LgTj
︸︷︷︸

=0

u = LfTηj
.

Nessas novas coordenadas, diz-se que o sistema se encontra na forma normal (Isidori

1995, Khalil 2002), possibilitando a separação do sistema original em um subsistema

interno

η̇ = f0(η, ξ) , (1.6)

e um subsistema externo

ξ̇1 = ξ2 ,

ξ̇2 = ξ3 ,

...
... ,

ξ̇ρ−1 = ξρ ,

ξ̇ρ = Lρfh(x) + LgL
ρ−1
f h(x)u , (1.7)

em que x pode ser escrito em função de η e ξ por meio da inversa do difeomorfismo

local T (x). Para obter uma forma normal global não basta que o grau relativo seja

4Ver (Isidori 1995, Proposição 4.1.3, pp 141).
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uniforme (global), é necessário T ser um difeomorfismo global. Para tanto, de acordo

com (Khalil 2002), uma condição suficiente é o jacobiano ∂T (x)/∂x ser invert́ıvel

∀x e T (x) ser próprio (lim|x|→∞ |T (x)| = ∞). Em (Isidori 1995, Proposição 9.1.1,

pp. 428) são fornecidas condições suficientes para se obter a forma normal de plantas

monovariáveis.

Não basta que (1.4) possua grau relativo vetorial bem definido em x= xo para

se ter uma versão multivariável da forma normal local (1.6) e (1.7). Entretanto,

se adicionalmente for suposto que o conjunto de campos vetoriais {g1(x), . . . , gq(q)}
forme uma distribuição involutiva5 para valores em torno de x=xo, pode-se obter a

versão MIMO de acordo com (Isidori 1995, Proposição 5.1.2, pp. 222). No caṕıtulo 6,

condições suficientes para a obtenção da forma normal global para sistemas MIMO

são apresentadas.

1.5.4 Dinâmica Zero

Considere o sistema não-linear (1.1), monovariável (m = 1) e com grau relativo igual

a um. A lei de controle u = (Lgh)
−1[v − Lfh] garante que ẏ = v. Esta lei realiza o

que se denomina de linearização entrada-sáıda (Marino & Tomei 1995), pois cancela

as não-linearidades presentes na equação de ẏ convertendo-a em ẏ = v.

Escolhendo-se novas coordenadas em que y seja uma das componentes do vetor

de estado, as n−1 equações restantes com y(t) ≡ 0 e v(t) ≡ 0 constituem a dinâmica

zero, ou seja, a dinâmica que resulta quando a sáıda é mantida nula.

No caso de grau relativo igual a dois, o sistema linearizado (via entrada-sáıda)

é um duplo integrador, ÿ = v. Neste caso, escolhendo-se coordenadas em que y e

ẏ sejam componentes do vetor de estado, a dinâmica zero é descrita pelas n − 2

equações restantes fazendo y(t) ≡ ẏ(t) ≡ 0 e v(t) ≡ 0. A dinâmica zero é dada pela

dinâmica que resulta do subsistema interno (1.6), considerando-se ξ = 0, ∀t.

5Pode-se encontrar uma definição em (Isidori 1995, pp. 17).
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Caṕıtulo 2

Rastreamento Global para

Manipuladores Robóticos via

Realimentação de Posição

2.1 Introdução

Manipuladores robóticos constituem uma importante classe de sistemas de Euler-

Lagrange, sendo empregados em inúmeras aplicações práticas de diversas áreas.

Muitos esquemas de controle assumem que medidas das velocidades das juntas es-

tejam dispońıveis. Embora, seja posśıvel medir as velocidades usando tacômetros, o

uso de sensores adicionais representa um aumento do custo e, além disso, os sinais

fornecidos podem estar contaminados com rúıdo (Arteaga & Kelly 2004).

Neste caṕıtulo, será mostrado que um simples controlador PD causal (com ve-

locidades estimadas através de um filtro de avanço de fase) com uma compensação

feedforward pode garantir um rastreamento global de trajetória. Para esta finalidade,

será utilizada uma nova técnica de análise, denominada de “ISS regulator approach”.

Esta técnica aborda o problema em três etapas. Primeiramente, considera-se o pro-

blema de regulação para um ponto de operação desejado. Explorando a existência

do amortecimento natural, é provado que um manipulador robótico controlado por

um regulador PD causal é ISS com respeito a uma perturbação de entrada limitada,

fornecendo-se uma função de Lyapunov-ISS. Em seguida, considerando-se o pro-

blema de rastreamento, mostra-se que um controlador PD causal com compensação
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feedforward é equivalente ao regulador considerado na primeira etapa com uma per-

turbação de entrada aditiva e limitada. A partir deste resultado, é posśıvel demons-

trar que o sistema completo do erro em malha fechada possui estabilidade prática

global. Finalmente, tirando-se proveito da limitação global dos sinais do sistema,

prova-se que o sistema do erro em malha fechada é GAS, fornecendo-se limitantes

finitos para os valores dos ganhos do controlador e das constantes de tempo do filtro

de avanço de fase.

O resultado de estabilidade obtido para o controlador PD causal com com-

pensação feedforward é global no sentido usual, i.e., nenhuma restrição sobre qual-

quer condição inicial do sistema em malha fechada é imposta. Além disso, o re-

sultado é válido, não importando o quão pequeno seja o amortecimento natural.

Aparentemente, este é o primeiro trabalho a conseguir estes resultados, conside-

rando que o amortecimento natural possa ser arbitrariamente pequeno, hipótese

que parece ser bastante razoável do ponto de vista prático.

Embora a técnica de análise “ISS regulator approach” tenha sido proposta inici-

almente para tratar de um problema espećıfico, ela pode ser empregada em contextos

mais gerais. Para ilustrar este fato, será provado, utilizando esta técnica, que um

controlador PD causal com ganho proporcional não-linear também é capaz de so-

lucionar o problema de rastreamento global para manipuladores robóticos, usando

apenas medidas de posição. Além disso, será mostrado que este controlador PD

causal não-linear, permite o desenvolvimento de um limitante inferior menos con-

servativo para as constantes de tempo do filtro de avanço de fase.

Neste caṕıtulo, também serão apresentadas simulações numéricas, considerando

o modelo de um manipulador real, com o intuito de verificar os resultados teóricos

obtidos. Além disso, serão apresentadas conclusões e considerações finais.

2.2 Modelo de um manipulador robótico

Manipuladores Robóticos são sistemas mecânicos articulados compostos por elos

conectados por meio de juntas de revolução, prismáticas ou esféricas. As juntas de

revolução e as juntas prismáticas são os tipos mais comuns encontrados em robôs

manipuladores. (Sciavicco & Siciliano 2000, Santibañez, Kelly & Loria 2005)
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A dinâmica de um manipulador ŕıgido com n graus de liberdade é conveni-

entemente descrita pela formulação Lagrangiana e Hamiltoniana (Murray, Li &

Sastry 1994). No enfoque Lagrangiano, as equações que descrevem o movimento po-

dem ser desenvolvidas de modo sistemático, independentemente do sistema de coor-

denadas, através de um conjunto adequado de coordenadas generalizadas (Sciavicco

& Siciliano 2000).

Numa cadeia cinemática aberta, cada junta de revolução ou prismática fornece

um grau de liberdade adicional a estrutura mecânica. Desta forma, um robô com

n juntas apresentará n graus de liberdade. Quando os atuadores estão conveni-

entemente localizados, as posições das juntas podem ser utilizadas como sendo as

variáveis de coordenadas generalizadas (Santibañez et al. 2005).

O modelo dinâmico de um robô ŕıgido com n graus de liberdade e juntas de

revolução pode ser descrito por (Sciavicco & Siciliano 2000):

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + ζFvq̇ + g(q) = τ, (2.1)

na qual q(t), q̇(t), q̈(t) ∈ R
n denotam a posição, a velocidade e a aceleração das

juntas, respectivamente; a matriz de Inércia M(q) ∈ R
n×n é simétrica e positiva

definida; C(q, q̇) ∈ R
n×n é a matriz das forças centŕıpetas/Coriolis; ζ é uma cons-

tante positiva genérica, e Fv ∈ R
n×n denota a matriz de atrito viscoso conside-

rada constante, diagonal e positiva definida; g(q) ∈ R
n é o vetor de gravidade; e

τ ∈ R
n é o vetor de torques que atua nas juntas. A matriz de Coriolis/centŕıpeta

é definida usando-se os śımbolos de Christoffel (Spong & Vidyasagar 1989, Ortega

et al. 1998, Santibañez et al. 2005).

A dinâmica do sistema (2.1) exibe as seguintes propriedades, que serão úteis nas

análises subseqüentes (Sciavicco & Siciliano 2000, Spong & Vidyasagar 1989, Ortega

et al. 1998, Santibañez et al. 2005).

Propriedade 2.1 A matriz de inércia é limitada superiormente e inferiormente

pelas seguintes desigualdades:

λm(M) |x|2 ≤ xTM(q)x ≤ λM(M) |x|2 , ∀x ∈ R
n

sendo que

λm(M) := min
q∈Rn

λm(M(q)), λM(M) := max
q∈Rn

λM(M(q))
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Propriedade 2.2 A matriz de inércia satisfaz a seguinte desigualdade:

|M(x)z −M(y)z| ≤ kM |x− y| |z| , ∀x, y, z ∈ R
n

na qual cM pode ser calculada da seguinte maneira:

kM = n2

(

max
i,j,k,q

∣
∣
∣
∣

∂Mij(q)

∂qk

∣
∣
∣
∣

)

,

em que Mij(q) é o elemento ij da matriz M(q).

Propriedade 2.3 As matrizes de inércia e de Coriolis/centŕıpeta satisfazem a se-

guinte relação:

Ṁ(q) = C(q, q̇) + CT (q, q̇), ∀q, q̇ ∈ R
n,

Propriedade 2.4 A matriz 1
2
Ṁ(q)−C(q, q̇) é anti-simétrica, i.e.,

xT
(

1

2
Ṁ(q) − C(q, q̇)

)

x = 0, ∀x ∈ R
n,

Propriedade 2.5 A matriz de Coriolis/centŕıpeta satisfaz a seguinte desigualdade:

|C(x, z)w−C(y, v)w| ≤ c1 |z − v| |w|+c2 |z| |x− y| |w| , ∀x, y, z, v, w ∈ R
n

na qual os parâmetros c1 e c2 podem ser calculados do seguinte modo:

c1 = n2

(

max
i,j,k,q

|cijk(q)|
)

,

c2 = n3

(

max
i,j,k,l,q

∣
∣
∣
∣

∂cijk(q)

∂ql

∣
∣
∣
∣

)

,

sendo que cijk é o śımbolo de Christoffel ijk.

Propriedade 2.6 O vetor de gravidade satisfaz a seguinte desigualdade:

|g(x) − g(y)| ≤ kg |x− y| , ∀x, y ∈ R
n,

na qual o parâmetro cg pode ser calculado do seguinte modo:

kg = n

(

max
i,j,q

∣
∣
∣
∣

∂gi(q)

∂qj

∣
∣
∣
∣

)

,

sendo que gi(q) é o elemento i do vetor g(q).
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Propriedade 2.7 A dinâmica do robô pode ser parametrizada linearmente:

Y (q, q̇, q̈)θ = M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + ζFvq̇ + g(q) = τ,

onde Y (q, q̇, q̈) ∈ R
n×l é a matriz regressora e θ ∈ R

l é um vetor constante de

parâmetros.

Propriedade 2.8 Os seguintes majorantes são válidos:

|C(q, q̇)| ≤ c1 |q̇| ,
∣
∣
∣Ṁ(q)

∣
∣
∣ ≤ cm |q̇| , |g(q)| ≤ cg, |θ| ≤ cθ

2.3 Revendo o problema de regulação usando um

simples regulador PD causal

Em (Ailon & Ortega 1993, Kelly 1993b, Berghuis & Nijmeijer 1993a), foi mostrado

que um regulador PD causal com compensação da gravidade garante uma regulação

assintótica e global para um manipulador robótico com juntas de revolução. Para

esta finalidade, foi utilizada uma função de Lyapunov com derivada negativa semi-

definida em conjunto com o prinćıpio de invariância de LaSalle.

Em (Angeli 1999), foi provado que um manipulador com juntas de revolução

controlado por um PD não causal, que utiliza as velocidades das juntas, é ISS com

respeito a perturbações de entrada limitadas. Neste mesmo artigo, foi mostrado que

tal controlador não é capaz de assegurar esta propriedade para o caso de manipula-

dores com juntas prismáticas.

Nesta seção, considera-se o problema de regulação global de sáıda para um ponto

de operação constante desejado qr, usando apenas medidas de posição. O objetivo

é demonstrar que um manipulador, descrito por (2.1), controlado por um regulador

PD causal, com ou sem compensação de gravidade, é ISS com respeito a perturbações

de entrada limitadas. Para isto, será fornecida uma função de Lyapunov-ISS para o

sistema em malha fechada. Este resultado mais abrangente é obtido usando as idéias

apresentadas em (Angeli 1999) e tirando proveito da existência do amortecimento

natural do robô. Além disso, será mostrado que o regulador PD com compensação

da gravidade é capaz de assegurar que o erro de regulação q̃ :=q− qr tenda assinto-

ticamente para zero, na ausência de perturbações.
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O regulador PD clássico, que utiliza medidas das velocidades das juntas, é dado

por:

τ = −Kpq̃ −Kdq̇ (2.2)

sendo que Kp e Kd são matrizes simétricas e positivas definidas.

Como é considerado que apenas medidas das posições das juntas estão dis-

pońıveis, as velocidades das juntas podem ser estimadas através do seguinte filtro

de avanço de fase:

ν̂ = diag

{
s

µis+ 1
qi

}

,

(

ν̂i =
s

µis+ 1
qi

)

, i = 1, . . . , n (2.3)

onde, sem perda de generalidade, as constantes temporais µi do filtro de avanço de

fase para cada junta individual são escolhidas como sendo iguais a µ. O parâmetro

µ é uma constante positiva genérica, entretanto, quando uma grande precisão é

requerida, µ deve ser feito suficientemente pequeno (c.f. seção 2.4).

O filtro de avanço de fase (2.3) pode ser descrito no espaço de estado por:

ϑ̇ = −1

µ
ϑ− 1

µ2
q,

ν̂ = ϑ+
1

µ
q (2.4)

A lei de controle do regulador PD causal é obtida usando a estimativa da velo-

cidade ν̂ ao invés da velocidade exata q̇ em (2.2), sendo dada por:

τ = −Kpq̃ −Kdν̂ (2.5)

2.3.1 Análise de Estabilidade

Na análise de estabilidade, será considerada a presença de uma perturbação de

entrada limitada di(t) no sistema (2.1), logo o sinal de entrada é dado por:

τ = −Kpq̃ −Kdν̂ + di (2.6)

Substituindo (2.6) em (2.1), tem-se:

q̈ = M(q)−1 [−C(q, q̇)q̇ − ζFvq̇ − g(q) −Kpq̃ −Kdν̂ + di]

Como g(q) ≤ cg, ∀q ∈ R
n, para simplificar a análise, a seguinte perturbação de

entrada limitada será considerada:

d = di − g(q) (2.7)
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Com o intuito de permitir que a análise leve em conta a possibilidade de pouco

amortecimento natural, o parâmetro ζ será considerado como sendo um pequeno

parâmetro. Definindo o estado do sistema em malha fechada (2.1), (2.4) e (2.6)

como xT :=
[
q̃T q̇T ν̂T

]
, a equação de estado pode ser descrita por:

ẋ =









q̇

M(q)−1 [d− C(q, q̇)q̇ − ζFv q̇ −Kpq̃ −Kdν̂]

− ν̂
µ

+ q̇
µ









(2.8)

Agora, considere a seguinte função de Lyapunov-ISS candidata:

V1(x) =
1

2
q̇TM(q)q̇ +

1

2
q̃TKpq̃ +

1

2
µν̂TKdν̂ + ε1

q̃TM(q)q̇
√

1 + q̃T q̃
, (2.9)

na qual ε1 é uma constante positiva suficientemente pequena. Esta função de

Lyapunov é composta por um termo de energia mais um termo cruzado nor-

malizado. A motivação de se usar um termo cruzado é obter uma função com

derivada temporal negativa definida, ao invés de apenas negativa semi-definida.

Funções de Lyapunov similares já foram propostas por diversos autores na litera-

tura (e.g. termos cruzados sem normalização (Koditscheck 1988) e com normalização

(Angeli 1999, Tomei 1991, Kelly 1993a)).

A seguinte Proposição mostra que V1(x) é uma função de armazenamento, se ε1

for suficientemente pequeno.

Proposição 2.1 A função V1(x) definida em (2.9) é uma função de armazenamento

suave, se ε1 for tal que:

ε1 ≤
√

λm(M)λm(Kp)

2λM(M)
, (2.10)

podendo ser majorada inferiormente e superiormente por:

α1(|x|) = κ1 |x|2 ≤ V1(x) ≤ κ2 |x|2 = α1(|x|)

onde α1 e α1 são funções de classe K∞;

κ1 ≤
1

4
min{λm(M), λm(Kp), 2µλm(Kd)}; (2.11)

κ2 ≥
λM(P1)

2
, P1 =








λM(M) ε1λM(M) 0

ε1λM(M) λM(Kp) 0

0 0 µλM(Kd)








(2.12)

Prova: Ver Apêndice C.1
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O seguinte Lema mostra que V1(x) é uma função de Lyapunov-ISS, se ε1 for

suficientemente pequeno.

Lema 2.1 A função V1(x) definida em (2.9) é uma função de Lyapunov-ISS para

o sistema (2.8), se ε1 for escolhido tal que as desigualdades (2.10) e (2.13) sejam

satisfeitas.

ε1 < min

{
λm(Kp)λm(Fv)λm(Kd)

2ζλ2
M(Fv)λm(Kd) + λ2

M(Kd)λm(Fv)
,

ζλm(Fv)

4(2λM(M) + c1)

}

(2.13)

Além disso, a derivada temporal de V1(x) ao longo da solução de (2.8), pode ser

majorada por:

V̇1(x) ≤ −α1(|x|) + σ1(|d|) (2.14)

sendo que σ1(r) = κ3(r + r2) ∈ K∞ e α1(r) = κ4r
2/
√

1 + r2 ∈ K∞, com

κ3 = max

{

ε1,
1

ζλm(Fv)

}

; (2.15)

κ4 ≤
1

2
min

{
1

2
ζλm(Fv), λm(Kd), ε1λm(Kp)

}

(2.16)

Prova: Ver Apêndice C.2

Note que o resultado obtido no Lema 2.1 é independente do valor do parâmetro

µ do filtro de avanço e dos valores dos ganhos Kp e Kd do controlador. Além disso, a

existência de uma função de Lyapunov-ISS implica que o sistema em malha fechada

(2.8) é ISS com respeito à perturbação de entrada d(t).

Os resultados de estabilidade obtidos nesta seção são formalmente enunciados

no seguinte Teorema.

Teorema 2.1 Considere um robô ŕıgido com n graus de liberdade e juntas de re-

volução descrito por (2.1). Se a lei de controle for definida como em (2.4) e (2.5),

então o sistema em malha fechada (2.8) é ISS com respeito a uma perturbação de

entrada limitada d(t). Além disso, se d(t) ≡ 0, i.e. di = g(q), então o sistema em

malha fechada (2.8) é uniformemente globalmente assintoticamente estável (GAS).
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2.4 Rastreamento global usando um controlador

PD causal com compensação feedforward

Nesta seção, o problema de rastreamento global de trajetória para manipuladores

robóticos com modelo dinâmico descrito por (2.1) será abordado. Considera-se que

apenas medidas de posição estejam dispońıveis. O erro de rastreamento e(t) ∈ R
n é

definido como:

e(t) = q(t) − qd(t),

onde qd(t) é a trajetória desejada. Os sinais qd(t), q̇d(t), q̈d(t) são considerados

como sendo cont́ınuos e limitados por |qd|M , |q̇d|M e |q̈d|M , respectivamente. O

objetivo é projetar uma lei de controle de forma que o erro de rastreamento e(t)

tenda assintoticamente para zero, para quaisquer condições iniciais, enquanto todos

os sinais do sistema em malha fechada permaneçam uniformemente limitados.

Com o intuito de simplificar a análise e o projeto do controlador, a seguinte

hipótese é feita:

Hipótese 2.1 O modelo dinâmico (2.1) do robô é considerado como sendo conhe-

cido, o que significa que o vetor de parâmetros constantes θ, apresentado na Pro-

priedade 2.7, também é conhecido.

Como o objetivo é resolver o problema de rastreamento de trajetória, o seguinte

termo de compensação feedforward é adicionado ao sinal de controle:

Ydθ = M(qd)q̈d + C(qd, q̇d)q̇d + ζFvq̇d + g(qd) (2.17)

Da mesma forma que em (Sadegh & Horowitz 1990, Santibañez & Kelly 2001b),

a matriz regressora desejada Yd = Y (qd, q̇d, q̈d) ∈ R
n×l é uma função dos sinais de

trajetória desejados, sendo, portanto, limitada.

Considere o seguinte filtro de avanço de fase para estimar o sinal ė:

ν̂e = diag

{
s

µs+ 1
ei

}

, i = 1, . . . , n

com realização no espaço de estado dada por:

ϑ̇ = −1

µ
ϑ− 1

µ2
q − 1

µ
q̇d,

ν̂e = ϑ+
1

µ
q,

(2.18)
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onde o parâmetro µ deve ser escolhido suficientemente pequeno para assegurar con-

vergência assintótica do erro de rastreamento para zero.

Deste modo, o controlador PD causal com compensação feedforward é dado por:

τ = −Kpe−Kdν̂e + Ydθ (2.19)

Definindo o erro de estimação do filtro de avanço de fase ǫe ∈ R
n por:

ǫe(t) = ν̂e(t) − ė(t), (2.20)

a lei de controle (2.19) pode ser reescrita como:

τ = −Kpe−Kdė−Kdǫe + Ydθ (2.21)

Substituindo a lei de controle (2.21) em (2.1), tem-se:

ë = M−1(q) [−C(q, q̇)ė− ζFvė−Kpe−Kdė−Kdǫe − he] (2.22)

onde

he = [M(q) −M(qd)] q̈d + [C(q, q̇) − C(qd, q̇d)] q̇d + g(q) − g(qd), (2.23)

é a chamada dinâmica residual do robô (residual robot dynamics) (Arimoto 1995a,

Arimoto 1995b).

A seguinte Proposição caracteriza um majorante para a dinâmica residual do

robô que será útil nas análises subseqüentes.

Proposição 2.2 A dinâmica residual do robô, definida em (2.23), pode ser majo-

rada por:

|he| ≤ c1 |q̇d|M |ė| + ch∆hsat

( |e|
∆h

)

(2.24)

sendo que:

ch = kg + kM |q̈d|M + c2 |q̇d|2M ; (2.25)

∆h =
2
(
cg + λM(M) |q̈d|M + c1 |q̇d|2M

)

ch
(2.26)

Prova: Ver (Santibañez & Kelly 2001b)
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ch∆hsat
(

|e|
∆h

)

0

ch∆h

|e|∆h

Figura 2.1: Função de saturação

A partir da Proposição 2.2, pode ser verificado que a função he pode ser majorada

por um termo linear na norma da derivada do erro e por um termo saturado da

norma do erro. Para ilustrar, o gráfico da função ch∆hsat
(

|e|
∆h

)

é apresentado na

Figura 2.1.

De (2.18) e (2.20), a dinâmica do erro de estimação do filtro de avanço pode ser

descrita por:

ǫ̇e = −1

µ
ǫe − ë (2.27)

Definindo o estado do erro por:

Xe =
[
zTe ǫTe

]T
, ze =

[
eT ėT

]T
, (2.28)

a dinâmica do sistema do erro em malha fechada pode ser descrita por (2.22) e

(2.27).

2.4.1 Análise de Estabilidade

A análise de estabilidade será feita através dos seguintes passos. Primeiramente,

utilizando o Lema 2.1 e o Teorema 2.1, será provado que o sistema do erro é GApS.

Em seguida, será mostrado que o subsistema-ze definido em (2.22) é ISS com respeito

à entrada ǫe e que o subsistema-ǫe definido em (2.27) é ISS com respeito à ze.

Finalmente, explorando o fato de que o estado do erro é globalmente limitado,

pode-se demonstrar que o sistema do erro é GAS, através do Teorema de Pequenos

29



Ganhos Generalizado (Generalized Small-Gain Theorem) (Jiang et al. 1994, Jiang

& Mareels 1997).

Para ilustrar a análise, um diagrama de blocos mostrando a interconexão entre

os subsistemas que compõe o sistema completo do erro é apresentado na Figura 2.2

Subsistema-ze

Subsistema-ǫe

ze

ǫe

Figura 2.2: Interconexão entre os subsistemas que constituem o sistema completo

do erro

A estabilidade prática do sistema do erro é caracterizada no seguinte Lema.

Lema 2.2 Considere o sistema (2.1). Se a lei de controle for definida por (2.18)

e (2.19), então o sistema do erro em malha fechada descrito por (2.22) e (2.27),

com estado Xe definido em (2.28), é uniformemente globalmente assintoticamente

praticamente estável (GApS). Além disso, o estado do erro é conduzido num tempo

finito TR para o seguinte conjunto compacto:

DR :=
{
Xe ∈ R

3n; |Xe| ≤ R
}
,

sendo que R é uma constante independente de µ.

Prova: Ver Apêndice C.3

Para mostrar que o subsistema-ze definido em (2.22) é ISS com respeito à entrada

ǫe, será considerada a seguinte função de Lyapunov-ISS candidata, que se assemelha

a função utilizada no caso da regulação:

V2(ze) =
1

2
ėTM(q)ė+

1

2
eTKpe+ ε2φ

T (e)M(q)ė, (2.29)
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na qual ε2 é uma constante positiva suficientemente pequena e a função φ(e) : R
n →

R
n é definida por:

φ(e) = ch

√

1

ς2
+ ∆2

h

ςe√
1 + ς2eT e

(2.30)

onde 0 < ς ≤ 1 é uma constante positiva que é escolhida de forma conveniente. As

seguintes desigualdades serão utilizadas nos desenvolvimentos subseqüentes:

|φ(e)| ≥ ch∆hsat

( |e|
∆h

)

, ∀e ∈ R
n (2.31)

|φ(e)| ≤ ch

√

1

ς2
+ ∆2

h, ∀e ∈ R
n (2.32)

|φ(e)|2 ≤ ch

√

1+ς2∆2
hφ

T (e)e, ∀e ∈ R
n (2.33)

O seguinte majorante para a derivada temporal de φ(e) pode ser estabelecido:

φ̇(e) = ch

√

1

ς2
+∆2

h

(

ςė√
1+ς2eT e

− ς3(ėT e)e

(1+ς2eT e)
3
2

)

∣
∣
∣φ̇(e)

∣
∣
∣ ≤ ch

√

1+ς2∆2
h

(

1√
1+ς2eT e

+
ς2 |e|2

(1+ς2 |e|2) 3
2

)

|ė|

Como 1/
√

1+ς2 |e|2≤1 e ς2 |e|2 /(1+ς2 |e|2)3/2≤1 para todo e ∈ R
n, segue que:

∣
∣
∣φ̇(e)

∣
∣
∣ ≤ 2ch

√

1 + ς2∆2
h |ė| , ∀e ∈ R

n (2.34)

A Proposição 2.3 mostra que para ε2 suficientemente pequeno, V2(ze) é uma

função de armazenamento suave.

Proposição 2.3 A função V2(ze) definida em (2.29) é uma função de armazena-

mento suave, se ε2 for tal que:

ε2 ≤
1

2

√

λm(M)λm(Kp)

λM(M)ch
√

1 + ς2∆2
h

, (2.35)

podendo ser majorada inferiormente e superiormente pelas seguintes desigualdades:

α2(|ze|) = κ5 |ze|2 ≤ V2(ze) ≤ κ6 |ze|2 = α2(|ze|) (2.36)

κ5≤
1

4
min{λm(M), λm(Kp)}; (2.37)
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κ6≥
1

2
λM(P2), P2 =




λM(Kp) χ1

χ1 λM(M)



 (2.38)

χ1 = ε2λM(M)ch

√

1 + ς2∆2
h

Prova: Segue os mesmos passos da prova apresentada na seção C.1 do

Apêndice C.

O seguinte Lema prova que o subsistema-ze é ISS com respeito à entrada ǫe, se

os ganhos de controle Kp e Kd forem escolhidos apropriadamente.

Lema 2.3 Considere a função V2(ze) definida em (2.29). Se os ganhos Kp e Kd

forem escolhidos tais que:

λm(Kd) ≥ χ2, (2.39)

λm(Kp) ≥ 2ch

√

1+ς2∆2
h

[

1 +
χ2

3

4ε2(
3
4
λm(Kd) − χ2)

]

, (2.40)

sendo que ε2 satisfaz a desigualdade (2.35) e com χ2 e χ3 definidos por:

χ2 :=c1 |q̇d|M+2ε2λM(M)ch

√

1+ς2∆2
h+ε2c1ch

√

1

ς2
+∆2

h (2.41)

χ3 := 1 + ε2 (ζλM(Fv) + λM(Kd) + 2c1 |q̇d|M) ; (2.42)

então, V2(ze) é uma função de Lyapunov-ISS, cuja derivada temporal ao longo da

solução de (2.21) pode ser majorada por:

V̇2(ze) ≤ −α2(|ze|) + σ2(|ǫe|), (2.43)

sendo que α2(r) = κ7r
2/
√

1 + r2 ∈ K∞ e σ2(r) = κ8r
2 ∈ K∞ com

κ7 =min

{

λm(Q),
1

2
ε2λm(Kp)ch

√

1+∆2
h

}

,

κ8 =
λ2
M(Kd)

(

λm(Kp)+2ε2ch
√

1+∆2
hλm(Kd)

)

2λm(Kd)λm(Kp)
,

onde Q é uma matriz simétrica dada por:

Q =






3
4
λm(Kd) − χ2 −χ3

2

−χ3

2
ε2

(

λm(Kp)

2ch
√

1+ς2∆2
h

− 1

)





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Portanto, o subsistema-ze definido em (2.22) é ISS com respeito à entrada ǫe, e

o estado ze pode ser majorado do seguinte modo:

|ze(t)| ≤ βz(|ze(t0)| , t− t0) + γz(||ǫe||) (2.44)

sendo que βz ∈ KL e γz(r)=α−1
2 ◦ α2 ◦ α−1

2 ◦ σ2(r)∈K∞.

Além disso, dentro de DR (ver Lema 2.2), o ganho ISS γz é linear e dado por

γz(r) = κzr, onde a constante κz é independente de µ e dada por:

κz=

√
κ6κ8

κ5κ̄7

, com κ̄7 =
κ7√

1+R2
(2.45)

Prova: Ver Apêndice C.4

Agora, considerando a função de Lyapunov-ISS candidata:

V3(ǫe) =
1

2
ǫTe ǫe, (2.46)

o seguinte Lema prova que para µ suficientemente pequeno, o subsistema-ǫe é ISS

com respeito à entrada ze.

Lema 2.4 Considere a função V3(ǫe) definida em (2.46). Se o parâmetro µ do filtro

de avanço for escolhido tal que:

µ ≤ λm(M)

4λM(Kd)
, (2.47)

então, V3(ǫe) é uma função de Lyapunov-ISS, cuja derivada temporal ao longo da

solução de (2.22) e (2.27) pode ser majorada por:

V̇3(ǫe) ≤ −α3(|ǫe|) + σ3(µ |ze|), (2.48)

sendo que α3(r) = r2/4µ ∈ K∞ e σ3(µr) = µr2(κ9 + κ10r
2) ∈ K∞, com

κ9 =
2

λ2
m(M)

max
{
(λM(Kp) + ch)

2 , (2c1 |q̇d|M+ζλM(Fv)+λM(Kd))
2} ,

κ10 =
c21

λ2
m(M)

Portanto, o subsistema-ǫe é ISS com respeito à entrada ze, e o estado ǫe pode ser

majorado do seguinte modo:

|ǫe(t)| ≤ βǫ(|ǫe(t0)| , t− t0) + γǫ(µ ||ze||) (2.49)
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Além disso, dentro de DR, o ganho ISS γǫ é linear e dado por γǫ(µr) = µκǫr, onde

a constante κǫ é independente de µ, sendo dada por:

κǫ = 2
√
κ11, com κ11 = κ9 + κ10R

2 (2.50)

Prova: Ver Apêndice C.5

A partir dos Lemas 2.3 e 2.4, é posśıvel verificar que dentro de DR o ganho

composto γǫ ◦ γz(r) = µκzκǫr. Logo, se µ for escolhido tal que:

µ ≤ 1

κzκǫ
(2.51)

então, aplicando o Teorema de Pequenos Ganhos Generalizado (Jiang et al. 1994,

Jiang & Mareels 1997), pode-se concluir que o sistema do completo do erro é GAS.

Os resultados obtidos acima são formalmente enunciados no Teorema 2.2.

Teorema 2.2 Considere um robô ŕıgido com n-graus de liberdade e juntas de re-

volução descrito por (2.1). Assuma que a Hipótese 2.1 seja satisfeita. Seja a lei de

controle definida por (2.18) e (2.19). Se os ganhos de controle Kd e Kp forem seleci-

onados de modo que as desigualdades (2.39) e (2.40) sejam válidas e se o parâmetro

µ do filtro de avanço de fase for escolhido tal que as condições (2.47) e (2.51) sejam

satisfeitas, então o sistema do erro em malha fechada, descrito por (2.22) e (2.27),

com estado Xe=
[
eT ėT ǫTe

]T
, é uniformemente globalmente assintoticamente estável

(GAS).

Observação 2.1 Poderia se usar um controle de alto ganho caso os parâmetros do

robô fossem conhecidos apenas “nominalmente”. Neste caso, pela análise apresen-

tada, poderia se concluir que o sistema do erro em malha fechada continuaria sendo

praticamente estável. Além disso, poderiam ser obtidos erros arbitrariamente peque-

nos, fazendo os ganhos de controle Kp e Kd suficientemente grandes e escolhendo o

parâmetro µ suficientemente pequeno.

Observação 2.2 O Teorema 2.2 fornece um resultado de existência em termos da

constante de tempo µ do filtro de avanço de fase. Em geral, devido ao conservado-

rismo da análise, o limitante superior (2.51) tende a ser muito pequeno, não podendo

ser utilizado para sintonizar o parâmetro µ em situações práticas. Entretanto, con-

forme ficará evidenciado nos resultados de simulação, o valor deste parâmetro pode

ser escolhido como sendo muito maior do que aquele que seria permitido pela análise.
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2.5 Resultados de Simulação

Nesta seção, serão apresentadas simulações numéricas para verificar os desenvolvi-

mentos teóricos. Considera-se o manipulador real, denominado de Barrett Whole

Arm Manipulator (WAM). Por simplicidade, 5 elos do WAM são travados numa

configuração espećıfica, resultando num manipulador planar com dois graus de li-

berdade, conforme pode ser visto na figura 2.3.

Figura 2.3: Configuração planar com dois graus de liberdade do WAM.

Nesta configuração, o modelo dinâmico do manipulador é dado por (McIntyre,

Dixon, Dawson & Walker 2005):

M(q) =




θ1 + 2θ2 cos(q2) θ3 + θ2 cos(q2)

θ3 + θ2 cos(q2) θ3



 , Fv=




θ4 0

0 θ5



 , ζ=1

C(q, q̇) =




−θ2 sin(q2)q̇2 −θ2 sin(q2)q̇1−θ2 sin(q2)q̇2

θ2 sin(q2)q̇1 0





(2.52)

O vetor de gravidade não é considerado em (2.52), devido ao plano de movimento

do manipulador. Além do atrito viscoso, considerado na análise, este robô também

apresenta um atrito de Coulomb que é modelado da seguinte maneira:

fc(q̇) =




θ6sgn(q̇1)

θ7sgn(q̇2)



 , (2.53)

Desta forma, o modelo dinâmico deste manipulador pode ser escrito como:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + ζFvq̇ + fc(q̇) = τ, (2.54)
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O vetor de parâmetros θ é dado por:

θ :=




















θ1

θ2

θ3

θ4

θ5

θ6

θ7




















=




















1.35 (Kg·m2)

0.0529 (Kg·m2)

0.2502 (Kg·m2)

0.8838 (N·m·s)
0.66285 (N·m·s)
1.50246 (N·m)

0.7074 (N·m)




















(2.55)

A mesma trajetória desejada considerada em (McIntyre et al. 2005) é escolhida.

qd(t) =




0.8 sin(t)

0.8 sin(t)



 (rad) (2.56)

Para validar a análise, o controlador é projetado, considerando o modelo

dinâmico (2.52) como sendo conhecido e desprezando a presença do atrito de Cou-

lomb, que é visto como uma incerteza.

Usando (2.55) é posśıvel calcular os seguintes parâmetros:

cM = 0.4232, λm(M) = 0.1783, λM(M) = 1.5277, c1 = 0.2116,

c2 = 0.4232, λm(Fv) = 0.66285, λM(Fv) = 0.8838
(2.57)

De (2.56), qd(t), q̇d(t) e q̈d(t) podem ser majorados por:

|qd|M = |q̇d|M = |q̈d|M = 0.8 (2.58)

De (2.25) e (2.26), e usando os valores encontrados em (2.57) e (2.58), tem-se:

ch = 0.6094, ∆h = 4.4554

Selecionando ε2 = ς = 0.1, o seguinte limitante inferior para λm(Kd), pode ser

obtido a partir de (2.39) e (2.41):

λm(Kd) ≥ 0.5143

O seguinte ganho de controle Kd é escolhido:

Kd = diag {15, 15}
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Para esta escolha de Kd e usando (2.40)–(2.42), o seguinte limitante inferior para

λm(Kp) pode ser calculado:

λm(Kp) ≥ 2.6222

O ganho Kp é selecionado como:

Kp = diag {40, 40}

Para satisfazer a desigualdade (2.47), o parâmetro µ tem que ser tal que:

µ ≤ 0.003

Este limitante garante que o subsistema-ǫe seja ISS com respeito à entrada ze. Por

outro lado, para atender à condição (2.51), o parâmetro µ deve ser escolhido tal que:

µ ≤ 7.1 × 10−11 (2.59)

Como havia sido mencionado anteriormente, este limitante é muito conservativo.

Seu papel é garantir que Xe convirja para zero, para quaisquer valores de Xe ∈ DR,

ou seja, seu valor tem que ser tão menor quanto maior for a magnitude de Xe.

Desta forma, a desigualdade (2.59) prevê o pior caso, quando |Xe| = R. Além disso,

devido ao conservadorismo da análise, o majorante R para o estado Xe é em geral

bastante conservativo, o que leva a crer que, na realidade um valor muito maior

poderia ser utilizado para sintonizar o parâmetro µ, mesmo para condições iniciais

excessivamente grandes. Além disso, como esta situação dificilmente se verifica na

prática, este limitante será desconsiderado. Deste modo, µ é escolhido como:

µ = 0.002

Os valores dos parâmetros Kp e Kd foram ajustados, através de simulações

numéricas, de modo a respeitar às condições impostas pela análise e ao mesmo

tempo tentar reduzir o erro de rastreamento, quando o sistema é perturbado pela

presença do atrito de Coulomb, sem, no entanto, diminuir muito o limitante (2.51)

para o parâmetro µ.

Considerações Práticas: para evitar o problema de peaking, que consiste em

grandes amplitudes de pico nas variáveis de estimação ν̂e, durante o transitório

inicial, as condições iniciais do filtro de avanço de fase são inicializadas, utilizando o
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conhecimento da condição inicial do erro de rastreamento e(0). Desta forma, evita-

se que o problema de peaking seja transmitido para o sinal de controle, melhorando

a resposta transitória do sistema em malha fechada.

Para corroborar a inferência de que o parâmetro µ não precisa ser tão pequeno,

mesmo para condições iniciais excessivamente grandes, foram feitas simulações, des-

prezando o atrito de Coulomb e considerando que as condições iniciais fossem dadas

por q(0) = q̇(0) = KR, com KR sendo uma constante positiva que seria arbitraria-

mente aumentada até que o estado do erro deixasse de convergir. A condição inicial

do filtro foi ajustada como ϑ(0) = − 1
µ
e(0), para evitar o problema de peaking. Como

as simulações envolveriam valores numéricos grandes, decidiu-se utilizar o método de

Integração de Euler, reduzindo o passo de integração, conforme necessário. Infeliz-

mente, devido a limitações computacionais, não foi posśıvel determinar se o estado

Xe deixaria de convergir para um valor de KR suficientemente grande. O último

teste foi realizado com KR = 106 e passo de integração h = 10−6. Para valores

maiores de KR, um passo ainda menor teria que ser considerado, de forma que o

tempo necessário para efetuar a simulação seria proibitivo.

Para ilustrar os resultados teóricos obtidos, uma nova simulação foi realizada

desprezando-se o atrito de Coulomb, e considerando as seguintes condições iniciais:

q(0) = [1.5 − 0.75]T (rad), q̇(0) = [1 1.5]T (rad/s), ϑ(0) = −1

µ
e(0) (2.60)

Neste caso, o controlador consegue rastreamento exato, como pode ser visto na

Figura 2.4. Além disso, na Figura 2.5 mostra-se que o estado completo do erro

Xe converge para zero, conforme esperado. O sinal de controle é apresentado na

Figura 2.6.

Para testar a robustez do controlador, a simulação foi refeita com a presença do

atrito de Coulomb e considerando as mesmas condições iniciais, apresentadas em

(2.60). A figura 2.7 mostra que o desempenho do rastreamento é satisfatório. O

erro de rastreamento obtido é inferior a 0.04 rad, conforme pode ser verificado na

figura 2.8.
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Figura 2.4: Manipulador WAM sem atrito de Coulomb controlado por um PD

causal: Rastreamento: (a) (- -) posição desejada qd1 e (—) posição q1

(rad); (b) (- -) posição desejada qd2 e (—) posição q2 (rad)
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Figura 2.5: Manipulador WAM sem atrito de Coulomb controlado por um PD

causal: (a) Trecho Ampliado do Sinal e(t) (rad): (—) e1 e (- -) e2; (b)

Trecho Ampliado do Sinal ė(t) (rad/s): (—) ė1 e (- -) ė2; (c) Trecho

Ampliado do Sinal ǫe(t) (rad/s): (—) ǫe1 e (- -) ǫe2
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Figura 2.6: Manipulador WAM sem atrito de Coulomb controlado por um PD

causal: (a) Sinal de Controle τ(t) (N·m): (—) τ1 e (- -) τ2; (b) Trecho

ampliado do sinal τ(t): (—) τ1 e (- -) τ2
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Figura 2.7: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD

causal: Rastreamento: (a) (- -) posição desejada qd1 e (—) posição q1

(rad); (b) (- -) posição desejada qd2 e (—) posição q2 (rad)
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Figura 2.8: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD

causal: Trecho Ampliado do Sinal e(t) (rad): (—) e1; (- -) e2

2.6 Controlador PD causal não-linear

Na Seção 2.4, foi provado que um controlador PD causal com compensação feed-

forward é capaz de garantir rastreamento global para uma classe de manipuladores

robóticos. Para isto, uma nova técnica de análise, chamada de “ISS Regulator-

Approach” foi utilizada.

Seria interessante verificar se esta técnica poderia ser estendida para outras leis

de controle e para tratar de outros problemas. Neste seção, a técnica de análise pro-

posta é empregada para mostrar que o problema de rastreamento global de manipu-

ladores robóticos, usando apenas realimentação de sáıda, também pode ser resolvido

utilizando uma lei de controle não-linear. A lei considerada consiste do controla-

dor PD causal com compensação feedforward, analisado anteriormente, em conjunto

com um ganho proporcional não-linear. Além disso, será mostrado que para tal

controlador é posśıvel obter valores teóricos menos conservativos para o limitante

da constante de tempo do filtro de avanço de fase.

Os desenvolvimentos teóricos necessários para demonstrar o resultado seguem

as mesmas linhas gerais dos utilizados anteriormente. Desta forma, primeiro, será

apresentado o caso da regulação e em seguida será tratado o problema do rastrea-

mento.
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2.6.1 Revendo o problema de regulação usando um regula-

dor PD causal não-linear

O objetivo é provar que um robô, com modelo dinâmico dado por (2.1), controlado

por um regulador PD causal não-linear é ISS com respeito a perturbações de entrada

limitadas. Além disso, mostra-se que a adição de um termo de compensação da

gravidade garante que o erro de regulação q̃ := q − qr tenda assintoticamente para

zero, na ausência de perturbações.

A lei de controle do regulador PD causal com um ganho proporcional não-linear

é dada por:

τ = −Kpq̃ −Kdν̂ − Ψ(q̃)q̃ (2.61)

sendo que ν̂ é a sáıda do filtro de avanço de fase (2.4),Kp eKd são matrizes simétricas

e positivas definidas, e Ψ(q̃) = diag{ψi |q̃i|}, i = 1, . . . , n com ψi sendo constantes

positivas.

Definindo o estado do sistema em malha fechada (2.1), (2.4) e (2.61) como x :=
[
q̃T q̇T ν̂T

]T
, e considerando a presença de uma perturbação aditiva e uniformemente

limitada di na entrada, a equação de estado pode ser descrita por:

ẋ =









q̇

M(q)−1 [d− C(q, q̇)q̇ − ζFvq̇ −Kpq̃ − Ψ(q̃)q̃ −Kdν̂]

− ν̂
µ

+ q̇
µ









(2.62)

onde d = di − g(q) também é uma perturbação uniformemente limitada.

Agora, considere a seguinte função de Lyapunov-ISS candidata:

V4(x) =
1

2
q̇TM(q)q̇ +

1

2
q̃TKpq̃ +

1

3
q̃TΨ(q̃)q̃ +

1

2
µν̂TKdν̂ + ε1

q̃TM(q)q̇
√

1 + q̃T q̃
(2.63)

Esta função é igual a função V1(x) definida em (2.9) acrescida do termo 1
3
q̃TΨ(q̃)q̃,

utilizado para lidar com o ganho proporcional não-linear.

Proposição 2.4 A função V4(x) definida em (2.63) é uma função de armazena-

mento suave, se ε1 satisfaz a desigualdade (2.10), podendo ser majorada inferior-

mente e superiormente por:

α4(|x|) = κ1 |x|2 ≤ V4(x) ≤ κ2 |x|2 + ψM |x|3 = α4(|x|),
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em que ψM = max{ψ1, . . . , ψn}, κ1 e κ2 são definidas em (2.11) e (2.12), respecti-

vamente.

Prova: Ver Apêndice C.7

O seguinte Lema mostra que V4(x) é uma função de Lyapunov-ISS, se ε1 for

suficientemente pequeno.

Lema 2.5 A função V4(x) definida em (2.63) é uma função de Lyapunov-ISS para

o sistema (2.62), se ε1 for escolhido de modo a satisfazer as desigualdades (2.10) e

(2.13). Além disso, a derivada temporal de V4(x), ao longo da solução de (2.62),

pode ser majorada por:

V̇4(x) ≤ −α4(|x|) + σ4(|d|), (2.64)

sendo que σ4(r) = κ3(r + r2) ∈ K∞, com κ3 definido em (2.15) e

α4(r) =







κ̃4
r3

√
1 + r2

, r ≥ κ̂4

κ̃4
,

κ̂4
r2

√
1 + r2

, r <
κ̂4

κ̃4
,

κ̃4≤min

{
1

4
ζλm(Fv),

1

2
λm(Kd), ε1

ψm√
n

}

, κ̂4≤
1

2
min

{
1

2
ζλm(Fv), λm(Kd), ε1λm(Kp)

}

em que ψm = min{ψ1, . . . , ψn}.
Prova: Ver Apêndice C.8

Note que o termo negativo da função V̇4(x) é aproximadamente quadrático,

quando o estado x se encontra afastado da origem, enquanto que o termo nega-

tivo da função V̇1(x) é aproximadamente linear. Esta diferença possibilita que um

majorante R menos conservativo para o estado Xe possa ser obtido, utilizando o

controlador PD causal não-linear, fato que contribui para reduzir o conservadorismo

do limitante para a constante de tempo do filtro de avanço, necessário para assegurar

a convergência do estado Xe para zero.

A partir do Lema 2.5, é imediato concluir que o sistema em malha fechada (2.1),

(2.4) e (2.61) é ISS com respeito à perturbação de entrada d(t). Os resultados de

estabilidade obtidos nesta seção são formalmente enunciados no seguinte Teorema.
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Teorema 2.3 Considere um robô ŕıgido com n graus de liberdade e juntas de re-

volução descrito por (2.1). Se a lei de controle for definida como em (2.4) e (2.61),

então o sistema em malha fechada (2.62) é ISS com respeito a uma perturbação de

entrada limitada d(t). Além disso, se d(t) ≡ 0, então o sistema em malha fechada

(2.62) é uniformemente globalmente assintoticamente estável (GAS).

2.6.2 Rastreamento global usando um controlador PD cau-

sal não-linear com compensação feedforward

Agora, o problema de rastreamento de trajetória para manipuladores robóticos

descritos por (2.1) será abordado. As mesmas considerações acerca dos sinais de

trajetória desejados são feitas. O objetivo é garantir que o erro de rastreamento

e = q − qd tenda assintoticamente para zero, para quaisquer condições iniciais. No-

vamente, assume-se que o modelo dinâmico do manipulador seja conhecido.

A lei de controle é projetada do seguinte modo:

τ = −Kpe−Kdν̂e − Ψ(q)q + Ψ(qd)qd + Ydθ, (2.65)

onde ν̂e é uma estimativa do sinal ė, obtida através do filtro de avanço definido em

(2.18); Ydθ é o termo de compensação feedforward definido em (2.17).

Considerando o erro de estimação ǫe do filtro de avanço, a lei de controle (2.65)

pode ser reescrita como:

τ = −Kpe−Kdė− Ψ(q)q + Ψ(qd)qd −Kdǫe + Ydθ (2.66)

Substituindo a lei de controle (2.66) em (2.1), tem-se:

ë = M−1(q) [−C(q, q̇)ė− ζFvė−Kpe−Kdė−Kdǫe − Ψ(q)q + Ψ(qd)qd − he]

(2.67)

onde he é definida em (2.23). Desta forma, o sistema do erro em malha fechada,

com estado Xe definido em (2.28), pode ser descrito por (2.27) e (2.67).

A análise de estabilidade será feita seguindo os mesmos passos utilizados para

o controlador PD causal. Desta forma, a estabilidade prática do sistema do erro é

caracterizada no Lema 2.6.
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Lema 2.6 Considere o sistema (2.1). Se a lei de controle for definida por (2.18)

e (2.65), então o sistema do erro em malha fechada (2.27) e (2.67), com estado

Xe =
[
eT ėT ǫTe

]T
, é uniformemente globalmente assintoticamente praticamente

estável (GApS). Além disso, o estado do erro é conduzido num tempo finito TR

para o seguinte conjunto compacto:

DR :=
{
Xe ∈ R

3n; |Xe| ≤ R
}
,

onde R é uma constante independente de µ.

Prova: Ver Apêndice C.9

Para mostrar que o subsistema-ze definido em (2.67), com estado ze =
[
eT ėT

]T
,

é ISS com respeito à entrada ǫe, será considerada a seguinte função de Lyapunov-ISS

candidata:

V5(ze) =
1

2
ėTM(q)ė+

1

2
eTKpe+

1

3
eT (Ψ(q)q − Ψ(qd)qd) + δφT (e)M(q)ė, (2.68)

onde δ é uma constante positiva e a função φ(e) : R
n → R

n é definida em (2.30).

Além de possuir um termo para lidar com o ganho não-linear, a principal dife-

rença desta função para a função V2(ze), considerada anteriormente, é que δ não é

uma constante suficientemente pequena. Esta modificação é necessária para provar

que de fato esta função candidata será uma função de Lyapunov-ISS para o sistema

(2.67).

Proposição 2.5 A função V5(ze) definida em (2.68) é uma função de armazena-

mento suave, se o ganho Kp for tal que:

λm(Kp) ≥ δ2λM(M)c2h
(
1 + ς2∆2

h

)
, (2.69)

podendo ser limitada inferiormente e superiormente pelas seguintes desigualdades:

α5(|ze|) = κ5n |ze|2 ≤ V5(ze) ≤ κ6n |ze|2 + ψM |ze|3 = α5(|ze|),

sendo que α5 e α5 são funções de classe K∞;

κ5n ≤
1

2
min

q, e∈Rn
λm(P5(q, e)), P5(q, e) =




M(q) π(e)M(q)

π(e)M(q) Kp



 , (2.70)

π(e) = δch

√

1

ς2
+ ∆2

h

ς√
1 + ς2eT e

,
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κ6n ≥
1

2
λM(P̄5), P̄2 =




λM(Kp) + 4

3
ψM |qd|M χ1n

χ1n λM(M)



 , (2.71)

χ1n = δλM(M)ch

√

1 + ς2∆2
h

Prova: Ver Apêndice C.10

O seguinte Lema mostra que o subsistema-ze é ISS com respeito à entrada ǫe, se

os ganhos de controle Kp e Kd forem escolhidos apropriadamente.

Lema 2.7 Considere a função V5(ze) definida em (2.68). Se Kd e δ forem escolhidos

tais que:

λm(Kd) ≥ χ2n , (2.72)

δ ≥ 2
√
n
√

1 + ς2
(
|q̇d|M λm(Kd) + 4

3
|qd|2M

)

3ξch
√

1+ς2∆2
hλm(Kd)

, (2.73)

onde 0<ξ<1 é uma constante escolhida de forma conveniente, χ2n é definido por

χ2n :=c1 |q̇d|M+2δλM(M)ch

√

1+ς2∆2
h+δc1ch

√

1

ς2
+∆2

h; (2.74)

e se, adicionalmente, Kp for escolhido de modo a satisfizer a desigualdade (2.69) e

for tal que:

λm(Kp) ≥ max







2ch

√

1+ς2∆2
h

(

1 +
χ2

3n

4δ(3
4
λm(Kd) − χ2n)

)

,

16
√

1+ς2
(
|q̇d|M λm(Kd) + 4

3
|qd|2M

)

3δch
√

1 + ς2∆2
hλm(Kd)







, (2.75)

com χ3n definido por:

χ3n := 1 + δ (ζλM(Fv) + λM(Kd) + 2c1 |q̇d|M) , (2.76)

então, V5(ze) é uma função de Lyapunov-ISS, cuja derivada temporal ao longo da

solução de (2.67), pode ser majorada por:

V̇5(ze) ≤ −α5(|ze|) + σ5(|ǫe|), (2.77)

onde α5(r) = κ7nr
2, σ5(r) = κ8nr

2 ∈ K∞. As constantes κ8n e κ7n são dadas por:

κ8n =
λ2
M(Kd)

(

2λm(Kp)+δch
√

1+ς2∆2
hλm(Kd)

)

λm(Kd)λm(Kp)
, (2.78)
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κ7n =
κ̂7

√

1 + κ2
r

, κr =
κ̂7

κ̃7
, (2.79)

κ̃7≤min

{

λm(Qn),
δ(1−ξ)ch

√

1+ς2∆2
h

2
√
n

}

, κ̂7≤min

{

λm(Qn),
δλm(Kp)ch

√

1+ς2∆2
h

8

}

,

onde Qn é uma matriz simétrica definida dada por:

Qn =






3
4
λm(Kd) − χ2n −χ3n

2

−χ3n

2
ε2

(

λm(Kp)

2ch
√

1+ς2∆2
h

− 1

)




 (2.80)

Portanto, para ganhos Kp e Kd apropriados, o subsistema-ze definido em (2.67)

é ISS com respeito à entrada ǫe, e o estado ze pode ser majorado do seguinte modo:

|ze(t)| ≤ βzn(|ze(t0)| , t− t0) + γzn(||ǫe||), (2.81)

onde βzn ∈ KL e γzn(r)=α−1
5 ◦ α5 ◦ α−1

5 ◦ σ5(r)∈K∞.

Além disso, dentro de DR o ganho ISS γzn = κznr, onde a constante κzn é

independente de µ e dada por:

κzn =

√
κ̄6nκ8n

κ5nκ7n

, κ̄6n = κ6 + ψMR (2.82)

Prova: ver Apêndice C.12

Note que a constante δ não faz parte da implementação do controle, sendo utili-

zada apenas para a análise. Sua influência prática fica circunscrita apenas ao ajuste

dos parâmetros do controlador.

O termo negativo, presente na derivada da função de Lyapunov V5(ze) é

quadrático, em contraste com o termo aproximadamente linear, encontrado na

função V̇2(ze). O ganho ISS γzn(r) não é linear devido, apenas, à presença do termo

cúbico da função α5(r). Note que neste caso, o ganho κzn é proporcional a
√
R, em

contraste com o ganho κz, obtido anteriormente, que era proporcional a R. Por este

motivo, e como a constante R tende a ser relativamente grande, o valor do limitante

para o parâmetro µ do filtro de avanço tende a ser menos conservativo.

Agora, considerando a função de Lyapunov-ISS candidata:

V6(ǫe) =
1

2
ǫTe ǫe, (2.83)

o seguinte Lema prova que para µ suficientemente pequeno o subsistema-ǫe é ISS

com respeito à entrada ze.
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Lema 2.8 A função V6(ǫe) definida em (2.83) é uma função de Lyapunov-ISS para

o sistema (2.27) se o parâmetro µ for tal que:

µ ≤ λm(M)

4λM(Kd)
(2.84)

Além disso, a derivada temporal de V6(ǫe), ao longo da solução de (2.22) e (2.27),

pode ser majorada por:

V̇6(ǫe) ≤ −α6(|ǫe|) + σ6(µ |ze|), (2.85)

sendo que α6(r) = 1
4µ
r2 ∈ K∞, σ3(µr) = µr2(κ9n + κ10nr

2) ∈ K∞, com

κ9n =
2

λ2
m(M)

max
{
(λM(Kp)+ch + 2ψM |qd|M)2 , (2c1 |q̇d|M+ζλM(Fv)+λM(Kd))

2} ,

(2.86)

κ10n =
2

λ2
m(M)

max
{
c21, ψ

2
M

}
(2.87)

Portanto, o subsistema-ǫe é ISS com respeito à entrada ze, e o estado ǫe pode ser

majorado do seguinte modo:

|ǫe(t)| ≤ βǫn(|ǫe(t0)| , t− t0) + γǫn(µ ||ze||), (2.88)

onde βǫn ∈ KL e γǫn(µr) = α−1
6 ◦ σ6(µr).

Além disso, dentro de DR, o ganho ISS γǫn é linear e dado por γǫn(µr) = µκǫnr,

onde a constante κǫn é independente de µ, sendo dada por:

κǫn = 2
√
κ11n , com κ11n = κ9n + κ10nR

2 (2.89)

Prova: Ver Apêndice C.13

A partir dos Lemas 2.7 e 2.8, pode-se verificar que dentro de DR o ganho com-

posto γǫn ◦ γzn(r) = µκznκǫnr. Logo, se µ for tal que:

µ ≤ 1

κznκǫn
(2.90)

então, aplicando o Teorema de Pequenos Ganhos Generalizado (Jiang et al. 1994,

Jiang & Mareels 1997), pode-se concluir que o sistema do erro descrito por (2.27) e

(2.67) é GAS.

Os resultados obtidos acima são formalmente enunciados no Teorema 2.4.
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Teorema 2.4 Considere um robô ŕıgido com n-graus de liberdade e juntas de re-

volução descrito por (2.1). Seja a lei de controle definida por (2.18) e (2.65). Se os

ganhos Kd e Kp forem selecionados de forma a satisfazer as desigualdades (2.69),

(2.72) e (2.75), e se o parâmetro µ for escolhido de modo a satisfazer (2.84) e

(2.90), então, o sistema do erro em malha fechada (2.27) e (2.67) é uniformemente

globalmente assintoticamente estável (GAS)

2.6.3 Resultados de Simulação

Para validar os resultados teóricos obtidos, serão apresentadas simulações numéricas,

considerando o mesmo manipulador apresentado na Figura 2.3, com modelo

dinâmico descrito por (2.52), e a mesma trajetória desejada definida em (2.56).

Novamente, o controlador é projetado considerando o modelo dinâmico (2.52)

como sendo conhecido e desprezando a presença do atrito de Coulomb, que é visto

como uma incerteza. Selecionando δ = 1.275, ξ = 0.65 e ς = 0.3, o seguinte limitante

inferior para λm(Kd) pode ser obtido a partir de (2.72) e (2.74):

λm(Kd) ≥ 5.0493 (2.91)

O ganho de controle Kd é escolhido como:

Kd = diag {15, 15}

Para esta escolha de Kd e usando (2.73), o seguinte limitante inferior é obtido:

δ ≥ 1.275 (2.92)

Esta condição é satisfeita para a escolha de δ considerada. O ganho Kp deve ser

ajustado de acordo com (2.69) e (2.75), tendo que ser escolhido tal que:

λm(Kp) ≥ 2.572

λm(kp) ≥ max{25.270 , 3.677}

Desta forma, o ganho Kp é escolhido como:

Kp = diag {40, 40}

Os ganhos Kd e Kp foram sintonizados com os mesmos valores escolhidos na

seção 2.5, para possibilitar uma comparação dos resultados obtidos, bem como do

valor do limitante para o parâmetro µ utilizado na prova dos Pequenos Ganhos.
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Os parâmetros ψ1 e ψ2 do ganho proporcional não-linear

Ψ(q)q − Ψ(qd)qd =




ψ1(|q1| q1 − |qd1 | qd1)
ψ2(|q2| q2 − |qd2 | qd2)



 ,

são escolhidos como:

ψ1 = ψ2 = 1 (2.93)

Esta escolha foi feita com o intuito de aumentar o valor do limitante (2.90) para

o parâmetro µ. Como a desigualdade (2.84) é igual à desigualdade (2.47) e foram

considerados os mesmos ganhos, este limitante para o parâmetro µ será o mesmo

sendo dado por: µ ≤ 0.003. Por outro lado, para atender à condição (2.90), o

parâmetro µ deve ser selecionado do seguinte modo:

µ ≤ 2.4 × 10−8 (2.94)

Conforme esperado, o resultado obtido é menos conservativo do que aquele encon-

trado anteriormente. O limitante (2.94) é aproximadamente 338 vezes maior do que

o limitante (2.59). Entretanto, o limitante (2.94) continua sendo muito pequeno

para poder ser aplicado na prática, sendo novamente desprezado. Desta forma, a

constante de tempo do filtro de avanço de fase é escolhida como

µ = 0.002

Para tentar obter limitantes ainda menos conservativos, deveria-se encontrar

funções de Lyapunov que gerassem um ganho ISS composto linear, sem que para

isso fosse necessário linearizar qualquer função durante o desenvolvimento do mesmo,

uma vez que o limitante R para o estado tende a ser conservativo.

Para verificar os resultados teóricos obtidos, a simulação é realizada desprezando-

se o atrito de Coulomb e considerando as seguintes condições iniciais:

q(0) = [1.5 − 0.75]T (rad), q̇(0) = [1 1.5]T (rad/s), ϑ(0) = −1

µ
e(0)

Note que as condições iniciais do filtro de avanço são novamente escolhidas de

modo a reduzir o problema de peaking, melhorando, assim, o desempenho transitório

do controlador. Esta sintonia pode ser feita, porque utiliza apenas sinais conhecidos.
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Caso as condições iniciais do filtro não fossem ajustadas, o resultado teórico conti-

nuaria sendo válido, ou seja, o estado completo do erro continuaria convergindo para

zero, e a única diferença seria uma degradação da resposta transitória do sistema.

Neste caso, o controlador PD causal com ganho proporcional não-linear também

consegue rastreamento exato, como pode ser visto na Figura 2.9. Além disso, na

Figura 2.10 mostra-se que o estado completo do erroXe converge para zero, conforme

esperado. O sinal de controle é apresentado na figura 2.11.

Comparando os resultados obtidos com os dois controladores, pode-se verificar

que seus desempenhos são praticamente iguais. Este fato já era esperado, porque

os mesmos valores para os parâmetros Kp, Kd e µ foram utilizados, enquanto os

ganhos ψ1 e ψ2 foram sintonizados com um valor pequeno, quando comparados com

os valores dos ganhos Kp e Kd. Se os parâmetros ψ1 e ψ2 fossem escolhidos com va-

lores maiores, os erros de rastreamento iriam convergir para zero mais rapidamente,

apresentando, porém, um “overshoot” mais acentuado.
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Figura 2.9: Manipulador WAM sem atrito de Coulomb controlado por um PD

causal não-linear: Rastreamento: (a) (- -) posição desejada qd1 e (—)

posição q1 (rad); (b) (- -) posição desejada qd2 e (—) posição q2 (rad)

Para testar a robustez do controlador, a simulação é refeita com a presença do

atrito de Coulomb e considerando as mesmas condições iniciais. Na figura 2.12

mostra-se que o desempenho do rastreamento é satisfatório. O erro de rastreamento

obtido é novamente inferior a 0.04 rad, conforme pode ser verificado na Figura 2.13.
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Figura 2.10: Manipulador WAM sem atrito de Coulomb controlado por um PD

causal não linear: (a) Trecho Ampliado do Sinal e(t) (rad): (—) e1

e (- -) e2; (b) Trecho Ampliado do Sinal ė(t) (rad/s): (—) ė1 e (- -)

ė2; (c) Trecho Ampliado do Sinal ǫe(t) (rad/s): (—) ǫe1 e (- -) ǫe2
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Figura 2.11: Manipulador WAM sem atrito de Coulomb controlado por um PD

causal não-linear: (a) Sinal de Controle τ(t) (N·m): (—) τ1 e (- -)

τ2; (b) Trecho ampliado do sinal τ(t): (—) τ1 e (- -) τ2
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Figura 2.12: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD

causal não-linear: Rastreamento: (a) (- -) posição desejada qd1 e (—)

posição q1 (rad); (b) (- -) posição desejada qd2 e (—) posição q2 (rad)
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Figura 2.13: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD

causal não-linear: Trecho Ampliado do Sinal e(t) (rad): (—) e1;

(- -) e2
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2.7 Conclusões e Comentários

Neste caṕıtulo, foi mostrado que um simples controlador PD causal com com-

pensação feedforward soluciona o problema de rastreamento global para manipu-

ladores robóticos, usando apenas realimentação de posição. Para esta finalidade,

uma nova técnica de análise denominada de “ISS-regulator approach” foi utilizada.

Inicialmente, foi provado que o robô controlado por um regulador PD causal é glo-

balmente ISS. Um elemento chave para atingir este resultado foi utilizar o amorte-

cimento natural do robô. Em seguida, foi mostrado que um controlador PD causal

em conjunto com uma compensação feedforward é capaz de assegurar que o erro de

rastreamento tenda assintoticamente para zero, quando o modelo dinâmico é conhe-

cido e na ausência de perturbações. Aparentemente, este é o primeiro trabalho a

demonstrar que um controlador por realimentação de sáıda para o caso geral com

n graus de liberdade é global no sentido usual, considerando apenas a existência do

amortecimento natural.

Em seguida, utilizando a mesma técnica de análise proposta, foi provado que um

controlador PD causal com um ganho proporcional não-linear em conjunto com uma

compensação feedforward também é capaz de resolver o problema de rastreamento

global para manipuladores robóticos, usando apenas medidas de posição. Durante os

desenvolvimentos teóricos, foi mostrado que para este controlador, é posśıvel obter

um limitante menos conservativo para a constante de tempo do filtro de avanço.

Além disso, foram apresentados resultados de simulação para verificar os de-

senvolvimentos teóricos e validar os resultados obtidos. A partir das simulações

numéricas apresentadas verificou-se que a constante de tempo do filtro de avanço

pode ser sintonizada com um valor muito maior do que aquele que seria permitido

pela análise, e ainda assim assegurar convergência do estado completo do erro para

zero, mesmo para condições iniciais excessivamente grandes. Na realidade, devido a

limitações computacionais, não foi posśıvel determinar se, de fato, o estado deixaria

de convergir para alguma condição inicial suficientemente grande. Este resultado

motiva a elaboração de outras funções de Lyapunov e novas técnicas de análise,

para se determinar com mais precisão o maior valor que a constante de tempo do

filtro deve ter para assegurar convergência global do estado do erro.
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Caṕıtulo 3

Rastreamento Global para

Sistemas de Euler-Lagrange via

Realimentação de Posição

3.1 Introdução

Sistemas de Euler-Lagrange englobam diversos sistemas f́ısicos de interesse prático,

como por exemplo: manipuladores robóticos, satélites, navios, véıculos submarinos,

conversores de potência, circuitos elétricos, dentre outros (Ortega et al. 1998, Bro-

gliato, Lozano, Maschke & Egeland 2007, Fossen 1994).

No caṕıtulo 2, utilizando a técnica de análise “ISS regulator approach” foi mos-

trado que um simples controlador PD causal é capaz de resolver o problema de ras-

treamento global para manipuladores robóticos usando apenas medidas de posição.

Neste caṕıtulo, será provado que a técnica de análise proposta pode ser utilizada

para estender o resultado obtido para uma classe de Sistemas de Euler-Lagrange

mais abrangente.

Mais especificamente, será provado que um simples controlador PD causal com

compensação feedforward é capaz de garantir rastreamento global para uma classe

de sistemas de Euler-Lagrange com n graus de liberdade, que inclui por exemplo:

manipuladores robóticos com juntas de revolução, sistemas mecânicos simples, na-

vios, véıculos submarinos, dentre outros. Novamente, o resultado de estabilidade

obtido é global no sentido usual, i.e., nenhuma restrição sobre qualquer condição
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inicial do sistema em malha fechada é imposta.

Neste caṕıtulo, também será provado que o sistema do erro em malha fechada é

robusto à presença de uma perturbação de entrada aditiva e limitada. Este resultado

pode ser utilizado para analisar a possibilidade do modelo dinâmico do sistema ser

incerto, e será de fundamental importância para os desenvolvimentos teóricos do

caṕıtulo 6.

3.2 Equações de Euler-Lagrange

Um sistema de Euler-Lagrange (Sistema EL) é um sistema cuja dinâmica é gover-

nada pelas equações de Euler-Lagrange. A forma geral das Equações de Euler-

Lagrange para um sistema dinâmico com n graus de liberdade é dada por (Ortega

et al. 1998, Brogliato et al. 2007):

d

dt

(
∂L

∂q̇
(q, q̇)

)

− ∂L

∂q
(q, q̇) = Q (3.1)

onde q ∈ R
n é o vetor de coordenadas generalizadas, q̇ ∈ R

n é o vetor de velocidades

generalizadas, Q ∈ R
n é o vetor de forças generalizadas que atuam no sistema, e

L(q, q̇) é a função Lagrangiana que é definida por:

L(q, q̇) = T (q, q̇) − V(q)

sendo que T (q, q̇) é a Energia Cinética, que é assumida como sendo da seguinte

forma:

T (q, q̇) =
1

2
q̇TM(q)q̇,

onde M(q) ∈ R
n×n é a matriz de inércia generalizada, e V(q) é a Energia Potencial.

Considerando esta sub-classe de sistemas de Euler-Lagrange com n graus de liber-

dade, as Equações de Euler-Lagrange (3.1) podem ser reescritas da seguinte forma

equivalente (Ortega et al. 1998, Brogliato et al. 2007):

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + fD(q, q̇) + g(q) = τ, (3.2)

onde q(t), q̇(t), q̈(t) ∈ R
n denotam a posição, a velocidade e a aceleração generali-

zada, respectivamente; a matriz de inércia generalizada M(q) é simétrica, positiva

definida e uniformemente limitada em q; C(q, q̇) ∈ R
n×n é a matriz das forças
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centŕıpetas/Coriolis, que é definida através dos śımbolos de Christoffel (Ortega

et al. 1998); fD(q, q̇) representa o amortecimento do sistema; τ ∈ R
n é o vetor

de forças generalizadas; g(q) ∈ R
n é o vetor de forças potenciais, sendo definido do

seguinte modo:

g(q) :=
∂V(q)

∂q

A função fD(q, q̇) : R
n×R

n →R
n é continuamente diferenciável nos seus argumentos,

uniformemente limitada em q, e pode ser escrita como:

fD(q, q̇)=Dl(q)q̇+Dnl(q, q̇)q̇, (3.3)

Além disso, esta função satisfaz as seguintes desigualdades ∀q ∈ R
n e ∀q̇ ∈ R

n\ {0}:

Dl(q) = DT
l (q) ≥ 0 (3.4)

0 < δm |q̇| ≤ Dnl(q, q̇) ≤ δM |q̇| , (Dnl(q, q̇) = DT
nl(q, q̇)) (3.5)

onde δm e δM são constantes não negativas. As matrizes Dl(q) e Dnl(q, q̇) são

assumidas como sendo simétricas, por simplicidade.

No caṕıtulo 2, a matriz Dl(q) correspondente ao termo linear (com respeito as ve-

locidades generalizadas) do amortecimento era suposta como sendo positiva definida.

Entretanto, para embarcações e estruturas marinhas cujo atrito hidrodinâmico seja

modelado pela equação de Morison, e para barcos que não possuam estabilidade em

linha reta, a matriz Dl(q) é apenas positiva semi-definida (Aamo et al. 2001), fato

registrado pela desigualdade (3.4). Por outro lado, para manipuladores robóticos o

termo não-linear Dnl(q, q̇) = 0. Neste caso, as constantes δm = δM = 0

A dinâmica do sistema (3.2) exibe as seguintes propriedades (Spong &

Vidyasagar 1989, Ortega et al. 1998, Santibañez et al. 2005, Fossen 1994):

Propriedade 3.1 A matriz de inércia generalizada é limitada superiormente e in-

feriormente pelas seguintes desigualdades:

λm(M) |x|2 ≤ xTM(q)x ≤ λM(M) |x|2 , ∀x ∈ R
n,

sendo que

λm(M) := min
q∈Rn

λm(M(q)), λM(M) := max
q∈Rn

λM(M(q))
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Propriedade 3.2 A matriz de inércia generalizada satisfaz a seguinte desigualdade:

|M(x)z −M(y)z| ≤ kM |x− y| |z| , ∀x, y, z ∈ R
n

na qual cM pode ser calculada da seguinte maneira:

kM = n2

(

max
i,j,k,q

∣
∣
∣
∣

∂Mij(q)

∂qk

∣
∣
∣
∣

)

,

sendo que Mij(q) é o elemento ij da matriz M(q).

Propriedade 3.3 As matrizes de inércia generalizada e de Coriolis satisfazem a

seguinte relação:

Ṁ(q) = C(q, q̇) + CT (q, q̇), ∀q, q̇ ∈ R
n

Propriedade 3.4 A matriz 1
2
Ṁ(q)−C(q, q̇) é anti-simétrica, i.e.,

xT
(

1

2
Ṁ(q) − C(q, q̇)

)

x = 0, ∀x ∈ R
n

Propriedade 3.5 A matriz de Coriolis/centŕıpeta satisfaz a seguinte desigualdade:

|C(x, z)w−C(y, v)w| ≤ c1 |z − v| |w|+c2 |z| |x− y| |w| , ∀x, y, z, v, w ∈ R
n

na qual os parâmetros c1 e c2 podem ser calculados do seguinte modo:

c1 = n2

(

max
i,j,k,q

|cijk(q)|
)

,

c2 = n3

(

max
i,j,k,l,q

∣
∣
∣
∣

∂cijk(q)

∂ql

∣
∣
∣
∣

)

,

sendo cijk é o śımbolo de Christoffel ijk.

Propriedade 3.6 O vetor de forças potenciais satisfaz a seguinte desigualdade:

|g(x) − g(y)| ≤ kg |x− y| , ∀x, y ∈ R
n,

na qual o parâmetro cg pode ser calculado do seguinte modo:

kg = n

(

max
i,j,q

∣
∣
∣
∣

∂gi(q)

∂qj

∣
∣
∣
∣

)

,

sendo que gi(q) é o elemento i do vetor g(q).
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Propriedade 3.7 A dinâmica do sistema pode ser parametrizada linearmente:

Y (q, q̇, q̈)θ = M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + fD(q, q̇) + g(q) = τ,

onde Y (q, q̇, q̈) ∈ R
n×l é a matriz regressora e θ ∈ R

l é um vetor constante de

parâmetros.

Propriedade 3.8 Os seguintes majorantes são válidos:

|C(q, q̇)| ≤ c1 |q̇| ,
∣
∣
∣Ṁ(q)

∣
∣
∣ ≤ cm |q̇| , |g(q)| ≤ cg, |θ| ≤ cθ

Propriedade 3.9 A matriz de Coriolis C(x, y) é linear em y, de modo que:

C(x, y)z = C(x, z)y, ∀x, y, z ∈ R
n

Propriedade 3.10 A função fD satisfaz a seguinte desigualdade:

(x− y)T [fD(z, x) − fD(z, y)] ≥ 0, ∀x, y, z ∈ R
n (3.6)

Propriedade 3.11 A função
∂fD(x, y)

∂y
pode ser majorada da seguinte forma:

∣
∣
∣
∣

∂fD(x, y)

∂y

∣
∣
∣
∣
≤ K1 +K2 |y| , ∀x, y ∈ R

n (K1, K2 ≥ 0) (3.7)

Deve ser destacado que a equação dinâmica (3.2) pode ser utilizada para mode-

lar manipuladores robóticos com juntas de revolução, navios e véıculos submarinos

(Spong & Vidyasagar 1989, Ortega et al. 1998, Fossen 1994, Aamo et al. 2001). Para

ilustrar este fato considere o seguinte exemplo:

Exemplo 3.1 Omni-Directional Intelligent Navigator (ODIN):

ODIN é um véıculo submarino esférico e autônomo, cujo movimento no plano

horizontal (profundidade constante) é governado por (Aamo et al. 2001):

Mbξ̇ + Cb(ξ)ξ +Db(ξ)ξ = τb

η̇ = J(η)ξ
(3.8)
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onde:

Mb =








2m 0 0

0 2m 0

0 0 8
15
πρR5







, Cb(ξ) =








0 0 −2mv

0 0 2mu

2mv −2mu 0







,

Db(ξ) =








dt |u| 0 0

0 dt |v| 0

0 0 d1 |r| + d2







, J(η) =








cψ −sψ 0

sψ cψ 0

0 0 1







,

ξ = [u v r]T é a velocidade considerando um referencial de coordenadas no corpo,

η = [x y ψ]T é a posição e a orientação considerando um referencial de coordenadas

inercial. Os śımbolos sψ e cψ denotam o seno e o cosseno de ψ, respectivamente.

M é a matriz de massa, incluindo a massa adicional hidrodinâmica; C(ξ) é a matriz

de Coriolis; D(ξ) é a matriz de amortecimento hidrodinâmico, m e R representam

a massa e o raio do véıculo, respectivamente; dt, d1 e d2 são constantes positivas

relacionadas com as forças de amortecimento hidrodinâmico; ρ é a densidade da

água. A equação (3.8) pode ser reescrita em coordenadas inerciais do seguinte modo:

Mη̈ + C(η̇)η̇ + fD(η, η̇) = τ (3.9)

onde:

M = J(ψ)MbJ
T (ψ) = Mb

C(η̇) = J(ψ)
[

Cb(ξ) −MbJ
T (ψ)J̇(ψ)

]

JT (ψ) =








0 2mψ̇ −2mẏ

−2mψ̇ 0 2mẋ

2mẏ −2mẋ 0








fD = J(ψ)Db(ξ)J
T (ψ) = Dl(η) +Dnl(η, η̇)

Dl(η) =








0 0 0

0 0 0

0 0 d2







,

Dnl(η, η̇)








c2ψdt |u| + s2ψdt |v| sψcψdt |u| − sψcψdt |v| 0

sψcψdt |u| − sψcψdt |v| s2ψdt |u| + c2ψdt |v| 0

0 0 d1

∣
∣
∣ψ̇
∣
∣
∣








onde u = cψẋ + sψẏ e v = −sψẋ + cψẏ foram mantidos na expressão de Dnl(η, η̇)

por simplicidade notacional. Note que a equação (3.9) é um caso particular da
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equação (3.2). Além disso, deve ser ressaltado que a equação (3.9) satisfaz todas as

propriedades consideradas.

3.3 Análise de robustez a perturbações de en-

trada considerando um regulador PD causal

Nesta seção, considera-se o problema de regulação global de sáıda para um ponto

de operação constante desejado qr, usando apenas medidas de posição. O objetivo

é demonstrar que a sub-classe de sistemas EL descrita por (3.2) controlada por um

regulador PD causal é ISpS com respeito a perturbações de entrada limitadas. O

erro de regulação é definido por q̃ := q − qr.

Como é considerado que apenas medidas das posições estão dispońıveis, as velo-

cidades podem ser estimadas através do filtro de avanço de fase descrito por:

ϑ̇ = −1

µ
ϑ− 1

µ2
q

ν̂ = ϑ+
1

µ
q

(3.10)

onde µ é a constante de tempo do filtro de avanço de fase. Desta forma, a lei de

controle relativa ao regulador PD causal é dada por:

τ = −Kpq̃ −Kdν̂ (3.11)

Considerando a presença de uma perturbação de entrada limitada, o sinal de entrada

é dado por:

τ = −Kpq̃ −Kdν̂ + di (3.12)

onde Kp e Kd são matrizes simétricas e positivas definidas.

Definindo o estado do sistema em malha fechada (3.2), (3.10) e (3.12) como

xT :=
[
q̃T q̇T ν̂T

]
, a equação de estado pode ser descrita por:

ẋ =









q̇

M(q)−1 [d− C(q, q̇)q̇ − fD(q, q̇) −Kpq̃ −Kdν̂]

− ν̂
µ

+ q̇
µ









(3.13)

61



onde a perturbação de entrada limitada d=di − g(q) foi considerada, por simplici-

dade.

Considere a seguinte função de Lyapunov-ISpS candidata igual àquela usada na

seção 2.3.1:

V1(x) =
1

2
q̇TM(q)q̇ +

1

2
q̃TKpq̃ +

1

2
µν̂TKdν̂ + ε1

q̃TM(q)q̇
√

1 + q̃T q̃
(3.14)

onde ε1 é uma constante positiva suficientemente pequena.

De acordo com a Proposição 2.1, V1(x) é uma função de armazenamento suave,

se ε1 satisfizer a seguinte desigualdade:

ε1 ≤
√
λm(M)λm(Kp)

2λM(M)
(3.15)

O seguinte Lema mostra que V1(x) é uma função de Lyapunov-ISpS, se ε1 for

suficientemente pequeno.

Lema 3.1 A função V1(x) definida em (3.14) é uma função de Lyapunov-ISpS para

o sistema (3.13), se ε1 for suficientemente pequeno. Além disso, a derivada temporal

de V1(x) ao longo da solução de (3.13), pode ser majorada por:

V̇1(x) ≤ −α1(|x|) + σ1(|d|) + c̄1 (3.16)

onde α1(r), σ1(r) ∈ K∞ e c̄1 ≥ 0 é uma constante. Se a matriz Dl(q) do termo

linear do amortecimento (ver (3.3)) for positiva definida, então c̄1 = 0 e a função

V1(x) é uma função de Lyapunov-ISS para o sistema (3.13).

Prova: Ver Apêndice D.1

A existência de uma função de Lyapunov-ISpS (Lyapunov-ISS), implica que o

sistema em malha fechada (3.13) é ISpS (ISS) com respeito à perturbação de entrada

d(t). Os resultados de estabilidade obtidos nesta seção são formalmente enunciados

no seguinte Teorema.

Teorema 3.1 Considere um sistema de Euler-Lagrange com n graus de liberdade

descrito por (3.2). Se a lei de controle for definida como em (3.10) e (3.11), então o

sistema em malha fechada (3.13) é ISpS com respeito a uma pertubação de entrada

limitada d(t). Além disso, se a matriz Dl(q) for positiva definida, então o sistema

é ISS com respeito à d(t).
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3.4 Rastreamento global usando um controlador

PD causal com compensação feedforward

Nesta seção, o problema de rastreamento global para uma classe de sistemas de

Euler-Lagrange com n graus de liberdade e modelo dinâmico descrito por (3.2) será

abordado. Considera-se que apenas medidas de posição estejam dispońıveis. O erro

de rastreamento e(t) ∈ R
n é definido como:

e(t) = q(t) − qd(t)

onde qd(t) é a trajetória desejada. Os sinais qd(t), q̇d(t), q̈d(t) são considerados como

sendo cont́ınuos e limitados por |qd|M , |q̇d|M e |q̈d|M , respectivamente. O objetivo

é projetar uma lei de controle de forma que o erro de rastreamento e(t) tenda

assintoticamente para zero, na ausência de perturbações e para quaisquer condições

iniciais do sistema em malha fechada.

Para simplificar a análise e o projeto do controlador a seguinte hipótese é feita:

Hipótese 3.1 O modelo dinâmico (3.2) do sistema é considerado como sendo co-

nhecido, o que significa que o vetor de parâmetros constantes θ, apresentado na

Propriedade 3.7, também é conhecido.

Com o intuito de obter rastreamento exato de trajetória, o seguinte termo de

compensação feedforward é adicionado ao sinal de controle:

Ydθ = M(qd)q̈d+C(qd, q̇d)q̇d+fD(q, q̇d)+g(qd) (3.17)

Neste caso, o termo de compensação feedforward não pode mais ser escolhido

como função apenas dos sinais de trajetória desejados. Entretanto, como a função

fD(q, q̇d) é uniformemente limitada em q, o termo de feedforward continua sendo

uma função uniformemente limitada.

O sinal ė pode ser estimado através do seguinte filtro de avanço de fase descrito

por:

ϑ̇ = −1

µ
ϑ− 1

µ2
q − 1

µ
q̇d

ν̂e = ϑ+
1

µ
q

(3.18)
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onde o parâmetro µ deve ser suficientemente pequeno para assegurar convergência

assintótica do erro de rastreamento para zero.

A lei de controle é projetada da seguinte forma:

τ = −Kpe−Kdν̂e + Ydθ (3.19)

3.4.1 Análise de Estabilidade

Na análise de estabilidade será considerada a presença de uma perturbação aditiva

e limitada de, que será utilizada no caṕıtulo 6 para representar incertezas no modelo

e a presença de uma perturbação na sáıda do filtro de avanço descrito por (3.18).

Desta forma, o sinal de entrada é dado por:

τ = −Kpe−Kdν̂e + Ydθ + de (3.20)

Para tratar deste caso a seguinte hipótese é feita acerca da perturbação de:

Hipótese 3.2 A perturbação de é uniformemente limitada, e possui um limitante

superior d̄e conhecido que satisfaz a d̄e ≥ |de(t)| (∀t).

Definindo o erro de estimação do filtro de avanço de fase ǫe ∈ R
n por:

ǫe(t) = ν̂e(t) − ė(t), (3.21)

o sinal de entrada (3.20) pode ser reescrito como:

τ = −Kpe−Kdė−Kdǫe + Ydθ + de (3.22)

Substituindo o sinal de entrada (3.22) em (3.2), tem-se:

ë = M−1(q) [−C(q, q̇)ė− fD(q, q̇) + fD(q, q̇d) −Kpe−Kdė−Kdǫe − he + de]

(3.23)

onde he = [M(q) −M(qd)] q̈d +[C(q, q̇) − C(qd, q̇d)] q̇d + g(q)− g(qd). Um majorante

para a função he é apresentado na Proposição 2.2.

De (3.18) e (3.21) a dinâmica do erro de estimação do filtro de avanço pode ser

descrita por:

ǫ̇e = −1

µ
ǫe − ë (3.24)
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Definindo o estado do sistema do erro por:

Xe =
[
zTe ǫTe

]T
, ze =

[
eT ėT

]T
, (3.25)

a dinâmica do sistema do erro em malha fechada pode ser descrita por (3.23) e

(3.24).

Pode-se mostrar que o sinal de entrada (3.20) é equivalente ao sinal (3.12). Desta

forma, utilizando o resultado obtido no Lema 3.1 é posśıvel provar que o sistema do

erro (3.23) e (3.24) é GApS. Este resultado de estabilidade é formalmente enunciado

no Lema 3.2

Lema 3.2 Considere o sistema (3.2). Assuma que as Hipóteses 3.1 e 3.2 são satis-

feitas. Se o sinal de entrada for dado por (3.18) e (3.20), então o sistema do erro

em malha fechada descrito por (3.23) e (3.24), com estado Xe definido em (3.25),

é uniformemente globalmente assintoticamente praticamente estável (GApS). Além

disso, o estado do sistema completo do erro é conduzido num tempo finito TR para

o seguinte conjunto compacto:

DR :=
{
Xe ∈ R

3n; |Xe| ≤ R
}
,

onde R é uma constante que independe do parâmetro µ do filtro de avanço de fase.

Prova: Ver Apêndice D.2

3.4.2 Análise de Convergência

Nesta seção, será fornecida uma análise das propriedades de convergência do sistema

(3.2) com lei de controle dada por (3.19) e sujeito a uma perturbação de entrada

de uniformemente limitada. Será provado que para µ suficientemente pequeno o

sistema do erro converge para um conjunto compacto determinado pelo majorante

d̄e da perturbação de. Além disso, será mostrado que se de ≡ 0 o sistema do erro

converge assintoticamente para zero.

A análise das propriedades de convergência do sistema do erro em malha fechada

será feita de forma similar ao procedimento adotado na seção 2.4. Primeiramente,

será provado que o subsistema-ze definido em (3.23) é ISS com respeito à entrada

ǫe. Em seguida será demonstrado que o subsistema-ǫe definido em (3.24) é ISS com
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respeito à entrada ze. Finalmente, explorando o fato de que o estado do sistema com-

pleto do erro é globalmente limitado, pode-se demonstrar que este estado converge

globalmente para zero na ausência de perturbações.

Para ilustrar a análise, um diagrama de blocos que mostra a interconexão entre

os subsistemas que compõe o sistema completo do erro é apresentado na Figura 3.1

Subsistema-ze

Subsistema-ǫe

ze

de

de

ǫe

+
+

+
+

Figura 3.1: Interconexão entre os subsistemas que constituem o sistema completo

do erro, incluindo perturbações de entrada

O seguinte Lema mostra que o subsistema-ze é ISS com respeito às entradas ǫe

e de, se os ganhos de controle Kp e Kd forem escolhidos apropriadamente.

Lema 3.3 Se os ganhos Kp e Kd forem escolhidos tais que:

λm(Kd) ≥ χ2 (3.26)

λm(Kp) ≥ 2ch

√

1+ς2∆2
h

[

1 +
χ2

3

4ε2(λm(Kd) − χ2)

]

(3.27)

com χ2 e χ3 definidos por:

χ2 :=c1 |q̇d|M+2ε2λM(M)ch

√

1+ς2∆2
h+ε2ch

√

1

ς2
+∆2

h (c1 +K2) (3.28)

χ3 := 1 + ε2 (K1 + 2K2 |q̇d|M + λM(Kd) + 2c1 |q̇d|M) ; (3.29)

então, o subsistema-ze definido em (3.23) é ISS com respeito às entradas ǫe e de:

|ze(t)| ≤ βz(|ze(t0)| , t− t0) + γǫz(||ǫe||) + γdz (||de||), (3.30)
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onde βz ∈ KL, γǫz(r), γ
d
z(r) ∈ K∞

Além disso, dentro de DR, o ganho ISS γǫz é linear e dado por γǫz(r) = κzr onde

a constante κz é independente de µ.

Prova: ver Apêndice D.3

O seguinte Lema prova que para µ suficientemente pequeno o subsistema-ǫe é

ISS com respeito às entradas ze e de.

Lema 3.4 Se µ for escolhido tal que:

µ ≤ λm(M)

4λM(Kd)
, (3.31)

então, o subsistema-ǫe definido em (3.24) é ISS com respeito às entradas ze e de:

|ǫe(t)| ≤ βǫ(|ǫe(t0)| , t− t0) + γzǫ (µ ||ze||) + γdǫ (µ ||de||) (3.32)

Além disso, dentro de DR, o ganho ISS γzǫ é linear e dado por γzǫ (µr) = µκǫr, onde

a constante κǫ é independente de µ.

Prova: ver Apêndice D.4

De acordo com os Lemas 3.3 e 3.4, pode-se verificar que dentro de DR o ganho

composto γzǫ ◦ γǫz(r) = µκzκǫr. Logo, se µ satisfizer

µ ≤ 1

κzκǫ
, (3.33)

aplicando o Teorema de Pequenos Ganhos Generalizado (Jiang et al. 1994, Jiang &

Mareels 1997), pode-se concluir que:

|Xe(t)| ≤ βe(|Xe(t0)| , t− t0) + γd(||de||), (3.34)

onde βe ∈ KL, e γd ∈ K∞. Logo, o sistema do erro em malha fechada é ISS

com respeito à perturbação de entrada de. Portanto, na ausência de perturbações

(de ≡ 0) o estado do erro converge para zero. Neste caso, é posśıvel concluir que o

sistema do erro descrito por (3.23) e (3.24) é GAS. Por outro lado, usando o fato

que de(t) ≤ d̄e, ∀t, pode-se verificar que:

lim
t→∞

sup
ts≥t

|Xe(ts)| ≤ γd(d̄e)

Logo, o estado do erro converge para um conjunto compacto determinado pelo majo-

rante d̄e. Os resultados obtidos acima são formalmente enunciados no Teorema 3.2.

67



Teorema 3.2 Considere um sistema de Euler-Lagrange com n-graus de liberdade

descrito por (3.2). Assuma que as Hipóteses 3.1 e 3.2 sejam satisfeitas. Seja a lei

de controle definida por (3.18) e (3.20). Se os ganhos Kd e Kp forem selecionados de

forma a satisfazer as desigualdades (3.26) e (3.27) e se o parâmetro µ for escolhido

de modo a satisfazer (3.31) e (3.33), então o estado do erro Xe =
[
eT ėT ǫTe

]T
é

ISS com respeito à perturbação de entrada de. Além disso o estado Xe é globalmente

uniformemente limitado por:

|Xe(t)|≤βe(|Xe(t0)| , t− t0) + γd(d̄e)

onde βe ∈ KL e γd ∈ K∞. Portanto, na ausência de perturbações (de ≡ 0) o estado

do erro converge para zero e o sistema do erro em malha fechada descrito por (3.23)

e (3.24) é uniformemente globalmente assintoticamente estável (GAS).

3.5 Conclusões

Neste caṕıtulo, foi mostrado que um simples controlador PD causal com com-

pensação feedforward soluciona o problema de rastreamento global para uma classe

de sistemas de Euler-Lagrange com n graus de liberdade, usando apenas reali-

mentação de posição. A classe considerada inclui importantes sistemas f́ısicos como:

manipuladores robóticos, navios, véıculos submarinos, dentre outros.

O resultado de estabilidade global é obtido considerando-se apenas a existência

de amortecimento que pode ser tanto linear quanto não-linear com respeito as veloci-

dades. Além disso, foi provado que o rastreamento é exato se o modelo dinâmico do

sistema for conhecido e na ausência de perturbações. Por outro lado, foi mostrado

que se o modelo dinâmico for incerto ou se o sistema for perturbado, os erros de

rastreamento convergem para um conjunto compacto, relacionado com a magnitude

das perturbações presentes no sistema.
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Caṕıtulo 4

Sistemas a Estrutura Variável

As estratégias de controle propostas nos caṕıtulos 5 e 6 são baseadas no controle a

estrutura variável, que é caracterizado pela utilização de uma lei de controle des-

cont́ınua que chaveia, seguindo uma dada regra, entre um conjunto de funções das

variáveis de estado da planta, mudando, assim, a estrutura do sistema em malha

fechada.

Embora o controle a estrutura variável seja um tema bastante extenso, o objetivo

deste caṕıtulo é apresentar os conceitos básicos de sistemas a estrutura variável,

além de introduzir um novo tipo de diferenciador não linear que é capaz de fornecer

a derivada exata para uma classe de sinais de entrada. Este diferenciador será

fundamental para as estratégias de controle consideradas nos caṕıtulos 5 e 6.

Em geral, além das trajetórias caracteŕısticas de cada uma das estruturas do

sistema realimentado, um novo movimento no espaço de estado pode ser criado

denominado de modo deslizante (Emelyanov 1970, Itkis 1976, Utkin 1992). Neste

caso, a estratégia de controle é chamada de Controle por Modos Deslizantes (Sliding

Mode Control - (SMC)).

A estratégia de chaveamento é desenvolvida de tal forma que as trajetórias

do sistema alcancem e mantenham-se em uma superf́ıcie no espaço de estado (su-

perf́ıcie de deslizamento), especificada conforme um comportamento dinâmico de-

sejado (Emelyanov 1970, Utkin 1992). Uma vez que o modo deslizante tenha sido

alcançado, o desempenho do sistema torna-se insenśıvel a incertezas paramétricas da

planta e a algumas classes de perturbações externas. Esta caracteŕıstica é conhecida

por propriedade da invariância, i.e., quando o regime deslizante é alcançado a
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dinâmica invariante do sistema é tal que ele permanece na superf́ıcie de deslizamento

No modo deslizante convencional, a trajetória do sistema fica restrita a uma

superf́ıcie de deslizamento definida por s(x) = 0. Este conceito foi recentemente

generalizado em (Levant 1993) com a introdução dos modos deslizantes de ordem

superior (Higher Order Sliding Modes - HOSM). Neste caso a superf́ıcie de desliza-

mento passa a ser definida por s(x) = ṡ(x) = · · · = s(r−1)(x) = 0, onde r é a ordem

do deslizamento.

Embora o modo deslizante convencional seja um caso particular dos modos des-

lizantes de ordem superior, ele será chamado simplesmente por modo deslizante,

por razões históricas. Em algumas situações, por motivo de clareza, o termo modo

deslizante convencional será empregado.

Do ponto de vista matemático, os Sistemas a Estrutura Variável (VSS) são repre-

sentados por equações diferenciais com lado direito descont́ınuo. O problema básico

destas equações diferenciais é que as teorias convencionais de existência e unicidade

de soluções não podem ser aplicadas, nos pontos nos quais o lado direito da equação

não for anaĺıtico. Nesta tese será adotada a definição de Filippov para a solução de

equações diferenciais com lado direito descont́ınuo (Filippov 1964, Filippov 1988)

4.1 Sistema de Controle Descont́ınuo

Considere sistemas de controle do seguinte tipo:

ẋ = f(t, x) + g(t, x)u (4.1)

sendo que x ∈ R
n é o vetor de estados, f(x) : R

+×R
n→R

n e g : R
+×R

n→R
n são

campos vetoriais suaves e u ∈ R, é uma lei de controle descont́ınua.

Suponha que a dinâmica desejada para o sistema seja obtida com trajetórias

restritas à superf́ıcie de deslizamento S = {x : s(x) = 0}, sendo que s(x) : R
n → R

é uma função continuamente diferenciável. Além disso, considera-se que a superf́ıcie

S satisfaça a seguinte condição de regularidade:

∂

∂x
s(x) = ∇xs(x) 6= 0, ∀ x ∈ S (4.2)
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O sinal de controle é descont́ınuo e dado por:

u(x) =







u+(x) se s(x) > 0

u−(x) se s(x) < 0
(4.3)

sendo que u+(x) e u−(x) são funções localmente Lipschitz. Note que u(x) não é

definido em s(x) = 0.

4.2 Noções Básicas de Controladores por Modos

Deslizantes

Nesta seção serão apresentadas as principais caracteŕısticas do controle por modos

deslizantes. Para tornar o processo mais intuitivo e visando a facilitar o entendi-

mento, os conceitos serão passados através de exemplos ilustrativos.

Considere o seguinte sistema de controle a estrutura variável:






ẋ1 = x2

ẋ2 = −x2 + u

u = −sgn(s)

s = x1 + x2

(4.4)

sendo que sgn(s) = 1, se s > 0 e sgn(s) = −1, se s < 0. Este sistema é analiticamente

definido em duas regiões do plano de fase por dois modelos matemáticos distintos:

• Na região I onde s(x) > 0, o modelo é dado por:






ẋ1 = x2

ẋ2 = −x2 − 1
(4.5)

• Na região II onde s(x) < 0, o modelo é dado por:






ẋ1 = x2

ẋ2 = −x2 + 1
(4.6)

Os planos de fase para os sistemas representados pelas equações (4.5) e (4.6) são

apresentados nas Figuras 4.1 e 4.2, respectivamente. Para facilitar a visualização

da região de validade de cada modelo, a reta de chaveamento (s(x) = 0) foi traçada

nos dois planos de fase. Observando a Figura 4.1, pode ser visto que na região de

validade do modelo matemático todas as trajetórias do sistema apontam na direção

da reta de chaveamento. Este fenômeno também pode ser observado na Figura 4.2.
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Figura 4.1: Plano de fase para o sistema (4.5). A linha tracejada representa a

superf́ıcie de deslizamento definida por s(x) = 0.
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Figura 4.2: Plano de fase para o sistema (4.6). A linha tracejada representa a

superf́ıcie de deslizamento definida por s(x) = 0.
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O plano de fase para o sistema (4.4), apresentado na Figura 4.3, é formado

através do desenho do plano de fase do sistema (4.5) na região I e do plano de fase

do sistema (4.6) na região II. Para se obter o plano de fase completo é necessário

descrever a trajetória do sistema no conjunto s(x) = 0.

−3 −2 −1 0 1 2 3
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−0.5

0

0.5
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x1

x2

s < 0 

s > 0 

Figura 4.3: Plano de fase para o sistema (4.4).

Para esta finalidade, será utilizado um argumento intuitivo, ilustrado na Figura

4.4. Imagine que exista um atraso no chaveamento, ou seja, a mudança do sinal do

controle ocorra um pouco depois da trajetória do sistema passar pela superf́ıcie de

chaveamento.

Na Figura 4.4 apresenta-se a trajetória do sistema e o sinal de controle para

diferentes condições de atraso. Na Figura 4.4 (a) pode ser visto que se o atraso for

igual a 0.1s, a trajetória do sistema irá oscilar em torno da superf́ıcie de chaveamento.

Na Figura 4.4 (b) pode ser observado que à medida que o atraso diminui (0.05s)

a amplitude das oscilações é reduzida e a trajetória do sistema se aproxima cada

vez mais da reta de chaveamento. Finalmente na Figura 4.4 (c) pode ser visto que

para um atraso de 0.01s a trajetória do sistema fica praticamente sobre a superf́ıcie

de chaveamento. Deve-se destacar também que à medida que o sistema vai se

aproximando do caso ideal (sistema sem atraso) a freqüência de chaveamento vai

crescendo indefinidamente, conforme pode ser visto nas Figuras 4.4 (d), (e) e (f).
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Figura 4.4: Trajetórias do sistema (4.4) para diferentes condições de atraso: (a)

atraso igual a 0.1s; (b) atraso igual a 0.05s; (c) atraso igual a 0.01s.

Sinal de controle do sistema (4.4) para diferentes condições de atraso:

(d) atraso igual a 0.1s; (e) atraso igual a 0.05s; (f) atraso igual a

0.01s.
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Por meio deste racioćınio é posśıvel concluir que, no deslizamento ideal, a tra-

jetória do sistema fica confinada à superf́ıcie deslizante, gerando um novo tipo de

movimento, já que esta trajetória não pertence a nenhum dos dois sistemas que

estão sendo chaveados. Além disso, a freqüência de chaveamento se torna infinita e

o sinal de controle passa a não ser mais definido no tempo.

Neste movimento, denominado de modo deslizante, a trajetória do estado se

desloca por uma superf́ıcie denominada de superf́ıcie de deslizamento, denotada

por s(x) = 0. Por outro lado, no espaço de estado, o chaveamento ocorre em uma

superf́ıcie denominada de superf́ıcie de chaveamento. Embora no caso analisado

estas duas superf́ıcies se confundam, este fato nem sempre é verdadeiro.

De modo geral, o movimento das trajetórias do sistema pode ser dividido em duas

fases. Na fase de aproximação, a trajetória iniciada em qualquer lugar do plano de

fase é conduzida em tempo finito para a superf́ıcie de deslizamento. Na segunda fase,

o sistema entra em modo deslizante, ocorrendo uma redução na ordem dinâmica do

sistema, que passa a evoluir segundo a equação da superf́ıcie de deslizamento. Para

o caso analisado, no deslizamento o sistema irá ser governado pela seguinte equação

diferencial:

ẋ1 = x2 e x1 + x2 = 0 ⇒ ẋ1 = −x1

Neste momento o sistema apresentará um comportamento idêntico ao de um

sistema de primeira ordem, apresentando, assim, uma convergência exponencial do

estado para a origem.

Outro aspecto que deve ser ressaltado é a robustez deste tipo de controlador. Se

apesar das incertezas e das perturbações existentes, as trajetórias do sistema con-

tinuarem apontando em direção à superf́ıcie de deslizamento, o sistema continuará

entrando em modo deslizante, apresentando o mesmo desempenho, governado pela

dinâmica referente à equação da superf́ıcie deslizante.

Para ilustrar este fato considere o seguinte exemplo:






ẋ1 = x2

ẋ2 = 0.5 sin(x1) − x2 + u

u = −sgn(s)

s = x1 + x2

(4.7)

Observando o plano de fase do sistema (4.7), apresentado na Figura 4.5, pode
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ser visto que apesar da perturbação existente no sistema, as trajetórias continuam

apontando na direção da superf́ıcie de deslizamento, garantindo, assim, que o sistema

entre em modo deslizante. Quando em deslizamento o sistema se torna insenśıvel à

perturbação.
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Figura 4.5: Plano de fase para o sistema (4.7).

4.2.1 Existência de Modo Deslizante

Intuitivamente, para que o sistema entre em modo deslizante, a superf́ıcie de des-

lizamento deve ser pelo menos localmente atrativa, i.e., deve existir um domı́nio

envolvendo a superf́ıcie no qual as trajetórias do sistema apontem na sua direção.

Este fato pode ser matematicamente expresso da seguinte forma:

lim
s→0+

ṡ < 0 e lim
s→0−

ṡ > 0 (4.8)

em algum domı́nio Ω ∈ R
n. Neste caso a superf́ıcie de deslizamento seria:

D = S ∩ Ω = {x ∈ Ω : s(x) = 0}

A expressão dada em (4.8) é freqüentemente substitúıda, pelo critério mais su-

cinto, porém equivalente, dado por:

ṡs < 0 (4.9)

As condições (4.8) e (4.9) são chamadas de condições de alcançabilidade.
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Embora as condições (4.8) e (4.9) sejam freqüentemente encontradas na lite-

ratura, elas não garantem a existência de um modo deslizante ideal, já que estas

condições garantem apenas que a superf́ıcie de deslizamento seja alcançada assinto-

ticamente.

Para garantir que a superf́ıcie de deslizamento seja alcançada em tempo finito,

uma condição mais restritiva deve ser satisfeita. Uma condição muito utilizada na

literatura é a condição de alcançabilidade−η dada por:

ṡs ≤ −η |s| (4.10)

onde η é uma constante positiva.

Reescrevendo a equação (4.10) como

1

2

ds2

dt
≤ −η |s|

e integrando de 0 a ts, segue que:

|s(ts)| − |s(0)| ≤ −ηts

Deste modo, o tempo necessário para atingir a superf́ıcie s = 0, representado

por ts, satisfaz:

ts ≤
|s(0)|
η

(4.11)

Nos casos analisados anteriormente esta condição é satisfeita, garantindo, assim,

o aparecimento do deslizamento ideal.

• Exemplo 1:

s = x1 + x2

ṡ = −sgn(s)

sṡ ≤ − |s|

• Exemplo 2:

s = x1 + x2

ṡ = 0.5 sin(x1) − sgn(s)

sṡ ≤ − |s| (1 − 0.5 sin(x1))

sṡ ≤ −0.5 |s| (4.12)
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4.3 Descrição Matemática de Modos Deslizantes

A descrição matemática de modos deslizantes não é simples, devido ao fato de que o

sinal de controle descont́ınuo (equação (4.3)) e, conseqüentemente, o sistema (4.1),

não serem definidos sobre a superf́ıcie de deslizamento. Além disso, a condição de

Lipschitz para a existência e unicidade de solução de equações diferenciais é vio-

lada na vizinhança da superf́ıcie de chaveamento. Os métodos a seguir apresentam

soluções para descrever, de maneira formal, o movimento durante o deslizamento.

4.3.1 Método de Filippov

Este método trata de forma axiomática a solução de equações diferenciais com lado

direito descont́ınuo. Considere a seguinte equação diferencial:

ẋ = f(t, x), (4.13)

onde x ∈ R
n e f : R

+×R
n → R

n é uma função mensurável (no sentido de Lebesgue)

definida para quase todo (t, x) em um domı́nio E do espaço de fase (t, x).

Além disso, para qualquer subconjunto compacto D ⊂ E, existe uma função

A(t) finita (localmente integrável) em quase todo (t, x) em D, tal que:

|f(t, x)| < A(t) (4.14)

A solução da equação diferencial com lado direito descont́ınuo é dada pela definição

a seguir, devido a (Filippov 1964, Filippov 1988).

Definição 4 (Solução no sentido de Filippov)

Uma função vetorial x(.) é denominada uma solução de (4.13), definida em

[t0, t1] se x(.) é absolutamente cont́ınua em [t0, t1], e se, para quase todo t ∈ [t0, t1],

tem-se:

ẋ ∈ K[f(t, x)] (4.15)

com

K[f(t, x)] =
⋂

δ>0

⋂

µN=0

conv
{
f [t, B(x, δ) −N ]

}
(4.16)

onde “conv” denota o fecho convexo, B(x, δ) é uma bola de raio δ centrada em x

e µ é a medida no sentido de Lebesgue. A notação
⋂

µN=0 denota a intersecção de
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todos os conjuntos N de medida nula (no sentido de Lebesgue), e f [t, B(x, δ) − N ]

é o conjunto de todos os valores de f(t, x) para x ∈ {B(x, δ) −N}.

Esta definição é interpretada da seguinte forma:

• Interpretação de K[f(t, x)] - considere um ponto xs da superf́ıcie de descon-

tinuidade s(x) = 0. K[f(t, x)] é o conjunto convexo mı́nimo que contém todos

os valores de f(t, x) para x variando em quase (a menos de um conjunto de

medida nula) toda uma vizinhança δ (δ → 0) do ponto xs. Considere agora

um ponto xp que não pertença à superf́ıcie. K[f(t, x)] corresponde ao próprio

campo vetorial f(t, xp).

• Interpretação da relação (4.15) - esta relação, denominada de inclusão

diferencial, define, de forma axiomática, que o campo vetorial da solução no

sentido de Filippov pertence a K[f(t, x)]. A possibilidade de se rejeitar qual-

quer conjunto de medida nula em K[f(t, x)] é que permite a definição do campo

vetorial na superf́ıcie de chaveamento.

Para o sistema de controle considerado (4.1) e (4.3), como u(x) é uma função do

estado, o sistema em malha fechada pode ser representado por:

ẋ =







f+(t, x) se s(x) > 0

f−(t, x) se s(x) < 0
(4.17)

A superf́ıcie de chaveamento S particiona o espaço de estados em duas regiões

mutuamente excludentes, que são denotadas por F+ := {x : s(x) > 0} e F− := {x :

s(x) < 0}. A normal em um ponto x ∈ S é denotada1 por NS(x) e os escalares2

f+
N (t, x) := NS(x) · f+(t, x) e f−

N (t, x) := NS(x) · f−(t, x) indicam o sentido das

projeções de f+(t, x) e f−(t, x) em NS(x), respectivamente.

Se a trajetória do sistema (4.1), iniciada em F+ ou F−, atingir a superf́ıcie S,

i.e., x(t∗) = x∗ ∈ S, ela pode cruzar S ou ser forçada a permanecer sobre S. Por

exemplo, se f+
N (t∗, x∗) e f−

N (t∗, x∗) possúırem o mesmo sinal, i.e., f+
Nf

−
N > 0, então

1Por conveniência de notação, a direção positiva da normal NS(x) será definida como sendo de

F− para F+. Portanto, se o gradiente ∇xs(x) ∈ R
n da superf́ıcie S em x ∈ S é direcionado de

F− para F+, então NS(x) = ∇xs(x) caso contrário NS(x) = −∇xs(x).
2O produto escalar ou produto interno entre dois vetores u, v ∈ R

n é denotado por u · v, sendo

igual a u · v = uT v = |u| |v| cos(θ), onde θ é o ângulo entre u e v.
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os dois vetores f+(t∗, x∗) e f−(t∗, x∗) apontarão para a mesma região e portanto

a trajetória irá cruzar a superf́ıcie s(x) = 0. Se f+
N (t∗, x∗) ≤ 0, f−

N (t∗, x∗) ≥ 0 e

f−
N (t∗, x∗)−f+

N (t∗, x∗) > 0 os dois vetores f+(t∗, x∗) e f−(t∗, x∗) estarão direcionados

para a superf́ıcie S. Neste caso pode ser mostrado que para x∗ ∈ S, o campo vetorial

f0(t
∗, x∗), da solução no sentido de Filippov, pode ser determinado pelos campos

vetoriais f+(t∗, x∗) e f−(t∗, x∗) que são os valores limites de f(t, x) obtidos através

da aproximação da superf́ıcie S a partir de F+ e F− respectivamente, da seguinte

forma:

ẋ = f0(t
∗, x∗)

f0(t
∗, x∗) = αf+(t∗, x∗) + (1 − α)f−(t∗, x∗), α ∈ [0, 1],

sendo que α é um escalar que depende de f+
N (t∗, x∗) e f−

N (t∗, x∗), sendo definido do

seguinte modo:

α =
f−
N (t∗, x∗)

f−
N (t∗, x∗) − f+

N (t∗, x∗)
(4.18)

Note que para esta definição é fácil verificar que o campo vetorial f0(t
∗, x∗) é

ortogonal ao gradiente de S, sendo, portanto, tangente a superf́ıcie s(x) = 0. Deste

modo, as trajetórias do sistema são forçadas a permanecer sobre a superf́ıcie de

deslizamento.

A interpretação geométrica da solução de Filippov na superf́ıcie de deslizamento

S é apresentada na Figura 4.6. No ponto x∗ ∈ S, os vetores f+, f− estão direcio-

nados para as regiões F−, F+, respectivamente. O vetor f0 do modo deslizante é

formado pela intersecção do hiperplano tangente a S em x∗ com o segmento de reta

que une f+ e f−, pertencendo ao fecho convexo que contém os vetores f+ e f−.

Até este momento foram apresentadas as condições necessárias para a existência

da solução do sistema (4.13) no sentido de Filippov. Para concluir, basta mostrar

as condições para as quais esta solução seja única. Se f+ e f− forem localmente

Lipschitz (em x) nas regiões F+ e F−, respectivamente; e se f for cont́ınua por

partes, uma condição suficiente para garantir unicidade da solução, a partir de um

instante inicial t0, é que pelo menos uma das desigualdades

f−
N > 0, f+

N < 0, (4.19)

seja satisfeita para cada x ∈ S.

80



F+

F−

∇xs(x)

f+

f−

f0

S = {x : s(x) = 0}
Hiperplano tangente a S em x∗

Figura 4.6: Interpretação geométrica da solução de Filippov.

4.3.2 Controle Equivalente Estendido

O controle equivalente em sistemas dinâmicos com modos deslizantes é usualmente

definido durante a fase de deslizamento (Utkin 1978, Caṕıtulo II). O controle equi-

valente estendido foi definido por (Hsu & Costa 1996, Definição 1.2) como uma

generalização que se aplica ao movimento completo do sistema, i.e., dentro e fora

da superf́ıcie de deslizamento s(x)=0.

Considere o seguinte sistema não-linear genérico, afim no controle u:

ẋ = f(t, x) + g(t, x)u , (4.20)

sujeito a uma lei de controle descont́ınua u ∈ R
m que assegure deslizamento ideal

na superf́ıcie de deslizamento s(x) = 0, sendo que s(x) : R
n → R

m é uma função

continuamente diferenciável e g(t, x) = [g1(t, x) . . . gm(t, x)]. Os campos vetoriais

f(t, x) : R
+ × R

n→R
n e gi(t, x) : R

+ × R
n→R

n, i=1, . . . , m são suaves. Durante

o modo deslizante, as trajetórias de (4.20) são definidas no sentido de Filippov

(Filippov 1964, Filippov 1988), isto é, elas são definidas como soluções satisfazendo

a inclusão diferencial correspondente a (4.20), em quase todo lugar.

Seja x(t) uma solução de (4.20) definida no intervalo t∈ [0, T ). Então, o controle

equivalente estendido é uma função localmente integrável definida em quase todo o

intervalo [0, T ), obtida a partir da derivada total d
dt
s(x) e de (4.20), e é dado por

ueq(t) =

[
∂

∂x
s(x)g(x(t), t)

]−1 [
d

dt
s(x) − ∂

∂x
s(x)f(x(t), t)

]

, (4.21)
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onde det[ ∂
∂x
s(x)g(x(t), t)] 6=0, ∀x∈R

n, ∀t∈ [0, T ), por hipótese. Essa expressão está

bem definida uma vez que a solução x(t) é absolutamente cont́ınua por definição e,

portanto, possui derivadas para quase todo o tempo.

No sentido usual, o controle equivalente é definido como sendo a ação de controle

necessária para manter a solução sobre a superf́ıcie de deslizamento s(x)=0. Para

determinar este controle, deve-se fazer ṡ = d
dt
s(x) = 0 em (4.21). Pode-se verificar

que, para o caso particular em que f(t, x) = Ax, g(t, x) = B e s(x) = Sx (onde A, B

e S são matrizes constantes) o controle equivalente estendido é igual a ueq = u, fora

da superf́ıcie s(x) = 0, e é dado pela realimentação de estados ueq = −(SB)−1SAx,

durante o deslizamento.

4.4 Modos Deslizantes de Ordem Superior

A idéia básica no controle por modos deslizantes é garantir que o sistema satisfaça

uma restrição apropriadamente escolhida. Para isto, o controlador deve reagir ime-

diatamente a qualquer desvio que o sistema apresente, conduzindo-o novamente para

a restrição através de um controle suficientemente intenso.

O controle por modos deslizantes, por apresentar esta caracteŕıstica, é muito

eficaz para o controle de sistemas incertos, tendo provado sua robustez e grande

acurácia com respeito a diversas perturbações internas e externas.

Entretanto, a reação intensa e imediata, ao mı́nimo desvio da restrição, pode

provocar oscilações indesejadas de alta freqüência no sistema. Este fenômeno deno-

minado de chattering é um dos principias problemas deste tipo de controlador.

Recentemente proposto (Levant 1993), o controle por modos deslizantes de ordem

superior (Higher Order Sliding Modes - HOSM) generaliza a idéia básica do controle

por modos deslizantes, atuando nas derivadas temporais de ordem superior do desvio

em relação à restrição, em vez de influenciar a primeira derivada do desvio, como

acontece no controle por modos deslizantes convencional.

O controle por modos deslizantes de ordem superior, além de preservar as prin-

cipais vantagens do controle por modos deslizantes e fornecer uma acurácia ainda

maior, também possibilita a remoção do chattering (Fridman & Levant 2002).

O principal problema na implementação de um HOSM é o acréscimo de in-
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formação requerida. De forma geral, um controlador por modos deslizantes de or-

dem r, para manter a restrição s = 0, necessita que os sinais s, ṡ, . . . , s(r−1) estejam

dispońıveis. Este problema foi resolvido, pelo menos de forma teórica, através dos

diferenciadores exatos e robustos (Robust Exact Differentiators - REDs), apresen-

tados em (Levant 1999, Levant 2001b, Levant 2001a).

Estes diferenciadores são capazes de fornecer em tempo real derivadas exatas até

a ordem l, desde que a derivada de ordem l + 1 seja limitada. Na prática, devido

à existência de atrasos e rúıdos o diferenciador apresenta erros na estimativa das

derivadas, embora possua uma performance assintoticamente ótima na presença de

pequenos rúıdos de medição (Levant 2003).

4.4.1 Definições de Modos Deslizantes de Ordem Superior

Seja s uma função suave com respeito ao estado x do sistema dinâmico, i.e. todas

as derivadas parciais de s com respeito a x, de qualquer ordem, existem e são

cont́ınuas. Se a tarefa for garantir que s seja mantida igual a zero, então a ordem do

deslizamento é o número total de derivadas cont́ınuas de s com respeito ao tempo

(incluindo a derivada zero, i.e., s(0) = s), na vizinhança do modo deslizante. Desta

forma, o modo deslizante de ordem r é determinado pelas igualdades

s = ṡ = s̈ = · · · = s(r−1) = 0,

que formam uma condição de dimensão r no espaço de estado do sistema dinâmico.

Deve ser ressaltado que, para um deslizamento de ordem r, a derivada s(r) não é

uma função cont́ınua das variáveis do espaço de estado. Logo, a ordem do desliza-

mento caracteriza o grau de suavidade dinâmica na vizinhança do modo deslizante.

O modo deslizante convencional, no qual a maior parte dos sistemas a estrutura

variável é baseada, caracteriza-se por um deslizamento de primeira ordem (ṡ é des-

cont́ınua).

Segundo a definição, para que o modo deslizante convencional se estabeleça, a

convergência deve ocorrer em tempo finito. Já no caso dos modos deslizantes de

ordem superior a convergência também pode ser assintótica.

Casos triviais de HOSM assintoticamente estáveis são encontrados em diversas

estratégias de controle a estrutura variável. Por exemplo, considere um VSC que
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mantém a restrição x+ ẋ = 0 por meio de um modo deslizante de primeira ordem.

Neste caso, existe um modo deslizante de segunda ordem assintoticamente estável

com respeito a restrição x = 0 na origem x = ẋ = 0 (somente neste ponto).

No modo deslizante convencional a precisão obtida é proporcional ao intervalo

de tempo entre duas medições, ou ao atraso de chaveamento3, i.e. |s| = O(τ). Já

o modo deslizante de ordem r pode fornecer uma precisão de até a ordem r com

respeito ao intervalo de medição, ou ao atraso de chaveamento, i.e. |s| = O(τ r).

Embora o controle por modos deslizantes de ordem superior apresente algumas

vantagens sobre o controle por modos deslizantes convencional, o fato de não existir

uma condição de alcançabilidade generalizada, dificulta muito o desenvolvimento de

controladores baseados em modos deslizantes de ordem superior.

Modos Deslizantes sobre Variedades

Seja S uma variedade suave. O próprio conjunto S é chamado de conjunto deslizante

de primeira ordem com respeito à superf́ıcie S. O conjunto deslizante de segunda

ordem S2 é definido como sendo o conjunto de pontos x, para os quais K[f(x)] esteja

contido no espaço tangente TxS à variedade S no ponto x.

Definição 5 Existe um modo deslizante de primeira (ou segunda) ordem sobre uma

variedade S numa vizinhança de um ponto x, se nesta vizinhança o conjunto des-

lizante de primeira (ou segunda) ordem for um conjunto integral, i.e. consistir de

trajetórias no sentido de Filippov.

Seja S1 = S. Denote o conjunto de pontos deslizantes de segunda ordem com res-

peito à variedade S por S2. Assuma que a própria variedade S2 pode ser considerada

com sendo suficientemente suave. Então a mesma construção pode ser empregada

para S2. Denote o conjunto de pontos deslizantes de segunda ordem com respeito

à variedade S2 por S3. O conjunto S3 é chamado de conjunto deslizante de ter-

ceira ordem com respeito à variedade S. Continuando este processo, pode-se obter

conjuntos deslizantes de qualquer ordem.

3Por conveniência de notação será utilizado o mesmo śımbolo τ para representar tanto o intervalo

de tempo entre duas medições quanto o atraso de chaveamento.
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Definição 6 Existe um modo deslizante de ordem r sobre uma variedade S numa

vizinhança de um ponto x ∈ Sr, se nesta vizinhança o conjunto deslizante Sr de

ordem r for um conjunto integral, i.e. consistir de trajetórias que sejam soluções

para o sistema dinâmico no sentido de Filippov.

Para ilustrar estes conceitos, considere o seguinte exemplo:






ẋ1 = x2

ẋ2 = −x2 + x3

ẋ3 = v

s = x1 + x2

v = −2sgn(ṡ+ |s|1/2 sgn(s))

(4.22)

Considere a variedade suave S := {x : x1 + x2 = 0}. Como S é um plano, o

espaço tangente TxS será igual à S. Desta forma, o conjunto deslizante de segunda

ordem corresponde ao conjunto de pontos x, para os quais K[f(x)] esteja completa-

mente situado dentro do plano S.

Considere o conjunto S2 := {x : x1 + x2 = 0, x3 = 0}, formado pela intersecção

da variedade suave S com a variedade suave M := {x : x3 = 0}, conforme pode ser

visto na figura 4.7.

Considere um ponto x∗ pertencente ao conjunto S2. Para este ponto, tem-se:

f+(x∗) =








x∗2

−x∗2
−2








e f−(x∗) =








x∗2

−x∗2
2








Note que os vetores f+(x∗) e f−(x∗) pertencem ao plano S. Logo o fecho convexo

de Filippov K[f(x)] estará completamente situado dentro do plano S. Desta forma,

o conjunto S2 corresponde a um conjunto deslizante de segunda ordem. Como S2 é

um conjunto integral, pode-se concluir que existe um modo deslizante de segunda

ordem sobre a variedade S no conjunto S2.

Modos Deslizantes com Respeito a Funções de Restrição

Considere que a restrição seja dada pela equação s(x) = 0, onde s : R
n → R é uma

função de restrição suficientemente suave. Assuma que todas as derivadas temporais

ao longo das trajetórias s, ṡ, s̈, . . . , s(r−1) sejam funções cont́ınuas das variáveis de
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Figura 4.7: Exemplo de um modo deslizante de segunda ordem.

estado do sistema em malha fechada. Então o conjunto deslizante de ordem r é

determinado pelas seguintes igualdades:

s = ṡ = s̈ = . . . s(r−1) = 0 (4.23)

Definição 7 Seja o conjunto deslizante de ordem r não vazio, e assuma que ele seja

localmente um conjunto integral no sentido de Filippov (i.e. consiste de trajetórias

de Filippov do sistema dinâmico descont́ınuo). Então o movimento resultante, sa-

tisfazendo a restrição (4.23) é chamado de modo deslizante de ordem r com respeito

à função de restrição s (ver Figura 4.8 (Levant 2003)).

Suponha que s, ṡ, s̈, . . . , s(r−1) sejam funções diferenciáveis de x e que

posto
([
∇xs, ∇xṡ, . . . , ∇xs

(r−1)
])

= r (4.24)

A igualdade (4.24) em conjunto com o requerimento que as correspondentes

derivadas de s sejam funções diferenciáveis de x formam uma condição chamada de

condição de regularidade de deslizamento de ordem r. Se esta condição for

satisfeita, então o conjunto deslizante de ordem r será uma variedade diferenciável

(ver Teorema B.1) e a Definição 7 será equivalente à Definição 6.
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Proposição 4.1 Considere que a condição de regularidade (4.24) seja satisfeita e

que a variedade deslizante de ordem r não seja vazia. Então um modo deslizante de

ordem r com respeito a função de restrição s existe se e somente se a intersecção do

fecho convexo de Filippov com o espaço tangente à variedade (4.23) não for vazia

para qualquer ponto de deslizamento de ordem r.

Prova: ver (Levant 2003).

Figura 4.8: Modo deslizante de segunda ordem com respeito a função de res-

trição σ

Um modo deslizante é chamado de estável, se o conjunto deslizante integral

correspondente for estável.

Para ilustrar estes conceitos, considere o sistema (4.22). Derivando-se s(x) com

respeito ao tempo ao longo das trajetórias de (4.22), obtém-se:

ṡ(x) = x3

Portanto, s(x) e ṡ(x) são funções diferenciáveis de x. O conjunto deslizante de

segunda ordem, determinado pelas igualdades s(x) = ṡ(x) = 0, é dado por S2 :=

{x : x1 + x2 = 0, x3 = 0}, ver Figura 4.7.

Como a condição de regularidade é satisfeita

posto ([∇xs, ∇xṡ]) = posto















1 0

1 0

0 1















= 2
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as variedades S = {x : s(x) = 0}, M = {x : ṡ(x) = 0} e S2 = {x : s(x) = ṡ(x) = 0}
são variedades suaves, conforme pode ser verificado através do Teorema B.1. Neste

caso, S2 é uma reta no espaço tridimensional, sendo, portanto, uma variedade suave

de dimensão 1.

O espaço tangente TxS2 é igual à S2, já que S2 é uma reta. Como para qual-

quer ponto x pertencente a S2, a intersecção do fecho convexo de Filippov com o

espaço tangente TxS2 não é vazia, de acordo com a Proposição 4.1, existe um modo

deslizante de segunda ordem com respeito a função de restrição s, ou de forma

equivalente, existe um modo deslizante de segunda ordem sobre a variedade S no

conjunto S2.

Observação 4.1 As definições acima também incluem casos triviais de variedades

integrais em sistemas que não possuam descontinuidades. Para excluir estes casos,

pode-se, por exemplo, chamar um modo deslizante de “não trivial” se o conjunto de

velocidades admisśıveis de Filippov K[f(x)] correspondente consistir de mais de um

vetor.

Observação 4.2 As definições acima podem ser facilmente estendidas para incluir

o caso de equações diferenciais não autônomas por meio da introdução do estado

fict́ıcio ṫ = 1, com condição inicial t(0) = t0. Note que isto difere levemente da

definição de Filippov, considerando tempo e coordenadas de estado separadamente.

4.4.2 Controlador por Modos Deslizantes de Segunda Or-

dem

Dentre os diferentes controladores por modos deslizantes conhecidos pode-se desta-

car: Controlador Sub-Ótimo (Bartolini, Ferrara & Usai 1998, Bartolini, Pisano &

Usai 2001), Controlador Twisting (Emelyanov, Korovin & Levantovsky 1986, Levant

1993, Emelyanov & Korovin 2000, Fridman & Levant 2002), Controlador com uma

Lei de Convergência Pré-Estabelecida (Emelyanov et al. 1986, Levant 1993, Fridman

& Levant 2002), Controlador Super-Twisting (Levant 1998, Fridman & Levant 2002).

Nesta seção serão apresentados alguns exemplos de controladores por modos desli-

zantes de segunda ordem.
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Controlador Sub-Ótimo

Este controlador proposto em (Bartolini et al. 1998) foi inspirado no problema de

controle em tempo mı́nimo de um duplo integrador. Ele foi desenvolvido como sendo

uma implementação sub-ótima deste controlador clássico.

Considere o seguinte sistema auxiliar:







ż1 = z2

ż2 = H(z1, z2) + d(z1, z2)w(t)
(4.25)

no qual H(z1, z2) e d(z1, z2) são funções incertas e z2 é um sinal não mensurável do

sistema. As seguintes hipóteses são feitas sobre o sistema:

Hipótese 4.1 Assume-se que as funções H(z1, z2) e d(z1, z2) sejam uniformemente

limitadas e que a função d(z1, z2) seja positiva. Desta forma, é requerido que as

seguintes condições sejam satisfeitas, para algumas constantes positivas D1, D2, H:







|H(z1, z2)| ≤ H

0 < D1 ≤ |d(z1, z2)| ≤ D2

(4.26)

Hipótese 4.2 Assume-se que os valores extremos de z1(t), denominados de zM ,

possam ser obtidos com precisão ideal.

O objetivo do controlador é manter o sistema confinado na região formada por

arcos parabólicos limites (ver figura 4.9), de forma que as variáveis z1(t) e z2(t)

convirjam para zero em tempo finito. Para isto, o seguinte algoritmo é utilizado:

Algoritmo 1:

1. Escolha α∗ ∈ (0, 1] ∩ (0, 3D1/D2)

2. Faça zM = z1(0)

3.

α(t) =







α∗, se
(
z1(t) − zM

2

)
(zM − z1(t)) > 0

1, se
(
z1(t) − zM

2

)
(zM − z1(t)) ≤ 0

4. Se z1(t) é um valor extremo, então zM = z1(t)
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5. Aplique a seguinte lei de controle:

w(t) = −α(t)UMsgn
(

z1(t) −
zM
2

)

onde:

UM > max

(
H

α∗D1

;
4H

3D1 − α∗D2

)

6. Retorne ao passo 3

O resultado de convergência para esta estratégia de controle é apresentado no

Teorema a seguir.

Teorema 4.1 Considere o sistema (4.25). Se as hipóteses 4.1 e 4.2 forem satis-

feitas, então a estratégia de controle definida no Algoritmo 1 garante que o sistema

converge em tempo finito para a origem.

Prova: ver (Bartolini et al. 1998)

0

0
zMi

zMi

2
zMi+1

I

II

Γ

I e II: Trajetórias limite

Γ : Trajetória Atual

z1

z 2

Figura 4.9: Idéia do controlador sub-ótimo.

A prova deste teorema consiste, basicamente, em mostrar que a propriedade de

contração
∣
∣zMi+1

∣
∣ < |zMi

| é válida para a trajetória II (ver figura 4.9), que representa

o pior caso em termos de convergência do sistema, e que esta convergência ocorre

em tempo finito.

Uma extensão desta estratégia de controle foi apresentada em (Bartolini et al.

2001) para que o algoritmo pudesse ser aplicado para uma classe mais abrangente

de sistemas.
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O algoritmo do controlador sub-ótimo requer que os valores de pico da variável

de deslizamento z1 = s possam ser detectados com uma precisão ideal. Entretanto,

na prática esta condição não pode ser satisfeita. Na verdade, o que pode ser feito

é uma estimativa destes valores, o que seria equivalente a se estimar os momentos

nos quais a derivada z2 = ṡ se anula. Por este motivo, o valor do sinal de controle u

depende na verdade do histórico das medições de s e ṡ, i.e. de s(.) e ṡ(.), conforme

foi observado em (Levant 2003).

Controlador Super-Twisting

Este controlador foi desenvolvido para evitar o problema de chattering em sistemas

com grau relativo ρ = 1, sendo caracterizado por um movimento em espiral ao redor

da origem no plano de fase (s-ṡ), conforme pode ser visto na figura 4.10.

Figura 4.10: Trajetórias do controlador Super-Twisting.

A principal vantagem deste controlador com relação a outros controladores de

segunda ordem reside no fato de que o controlador Super-Twisting não necessita de

nenhuma informação sobre a derivada temporal da variável de deslizamento. Além

disso, por ser extremamente robusto este controlador pode ser usado com sucesso

no problema de diferenciação exata e robusta em tempo real (Levant 1998).

Considere o seguinte sistema com grau relativo ρ = 1:

ẋ = a(t) + bu (4.27)
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no qual x ∈ R é o estado, a(·) ∈ R é uma função suficientemente suave e b é uma

constante positiva. Considere que a função a(·) e a constante b sejam incertas e

assuma que as seguintes desigualdades sejam satisfeitas:

|ȧ| ≤ C; 0 < Km ≤ b ≤ KM ; (4.28)

sendo que C, Km e KM são constantes positivas.

Se o sinal de controle puder ser ilimitado, o controlador Super-Twisting pode ser

definido da seguinte forma simplificada:







u = −λ |x|1/2 sgn(x) + u1

u̇1 = −αsgn(x)
(4.29)

Teorema 4.2 Considere o sistema (4.27). Assuma que as condições (4.28) sejam

válidas. Se α > C/Km e se λ for suficientemente grande, então o controlador (4.29)

garante, para quaisquer condições iniciais, a existência de um modo deslizante de

segunda ordem x = ẋ = 0, atraindo as trajetórias em um tempo finito.

Prova: ver (Levant 1998, Emelyanov & Korovin 2000)

Substituindo (4.29) em (4.27), tem-se:

ẋ = a(t) − bλ |x|1/2 sgn(x) + bu1 (4.30)

u̇1 = −αsgn(x) (4.31)

Utilizando a identidade d
dt
|x| = ẋsgn(x) e diferenciando a equação (4.30), o

seguinte resultado pode ser obtido para x 6= 0:

ẍ = ȧ− b
1

2
λ

ẋ

|x|1/2
− b α sgn(x) (4.32)

Deve ser destacado que de acordo com a Teoria de Filippov (Filippov 1964, Filippov

1988), valores pertencentes a conjuntos de medida nula podem ser descartados.

Desta forma, a solução é bem definida para quaisquer condições iniciais x(t0) e ẋ(t0)

e para qualquer t > t0.

Para entender o comportamento qualitativo do sistema, a equação (4.32) pode

ser reescrita da seguinte forma:

ẍ+ b
1

2
λ

ẋ

|x|1/2
= −b

(

α sgn(x) − 1

b
ȧ

)

(4.33)
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O sistema (4.33) pode ser interpretado como sendo um simples sistema mecânico

amortecido controlado por um relé com função de modulação ̺ = α e sujeito a uma

perturbação de entrada ȧ(t). A constante b pode ser interpretada como sendo o

inverso da massa do sistema b = 1/M . A função de modulação é projetada de

forma a rejeitar a perturbação de entrada. O amortecimento seria representado pela

seguinte função não-linear:

b
1

2
λ

ẋ

|x|1/2

Analisando esta função é posśıvel perceber que a força de amortecimento é inversa-

mente proporcional a |x|1/2. Desta forma, à medida que a posição se aproxima de

zero, o amortecimento vai crescendo indefinidamente. Por este racioćınio é posśıvel

ter uma noção intuitiva da convergência em tempo finito das trajetórias para a

origem do plano x-ẋ.

A prova do Teorema 4.2 é similar à prova do Teorema 4.1. A idéia principal é

mostrar uma propriedade de contração, considerando uma curva limite que envolve

a trajetória real.

Qualquer solução de (4.32), satisfaz a seguinte inclusão diferencial:

ẍ ∈ −[Km, KM ]
1

2
λ

ẋ

|x|1/2
− [Kmα− C,KMα + C]sgn(x) (4.34)

Considere que num instante inicial t0, o sistema possua as seguinte condições

iniciais: x(t0) = 0 e ẋ(t0) = ẋ0 > 0 (ver Figura 4.11). Neste caso, qualquer trajetória

Γ de (4.34) se situa entre as trajetórias limites I e II, definidas por:

Trajetória I: ẍ = −Km
1
2
λ ẋ

|x|1/2 − (Kmα− C)sgn(x)

Trajetória II: ẍ = −KM
1
2
λ ẋ

|x|1/2 − (KMα+ C)sgn(x)

Analisando a equação (4.32), pode ser verificado que se x > 0, ẋ > 0, a trajetória

real Γ do sistema é confinada pelos eixos ẋ, x e pelo segmento C1, definido por:

ẍ = −(Kmα − C), conforme pode ser visto na Figura 4.11. Seja xM a intersecção

deste segmento com o eixo x. Resolvendo analiticamente a equação ẍ = −(Kmα−C)

em função de x e ẋ, tem-se:

1

2
ẋ2(t) − 1

2
ẋ2(t0) = −(Kmα− C)x(t) + (Kmα− C)x(t0)

Deste modo, é fácil verificar que:

xM =
ẋ2

0

2(Kmα− C)
(4.35)
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0
x

ẋ

xm

ẋm

ẋ0

ẋ1

x1

C1

C2

C3

I

II

Γ

Figura 4.11: Trajetórias do controlador Super-Twisting: I e II: trajetórias limites;

Γ: trajetória real; C1, C2 e C3: curvas majorantes.

Conforme pode ser observado na Figura 4.11, no quarto quadrante a trajetória

real Γ parte de um ponto inicial x = x1, ẋ = 0. Como inicialmente ẍ < 0, o sinal

ẋ(t) será negativo e seu módulo crescerá até que ẍ ≥ 0. Desta forma, o sinal x(t)

que é positivo irá decrescer, de modo que seu valor máximo é alcançado no ponto

inicial. Para x > 0 e ẋ < 0 a equação (4.32), pode ser reescrita como:

ẍ = b
1

2
λ
|ẋ|
x1/2

− b

(

α− 1

b
ȧ

)

Considerando o pior caso em termos de convergência, o módulo da abscissa ẋ irá

crescer enquanto a seguinte condição for válida:

|ẋ| < 2

λ

(

α+
C

Km

)

x1/2 ⇒ ẍ < 0

Seja ẋM o menor valor assumido por ẋ. O pior caso, claramente, ocorre se x1 = xM .

Desta forma, uma estimativa bem conservativa para ẋM é dada por:

ẋM = −2

λ

(

α +
C

Km

)

x
1/2
M (4.36)

Portanto, uma curva majorante que envolve a trajetória real Γ, pode ser obtida do
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seguinte modo (ver Figura 4.11):

Segmento C1: ẋ2 = 2(Kmα− C)(xM − x), para ẋ > 0

Segmento C2: x = xM , para ẋM < ẋ < 0

Segmento C3: ẋ = ẋM , para 0 < x < xM

A condição |ẋM/ẋ0| < 1 é suficiente para a convergência do algoritmo. Substi-

tuindo a igualdade (4.35) em (4.36), pode-se verificar que esta condição é satisfeita,

se as seguintes desigualdades forem válidas:

2(Kmα + C)2

λ2K2
m(Kmα− C)

< 1 ⇒ λ >

√

2

(Kmα− C)

(Kmα + C)

Km

Estendendo a trajetória Γ, obtém-se uma seqüência de valores ẋ0, ẋ1, . . . que

correspondem a intersecções de Γ com o eixo ẋ. Usando argumentos de simetria,

pode-se mostrar que a seguinte condição é satisfeita (Levant 1998, Emelyanov &

Korovin 2000):
∣
∣
∣
∣

ẋi+1

ẋi

∣
∣
∣
∣
≤ K < 1

sendo que K é uma constante positiva. Logo, ẋi converge para zero numa progressão

geométrica. Além disso, a convergência ocorre num tempo finito, que pode ser

estimado por:

T ≤ 1

Kmα− C

∞∑

i=0

|ẋi|

4.4.3 Controlador por Modos Deslizantes de Ordem Ar-

bitrária

O objetivo é obter uma lei de controle descont́ınua que garanta o aparecimento de

um modo deslizante de ordem r num tempo finito.

Considere sistemas de controle com grau relativo ρ = r, bem definido e constante

em todo o espaço de estado:






ẋ = a(t, x) + b(t, x)u

σ = s(t, x)
(4.37)

sendo que x ∈ R
n é o vetor de estados, u ∈ R é o sinal de controle, σ ∈ R é

uma variável de deslizamento medida, a : R
+ × R

n → R
n, b : R

+ × R
n → R

n e

s : R
+ ×R

n → R são funções suaves e incertas. Embora a dimensão do sistema seja

desconhecida, o grau relativo é suposto como sendo conhecido.
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O objetivo é garantir que a restrição σ = 0 seja satisfeita num tempo finito,

e que seja mantida exata através de uma realimentação. No controle por modos

deslizantes convencional (r = 1), este objetivo é alcançado através da seguinte lei de

controle:

u = −ksgn(σ)

Como o conceito de modos deslizantes de ordem superior é uma generalização

do conceito de modos deslizantes convencional, seria apropriado que o controle por

modos deslizantes de ordem arbitrária fosse uma generalização do controle por modos

deslizantes convencional.

Como o sistema possui grau relativo ρ = r o sinal de controle só aparece expli-

citamente na derivada de ordem r de σ, i.e.

∂σ(i)

∂u
= 0, (i = 1, 2, . . . , r − 1),

∂σ(r)

∂u
6= 0

Deste modo, a sáıda σ, satisfaz a seguinte equação:

σ(r) = h(t, x) + g(t, x)u (4.38)

onde h(t, x) = σ(r)|u=0 e g(t, x) = ∂σ(r)

∂u
.

Hipótese 4.3 Assume-se que as funções h(t, x) e g(t, x) são uniformemente limi-

tadas e que a função g(t, x) é positiva. Desta forma, é requerido que para algumas

constantes positivas Km, KM , H as seguintes condições sejam satisfeitas:






|h(t, x)| ≤ H

0 < Km ≤ |g(t, x)| ≤ KM

(4.39)

Considere o seguinte controlador, para plantas de grau relativo ρ = r, proposto

inicialmente em (Levant 2001b, Levant 2003).

u = −α sgn
(
φr−1,r(σ, σ̇, . . . , σ

(r−1))
)

(4.40)

φ0,r = σ

φ1,r = σ̇ + β1N1,rsgn(σ)

φi,r = σ(i) + βiNi,rsgn(φi−1,r), i = 1, . . . , r − 1

N1,r = |σ|(r−1)/r

Ni,r =
(

|σ|p/r+|σ̇|p/(r−1)+. . .+
∣
∣σ(i−1)

∣
∣
p/(r−i+1)

)(r−i)/p
, i=1, . . . , r−1

Nr−1,r =
(

|σ|p/r + |σ̇|p/(r−1) + · · ·+
∣
∣σ(r−2)

∣
∣
p/2
)1/p

(4.41)
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onde p ≥ r e βi, i = 1, . . . , r − 1 são constantes positivas.

Teorema 4.3 Considere que o sistema (4.37) possua grau relativo ρ = r com res-

peito a função de sáıda σ e que a hipótese 4.3 seja satisfeita. Então, para parâmetros

β1, . . . , βr−1 escolhidos apropriadamente o controlador

u = −α sgn(φr−1,r(σ, σ̇, . . . , σ
(r−1)))

garante o aparecimento de um modo deslizante de ordem r (σ ≡ 0), atraindo as

trajetórias em tempo finito.

Prova: ver (Levant 2003)

Os parâmetros positivos β1, . . . , βr−1 devem ser escolhidos suficientemente gran-

des na ordem dos ı́ndices. Cada escolha determina uma famı́lia de controladores

aplicáveis para todos os sistemas representados por (4.37) com grau relativo ρ = r

que satisfaçam a hipótese 4.3. O parâmetro α > 0 deve ser escolhido especificamente

para cada conjunto H , Km e KM de um determinado sistema.

Certamente o número de escolhas de βi é infinito. Aqui serão mostrados alguns

exemplos com βi testados para r ≤ 4 e para p definido como sendo o mı́nimo múltiplo

comum de 1, 2, . . . , r.

1. u = −α sgn(σ)

2. u = −α sgn
(
σ̇ + |s|1/2 sgn(σ)

)

3. u = −α sgn
{

σ̈ + 2(|σ̇|3 + |σ|2)1/6sgn
[

σ̇ + |σ|2/3 sgn(σ)
]}

4. u = −αsgn
(
σ(3) + 3(|σ̈|6 + |σ̇|4 + |σ|3)1/12sgn

{
σ̈ + (|σ̇|4 + |σ|3)1/6sgn[σ̇ +

0.5 |σ|3/4 sgn(σ)]
})

A idéia do controlador é que um deslizamento de primeira ordem é estabelecido

nas partes suaves do conjunto descont́ınuo Γ de (4.40) (ver Figuras 4.12 e 4.13).

Este modo deslizante é descrito pela equação diferencial φr−1,r = 0, que por sua vez

possibilita o aparecimento de um modo deslizante de primeira ordem φr−2,r = 0.

Entretanto o modo deslizante primário desaparece no momento no qual o modo

secundário está para aparecer. O movimento resultante se dá numa vizinhança de

um subconjunto ciĺındrico de Γ que satisfaz φr−2,r = 0, transferindo as trajetórias
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em um tempo finito para uma vizinhança do conjunto que satisfaz φr−3,r = 0 e assim

por diante. Enquanto as trajetórias se aproximam do conjunto deslizante de ordem

r, o conjunto Γ se retrai para a origem nas coordenadas σ, σ̇, . . . , σ(r−1), de modo

que um modo deslizante do ordem r seja estabelecido:

σ = σ̇ = · · · = σ(r−1) = 0

O conjunto Γ para r = 3 é mostrado na figura 4.13.

Figura 4.12: Idéia do controlador por modos deslizantes de ordem r.

Figura 4.13: Conjunto de descontinuidade Γ para o controlador por modos desli-

zantes de ordem 3.
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4.5 Diferenciador Robusto e Exato (RED)

A diferenciação de sinais em tempo real é um problema antigo e bem conhecido.

Um diferenciador ideal deveria ser capaz de fornecer como sáıda a derivada exata de

qualquer sinal de entrada. Entretanto, na prática, como os sinais são corrompidos

por rúıdos de alta freqüência, que possuem derivadas com amplitudes muito elevadas,

seria imposśıvel para estes diferenciadores fornecerem uma estimativa razoável da

derivada do sinal base de interesse.

Desta forma, o objetivo é encontrar um diferenciador capaz não só de fornecer

a derivada exata para uma classe de sinais de entrada, mas também de rejeitar

pequenos rúıdos de alta freqüência.

A maior parte dos diferenciadores conhecidos fornecem estimativas muito

próximas das derivadas dos sinais de entrada, além de serem capazes de rejeitar

parcialmente a presença de rúıdos de alta freqüência. No entanto, estes diferenci-

adores não são capazes de fornecer derivadas exatas na ausência de rúıdos. Deste

modo, estes diferenciadores são robustos, mas não são exatos.

Considere a seguinte classe de sinais de entrada: seja o sinal de entrada f(t)

uma função definida em [0,∞) constitúıda por um sinal base f0(t) desconhecido,

cuja derivada de ordem n possua constante de Lipschitz Cn+1, e por um rúıdo

aditivo mensurável (no sentido de Lebesgue) e limitado com demais propriedades

estocásticas desconhecidas.

Para esta classe de sinais foi provado em (Levant 1998) que a melhor acurácia

posśıvel obtida por um diferenciador para a derivada de ordem i é proporcional a

C
i/(n+1)
n+1 ε(n−i+1)/(n+1), i = 0, . . . , n

sendo que Cn+1 é a constante de Lipschitz da derivada de ordem n e ε é a magnitude

máxima do rúıdo de medição.

O problema é encontrar estimativas em tempo real de ḟ0(t), f̈0(t), . . . , f
(n)
0 (t) que

sejam robustas na presença de rúıdos de medição, sendo exatas na sua ausência.

4.5.1 Diferenciador de Primeira Ordem

Considere o seguinte sistema auxiliar:

ż = v (4.42)
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Defina a variável de erro e = z−f0. O objetivo é manter e = 0 num modo deslizante

de segunda ordem. Desta forma e = ė = 0, o que implica que z = f0 e v = ḟ0. O

sistema pode ser reescrito do seguinte modo:

ė = −ḟ0(t) + v,
∣
∣
∣f̈0(t)

∣
∣
∣ ≤ C2, ∀t (4.43)

Para resolver este problema o seguinte controlador Super-Twisting pode ser utili-

zado: 





v = −λ |e|1/2 sgn(e) + z1

ż1 = −αsgn(e)
(4.44)

Deste modo, o diferenciador de primeira ordem, apresentado em (Levant 1998),

assume a seguinte forma:






ż = v, v = −λ |z − f(t)|1/2 sgn(z − f(t)) + z1

ż1 = −α sgn(z − f(t))
(4.45)

onde v e z1 podem ser usados como sáıda do diferenciador e f(t) é o sinal de en-

trada. Se os parâmetros λ e α forem ajustados adequadamente, então as seguintes

igualdades são válidas após um tempo finito e na ausência de rúıdo:

z = f0, z1 = v = ḟ0

4.5.2 Diferenciadores de Ordem Arbitrária

O diferenciador de primeira ordem, proposto em (Levant 1998), foi recentemente

generalizado para o caso arbitrário, sendo descrito por (Levant 2003):






ζ̇0 = v0,

v0 = −λ0 |ζ0 − f(t)|n/(n+1) sgn(ζ0 − f(t)) + ζ1

ζ̇1 = v1,

v1 = −λ1 |ζ1 − v0|(n−1)/n sgn(ζ1 − v0) + ζ2
...

ζ̇i = vi,

vi = −λi |ζi − vi−1|(n−i)/(n−i+1) sgn(ζi − vi−1) + ζi+1

...

ζ̇n−1 = vn−1,

vn−1 = −λn−1 |ζn−1 − vn−2|1/2 sgn(ζn−1 − vn−2) + ζn

ζ̇n = −λnsgn(ζn − vn−1)

(4.46)
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sendo que os parâmetros λ1, . . . , λn são constantes positivas e f(t) é o sinal de

entrada. É posśıvel verificar que o diferenciador apresentado em (4.46) pode ser

expresso na seguinte forma não recursiva:







ζ̇0 = −κ0 |ζ0 − f(t)|n/(n+1) sgn(ζ0 − f(t)) + ζ1

ζ̇1 = −κ1 |ζ0 − f(t)|(n−1)/(n+1) sgn(ζ0 − f(t)) + ζ2
...

ζ̇i = −κi |ζ0 − f(t)|(n−i)/(n+1) sgn(ζ0 − f(t)) + ζi+1

...

ζ̇n = −κnsgn(ζ0 − f(t))

(4.47)

para algumas constantes κi, i = 0, . . . , n, calculadas com base em λ0, . . . , λn.

O Teorema a seguir mostra a propriedade de convergência em tempo finito do

diferenciador (4.46).

Teorema 4.4 Considere o diferenciador (4.46) de ordem n. Seja o sinal de entrada

f0(t) uma função definida em [0,∞), cuja derivada de ordem n possua uma constante

de Lipschitz Cn+1 > 0 conhecida. Se as constantes λi, i = 0, . . . , n forem escolhidas

apropriadamente, então as seguintes igualdades são satisfeitas após um processo

transiente de tempo finito e na ausência de rúıdos.

ζ0 = f0(t); ζi = vi−1 = f
(i)
0 (t), i = 1, . . . , n

Prova: ver (Levant 2003)

A partir deste Teorema é posśıvel concluir que as igualdades ζi = f
(i)
0 , i =

0, . . . , n− 1 são mantidas num modo deslizante de ordem superior.

O sistema (4.46) é homogêneo, suas trajetórias são invariantes com respeito a

transformação Gη : (t, f, ζi, vi) 7→ (ηt, ηn+1f, ηn−i+1ζi, η
n−ivi). Desta forma, utili-

zando o conceito de campos vetoriais homogêneos (Rosier 1992) é posśıvel provar

que o sistema (4.46) é estável no sentido de Lyapunov.

No Teorema a seguir o desempenho do diferenciador (4.46) na presença de um

rúıdo é caracterizado.

Teorema 4.5 Considere o diferenciador (4.46) de ordem n. Se o rúıdo de entrada

satisfizer |f(t) − f0(t)| ≤ ε, então as seguintes desigualdades são estabelecidas em
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tempo finito para algumas constantes positivas µi e νi que dependem exclusivamente

dos parâmetros do diferenciador.

∣
∣
∣ζi − f

(i)
0 (t)

∣
∣
∣ ≤ µiε

(n−i+1)/(n+1), i = 1, . . . , n

∣
∣
∣vi − f

(i+1)
0 (t)

∣
∣
∣ ≤ νiε

(n−i)/(n+1), i = 0, . . . , n− 1

Prova: ver (Levant 2003)

Observação 4.3 Analisando o Teorema 4.5 verifica-se que o diferenciador de or-

dem k fornece uma derivada de ordem l (l < k), com uma acurácia maior do que a

fornecida pelo diferenciador de ordem l, supondo ε < 1.

Os parâmetros λi podem ser ajustado de acordo com a seguinte regra prática,

apresentada em (Levant 2003). Uma posśıvel escolha para os parâmetros do di-

ferenciador de ordem 3, considerando que
∣
∣
∣f

(4)
0 (t)

∣
∣
∣ ≤ C4, é apresentada a seguir:







ζ̇0 = v0, v0 = −5C
1/4
4 |ζ0 − f0(t)|3/4 sgn(ζ0 − f0(t)) + ζ1

ζ̇1 = v1, v1 = −3C
1/3
4 |ζ1 − v0|2/3 sgn(ζ1 − v0) + ζ2

ζ̇2 = v2, v2 = −1.5C
1/2
4 |ζ2 − v1|1/2 sgn(ζ2 − v1) + ζ3

ζ̇3 = −1.1C4sgn(ζ3 − v2)

(4.48)

A sintonia dos parâmetros apresentada em (4.48) também pode ser utilizada para o

caso de diferenciadores de ordem menor. Por exemplo, para o caso do diferenciador

de segunda ordem, considerando
∣
∣
∣f

(3)
0 (t)

∣
∣
∣ ≤ C3, tem-se:







ζ̇0 = v0, v0 = −3C
1/3
3 |ζ0 − f0(t)|2/3 sgn(ζ0 − f0(t)) + ζ1

ζ̇1 = v1, v1 = −1.5C
1/2
3 |ζ1 − v0|1/2 sgn(ζ1 − v0) + ζ2

ζ̇2 = −1.1C3sgn(ζ2 − v1)

(4.49)

Já no caso do diferenciador de primeira ordem, considerando
∣
∣
∣f

(2)
0 (t)

∣
∣
∣ ≤ C2, tem-se:







ζ̇0 = v0, v0 = −1.5C
1/2
2 |ζ0 − f0(t)|1/2 sgn(ζ0 − f0(t)) + ζ1

ζ̇1 = −1.1C2sgn(ζ1 − v0)
(4.50)

Por outro lado, os valores λ0, . . . , λn−1, utilizados para o diferenciador de ordem

n−1, também podem ser aplicados para o diferenciador de ordem n, e portanto para

este diferenciador é necessário, apenas, escolher mais um parâmetro. Por exemplo,
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a sintonia dos parâmetros para o diferenciador de ordem n = 4, considerando que
∣
∣
∣f

(5)
0 (t)

∣
∣
∣ ≤ C5 é apresentada a seguir:







ζ̇0 = v0, v0 = −8C
1/5
5 |ζ0 − f0(t)|4/5 sgn(ζ0 − f0(t)) + ζ1

ζ̇1 = v1, v1 = −5C
1/4
5 |ζ1 − v0|3/4 sgn(ζ1 − v0) + ζ2

ζ̇2 = v2, v2 = −3C
1/3
5 |ζ1 − v0|2/3 sgn(ζ2 − v1) + ζ3

ζ̇3 = v3, v3 = −1.5C
1/2
5 |ζ1 − v0|1/2 sgn(ζ3 − v2) + ζ3

ζ̇4 = −1.1C5sgn(ζ4 − v3)

(4.51)

No Lema a seguir será demonstrado que se a derivada de ordem n + 1 do sinal

de entrada for limitada, então todos os sinais presentes no diferenciador (4.46) de

ordem n não poderão escapar em tempo finito.

Lema 4.1 Considere o sistema (4.46) e assuma que os sinais f(t), ḟ(t), . . . , f (n)(t)

são limitados. Se
∣
∣f (n+1)(t)

∣
∣ ≤ Kn+1 ∀t, para alguma constante positiva Kn+1, então

o estado do sistema não pode divergir em tempo finito.

Prova: ver apêndice E
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Caṕıtulo 5

Controle por Modos Deslizantes

Baseado num Estimador Hı́brido

para Sistemas SISO Incertos

5.1 Introdução

Uma das principais dificuldades de se aplicar o controle por modos deslizantes con-

vencional é a necessidade de se ter acesso a todos os estados do sistema, fato que

nem sempre é posśıvel na prática. Uma solução simples para superar este problema

seria usar filtros de avanço de fase para reconstruir os estados não medidos.

Seguindo este conceito o controlador adaptativo por modelo de referência e a

estrutura variável (VS-MRAC - variable structure model reference adaptive control),

apresentado em (Hsu & Costa 1989, Hsu et al. 1997), foi aplicado a sistemas lineares

e monovariáveis, garantindo estabilidade exponencial global com respeito a um pe-

queno conjunto residual. Entretanto, para plantas com grau relativo maior do que

um, este controlador não consegue assegurar rastreamento exato.

Recentemente, uma nova classe de controladores via realimentação de sáıda, ba-

seados em modos deslizantes de ordem superior, para plantas com grau relativo

arbitrário, foi considerada por diversos autores (Emelyanov & Korovin 2000, Barto-

lini et al. 2002, Fridman & Levant 2002, Levant 2003). Uma ferramenta fundamental

para a implementação destes controladores é o diferenciador exato, denominado de

RED. Teoricamente, controladores baseados neste diferenciador podem conseguir
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rastreamento exato; entretanto, apenas propriedades locais de estabilidade e/ou

convergência para o sistema em malha fechada podem ser garantidas, mesmo para

sistemas lineares, uma vez que um RED de ordem n requer que a derivada de ordem

n+ 1 do sinal de entrada seja uniformemente limitada.

Neste caṕıtulo, um novo controlador por modos deslizantes via realimentação de

sáıda, baseado num estimador h́ıbrido, é proposto para uma classe de plantas não-

lineares e monovariáveis com grau relativo arbitrário. Este controlador é capaz de

assegurar simultaneamente estabilidade global e rastreamento exato. Um elemento

chave para implementação deste controlador é o estimador h́ıbrido, denominado

de Diferenciador Global, Robusto e Exato (Global Robust Exact Differentiator -

GRED), que combina um filtro de avanço de fase com um RED, através de um

esquema de chaveamento. A idéia principal do esquema proposto é preservar as

propriedades de estabilidade que são obtidas utilizando-se apenas o filtro de avanço

de fase, além de garantir propriedades de convergência global.

5.2 Formulação do Problema

Considere o seguinte sistema não-linear, monovariável (SISO) e com grau relativo

global e arbitrário ρ ≥ 1, bem definido e constante em todo o espaço de estado:

ẋ = f(x) + g(x) [u+ dc(t, x)] , yp = h(x) (5.1)

sendo que x∈R
n é o estado da planta, u∈R é a entrada, yp∈R é a sáıda medida e

dc(t, x) : R
+×R

n→R é uma função localmente Lipschitz em x, sendo cont́ınua por

partes em t. A função dc(t, x) é encarada como sendo uma perturbação não-linear

incerta e casada com respeito à entrada u. Os campos vetoriais f(x) : R
n→R

n e

g(x) : R
n→R

n são incertos, localmente Lipschitz em x e suficientemente suaves. A

função h(x) é suficientemente suave e também é assumida como sendo desconhecida.

Hipótese 5.1 Existe um difeomorfismo global T (x) : R
n→R

n tal que a mudança

de coordenadas x̄ = T (x) transforma o sistema (5.1) em:

˙̄x = Apx̄+ bp[u+ d(t, x̄)] , yp = hTp x̄ , (5.2)

onde d(t, x̄) : R
+×R

n→R é uma função localmente Lipschitz em x, sendo cont́ınua
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por partes em t, a matriz Ap e os vetores bp e hp são constantes, sendo considerados

incertos.

O modelo entrada-sáıda correspondente a (5.2) é dado por:

yp = Gp(s)[u+ d], Gp(s) = Kp
Np(s)

Dp(s)
,

sendo queKp∈R é o ganho de alta freqüência, Np(s) eDp(s) são polinômios mônicos.

Supõe-se que todos os parâmetros incertos de (5.1) pertençam a um subconjunto

compacto Ω de R
k, de forma que limitantes para as incertezas paramétricas estejam

dispońıveis para o projeto de leis de controle por modos deslizantes via realimentação

de sáıda. Sendo assim, a função de transferência Gp(s), que é incerta, pertence a

um subconjunto P de R(s).

As hipóteses apresentadas a seguir devem ser satisfeitas para quaisquer valores

das incertezas da planta, isto é, ∀Gp(s) ∈ P. Elas caracterizam uma classe de

plantas não-lineares, de fase mı́nima, monovariáveis, com grau relativo bem definido

e arbitrário.

Neste caṕıtulo, o problema de rastreamento de trajetória será abordado uti-

lizando a formulação de controle por modelo de referência (MRC) (Ioannou &

Sun 1996). Desta forma, as seguintes hipóteses, usuais no MRC, serão consideradas:

Hipótese 5.2 A planta Gp(s) é de fase mı́nima (Np(s) é Hurwitz).

Hipótese 5.3 A planta Gp(s) é controlável e observável (os polinômios Np(s) e

Dp(s) são coprimos).

Hipótese 5.4 O grau relativo relativo ρ e a ordem n da planta são conhecidos

(grau[Dp(s)] = n).

Hipótese 5.5 O sinal do ganho de alta freqüência da planta (Kp) é conhecido

(assume-se positivo por simplicidade, sem perda de generalidade).

Hipótese 5.6 A perturbação de entrada d(t, x̄) é uniformemente limitada, e possui

um limitante superior d̄(t) conhecido que satisfaz a |d(t, x̄)| ≤ d̄, ∀t ≥ 0.
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A trajetória desejada yd(t) é especificada através do seguinte modelo de re-

ferência:

yd = M(s)r, M(s) =
Km

(s+ am)L(s)
, (5.3)

onde o sinal de referência r(t)∈R é uma função arbitrária do tempo, cont́ınua por

partes e uniformemente limitada; Km, am> 0∈R; e L(s) é um polinômio Hurwitz

dado por:

L(s) = s(ρ−1) + lρ−2s
(ρ−2) + · · · + l1s+ l0 (5.4)

O problema de rastreamento de trajetória consiste em projetar uma lei de con-

trole u que assegure a convergência assintótica do erro de rastreamento (ou erro de

sáıda)

e(t) := yp(t) − yd(t), (5.5)

para zero, mantendo todos os sinais do sistema em malha fechada uniformemente

limitados, independentemente das incertezas e para quaisquer condições iniciais.

Quando a planta é conhecida e d(t, x̄) ≡ 0, uma lei de controle que assegura o

casamento entre o sistema em malha fechada e o modelo de referência, i.e.

yp = Gp(s)u
∗ = M(s)r = yd,

é dada por:

u∗ = θ∗Tω,

onde o vetor de parâmetros θ∗ é escrito por: θ∗ =
[
θ∗T1 θ∗T2 θ∗3 θ

∗
4

]T
, com θ∗1, θ

∗
2 ∈

R
n−1, θ∗3, θ

∗
4 ∈R e o vetor regressor ω = [ωTu ωTy yp r]

T ∈ R
2n é obtido por meio de

filtros de entrada e sáıda dados por:

ω̇u = Λωu + gu, ω̇y = Λωy + gyp, (5.6)

onde Λ ∈ R
n−1×n−1 é Hurwitz e g ∈ R

n−1 é escolhido de forma que o par (Λ, g)

seja controlável. As condições de casamento implicam que θ∗4 = Km/Kp (Ioannou

& Sun 1996).

Definindo o vetor de estado X := [x̄T , ωTu , ω
T
y ]T do sistema formado pelos filtros

de entrada e sáıda e pela planta, a dinâmica do sistema aumentado pode ser descrita

da seguinte forma:

Ẋ = A0X + b0u+ b′0d, yp = hTc X, (5.7)
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onde:

A0 =








Ap 0 0

0 Λ 0

ghTp 0 Λ







, b0 =








bp

g

0







, b

′

0 =








bp

0

0








e hTc =
[

hTp 0 0
]

Somando e subtraindo b0θ
∗Tω em (5.7), e notando que existem matrizes Ω1 e Ω2

tais que ω=Ω1X+Ω2r, tem-se:

Ẋ = AcX + k∗bc[θ
∗
4r + u− u∗] + b′0d, yp = hTc X,

onde Ac=A0+b0θ
∗TΩ1, bc=θ

∗
4b0, k

∗ = 1/θ∗4, com Ω1 e Ω2 definidas por:

Ω1 =











0 I 0

0 0 I

hTp 0 0

0 0 0











, Ω2 =











0

0

0

1











Notando que (Ac, bc, h
T
c ) é uma realização não-mı́nima de M(s), e definindo o

seguinte sinal de perturbação filtrado df(t) =Wd(t)∗d(t), onde Wd(t) é a resposta

ao impulso de

Wd(s) :=(k∗M(s))−1hTc (sI−Ac)−1b′0, (5.8)

o modelo de referência pode ser descrito por:

Ẋm = AcXm + k∗bc[θ
∗
4r − df ] + b′0d, ym = hTc Xm

Desta forma, a dinâmica do sistema do erro aumentado com estado xe :=X−Xm é

dada por:

ẋe = Ac xe + k∗bc [u− Ū ], e = hTc xe, (5.9)

ou na forma de entrada-sáıda (ver (Ioannou & Sun 1996, seção 9.3.3)):

e = k∗M(s) [u− Ū ],

onde Ū=u∗−df .
Tendo em vista a parametrização de controle u(t) = θTω(t), é natural escolher a

seguinte classe de leis de controle admisśıveis:

U =
{
u :
∣
∣
∣
∣u[t0,t]

∣
∣
∣
∣ ≤ Kω

∣
∣
∣
∣ω[t0,t]

∣
∣
∣
∣+Kd

}
, ∀t > t0 Kω, Kd>0
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Esta escolha garante que não há escape em tempo finito nos sinais do sistema.

De fato, os sinais do sistema serão regulares (regular signals) e, portanto, podem

crescer no máximo exponencialmente (Sastry & Bodson 1989), i.e., todos os sinais

no sistema pertençam a L∞e.

5.3 Exemplos de Sistemas Não-Lineares

Para ilustrar a caracterização da classe de sistemas não-lineares considerada, serão

apresentados exemplos de plantas não-lineares que satisfazem as hipóteses conside-

radas. Inicialmente, considera-se um exemplo em que h(x) e g(x) sejam funções

não-lineares do estado. Considere o seguinte sistema de segunda ordem (n = 2) e

com grau relativo global ρ = 1:

ẋ1 = −2x1 + x2 + x3
2

ẋ2 =
−ς1x1

3x2
2 + 1

+
ς2

3x2
2 + 1

[u+ ς3 sin(t)]

yp = ς4
(
x2 + x3

2

)

(5.10)

onde ς1, ς2, ς3 e ς4 são parâmetros incertos que pertencem ao intervalo [1, 2].

Note que a equação (5.10) é um caso particular de (5.1), com f(x), g(x), h(x) e

dc(x, t) dados por:

f(x) =






−2x1 + x2 + x3
2

−ς1x1

3x2
2 + 1




 , g(x) =






0

ς2
3x2

2 + 1




 ,

h(x) = ς4
(
x2

2 + x3
2

)

dc(t, x) = ς3 sin(t)

Em geral, o melhor modo para tentar obter o difeomorfismo global é levar o

sistema para a forma normal (Isidori 1995, Khalil 2002). Neste caso, como o sis-

tema apresenta grau relativo ρ = 1, deve-se encontrar uma função φ(x) que seja

linearmente independente de h(x) e que satisfaça a condição:

Lgφ(x) = 0

Uma escolha que atende a estas condições é φ(x) = x1. Desta forma, a transformação

de coordenas T (x) é dada por:

T (x) =




φ(x)

h(x)



 =




x1

ς4
(
x2 + x3

2

)




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Note que a função T (x) é própria e que a matriz Jacobiana ∂T (x)/∂(x) dada

por:

∂T (x)

∂x
=




1 0

0 ς4
(
3x2

2 + 1
)



 ,

é invert́ıvel para quaisquer valores de ς4 ∈ [1, 2] . Deste modo, é posśıvel concluir

que T (x) é um difeomorfismo global. É importante destacar que o difeomorfismo

T (x) precisa apenas existir, mesmo que não seja conhecido devido às incertezas

paramétricas presentes no sistema. Na verdade, a influência da transformação de

coordenadas, no esquema de controle considerado neste caṕıtulo, se dará apenas no

valor dos limitantes θ̄ para os parâmetros θ∗, que serão utilizados para gerar a função

de modulação (ver seção 5.4). Deve ser enfatizado que estes limitantes podem ser

determinados mesmo quando a transformação T (x) apresenta incertezas.

Fazendo a transformação de coordenadas x̄ = T (x), o sistema passa a ser descrito

por (5.2):

˙̄x =




−2 1

ς4

−ς1 ς4 0





︸ ︷︷ ︸

Ap

x̄+




0

ς2 ς4





︸ ︷︷ ︸

bp

(
u+ ς3 sin(t)

︸ ︷︷ ︸

d(t,x̄)

)
, yp =

[

0 ς4

]

︸ ︷︷ ︸

hT
p

x̄ (5.11)

A dinâmica zero deste sistema é estável ( ˙̄x1 = −2x̄1), logo o sistema é de fase

mı́nima e, portanto, satisfaz a Hipótese 5.2. Supondo que a ordem do sistema e o

grau relativo sejam conhecidos, analisando a equação (5.11), é fácil verificar que as

Hipóteses 5.3–5.6 também são satisfeitas. Logo o sistema (5.10) pertence a classe

de sistemas não-lineares abordada neste caṕıtulo.

Considerando o mesmo exemplo, exceto que agora, a sáıda passa a ser dada por

yp = x1
1 em vez de yp = ς4

(
x2

2 + x3
2

)
, tem-se:

ẋ1 = −2x1 + x2 + x3
2

ẋ2 =
−ς1x1

3x2
2 + 1

+
ς2

3x2
2 + 1

[u+ ς3 sin(t)]

yp = x1

(5.12)

Neste caso, o sistema (5.12) apresenta grau relativo ρ = 2. Como este sistema é

de segunda ordem, o difeomorfismo que o coloca na forma normal pode ser obtido

diretamente por:

1A função h(x) é considerada conhecida por simplicidade.
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T (x) =




h(x)

Lfh(x)



 =




x1

−2x1 + x2 + x3
2





Novamente, é fácil verificar que T (x) é um difeomorfismo global. Fazendo a

transformação de coordenadas x̄ = T (x), o sistema passa a ser descrito por (5.2):

˙̄x =




0 1

−ς1 −2





︸ ︷︷ ︸

Ap

x̄+




0

ς2





︸ ︷︷ ︸

bp

(
u+ ς3 sin(t)

︸ ︷︷ ︸

d(t,x̄)

)
, yp =

[

1 0
]

︸ ︷︷ ︸

hT
p

x̄ (5.13)

Conforme esperado, o sistema não apresenta dinâmica interna, satisfazendo, assim,

a Hipótese 5.2. Pode-se verificar que o sistema (5.12) satisfaz as Hipóteses 5.1–5.6,

pertencendo a classe de plantas não-lineares considerada.

Para concluir, será apresentado mais um exemplo, para ilustrar o fato de que

uma perturbação d(t, x̄) uniformemente limitada pode aparecer casada com respeito

à entrada, mesmo que no sistema não-linear original não exista tal perturbação.

Considere o seguinte sistema de terceira ordem (n = 3) e com grau relativo ρ = 2.

ẋ1 = −x1 + x2

ẋ2 = x3 + ς1 sin(x2)

ẋ3 = 2x1 + 2x2 − 2x3 − ς1 cos(x2)x3 + ς2u

yp = x2,

(5.14)

onde ς1 e ς2 são parâmetros incertos que pertencem ao intervalo [1, 3].

A equação (5.14) é um caso particular de (5.1), com f(x), g(x) e h(x) dados por:

f(x) =








−x1 + x2

x3 + ς1 sin(x2)

2x1 + 2x2 − 2x3 − ς1 cos(x2)x3







, g(x) =








0

0

ς2







, h(x) = x2

Neste caso, como o sistema apresenta grau relativo ρ = 2, deve-se encontrar uma

função φ(x) que seja linearmente independente de h(x) e de Lfh(x), e que satisfaça

a condição:

Lgφ(x) = 0

Estas condições são satisfeitas escolhendo-se φ(x) = x1. Desta forma, a trans-

formação de coordenas T (x) é dada por:

T (x) =
[

φ(x) h(x) Lfh(x)
]

=
[

x1 x2 x3 + sin(x2)
]

111



Note que a função T (x) é própria e que a matriz Jacobiana ∂T (x)/∂(x) dada

por:

∂T (x)

∂x
=








1 0 0

0 1 0

0 cos(x2) 1








é invert́ıvel. Deste modo, é posśıvel concluir que T (x) é um difeomorfismo global.

Fazendo a transformação de coordenadas x̄ = T (x), o sistema passa a ser descrito

por (5.2):

ẋp =








−1 1 0

0 0 1

2 2 −2








︸ ︷︷ ︸

Ap

x̄+








0

0

ς2








︸ ︷︷ ︸

bp

(
u+ ς1 cos(x̄2) sin(x̄2) − 2ς1 sin(x̄2)

︸ ︷︷ ︸

d(t,x)

)
,

yp =
[

0 1 0
]

︸ ︷︷ ︸

hT
p

x̄

(5.15)

O sistema (5.14) é de fase mı́nima, uma vez que a dinâmica zero de (5.15)

dada por ˙̄x1 = −x̄1 é estável. Analisando a equação (5.15) é posśıvel concluir

que as Hipóteses 5.3–5.6 são válidas. Portanto, o sistema (5.14) pertence a classe

considerada.

5.4 Projeto da Lei de Controle por Modos Desli-

zantes Convencional

A principal idéia no projeto de um SMC convencional é fechar a malha de controle,

realimentando uma sáıda com grau relativo ρ = 1 na entrada de um relé com uma

modulação apropriada. Quando a planta possui grau relativo unitário, a malha de

controle pode ser fechada utilizando diretamente o erro de rastreamento, ou seja, o

sinal de controle u é dado por:

u = −̺(t)sgn(e)

sendo ̺(t) uma função de modulação a ser detalhada a seguir.

Neste caso, o modelo de referência pode ser escolhido como sendo estritamente

real positivo (SPR) (L(s) = 1), de forma que uma malha de deslizamento ideal (ideal
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sliding loop - ISL) (Hsu 1997, Utkin, Guldner & Shi 1999) se forme ao redor do relé.

A Figura 5.1 apresenta o diagrama de blocos para este caso.

Relé

M(s)

̺

Planta

Modelo
ydr

yp eu

dc(t, x)

ẋ=f(x)+g(x)[u+dc]

yp =h(x)

−1

+

+

+

−

Figura 5.1: SMC - caso: grau relativo ρ = 1.

Para que o objetivo de controle seja satisfeito, a função de modulação deve

atender à seguinte restrição:

̺(t) ≥
∣
∣θ∗Tω − df

∣
∣ + δ (5.16)

onde δ é uma constante positiva, que pode ser arbitrariamente pequena. Esta escolha

para a função de modulação garante que o sistema do erro, com estado xe, descrito

em (5.9), seja uniformemente globalmente exponencialmente estável (GES) e que o

erro de rastreamento e(t) torne-se identicamente nulo após algum tempo finito. (ver

(Hsu et al. 1997, Lemma 1)). Neste caso, o estado x̄ será uniformemente limitado.

Como o difeomorfismo T (x) é próprio, é posśıvel concluir que o estado x do sistema

original também será uniformemente limitado, de forma que o objetivo de controle

é atingido.

Para satisfazer a desigualdade (5.16), a função de modulação ̺(t) pode ser im-

plementada do seguinte modo:

̺(t) = θ̄T [|ω1| . . . |ω2n|]T + d̂(t) + δ (5.17)

onde o majorante θ̄ ∈ R
2n é assumido como sendo conhecido e tal que suas compo-

nentes consistam de limitantes superiores para cada um dos elementos do vetor de

parâmetros θ∗, e d̂(t) é um limitante superior de |df(t)| dado por:

d̂(t)= d̄(t)+
cd

s+ λd
∗ d̄(t),
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onde cd é uma constante positiva, λd := mink{−Re(λk)}, com λk’s sendo os autova-

lores de Λ. Este majorante pode ser obtido através do Lema 3 em (Hsu et al. 1997)

e do fato de que Wd(s) (ver equação (5.8)) é uma função de transferência própria e

estável, que pode ser escrita como:

Wd(s)=1−θ∗T1 (sI−Λ)−1g

Consistentemente, u ∈ U para esta escolha de função de modulação.

Para o caso de plantas com grau relativo ρ > 1, o modelo de referência não

pode ser escolhido SPR e, portanto, não é posśıvel garantir um ISL em torno do

relé (Utkin et al. 1999). Idealmente, para superar esta dificuldade, poderia se usar

o operador L(s) definido em (5.4), de forma a compensar o grau relativo excedente

da planta. Deste modo, em vez de fechar a malha usando o erro de rastreamento,

seria utilizada uma nova sáıda ν, obtida através do polinômio não causal L(s). A

sáıda ν chamada, por simplicidade, de variável de deslizamento ideal é dada por:

ν = L(s)e = e(ρ−1) + l(ρ−2)e
(ρ−2) + · · · + l1 ė+ l0 e

=

ρ−1
∑

i=0

lih
T
c A

(i)
c xe = h̄Txe

(5.18)

onde a terceira igualdade foi obtida, utilizando-se o seguinte fato:

k∗hTc A
(i)
c bc = 0, i = 0, . . . , ρ− 2

Se a lei de controle for dada por:

u=−̺(t)sgn(ν),

com função de modulação ̺(t) satisfazendo (5.16), então o sistema do erro é GES

e a variável de deslizamento ideal ν se torna identicamente nula após algum tempo

finito, o que implica que o erro de rastreamento converge exponencialmente para

zero, enquanto todos os sinais do sistema permanecem uniformemente limitados.

Entretanto, ν não está diretamente dispońıvel para implementar a lei de controle,

uma vez que é considerado apenas realimentação de sáıda e que o operador L(s) é

não-causal.
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5.5 Controle por Modos Deslizantes Baseado

num Filtro de Avanço de Fase

Para plantas com grau relativo ρ > 1, a variável de deslizamento ideal pode ser

estimada por meio do seguinte filtro de avanço de fase:

ν̂l = La(s) e, La(s) =
L(s)

F (τs)
, (5.19)

onde F (τs) = (τs+1)ρ−1, τ >0.

Nesta seção, será considerada a presença de uma perturbação βα(t) na sáıda do

filtro de avanço de fase. Esta perturbação será assumida como sendo uniformemente

limitada e de ordem τ . Levando em conta a presença desta perturbação, o sinal de

controle é dado por:

u = −̺(t)sgn(ν̂l + βα) (5.20)

O filtro de avanço de fase (5.19) pode ser descrito no espaço de estado por:

ϑ̇ =
1

τ














−āρ−2 1 0 . . . 0

−āρ−3 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

−ā1 0 0 . . . 1

−ā0 0 0 . . . 0














ϑ+














b̄ρ−2

b̄ρ−3

...

b̄1

b̄0














e,

ν̂l =
[

1 0 0 . . . 0
]

ϑ+
1

τ (ρ−1)
e,

(5.21)

onde āi = Cρ−1
ρ−1−i, b̄i =

(
li − āi/τ

(ρ−1−i)) /τ i+1 e Cnk denota o coeficiente binomial,

sendo dado por:

Cnk =
n!

k!(n−k)!
Definindo o erro de estimação do filtro de avanço de fase como:

εl = ν̂l − ν,

e considerando a seguinte transformação de estado:

xεi
=ϑi +

1

τ (ρ−i)

(
i−1∑

k=0

lρ−i+k e
(k)

)

− Cρ−1
ρ−i ν, i=1, . . . , ρ−1, (5.22)

onde εl = xε1 , lρ−1 = 1 e ν é definido em (5.18), a dinâmica do erro de estimação é

dada por:

ẋε =
1

τ
Aεxε + bεν̇, εl = hTε xε, (5.23)
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onde ν̇ = h̄TAcxe + k∗h̄T bc [u− Ū ] e

Aε=














−aρ−2 1 0 . . . 0

−aρ−3 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

−a1 0 0 . . . 1

−a0 0 0 . . . 0














, bε=














−bρ−2

−bρ−3

...

−b1
−b0














,

hTε =
[

1 0 0 . . . 0
]

, ai=Cρ−1
ρ−1−i, bi=Cρ−1

i+1

A lei de controle (5.20) pode ser representada de forma equivalente, em função

das variáveis de erro, do seguinte modo:

u = −̺(t)sgn(ν + εl + βα) (5.24)

O resultado de estabilidade do esquema de controle considerado nesta seção é enun-

ciado no seguinte Teorema:

Teorema 5.1 Considere a planta (5.1) e o modelo de referência (5.3) com lei de

controle dada por (5.19) e (5.20). Assuma que as Hipóteses 5.1–5.6 sejam válidas

e que a desigualdade (5.16) seja satisfeita. Se a perturbação βα(t) for absoluta-

mente cont́ınua e limitada por |βα(t)| ≤ τKR, KR > 0, então para τ > 0 su-

ficientemente pequeno, o sistema do erro em malha fechada (5.9), (5.18), (5.23)

e (5.24), com estado XT
e =

[
xTe xTε

]
, é uniformemente globalmente exponencial-

mente praticamente estável (GEpS) com respeito a um conjunto residual de or-

dem τ , i.e., existem constantes positivas cX e a tais que ∀Xe(t0), ∀t ≥ t0 ≥ 0,

|Xe(t)| ≤ cXe
−a(t−t0) |Xe(t0)| + O(τ). Além disso, todos os sinais do sistema em

malha fechada (5.1), (5.3), (5.19), (5.20) permanecem limitados.

Prova: ver Apêndice F.2

Corolário 5.1.1 Para todo R > 0, existe τ > 0 suficientemente pequeno tal que

para algum tempo finito T , o estado do erro Xe(t) é conduzido para um conjunto

compacto e invariante DR := {Xe : |Xe| ≤ R}.

Corolário 5.1.2 O sinal e(ρ)(t) é uniformemente limitado. Além disso, se |xe(t)| ≤
R, ∀t ≥ T , então, existe uma constante positiva Cρ tal que

∣
∣
∣

∣
∣
∣e

(ρ)
[T,t]

∣
∣
∣

∣
∣
∣ ≤ Cρ (5.25)

Prova: ver Apêndice F.3
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O resultado obtido no Teorema 5.1 será fundamental para a prova de estabili-

dade do esquema de controle que será proposto na Seção 5.6. Além disso, deve ser

ressaltado que esta prova também pode ser aplicada a problemas de controle por

modos deslizantes de plantas com grau relativo ρ = 1 que possuam dinâmicas não

modeladas.

5.6 Controlador por Modos Deslizantes baseado

num Estimador Hı́brido

Na Seção 5.5, um SMC que utiliza um filtro de avanço de fase para estimar a variável

de deslizamento ideal ν foi analisado. Para o caso de plantas com grau relativo ρ > 1,

a convergência do estado do erro é apenas garantida para um conjunto residual de

ordem O(τ). Este fato ocorre devido à presença de um atraso introduzido pelo filtro

de avanço de fase que impossibilita que o estado Xe convirja para zero e que também

conduz ao surgimento de chattering.

Para evitar o problema de chattering através da realização de um deslizamento

ideal e para assegurar rastreamento exato, poderia se utilizar o diferenciador ro-

busto e exato (RED) (4.46) apresentado na Seção 4.5. Desta forma, a variável de

deslizamento ideal ν poderia ser estimada usando um RED de ordem (ρ− 1) como

se segue:

ν̂r = ζρ−1 + lρ−2ζρ−2 + · · · + l1ζ1 + l0ζ0 (5.26)

Deste modo, um sinal de controle u = −̺(t)sgn(ν̂r) poderia ser usado. Entretanto,

o Teorema 4.4 garantiria apenas convergência local do estado do erro para zero, uma

vez que a convergência do RED só pode ser assegurada se e(ρ)(t) for uniformemente

limitada, i.e.,
∣
∣e(ρ)(t)

∣
∣ ≤ Cρ, ∀t ≥ t0, fato que não pode ser garantido a priori para o

sistema em malha fechada.

Para garantir estabilidade exponencial global com respeito a um conjunto resi-

dual de ordem τ e para assegurar convergência global do estado do erro Xe para

zero, a idéia é combinar as duas técnicas de estimação consideradas anteriormente.

Para atingir esta finalidade, o RED será utilizado como um elemento auxiliar,

responsável por sintetizar um sinal que será adicionado ao sistema, com o objetivo

de cancelar o erro de estimação cometido pelo filtro de avanço de fase, possibilitando
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assim que o rastreamento seja assintoticamente exato.

Nesta seção será proposto um esquema de controle, chamado de GRED-SMC,

baseado num estimador h́ıbrido, denominado de GRED, que consiste de uma com-

binação convexa da estimativa (5.19), fornecida por um filtro de avanço de fase, e

da estimativa (5.26), fornecida por um RED, de acordo com:

ν̂g = α(ν̃rl) ν̂l + [1 − α(ν̃rl)] ν̂r, (5.27)

onde ν̃rl = ν̂r− ν̂l é a diferença entra as duas estimativas. A função de chaveamento

α(ν̃rl) pode ser vista como uma modulação cont́ınua, dependente do estado, que

assume valores no intervalo [0, 1], e que permite ao esquema de controle trocar

suavemente entre os dois estimadores.

A idéia básica do GRED-SMC é, primeiramente, conduzir globalmente o estado

do erro para um conjunto compacto e invariante DR, onde a convergência do RED

possa ser assegurada e um majorante ε̄l para o erro de estimação do filtro de avanço

de fase εl possa ser determinado. Em seguida, assegurar que após algum tempo

finito, apenas o RED seja usado para estimar a variável de deslizamento ideal ν. A

principal dificuldade é que o estado do erro não se encontra dispońıvel, e portanto,

não é posśıvel saber quando o estado do erro entra no conjunto DR.

Para solucionar este problema, uma lei de chaveamento α(·) é proposta, de forma

que o sistema resultante seja equivalente a um SMC com um filtro de avanço e com

uma perturbação de sáıda uniformemente limitada e de ordem τ . Desta maneira, é

posśıvel garantir convergência global para o conjunto compacto DR, de acordo com

o Teorema 5.1, independentemente do comportamento do RED, dado que seus sinais

permaneçam limitados.

Mais especificamente, α(·) é projetada de modo que |ν̂g − ν̂l| ≤ τKR, como se

segue:

α(ν̃rl)=







0, para |ν̃rl| < εM − ∆

(|ν̃rl|−εM+∆)/∆, para εM−∆≤|ν̃rl|<εM
1, para |ν̃rl| ≥ εM

(5.28)

onde 0<∆<εM é uma zona-linear usada para suavizar a função de chaveamento,

e εM := τKR, com KR sendo um parâmetro de projeto positivo apropriado, que

é ajustado de forma que εM−∆ > ε̄l. Isto implica que, após algum tempo finito,
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apenas o RED permanece ativo (α= 0), fornecendo uma estimativa exata variável

de deslizamento ideal ν, conforme desejado.

Um gráfico da função α(ν̃rl) é apresentado na Figura 5.2.

α(ν̃rl)

0

1

RED

Filtro de Avanço

|ν̃rl|εMεM−∆

Figura 5.2: Gráfico da função de chaveamento α(ν̃rl) utilizada pelo controlador

GRED-SMC.

A lei de controle do GRED-SMC é dada por:

u = −̺(t)sgn(ν̂g), (5.29)

onde a função de modulação ̺(t) é definida em (5.17). O esquema do controlador

GRED-SMC pode ser visto na Figura 5.3.

replacemen

LF

RED

×

×

M(s)

Modelo
r

Relé

̺

Função de

Chaveamento

ẋ=f(x)+g(x)[u+dc]

yp =h(x)

Planta

dc(t, x)

yd

yp e

ν̂l

ν̂r

ν̂g

GRED

−1

u ν̃rl

α

1−α

− −+

+ +

+

++

Figura 5.3: Esquema do controlador GRED-SMC

As propriedades de estabilidade e de convergência do esquema de controle pro-

posto são formalmente enunciadas no Teorema 5.2.
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Teorema 5.2 Considere a planta (5.1) e o modelo de referência (5.3) com lei de

controle dada por (5.27) e (5.29). A função de chaveamento α(·) é definida em

(5.28). Assuma que as Hipóteses 5.1–5.6 sejam válidas e que a desigualdade (5.16)

seja satisfeita. Para τ > 0 suficientemente pequeno, o sistema do erro em malha

fechada descrito por (5.9), (5.18), (5.23) e (5.24) é uniformemente globalmente

praticamente exponencialmente estável (GEpS) com respeito a um conjunto residual

de ordem τ . Além disso, para λi, i = 0, . . . , ρ−1, e KR escolhidos apropriadamente,

a estimação da variável de deslizamento ideal ν se torna exata, na ausência de

rúıdos, sendo feita exclusivamente pelo RED (α = 0) após algum tempo finito.

Então, o estado completo do erro XT
e =

[
xTe xTε

]
, e conseqüentemente o erro de

rastreamento e, tendem exponencialmente para zero, enquanto todos os sinais do

sistema permanecem limitados, incluindo em particular o estado x da planta (5.1).

(Prova: ver Apêndice F.4).

5.7 Resultados de Simulação

Nesta seção serão apresentados resultados de simulação para comprovar a eficácia do

método proposto e validar os resultados teóricos obtidos, destacando as principais

caracteŕısticas do controlador GRED-SMC.

Considere a seguinte planta não-linear, monovariável e incerta com grau relativo

ρ = 2, bem definido e constante em todo o espaço de estado:

ẋ1 = −2x1 + x2 + x3
2

ẋ2 =
−ς1x1

3x2
2 + 1

+
ς2

3x2
2 + 1

[u+ ς3 sin(t)]

yp = x1

sendo que ς1, ς2 e ς3 são parâmetros incertos que pertencem ao intervalo [1, 2].

A trajetória desejada yd(t) é especificada através do seguinte modelo de re-

ferência:

yd = M(s)r, M(s) =
1

(s+ 1)(s+ 2)
, r(t) = sin(0.5t)

Seguindo a formulação apresentada em (5.3), o modelo de referência pode ser

escrito como:

M(s) =
Km

(s+ am)L(s)
; Km = 1, am = 2, L(s) = s+ 1

120



Conforme foi mostrado na Seção 5.3, por meio de uma transformação de coorde-

nadas x̄ = T (x), esta planta pode ser representada da seguinte forma equivalente:

˙̄x =




0 1

−ς1 −2





︸ ︷︷ ︸

Ap

x̄+




0

ς2





︸ ︷︷ ︸

bp

(
u+ ς3 sin(t)

︸ ︷︷ ︸

d(t,x̄)

)
, yp =

[

1 0
]

︸ ︷︷ ︸

hT
p

x̄,

que pode ser descrita pelo seguinte modelo entrada-sáıda:

yp =
ς2

s2 + 2s+ ς1
(u+ ς3 sin(t))

Para implementar a função de modulação, os seguintes filtros de entrada e sáıda

são utilizados de acordo com (5.6):

ω̇u = −ωu + u, ω̇y = −ωy + yp,

Para o modelo de referência e para os filtros de entrada e sáıda considerados, é

posśıvel determinar que:

θ∗1 = −1, θ∗2 =
ς1 − 1

ς2
, θ∗3 =

ς1 − 1

ς2
, θ∗4 =

1

ς2

Como ς1, ς2 ∈ [1, 2], pode-se verificar que θ∗2 ∈ [0, 1], θ∗3 ∈ [0, 1] e θ∗4 ∈ [1
2
, 1].

Deste modo, o vetor θ̄ pode ser escolhido como:

θ̄T = [1 1 1 1]

A perturbação d(t, x̄) = ς3 sin(t). Logo, o seguinte majorante pode ser utilizado:

|d(t, x̄)| ≤ d̄ = 2, ∀t

Para satisfazer a desigualdade (5.16), a função de modulação pode ser projetada da

seguinte maneira:

̺(t) = θ̄T [|ωu| |ωy| |yp| |r|]T + d̄+ δ; θ̄T = [1 1 1 1]T , d̄ = 2, δ = 0.1

O filtro de avanço de fase pode ser descrito por (5.4), (5.19), (5.21):

Entrada-Sáıda :
L(s)

F (τs)
=

s + 1

τs+ 1

Espaço de Estado :







ϑ̇ = −1

τ
ϑ+

1

τ
e− 1

τ 2
e

ν̂l = ϑ+
1

τ
e
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A constante de tempo do filtro de avanço de fase deve ser escolhida como sendo

suficientemente pequena para garantir que o sistema em malha fechada seja estável.

Por outro lado, quanto menor for esta constante maior será a sensibilidade do filtro

de avanço a rúıdos de medição. Desta forma, a constante de tempo do filtro de

avanço é escolhida como:

τ = 0.02

Como a planta possui grau relativo ρ = 2, o seguinte RED de primeira ordem

pode ser utilizado:

ζ̇0 = v0, v0 = −1.5C
1/2
2 |ζ0 − e(t)|1/2 sgn(ζ0 − e(t)) + ζ1

ζ̇1 = −1.1C2sgn(ζ1 − v0)

Neste caso, a variável de deslizamento ideal é dada por ν = ė+ e. Desta forma,

a estimativa do RED é dada por:

ν̂r = ζ1 + ζ0

O parâmetro C2 está relacionado com a região DR na qual a convergência do

RED pode ser garantida. Quanto maior for este parâmetro mais rápida será a

convergência do RED e maior será sua sensibilidade a rúıdos. Este parâmetro foi

escolhido como:

C2 = 10

Para ajustar os parâmetros da função de chaveamento, o seguinte procedimento

pode ser adotado. Mantendo α ≡ 1 (apenas o filtro de avanço é selecionado) e

comparando as sáıdas dos dois estimadores, pode-se determinar um valor de εM que

garanta que apenas o RED seja utilizado após um tempo finito. O parâmetro ∆

possui um papel secundário, podendo ser ajustado de forma bem flex́ıvel.

Os seguintes parâmetros foram escolhidos:

εM = 10τ, ∆ = 2τ

As seguintes condições iniciais para a planta são consideradas:

x1(0) = 5, x2(0) = 2

Para evitar o problema de peaking no filtro de avanço, a seguinte inicialização é

adotada:

ϑ(0) =
−e(0)

τ
= −250
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As demais condições iniciais são escolhidas iguais a zero. Para realizar a integração

numérica é utilizado o método de Euler com passo de integração igual a h = 10−5.

Os resultados de simulação apresentados nesta seção são obtidos, utilizando os

parâmetros da Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Parâmetros utilizados na simulação numérica apresentada na

Seção 5.7.

Elemento Valor

Perturbação de Entrada dc(t, x) = ς3 sin(t)

Sinal de Entrada r(t) = sin(0.5t)

Modelo de Referência: M(s)=
Km

(s+am)L(s)
Km = 1, am = 2, L(s) = s + 1

Filtros de Entrada e Sáıda (5.6) Λ = −1, g = 1

Função de Modulação θ̄T = [1 1 1 1]T , d̄ = 2, δ = 0.1

Filtro de Avanço (5.4), (5.19), (5.21) τ = 0.02

RED (5.4), (4.50) e (5.26) λ0 = 1.5C
1/2
2 , λ1 = 1.1C2, C2 = 10

Função de Chaveamento (5.28) KR=10, εM =10τ e ∆=2τ

Condições Iniciais x1(0) = 5, x2(0) = 2, ϑ(0) = −250

Integração Numérica Método de Euler: h = 10−5

Observando a Figura 5.4 é posśıvel verificar que o controlador GRED-SMC atinge

os objetivos propostos, garantindo rastreamento exato e mantendo os estados da

planta limitados. Na Figura 5.5 pode ser visto que, após um processo transiente,

apenas o RED é selecionado pelo esquema de estimação h́ıbrido, estabelecendo um

modo deslizante ideal.2 Além disso, o estado completo do erroXe = [e ė εl] converge

para zero3, conforme pode ser verificado na Figura 5.6.

2Na realidade, como a integração numérica é feita utilizando o Método de Euler com passo de

integração h = 10−5, um chattering numérico aparece no sinal de controle, fazendo com que este

possua uma freqüência de ordem O(h−1) durante o deslizamento. Logo, um deslizamento ideal só

pode ser obtido no limite quando h → 0.
3Novamente, devido ao problema de chattering numérico o estado completo do erro não converge

para zero. Este resultado só pode ser obtido no limite quando h → 0.
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Figura 5.4: Planta não-linear e incerta com grau relativo ρ = 2 controlada por

um GRED-SMC: (a) Rastreamento: (- -) posição desejada yd e (—)

sáıda da planta yp; (b) Estado x1 da planta; (c) Estado x2 da planta
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Figura 5.5: Planta não-linear e incerta com grau relativo ρ = 2 controlada por um

GRED-SMC: (a) Comportamento temporal da função de chaveamento

α(ν̃rl) (b) Trecho ampliado do sinal α(t); (c) Sinal de Controle u
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Figura 5.6: Planta não-linear e incerta com grau relativo ρ = 2 controlada por

um GRED-SMC: (a) Sinal e(t); (b) Sinal ė(t); (c) Sinal εl(t)

5.8 Conclusões e Comentários

Neste caṕıtulo, um novo controlador por modos deslizantes via realimentação de

sáıda baseado num estimador h́ıbrido foi proposto para uma classe de plantas não-

lineares, monovariáveis e incertas com grau relativo global e arbitrário. Foram apre-

sentados exemplos de sistemas com não linearidades nos estados não medidos com

crescimento linear e polinomial que se enquadram na classe de sistemas considerada.

Além disso, foi mostrado que a estratégia de controle proposta é capaz de assegu-

rar que o sistema do erro seja uniformemente globalmente exponencialmente estável

com respeito a um pequeno conjunto residual, além de garantir convergência global

do estado completo do erro para zero. O estimador h́ıbrido, que é composto pelo

RED e pelo filtro de avanço de fase, foi o elemento fundamental para a obtenção

destes resultados e para a viabilização da solução usando apenas realimentação de

sáıda.

Deve ser destacado, que o problema de rastreamento global e exato para plantas

monovariáveis com grau relativo arbitrário ainda não havia sido resolvido, mesmo

para o caso de plantas lineares, utilizando somente controle por modos deslizantes

via realimentação de sáıda.
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Também deve ser enfatizado que as hipóteses consideradas são bastante restri-

tivas, fato que reduz a abrangência da classe de plantas não-lineares considerada.

Entretanto, o método pode ser empregado para uma classe bastante ampla de siste-

mas lineares de fase mı́nima, monovariáveis e incertos com grau relativo arbitrário.

Na prática, rúıdos, atrasos e dinâmicas não modeladas estão sempre presentes,

de forma que rastreamento exato não pode ser obtido em aplicações reais. Entre-

tanto, quando um controlador é capaz de garantir deslizamento ideal na ausência

de tais imperfeições, espera-se que este apresente um desempenho melhor numa

implementação prática.

Em (Nunes et al. 2006), o esquema de controle proposto foi testado experimen-

talmente, sendo aplicado a um servomecanismo (SRV-02 de posicionamento angular

fabricado pela Quanser Consulting) em que se controla a posição de um manipulador

através de um motor DC e um conjunto de engrenagens. Nesse artigo, foi verifi-

cada a viabilidade da implementação prática do controlador proposto. Além disso,

mostrou-se que o desempenho do controlador com o estimador h́ıbrido foi melhor do

que o de um controlador que utiliza apenas filtros de avanço de fase.
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Caṕıtulo 6

Extensão do Estimador Hı́brido

para Sistemas MIMO Incertos

6.1 Introdução

No Caṕıtulo 5, um esquema de chaveamento h́ıbrido foi proposto, combinando um

filtro de avanço de fase com um RED. Este esquema foi utilizado em conjunto

com um controlador por modos deslizantes com o intuito de assegurar rastreamento

global e exato para uma classe de sistemas não-lineares monovariáveis.

Em (Nunes & Hsu 2006) foi mostrado que a estratégia de chaveamento poderia

ser estendida utilizando-se um Observador de Alto Ganho (HGO) no lugar do filtro

de avanço de fase. Através dos desenvolvimentos teóricos apresentados nesse artigo,

é posśıvel verificar que os mesmos resultados obtidos no Caṕıtulo 5 poderiam ser

alcançados considerando um GRED composto por um HGO e por um RED.

Na realidade o GRED pode ser aplicado num contexto muito mais amplo, con-

siderando diferentes tipos de estimadores e leis de controle, podendo ser aplicado

para uma classe de plantas mais abrangente. A idéia principal do esquema de cha-

veamento é combinar um RED, que é capaz de fornecer derivadas exatas, com um

estimador convencional, que garanta propriedades de estabilidade prática para o

sistema em malha fechada, mesmo na presença de perturbações na sua sáıda.

Neste caṕıtulo, serão apresentadas condições suficientes para que o esquema de

estimação h́ıbrido possa ser aplicado com sucesso para uma classe de sistemas não-

lineares e multivariáveis. Além disso, para exemplificar a aplicação do esquema de
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estimação proposto, será mostrado que o controlador PD implementado utilizando-

se um GRED em conjunto com um termo de compensação feedforward e um termo

corretivo baseado no conceito de controle vetorial unitário resolve o problema de

rastreamento global e exato para uma classe de Sistemas de Euler-Lagrange incertos.

6.2 Formulação do Problema

Considere o seguinte sistema não-linear com grau relativo vetorial, uniforme e ar-

bitrário, bem definido e constante em todo o espaço de estado:

ẋ = f(x) + g(x) [u+ dc(t, x)] , y = h(x) , (6.1)

onde x∈R
n é o estado do sistema, y∈R

m é a sáıda medida, u∈R
m é a entrada de

controle, g(x)= [g1(x) . . . gm(x)] e dc(t, x) : R
+×R

n→R é uma função localmente

Lipschitz em x, sendo cont́ınua por partes em t. A função dc(t, x) é encarada como

sendo uma perturbação não-linear incerta e casada com respeito à entrada u. Os

campos vetoriais f(x) : R
n→R

n e gi(x) : R
n→R

n, i=1, . . . , m são suficientemente

suaves1 e h(x) : R
n → R

m é uma função suave.

Hipótese 6.1 O sistema (6.1) possui grau relativo vetorial uniforme ρ, i.e.

(i) Para todo x ∈ R
n, tem-se:

Lgj
Lkfhi(x) = 0 , ∀i, j ∈ {1, . . . , m} , ∀k ∈ {0, . . . , ρ− 2} ,

∃ j ∈ {1, . . . , m} , tal que: Lgj
Lρ−1
f hi(x) 6= 0 ,

sendo que ρ ∈ N
+.

(ii) A matriz

Kpx :=











Lg1L
ρ−1
f h1(x) . . . LgmL

ρ−1
f h1(x)

Lg1L
ρ−1
f h2(x) . . . LgmL

ρ−1
f h2(x)

. . . . . . . . .

Lg1L
ρ−1
f hm(x) . . . LgmL

ρ−1
f hm(x)











é invert́ıvel ∀x ∈ R
n.

1Os campos vetoriais adk−1

f gj, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ ρ são completos
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Deste modo, o sistema (6.1) apresenta um grau relativo total ρt definido por:

ρt = mρ ≤ n

Hipótese 6.2 Para todo x ∈ R
n, a distribuição Γ = span{g1, g2, . . . , gm} é involu-

tiva.

Considere a seguinte mudança de coordenadas que leva o estado x do sistema

(6.1) para o estado x̄ = [ ηT ξT ]T , com η ∈ R
n−ρt e ξ ∈ R

ρt definidos por:

η := Tη(x),

ξi = T iξ(x) :=
[

hi(x) Lfhi(x) L2
fhi(x) . . . Lρ−1

f hi(x)
]T

, i=1, . . . , m ,

(6.2)

onde Tη(x) ∈ R
n → R

n−ρt é uma função apropriada.

Além disso, pode-se garantir que existe Tη(x) = [ Tη1(x) . . . Tηn−ρt
(x) ]T tal

que LgTηj
= 0 para j = 1, . . . , n−ρt e ∀x ∈ R

n (Byrnes & Isidori 1991, Isidori 1995,

Schwartz, Isidori & Tarn 1999).

Note que y
(k)
i = Lkfhi = ξik+1, k = 0, 1, . . . , ρ − 1 e que para j = 1, . . . , n − ρt,

tem-se:
dTηj

dt
=
∂Tηj

∂x
[f + gu] = LfTηj

+ LgTηj
︸ ︷︷ ︸

=0

u = LfTηj
.

Se as Hipóteses 6.1 e 6.2 forem satisfeitas, então existe um difeomorfismo global

T (x) =
[
Tη(x)

T Tξ(x)
T
]T

tal que a mudança de coordenadas x̄ = T (x) transforma o

sistema (6.1) na seguinte forma normal global (Byrnes & Isidori 1991, Isidori 1995,

Schwartz et al. 1999)2:

η̇ = f0(η, ξ)

ξ̇i = Aiξ
i +Bi

[
ϕi(η, ξ) + χi(η, ξ)

(
u+ dc(t, η, ξ)

)]
, i=1, . . . , m ,

(6.3)

onde ϕi(η, ξ) = Lρfhi(T
−1(η, ξ)), χi(η, ξ) = LgL

ρ−1
f hi(T

−1(η, ξ)), e

Ai ∈ R
ρ×ρ =














0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

0 0 0 . . . 0














Bi ∈ R
ρ×1 =














0

0
...

0

1














, i=1, . . . , m

2Para obter uma forma normal global cuja dinâmica interna dependa apenas de η e de y é

necessário adicionar a seguinte condição:
[

adk−1

f gi, ad
p−1

f gj

]

= 0, ∀ 1 ≤ i, j ≤ m, 1 ≤ k, p ≤ ρ.

Neste caso, estas condições são necessárias e suficientes para que o difeomorfismo T(x) seja global.
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Deve ser destacado que nesta representação o estado de cada subsistema-ξi é

formado pela componente yi do vetor de sáıda e por suas derivadas, de forma que

a dinâmica deste subsistema seja descrita por uma cadeia de ρ integradores. Deste

modo, o sistema externo com estado ξ é descrito por m cadeias de ρ integradores.

Hipótese 6.3 A dinâmica interna do sistema (6.3), com estado η, é ISS com res-

peito ao estado ξ da dinâmica externa, i.e.

|η(t)| ≤ βη(|η(t0)| , t− t0) + γξ(||ξ||)

A Hipótese 6.3 implica que o sistema (6.1) seja de fase mı́nima. Desta forma, se

o estado ξ composto pela sáıda e suas derivadas for limitado, então o estado η da

dinâmica interna também será limitado.

Considere um sinal de referência desejado yd(t) ∈ R
m suficientemente suave. Os

sinais y
(i)
d (t), i = 0, . . . , ρ são uniformemente limitados. Seja ξd o vetor de sinais

desejados dado por:

ξd =
[
yd1 ẏd1 . . . yρ−1

d1
. . . ydm ẏdm . . . yρ−1

dm

]T

O objetivo é garantir que o erro de rastreamento (ou erro de sáıda)

e = y − yd, (6.4)

tenda assintoticamente, ou em tempo finito, para zero, mantendo todos os sinais do

sistema uniformemente limitados.

Seja ηd ∈ R
n−ρt um perfil de referência desejado para ser rastreado pela dinâmica

interna do sistema (6.3), sendo definido por:

η̇d = f0(ηd, ξd)

Pela Hipótese (6.3), pode-se concluir que o sinal ηd é uniformemente limitado. Con-

siderando as variáveis de erro ξe = ξ − ξd e ηe = η − ηd, e definindo o estado do

erro por ze =
[
ηTe ξTe

]T
, a equação de estado para o sistema do erro pode ser escrita

como:

η̇e = f̄0(t, ηe, ξe)

ξ̇ie = Aiξ
i
e +Bi

[
ϕ̄i(t, ηe, ξe) + χ̄i(t, ηe, ξe)

(
u+ d(t, ηe, ξe)

)] (6.5)

onde f̄0 = f0(ηe+ηd, ξe+ξd)−f0(ηd, ξd), ϕ̄
i = ϕi(ηe+ηd, ξe+ξd), χ̄

i = χi(ηe+ηd, ξe+ξd)

e d = dc(t, ηe + ηd, ξe + ξd)

130



Seja ν ∈ R
m uma sáıda não mensurável tal que o sistema (6.5) com sáıda ν

possua grau relativo vetorial uniforme ρ = 1. Assume-se que a sáıda ν seja dada

por:

ν = hν(ξe) , (6.6)

onde hν : R
ρt → R

m é uma função suave que é suposta como sendo conhecida.

Considere o seguinte controlador dinâmico:

ω̇ = fω(t, ω, e)

u = v(t, ω, e, ν),
(6.7)

onde fω é um campo vetorial localmente Lipschitz e v é uma função que pode ser

descont́ınua.

Hipótese 6.4 Existe uma lei de controle estabilizante (6.7) tal que a origem do

sistema em malha fechada (6.5)–(6.7), com estado xe =
[
zTe ωT

]T
, seja um ponto

de equiĺıbrio uniformemente globalmente assintoticamente estável (GAS).

Entretanto, a lei de controle (6.7) não pode ser diretamente implementada, já

que a sáıda ν não é mensurável. No entanto, a sáıda ν pode ser substitúıda pela

sáıda obtida através do seguinte estimador:

ϑ̇ = fϑ(t, ϑ, e, u) (6.8)

ν̂e = ψ(t, ϑ, e), (6.9)

onde fϑ é um campo vetorial localmente Lipschitz e ψ é uma função suave. Usando

a estimativa ν̂e no lugar da sáıda ν em (6.7) e considerando a presença de uma

perturbação aditiva do(t) na sáıda do estimador (6.9), a seguinte lei de controle

dinâmica é obtida:

ω̇ = fω(t, ω, e)

u = v(t, ω, e, ν̂e + do) (6.10)

A seguinte Hipótese é feita acerca da perturbação aditiva:

Hipótese 6.5 A perturbação do é uniformemente limitada, e possui um limitante

superior d̄o conhecido que satisfaz a seguinte desigualdade

|do(t)| ≤ d̄o, ∀t ≥ t0
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Considere o erro de estimação, definido por:

ǫe = ν̂e − ν, (6.11)

cuja dinâmica pode ser descrita do seguinte modo:

ẋε = fε(t, xε, xe, u),

ǫe = φ(t, xε, xe),
(6.12)

onde fε é um campo vetorial localmente Lipschitz e φ é uma função suave.

Hipótese 6.6 O sistema completo do erro descrito por (6.5), (6.10)–(6.12), com

estado XT
e =

[
xTe x

T
ε

]
é ISpS com respeito à perturbação de sáıda do

|Xe(t)| ≤ β(Xe(t0), t− t0) + γ(||do||)

Além disso, todos os sinais do sistema em malha fechada são uniformemente limi-

tados.

A Hipótese 6.6 implica que o sistema completo do erro descrito por (6.5), (6.10)–

(6.12) é GApS, i.e., o estado Xe(t) converge para um conjunto compacto DR :=

{Xe ∈ R
n : |Xe| ≤ R} em um tempo finito T . Como o estimador convencional (6.8)

permite a obtenção desta propriedade ISpS, este estimador será referenciado por

conveniência como Estimador ISpS.

Dentro do conjunto compacto DR, a derivada do erro de rastreamento e(t) de

ordem ρ pode ser majorada da seguinte forma:

∣
∣
∣

∣
∣
∣e

(ρ)
[T,t]

∣
∣
∣

∣
∣
∣ ≤ Cρ, (6.13)

onde Cρ é uma constante positiva.

Hipótese 6.7 Existe um tempo finito T̄ ≥ 0 e existe uma constante 0 < ǭe ≤ d̄o

tais que, para qualquer condição inicial Xe(t0), a seguinte desigualdade é satisfeita:

∣
∣
∣
∣ǫe [T̄ ,t]

∣
∣
∣
∣ ≤ ǭe (6.14)
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6.3 Diferenciador Robusto e Exato (RED)

Na Seção 4.5, foi apresentado um diferenciador, baseado em modos deslizantes de

ordem superior, denominado de RED. Este diferenciador foi utilizado no Caṕıtulo 5

para estimar derivadas do erro de sáıda, num contexto escalar. Para aplicar o RED

num contexto mais amplo, considerando a possibilidade de múltiplas sáıdas, basta

apenas, tratar cada uma das sáıdas individuais como se fossem únicas, ou seja, para

cada sáıda ej deve ser utilizado um RED de ordem (p = ρ− 1), como se segue:







ζ̇j0 = vj0,

vj0 = −λj0
∣
∣ζj0 − ej(t)

∣
∣
p/(p+1)

sign(ζj0 − ej(t)) + ζj1
...

ζ̇ji = vji ,

vji = −λji
∣
∣ζji − vji−1

∣
∣
(p−i)/(p−i+1)

sign(ζji − vji−1) + ζji+1

...

ζ̇jp = −λjpsign(ζjp − vjp),

(6.15)

onde i = 0, . . . , p e j = 1, . . . , m. De acordo com o Teorema 4.4 se as derivadas de

ordem ρ dos sinais ej forem uniformemente limitadas e se as constantes λji forem es-

colhidas apropriadamente, as seguintes igualdades são verdadeiras após um processo

transiente de tempo finito:

ζj0 = ej ; ζji = vji−1 = e
(i)
j (t), i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , m

Deste modo, a seguinte estimativa para o estado ξe pode ser obtida:

ξ̂r =
[
ζ1
0 ζ1

1 . . . ζ1
ρ−1 . . . ζm0 ζm1 . . . ζmρ−1

]T
, j = 1, . . . , m (6.16)

Portanto, a sáıda ν pode ser estimada por:

ν̂r = hν(ξ̂r) . (6.17)

Se a estimativa ν̂r fosse utilizada na lei de controle (6.7) no lugar de ν, apenas

resultados locais poderiam ser assegurados, de acordo com o Teorema 4.4.
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6.4 Controlador por Realimentação de Sáıda Ba-

seado num GRED

Nesta seção, será proposto um esquema de controle capaz de garantir que o sistema

completo do erro descrito por (6.5), (6.10)–(6.12), com estado Xe, seja GApS, além

de assegurar convergência global do estado xe para zero. Para esta finalidade, será

proposto um estimador h́ıbrido, denominado de GRED, que é baseado num esquema

de chaveamento que combina o Estimador ISpS com o RED.

A estimativa de ν fornecida pelo GRED consiste em uma combinação convexa

das estimativas fornecidas pelo estimador ISpS (6.8) e pelo RED (6.15), sendo dada

por:

ν̂g = α(ν̃re)ν̂e(t) + [1 − α(ν̃re)] ν̂r(t), (6.18)

onde as estimativas ν̂e e ν̂r são definidas em (6.9) e (6.17), respectivamente; e

ν̃re = ν̂r − ν̂e

A função de chaveamento α(ν̃re) é uma modulação cont́ınua e dependente do estado

que permite ao controlador trocar suavemente entre os dois estimadores, podendo

assumir valores no intervalo [0, 1].

Utilizando o GRED para estimar a sáıda não mensurável ν, a lei de controle

dinâmica é dada por:

ω̇ = fω(t, ω, e)

u = v(t, ω, e, ν̂g)
(6.19)

A idéia do esquema de controle proposto é garantir, primeiramente, que o es-

tado Xe do sistema completo do erro seja globalmente conduzido até um conjunto

compacto DR, onde a convergência do RED possa ser assegurada, e depois garantir

que apenas o RED seja utilizado para implementar a lei de controle. Para esta

finalidade, a função de chaveamento é proposta de forma que a lei de controle re-

sultante seja equivalente a (6.10), garantindo assim, que o sistema completo do erro

seja GApS, de acordo com a Hipótese 6.6. Especificamente, α(·) é projetada tal que

|ν̂g − ν̂e| ≤ d̄α, como se segue:

α(ν̃re) =







0, para |ν̃re| < d̄α − ∆

|ν̃re|−d̄α+∆
∆

, para d̄α−∆≤|ν̃re|<d̄α
1, para |ν̃re| ≥ d̄α

, (6.20)
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onde 0 < ∆ < d̄α é uma zona linear, usada para suavizar a função de chaveamento,

e d̄α é um parâmetro de projeto que é escolhido de forma a assegurar que após um

processo transitório apenas o RED permaneça ativo, fornecendo a estimativa exata

de ν. Um gráfico da função α(ν̃re) é apresentado na Figura 6.1.

α(ν̃re)

0

1

RED

Estimador ISpS

|ν̃re|d̄αd̄α−∆

Figura 6.1: Gráfico da função de chaveamento α(ν̃re) utilizada por controlador

por realimentação de sáıda baseado num GRED.

Um diagrama de blocos para o esquema do controlador por realimentação de

sáıda baseado num GRED pode ser visto na Figura 6.2.

As propriedades de estabilidade e de convergência do esquema de controle pro-

posto são enunciadas no seguinte Teorema:

Teorema 6.1 Considere a planta (6.1) e seja yd um sinal de referência desejado

suficientemente suave e tal que os sinais y
(i)
d (t), i = 0, . . . , ρ sejam uniformemente

limitados. Considere que a lei de controle seja dada por (6.18) e (6.19) com função

de chaveamento α(ν̃re) definida por (6.20). Suponha que as Hipóteses 6.1–6.7 sejam

satisfeitas. Se o parâmetro d̄α, em (6.20), for escolhido tal que:

d̄α ≤ d̄o, (6.21)

então, o sistema completo do erro, descrito por (6.5), (6.10)–(6.12) é uniformemente

globalmente assintoticamente praticamente estável (GApS), e todos os sinais do sis-

tema em malha fechada são uniformemente limitados. Além disso, se os parâmetros

λi, i = 0, . . . , ρ− 1 forem escolhidos apropriadamente, e se d̄α for escolhido tal que:

d̄α ≥ ǭe + ∆, (6.22)
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então, após algum tempo finito, a estimação da sáıda ν passa a ser exata, sendo

feita exclusivamente pelo RED (α(ν̃re) = 0), e o estado xe do sistema (6.5) e (6.7)

converge assintoticamente para zero.

Prova: ver Apêndice G.1

Estimador
ISpS

RED

×

×

Função de

Chaveamento

Planta

Lei de

Controle

y

yd
dc(t, x)

ẋ = f(x) + g(x)u

y = h(x)

e

e

ν̂e

ν̂r

ν̂g

ν̂g

GRED

u

u ν̃re

α

1−α

− −
+

+

+

+

++

Figura 6.2: Esquema do controlador por realimentação de sáıda baseado num

GRED.

6.5 Rastreamento Global para uma Classe de Sis-

temas de Euler-Lagrange Incertos

Nesta seção, para exemplificar a aplicação do esquema de estimação proposto,

considera-se o problema de rastreamento global e exato para uma classe de Sistemas

de Euler-Lagrange incertos com modelo dinâmico descrito por (3.2), pág. 56.

O objetivo é projetar um esquema de controle capaz de garantir que o erro de

rastreamento e = q − qd convirja globalmente para zero, usando apenas medidas

de posição. Os sinais qd(t), q̇d(t), q̈d(t) são cont́ınuos e limitados por |qd|M , |q̇d|M e

|q̈d|M , respectivamente.

As Hipóteses 6.1 e 6.2 são necessárias para garantir a existência de um difeomor-

fismo global que coloque o sistema na forma normal. No entanto, é fácil verificar

que a equação dinâmica (3.2) já se encontra na forma normal e que este sistema não
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possui dinâmica interna, sendo de fase mı́nima por definição. Logo, pode-se concluir

que as Hipóteses 6.1–6.3 são trivialmente satisfeitas.

A equação de estado para o sistema do erro pode ser escrita como:

d

dt




e

ė



=




ė

M(e+qd)
−1[−C(e+qd, ė+q̇d)(ė+q̇d)−fD(e+qd, ė+q̇d) − g(e+qd)+τ ]−q̈d





(6.23)

Seguindo a formulação apresentada em (6.5), o estado ξe é definido por:

ξTe = [e1 ė1 e2 ė2 . . . en ėn] , i = 1, . . . , n

sendo que n é o número de graus de liberdade do sistema. Note que a equação

(6.23) é um caso particular da equação (6.5), na qual o estado foi convenientemente

escolhido como:

eT = [e1 e2 . . . en] =
[
ξ1
e1 ξ2

e1 . . . ξne1
]
, ėT = [ė1 ė2 . . . ėn] =

[
ξ1
e2 ξ2

e2 . . . ξne2
]

Neste caso, o estado do erro é definido por ze =
[
eT ėT

]T
.

De acordo com a Propriedade 3.7, a dinâmica do sistema (3.2) pode ser parame-

trizada linearmente por:

Y (q, q̇, q̈)θ = M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + fD(q, q̇) + g(q) = τ

No Caṕıtulo 3, o problema de rastreamento foi resolvido adicionando o seguinte

termo de compensação feedforward ao sinal de controle:

Ydθ = M(qd)q̈d+C(qd, q̇d)q̇d+fD(q, q̇d)+g(qd)

No entanto, como é suposto que o modelo dinâmico é incerto, o parâmetro θ não

está dispońıvel para ser utilizado. Desta forma, pode-se considerar o seguinte termo

de compensação feedforward nominal:

Ydθ̂ = Ydθ + Ydθ̃, (6.24)

onde θ̂ é uma estimativa do vetor de parâmetros θ e θ̃ representa o erro de es-

timação paramétrico. De acordo com a Propriedade 3.8, tem-se que |θ| ≤ cθ. Deste

modo, na análise subseqüente será considerado que um majorante θ̄, que satisfaz a

desigualdade
∣
∣
∣θ̃
∣
∣
∣ ≤ θ̄, seja conhecido.
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Considerando um controlador PD (não causal) com um termo de compensação fe-

edforward nominal e acrescentando um termo de controle vetorial unitário (Gutmann

& Leitmann 1975, Gutman 1979) para rejeitar as incertezas, a lei de controle é dada

por:

τ = −Kpe−Kdė+ Ydθ + Ydθ̃ + U(e, ė), (6.25)

onde

U(e, ė) = −̺(t) ė+ ε2φ(e)
√

(ė+ ε2φ(e))T (ė+ ε2φ(e))
; (6.26)

φ(e) = ch

√

1

ς2
+ ∆2

h

ςe√
1 + ς2eT e

; (6.27)

̺(t) ≥
∣
∣
∣Ydθ̃

∣
∣
∣+ δ; (6.28)

sendo que ε2 é um parâmetro positivo de projeto, 0 < ς ≤ 1 é uma constante positiva

que é escolhida de forma conveniente, e δ é uma constante positiva, que pode ser

arbitrariamente pequena.

Note que a lei de controle utilizada é estática. Desta forma, o estado ω (ver

(6.7)) não existe para este caso, e portanto, xe = ze =
[
eT ėT

]T
. Substituindo a lei

de controle (6.25) em (6.23), tem-se:

ë = M−1(q)
[

−C(q, q̇)ė− fD(q, q̇) + fD(q, q̇d) −Kpe−Kdė− he + Ydθ̃ + U(e, ė)
]

(6.29)

onde he = [M(q) −M(qd)] q̈d + [C(q, q̇) − C(qd, q̇d)] q̇d + g(q) − g(qd).

A seguinte Proposição caracteriza a propriedade de estabilidade do sistema em

malha fechada descrito por (6.29).

Proposição 6.1 Considere um sistema de Euler-Lagrange com n graus de liberdade

descrito por (6.23), com lei de controle definida em (6.25). Se os ganhos de controle

Kp e Kd forem suficientemente grandes e se a função de modulação satisfizer a

desigualdade (6.28), então o sistema do erro em malha fechada descrito por (6.29),

com estado xe =
[
eT ėT

]T
, é uniformemente globalmente assintoticamente estável

(GAS).

Prova: ver Apêndice G.2
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De acordo com a Proposição 6.1 o sistema em malha fechada (6.29) é GAS.

Portanto, a Hipótese 6.4 é satisfeita.

Como é considerado que apenas medidas de posição estejam dispońıveis, a sáıda

ν = ė não é mensurável. Deste modo, para poder implementar a lei de controle

(6.25), a sáıda ν pode ser estimada através de um filtro de avanço descrito por:

ϑ̇ = −1

µ
ϑ− 1

µ2
q − 1

µ
q̇d

ν̂e = ϑ+
1

µ
q

(6.30)

Seguindo a formulação apresentada em (6.10), a lei de controle usando a estima-

tiva ν̂e é dada por:

τ = −Kpe−Kd(ν̂e + do) + Ydθ + Ydθ̃ + U(e, ν̂e + do) (6.31)

Suponha que o majorante d̄o da perturbação de sáıda do seja conhecido, satis-

fazendo assim a Hipótese 6.5. Agrupando os termos provenientes da perturbação

de sáıda do com o termo incerto Ydθ̃, a lei de controle (6.31) pode ser reescrita da

seguinte forma:

τ = −Kpe−Kdν̂e + Ydθ + de (6.32)

onde:

de = −Kddo + U(e, ν̂e + do) + Ydθ̃ (6.33)

Como os majorantes d̄o e θ̄ são conhecidos, pode-se verificar que a perturbação de

é uniformemente limitada, e um limitante superior d̄e ≥ de(t), ∀t pode ser determi-

nado.

Definindo o erro de estimação do filtro de avanço de fase como ǫe(t) = ν̂e(t)−ė(t),
a lei de controle (6.32) pode ser reescrita como:

τ = −Kpe−Kdė−Kdǫe + Ydθ + de (6.34)

Substituindo a lei de controle (6.34) em (6.23), tem-se:

ë = M−1(q) [−C(q, q̇)ė− fD(q, q̇) + fD(q, q̇d) −Kpe−Kdė−Kdǫe − he + de]

(6.35)

onde a perturbação de entrada de é definida em (6.33). A dinâmica do erro de

estimação do filtro de avanço pode ser descrita por:

ǫ̇e = −1

µ
ǫe − ë (6.36)
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Deste modo, a dinâmica do sistema completo do erro, com estado Xe =
[
xTe ǫ

T
e

]T

pode ser descrita por (6.35) e (6.36).

Considere o sistema (6.23) com lei de controle dada por (6.30) e (6.32). De

acordo com o Teorema 3.2, se os ganhos Kp e Kd forem suficientemente grandes

e se o parâmetro µ for suficientemente pequeno, então o sistema completo do erro

descrito por (6.35) e (6.36), com estado Xe é ISS com respeito a perturbação de,

satisfazendo, assim a Hipótese 6.6. Além disso, o estado Xe converge num tempo

finito TR para o seguinte conjunto compacto:

DR := {Xe ∈ R
3n : |Xe| ≤ R},

onde R = γd(d̄e) + κ, γd ∈ K∞ e κ é uma constante positiva que pode ser arbitraria-

mente pequena. Deve ser ressaltado que este resultado é válido para qualquer valor

de d̄e finito, portanto, não há restrições sobre a magnitude da perturbação do, que

deve ser apenas uniformemente limitada.

A Proposição 6.2 apresenta um majorante para o sinal ë, quando o estado com-

pleto do erro se encontra dentro do conjunto compacto DR.

Proposição 6.2 Considere o sistema (6.23), (6.30) e (6.31). Se |Xe| ≤ R, ∀t ≥ TR,

então o seguinte majorante para o sinal ë pode ser obtido:

∣
∣
∣
∣ë[TR,t]

∣
∣
∣
∣ ≤ C2 (6.37)

onde C2 é uma constante positiva.

Prova: ver Apêndice G.3

A Proposição 6.3 apresenta um majorante para o erro de estimação ǫe, utilizando

o resultado obtido na Proposição 6.2.

Proposição 6.3 Considere o sistema (6.23), (6.30) e (6.31). Se |Xe| ≤ R, ∀t ≥ TR,

então existe um tempo finito T̄ ≥ TR, tal que:

∣
∣
∣
∣ǫe [T̄ ,t]

∣
∣
∣
∣ < ǭe (6.38)

onde ǭe = µC2 e C2 é uma constante positiva definida na Proposição 6.2.

Prova: ver Apêndice G.3
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A partir do resultado obtido na Proposição 6.3 e como o majorante d̄o é arbitrário,

é posśıvel verificar que a Hipótese 6.7 também é satisfeita.

Considere, agora, a lei de controle dada por:

τ = −Kpe−Kdν̂g + Ydθ + Ydθ̃ + U(e, ν̂g) (6.39)

onde ν̂g é definida em (6.18). A estimativa ν̂e do filtro de avanço é dada por (6.30),

e utilizando um RED de primeira ordem para cada sáıda ej , j = 1, . . . , n, tem-se

que: 





ζ̇j0 =vj0, vj0 =−λj0
∣
∣ζj0−ej

∣
∣

1
2 sgn(ζj0−ej)+ζj1,

ζ̇j1 =−λj1 sgn(ζj1−vj0),
(6.40)

Logo, a estimativa ν̂r pode ser obtida do seguinte modo:

ν̂r =
[
ζ1
1 ζ2

1 . . . ζn1
]

A função de chaveamento α(ν̃re) é definida em (6.20), com d̄α = µKR, onde KR

é um parâmetro de projeto que deve ser escolhido de forma que d̄α−∆ ≥ ǭe. Como

d̄α e ǭe são de ordem µ, é natural considerar que ∆ também seja de ordem µ sendo

dada por ∆ = µK∆. Logo, para satisfazer a condição (6.22) do Teorema 6.1, os

parâmetros KR e K∆ devem ser escolhidos tais que:

KR ≥ 2C2 +K∆

Considerando que a perturbação de sáıda do presente no filtro de avanço seja pro-

veniente apenas do esquema de chaveamento proposto, i.e. do = dα, tem-se que

d̄o = d̄α = µKR, satisfazendo a condição (6.21) do Teorema 6.1. Esta escolha é

consistente com a Hipótese 6.7, uma vez que ǭe ≤ d̄α = d̄o.

Aplicando o Teorema 6.1 é posśıvel concluir que o sistema (6.23) com lei de

controle (6.30) e (6.39) e função de chaveamento α(ν̃re) definida em (5.28) é GApS

e que todos os sinais do sistema em malha fechada são uniformemente limitados.

Além disso, após algum tempo finito, a estimação da sáıda ν passa a ser exata, sendo

feita exclusivamente pelo RED (α(ν̃re) = 0), e o estado xe =
[
eT ėT

]T
converge

assintoticamente para zero.
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6.6 Resultados de Simulação

Nesta seção, serão apresentadas simulações numéricas para verificar os desenvolvi-

mentos teóricos. Novamente, considera-se o manipulador real, denominado de Bar-

rett Whole Arm Manipulator (WAM), apresentado na Seção 2.5. Na configuração

considerada (dois graus de liberdade), o modelo dinâmico completo deste manipu-

lador é dado por:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + ζFvq̇ + fc(q̇) = τ,

sendo que M(q), C(q, q̇), ζFv são definidos em (2.52) e o atrito de Coulomb fc(q̇),

que é visto como uma dinâmica não modelada, é definido por:

fc(q̇) =




1.50sgn(q̇1)

0.71sgn(q̇2)



 ,

A mesma trajetória desejada considerada no Caṕıtulo 2 é escolhida:

qd(t) =




0.8 sin(t)

0.8 sin(t)



 (rad)

Conforme visto anteriormente, para assegurar rastreamento exato é necessário

utilizar a seguinte compensação feedforward:

Y (qd, q̇d, q̈d)θ = M(qd)q̈d + C(qd, q̇d)q̇d + ζFv q̇d

sendo que Y (qd, q̇d, q̈d) ∈ R
2×5 é a matriz regressora desejada, dada por:




q̈d1 (2q̈d1 + q̈d2) cos(qd2) −

(
2q̇d2 q̇d1 + q̇2

d2

)
sin(qd2) q̈d2 q̇d1 0

0 q̈d1 cos(qd2) + q̇2
d1

sin(qd2) q̈d1 + q̈d2 0 q̇d2



 , (6.41)

e θ ∈ R
5 é um vetor constante de parâmetros, dado por:

θT = [1.35 0.05 0.25 0.88 0.66]

No entanto, nesta simulação é considerado que o vetor de parâmetros θ seja des-

conhecido. Desta forma, não será utilizado um termo de compensação feedforward

nominal no sinal de controle. Por outro lado, supõe-se o conhecimento do majorante

cθ, que satisfaz a desigualdade |θ| ≤ cθ.
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Para garantir rastreamento exato, o termo de controle vetorial unitário tem que

ser capaz de sintetizar o sinal Y (qd, q̇d, q̈d)θ, além de rejeitar o termo fc(q̇) proveni-

ente do atrito de Coulomb. Desta forma, a função de modulação do termo UVC é

projetada como:

̺(t) =
∣
∣Y
(
qd(t), q̇d(t), q̈d(t)

)∣
∣ cθ + f̄c

sendo que cθ = 2 e f̄c = 1.5. De acordo com (6.26), o termo UVC é dado por:

U(e, ė) = −̺(t) ė+ ε2φ(e)
√

(ė+ ε2φ(e))T (ė+ ε2φ(e))
;

sendo que φ(e) = ch

√
1
ς2

+ ∆2
h

ςe√
1+ς2eT e

. Os parâmetros ch e ∆h são utilizados na

análise para se obter um majorante para a dinâmica residual do robô, definida em

(2.23), pág. 28. Deste modo, só é necessário que o valor destes parâmetros seja

maior do que aquele que foi considerado na análise. Portanto, assume-se que ch e

∆h sejam dados por:

ch = 1; ∆h = 5

Os parâmetros ε2, ς, Kp e Kd foram ajustados por meio de simulações numéricas,

de modo a respeitar às condições impostas pela análise e ao mesmo tempo tentar

melhorar o desempenho do esquema de controle proposto. Além disso, procurou-se

não modificar muito o valor dos ganhos do controlador PD para possibilitar uma

comparação com os resultados apresentados na Seção 2.5. Os parâmetros foram

selecionados como:

ε2 = 1; ς = 0.5; Kd = diag {15, 15} ; Kp = diag {45, 45}

O filtro de avanço de fase, utilizado para implementar o GRED, pode ser descrito

por (6.30). A constante de tempo deste filtro é escolhida como:

µ = 0.002

Como o manipulador possui dois graus de liberdade, o seguinte RED de primeira

ordem pode ser utilizado:






ζ̇1
0 =v1

0, v1
0 =−λ1

0 |ζ1
0−e1|

1
2 sgn(ζ1

0−e1)+ζ1
1 ,

ζ̇1
1 =−λ1

1 sgn(ζ1
1−v1

0),






ζ̇2
0 =v2

0, v2
0 =−λ2

0 |ζ2
0−e2|

1
2 sgn(ζ2

0−e2)+ζ2
1 ,

ζ̇2
1 =−λ2

1 sgn(ζ1
1−v2

0),

(6.42)
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Neste caso, a estimativa ν̂r do RED é dada por:

ν̂r =
[
ζ1
1 ζ2

1

]
(6.43)

Os parâmetros do RED são ajustados do seguinte modo:

λ1
0 = λ2

0 = 1.5
√

C2; λ1
1 = λ2

1 = 1.1C2; C2 = 10

Adotando o procedimento sugerido no Caṕıtulo 5, os parâmetros da função de cha-

veamento (6.20) são escolhidos como:

d̄α = 100µ; ∆ = 50µ

As mesmas condições iniciais escolhidas na Seção (2.5) são consideradas:

q(0) = [1.5 − 0.75]T (rad), q̇(0) = [1 1.5]T (rad/s), ϑ(0) = −1

µ
e(0)

As condições iniciais do RED são escolhidas iguais a zero. Para realizar a integração

numérica é utilizado o método de Euler com passo de integração igual a h = 10−5.

Para facilitar, os parâmetros utilizados na simulação são apresentados na Tabela 6.1

Observando a Figura 6.3 pode ser verificado que o esquema de controle pro-

posto é capaz de garantir rastreamento exato, mesmo com incertezas paramétricas e

dinâmicas não modeladas. Nas Figuras 6.4(a) e 6.4(b) pode ser visto que, após um

processo transiente, apenas o RED é selecionado pelo esquema de estimação h́ıbrido,

conforme previsto na teoria. O sinal de controle é apresentado nas Figuras 6.4(c)

e 6.4(d). Além disso, na Figura 6.5 mostra-se que o estado completo do erro Xe

converge para zero, conforme esperado.

Comparando os gráficos apresentados na Figura 6.5 com os da Figura 2.5, pode

ser visto que o desempenho dos controladores é bastante similar. Por outro lado,

o esforço de controle utilizado pelo esquema considerado nesta seção é maior do

que aquele utilizado pelo controlador da Seção 2.5, conforme pode ser verificado nas

Figuras 6.4 e 2.6. Porém, deve ser destacado que o esquema de controle da Seção 2.5

é projetado considerando o conhecimento do vetor de parâmetros θ, não sendo capaz

de fornecer rastreamento exato caso o atrito de Coulomb seja inclúıdo no modelo

dinâmico do WAM.
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Tabela 6.1: Parâmetros utilizados na simulação numérica apresentada na

Seção 6.6.

Elemento Valor

Atrito de Coulomb (dinâmica não modelada) fc(q̇) = [1.5sgn(q̇1) 0.71sgn(q̇2)]

Sinal de Entrada qd(t) = [0.8 sin(t) 0.8 sin(t)]

Controle Vetorial Unitário: (6.26) e (6.27) ε2 = 1, ς = 0.5, ch = 1, ∆h = 5

Função de Modulação:

̺(t) =
∣
∣Y
(
qd(t), q̇d(t), q̈d(t)

)∣
∣ cθ + f̄c

Y
(
qd, q̇d, q̈d

)
definida em (6.41),

cθ = 2, f̄c = 1.5

Controlador PD
Kp=diag {45, 45} ,

Kd=diag {15, 15}

Filtro de Avanço (6.30) µ = 0.002

RED (6.42) e (6.43)
λ1

0 =λ2
0 =1.5C

1/2
2 ,

λ1
1 = λ2

1 = 1.1C2,
C2 = 10

Função de Chaveamento (6.20) d̄α=100µ, ∆=50µ

Condições Iniciais
q(0)=[1.5 − 0.75]T q̇(0)=[1 1.5]T

ϑ(0) = − 1
µe(0)

Integração Numérica Método de Euler: h = 10−5

0 2 4 6 8 10
−2

−1

0

1

2

0 2 4 6 8 10
−1

−0.5

0

0.5

1

(a
)

(b
)

t(s)

Figura 6.3: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD +

UVC + GRED: Rastreamento: (a) (- -) posição desejada qd1 e (—)

posição q1 (rad); (b) (- -) posição desejada qd2 e (—) posição q2 (rad)
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Figura 6.4: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD +

UVC + GRED: (a) Comportamento temporal da função de chavea-

mento α(ν̃rl); (b) Trecho Ampliado do Sinal α(t); (c) Sinal de Controle

u; (d) Trecho Ampliado do Sinal u(t)
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Figura 6.5: Manipulador WAM com atrito de Coulomb controlado por um PD +

UVC + GRED: (a) Trecho Ampliado do Sinal e(t) (rad): (—) e1 e (-

-) e2; (b) Trecho Ampliado do Sinal ė(t) (rad/s): (—) ė1 e (- -) ė2; (c)

ǫe(t) (rad/s): (—) ǫe1 e (- -) ǫe2
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6.7 Conclusões

Neste caṕıtulo, o esquema de estimação h́ıbrido, denominado de GRED, foi gene-

ralizado para uma classe mais abrangente de sistemas não-lineares, multivariáveis e

incertos com grau relativo global, uniforme e arbitrário. Considerando um contexto

mais amplo, foi mostrado que o GRED pode ser implementado utilizando qualquer

estimador convencional, desde que este garanta que o sistema completo do erro seja

ISpS com respeito a uma perturbação na sua sáıda. A idéia principal foi explorar

esta propriedade para projetar um esquema de chaveamento, que combina o RED

com o estimador convencional, de forma a assegurar estabilidade global e garantir

rastreamento exato.

Além disso, foram apresentadas condições suficientes para que o GRED possa ser

empregado com sucesso, neste contexto mais amplo. Em seguida, mostrou-se que

uma importante classe de sistemas de Euler-Lagrange com n graus de liberdade

controlada por um PD causal, implementado utilizando-se um GRED, com um

termo de compensação feedforward nominal, em conjunto com um termo de controle

vetorial unitário, satisfaz tais condições. O termo UVC é utilizado para lidar com as

incertezas paramétricas do termo de compensação feedforward, podendo também ser

utilizado para rejeitar perturbações limitadas, desde de que a função de modulação

seja escolhida de forma apropriada. Desta forma, foi provado que é posśıvel garantir

rastreamento global e exato para esta classe de sistemas para o caso em que o modelo

dinâmico seja incerto, usando apenas realimentação de sáıda.
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Caṕıtulo 7

Conclusões e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, o problema de rastreamento de trajetória para sistemas não-lineares

foi abordado. Foram propostas estratégias de controle via realimentação de sáıda ca-

pazes de assegurar convergência global do erro de rastreamento para zero, mantendo

todos os sinais do sistema em malha fechada uniformemente limitados.

Inicialmente, foi considerado o problema de rastreamento global para uma im-

portante classe de sistemas de Euler-Lagrange com n graus de liberdade. Através

de uma análise de estabilidade detalhada, foi provado que um simples controlador

PD causal com compensação feedforward torna o sistema completo do erro uniforme-

mente globalmente assintoticamente estável. O resultado foi obtido assumindo, ape-

nas, a existência do amortecimento natural, que pode ser arbitrariamente pequeno.

Porém, deve ser destacado que esta estratégia de controle só é capaz de assegurar

rastreamento exato, na ausência de perturbações e de dinâmicas não modeladas e

se o modelo dinâmico for perfeitamente conhecido. Além disso, o limitante para a

constante de tempo do filtro de avanço, necessário para garantir convergência global

do estado do sistema completo do erro, fornecido pela análise é, em geral, bastante

conservativo.

Para abordar o problema de rastreamento global e exato para sistemas com mo-

delo dinâmico incerto foi proposto um esquema de estimação h́ıbrido, denominado

de GRED, que combina um diferenciador baseado em modos deslizantes de ordem

superior com um estimador convencional. Este esquema de estimação foi utilizado

inicialmente em conjunto com um controlador por modos deslizantes para uma classe

de plantas não-lineares, monovariáveis e incertas, com grau relativo global, uniforme
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e arbitrário. Através de uma análise de estabilidade, foi provado que esta estratégia

de controle torna o sistema completo do erro uniformemente globalmente exponen-

cialmente estável com respeito a um pequeno conjunto residual, além de assegurar

convergência global do estado do sistema do erro para zero. O principal problema

desta estratégia é a sua sensibilidade a rúıdos de medição, que provocam uma de-

gradação significativa no desempenho do esquema de controle.

Em seguida, considerando um contexto mais amplo, foi mostrado que o esquema

de estimação proposto poderia ser utilizado em diferentes estratégias de controle.

Além disso, foi mostrado que o esquema de chaveamento utilizado pelo GRED po-

deria ser implementado com qualquer estimador, dado que este forneça uma pro-

priedade de estabilidade global prática para o sistema em malha fechada. Também

foram apresentadas condições suficientes para que o GRED possa ser aplicado para

uma classe mais abrangente de sistemas não-lineares, multivariáveis e incertos com

grau relativo global, uniforme e arbitrário, garantindo rastreamento global e exato.

Para ilustrar, foi mostrado que o problema de rastreamento global e exato para

a classe de sistemas de Euler-Lagrange considerada também poderia ser resolvido

no caso incerto, utilizando o GRED. A estratégia de controle proposta consiste em

utilizar um controlador PD causal, cujo termo derivativo é implementado através

de um GRED, em conjunto com um termo de compensação feedforward nominal, e

utilizar um termo de controle vetorial unitário, também implementado através de

um GRED, para rejeitar as incertezas e perturbações de entrada limitadas presentes

no sistema.

Por fim, deve ser registrado que as hipóteses consideradas nos Caṕıtulos 5 e 6 são

bem restritivas, não sendo satisfeitas por muitos sistemas não-lineares de interesse.

Por este motivo é interessante tentar reduzir o conjunto de hipóteses necessárias para

o projeto do controlador, com o objetivo de ampliar a classe de sistemas abordada.

7.1 Trabalhos Futuros

Os seguintes tópicos de pesquisa para a continuação deste trabalho são propostos:

1. Extensão do controlador GRED-SMC :

Um tema interessante de pesquisa seria estender o controlador GRED-SMC
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(proposto no Caṕıtulo 5) para plantas multivariáveis. A idéia básica seria

substituir a lei de controle utilizada por outra lei baseada no controle vetorial

unitário. Esta extensão pode, provavelmente, ser obtida utilizando os desen-

volvimentos apresentados em (Hsu et al. 2002, Hsu, Peixoto, Cunha, Costa &

Lizarralde 2006) e os resultados apresentados no Caṕıtulo 6.

2. Ampliação da classe de sistemas de Euler-Lagrange:

Em (Angeli 1999), considerando o problema de regulação, foi mostrado que

a propriedade de ISS poderia ser obtida para manipuladores com juntas

prismáticas e de revolução, utilizando um controlador PD não causal (que

utiliza medidas de velocidade) com um ganho proporcional cúbico. Aparente-

mente, por meio de desenvolvimentos similares aos apresentados na Seção 2.6

é posśıvel estender este resultado, considerando apenas realimentação de

posição. Além disso, espera-se que usando a técnica de análise ISS-regulator

approach, seja posśıvel provar rastreamento global para esta classe mais abran-

gente de manipuladores.

3. Redução do Conservadorismo:

Conforme foi evidenciado pelos resultados de simulação apresentados no

Caṕıtulo 2, a constante de tempo do filtro de avanço de fase pode ser sin-

tonizada com um valor muito maior do que aquele que seria permitido pela

análise. Desta forma, propõe-se a elaboração de novas técnicas de análise e de

outras funções de Lyapunov, para reduzir o conservadorismo do limitante para

a constante de tempo do filtro de avanço de fase que assegura a convergência

global do estado do erro.

4. Resultados Experimentais:

Outro tema de pesquisa interessante seria testar experimentalmente o desem-

penho da estratégia de controle proposta para sistemas de Euler-Lagrange

incertos, apresentada na Seção 6.5, investigando a influência de problemas

práticos de implementação, tais como: rúıdo de medição (e.g. quantização),

dinâmicas e perturbações não-modeladas, discretização do controlador, chat-

tering, dentre outros.
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5. Sistemas com não-linearidades de setor nos estados não medidos:

A partir dos desenvolvimentos apresentados nos Caṕıtulos 3 e 6, espera-se

que uma solução possa ser obtida para o problema de rastreamento global e

exato para uma classe de plantas com não-linearidades de setor nos estados não

medidos, que apresentem a mesma propriedade de passividade considerada em

(Aamo et al. 2001, Arcak & Teel 2002). Além disso, acredita-se que o problema

possa ser resolvido mesmo que o sistema apresente incertezas paramétricas

nestas não-linearidades, contanto que as não-linearidades sejam dissipativas.

Para ilustrar este tópico de pesquisa, considere o seguinte exemplo:

ẋ1 = x2

ẋ2 = −θx3
2 + u

y = x1

onde y é a sáıda medida e θ ∈ [1, 3]. Como o parâmetro θ é suposto como

sendo positivo, a não-linearidade φ(x2) = −θx3
2 atua no sentido de estabilizar

o sistema.
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Besançon, G., Battilotti, S. & Lanari, L. (2003), ‘A new separation result for a class

of quadratic-like systems with application to Euler-Lagrange models’, Au-

tomatica 39, 1085–1093.

Boiko, I. & Fridman, L. (2005), ‘Analysis of chattering in continuous slidingmode

controllers’, IEEE Trans. Aut. Contr. 50(9), 1442–1446.

Bondarev, A. G., Bondareva, S. A., Kostyleva, N. E. & Utkin, V. I. (1985), ‘Sli-

ding modes in systems with asymptotic state observers’, Autom. Remote

Control 46(6), 679–684. Pt. 1.

Brogliato, B., Lozano, R., Maschke, B. & Egeland, O. (2007), Dissipative Systems

Analysis and Control: Theory and Applications, 2nd edn, Springer-Verlag.

153



Burkov, I. (1995), Mechanical system stabilization via differential observer, in ‘Proc.

IFAC Conf. System Structure Control’, Nantes, France, pp. 532–535.

Byrnes, C. I. & Isidori, A. (1991), ‘Asymptotic stabilization of minimum phase

nonlinear systems’, IEEE Trans. Aut. Contr. 36(10), 1122–1137.

Carmo, M. P. (1976), Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice-Hall.

Chien, C.-J., Sun, K.-C., Wu, A.-C. & Fu, L.-C. (1996), ‘A robust MRAC using

variable structure design for multivariable plants’, Automatica 32(6), 833–

848.

Dixon, W. E., Zergeroglu, E. & Dawson, D. M. (2004), ‘Global robust output feed-

back tracking control of robot manipulators’, Robotica 22, 351–357.

Edwards, C. & Spurgeon, S. (1998), Sliding Mode Control : Theory and Applications,

Systems and Control Book Series, Taylor & Francis.

Emelyanov, S. & Korovin, S. (2000), Control of Complex and Uncertain Systems,

Springer Verlag.

Emelyanov, S. V. (1970), Theory of variable structure systems, Nauka.

Emelyanov, S. V., Korovin, Nersisian & Nisezon (1992), ‘Discontinuous output feed-

back stabilizing an uncertain MIMO plant’, Int. J. Contr. 55(1), 83–109.

Emelyanov, S. V., Korovin, S. K. & Levantovsky, L. V. (1986), ‘Higher order sliding

regimes in the binary control systems’, Soviet Physics, Doklady 31, 291–

293.

Esfandiari, F. & Khalil, H. (1992), ‘Output feedback stabilization of fully linearizable

systems’, Int. J. Contr. 56, 1007–1037.

Filippov, A. F. (1964), ‘Differential equations with discontinuous right-hand side’,

American Math. Soc. Translations 42(2), 199–231.

Filippov, A. F. (1988), Differential Equations with Discontinuous Righthand Sides,

Kluwer Academic Publishers.

Fossen, T. I. (1994), Guidance and control of ocean vehicles, John Wiley.

154



Freeman, R. A. & Kokotovic, P. V. (1996), ‘Tracking controllers for systems linear

in the unmeasured states’, Automatica 32(5), 735–746.

Fridman, L. (2001), ‘An averaging approach to chattering’, IEEE Trans. Aut. Contr.

46(8), 1260–1264.

Fridman, L. & Levant, A. (2002), Higher order sliding modes, in Perruquetti & B. J.

P., eds, ‘Sliding Mode Control in Engineering’, Marcel Dekker, New York,

pp. 53–101.

Gong, Q. & Qian, C. (2007), ‘Global practical tracking of a class of nonlinear systems

by output feedback’, Automatica 43, 184–189.

Gutman, S. (1979), ‘Uncertain dynamical systems — a Lyapunov min-max appro-

ach’, IEEE Trans. Aut. Contr. 24(3), 437–443.

Gutmann, S. & Leitmann, G. (1975), Stabilizing control for linear systems with

bounded parameters and input uncertainty, in ‘Proc. IFIC Conference on

Optimization Techniques’, Nice, France, pp. 8–14.

Hsu, L. (1997), ‘Smooth sliding control of uncertain systems based on a prediction

error’, Int. Journal of Robust and Nonlinear Control 7, 353–372.
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Apêndice A

Trabalhos Publicados

Esta seção destaca e apresenta uma breve descrição das principais publicações rea-

lizadas até este momento:

1. No artigo publicado em congresso (Nunes et al. 2006), foi proposto um contro-

lador por modos deslizantes baseado num estimador h́ıbrido, denominado de

GRED, para resolver o problema de rastreamento global e exato para plantas

lineares, monovariáveis e incertas com grau relativo arbitrário. Neste artigo,

foram apresentados resultados experimentais e de simulação para validar os

resultados teóricos obtidos e para comprovar a viabilidade da implementação

prática do esquema proposto. O resultado obtido foi consolidado no artigo

aceito para publicação em periódico (Nunes et al. 2009), que apresenta o es-

quema de controle de uma forma mais clara e concisa, além de fornecer uma

nova prova de estabilidade baseada em métodos de Lyapunov e nos conceitos

de estabilidade no sentido entrada-estado.

2. No artigo publicado em congresso (Nunes & Hsu 2006), foi mostrado que o

esquema de chaveamento do GRED poderia ser implementado utilizando um

HGO no lugar do filtro de avanço de fase. Considerando um contexto muito

mais amplo, o artigo publicado em congresso (Nunes et al. 2008b) apresentou

uma tentativa preliminar de se generalizar o GRED para sistemas não-lineares

multivariáveis e incertos.
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3. O problema de rastreamento para sistemas não-lineares, monovariáveis e in-

certos com grau relativo arbitrário e direção de controle desconhecida1 foi

tratado no artigo em periódico (Oliveira, Peixoto, Nunes & Hsu 2007). Neste

artigo, foi realizada a análise teórica de estabilidade de um controlador por

modos deslizantes para plantas não lineares em que as não-linearidades foram

encaradas como perturbações de um subsistema linear e incerto, podendo ser

dependentes do estado e possivelmente descasadas com o sinal de controle. A

classe considerada inclui plantas triangulares nos estados não medidos e com

crescimento linear. Para tratar do problema do desconhecimento da direção de

controle um esquema de estimação baseado em uma função de monitoração foi

proposto. Para assegurar rastreamento exato o GRED foi utilizado, obtendo-se

propriedades de estabilidade globais ou semi-globais.

4. Nos artigos publicados em congressos (Nunes, Hsu & Lizarralde 2008a, Nunes

& Hsu 2008), foi provado que um simples controlador PD causal é capaz de re-

solver o problema de rastreamento global e exato para manipuladores robóticos

com n graus de liberdade e juntas de revolução. O resultado é obtido consi-

derando, apenas, a existência do amortecimento natural e o conhecimento do

modelo dinâmico do manipulador. Este resultado foi consolidado no artigo

aceito para publicação em periódico (Nunes & Hsu 2009). Neste artigo, o

resultado foi estendido para uma classe mais abrangente de sistema de Euler-

Lagrange, que inclui navios, véıculos submarinos, dentre outros.

5. No artigo publicado em congresso (Nunes et al. 2008b), uma solução para o

problema de rastreamento global e exato para uma classe de sistemas de Euler-

Lagrange incertos foi proposta. A idéia principal foi utilizar um controlador

PD implementado utilizando-se um GRED em conjunto com um termo de

compensação feedforward nominal e um termo de controle vetorial unitário

para rejeitar perturbações limitadas e incertezas.

1Para plantas SISO a direção de controle é o sinal do ganho de alta freqüência da planta
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Apêndice B

Noções Básicas de Geometria

Diferencial

O conceito de variedades é um dos conceitos mais importantes em Geometria Di-

ferencial. Falando de modo grosseiro, as variedades podem ser entendidas “local-

mente” como espaços vetoriais, embora sejam globalmente superf́ıcies curvas. Dentre

os exemplos de variedades presentes no nosso cotidiano, pode-se destacar a superf́ıcie

da Terra que é “localmente plana”, mas globalmente curva.

A noção intuitiva de que as variedades são “localmente planas”, pode ser enten-

dida da seguinte forma: estes espaços “localmente planos” podem ser gentilmente

planificados, de forma a se tornarem espaços vetoriais. Através deste entendimento,

pode-se verificar que um cone não pode ser classificado como uma variedade suave,

já que nenhuma vizinhança do vértice do cone pode ser vista como um plano.

Neste caṕıtulo serão apresentados conceitos e definições formais para tratar esta

noção intuitiva de maneira rigorosa do ponto de vista matemático.

B.1 Variedades Suaves e Mapas Suaves

Sejam U ⊂ R
k e V ⊂ R

l conjuntos abertos. Um mapeamento f : U 7→ V é chamado

de suave, se todas as derivadas parciais de qualquer ordem existem e são cont́ınuas.

De forma mais genérica, se X ⊂ R
k e Y ⊂ R

l são subconjuntos arbitrários de espaços

euclidianos (não necessariamente abertos), então a função f : X 7→ Y é chamada

de suave ou diferenciável se existe um conjunto aberto U ⊂ R
k que contém X e um
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mapeamento suave F : U 7→ R
l que coincide com f em U ∩ X. Se f : X 7→ Y e

g : Y 7→ Z são suaves, então a função composta h = g ◦ f : X 7→ Z também será

suave.

Definição 8 Homeomorfismo: Uma função f : X 7→ Y é dita como sendo um

homeomorfismo se f é uma função cont́ınua e injetiva com inversa f−1 cont́ınua.

Definição 9 Difeomorfismo: Uma função f : X 7→ Y é dita como sendo um difeo-

morfismo se f é um homeomorfismo e tanto f quanto f−1 são funções suaves.

Definição 10 Variedade Suave de Dimensão m: Um subconjunto M ⊂ R
k é cha-

mado de variedade suave de dimensão m se para cada x ∈ M existe uma vizi-

nhança W ∩M (W ⊂ R
k), que é difeomórfica a um subconjunto aberto U ⊂ R

m

(Sastry 1999).

Um difeomorfismo ψ de U em W ∩M é chamado de parametrização e sua inversa

ψ−1 é chamada de sistema de coordenadas em W ∩ M . Estas definições estão

ilustradas na figura B.1.

Figura B.1: Ilustração da Definição de Variedade.

Exemplos:

1. O ćırculo unitário S1 ⊂ R
2 definido por {(cosθ, sinθ), θ ∈ [0, 2π]}.

2. O plano M ⊂ R
3 definido por {(x, y, z) : ax+ by + cz = 0, c 6= 0} é uma vari-

edade suave. De fato, o difeomorfismo ψ : U 7→ W ∩M (U = R
2 e W = R

3),

definido por

(u, v) 7→
(

u, v,
au− bv

c

)

é uma parametrização para todo ponto p ∈M .
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3. A esfera unitária S2 ⊂ R
3 definida por {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1} é uma

variedade suave de dimensão 2. De fato, o difeomorfismo

ψ1 : (u, v) 7→
(

u, v,
√

1 − u2 − v2
)

para u2 + v2 < 1 parametriza a região {S2 ∩ (z > 0)}. Intercambiando os

papéis de x, y, z e o sinal da raiz é posśıvel cobrir toda a esfera S2, conforme

pode ser visto na figura B.2

Figura B.2: Parametrização da esfera unitária S2.

4. Diversas variedades suaves são geradas da seguinte forma:

Teorema B.1 Sejam f1, . . . , fm, m ≤ n, funções suaves no R
n (ou em um

conjunto aberto do R
n). Defina N = {x ∈ R

n : f1(x) = · · · = fm(x) = 0} e

assuma que o posto da Matriz Jacobiana f = (f1, . . . , fm)T

∂f(x∗)

∂x
=








∂f1(x∗)
∂x1

. . . ∂f1(x∗)
∂xn

...
. . .

...

∂fm(x∗)
∂x1

. . . ∂fm(x∗)
∂xn








é m para cada x∗ ∈ N . Então N é uma variedade suave de dimensão n−m.

Prova: A prova deste Teorema é baseada no Teorema da Função Impĺıcita

e pode ser encontrada em (Nijmeijer & van der Schaft 1990)

B.2 Mudança de Coordenadas

Seja M uma variedade suave. Considere ψ : U 7→ M e φ : V 7→ M duas pa-

rametrizações locais de M , conforme pode ser visto na figura B.3. Seja W =
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ψ(U) ∩ φ(V ) 6= 0. Então a função de transição em mudança de parâmetros

h = φ−1 ◦ ψ : U1 7→ V1, U1 = ψ−1(W ) e V1 = φ−1(W ) é um difeomorfismo.

ψ φ

W
ψ(U)

φ(V )

h = φ−1 ◦ ψ

h−1 = ψ−1 ◦ φ

U
U1

V

M

V1

Figura B.3: Mudança de coordenadas.

B.3 Espaço Tangente

Seja M uma variedade suave. Um mapa diferenciável α : (−ε, ε) 7→ M é chamado

de curva diferenciável sobre M . Assuma que α(0) = p e seja D o conjunto de funções

sobre M que são diferenciáveis em p ∈M . O vetor tangente a curva α em t = 0 é a

função α′(0) : D 7→ R dada por

α′(0)(f) =
d(f ◦ α)

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

, f ∈ D

Um vetor tangente em um ponto p ∈ M é o vetor tangente em t = 0 de alguma

curva α : (−ε, ε) 7→M com α(0) = p (Carmo 1976)

Considere uma variedade suave M de dimensão 2. Escolhendo uma parame-

trização x : U 7→ M numa vizinhança de p = x(0, 0), a função f e a curva α podem

ser expressas por f(u, v) e (u(t), v(t)), respectivamente. Portanto,

α′(0)(f) =
d(f ◦ α)

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

=
d(f(u(t), v(t)))

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

= u′(0)

(
∂f

∂u

)

0

+ v′(0)

(
∂f

∂v

)

0

=

{

u′(0)

(
∂

∂u

)

0

+ v′(0)

(
∂

∂v

)

0

}

(f)

Isto sugere que, dadas as coordenadas (u, v) em torno de p, o vetor tangente em

p que mapeia a função f em
(
∂f
∂u

)

0
é denotado por

(
∂
∂u

)

0
. Um significado similar
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é conferido para o śımbolo
(
∂
∂v

)

0
. Deve ser ressaltado que

(
∂
∂u

)

0
,
(
∂
∂v

)

0
podem ser

interpretados como os vetores tangentes em p das “curvas coordenadas”

u→ x(u, 0), v → x(0, v)

respectivamente, conforme pode ser visto na figura B.4.

Figura B.4: Espaço Tangente de uma variedade suave de dimensão 2.

Da discussão acima, segue que o conjunto de vetores tangentes em p, com as

operações usuais para funções, formam um espaço vetorial de dimensão 2, chamado

de espaço tangente TpM à variedade M em p.

Se x : U 7→ M é uma parametrização local de M em p, com x(q) = p, q ∈ U ,

então
{(

∂
∂u

)

q
,
(
∂
∂v

)

q

}

é uma base de TpM para qualquer p ∈ x(U). Esta base é

chamada de base associada a parametrização x. No caso de variedades de dimensão

m o espaço tangente TpM será um espaço vetorial de dimensão m (Carmo 1976).

Para ilustrar este conceito considere a esfera unitária S2. Utilizando a parame-

trização ψ1 : (u, v) 7→
(
u, v,

√
1 − u2 − v2

)
, u2 + v2 < 1, apresentada na seção B.1,

pode se obter a seguinte base para o espaço tangente TpS
2







1 0

0 , 1

−u√
1−u2−v2

−v√
1−u2−v2







onde: p ∈ {S2 ∩ (z > 0)}.
Observando que o vetor normal à esfera S2 em um ponto p é dado por N(p) = p,

pode se verificar, facilmente, que os dois vetores da base associada a parametrização

ψ1 são ortogonais à N(p). Logo, são tangentes a esfera S2 no ponto p.
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Apêndice C

Proposições Auxiliares e Provas

das Proposições e Lemas do

Caṕıtulo 2

C.1 Prova da Proposição 2.1

Pela Propriedade 2.1, a função V1(x) pode ser limitada inferiormente por:

V1 ≥
1

4
λm(M) |q̇|2+1

2
λm(Kp) |q̃|2+

1

2
µλm(Kd) |ν̂|2+




1

4
λm(M) |q̇|2 − ε1λM(M) |q̃| |q̇|

√

1+|q̃|2





Completando o quadrado no termo entre colchetes e como |q̃|2 /(1 + |q̃|2) ≤ |q̃|2,
pode-se verificar que para ε1 ≤

√

λm(M)λm(Kp)/2λM(M), tem-se:

V1 ≥
1

4
λm(M) |q̇|2 +

1

4
λm(Kp) |q̃|2 +

1

2
µλm(Kd) |ν̂|2

Portanto, V1(x) ≥ α1(|x|), onde α1(r)=κ1r
2∈K∞ com κ1 definido em (2.11).

A função V1(x) pode ser majorada superiormente por:

V1 ≤
1

2
x̄TP1x̄

onde x̄T = [|q̃| |q̇| |ν̂|] e P1 é definido em (2.12). Logo, V1(x) ≤ α1(|x|), onde

α1(r) = κ2r
2 com κ2 definido em (2.12). Como α1(|x|) e α1(|x|) ∈ K∞, pode-se

concluir, pela Definição 2, que V1(x) é uma função de armazenamento suave.
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C.2 Prova do Lema 2.1

Derivando V1 com respeito ao tempo e usando a Propriedade 2.4, segue que:

V̇1 = q̇Td−ζq̇TFv q̇ − ν̂TKdν̂ + ε1
q̇TM(q)q̇
√

1 + q̃T q̃
+ ε1

q̃TṀ(q)q̇
√

1+q̃T q̃
+ε1

q̃Td
√

1+q̃T q̃

−ε1
q̃T (C(q, q̇)+ζFv) q̇

√

1+q̃T q̃
− ε1

q̃TKpq̃
√

1+q̃T q̃
− ε1

q̃TKdν̂
√

1+q̃T q̃
− ε1

(q̃TM(q)q̇)(q̃T q̇)

(1+q̃T q̃)3/2

A partir das Propriedades 2.1, 2.3 e 2.8, tem-se:

V̇1 ≤ −1

2
ζq̇TFv q̇−

1

2
ν̂TKdν̂−ε1

q̃TKpq̃
√

1+q̃T q̃
+ε1

|q̃|
√

1+q̃T q̃
|d| + ε1

λM(M) + c1 |q̃|
√

1 + q̃T q̃
|q̇|2

+ε1
λM(M)|q̃|2

(1+q̃T q̃)3/2
|q̇|2−

[

ζλm(Fv)|q̇|2
4

− ε1
ζλM(Fv)|q̃|
√

1+q̃T q̃
|q̇|
]

−
[

ζλm(Fv)|q̇|2
4

− |d||q̇|
]

−
[

1

2
λm(Kd) |ν̂|2 − ε1

λM(Kd) |q̃|
√

1 + q̃T q̃
|ν̂|
]

Completando os quadrados nos termos entre colchetes, obtém-se:

V̇1 ≤ −1

2
ζq̇TFv q̇ −

1

2
ν̂TKdν̂ − ε1

q̃TKpq̃
√

1+q̃T q̃
+ε1

(

λM(M)+c1 |q̃|
√

1+q̃T q̃
+
λM(M) |q̃|2

(1+q̃T q̃)3/2

)

|q̇|2

+ε2
1

(
ζλ2

M(Fv)

λm(Fv)
+
λ2
M(Kd)

2λm(Kd)

) |q̃|2

1 + |q̃|2
+

1

ζλm(Fv)
|d|2 + ε1

|q̃|
√

1 + q̃T q̃
|d|

Usando o fato que 1/
√

1+|q̃|2 ≤ 1, |q̃| /
√

1+|q̃|2 ≤ 1, |q̃|2/
(
1+|q̃|2

)3/2≤1, para

todo q̃ ∈ R
n, o seguinte resultado pode ser obtido, para ε1 suficientemente pequeno

V̇1 ≤ −1

4
ζq̇TFv q̇ −

1

2
ν̂TKdν̂ −

1

2
ε1

q̃TKpq̃
√

1 + q̃T q̃
+ κ3

(
|d| + |d|2

)
(C.1)

onde κ3 é definido em (2.15). Notando que em (C.1)

−1

4
ζq̇TFv q̇ −

1

2
ν̂TKdν̂ −

1

2
ε1

q̃TKpq̃
√

1 + q̃T q̃
≤−κ4

|q̃|2 + |q̇|2 + |ν̂|2
√

1 + |q̃|2 + |q̇|2 + |ν̂|2
,

com κ4 definido em (2.16), é posśıvel concluir que a desigualdade (2.14) é válida.

Portanto, se ε1 for escolhido tal que as desigualdades (2.10) e (2.13) sejam satisfeitas,

então, de acordo com a Definição 3, a função de armazenamento suave V1(x) é uma

função de Lyapunov-ISS para o sistema em malha fechada (2.1), (2.4) e (2.6).
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C.3 Prova do Lema 2.2

A idéia é mostrar que o controlador PD causal com compensação feedforward dado

por (2.19) é equivalente ao sinal de entrada (2.6), considerado no caso da regulação,

ou seja, a lei de controle para o caso do rastreamento é equivalente ao regulador PD

causal com uma perturbação de entrada limitada. Desta forma, é posśıvel utilizar

os resultados obtidos no Lema 2.1 e no Teorema 2.1 para concluir que o sistema do

erro é GApS.

De (2.18), é posśıvel verificar que:

ν̂e = ν̂ + ν̂d, (C.2)

onde ν̂ é definido em (2.4) e ν̂d corresponde à sáıda de um sistema ISS com uma

entrada limitada q̇d. Deste modo, a lei de controle definida em (2.19) pode ser

reescrita como:

τ = −Kpq −Kdν̂ +Kpqd −Kdν̂d + Ydθ (C.3)

Note que (C.3) é equivalente a (2.6) com q̃ = q (qr = 0) e

di = Kpqd −Kdν̂d + Ydθ (C.4)

Para simplificar a análise apresentada na Seção 2.3.1, a perturbação de entrada

d = di − g(q) foi considerada. Uma vez que ||ν̂d(t)|| ≤ Ke−at + ||q̇d(t)|| (para alguns

escalares positivos a, K e ∀t) e usando as propriedades 2.1 e 2.8, o seguinte majorante

para a perturbação de entrada d, que é independente de µ, pode ser obtido a partir

de (C.4)

|d(t)| ≤ λM(Kp) |qd|M + λM(Kd)(|q̇d|M +K) + λM(M) |q̈d|M
+c1 |q̇d|2M + ζλM(Fv) |q̇d|M + 2kg ≤ Cd, ∀t (C.5)

Portanto, de acordo com o Teorema 2.1, o sistema em malha fechada (2.1), (2.18) e

(2.19), com estado x=
[
qT q̇T ν̂T

]T
, é ISS com respeito a d. De (2.14) e (C.5), segue

que V̇1(x)<0, se |x|>α−1
1 ◦ σ1(Cd). Logo, é posśıvel concluir que (ver Lema 2.14 de

(Sontag & Wang 1995)):

|x(t)| ≤ βx(|x(t0)| , t− t0) + γx(Cd) (C.6)

onde βx ∈ KL e γx(r)=α−1
1 ◦ α1 ◦ α−1

1 ◦ σ1(r)∈K∞. De (C.6) e como os sinais qd,

q̇d e ν̂d são uniformemente limitados, é fácil mostrar que o sistema do erro (2.22) e
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(2.27), com estado Xe é GApS, i.e existem βe ∈ KL e uma constante não negativa

Ke tais que:

|Xe(t)| ≤ βe(|Xe(t0)| , t− t0) +Ke (C.7)

Além disso, seja Cη uma constante tal que Cη ≥ α1 ◦ α−1
1 ◦ σ1(Cd) + η, onde

η é uma constante positiva, que pode ser arbitrariamente pequena, então pode-se

concluir que o estado x converge globalmente num tempo finito Tη para um conjunto

compacto e invariante Dη := {x ∈ R
3n;V (x) ≤ Cη} (ver Seção 4.8 de (Khalil 2002)).

De (2.12), (2.15), (2.16), (C.5) e como µ é um parâmetro suficientemente pe-

queno, a constante Cη é independente de µ, i.e., é de ordem O(1) com respeito a

µ. Na realidade, o valor desta constante é determinado pelos parâmetros do robô

e pelos sinais de trajetória desejados, sendo O(1/ζ2), onde ζ pode ser um pequeno

parâmetro relacionado ao amortecimento natural do robô.

De (2.9) pode-se verificar que:

V1(x)≥
1

4
λm(Kp) |q|2+

1

4
λm(M) |q̇|2+1

2
µλm(Kd) |ν̂|2 (C.8)

Dentro de Dη os seguintes majorantes podem ser estabelecidos:

|q(t)| ≤
√

4Cη
λm(Kp)

(C.9)

|q̇(t)| ≤
√

4Cη
λm(M)

(C.10)

|ν̂(t)| ≤
√

2Cη
µλm(Kd)

(C.11)

Com objetivo de melhorar o desempenho do rastreamento o parâmetro µ deve

ser escolhido suficientemente pequeno. Entretanto, como pode ser visto em (C.11),

esta escolha gera um fenômeno, comumente chamado de peaking, que consiste em

grandes amplitudes de pico nas variáveis de estimação ν̂ durante o transitório ini-

cial. Felizmente, este fenômeno tem uma breve duração permitindo encontrar um

majorante para ν̂ independente de µ quando o estado se encontra dentro de Dη.

De (2.4) e (2.8) o comportamento temporal de ν̂ é dado por:

ν̂(t) = e−
1
µ

(t−t0)ν̂(t0) +

∫ t

t0

1

µ
e−

1
µ
(t−ξ)q̇(ξ)dξ (C.12)

Como o sistema em malha fechada (2.8) é invariante no tempo, suas condições iniciais

podem ser consideradas t0 = Tη. Neste caso, a seguinte desigualdade é válida para
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todo t > Tη:

|ν̂(t)| ≤ 1√
µ
e−

1
µ
(t−Tη)

√

2Cη
λm(Kd)

+

√

4Cη
λm(M)

(C.13)

Definindo o tempo de extinção de pico Tp como

Tp = −µ ln(
√
µ) (C.14)

o seguinte majorante para ν̂, que é independente de µ e válido para todo t > Tη+Tp

pode ser obtido:

|ν̂(t)| ≤
√

2Cη
λm(Kd)

+

√

4Cη
λm(M)

(C.15)

Deste modo, o estado do erro Xe converge globalmente num tempo finito TR para

um conjunto compacto DR := {Xe ∈ R
3n; |Xe| ≤ R}, onde TR = Tη + Tp e R é uma

constante independente de µ dada por:

R :=
√

3max

{√

4Cζ
λm(Kp)

+ |qd|M ,

√

2Cζ
λm(Kd)

+ 2

√

4Cζ
λm(M)

+ 2 |q̇d|M +Kν

}

(C.16)

C.4 Prova do Lema 2.3

A derivada temporal de V2(ze) é dada por:

V̇2(ze) = − ζėTFvė− ėTKdė− ėTKdǫe − ėThe + ε2φ̇
T (e)M(q)ė+ ε2φ

T (e)CT (q, q̇)ė

− ε2ζφ
T (e)Fvė− ε2φ

T (e)Kpe− ε2φ
T (e)Kdė− ε2φ

T (e)Kdǫe−ε2φ
T (e)he

(C.17)

onde as Propriedades 2.3 e 2.4 foram usadas. Como o objetivo é provar que V̇2(Xe)

é uma função de Lyapunov-ISS para o sistema (2.22), os termos de (C.17) que não

podem ser imediatamente majorados serão estudados.

De (2.24) e usando a desigualdade (2.31), o termo −ėThe pode ser majorado por:

−ėThe ≤ c1 |q̇d|M |ė|2 + |ė| |φ(e)| (C.18)

Usando o resultado obtido em (2.34), o termo ε2φ̇
T (e)M(q)ė pode ser majorado por:

ε2φ̇
T (e)M(q)ė ≤ 2ε2λM(M)ch

√

1 + ∆2
h |ė|

2 (C.19)
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Notando que ε2φ
T (e)CT (q, q̇)ė = ε2ė

TC(q, q̇)φ(e), e usando a Propriedade 2.8, tem-

se:

ε2φ
T (e)CT (q, q̇)ė ≤ ε2c1 |qd|M |ė| |φ(e)| + ε2c1 |φ(e)| |ė|2

onde o fato que |q̇| ≤ |q̇d−ė| ≤ |q̇d|M + |ė| foi utilizado. De (2.32), o termo

ε2φ
T (e)CT (q, q̇)ė pode ser majorado por:

ε2φ
T (e)CT (q, q̇)ė ≤ ε2c1 |q̇d|M |ė| |φ(e)| + ε2c1ch

√

1

ς2
+∆2

h |ė|
2 (C.20)

Usando (2.30) e (2.33), o termo −ε2φ
T (e)Kpe pode ser majorado por:

−ε2φ
T (e)Kpe≤−1

4
ε2λm(Kp)ch

√

1+ς2∆2
h

|e|2
√

1+ς2 |e|2
− 3

4
ε2

λm(Kp)

ch
√

1+ς2∆2
h

|φ(e)|2

(C.21)

Finalmente, de (2.24) e (2.31), o termo −ε2φ
T (e)he pode ser majorado por:

−ε2φ
T (e)he ≤ ε2c1 |q̇d|M |ė| |φ(e)| + ε2 |φ(e)|2 (C.22)

Usando os majorantes (C.18)–(C.22), a derivada temporal V̇2(ze) pode ser majorada

por:

V̇2 ≤− ζėTFvė−
3

4
ėTKdė−

[
1

4
ėTKdė− λM(Kd) |ė| |ǫe|

]

+ c1 |q̇d|M |ė|2 + |ė| |φ(e)|

+ 2ε2λM(M)ch

√

1+ς2∆2
h |ė|

2 + ε2

(
λM(Kd) + 2c1 |q̇d|M + ζλM(Fv)

)
|ė| |φ(e)|

+ ε2c1ch

√

1

ς2
+∆2

h |ė|
2 −

[

1

4
ε2

λm(Kp)

ch
√

1+ς2∆2
h

|φ(e)|2 − ε2λM(Kd) |φ(e)| |ǫe|
]

− 1

2
ε2

λm(Kp)

ch
√

1 + ς2∆2
h

|φ(e)|2 − 1

4
ε2λm(Kp)ch

√

1 + ς2∆2
h |e|

2

√

1 + ς2 |e|2
+ ε2 |φ(e)|2

Completando os quadrados nos termos entre colchetes, tem-se:

V̇2 ≤− 1

4
ε2λm(Kp)ch

√

1+ς2∆2
h

|e|2
√

1+ς2 |e|2
− [|ė| |φ(e)|]Q




|ė|

|φ(e)|



+
λ2
M(Kd)

λm(Kd)
|ǫe|2

+
ε2ch

√

1 + ς2∆2
hλ

2
M(Kd)

λm(Kp)
|ǫe|2 (C.23)

Se os parâmetros Kp, Kd forem escolhidos de forma que as condições (2.40)

e (2.39) sejam satisfeitas, então Q será positiva definida. De (C.23) e usando a

desigualdade
|e|2

√

1 + ς2 |e|2
≥ |e|2
√

1 + |e|2
,
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pode-se mostrar que a desigualdade (2.43) é satisfeita. Logo, pela Definição 3, V2(ze)

é uma função de Lyapunov-ISS para o subsistema ze. Além disso, a desigualdade

(2.44), segue da Definição 1.

De acordo com o Lema 2.2, a função α2(|ze|) em (2.43) pode ser redefinida como

α2(r)= κ̄7r
2, com κ̄7 =κ7/

√
1+R2. Logo, dentro de DR, o ganho ISS γz(r) = κzr,

com κz definido em (2.45)

C.5 Prova do Lema 2.4

De (2.22) e (2.27), a derivada temporal de V3(ǫe) definida em (2.46) é dada por:

V̇3 = −1

µ
ǫTe ǫe + ǫTeM

−1(q) [C(q, q̇)ė+ ζFvė+Kpe+Kdė+Kdǫe + he]

Usando a Proposição 2.2 e as Propriedades 2.1 e 2.8, a derivada temporal de V3 pode

ser majorada por:

V̇3 ≤− 1

4µ
ǫTe ǫe −

[
1

8µ
|ǫe|2 −

λM(Kp) + ch
λm(M)

|e| |ǫe|
]

−
[

1

4µ
|ǫe|2 −

c1 |ė|2|ǫe|
λm(M)

]

−
[

1

8µ
|ǫe|2−

2c1 |q̇d|M+ζλM(Fv)+λM(Kd)

λm(M)
|ė| |ǫe|

]

−
(

1

4µ
− λM(Kd)

λm(M)

)

|ǫe|2

onde o fato que |q̇| ≤ |q̇d|M + |ė| foi utilizado. Após completar os quadrados nos

termos entre colchetes, o seguinte resultado pode ser obtido para µ ≤ λm(M)
4λM (Kd)

V̇3 ≤− 1

4µ
|ǫe|2 + 2µ

(λM(Kp) + ch)
2

λ2
m(M)

|e|2 + 2µ
(2c1 |q̇d|M+ζλM(Fv)+λM(Kd))

2

λ2
m(M)

|ė|2

+ µ
c21

λ2
m(M)

|ė|4 (C.24)

De (C.24), é posśıvel mostrar que a desigualdade (2.48) é valida. Portanto, de acordo

com a Definição 3, V3(ǫe) é uma função de Lyapunov-ISS para o subsistema ǫe. Além

disso, a desigualdade (2.49), segue da Definição 1.

Pelo Lema 2.2, a função σ3(µ |ze|) pode ser redefinida por σ3(µr)=µκ11r
2, com

κ11 = κ9 + κ10R
2. Portanto, dentro DR, o ganho ISS γǫ(µr) = µκǫr, onde κǫ é

definido em (2.50)
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C.6 Proposição Auxiliar 1

Proposição C.1 A norma 2 de um vetor x ∈ R
n, definida por

|x| =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n,

pode ser relacionada com a norma 3, definida por

|x|3 =
(
|x1|3 + · · · + |xn|3

)1/3
,

através das seguintes desigualdades, válidas para todo x 6= 0:

1 ≤ |x|3

|x1|3 + · · · + |xn|3
≤

√
n

Prova:

|x1|3+. . .+|xn|3 ≤
(
|x1|2 |x| + · · ·+ |xn|2 |x|

)
= |x|3 ⇒ |x|3

|x1|3 + · · ·+ |xn|3
≥ 1

Considere a função f : R
n 7→ R definida por:

f(x1, . . . , xn) =
|x|3

|x1|3 + · · ·+ |xn|3
=

|x1|2 |x| + · · · + |xn|2 |x|
|x1|3 + · · · + |xn|3

A derivada parcial da norma 2 de x com respeito a uma componente é dada por:

∂ |x|
∂xi

=
xi
|x| , ∀x 6= 0, i = 1, . . . , n

Usando este resultado é posśıvel verificar que a derivada parcial da função f(x) com

respeito a uma de suas componentes é dada por:

∂f(x)

∂xi
=

3xi |x|
(
|x1|3 + · · ·+ |xn|3

)
− 3 |xi|xi |x|3

(
|x1|3 + · · ·+ |xn|3

)2 , xi 6= 0, i = 1, . . . , n

∂f(x)

∂xi
=

3xi |x|
(
|x1|3 + · · ·+ |xn|3 − |xi| |x|2

)

(
|x1|3 + · · ·+ |xn|3

)2 , xi 6= 0, i = 1, . . . , n

A função f(x) atingirá um valor máximo ou mı́nimo quando todas as suas derivadas

parciais forem iguais a zero. Esta condição ocorre quando

|xi| |x|2 = |x1|3 + · · · + |xn|3 , se xi 6= 0, i = 1, . . . , n

Desta forma, é posśıvel concluir que f(x) atingirá um máximo ou um mı́nimo se

|x1| = |x2| = · · · = |xn|3 = κ, onde κ é uma constante positiva. Substituindo na

função f(x), temos:

f(κ, . . . , κ) =
nκ2

√
nκ2

nκ3
=

√
n
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C.7 Prova da Proposição 2.4

Para se obter um limitante inferior para a função V4(x), primeiramente, deve-se

analisar o termo q̃TΨ(q̃)q̃.

q̃TΨ(q̃)q̃ = [q̃1 . . . q̃n]








ψ1 |q̃1| . . . 0

0
. . . 0

0 0 ψn |q̃n|















q̃1
...

q̃n








= ψ1 |q̃1|3 + · · ·+ ψn |q̃n|3 ≥ 0

Como q̃TΨ(q̃)q̃ ≥ 0, este termo pode ser desconsiderado. Desta forma, seguindo

os mesmo passos apresentados na Prova da Proposição 2.1, é posśıvel mostrar que

V4(x) ≥ α4(|x|), onde α4(r)=κ1r
2∈K∞ com κ1 definido em (2.11).

A função V4(x) pode ser majorada superiormente por

V4 ≤
1

2
x̄TP1x̄ + ψ1 |q1|3 + · · ·+ ψn |qn|3 ,

onde x̄T = [|q̃| |q̇| |ν̂|] e P1 é definido em (2.12). Usando o resultado obtido na

Proposição Auxiliar C.1, pode-se concluir que

ψ1 |q1|3+. . .+ψn |qn|3 ≤ ψM |q|3 ,

Logo, V4(x)≤α4(|x|), onde α4(r) = κ2r
2 + ψMr

3 ∈ K∞ com κ2 definido em (2.12).

Portanto, V4(x) é uma função de armazenamento suave.

C.8 Prova do Lema 2.5

Derivando V4 com respeito ao tempo e usando as Propriedades 2.3 e 2.4, segue que

V̇4 = q̇Td− ζq̇TFv q̇ − q̇TΨ(q̃)q̃ +
2

3
q̇TΨ(q̃)q̃ +

1

3
q̃T Ψ̇(q̃)q̃ − ν̂TKdν̂ + ε1

q̇TM(q)q̇
√

1 + q̃T q̃

+ ε1
q̃Td

√

1+q̃T q̃
+ ε1

q̃T
(
CT (q, q̇) − ζFv

)
q̇

√

1+q̃T q̃
− ε1

q̃TKpq̃
√

1+q̃T q̃
− ε1

q̃TΨ(q̃)q̃
√

1+q̃T q̃

− ε1
q̃TKdν̂
√

1+q̃T q̃
− ε1

(q̃TM(q)q̇)(q̃T q̇)

(1+q̃T q̃)3/2

Note que Ψ̇(q̃)q̃ = Ψ(q̃)q̇. Desta forma, tem-se que:

−q̇TΨ(q̃)q̃ +
2

3
q̇TΨ(q̃)q̃ +

1

3
q̃T Ψ̇(q̃)q̃ = 0
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Utilizando este resultado a derivada temporal de V4(x) se torna idêntica a derivada

temporal de V1(x), apresentada na prova do Lema 2.1, exceto pelo termo −ε1
q̃T Ψ(q̃)q̃√

1+q̃T q̃
.

Como q̃TΨ(q̃)q̃ = ψ1 |q̃1|3 + · · · + ψn |q̃n|3. Usando o resultado obtido na Pro-

posição Auxiliar C.1, pode-se mostrar que ψm
(
|q̃1|3 + · · ·+ |q̃n|3

)
≥ ψm√

n
|q̃|3. onde

ψm = min{ψ1, . . . , ψn}. Desta forma, pode-se verificar que:

−ε1
q̃TΨ(q̃)q̃
√

1+q̃T q̃
≤ −ε1

ψm√
n

|q̃|3
√

1+q̃T q̃

Deste modo, seguindo o mesmo racioćınio utilizado na prova do Lema 2.1, apre-

sentado na seção C.2, o seguinte resultado pode ser obtido para um ε1 suficiente-

mente pequeno:

V̇1 ≤ −1

4
ζq̇TFv q̇−

1

2
ν̂TKdν̂−

1

2
ε1

q̃TKpq̃
√

1 + q̃T q̃
−ε1

ψm√
n

|q̃|3
√

1+q̃T q̃
+κ3

(
|d| + |d|2

)
(C.25)

onde κ3 é definida em (2.15). Como
|x|3

√

1 + |x|2
≤ |x|2, é posśıvel concluir que V4(x)

pode ser majorada por (2.64). Portanto, se ε1 for escolhido tal que as desigualdades

(2.10) e (2.13) sejam satisfeitas, então, o sistema em malha fechada será ISS com

respeito a perturbação de entrada d(t).

C.9 Prova do Lema 2.6

A prova deste Lema é praticamente igual a prova do Lema 2.2

De (C.2), a lei de controle definida em (2.65) pode ser reescrita como:

τ = −Kpq −Kdν̂ − Ψ(q)q +Kpqd −Kdν̂d + Ψ(qd)qd + Ydθ (C.26)

Note que (C.26) é equivalente ao sinal de controle (2.61), com q̃ = q (qr = 0),

adicionado de uma perturbação de entrada limitada di dada por:

di = Kpqd −Kdν̂d + Ψ(qd)qd + Ydθ

Neste caso, o seguinte majorante, para a perturbação de entrada d = di − g(q),

pode ser obtido:

|d(t)| ≤ |Kpqd −Kdν̂d + Ψ(qd)qd + Ydθ| ≤ Cd, , ∀t (C.27)

O restante da prova segue os desenvolvimentos apresentados na seção C.3.
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C.10 Prova da Proposição 2.5

Primeiramente, um limitante inferior para V5(ze) será obtido. Notando que

Ψ(q)q − Ψ(qd)qd =








ψ1 |q1| q1 − ψ1 |qd1 | qd1
...

ψn |qn| qn − ψn |qdn | qdn








(C.28)

e como (x− y)(|x| x−|y| y) ≥ 0, ∀x, y ∈ R, tem-se que eT (Ψ(q)q−Ψ(qd)qd) ≥ 0.

Considere a função V (e, ė) = ėTM(q)ė + eTKpe + 2δφT (e)M(q)ė, pode-se verificar

que:

V (e, ė) = zTe P2(q, e)ze, P2(q, e) =




M(q) π(e)M(q)

π(e)M(q) Kp





π(e) = δch

√

1

ς2
+ ∆2

h

ς√
1 + ς2eT e

∈ R

Como a matriz P2(q, e) é simétrica, a função V (e, ė) pode ser reescrita do seguinte

modo:

V (e, ė) = zTe




I 0

π(e)I I





︸ ︷︷ ︸

wT




M(q) 0

0 Kp − π(e)2M(q)





︸ ︷︷ ︸

H




I π(e)I

0 I



 ze

︸ ︷︷ ︸

w

= wTHw

= wT1 M(q)w1 + wT2
[
Kp − π(e)2M(q)

]
w2

Para que a função V (e, ė) seja positiva definida, a matriz Kp tem que ser escolhida

de forma que a matriz Kp − π(e)2M(q) seja positiva definida.

Como 0 ≤ π(e) ≤ δch
√

1 + ς2∆2
h, se a matriz Kp for escolhida tal que

λm(KP ) > δ2c2h(1 + ς2∆2
h)λM(M),

então a matriz H será positiva definida e conseqüentemente a função V (e, ė) também

será positiva definida. Portanto, V5(ze) ≥ α5(|ze|), onde α5(r) = κ5nr
2 ∈ K∞, com

κ5n definido em (2.70)

Agora, um limitante superior para V5(ze) será encontrado. Usando a igualdade

|x| x− |y| y =
1

2
[(|x| + |y|)(x− y) + (x+ y)(|x| − |y|)] ,

o seguinte resultado pode ser obtido:

eT (Ψ(q)q − Ψ(qd)qd) =
1

2

n∑

i=1

ψi
[
(|qi| + |qdi

|)e2i + ei(qi + qdi
)(|qi| − |qdi

|)
]
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Usando as desigualdades |qi| ≤ |ei| + |qdi
| e |qi| − |qdi

| ≤ |ei|, segue que:

∣
∣eT (Ψ(q)q − Ψ(qd)qd)

∣
∣ ≤

n∑

i=1

ψi(|ei| + 2 |qdi
|) |ei|2 ≤ ψM |e|3 + 2ψM |qd|M |e|2

A função V5(ze) pode ser majorada superiormente por V5 ≤ z̄Te P̄2z̄e/2 + ψM |ze|3,
onde z̄Te = [|e| |ė|] e P̄2 é definido em (2.71). Logo, V5(ze)≤ α5(|ze|), onde α5(r) =

κ6nr
2 + ψMr

3 ∈ K∞ com κ6n definido em (2.71). Logo, V5(ze) é uma função de

armazenamento suave.

C.11 Proposição Auxiliar 2

A função eT (Ψ(q)q − Ψ(qd)qd) pode ser limitada inferiormente do seguinte modo:

ψm√
n
|e|3 ≤ eT (Ψ(q)q − Ψ(qd)qd) (C.29)

Prova:

Considere a função eT (Ψ(q)q − Ψ(qd)qd). De (C.28) e usando a igualdade

|x| x− |y| y =
1

2
[(|x| + |y|)(x− y) + (x+ y)(|x| − |y|)] ,

o seguinte resultado pode ser obtido:

eT (Ψ(q)q − Ψ(qd)qd) =
1

2

n∑

i=1

(|qi| + |qdi
|)e2i + (qi − qdi

)(qi + qdi
)(|qi| − |qdi

|)

Usando a igualdade (qi − qdi
)(qi + qdi

) = |qi|2 − |qdi
|2 = |qi| + |qdi

|)(|qi| − |qdi
|) e a

desigualdade |ei| ≤ |qi| + |qdi
|, tem-se:

eT (Ψ(q)q − Ψ(qd)qd) ≥
1

2

n∑

i=1

ψi
[
|ei| e2i + (|qi| + |qdi

|)(|qi| − |qdi
|)2
]
≥ 0

Como |qi| ≥ |ei| − |qdi
|, pode-se verificar que:

eT (Ψ(q)q − Ψ(qd)qd) ≥
1

2

n∑

i=1

ψi
[
|ei|3 + |ei| (|ei| − 2 |qdi

|)2
]
≥ ψm(|e1|3 + · · · + |en|3)

(C.30)

Usando o resultado da Proposição Auxiliar C.1, a desigualdade (C.29) pode ser

verificada.
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C.12 Prova do Lema 2.7

Usando o fato de que Ψ̇(q)q=Ψ(q)q̇ e Ψ̇(qd)qd=Ψ(qd)q̇d, a derivada temporal de V5

é dada por:

V̇5 = − ζėTFvė− ėTKdė−ėTKdǫe − ėT (Ψ(q)q−Ψ(qd)qd) − ėThe

+
1

3
ėT (Ψ(q)q − Ψ(qd)qd) +

2

3
eT (Ψ(q)q̇ − Ψ(qd)q̇d) + δφ̇T (e)M(q)ė

+ δφT (e)CT (q, q̇)ė− δζφT (e)Fv ė− δφT (e)Kpe− δφT (e)Kdė

− δφT (e)Kdǫe − δφT (e) (Ψ(q)q−Ψ(qd)qd) − δφT (e)he (C.31)

onde as Propriedades 2.3 e 2.4 foram utilizadas.

Defina a função φ1 = −ėT (Ψ(q)q−Ψ(qd)qd) + eT (Ψ(q)q̇ − Ψ(qd)q̇d)

φ1 =
n∑

i=1

ψi [q̇i |qdi
| qdi

+ q̇di
|qi| qi − qi |qdi

| q̇di
− qdi

|qi| q̇i]

=

n∑

i=1

ψi (qiq̇di
− q̇iqdi

) (|qi| − |qdi
|)

Usando o fato que qi = ei + qdi
e q̇i = ėi + q̇di

, tem-se

φ1 =
n∑

i=1

ψi (eiq̇di
− ėiqdi

) (|qi| − |qdi
|)

Como |qi| − |qdi
| ≤ |ei|, pode-se concluir que:

φ1 ≤
n∑

i=1

ψi
(
|ei|2 |q̇d|M + |ėi| |ei| |qd|M

)
≤ ψM |q̇d|M |e|2 + ψM |qd|M |e| |ė|

Logo, o seguinte resultado pode ser obtido:

−2

3

[
ėT (Ψ(q)q−Ψ(qd)qd) + eT (Ψ(q)q̇ − Ψ(qd)q̇d)

]
≤ 2

3
ψM

(
|q̇d|M |e|2 + |qd|M |e| |ė|

)

Usando a desigualdade (C.29) o termo −δfT (e) (Ψ(q)q−Ψ(qd)qd) pode ser majorado

por:

−δfT (e) (Ψ(q)q−Ψ(qd)qd) ≤ −δψm
ch
√

1 + ς2∆2
h√

n

|e|3
√

1 + ς2 |e|2
(C.32)

Usando os majorantes (C.18)–(C.22) (trocando ε2 por δ quando necessário) a
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derivada temporal V̇5(ze) dada por (C.31) pode ser majorada por:

V̇5≤−ζėTFvė−
3

4
ėTKdė−

[
1

8
ėTKdė− λM(Kd)|ė||ǫe|

]

−
[
1

8
ėTKdė−

2

3
ψM |qd|M |e||ė|

]

+
2

3
ψM |q̇d|M |e|2 + c1 |q̇d|M |ė|2 + |ė| |f(e)| + 2δλM(M)ch

√

1 + ς2∆2
h |ė|

2

+ 2δc1 |q̇d|M |ė| |f(e)| + δc1ch

√

1

ς2
+ ∆2

h |ė|
2 + δζλM(Fv) |f(e)| |ė|

− 1

4
δλm(Kp)ch

√

1+ς2∆2
h |e|

2

√

1+ς2 |e|2
− 1

2
δ

λm(Kp)

ch
√

1+ς2∆2
h

|f(e)|2 + δλM(Kd)|f(e)||ė|

+ δ |f(e)|2 −
[

1

4
δ

λm(Kp)

ch
√

1+ς2∆2
h

|f(e)|2−δλM(Kd)|f(e)||ǫe|
]

− δψm
ch
√

1 + ς2∆2
h√

n

|e|3
√

1 + ς2 |e|2
(C.33)

Completando os quadrados nos termos entre colchetes, tem-se:

V̇5 ≤− [|ė| |f(e)|]Qn




|ė|

|f(e)|



− 1

4
δλm(Kp)ch

√

1 + ς2∆2
h |e|

2

√

1 + ς2 |e|2

− δψm
ch
√

1+ς2∆2
h√

n

|e|3
√

1+ς2 |e|2
+

2

3
ψM

|q̇d|M λm(Kd)+
4
3
ψM |qd|2M

λm(Kd)
|e|2

+
2λ2

M(Kd)

λm(Kd)
|ǫe|2 + δ

ch
√

1 + ς2∆2
hλ

2
M(Kd)

λm(Kp)
|ǫe|2 (C.34)

onde Qn é uma matriz simétrica dada por (2.80), com χ2n e χ3n definidos em (2.74)

e (2.76), respectivamente.

Note que se o ganho Kp for escolhido de forma a satisfazer

λm(Kp) ≥
16
√

1 + ς2ψM
(
|q̇d|M λm(Kd) + 4

3
ψM |qd|2M

)

3δch
√

1 + ς2∆2
hλm(Kd)

,

então a seguinte desigualdade será válida para |e| ≤ 1:

−1

8
δλm(Kp)ch

√

1+ς2∆2
h |e|

2

√

1+ς2 |e|2
+

2

3
ψM

|q̇d|M λm(Kd) + 4
3
ψM |qd|2M

λm(Kd)
|e|2 ≤ 0

Usando o fato de que
|e|

√

1 + ς2 |e|2
≥ 1√

1 + ς2
, ∀ |e| ≥ 1, se o parâmetro δ for

escolhido tal que

δ ≥ 2
√
n

3ξ

√
1 + ς2ψM

(
|q̇d|M λm(Kd) + 4

3
ψM |qd|2M

)

ψmch
√

1 + ς2∆2
hλm(Kd)
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onde 0 < ξ < 1 é uma constante escolhida de forma conveniente. Então a seguinte

desigualdade será válida para |e| ≥ 1:

−δ ξ ψm ch
√

1 + ς2∆2
h√

n

|e|3
√

1 + ς2 |e|2
+

2

3
ψM

|q̇d|M λm(Kd) + 4
3
ψM |qd|2M

λm(Kd)
|e|2 ≤ 0

Se os parâmetros Kp e Kd forem escolhidos de forma que as condições (2.40) e

(2.39) sejam satisfeitas, então Qn será positiva definida. Considere a seguinte função

φ2 definida por:

φ2 = λm(Q) |ė|2 +
1

8
δλm(Kp)ch

√

1+ς2∆2
h |e|

2

√

1+ς2 |e|2
+ δ(1− ξ)

ψmch
√

1+ς2∆2
h√

n

|e|3
√

1+ς2 |e|2

A função φ2(ze) pode ser majorada pela função φ̄2(|ze|) definida por:

φ̄2(r) =







κ̃7
r3

√
1 + r2

, r ≥ κr

κ̂7
r2

√
1 + r2

, r < κr

, κr =
κ̂7

κ̃7
, (C.35)

κ̃7 ≤ min

{

λm(Q),
δ(1−ξ)ch

√
1+ς2∆2

h

2
√
n

}

e κ̂7 ≤ min
{

λm(Q), 1
8
δλm(Kp)ch

√

1+ς2∆2
h

}

,

No desenvolvimento do majorante φ̄2(|ze|) foi utilizada a seguinte desigualdade:

|e|
√

1+ς2 |e|2
≥ |e|
√

1+|e|2
, ∀e ∈ R

n,

De (C.34) e de (C.35), pode-se mostrar que V̇5(ze) pode ser majorada por (2.77).

Logo, pela Definição 3, V5(ze) é uma função de Lyapunov-ISS para o subsistema ze.

Além disso, a desigualdade (2.81) segue da Definição 1.

De acordo com o Lema 2.6, a função ᾱ5(|ze|) em (2.5) pode ser redefinida por

ᾱ5(r) = κ̄6nr
2 ∈ K∞, κ̄6n = κ6 + ψMR

Portanto, dentro de DR, o ganho ISS γzn(r) = κznr, com κzn definido em (2.82).

C.13 Prova do Lema 2.8

A derivada temporal de V6 é dada por:

V̇6 = −1

µ
ǫTe ǫe+ǫ

T
eM

−1(q) [C(q, q̇)ė+ζFvė+Kpe+(Ψ(q)q−Ψ(qd)qd)+Kdė+Kdǫe+he]

(C.36)

184



Como |Ψ(q)q−Ψ(qd)qd| ≤ ψM |e|2 + 2ψM |qd|M |e|, usando a Proposição 2.2 e as

Propriedades 2.1 e 2.8, a derivada temporal de V6 pode ser majorada por:

V̇6 ≤− 1

µ
|ǫe|2 +

λM(Kp) + ch + 2ψM |qd|M
λm(M)

|e| |ǫe| +
ψM

λm(M)
|e|2 |ǫe| +

c1
λm(M)

|ė|2 |ǫe|

+
2c1|q̇d|M+ζλM(Fv)+λM(Kd)

λm(M)
|ė| |ǫe| +

λM(Kd)

λm(M)
|ǫe|2 (C.37)

onde o fato de que |q̇| ≤ |q̇d|M + |ė| foi utilizado. A desigualdade (C.37) pode ser

reescrita da seguinte forma:

V̇6 = − 1

4µ
|ǫe|2 −

[
1

8µ
|ǫe|2 −

λM(Kp) + ch + 2ψM |qd|M
λm(M)

|e| |ǫe|
]

−
[

1

8µ
|ǫe|2−

ψM
λm(M)

|e|2 |ǫe|
]

−
[

1

8µ
|ǫe|2−

2c1|q̇d|M+ζλM(Fv)+λM(Kd)

λm(M)
|ė||ǫe|

]

−
[

1

8µ
|ǫe|2−

c1
λm(M)

|ė|2|ǫe|
]

−
(

1

4µ
− λM(Kd)

λm(M)

)

|ǫe|2 (C.38)

Após completar os quadrados nos termos entre colchetes de (C.38), o seguinte

resultado pode ser obtido para µ ≤ λm(M)
4λM (Kd)

V̇6 ≤− 1

4µ
|ǫe|2 + 2µ

(λM(Kp) + ch + 2ψM |qd|M)2

λ2
m(M)

|e|2 + 2µ
ψ2
M

λ2
m(M)

|e|4

+ 2µ
c21

λ2
m(M)

|ė|4 + 2µ
(2c1 |q̇d|M+ζλM(Fv)+λM(Kd))

2

λ2
m(M)

|ė|2 (C.39)

De (C.39), é posśıvel mostrar que V̇6 pode ser majorada por (2.85). Portanto,

V6(ǫe) é uma função de Lyapunov-ISS para o subsistema-ǫe. Além disso, escolhendo

α6(|ǫe|) = α6(|ǫe|) = 1/2 |ǫe|2, pode-se verificar que a desigualdade (2.88) é válida.

Dentro de DR a função σ6(µ |ze|) pode ser redefinida da seguinte forma:

σ6(µr) = µκ11nr
2 ∈ K∞

com κ11n = κ9 + κ10R
2. Portanto, dentro de DR, o ganho ISS γǫn(µr) = µκǫnr, com

κǫn definida por (2.89).
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Apêndice D

Provas dos Lemas do Caṕıtulo 3

D.1 Prova do Lema 3.1

Derivando V1 com respeito ao tempo, e usando as Propriedade 3.3 e 3.4, segue que:

V̇1 = q̇Td− q̇TDl(q)q̇ − q̇TDnl(q)q̇ − ν̂TKdν̂ + ε1
q̇TM(q)q̇
√

1 + q̃T q̃

+ ε1
q̃TCT (q, q̇)q̇
√

1 + q̃T q̃
+ ε1

q̃Td
√

1 + q̃T q̃
− ε1

q̃T
(
ζDl(q) +Dnl(q)

)
q̇

√

1 + q̃T q̃

− ε1
q̃TKpq̃
√

1 + q̃T q̃
− ε1

q̃TKdν̂
√

1 + q̃T q̃
− ε1

(q̃TM(q)q̇)(q̃T q̇)

(1 + q̃T q̃)3/2

(D.1)

onde o fato de que fD(q, q̇) =Dl(q)q̇+Dnl(q, q̇)q̇ foi utilizado. O restante da prova

é dividido em duas etapas. Primeiramente, será considerado que a matriz Dl(q)

seja positiva definida. Neste caso, seguindo os desenvolvimento apresentados na

Seção C.2 e usando as desigualdades:

−q̇TDnl(q)q̇ ≤ 0, −ε1
q̃TDnl(q)q̇
√

1 + q̃T q̃
≤ ε1δM |q̇|2 ,

é posśıvel obter o seguinte resultado, para ε1 suficientemente pequeno:

V̇1(x) ≤ −α1(|x|) + σ1(|d|) (D.2)

onde α1(r), σ1(r) ∈ K∞. Portanto, neste caso V1(x) é uma função de Lyapunov-ISS

para o sistema em malha fechada (3.13).

Agora será considerado que Dl(q) seja apenas positiva semi-definida. Usando
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(3.5) e a desigualdade |q̇| |d|≤|d|+|q̇|3/2 |d|, a função V̇1(x) pode ser majorada por:

V̇1 ≤ −1

2
δm |q̇|3−1

2
ν̂TKdν̂−

1

2
ε1

q̃TKpq̃
√

1+q̃T q̃
+ (1+ε1) |d|+ε1 (2λM(M)+c1+δM) |q̇|2

−
[

1

2
λm(Kd) |ν̂|2 − ε1

λM(Kd) |q̃|
√

1 + q̃T q̃
|ν̂|
]

−
[
1

2
δm |q̇|3 − |d| |q̇|3/2

]

−
[

1

2
ε1
λm(Kp) |q̃|2
√

1 + q̃T q̃
− ε1

λM(Dl) |q| |q̇|
√

1 + q̃T q̃

]

Após completar os quadrados nos termo entre colchetes e usando a desigualdade

K |q̇|2 ≤ K +K |q̇|3 (K > 0), é posśıvel verificar que:

V̇1 ≤ −1

4
δm |q̇|3 − 1

2
λm(Kd) |ν̂|2 −

1

4
ε1
λm(Kp) |q̃|2
√

1 + q̃T q̃
+ε1κ1 −

(
1

4
δm − ε1κ1

)

|q̇|3

+(1+ε1) |d| +
1

2δm
|d|2 − 1

2
ε1

|q|2
√

1+qTq

(

1

2
λm(Kp) − ε1

λ2
M(Kd)

λm(Kd)
√

1+qTq

)

onde κ1 = 2λM(M)+c1+δM+
λ2
M(Dl)

2λm(Kp)
. Usando as desigualdades

|y|3

(1+|y|2)
≤ |y|2
√

1+|y|2
≤ |y|2 , |y|3

(1+|y|2)
≤ |y|3 , ∀y ∈ R

n

e se ε for escolhido tal que:

ε1<min

{
λm(Kp)λm(Kd)

2λ2
M(Kd)

,
δm
4κ

}

então, o seguinte resultado pode ser obtido:

V̇1 ≤ −κ2
|x|3

(1+|x|2)
+ κ3(|d| + |d|2) + ε1κ1 (D.3)

onde κ2 (κ3) é uma constante positiva suficientemente pequena (grande). De (D.3)

é imediato concluir que a desigualdade (3.16) é válida. Portanto, neste caso V1(x) é

uma função de Lyapunov-ISpS para o sistema em malha fechada (3.13). Note que

(D.2) é um caso particular de (3.16), onde a constante c̄1 = 0.

D.2 Prova do Lema 3.2

A prova deste Lema é similar à prova do Lema 2.2

De (C.2), a lei de controle definida em (3.20) pode ser reescrita como:

τ = −Kpq −Kdν̂ +Kpqd −Kdν̂d + Ydθ + de (D.4)
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Note que (D.4) é equivalente a (3.12) com q̃ = q (qr = 0) e

di = Kpqd −Kdν̂d +M(qd)q̈d+C(qd, q̇d)q̇d+fD(q, q̇d)+g(qd) + de

Como a função fD(q, q̇d) é uniformemente limitada e a perturbação de também é

uniformemente limitada, de acordo com a Hipótese 3.2, é posśıvel concluir que a

perturbação d = di − g(q) é uniformemente limitada, podendo ser majorada por:

|d(t)| ≤ Cd, ∀t

onde Cd é uma constante positiva. De (3.16), pode-se verificar que V̇1(x) < 0, se

|x|>α−1
1 (σ1(Cd) + c̄1). Logo, é posśıvel concluir que: (ver Lema 2.14 de (Sontag &

Wang 1995)):

|x(t)| ≤ βx(|x(t0)| , t− t0) + γx(C̄d)

onde βx ∈ KL, γx(r)=α−1
1 ◦ α1 ◦ α−1

1 (r)∈K∞ e C̄d = σ1(Cd) + c̄1.

O restante da prova segue os desenvolvimentos apresentados na seção C.3.

D.3 Prova do Lema 3.3

Considere a seguinte função de Lyapunov-ISS candidata:

V2(ze) =
1

2
ėTM(q)ė+

1

2
eTKpe+ ε2φ

T (e)M(q)ė

onde ε2 é uma constante positiva suficientemente pequena e a função φ(e) é definida

em (2.30). De acordo com a Proposição 2.3, V2(ze) é uma função de armazenamento

suave se ε2 satisfizer a desigualdade (2.35).

A derivada temporal de V2(ze) ao longo das soluções de (3.23) é dada por:

V̇2(ze) = − ėT (fD(q, q̇) − fD(q, q̇d)) − ėTKdė− ėTKdǫe − ėThe + ėTde

+ ε2φ̇
T (e)M(q)ė+ ε2φ

T (e)CT (q, q̇)ė− ε2φ
T (e) (fD(q, q̇)−fD(q, q̇d))

− ε2φ
T (e)Kpe− ε2φ

T (e)Kdė− ε2φ
T (e)Kdǫe−ε2φ

T (e)he+ε2φ
T (e)de

onde as Propriedades 3.3 e 3.4 foram utilizadas. De acordo com a Propriedade 3.10,

pode-se concluir que:

ėT (fD(q, q̇) − fD(q, q̇d)) ≥ 0 (D.5)
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Considere a função cont́ınua ϕ : [0, 1] → R
n, que é continuamente diferenciável no

intervalo (0, 1), e dada por ϕ(ξ) = ξq̇ − (1 − ξ)q̇d. Do Teorema do Valor Médio

(Abraham, Marsden & Ratiu 1988), o seguinte resultado pode ser estabelecido:

fD(q, q̇) − fd(q, q̇d) = (q̇ − q̇d)

∫ 1

0

∂fD(q, ϕ(ξ))

∂ϕ(ξ)
dξ (D.6)

De (D.6) e usando a Propriedade 3.11, tem-se que:

|fD(q, q̇) − fD(q, q̇d)| ≤ (K1 + 2K2 |q̇d|M) |ė| +K2 |ė|2 (D.7)

Desta forma, pode ser verificado que:

∣
∣ε2φ

T (e) (fD(q, q̇)−fD(q, q̇d))
∣
∣ ≤ ε2 (K1 + 2K2 |q̇d|M) |φ(e)| |ė|+ε2K2ch

√

1

ς2
+∆2

h |ė|
2

(D.8)

onde a desigualdade (2.32) foi utilizada. Usando os majorantes (C.18)–(C.22) e as

desigualdades (D.5) e (D.8), a derivada temporal V̇2(ze) pode ser majorada por:

V̇2 ≤−1

2
ėTKdė−

[
1

4
ėTKdė− λM(Kd) |ė| |ǫe|

]

+ c1 |q̇d|M |ė|2 + |ė| |φ(e)|

−
[
1

4
ėTKdė− |ė| |de|

]

+ 2ε2λM(M)ch

√

1+ς2∆2
h |ė|

2 + 2ε2c1 |q̇d|M |ė| |φ(e)|

+ε2c1ch

√

1

ς2
+∆2

h |ė|
2 + ε2 (K1 + 2K2 |q̇d|M) |φ(e)| |ė| + ε2K2ch

√

1

ς2
+∆2

h |ė|
2

−1

2
ε2

λm(Kp)

ch
√

1+ς2∆2
h

|φ(e)|2 − 1

4
ε2λm(Kp)ch

√

1+ς2∆2
h |e|

2

√

1+ς2 |e|2
+ ε2λM(Kd) |φ(e)| |ė|

−
[

1

8
ε2

λm(Kp)

ch
√

1+ς2∆2
h

|φ(e)|2 − ε2λM(Kd) |φ(e)| |ǫe|
]

+ ε2 |φ(e)|2

−
[

1

8
ε2

λm(Kp)

ch
√

1+ς2∆2
h

|φ(e)|2 − ε2 |φ(e)| |de|
]

Completando os quadrados nos termos entre colchetes, tem-se:

V̇2 ≤ − [|ė| |φ(e)|]Q




|ė|

|φ(e)|



−1

4
ε2λm(Kp)ch

√

1+ς2∆2
h |e|

2

√

1+ς2 |e|2
+
λ2
M(Kd)

λm(Kd)
|ǫe|2

+
|de|2

λm(Kd)
+ ε2

2ch
√

1+ς2∆2
hλ

2
M(Kd)

λm(Kp)
|ǫe|2 + ε2

2ch
√

1+ς2∆2
h

λm(Kp)
|de|2 (D.9)

onde Q é uma matriz simétrica dada por:

Q =






1
2
λm(Kd) − χ2 −χ3

2

−χ3

2
ε2

(

λm(Kp)

2ch
√

1+ς2∆2
h

− 1

)






189



com χ2 e χ3 definidos em (3.28) e (3.29), respectivamente.

Se os parâmetros Kp, Kd forem escolhidos de forma que as condições (3.26) e

(3.27) sejam satisfeitas, então Q será positiva definida. De (D.9) e como

|e|2
√

1 + ς2 |e|2
≥ |e|2
√

1 + |e|2
,

pode-se mostrar que V̇2(ze) pode ser majorada do seguinte modo:

V̇2(ze) ≤ −α2(|ze|) + σǫ2(|ǫe|) + σd2(|de|) (D.10)

onde α2(r) = κ7r
2/
√

1 + r2 ∈ K∞, com

κ7 = min

{

λm(Q),
1

4
ε2λm(Kp)ch

√

1+ς2∆2
h

}

; (D.11)

σǫ2(r) = κ8r
2 ∈ K∞, com

κ8 =
λ2
M(Kd)

(

λm(Kp)+2ε2ch
√

1+ς2∆2
hλm(Kd)

)

λm(Kd)λm(Kp)
(D.12)

e σd2(r) = κ9r
2 ∈ K∞, com

κ9 =
λm(Kp)+2ε2ch

√

1+ς2∆2
hλm(Kd)

λm(Kd)λm(Kp)

Portanto, de acordo com a Definição 3, a função de armazenamento V2(ze) é uma

função de Lyapunov-ISS para o subsistema-ze. Além disso, pela Definição 1, tem-se:

|Xe(t)| ≤ βz(|ze(t0)| , t− t0) + γǫz(||ǫe||) + γdz (||de||)

onde βz ∈ KL, γǫz(r) = α−1
2 ◦ α2 ◦ α−1

2 ◦ σǫ2(r), γdz (r) = α−1
2 ◦ α2 ◦ α−1

2 ◦ σd2(r) ∈ K∞,

com α2(r) e α2 definidas em (2.36).

Dentro de DR a função α2(|ze|) em (D.10) pode ser redefinida por:

α2(r) = κ̄7r
2, κ̄7 =

κ7√
1 +R2

(D.13)

onde κ7 é definido em (D.11). Portanto, dentro de DR, o ganho ISS γz é dado por:

γz(r) = κzr, κz =

√
κ6κ8

κ5κ̄7

onde κ5, κ6, κ̄7 e κ8 são definidos em (2.37), (2.38), (D.13) e (D.12), respectivamente.
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D.4 Prova do Lema 3.4

Considere a seguinte função de Lyapunov-ISS candidata:

V3(ǫe) =
1

2
ǫTe ǫe,

cuja derivada temporal de V3 é dada por:

V̇3 = − 1

µ
ǫTe ǫe + ǫTeM

−1(q) [C(q, q̇)ė+ (fD(q, q̇) − fD(q, q̇d))

+Kpe+Kdė+Kdǫe + he − de]

De (D.7), a seguinte desigualdade pode ser obtida:

∣
∣ǫTe (fD(q, q̇)−fD(q, q̇d))

∣
∣≤(K1 + 2K2 |q̇d|M) |ǫe| |ė| +K2 |ǫe| |ė|2

Usando a Proposição 2.2 e as Propriedades 3.1, e 3.8, a derivada temporal de V3

pode ser majorada por:

V̇3 = − 1

4µ
ǫTe ǫe −

[
1

8µ
|ǫe|2 −

λM(Kp) + ch
λm(M)

|e| |ǫe|
]

−
[

1

8µ
|ǫe|2−

c1 +K2

λm(M)
|ė|2|ǫe|

]

−
[

1

8µ
|ǫe|2−

K1 + 2(c1 +K2)|q̇d|M+λM(Kd)

λm(M)
|ė||ǫe|

]

−
[

1

8µ
|ǫe|2−

1

λm(M)
|de||ǫe|

]

−
(

1

4µ
− λM(Kd)

λm(M)

)

|ǫe|2 (D.14)

Após completar os quadrados nos termos entre colchetes, o seguinte resultado

pode ser obtido para µ ≤ λm(M)
4λM (Kd)

V̇3 ≤ − 1

4µ
|ǫe|2 + 2µ

(λM(Kp) + ch)
2

λ2
m(M)

|e|2 + 2µ
(K1 + 2(c1 +K2) |q̇d|M+λM(Kd))

2

λ2
m(M)

|ė|2

+2µ
(K2 + c1)

2

λ2
m(M)

|ė|4 + 2µ
1

λ2
m(M)

|de|2 (D.15)

De (D.15), é posśıvel mostrar que V̇3 pode ser majorada pela seguinte desigualdade:

V̇3(ǫe) ≤ −α3(|ǫe|) + σz3(µ |ze|) + σd3(µ |de|) (D.16)

onde α3(r) = 1
4µ
r2 ∈ K∞, σz3(µr) = µr2(κ10 + κ11r

2) ∈ K∞, com

κ10 =
2

λ2
m(M)

max







(λM(Kp) + ch)
2 ,

(K1 + 2(c1 +K2) |q̇d|M+λM(Kd))
2






(D.17)
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κ11 =
(K2 + c1)

2

λ2
m(M)

(D.18)

e σd3(µr) = µκ12r
2 ∈ K∞, com κ12 = 2/λ2

m(M).

Portanto, de acordo com a Definição 3, a função de armazenamento é uma função

de Lyapunov-ISS para o subsistema-ǫe. Além disso, escolhendo α3(|ǫe|) = α3(|ǫe|) =

1/2 |ǫe|2, pode-se concluir pela Definição 1 que:

|ǫe(t)| ≤ βǫ(|ǫe(t0)| , t− t0) + γzǫ (||ze||) + γdǫ (µ ||de||)

onde βǫ ∈ KL, γzǫ (µr) = α−1
3 ◦ σz3(µr) e γdǫ (µr) = α−1

3 ◦ σd3(µr).
Dentro de DR, a função σz3(µ |ze|) pode ser redefinida da seguinte forma:

σz3(µr) = µκ13r
2 ∈ K∞ (D.19)

com

κ13 = κ10 + κ11R
2 (D.20)

Portanto, dentro de DR, o ganho ISS γzǫ é dado por γzǫ (µr) = µκǫr, com κǫ = 2
√
κ13
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Apêndice E

Demonstração do Lema do

Caṕıtulo 4

E.1 Demonstração do Lema 4.1

Considere a forma não recursiva equivalente do diferenciador (4.46). Usando a

seguinte mudança de variáveis:

σi = zi − f (i)(t), i = 0, . . . , n

o esquema não recursivo (4.47) pode ser reescrito como:






σ̇0 = −κ0 |σ0|n/(n+1) sign(σ0) + σ1

σ̇1 = −κ1 |σ0|(n−1)/(n+1) sign(σ0) + σ2

...

σ̇i = −κi |σ0|(n−i)/(n+1) sign(σ0) + σi+1

...

σ̇n = −κnsign(σ0) − f (n+1)(t)

(E.1)

As equações σ̇i = −κi |σ0|(n−i)/(n+1) sign(σ0) + σi+1, i = 0, . . . , n− 1 podem ser

reescritas da seguinte forma:

σ̇i = −ai(σ0)σ0 − bi(σ0) + σi+1

onde:

ai(σ0) =







κi , |σ0| ≤ 1

κi

|σ0|(i+1)/(n+1) , |σ0| > 1
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bi(σ0) =







κi |σ0|
n−i
n+1 sign(σ0) − κiσ0 , |σ0| ≤ 1

0 , |σ0| > 1

Note que |ai(σ0)| < Ki e |bi(σ0)| < ci, onde ci são constantes positivas.

A equação σ̇n = −κnsign(σ0) − f (n+1)(t) pode ser reescrita do seguinte modo:

σ̇n = −an(σ0) − bn

onde:

an(σ0) = κnsign(σ0)

bn = f (n+1)(t)

Note que |an(σ0)| < Kn e |bn| < Kn+1.

Definindo o vetor de estados completo como sendo Σ = [σ0 σ1 . . . σn]
T , o

sistema (E.1) pode ser reescrito como:

Σ̇ = A(Σ)Σ + b(Σ) (E.2)

onde:

A(Σ) =














−a0(σ0) 1 0 . . . 0

−a1(σ0) 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

−an−1(σ0) 0 0 . . . 1

−an(σ0) 0 0 . . . 0














b(Σ) =











−b0(σ0)

−b1(σ0)
...

bn











Deve se destacar que ||A(Σ)|| < c1 e ||b(Σ)|| < c2, onde c1 e c2 são duas constantes

positivas.

Considere a seguinte função de Lyapunov:

V (Σ) = ΣTΣ (E.3)

De (E.2) a função de Lyapunov (E.3) tem a seguinte derivada temporal:

V̇ (Σ) = ΣT
[
A(Σ) + AT (Σ)

]
Σ + 2ΣT b(Σ) (E.4)
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De (E.4), tem-se:

V̇ (Σ) ≤ c3 ||Σ||2 + c4 ||Σ||
V̇ (Σ) ≤ c3 ||Σ||2

V̇ (Σ) ≤ c3V (Σ)

(E.5)

onde: c3 e c4 são constantes positivas.

Usando a equação de comparação:

V̇c(Σ) = c3Vc(Σ)

sabe-se que se Vc(0) = V (0), então:

V (t) ≤ Vc(t), ∀t ≥ 0

Como Vc(t) = ec3tVc(0), então:

V (t) ≤ ec3tV (0)

Logo, V (t) não escapa em tempo finito para qualquer constante Kn+1 finita.
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Apêndice F

Lema Auxiliar e Provas dos

Teoremas do Caṕıtulo 5

No que se segue, κ’s denotam constantes positivas; π(t) é uma função de decai-

mento exponencial (|π(t)|≤Ke−λt, ∀t), onde K é uma constante positiva, que pode

depender das condições iniciais do sistema, e λ é uma constante positiva (genérica).

F.1 Lema Auxiliar

Lema F.1 Considere a seguinte equação diferencial:

ν̇ = −amν +Kp [u+ d]

onde am > 0; Kp é assumido como sendo positivo, sem perda de generalidade; u =

−f(t)sgn(ξ(t)), d(t) e f(t) são funções localmente integráveis, ξ(t) := ν(t) + β(t),

onde β(t) é absolutamente cont́ınua (∀t). Se f(t)≥|d(t)| , ∀t, então os sinais ξ(t) e

ν(t) são limitados por:

|ξ(t)| and |ν(t)|≤|ν(t0)| e−am(t−t0)+2
∣
∣
∣
∣β[t0,t]

∣
∣
∣
∣ (F.1)

Prova: A demonstração é baseada no Lema da comparação (Filippov 1964). A

prova completa pode ser encontrada em (Hsu et al. 1997).
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F.2 Prova do Teorema 5.1

Para analisar as propriedades de estabilidade e de convergência do sistema do erro

em malha fechada. Primeiramente, será provado que o subsistema-xε, definido em

(5.23) é ISpS com respeito à entrada xe. Para esta finalidade, considere a seguinte

função de Lyapunov-ISpS candidata:

V (xε)=xTε Pxε,

onde P = P T > 0 e ATε P + PAε = −Q, com Q = QT > 0. A derivada temporal de

V (xε) ao longo da solução de (5.23) é dada por:

V̇ =−1

τ
xTεQxε+2xTε Pbεν̇,

podendo ser majorada por:

V̇ ≤ −1

τ
κ1 |xε|2 + τκ2 |ν̇|2 (F.2)

onde κ1 = λm(Q)/2 e κ2 = 2 |Pbε|2 /λm(Q). De (F.2), é posśıvel mostrar que:

|xε| ≤ πε + τκ3

∣
∣
∣
∣ν̇[t0,t]

∣
∣
∣
∣ (F.3)

Usando a relação ω = Ω1X + Ω2r e xe = X − Xm, tem-se que ω = Ω1xe +

Ω1Xm+Ω2r. Como o modelo de referência é um sistema estável e os sinais r, df e d

são uniformemente limitados, é posśıvel concluir que Xm também é uniformemente

limitado. Desta forma, segue que:

̺(t) < κ4 |xe| + κ5 (F.4)

De (5.9), (5.18) e (F.4), e como ̺(t) ≥
∣
∣Ū
∣
∣, o seguinte majorante para ν̇ pode

ser estabelecido:

||ν̇|| ≤ κ6 ||xe|| + κ7 (F.5)

De (F.3) e (F.5), pode-se verificar que:

|xε| ≤ πε + τκε

∣
∣
∣

∣
∣
∣xe[t0,t]

∣
∣
∣

∣
∣
∣ + τκ8 (F.6)

Logo, pela Definição 1, pode-se concluir que xε é ISpS com respeito à entrada

xe. Agora, será provado que o subsistema-xe definido em (5.9) é ISpS com respeito

à entrada xε.
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De (5.9) e (5.18), e como é assumido que a planta possui grau relativo ρ, segue

que:

ν̇ = hTc A
ρ
cxe +

ρ−2
∑

i=0

lih
T
c A

(i+1)
c xe + k∗hTc A

ρ−1bc
[
u− Ū

]

De (5.3) e usando o Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se:

Aρc = −
ρ−2
∑

i=0

liA
(i+1)
c − am

ρ−1
∑

i=0

liA
(i)
c , (lρ−1 = 1)

Então, usando o fato de que k∗ = Kp/Km, pode-se concluir que:

ν̇ = −amν +Kp

[
u− Ū

]
(F.7)

onde o sinal de controle (5.20) pode ser reescrito como u = −f(t)sgn(ξ), com

ξ := ν + β e β := εl + βα, uma vez que ν̂l = ν + εl. De (5.23) e usando o fato que

βα ≤ τKR, o sinal auxiliar β(t) pode ser majorado por:

||β|| ≤ ||xε|| + τKR

Agora, como ̺(t) ≥
∣
∣Ū
∣
∣ e β(t) é absolutamente cont́ınuo, aplicando o Lema F.1 para

(F.7), tem-se:

|ν(t)| ≤ πν + 2
∣
∣
∣

∣
∣
∣xε[t0,t]

∣
∣
∣

∣
∣
∣ + 2τKR (F.8)

De (5.9) e (F.7), o seguinte resultado pode ser obtido:

ẋe = Acxe +
bc
Km

(ν̇ + amν)

Então, para eliminar o termo derivativo ν̇, a seguinte transformação de variáveis

x̂e :=xe−[bcν]/Km é realizada, resultando em:

˙̂xe = Acx̂e +
bc
Km

(Ac + am I)ν

Deste modo, o erro auxiliar x̂e pode ser majorado por: |x̂e(t)| ≤ πê(t) + νf (t),

onde νf (t) = Wν(t) ∗ |ν(t)|, com Wν(t) sendo a resposta ao impulso de um filtro de

primeira ordem dado por Wν(s) = ce/(s+λe), onde λe :=mink{−Re(pk)}, com {pk}
sendo os autovalores de Ac. De (F.8) e como |xe| ≤ |x̂e| + κ9 |ν|, pode-se verificar

que:

|xe| ≤ πe + κe

∣
∣
∣

∣
∣
∣xε[t0,t]

∣
∣
∣

∣
∣
∣+ τκ10 (F.9)
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Portanto, pela Definição 1, é posśıvel concluir que xe é ISpS com respeito à

entrada xε. De acordo com o Teorema de Pequeno Ganhos Generalizado (Jiang

et al. 1994, Jiang & Mareels 1997), se τ for escolhido tal que:

τ ≤ 1

κeκε
,

pode-se concluir que o sistema do erro com estado XT
e =

[
xTe x

T
ε

]
é GApS. Além

disso, como as funções de classe KL das desigualdades (F.6) e (F.9) são exponen-

ciais e os ganhos ISpS são lineares, é posśıvel estender este resultado, provando

estabilidade exponencial prática para este caso.

De (F.6), (F.9), e como |Xe(t)| ≤ |xε(t)| + |xe(t)|, é posśıvel mostrar que:

|Xe(t)| ≤ κ11 |Xe(t0)| + τκ12, ∀t0, ∀t (F.10)

Seguindo as provas do Teorema 2.1 em (Jiang et al. 1994) e do Teorema 1 em (Jiang

& Mareels 1997), pode-se verificar que:

|Xe(t)| ≤ βX(|Xe(t0)| , t− t0) + τKX , ∀t0, ∀t (F.11)

onde βX ∈ KL e τKX é uma constante que depende linearmente de τκ8 e τκ10. Se

|Xe(t0)| = 0, segue que |Xe(t)| ≤ τKX , ∀t0, ∀t. Agora, considerando que |Xe(t0)| 6= 0

e a seguinte transformação de variáveis: x̄ε = xε/ |Xe(t0)| and x̄e = xe/ |Xe(t0)|,
tem-se:

|x̄ε| ≤ πε + τκε

∣
∣
∣

∣
∣
∣x̄e[t0,t]

∣
∣
∣

∣
∣
∣+

τκ8

|Xe(t0)|
,

|x̄e| ≤ πe + κe

∣
∣
∣

∣
∣
∣x̄ε[t0,t]

∣
∣
∣

∣
∣
∣ +

τκ10

|Xe(t0)|
De (F.11) e como o termo τKX é linear, o seguinte majorante pode ser estabelecido:

∣
∣X̄e(t)

∣
∣≤βX(

∣
∣X̄e(t0)

∣
∣ , t−t0)+

τKX

|Xe(t0)|
, ∀t0, ∀t,

onde X̄T
e =

[
x̄Te x̄

T
ε

]
. Logo, é posśıvel concluir que:

|Xe(t)| ≤ |Xe(t0)| βX(1, t− t0) + τKX , ∀t0, ∀t (F.12)

Como βX é uma função de classe KL, existem Tβ and ς < 1 tais que βX(1, t−t0) = ς,

para t = t0+Tβ. Notando que o tempo inicial t0 é irrelevante para o desenvolvimento

das expressões acima, pode-se escrever, para um tempo t ≥ t0 ≥ 0 arbitrário:

|Xe(tk+1)| ≤ ς |Xe(tk)| + τKX , (F.13)
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onde t1 := t0 + Tβ e tk+1 := tk+Tβ. Através da simples desigualdade recursiva (F.13)

e de (F.10) pode-se concluir que, para τ suficientemente pequeno, o sistema do erro

com estado Xe é GEpS com respeito a um conjunto residual de ordem τ , i.e, existem

constantes positivas cX e a tais que

∀Xe(t0), ∀t≥t0≥0, |Xe(t)| ≤ cXe
−a(t−t0) |Xe(t0)| +O(τ)

Desta forma, o estado Xe, e conseqüentemente os estados xe e xε, são unifor-

memente limitados. Além disso, como Xm é uniformemente limitado, segue que o

estado aumentado X, bem como os estados x̄, ωu e ωy também são uniformemente

limitados. Finalmente, é posśıvel concluir que todos os sinais do sistema em malha

fechada são uniformemente limitados, através da Hipótese 5.1.

F.3 Prova do Corolário 5.1.2

O sinal e(ρ)(t) é dado por:

e(ρ)(t) = hTc A
ρ
cxe(t) + k∗hTc A

ρ−1
c bc[u(t) − Ū(t)]

Como o estado xe(t), e os sinais u(t) e Ū(t) são uniformemente limitados, pode-

se concluir que e(ρ)(t) também é uniformemente limitado. Além disso, o seguinte

majorante pode ser obtido:

∣
∣e(ρ)(t)

∣
∣ ≤

∣
∣hTc A

ρ
c

∣
∣ |xe(t)| +

∣
∣k∗hTc A

ρ−1
c bc

∣
∣ 2̺(t)

Logo, (5.25) segue, de (F.4) e da suposição de que |xe(t)|≤R ∀t≥T .

F.4 Prova do Teorema 5.2

As estimativas fornecidas pelo filtro de avanço e pelo RED podem ser relacionadas

com ν em (5.18) da seguinte forma:

ν̂l(t) = ν(t) + εl(t), ν̂r(t) = ν(t) + εr(t) (F.14)

Onde εl(t) e εr(t) são erros de estimação. De (F.14), a equação (5.27) pode ser

reescrita como:

ν̂g(t) = ν(t) + εg(t),

εg(t) = α(ν̃rl)εl(t) + [1 − α(ν̃rl)] εr(t)

(F.15)
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O erro de estimação εg(t) pode ser considerado como sendo uma perturbação de

sáıda. Deste modo, o sistema (5.1), (5.3), (5.27) e (5.29) pode ser descrito por:

ẋe = Acxe + k∗bc [u− Ū ], ν = h̄T xe, (F.16)

u = −f(t)sgn(ν + εg) (F.17)

Note que {Ac, bc, h̄T} é uma realização não mı́nima de

M(s)L(s) =
Km

s+ am
,

sendo, portanto, SPR. De (5.28), o erro de estimação εg(t) pode ser reescrito por:

εg(t) = εl(t) + βα(ν̃rl(t)) (F.18)

onde, por projeto, βα(ν̃rl(t)) é uniformemente limitada por

|βα(ν̃rl(t))| < εM , com εM = τKR

Além disso, βα(ν̃rl(t)) é uma função absolutamente cont́ınua em t, uma vez que

a função de chaveamento α(ν̃rl) é Lipschitz cont́ınua e os sinais ν̂r(t) e ν̂l(t) são

absolutamente cont́ınuos, já que são soluções de Filippov (para maiores detalhes ver

a Proposição 2 em (Nunes et al. 2004)).

Substituindo (F.18) em (F.17), pode ser visto que a equação (F.17) é equivalente

a (5.24), onde εl(t) é dado por (5.23), ν(t) é dado por (5.18) e e(t) é dado por

(5.9). Logo, o sistema com o controlador GRED-SMC descrito por (F.15), (F.16) e

(F.17) com função de chaveamento α(ν̃rl(t)) definida em (5.28) é equivalente a um

SMC usando um filtro de avanço de fase com uma perturbação de sáıda βα(ν̃rl),

podendo, então, ser descrito de forma equivalente por (5.9), (5.18), (5.23) e (5.24),

com |βα(ν̃rl(t))| ≤ εM .

Portanto, o Teorema 5.1 é válido se todos os sinais do sistema em malha fechada

forem limitados para todo t finito, ou seja, se eles pertencerem a L∞e. Para provar

que esta condição é verdadeira basta apenas mostrar que os sinais do RED perten-

cem a L∞e. Esta propriedade pode ser provada por contradição. Suponha que o

máximo intervalo para o qual os sinais do RED são definidos seja [0, TM). Durante

este intervalo, todas as condições do Teorema 5.1 são satisfeitas. Logo todos os

sinais restantes do sistema são limitados por uma constante, inclusive o sinal e(ρ)(t),
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pelo Corolário 5.1.2. Este fato gera uma contradição com o Lema 4.1. Desta forma,

pode-se concluir que os sinais do RED não podem divergir ilimitadamente à medida

que t → TM . Como conseqüência do Teorema da Continuidade para equações di-

ferenciais descont́ınuas (na Teoria de Filippov), TM deve ser ∞, o que implica que

todos os sinais são definidos ∀t ≥ 0.

Logo, o Teorema 5.1 é válido para o sistema com o controlador GRED-SMC e,

portanto, o sistema do erro em malha fechada com estado Xe é GEpS com respeito

a um conjunto residual de ordem τ .

Agora, a propriedade de convergência será analisada. De acordo com o Co-

rolário 5.1.1, para τ suficientemente pequeno, o estado do erro Xe é conduzido

globalmente para um conjunto compacto e invariante DR :={Xe : |Xe(t)|<R} num

tempo finito T1≥0. Então, de (F.6), segue que

∣
∣
∣

∣
∣
∣xε[T1,t]

∣
∣
∣

∣
∣
∣ ≤ πε+τκεR+τκ8

Como |εl| ≤ |xε|, é fácil verificar que para algum tempo finito T2≥T1,
∣
∣
∣

∣
∣
∣εl[T2,t]

∣
∣
∣

∣
∣
∣≤ ε̄l,

onde ε̄l=τKl, com Kl sendo uma constante positiva apropriada.

Como o RED é invariante no tempo, suas condições iniciais podem ser conside-

radas em T1. Do Lemma 4.1, sabe-se que estas condições inicias são finitas. Se os

parâmetros λi forem ajustados apropriadamente (e.g. (4.51)), então pelo Teorema

4.4 o erro de estimação εr(t) converge para zero num tempo finito T3 > T1.

Como KR é escolhido de modo que εM > ε̄l+∆, então α(ν̃rl) = 0, após algum

tempo finito T̄ =max{T2, T3}, o que implica que εg(t)=0, ∀t≥ T̄ . Neste caso, uma

malha de deslizamento ideal é formada e aplicando o Lema 1 de (Hsu et al. 1997)

para o sistema (F.15)–(F.17), com ̺(t) satisfazendo (5.16), pode-se concluir que o

estado do erro Xe converge exponencialmente para zero e ν se torna identicamente

nulo após algum tempo finito.
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Apêndice G

Provas das Proposições e do

Teorema do Caṕıtulo 6

G.1 Prova do Teorema 6.1

De (6.18) e (6.20) é posśıvel verificar que ν̂g pode ser reescrito por:

ν̂g = ν̂e + dα (G.1)

onde dα(t) é uniformemente limitado por d̄α. Além disso, como a função de cha-

veamento é Lipschitz cont́ınua e os sinais ν̂e e ν̂r são absolutamente cont́ınuos, já

que são soluções de Filippov, é posśıvel concluir que o sinal dα(t) é absolutamente

cont́ınuo.

Substituindo (G.1) em (6.19) e como d̄α ≤ d̄o, de acordo com (6.21), pode-se

concluir que (6.18)–(6.20) é equivalente a (6.6), (6.10)–(6.12), com dα=do. Portanto,

de acordo com a Hipótese 6.6 o sistema completo do erro (6.5), (6.10)–(6.12) é

(GApS)

Para provar que todos os sinais do sistema são limitados para todo t finito,

ou seja, que eles pertencem a L∞e, basta apenas mostrar que os sinais do RED

pertencem a L∞e, já que os demais sinais são uniformemente limitados segundo a

Hipótese 6.6. Um simples argumento por contradição é suficiente para provar esta

propriedade. Suponha que o máximo intervalo de definição dos sinais presentes

no RED seja [0, TM). Durante este intervalo, pela Hipótese 6.6 o sinal e(t)(ρ) é

uniformemente limitado, fato que gera uma contradição com o Lema 4.1. Desta
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forma, pode-se concluir que os sinais do RED não podem divergir ilimitadamente à

medida que t→ TM . Como conseqüência do Teorema da Continuação para equações

diferenciais descont́ınuas (na Teoria de Filippov), TM deve ser ∞, o que implica que

todos os sinais do sistema em malha fechada são definidos ∀t ≥ 0 finito.

Para concluir, falta mostrar que a função de chaveamento (6.20) também asse-

gura que o estado xe converge globalmente para zero. De acordo com a Hipótese 6.6,

o estado Xe(t) converge para um conjunto compacto DR := {x∈R
n : |x|≤R} num

tempo finito T1. Dentro deste conjunto, pela Hipótese 6.6 a derivada e de ordem ρ

pode ser majorada por (6.13). Como o RED é um sistema invariante no tempo suas

condições iniciais podem ser consideradas em t = T1. Do Lema 4.1 sabe-se que estas

condições iniciais serão finitas. Desta forma, se os parâmetros λi forem escolhidos

apropriadamente ( e.g. (4.51)), então pelo Teorema 4.4 ν̂r = ν, ∀t ≥ T2, para algum

tempo finito T2 ≥ T1.

Como o erro de estimação ǫr(t) = ν̂r − ν cometido pelo RED se torna zero num

tempo finito T2, tem-se:

|ν̃re| = |ν̂r − ν̂e| = |ǫr − ǫe| = |ǫe| , ∀t ≥ T2

De acordo com a Hipótese 6.7 o erro de estimação ǫe pode ser majorado por ǭe

após algum tempo finito T3. Como o parâmetro d̄α é escolhido tal que d̄α ≥ ǭe + ∆,

então, da definição da função de chaveamento (6.20), pode-se concluir que após um

tempo finito T4 = max{T2, T3}, a estimação da sáıda ν passa a ser exata, sendo feita

exclusivamente pelo RED (α(ν̃re) = 0, ∀t ≥ T3).

Portanto, após um tempo finito T4, ν̂g = ν. Logo, a lei de controle (6.19) passa a

ser igual a lei de controle (6.7) e de acordo com a Hipótese 6.4 o estado xe converge

uniformemente globalmente assintoticamente para zero.

G.2 Prova da Proposição 6.1

Considere a seguinte função de Lyapunov candidata:

V (xe) =
1

2
ėTM(q)ė+

1

2
eTKpe+ ε2φ

T (e)M(q)ė
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A derivada temporal de V2(xe) ao longo da solução de (6.29) é dada por:

V̇ (xe) = − ėT (fD(q, q̇) − fD(q, q̇d)) − ėTKdė− ėThe + ėT
(

Ydθ̃ + U(e, ė)
)

+ ε2φ̇
T (e)M(q)ė+ ε2φ

T (e)CT (q, q̇)ė− ε2φ
T (e) (fD(q, q̇)−fD(q, q̇d))

− ε2φ
T (e)Kpe− ε2φ

T (e)Kdė−ε2φ
T (e)he+ε2φ

T (e)
(

Ydθ̃ + U(e, ė)
)

onde as Propriedades 3.3 e 3.4 foram utilizadas.

Seguindo os desenvolvimentos apresentados na seção D.3, fazendo as devidas

modificações, pode-se mostrar que:

V̇ ≤−ėTKdė+ c1 |q̇d|M |ė|2 + |ė| |φ(e)| +
(
ė+ ε2φ(e)

)T
(

Ydθ̃ + U(e, ė)
)

+2ε2λM(M)ch

√

1+ς2∆2
h |ė|

2 + 2ε2c1 |q̇d|M |ė| |φ(e)| + ε2c1ch

√

1

ς2
+∆2

h |ė|
2

+ε2 (K1 + 2K2 |q̇d|M) |φ(e)| |ė| + ε2K2ch

√

1

ς2
+∆2

h |ė|
2 − 3

4
ε2

λm(Kp)

ch
√

1+ς2∆2
h

|φ(e)|2

−1

4
ε2λm(Kp)ch

√

1+ς2∆2
h |e|

2

√

1+ς2 |e|2
+ ε2λM(Kd) |φ(e)| |ė| + ε2 |φ(e)|2

De (6.26) é posśıvel verificar que:

(
ė+ ε2φ(e)

)T
U(e, ė) = −̺(t)

(
ė+ ε2φ(e)

)T (
ė+ ε2φ(e)

)

√

(ė+ ε2φ(e))T (ė+ ε2φ(e))
= −̺(t) |ė+ ε2φ(e)|

Logo o termo
(
ė+ ε2φ(e)

)T
(

Ydθ̃ + U(e, ė)
)

pode ser majorado do seguinte modo:

(
ė+ ε2φ(e)

)T
(

Ydθ̃ + U(e, ė)
)

≤ −
(

̺(t) −
∣
∣
∣Ydθ̃

∣
∣
∣

)

|ė+ ε2φ(e)|

≤ −δ |ė+ ε2φ(e)|
(G.2)

onde a segunda desigualdade de (G.2) é obtida a partir da definição da função

de modulação, apresentada em (6.28). Desta forma, o seguinte resultado pode ser

obtido:

V̇ (xe)≤− [|ė| |φ(e)|]Q




|ė|

|φ(e)|



−1

4
ε2λm(Kp)ch

√

1+ς2∆2
h |e|

2

√

1+ς2 |e|2
− δ |ė+ ε2φ(e)|

onde Q é uma matriz simétrica dada por:

Q =






λm(Kd) − χ1 −χ2

2

−χ2

2
ε2

(

3λm(Kp)

4ch
√

1+ς2∆2
h

− 1

)





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com χ2 e χ3 definidos por:

χ1 :=c1 |q̇d|M+2ε2λM(M)ch

√

1+ς2∆2
h+ε2ch

√

1

ς2
+∆2

h (c1 +K2)

χ2 := 1 + ε2 (K1 + 2K2 |q̇d|M + λM(Kd) + 2c1 |q̇d|M) ;

Se os parâmetros Kp e Kd forem suficientemente grandes, então Q será positiva

definida, o que implica que a função V̇ (xe) é negativa definida. Desta forma, pode-

se concluir que o o sistema do erro em malha fechada (6.29) é GAS.

G.3 Prova da Proposição 6.2

De (6.30), tem-se:

˙̂νe = −1

µ
ν̂e +

1

µ
ė (G.3)

A derivada temporal da função de Lyapunov candidata V (νe) = 1
2
ν̂Te νe pode ser

majorada por:

V̇ (νe) ≤ − 1

2µ
ν̂Te νe +

1

2µ
|ė|2 (G.4)

De (G.4) e usando o Lema da comparação pode-se concluir que:

|ν̂e(t)| ≤ e−
1
2µ

(t−t0)ν̂e(t0) + ||ė|| , ∀t (G.5)

Se |Xe| ≤ R, ∀t ≥ TR, então |ė| ≤ R, ∀t ≥ TR. Logo o seguinte majorante para

ν̂e pode ser obtido:

∣
∣
∣
∣ν̂e [TR,t]

∣
∣
∣
∣ ≤ e−

1
2µ

(T−t0)ν̂e(t0) +R ≤ κ1 (G.6)

onde κ1 é uma constante positiva. O sinal ë é dado por:

ë =M−1(e+qd) [−C(e+qd, ė+q̇d)(ė+q̇d)−fD(e+qd, ė+q̇d)−g(e+qd)

−Kpe−Kd(ν̂e+do) + Ydθ+Ydθ̃+U(e, ν̂e + do)−M(e+qd)q̈d

] (G.7)

De (3.3), (3.4) e (3.5), e como ė ≤ R o seguinte resultado pode ser obtido:

∣
∣
∣
∣fD(e+qd, ė+q̇d)[TR,t]

∣
∣
∣
∣ ≤ λM(Dl)(|q̇d|M+R) + δM(|q̇d|M+R)2

Usando as Propriedades 3.1 e 3.8, o fato de que |Xe| ≤ R, ∀t ≥ TR, e o majorante

(G.6), o sinal ë pode ser majorado por:

∣
∣
∣
∣ë[TR,t]

∣
∣
∣
∣ ≤ 1

λm(M)

[
(c1+δM)(|q̇d|M+R)2+λM(Dl)(|q̇d|M+R)+cg+λM(Kp)R

+λM(Kd)(κ1+d̄o) + |Yd| cθ + 2 |Yd| θ̄λM(M) |q̈d|M
]
≤ C2
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G.4 Prova da Proposição 6.3

Considere a seguinte função de Lyapunov candidata V (ǫe) = 1
2
ǫTe ǫe, cuja derivada

temporal pode ser majorada por:

V̇ ≤ − 1

2µ
ǫ2e +

1

2
µ |ë|2 (G.8)

De (G.8) e usando o Lema da comparação é posśıvel mostrar que:

|ǫe(t)| ≤ e−
1
2µ

(t−t0) |ǫe(t0)| + µ ||ë|| (G.9)

Seja T1 tal que e−
1
2µ

(T1−t0) |ǫe(t0)| ≤ µC2. Então, usando (G.9) e o resultado

obtido na Proposição 6.2, segue que:

|ǫe(t)| ≤ 2µC2 = ǭe, ∀t ≥ T̄ (G.10)

onde T̄ = max{TR, T1}.
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