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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios para a

obtencdo do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

ANALISE E PROJETO DE ALGORITMOS NUMERICOS PARA PROCESSAMENTO
DE SINAIS UTILIZANDO A TEORIA DE CONTROLE

Oumar Diene

Junho/2008

Orientador: Amit Bhaya

Programa: Engenharia Elétrica

Andlise numérica é uma drea na qual a contribuicao da teoria de controle é, até o pre-
sente momento, menos significativa. Nesta perspectiva é que se colocam as contribui¢cdes
desta tese: a utilizagdo da teoria e o ferramental de controle para analisar e desenvolver
novos algoritmos numéricos para a resolucdo dos problemas de filtragem adaptativa, fil-
tragem adaptativa com restricdes lineares, filtragem adaptativa cega, filtragem adaptativa
cega com restricoes lineares, treinamento de perceptrons e para a andlise da robustez dos
algoritmos propostos.

Os métodos numéricos sdo representados como sistemas dindmicos do tipo planta e con-
trolador na configuracao padrao de realimentacdo negativa. As demonstracdes de convergén-
cia dos métodos e da otimalidade dos parametros sdo obtidas a partir de funcdes de Liapunov
com controle. Os efeitos das perturbacdes devidos aos erros de precisdo finita sao formulados
como perturbagdes multiplicativas na entrada da planta. Medidas da robustez dos algoritmos
numéricos estudados sdo obtidas através do teorema do pequeno ganho e de fun¢des de Lia-
punov com controle.

Os novos métodos propostos nesta tese nao utilizam nenhum parametro empirico e seu
desempenho € compardvel ou superior ao dos melhores métodos existentes na literatura,

conforme mostram as simula¢des numéricas que reforcam os resultados tedricos.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

ANALYSIS AND DESIGN OF NUMERICAL ALGORITHMS FOR SIGNAL
PROCESSING USING CONTROL THEORY

Oumar Diene

June/2008

Advisor: Amit Bhaya

Department: Electrical Engineering

Applications of control theory in numerical analysis have been relatively few so far.
This thesis makes a contribution by using control theory and tools for the analysis and de-
sign of new numerical algorithms for solving adaptive filtering, linearly constrained adaptive
filtering, blind adaptive filtering, blind linearly constrained adaptive filtering and perceptron
training problems, as well as in the robustness analysis of the proposed algorithms.

The numerical methods are represented as dynamical systems composed of a plant and
a controller in standard unitary feedback configuration. The convergence and the optimality
of the parameters of the methods are proved using control Liapunov functions. The effects
of the numerical errors due to finite precision are formulated as multiplicative perturbations
at the input of the plant. Measures of the robustness of the numerical methods are obtained
by using the small gain theorem and control Liapunov functions.

The new methods proposed in this thesis do not utilize any empirical parameters and
their performance is comparable or superior to the best existing methods in the literature, as

shown by numerical simulations that back up the theoretical results.
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Résumé de la These soutenue a COPPE/UFRJ comme partie des pré-requis nécessaire pour

I’obtention du titre de Docteur en Sciences (D.Sc.)

ANALYSE ET SYNTHESE DE METHODES NUMERIQUES POUR LE TRAITEMENT
DES SIGNAUX UTILISANT LA THEORIE DE CONTROLE

Oumar Diene

Juin/2008

Directeur: Amit Bhaya

Departement: Génie Electrique

La contribution de la théorie de contrdle dans I’analyse numérique est jusqu’a présent
peu significative. C’est dans cette perspective que se situent les contributions de cette these:
I"utilisation de la théorie et de I’outillage de contrdle pour analyser et développer de nou-
veaux algorithmes numériques pour la résolution des problemes de filtrage adaptatif, filtrage
adaptatif avec des restrictions linéaires, filtrage adaptatif aveugle, filtrage adaptatif aveugle
avec des restrictions linéaires, I’entrainement des perceptrons et pour I’analyse de la stabilité
numérique des méthodes proposées.

Les méthodes numériques sont représentées comme des systemes dynamiques du genre
plante et contrdleur dans la configuration standard de réalimentation unitaire. Les preuves
de convergence des méthodes et les preuves de I’optimalité des parametres sont obtenues a
partir de fonctions de controle de Lyapunov. Les effets des perturbations dues aux erreurs
de la précision finite sont formulés comme des perturbations multiplicatives a I’entrée de la
plante. Des mesures de la robustesse des algorithmes numériques étudiés sont dérivées a
partir du théoreme du petit gain et de fonctions de controle de Lyapunov.

Les nouvelles méthodes proposées dans cette these n’utilisent aucun parametre empirique
et leur performance est comparable ou supérieur a celle des meilleures méthodes qui existent
dans la littérature, comme le montrent les simulations numériques qui viennent renforcer les

résultats théoriques.
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Capitulo 1

Introducao

Anadlise numérica € uma drea na qual a contribui¢cdo da teoria de controle é, até o presente,
menos significativa. Nesta perspectiva € que se coloca o objetivo desta tese: a utilizagdo da
teoria e o ferramental de controle para: (i) analisar/justificar o uso dos algoritmos propos-
tos em dreas como, por exemplo, filtragem adaptativa, processamento cego; (ii) desenvolver
novos métodos numéricos a partir das técnicas propostas, por exemplo, algoritmos de treina-
mento de redes de perceptrons; (iii) estudar a robustez dos métodos iterativos lineares e
ndo-lineares.

A seguir, realiza-se uma revisao bibliografica mencionando os resultados principais exis-
tentes nas dreas estudadas nesta tese, contextualizando os resultados a serem apresentados

ao longo da tese.

1.1 Revisao bibliografica comentada

1.1.1 Métodos iterativos para sistemas lineares

A resolugdo de sistemas lineares do tipo Ax = b por métodos iterativos comegou a
ser estudado nos anos quarenta no contexto de grandes sistemas de equacdes diferenciais
parciais (EDP’s) oriundos de fisica e engenharia nuclear e descri¢des bastante completas
do progresso nesta drea podem ser encontradas em Young [1] e Varga [2]. Nos anos 50,
Hestenes e Stiefel [3] apresentaram o método do gradiente conjugado (CG) cuja idéia basica
consiste em minimizar a fungio quadrética ®(x) = %XTAX — x'b no espago afim xq + Ky,

sendo K, um subespaco de Krylov [4]. Vadrios outros métodos de projecdo em subespaco



de Krylov foram desenvolvidos na mesma €poca, entre outros citam-se os métodos GMRES,
FOM, CR, GCR, Arnoldi ([5], [6]). Para a classe de matrizes hermitianas, o método do

gradiente conjugado é considerado um dos melhores métodos iterativos ([6], [7]).

1.1.2 Interpretacao de métodos iterativos como sistemas dinimicos com

controle

A interpretacao de métodos iterativos para sistemas lineares como sistemas dindmicos foi
feita pela primeira vez em Schaerer e Kaszkurewicz [8]. Posteriormente este trabalho foi am-
pliado e estendido a métodos iterativos em geral nos trabalhos Bhaya e Kaszkurewicz [9] e
Bhaya e Kaszkurewicz [10]. Nestes trabalhos, o método do gradiente conjugado € represen-
tado e analisado como um sistema dindmico constituido por uma planta (sistema dindmico)
que, a grosso modo, representa o problema a ser resolvido e um controlador (outro sistema
dinamico) representando o algoritmo empregado. Estes dois sistemas dindmicos, planta e
controlador, sdo interligados em uma configuragcdo padrao denominada realimentacdo nega-
tiva, objeto fundamental de estudo na teoria de controle.

Alguns resultados destas referéncias foram estendidos em Diene [11] e Diene e Bhaya
[12], obtendo-se alguns resultados novos. No trabalho Diene [11] os métodos iterativos esta-
ciondrios (Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, Richardson) e os métodos dindmicos do tipo Krylov
(Gradiente Conjugado, Residuo Conjugado, Residuo Conjugado Generalizado, Gradiente
Conjugado com atraso, Gradiente Conjugado para a equacdo normal) foram analisados nessa
perspectiva de sistemas dindmicos. Desta andlise resultou o desenvolvimento de novos méto-
dos iterativos lineares através da utilizacao de controladores do tipo PI, PD e PID [12].

Em Ferreira [13] a abordagem de métodos numéricos sob um ponto de vista de sistemas
dinamicos foi estendida aos sistemas gradientes que resolvem problemas de otimizacdo. Os
sistemas considerados nesse trabalho foram obtidos a partir de um método de penalizacdo
exata, resultando em sistemas dindmicos com segundo membro descontinuo, que podem
ser interpretados como modelos de redes neurais com funcdo de ativacdo descontinua. As
andlises de convergéncia, feitas através da forma Persidskii dos sistemas gradientes, uti-
lizando funcdes de Liapunov ndo suaves do tipo Lure-Persidskii, resultaram em condic¢des
de convergéncia global tratdveis.

Em Pazos [14] a mesma abordagem foi utilizada para resolver diversos problemas de
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otimizacdo. Nesse trabalho os problemas abordados nessa perspectiva foram os de achar
zeros de funcdes vetoriais ndo lineares, achar minimos de funcdes escalares, o problema

geral de otimizagdo convexa e desigualdades variacionais.

1.1.3 Métodos iterativos em processamento de sinais: filtragem adap-

tativa

Na drea de processamento de sinais os métodos numéricos sdo utilizados na resolug¢do
dos problemas de filtragem, filtragem adaptativa, codificacdo, estimacao, detec¢do, analise,
reconhecimento, sintetizacdo, gravacao e reproducdo de sinais [15-17]. No caso da filtragem
adaptativa, os métodos iterativos s@o utilizados para determinar os pesos do filtro. Em Boray
e Srinath [18] o método do gradiente conjugado (CG) foi estendido a resolucao de sistemas
lineares variantes no tempo do tipo A;x; = by, resultante da determinacdo dos pesos em
linha. Nesse caso, vdrias iteracdes do CG siao realizadas a cada amostra k. Chang e Willson
[19] apresentaram uma outra extensao do CG para resolucdo de sistemas lineares variantes
no tempo (A;x; = by), em qual apenas uma iteracdo do CG € necessdria a cada amostra k.
Esse ultimo trabalho foi estendido para o caso da filtragem adaptativa com restricdes lineares
em Apolindrio Jr et al. [20]. Nos trés dltimos trabalhos referenciados acima, ndo hd prova de
convergéncia dos algoritmos propostos, os autores conjecturaram a convergéncia através de
simulagcdes numéricas. Nesta tese, mostrar-se-a4 como a representacdo do método CG como
sistema dinamico [21, 22] permite sua extensdo para ambos os casos de sistemas lineares
variantes no tempo com ou sem restricdes lineares, com prova formal de convergéncia através

de uma escolha adequada de fun¢do de Liapunov com controle (CLF).

1.1.4 Métodos iterativos em processamento de sinais: filtragem adap-

tativa cega

No caso do processamento cego de sinais, os métodos numéricos sdo utilizados por exem-
plo: para eliminar os efeitos dos caminhos multiplos dos sinais [23]; para cancelar as inter-
feréncias devidas a sinais em freqiiéncias proximas a freqii€ncia de um sinal transmitido [24];
para identificar o sinal de um usudrio em um sistema da antenas multiusudrios [25-28]; para

equalizar sinais corrompidos por ruidos sem dispor do sinal desejado [29]. Nestes cendrios
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uma parte considerdvel dos sinais apresentam um mddulo constante ou com variagdo lenta,
essa propriedade € utilizada para definir uma funcao objetivo dito critério do médulo con-
stante [30]. A minimizagdo de tal critério permite resolver os problemas citados em um
processamento em-linha. Novamente, em estrita analogia com o caso anterior de filtragem
adaptativa, € possivel projetar métodos do tipo CG para a resolucio do problema de mini-
miza¢do definido, mantendo uma caracteristica de solucdo iterativa em-linha, e esse fato sera

mostrado nesta tese.

1.1.5 Métodos iterativos para desigualdades lineares: projeto de per-

ceptrons

No contexto de redes neurais, métodos iterativos podem ser utilizados para resolver as
desigualdades lineares resultantes do treinamento de perceptrons [31-33]. Em Nagaraja e
Krishna [34], foi proposta uma extensdo do método CG para resolucao de sistemas lineares
com o lado direto variante no tempo, Ax; = by, resultante do treinamento de perceptrons
em modo batelada. Em Hassoun e Song [35], sdo apresentadas versdes adaptativas do al-
goritmo Ho-Kashyap [31] para treinamento de perceptrons em ambos os modos batelada e
em-linha. Recentemente, Nagaraja e Bose [36] propuseram um algoritmo CG para o treina-
mento em-linha de perceptrons, e conjecturaram a convergéncia através de varias simulagdes
de reconhecimento de padrdo. Nesse contexto também, nesta tese desenvolver-se-ao exten-
soes do método CG para o treinamento de perceptrons em ambos os modos batelada [37] e

em-linha, com prova formal de convergéncia.

1.1.6 Robustez de algoritmos numéricos

A estabilidade e o condicionamento sdo conceitos utilizados na andlise numérica para
relacionar a resposta de um algoritmo computacional as perturbagdes decorrentes dos dados
ou da utilizagdo da aritmética de precisdo finita. Em Bjorck et al. [38], Paige et al. [39]
e Giraud et al. [40] a estabilidade reversa de métodos do tipo Krylov foi estudada. Uma
modelagem e um estudo dos erros de precisdo finita foram feitas em Strakos e Tichy [41] e
Meurant e Strakos [42] no contexto da estabilidade reversa dos métodos do gradiente conju-
gado e de Lanczos. Na linguagem de controle, os conceitos de estabilidade numérica seriam

denominados, genericamente, de robustez do algoritmo numérico. Entretanto, ha poucos es-
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tudos de robustez de algoritmos numéricos do ponto de vista de controle robusto. A seguir,
citam-se trabalhos existentes nesta drea para contextualizar a nova proposta feita nesta tese.
Em Bunch et al. [43] os autores propdem uma abordagem conceitual para aspectos de con-
sisténcia, condicionamento e estabilidade numérica em processamento de sinais e sugerem
uma terminologia para distinguir entre erros propagados pela natureza do problema e erros
propagados pela utilizacdo de aritmética de precisdo finita. Em Bunch et al. [44] os mes-
mos autores desenvolvem esta andlise para o caso do filtro transversal rapido, mostrando a
divergéncia do mesmo, bem como possibilidades de consertar este problema a luz da anélise
proposta no artigo. Entretanto, o foco do artigo € a aplicacdo de técnicas de dlgebra linear
numérica a andlise de algoritmos de processamento de sinais, e a complexidade destas téc-
nicas, aliada a ndo-familiaridade das mesmas para a maioria dos engenheiros tém limitado a

sua aplicacdo a outros algoritmos.

No contexto do estudo de sistemas dindmicos, Griine [45] apresentou uma nova vari-
acao do conceito de estabilidade entrada-estado para estimar e/ou descrever a influéncia das
perturbacdes. Nesse artigo, o autor apresentou resultados quantitativos sobre a margem de
estabilidade de sistemas nao lineares € uma versdo do teorema do pequeno ganho para sis-
temas ndo lineares. No entanto apenas os sistemas dindmicos com perturbacdes decrescentes
sdo considerados. Nesta tese, propde-se uma nova modelagem de perturba¢des oriundas da
utilizacdo de aritmética de precisao finita, baseando-se na combina¢do do modelo proposto
em [41, 42] com a modelagem usual de perturbacdes multiplicativas na entrada da planta,
introduzidas no trabalho de Doyle e Stein [46]. Esta perspectiva de controle, aplicada ao
problema cléssico de perturbacdes numéricas (de precisdo finita), permite uma aplicacdao
inédita do teorema de pequeno ganho para determinar medidas de robustez ou estabilidade
numérica dos algoritmos propostos nesta tese. Enfatiza-se que o objetivo deste exercicio
ndo € substituir a andlise de estabilidade reversa (backward stability) ou os outros tipos de
estabilidade, consisténcia etc. propostos em Bunch et al. [43], e sim prover novas maneiras
e medidas quantitativas, familiares a usudrios da comunidade de engenheiros, da robustez da

estabilidade de métodos iterativos estudados nesta tese.



1.2 Organizacao da tese

Esta tese estd estruturada da seguinte forma: no capitulo 2 os problemas de filtragem
adaptativa e de filtragem adaptativa com restri¢des lineares sio revisados e os métodos mais
comumente encontrados na literatura sdo formulados e analisados como sistemas dinamicos.
No mesmo capitulo sdo propostas duas novas familias de métodos de filtragem adaptativa e
outras duas novas familias de métodos de filtragem adaptativa com restri¢des lineares. No
capitulo 3 os problemas de filtragem adaptativa cega e de filtragem adaptativa cega com res-
tricdes lineares sdo abordados e os métodos existentes sdo formulados e analisados como
sistemas dindmicos. Em seguida sdo propostas duas novas familias de métodos de filtragem
adaptativa cega e mais duas novas familias de métodos de filtragem adaptativa cega com
restricdes lineares. O capitulo 4 apresenta uma formulagdo e uma andlise dos métodos
de treinamento de perceptrons na perspectiva de sistemas de controle. Dessa formulacao
desenvolvem-se duas novas familias de treinamento de perceptrons em modo batelada. O
capitulo 5 apresenta uma formulacdo dos efeitos dos erros de precisdo finita como pertur-
bacdes multiplicativas na entrada da planta. Também no mesmo capitulo medidas da ro-
bustez dos métodos numéricos considerados sdo determinadas. Finalmente o capitulo 6 ap-

resenta as conclusdes gerais, as contribuicdes e os trabalhos futuros decorrentes desta tese.



Capitulo 2

Analise e projeto de algoritmos de

filtragem adaptativa

2.1 Introducao

Em virias aplicacdes da engenharia, tais como a telecomunicagao, o controle de sistemas,
a deteccdo de objetos por radar ou sonar, € necessario coletar, analisar e transmitir sinais
analdgicos e/ou digitais por meio de sensores, transmissores, receptores € processadores.
Muitas vezes esses sinais sdo corrompidos por ruidos de medicao dos sensores, distor¢des e
desvanecimentos causados pelo canal de transmissao, interferéncias de outros sinais na emis-
sdo e na recepg¢ao dos sinais desejados, etc. Nesses casos € necessario realizar um pré e/ou
pOs processamento para suprimir ruidos, cancelar ecos, equalizar e realcar os sinais deseja-
dos. Esse processamento pode ser feito através de filtros adaptativos e de filtros adaptativos
com restri¢Oes lineares. Neste capitulo estudar-se-do os problemas de filtragem adaptativa
e de filtragem adaptativa com restri¢cdes lineares. Novos métodos de filtragem adaptativa e
de filtragem adaptativa com restricdes lineares sdo propostos e analisados, a convergéncia e
a otimalidade desses novos métodos é provada através de fungdes de Liapunov com cont-
role. Por meio de simulagcdes numéricas mostra-se que os novos métodos propostos tém um

desempenho comparével ao de métodos consagrados na literatura.
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Figura 2.1: Filtro transversal adaptativo de resposta finita ao impulso (FIR).

2.2 Formulacao do problema

2.2.1 Filtragem adaptativa

O problema de filtragem adaptativa consiste em reconstituir e/ou determinar o valor de
um sinal variante no tempo, a partir de versdes passadas e/ou de uma versao do mesmo
distorcida por vdrios fatores e/ou corrompida por um ruido (também variante no tempo). A
realiza¢do mais basica de um filtro adaptativo € obtida através da forma direta de filtro digital

de resposta finita ao impulso (FIR) (como ilustrado na figura 2.1) cuja saida é dada por
M
Yk = ) WikTki = Wi X 2.1)
i=0

sendo xy, = (1251 - Ty € CM Tl ew, = [wopwig - - - wae)? € CMFL os vetores de
entrada e de pesos respectivamente, e M a dimensao do tap do filtro (nimero de atrasadores).
Uma das fungdes objetivo mais utilizadas para ajustar os pesos de um filtro adaptativo € o

erro médio quadratico definido como

F(ey) = & = Elegey| = Eldid;, — yied;, — diyy, + yryp) (2.2)
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sendo

ex = dy, — yp = dy — Wil xy, (2.3)

Y, a saida do filtro adaptativo e dj o sinal desejado [15]. Nesse caso, a fung@o objetivo pode

Ser reescrita como

Elerel] =& = Eldpd; — wixpdj, — dixi wy + Wi XpXs Wi

Portanto a funcao do erro médio quadrético € dada por
é(wy) = Eldpd;] — wib — bfw), + wiRwy, (2.4)

sendo b = E[xd;] € CM*1 o vetor de correlagdo cruzada entre a resposta desejada e o
sinal de entrada, R = E[x;x/] € CMT1M+! 3 matriz Hermitiana positiva definida de
autocorrelagdo do sinal de entrada, e E[d,d;] a varianga do sinal desejado dj, (constante em
relagdo a wy) [15]. Como a fun¢do objetivo £ € uma funcio quadratica em relagdo ao vetor

de pesos wy, o problema de minimizar £ € equivalente ao problema de achar wy, tal que

9]
V¢ = 9 = —2b+2Rw; =0 <= Rw; = b. (2.5)
8Wk
Pela equacdo (2.5) e notando que g—i% = R > 0, pode-se dizer que o vetor w, tal que
k

Rw, = b é o argumento que minimiza a funcdo objetivo £&. Em outras palavras, w, é

solucdo de

min &(wy). (2.6)

Wi

Dessa forma, define-se o problema da filtragem adaptativa da seguinte forma:

Resolver Rywj; = by, 2.7

sendo by, = E[x;d;] e Ry = E[xxx}], o vetor de correlagdo cruzada entre a resposta dese-
jada e o sinal de entrada, e a matriz de autocorrelagdo do sinal de entrada, respectivamente

determinados a cada iteracdo k.



2.2.2 Filtragem adaptativa com restricoes lineares

Em algumas aplicacdes de filtragem adaptativa (comunicacdo DS-CDMA por exemplo),
o vetor de pesos wy, além de ser solugdo de (2.7), deve também satisfazer restricoes lineares.
Nesse caso o problema de filtragem adaptativa € redefinido como um problema de filtragem

adaptativa com restricdes lineares da seguinte forma:

Resolver Rywj, = by, (2.8)

sujeitoa CHwy =f
sendo C € CM+1%P 3 matriz das restricdes, e f € CP o vetor de ganho. Os filtros adaptativos
desenvolvidos a partir de (2.8) sdo ditos filtros de varianca minima com restri¢des lineares

(LCMYV, do inglés Linearly Constrained Minimum Variance).

2.3 Preliminares: formulacao de algoritmos iterativos como

sistemas de controle
Para resolver o sistema linear de equagdes (2.9)
Ax=Db (2.9)

sendo A € R™", x, b € R" existem métodos diretos tais como as fatoracdes LU e QR que
calculam a solugdo exata (desprezando os erros da representagdo numérica) x, = A~'b sem
determinar explicitamente a inversa da matriz A. Porém, estes métodos diretos, como a ope-
racdo da inversa, requerem um ndmero de operagdes de ponto flutuante (FLOP) proporcional
a n>. Este ndmero de operacdes de ponto flutuante torna estes métodos diretos proibitivos
para as matrizes esparsas de dimensdo elevada que resultam, por exemplo, da discretizacdao
de equacgdes diferenciais parciais. Para este caso existem métodos iterativos que calculam
uma solucdo aproximada de (2.9) a partir de um ponto inicial xy. Em geral, estes métodos

iterativos lineares podem ser descritos pela seguinte equacao

Xp+1 = X + Uy (2.10)
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Algoritmo 2.1 Método CG para sistemas lineares
Calcular rg = b — AXO, Po =To

Para k = 0,1, ...,até convergéncia
<rk’pk>

(P, Apy)

Xk+1 = X + QkPk

i1 =Tk — apApy

ap =

__ (rpq11,Apw)
Pe = (Pr,APk)
Pi+1 = Trr1 + BiPrk
Fim

sendo x; uma aproximag¢do da solugdo de (2.9) e u; uma corre¢do calculada conforme o
algoritmo utilizado, para gerar em cada instante uma aproximacdo mais precisa xj,; da
solucdo de (2.9) [5], e levar desta forma o residuo, definido como r; = b — Ax;, a uma
pequena vizinhanga de zero em um nimero pequeno de passos (pequena vizinhanca definida
em termos de uma tolerincia; pequeno nimero de passos em relacdo a ordem da matriz).
Estes métodos iterativos sao divididos em dois grupos: os métodos estaciondrios e os méto-
dos dinamicos. Os métodos iterativos sao ditos estaciondrios quando podem ser expressos
da seguinte forma

Xg+1 = BXk + c, (211)

sendo a matriz de iteracdo B e o vetor c constantes (i.e. ndo dependentes da iteracdo k); e

dindmicos quando podem ser expressos como

Xp+1 = Bpxy, + ¢, (2.12)

sendo que a matriz de iteracio By e o vetor c; dependem da iteracdo £ [47]. O método
do gradiente conjugado (CG), mostrado na forma de pseudocédigo no algoritmo 2.1 € con-
siderado como um dos melhores algoritmos para resolver o problema (2.9) [4-7, 48]. O
método CG atualiza a aproximacao X1 da solucdo de (2.9) através de direcOes conjugadas

do residuo [3, 49].

Na terminologia de controle, o problema da resolucao do sistema (2.9) por métodos ite-
rativos pode ser representado por um problema de rastreamento de sinal, conforme mostram
a figura 2.2 e o sistema (2.13). Portanto, o problema da resolucao de (2.9) por métodos ite-
rativos consiste em projetar um controle uy para o qual, o erro de regime r; seja nulo. Em

termos matematicos isto é ry, — 0e Ax; — b, quando k£ — oo. O sistema (2.13) representa
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Figura 2.2: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a reso-
lucdo de (2.9) por métodos iterativos. O problema consiste em projetar um controlador tal
query — 0 e Ax; — b, quando k£ — oo.

a dindmica deste problema de rastreamento;

Xg+1 = X + U

Vi = A% (2.13)
r,=b—ys

u; = f(ry)

sendo que f(-) representa a relagdo entrada-saida do controlador (veja figura 2.2). Como
jé dito na introdugdo (capitulo 1), a interpretacdo de métodos iterativos para sistemas line-
ares como sistemas dinamicos foi feita pela primeira vez em Schaerer e Kaszkurewicz [8] e
para métodos iterativos lineares e ndo lineares em Bhaya e Kaszkurewicz [9, 10]. O método
consiste basicamente em escolher uma fun¢do de Liapunov com controle (CLF, do inglés
Control Liapunov Function) para determinar os parametros que tornam o equilibrio do sis-
tema (2.13) assintoticamente estavel. Note que a cada escolha da estrutura do controlador
uy, corresponde uma familia de métodos numéricos. Isso se deve ao fato de que, uma vez
escolhida a estrutura do controlador, os pardmetros que garantem a estabilidade assintética
do equilibrio do sistema sao determinados a partir de uma escolha de CLF. A cada escolha
de CLF correspondem parametros diferentes para uma mesma estrutura de controle uy. Vale
ressaltar que a andlise de métodos iterativos utilizando a técnica de CLFs de [9, 10] fornece
uma idéia sobre a robustez dos métodos analisados e/ou desenvolvidos. Isto é devido ao
fato de que a andlise via CLF nao utiliza as propriedades geométricas (ortogonalidade dos
residuos por exemplo) dos métodos considerados. A utilizacdo dessa técnica em Diene [11]

para a andlise dos métodos iterativos do tipo Krylov mostrou que o método do gradiente con-
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jugado (CG), com parametros determinados por CLF, converge mesmo quando a condi¢ao
ro = Po (necessdria para garantir a ortogonalidade dos residuos) ndo € garantida. Essa situ-
acdo ocorre nas aplicacdes préticas da filtragem adaptativa e do treinamento de perceptrons,
que podem ser descritos como utilizando algoritmos “em-linha’ do tipo CG para resolver sis-
temas do tipo A;x; = by e Ax; = by. O termo “em-linha” refere-se a atualizacdo da matriz
A e do segundo membro by, a cada iteracdo, e significa que, na pratica, ro # po depois da
primeira iteracdo. Por esse motivo, utilizar-se-4, ao longo dessa tese, essa mesma técnica
de CLF para analisar, projetar algoritmos numéricos para a filtragem adaptativa (sec¢oes 2.4
e 2.5), a filtragem adaptativa ndo supervisionada (capitulo 3) e para o treinamento de per-
ceptrons (capitulo 4); e determinar uma medida da robustez dos algoritmos considerados

(capitulo 5).

2.4 Algoritmos de filtragem adaptativa

2.4.1 Meétodo LMS (Least Mean Squares)

Para resolver o problema da filtragem adaptativa definido por (2.7), os sistemas do tipo
gradiente de descida sdo os mais utilizados devido a sua simplicidade de implementacao
[1, 4, 5]. O minimo de (2.4), solu¢do de (2.7), pode ser encontrado a partir de um ponto
inicial arbitrario e uma seqiiéncia na dire¢do de descida do gradiente de (2.4) descrita da
seguinte forma:

Wip1 = Wi — uVE = wy + (b — Rywy,) (2.14)

sendo o passo x4 um pequeno valor real positivo. Utilizando estimativas instantaneas da

matriz de autocorrelacdo R e do vetor de correlagcdo cruzada b tais que

R, = xux)! (2.15)

a equacdo (2.14) é reescrita conforme segue abaixo

Wil = Wi + p(xpd, — xpXpwy) = wi + pxp(d — xfwy) = wi + pxpe; (2.17)
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Figura 2.3: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solu¢do do problema da filtragem adaptativa (2.7) pelo sistema dindmico (2.18) correspon-
dente ao método LMS. O problema consiste em determinar o parametro de controle x tal que

er — 0eyr — di, quando k — oo.

Algoritmo 2.2 Método LMS para filtros adaptativos

Parak=0,1,... ,N-1
er = dj, — wilx,,
Wiyl = Wy + uxgey,

Fim

A equagdo (2.17) descreve o método conhecido como LMS (do inglés Least Mean Squares),

apresentado na forma de pseudocddigo no algoritmo 2.2 [15-17, 50]. O método LMS pode

ser interpretado como uma aproximagao do método da declividade maxima (SD) utilizando

estimativas instantaneas. Do ponto de vista de controle o método LMS pode ser descrito por

um problema de rastreamento de sinal representado pela figura 2.3 e o sistema (2.18) abaixo

(

\

Wil = Wi + U
o H

Y = Wi X

er = di — Yk

_ *
U = UXg€r

(2.18)

O sistema dinamico (2.18) é constituido pela planta linear variante no tempo {I,1,x/ 1,0}

e o controlador proporcional ao erro {0, 0, 0, ux; } em realimentagio negativa. O problema

consiste em determinar o parimetro de controle p tal que e, — 0 e yr — di, quando

k — oo. Note que a escolha planta/controlador ndo € tnica, porém a combina¢do da planta

e do controlador escolhidos em malha fechada € Unica.
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2.4.2 Meétodo RLS (Recursive Least Squares)

O método LMS (algoritmo 2.2) apresenta um baixo custo computacional, porém a sua
convergéncia depende da escolha do passo p. A escolha de um passo grande leva a divergén-
cia do algoritmo enquanto a escolha de um passo pequeno resulta em uma convergéncia lenta
do algoritmo LMS. Essa convergéncia lenta do algoritmo LMS € também observado quando
o espalhamento dos autovalores da matriz R é grande. Para esse caso, pode-se fazer uma
estimativa da matriz de autocorrelagdo R e do vetor de correlacdo cruzada b levando em
consideracdo as informagdes sobre os sinais em instantes anteriores através de uma janela
de dados ponderada de forma exponencialmente decrescente por um fator ), dito fator de

esquecimento. Nesse caso R e b sdo obtidas conforme as equagdes (2.19) e (2.20)

Rit1 = MRy +xp1x (2.19)
bk+1 = /\fbk + Xk+1d;;+1, (220)

A solucao de (2.7) é tal que
Wiyl = R;ilbkﬂ, (2.21)

porém a determinacgdo direta da inversa de Ry, é computacionalmente caro (da ordem de
(M + 1)). Essa inversa pode ser determinada de forma iterativa, através do lemma da

inversdo de matrizes [51], da seguinte forma:

-1 H R-1
Ry kX Ry

~1 —1p-1 -1
=AN"R, — A\ - (2.22)
k+1 f k I /\f + XkH+1Rks 1Xk+1 )
Definindo N
A7 R,; Xk+1
Vin = Tt R (2.23)
que pode ser reescrito como
Vier = ARy X — A Vi Ry X
= WlREl - >\]71Vk+1XkH+1R;;1]Xk+1
R, Xpet1, (2.24)

15



a equacdo (2.22) pode ser reescrita de forma mais compacta conforme segue:
R, =Ry = A vieax Ry (2.25)
Substituindo (2.20), (2.25) e (2.24) em (2.21), resulta em

-1
Wi = Rk+1bk+1
_ -1 —1 *
= MR b+ R Xpdi gy
—1 H -1 *
= Ry by — VxR by + v di
o d* _JH
= Wi+ Vi (dp — X W)

= Wi+ Vk+1ez+1, (226)

sendo que

eri1 = djr1 — Wi Xp i (2.27)

é o erro a priori [15](cap.8, pp.387). As equagdes (2.23), (2.25) e (2.26) descrevem o método
conhecido na literatura como RLS (do inglés Recursive Least Squares) [15-17]. O método
RLS, apresentado na forma de pseudocédigo no algoritmo 2.3, prové uma melhoria consid-
erdvel na convergéncia do LMS, no entanto, 0 mesmo apresenta um custo computacional e
uma necessidade de armazenamento maior que o LMS. Cabe enfatizar que uma fonte de di-
vergéncia do método RLS € a perda da positividade da matriz inversa R; |, devida aos erros
numéricos. Uma forma de se evitar esse problema € manter a simetria de R}, utilizando a
equacao (2.22) ao invés da sua forma compacta (2.25) [52, 53]. Sob a perspectiva de con-
trole, o método RLS pode ser interpretado como o sistema dinamico descrito pelo sistema
(2.28) e pela figura 2.4

W41 = Wi + Ug

Yk+1 = W;?Xkﬂ

ehi1 = i1 — Yt (2.28)

)‘leRlzlxk+1

Vi1 = =T =T
+ LAl Ry X

B *
[ Uk+1 = Vi41€p49

O sistema dinamico (2.28) é composto pela planta linear variante no tempo {I, T, x} "L 0}e

o controlador proporcional ao erro {0, 0, 0, v, } em realimentacdo negativa, sendo o vetor
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Figura 2.4: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solucdo de (2.7) pelo sistema dindmico (2.28) correspondente ao método RLS. O vetor de
ganhos proporcionais vy € dado por (2.23).

Algoritmo 2.3 Método RLS para filtros adaptativos

Calcular R;' = p~'I, ;1 = pequena constante positiva
Parak=0,1,... ,N-1
A;lRI:lxk+1

Viy1 = 1+>\;lka+1R;1X1@+1

_ H
ery1 = dpy1 — Wi Xg41
Wil = Wi + Vigp1€,
-1 _ y-1p-1_ -1 H p-1
Ry = Ar Ry = Ay vienix Ry,
Fim

de ganhos proporcionais v, dado por (2.23). Note que a planta é escolhida da mesma

forma que o método LMS para poder comparar os dois métodos em uma base unica.

2.4.3 Meétodo SD-CLF (Steepest Descent)

Para resolver o problema da filtragem adaptativa (2.7), um novo método numérico, com
desempenho compardvel ao do LMS, pode ser desenvolvido considerando o problema (2.7)
como um sistema dinamico, conforme descrito na se¢do 2.3. Para tanto, reescreve-se a

equagdo (2.14) tal que:

Wit = Wi + ag(by — Rywy) = Wi + a8y, (2.29)

sendo oy, um passo variante a ser determinado e o residuo g = by — Rywy. Para estimar a

matriz Ry e o vetor b, escolhe-se a janela de dados ponderada de forma exponencialmente
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decrescente, dada pelas equacdes (2.19) e (2.20). Nesse caso, o residuo € atualizado tal que:

gii1 = brp — Rppiwig
= Arbi 4 xpadiy — R + X1 ) (W + aggy)
= Ap(by — Rewy) — o Ris181 + Xper1 (dfp g — Xy W)

= Argr — xRy + Xpq1ep 41, (2.30)

sendo o erro a priori ey, dado por (2.27). O sistema dinamico (2.13) equivalente a resolug¢ao
de (2.7) por métodos iterativos pode entdo ser reescrito como:

Wil = Wi + Q8 (2.31)

gri1 = A8k — Ry 18k + Xp1€5

Em termos de controle, o sistema (2.31), representado em forma de diagrama de blocos
na figura 2.5, consiste em uma planta linear {I,I, Ry, 0} e um controlador proporcional ao
erro em uma configuracao de realimentacdo negativa. Note que, escolhendo g € w; como
varidveis de estado, e ay; como parametro de controle a ser determinado, o sistema (2.31)
torna-se bilinear, isto é: linear no estado quando o controle € considerado constante e linear
no controle quando o estado € considerado constante. Para determinar o equilibrio do sistema
(2.31), defina o erro 6timo

e, = dpy1 — ngxk+17 (2.32)

supondo estacionaridade dos sinais, existe um vetor 6timo de pesos w, tal que Ryw, = by

[54, 55]. Pelo principio da ortogonalidade [15] tem-se que
Exgi1et] = E[xpi1(df, — x4 w,)] = 0. (2.33)

Utilizando xj 1€} como uma estimativa sem viés de F[x1e;] pode-se aproximar (2.33) da
seguinte forma:

Xpr1€s = Xpp1(dfyy — Xp W,) = 0. (2.34)

Portanto, pode-se ver que o equilibrio do sistema (2.31) é dado por (w,, 0). Para esse mesmo

sistema (2.31), um resultado desta tese pode ser enunciado da seguinte forma [21]:
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Figura 2.5: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a reso-
lucao do problema de filtragem adaptativa (2.7) pelo sistema dindmico (2.31) correspondente
ao método SD-CLF. O problema consiste em determinar o pardmetro de controle o, tal que
gr — 0e Rywy — by, quando k£ — oo.

Teorema 1. Com a hipdtese ir]if Amin(Ri) = ¢ > 0, a escolha

(&, Rit18k)
<Rk+1gka Rk+1gk> ’

(2.35)

A =

sendo g = A8y + Xpy1€),, € Otima para a fungdo de Liapunov escolhida e garante a

estabilidade assintética do equilibrio do sistema (2.31).

Prova do Teorema 1. Seja Xy = {x,k = 1,--- , K} o conjunto de todos os dados Xy,
sendo K um niimero grande. Para um processamento amostra por amostra em tempo real

define-se um subconjunto de X, da seguinte forma:
X, = {x;:%X; =%, para i <k, ex; =0para i > k}.
Neste caso, na iteracdo k + 1, tem-se que
Xy = (%1 = X1, -+, Rey1 = Xp 1, Ry = 0, -+, Xge = 0}, (2.36)

e quando K tende a infinito,

X = X

Portanto a cada iteracdo k o conjunto de dados a processar é dado por X.

Na iteracdo k + 1, (2.30) pode ser reescrita como

8i+1 = 8k — . Ryt18k, (2.37)
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sendo

8k = Af8k + Xpt1€41 = Af8k + Xpt1€54- (2.38)

Note que o vetor gy, dado por (2.38) é calculado na iteracdo k + 1. Na iteracdo k + 1, de
(2.38) e (2.37), pode-se escrever que

~ A *
8kt1 = As8kt1t+ Xk42€p49

= Ar8ht1 = A8k — arArRyp 18k, (2.39)

uma vez que, de (2.36), X2 = 0 na iteragdo k + 1. Entdo, o sistema (2.31) pode ser

reescrito como
Wi+l = Wi + Q8 (2.40)
gr+1 = A8k — A rRiq 18k
O equilibrio do sistema (2.40) é dado por (w,, 0). Note que, no equilibrio do sistema (2.31),
tem-se que Wi, = W, e g, = 0, o que implica que (de (2.34)) g, = A\¢gr + Xpt1€, = 0.

Portanto a estabilidade assintotica do equilibrio de (2.40) resulta na estabilidade assintética

de (2.31). O objetivo do restante dessa prova é mostrar a estabilidade assintotica do sistema

(2.40). Escolha a CLF Vg, (k) = (&, &), entdo

AVg = (8rt1,8rt1) — (B, Bk)- (2.41)
Substituindo (2.39) em (2.41) resulta em
AVg = )\?<§k,gk> — QakAfc@k, Rk+1gk> + Oéi)\30<Rk+1gk;a Rk+1gk> - <gk,gk> (2.42)

O valor dtimo oy, (que torna AV o mais negativo possivel), dado por (2.35), é determinado

resolvendo a seguinte equagdo:

DAV,
8ak

= —203 (&%, Rir18k) + 20507 (R 18k, Riagr) = 0

Substituindo (2.35) em (2.42) resulta em

S, Ri18k)° U
AVs = —)\2 (&, Rt — (1= \2){g,, 2.43
T N Rengn Rigy ) B8 24
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Algoritmo 2.4 Método SD-CLF para filtros adaptativos
Calcular Ry = xox/, by = xod}, go = by — Rowy
Parak=0,1,.. N-1

eri1 = dps1 — Wi Xpi

gL = A8k + Xpt1€541

Rip1 = ARy + Xkt 1X7 1

o = ¢ (& Rir18k)

Ry 18k, Ret18k)
Wii1 = Wi + 0,8k

8i+1 = 8k — v Rit18s
Fim

Como, por hipdtese (Ry+18k, Ri+18k) > 0, segue-se que Ay < 1 implica que
AVs <0, (2.44)

o que implica que ||g||3 é uma seqiiéncia decrescente. Portanto g, — 0 para k — 00, 0
que implica que \;gy + Xp41€),, — 0 para k — oo, que por sua vez, implica que g, — 0

e Wi — W, para k — oo. |

O novo método numérico baseado no sistema (2.31) e no teorema 1, apresentado na
forma de pseudocddigo no algoritmo 2.4 e referenciado nesta tese como SD-CLF, é um

método do tipo declividade maxima (Steepest Descent).

Observacao 1. As simulacoes numéricas da se¢do 2.6 que verificam numericamente os re-

sultados do teorema 1 consideram uma média aritmética de vdrias simulagoes.

Observacio 2. Note que a escolha da CLF ndo é tinica, a escolha de outra CLF (Vg, (k) =
(8, R,;lgk>, por exemplo) resulta em uma féormula diferente do parametro oy, (o, = %,

por exemplo) e em outro método da mesma familia SD.

2.44 Método CG-CLF (Conjugate Gradient)

As simula¢Oes numéricas, apresentadas na se¢do 2.6, mostram que o método SD-CLF
apresenta um desempenho superior ao LMS e inferior ao RLS. Sabe-se que a convergéncia
do método de declividade méxima torna-se lenta para matrizes mal condicionadas. Essa
convergéncia pode ser acelerada introduzindo um termo proporcional a derivada discreta do

estado wy, na equacdo (2.29). A introdu¢do de um termo derivativo no método da declividade
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maéxima resulta no método do gradiente conjugado (CG) [10, 12]. O método CG foi utilizado
em Boray e Srinath [18] e Chang e Willson [19] para projetar filtros adaptativos com uma
convergéncia comparavel a do método RLS, com um custo computacional menor. Em Boray
e Srinath [18] as matrizes R e b sdo estimadas utilizando uma janela deslizante de dados de

tamanho n,, tal que

k

R, = — A .
. - > oxxg (2.45)
]:k_nw+1
1 k
b, = — * )
5 - > xid; (2.46)
j:k_nw+1

Nesse caso o residuo, igual ao negativo do gradiente da fun¢do objetivo (2.4), é estimado por

uma média de n,, valores passados conforme a seguinte equagao

k
gL = (%) | Z xp(dy, — wixp)" (2.47)
j=k—nw+1
Note que para cada amostra k serdo necessdrios min(M, n,,) iteragdes para a convergén-
cia do algoritmo CG. Portanto, a escolha de n,,, a janela sobre qual a média do gradiente
da fungdo custo € avaliada, tem um impacto direto sobre a convergéncia dos pesos do fil-
tro. Desta forma, um aumento na dimensdo do fap e/ou dos dados de entrada causa direta-
mente um aumento no custo computacional do método, podendo ultrapassar o custo com-
putacional do método RLS e da inversdo da matriz R. No trabalho de Chang e Willson
[19], uma modificacdo é feita determinando a matriz de autocorrelacdo R e o vetor de cor-
relagcdo cruzada b através da mesma janela de dados ponderada de forma exponencialmente
decrescente utilizada pelo método RLS (equacdes (2.19) e (2.20)). Esta modificagdo per-
mite realizar apenas uma iteracdo do método CG a cada amostragem, porém para manter
a convergéncia € necessario a introducdo de um fator 7, determinado experimentalmente,
no cdlculo do parametro o, (do método CG), e do método Polak-Ribiere para o cdlculo do
pardmetro ;. Nesta tese mostra-se que, desenvolvendo métodos de filtragem adaptativa
através de CLF’s, ndo € necessdrio a introducio de nenhum fator empirico e/ou de nenhum
outro método ndo linear para garantir a convergéncia dos métodos em ambientes variantes
no tempo [56]. Cabe enfatizar que a convergéncia dos algoritmos propostos em Boray e Sri-

nath [18], Chang e Willson [19] é conjecturada através de simula¢cdes numéricas enquanto
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que os algoritmos de filtragem adaptativa propostos nesta tese sao refor¢cados por uma prova
formal de convergéncia, uma prova da otimalidade dos parametros escolhidos e simulagdes
numéricas.
Para desenvolver um novo método CG para a filtragem adaptativa através de CLF’s
reescreve-se o sistema dinamico (2.13), equivalente a resolucao de (2.7) por métodos numéri-
cos, da seguinte forma:
Wit1 = Wi + 0Pk
gri1 = bry1 — Repiwi (2.48)
Prt1 = 8k+1 + OkPrk

Utilizando a janela de dados ponderada de forma exponencialmente decrescente (2.19, 2.20),

pode—se escrever

g1 = bra — Repiwiar = Asbi + xi1di ) — (AfRe + Xpa X7 1) (Wr + aipr)
= )‘f(bk - Rkaz) — apRp1pr + Xk+1(dz+1 - XkH+1Wk)

= Mgk — axRipp1Pr + Xpqa€p, 1, (2.49)

sendo novamente ey 1 0 erro a priori dado por (2.27). Substituindo (2.49) em (2.48) resulta

cm:

Wit1 = Wi + Pk

gri1 = A\r8r — Ry 1Py + Xpp1€54 (2.50)

Pr+1 = 8k+1 + OkPrk
Analogamente ao sistema (2.31), escolhendo wy, g; € px como varidveis de estado, e oy, €
0, como parametros de controle a serem determinados, o sistema (2.50) torna-se bilinear. O
equilibrio do sistema (2.50) é dado por (w,, 0,0), isto pode ser visto utilizando novamente
a equacdo (2.34). Para o sistema (2.50), representado na forma de diagrama de blocos na
figura 2.6, um dos principais resultados dessa tese pode ser enunciado da seguinte forma

[21]:
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Figura 2.6: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a reso-
lucdo do problema de filtragem adaptativa (2.7) pelo sistema dinamico (2.50) correspondente
ao método CG-CLF, sendo f,(px) = Bipr — axRi11Px + Xi11€) . O problema consiste
em determinar os parametros de controle oy e [ tais que g — 0 e Ryw, — by, quando
k — oo.

Teorema 2. Com as hipdteses il}:f /\mm(R,;l) =G >0e i%f Amin(Rg) = G > 0, as

escolhas

o = —BuPY 2.51)

(Pr; Ri+1Pk)

(8k+1, Rit1Pk)
S , 2.52
P (Pk; Re11Pw) (252)

sendo gy, = \jgr+Xp41€),,,, sdo dtimas para as fungdes de Liapunov escolhidas e garantem

a estabilidade assintotica do equilibrio do sistema (2.50).

Prova do Teorema 2. Seja Xy = {xx,k = 1,--+ , K} o conjunto de todos os dados Xy,
sendo K um niimero grande. Para um processamento amostra por amostra em tempo real

define-se um subconjunto de X}, da seguinte forma:
X, = {x;:%X; =%, para i <k, ex; = 0para i > k}.
Neste caso, na iteracdo k + 1, tem-se que
X1 = {&1 = X1, , Rt = Xpy1, Kpga = 0, -+, Xge = O}, (2.53)

e quando K tende para infinito,
Xy = Xi.
Portanto a cada iteracdo k o conjunto de dados a processar é dado por X.
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Na iteracdo k + 1, (2.49) pode ser reescrita como

8r+1 = 8k — o Ryt1Pks (2.54)

sendo

8k = A8k + Xpt1€41 = Af8k + Xpt1€54- (2.55)

Note que o vetor gy, dado por (2.55) é calculado na iteracdo k + 1. Na iteracdo k + 1, de
(2.55) e (2.54), pode-se escrever que

~ A *
Bkt1 = As8k+1 t+ Xki26hi0

= A8ht1 = A8k — axArRi 1Py, (2.56)

uma vez que, de (2.53), X2 = 0 na iteragdo k + 1. Entdo, o sistema (2.50) pode ser

reescrito como

Wit1 = Wi + Pk

gr+1 = A8k — apArRiq1ps (2.57)

Pit1 = %!‘;’kﬂ + BiPr-
O equilibrio do sistema (2.57) é dado por (w,,0,0). Note que, no equilibrio do sistema
(2.50), tem-se que w = w,, g = 0 e pr = 0, o que implica que (de (2.34)) g =
A8k + Xpr1e, = 0. Portanto a estabilidade assintotica do equilibrio de (2.57) resulta na
estabilidade assintotica de (2.50). O objetivo do restante dessa prova é mostrar a estabili-
dade assintotica do sistema (2.57). Como a matriz Ry, é hermitiana positiva definida, ela é

invertivel e define uma norma, da mesma forma que sua inversa. Portanto escolha a CLF

Va, (k) = (& Ry, '8, entdo
AVg = (8k+1, R;;llngrl) — (g, R, '81). (2.58)
Substituindo (2.56) em (2.58) resulta em
AVg = X3 8k, Ry 8k) — 20007 (& Pi) + 0fAF (i, RiaPr) — (&6 Ry '8) (259)

O valor dtimo o, (que torna AV o mais negativo possivel), dado por (2.51), é determinado
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resolvendo a seguinte equagdo:

OAV
8ak

= —2A§<gk, Pr) + 20zk/\§<pk, Ry1pr) =0

Substituindo (2.51) em (2.59) resulta em

<gk7 pk>2

AVg = =X} ) + A8k, Rypy18) — (8 Ry '&k) (2.60)

T (Pr, Rt 1Pk

Reescreva a equagdo da inversa de Ry 1 (2.25) tal que
R, =X 'Ry' — ARy kxR (2.61)
sendo c = (1/(1 + )\lekaﬂR;lka)) > 0. Inserindo (2.61) em (2.60) resulta em

AV" _ _)\2 <gk7 pk>2
g = _—

— (1= Ap) (8 Ry "8k — (8 Ry ' Xuaxi Ry E). (2,62
f(PmRkak) ( f)<gk kgk> (8 ko Xk+1Xp4 kgk> ( )

Portanto, por hipotese, segue-se que \y < 1 implica que
AVg < —Gill&ll3 <0, (2.63)

o que implica que ||gy. HREI é uma seqiiéncia decrescente. a

Para a determinagdo de (31, escolha a CLF Vy, (k) = (pr, Rkbr) = ||Pk|Ik, . Entdo,

1

. N 2 .
AV, = F<gk+1a Rii18k41) + Xﬁk<gk+la Ry 11Px) + Bi (P, Res1Pr) — (Pr, RaPr)-

Nesse caso, o valor étimo de [y, dado por (2.52), é obtido resolvendo a seguinte equacdo

OAV, 2

B X<§k+1, Ri11Pk) + 284(Pr, Rier1pr) = 0.

De (2.57), inserindo (2.52) em Vpkﬂ(k + 1) resulta em

1. 1 (811, Rier1pr)?
Vpk+1(k + 1) = <pk+1,Rk+1pk+1> = ﬁ”gk+1“%{k+l B ﬁ <pk Rk+1pk>

1 .
< alleenllr,,.- (2.64)
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Algoritmo 2.5 Método CG-CLF para filtros adaptativos
Calcular Ry = xox/, by = x0d}, go = by — Rowo, po = &o
Parak=0,1,.. N-1

ehi1 = dpp1 — Wi Xpp

gL = A8k + Xp+1€511

k= (pr.Rit1Pk)

W1 = Wi + Pk
Riy1 = ARy + XXt

8i+1 = 8k — Ry 1Pk

__ {(sk+1,Rep1Pr)
P = (P, Ri+1Pk)
Pit1 = 8k+1 + BiPrk
Fim

De (2.63), da equivaléncia de normas e da hipétese (1), pode-se concluir que ||gj11|r,,, €
uma seqiiéncia decrescente. Portanto (2.64) implica que py.1 decresce na norma Ry 1, ndo

necessariamente monotonicamente, concluindo a prova. [ |

Observacao 3. Em Bottomley e Alexander [52] e de Campos [53] mostra-se que uma pos-
sibilidade de garantir que ir’;f Amin (R,;l) = (4 > 0 € mantendo a simetria de R,;l através

da utilizagcdo da formula (2.22) ao invés da sua forma compacta (2.25).

O algoritmo 2.5, referenciado nesta tese como CG-CLF, apresenta o pseudocédigo da

extensao do método CG, baseada no teorema 2, para o caso da filtragem adaptativa.

2.5 Algoritmos de filtragem adaptativa com restri¢oes line-

ares

2.5.1 Meétodo CLMS (Constrained Least Mean Squares)

O problema da filtragem adaptativa com restri¢cOes lineares (2.8) pode ser resolvido
através de técnicas de otimizacdo com restri¢des utilizando multiplicadores de Lagrange.

Para tanto a funcao custo (2.4) é redefinida tal que

1
v = o (Eldd;] - wilb, — bllw, + wiR,w;) + A (CHlwy, — f), (2.65)
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sendo A o vetor de multiplicadores de Lagrange. Nesse caso o problema com restricdes é

transformado em um problema sem restricdes da seguinte forma [57]:
1
min{y = §(E[dkd2] — wi'by — bfwy + Wi Rywy) + A (CPlwy, — £)}. (2.66)
Wi

A solucgdo de (2.66) é determinada a partir de uma aproximagao inicial e uma seqiiéncia na

direcdo de descida do gradiente de ) dada pela equacdo (2.67)

Wi+1 = Wk_,uvwkw

O vetor de multiplicadores de Lagrange Ay € escolhido tal que o vetor wy, satisfaca a

restricdo linear C?w,, = f, isto é:
CHWk+1 =f<s CHWk — [L(CHRka — Cku + CHC)\k> =f.
Portanto, obtém-se o vetor de multiplicadores de Lagrange tal que:

A = %(CHC)l(f — Cwy) — (CTC)'C"Rywy, + (CTC)'Cby. (2.68)

Substituindo (2.68) em (2.67) resulta em

Wii1 = wi— u(Reywy —bg) + C(CHC)"H(f — Cwy) + uC(CHC) ' CH (Rywy — by)

= (I-ccio)tcwy — u(d - c(ce)~1c)(Rywy — by) + C(CHC)'f

= Pwy - ,UJP(Rka - bk) —|—f, (2.69)

sendo
P = I-ccfo)cH (2.70)
f = c(C’C)'f. (2.71)

Note que P é a matriz de proje¢do no complemento ortogonal do espaco coluna de C, por-

tanto P € a matriz de proje¢@o no espago nulo a esquerda de C [58]. Escolhendo as estima-
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Algoritmo 2.6 Método CLMS para filtros adaptativos com restri¢des lineares
Calcular f = C(CHC)"'f,P =1 C(CHC)~'C”
Parak=0,1,.. . N-1
€ — dk — W,ka
Wil = P(wy + puxper) +
Fim

tivas instantaneas (2.15) e (2.16) de Ry, e by, a equacdo (2.69) resulta em:

Wil = PWk — /LP(Rka - bk) + ?
= Pw, — pP(xpxfwy, — xpdf) +

= Pwy + uPxpef + f = P(wy + puxpe}) +f (2.72)

As equagdes (2.70-2.72) descrevem o método conhecido como CLMS (do inglés Con-
strained Least Mean Square), proposto pela primeira vez em Frost III [59]. Como no caso do
método LMS para a filtragem adaptativa, o método CLMS, apresentado na forma de pseu-
docddigo no algoritmo 2.6, € um dos mais utilizados para solucionar o problema da filtragem
adaptativa com restri¢des lineares devido a sua simplicidade de implementacdo [60, 61]. Do
ponto de vista de sistemas dindmicos o0 método CLMS pode ser representado pelo sistema

da figura 2.7 e o sistema de equagdes (2.73)

)
Wii1 = Pwp +uy

_ H
Y = Wi Xg

S (2.73)

€L = dk — W]?Xk

w, = uPxpe; + f

\

O sistema dindmico da figura 2.7 é composto pela planta linear variante no tempo {P, I, x1, 0}
em realimentacdo negativa com o controlador ndo linear f)(e;) = uPxye; + f (corres-
pondente a uma funcdo afim do erro). Novamente o problema consiste em determinar o

parametro de controle y tal que e, — 0 e yp — dg, quando £ — oc.

2.5.2 Meétodo CRLS (Constrained Recursive Least Squares)

O método CLMS apresenta as mesmas vantagens e desvantagens do método LMS: um

baixo custo computacional e uma convergéncia dependente da escolha do passo p e do es-
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Figura 2.7: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solu¢do do problema de filtragem adaptativa com restri¢des lineares (2.8) pelo sistema di-
namico (2.73) correspondente ao método CLMS. O controle € uma funcao afim do erro,
fi(e}) = uPxye; + f. O problema consiste em determinar o pardmetro de controle ;. tal que
ex — 0eyr — di, quando k — oo.

palhamento dos autovalores da matriz R;. Para melhorar a taxa de convergéncia pode-se
fazer estimativas melhores de Ry, e by levando em consideracdo as informacdes dos sinais
em instantes anteriores através da janela de dados ponderada de forma exponencialmente

decrescente (2.19, 2.20). De (2.66) sabe-se que a solugdo de (2.8) € tal que:
Wil = R];l_lbk+1 - R;;EchkH- (2.74)

Da mesma forma que o caso do método CLMS, o vetor de multiplicadores de Lagrange Ay 1

€ escolhido de tal forma que o vetor wy,; satisfaga a restri¢do linear, isto é:
C'wip =f < C"R; | bry1 — C'R}, CApy = £
Entdo, determina-se o vetor de multiplicadores de Lagrange da seguinte forma:
Ait1 = (C"R;},C) " (C"R; | b1 — ) (2.75)
Substituindo (2.75) em (2.74) resulta em
wi1 = R bt + R L C(CYR, L C)H(E — CYR ] biy). (2.76)

O vetor w1 pode ser determinado de recursivamente notando que R,;ilbkﬂ corresponde

a solug@o do problema irrestrito (2.7) e utilizando o lemma da inversdo de matrizes (2.25)
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para calcular as matrizes R;_};C e (C”R;_};C)~". Para tanto define-se

i = RLC=X'R'C—\"viux) | R;'C

= AT = A vieaxi | Tk (2.77)
Uy = CThp = A'CHD — X' Clv x| T

= N — X Clviax (T (2.78)

Entdo, a matriz inversa \Il,;il = (CH R,:ilC)*l ¢ determinada através da seguinte equacdo
T =200 A ax L Tl (2.79)

sendo
—1~H
‘I’k C Vk-+1

= (2.80)
1-— XkH+1Fk\I’k 1CJHV],C_H

1k+1 =

A solugdo do problema irrestrito € determinada recursivamente pelo método RLS tal que
R, bit1 = Wi, + Vigie) . (2.81)
Inserindo (2.81) em (2.76) tem-se

Wip1 = Wi+ Vipery + R C(CYR |, C)H(E — CY (Wi + Vigaeh,y)

= (I-R,,C(C"R;},C)'C")(Wi + Visier,y) + R, ,C(C'R; [, C)'f

= Pupi(Wi + Viper, ) + fri1 (2.82)

sendo
Piyn = I-R.,C(C"R.,C)'C"=1-T},,¥;},C" (2.83)
fir1 = R,CIC'RL,C) ' =01 ¥, [ f (2.84)

As equagdes (2.77), (2.79-2.80) e (2.82-2.84) descrevem o método conhecido como CRLS
(do inglés Constrained Recursive Least Squares), proposto pela primeira vez em Resende
et al. [62]. Analogamente ao caso da filtragem adaptativa, o método CRLS, apresentado na

forma de pseudocddigo no algoritmo 2.7 prové uma melhoria significativa na convergén-
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Figura 2.8: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solu¢do do problema de filtragem adaptativa com restri¢des lineares (2.8) pelo sistema di-
namico (2.85) correspondente ao método CRLS. O controle € uma fun¢do afim do erro,
fi(ext+1) = Pry1Visi€iyq + i sendo vy dado por (2.23).

cia do método CLMS, porém apresenta um custo computacional e uma necessidade de ar-
mazenamento maior. Em termos de controle o método CRLS ¢ representado pelo sistema

dindmico (2.28) e a figura 2.8

Wil = Prpawy +uy,
_JH
Yre+1 = X1 Wk

er1 = dry1 — Yrs1 (2.85)
)\;lRlzlxk+1

Viy1 = 1+)\;lka+1R;1Xk+1

U1 = Pryiviepie ) + i

O sistema é formado pela planta linear variante no tempo {Py.,I,x 1,0} em realimen-
tacdo negativa com o controlador fi(e;) = Pji1viief,, + fi41, correspondente a uma

funcdo afim do erro, sendo vy; dado por (2.23).

2.5.3 Método com estrutura GSC

Um método alternativo foi proposto em Griffiths e Jim [61]; nesse caso o método con-
siste em uma estrutura denominada generalized sidelobe canceler (GSC) que transforma
o problema de minimizacdo com restri¢des lineares em um problema de minimizagao sem
restri¢des, e portanto permite aplicar qualquer algoritmo adaptativo [20]. A utilizagdo da

estrutura GSC consiste em determinar uma matriz B, dita matriz de bloqueio, tal que

B”C = 0. (2.86)
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Algoritmo 2.7 Método CRLS para filtros adaptativos com restri¢des lineares

Calcular Rg' = 7 'I,Ty = Ry'C, ¥ = n7'I, ;= pequena constante positiva
Calcular Py =1 — T W, 'CH f, = T\, 'f
Parak=0,1,.. ,N-1

A;lelka

Vv = = =
k+1 1+>‘f1XkH+1Rk 1)%_'_1

Rt = A0 Ry = A vieax Ry
Fk-i—l = )\;11_‘19 — /\;lvk—f—lkaJrlI‘k
lk+1 _ H\IIIZICH_\;M-;{

1—xk+1l“k‘ll,C CHvE4
Uity = A0+ Aleax Do
ert1 = dipq1 — ngk—i-l
?kﬂ =1- Fk+1‘I’;:i1CH
frp1 = Do O f ~
Wit1 = Pr (Wi + Viaer ) +

Fim

Em seguida resolve-se um problema de filtragem adaptativa sem restri¢des através da seguinte
equacio:

RﬁgwfC = b;, (2.87)
sendo

x) = Bx,, (2.88)

e b}, = E[x}d;], R}, = E[x}x}f]. Finalmente a solu¢do do problema com restri¢des (2.8) é

entdo encontrada através da equacao (2.89) abaixo
w;, = f — Bw), (2.89)

sendo f = C(CHYC)~'f. A equivaléncia entre a solucio de (2.8) e a equacdo (2.89) &
mostrada em vdrios trabalhos na literatura [60, 63—-65]. Note que para resolver o problema
sem restricoes (2.87), pode-se utilizar os algoritmos LMS, RLS, SD-CLF e CG-CLF porém
a determinacdo de matriz de bloqueio B aumenta a complexidade do método com estrutura

GSC.

2.5.4 Meétodo CSD-CLF (Constrained Steepest Descent)

A relacdo, dada por (2.89), entre a solu¢do dada pela estrutura GSC e a solu¢do do pro-

blema com restrigdes pode ser utilizada para desenvolver novos métodos numéricos para
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a resolucao de (2.8) com desempenho compardvel ao dos métodos CLMS e CRLS. Em
Apolinario Jr et al. [20], uma versdao do método CG de Chang e Willson [19] foi proposta
para o caso da filtragem adaptativa com restri¢des lineares. Nesse caso, Apolindrio Jr et al.
mostraram que a matriz de projecao (2.70) no espaco nulo a esquerda da matriz das restri¢des

pode ser reescrita como:

P = B(B"B) 'B”, (2.90)

sendo B a matriz de bloqueio. Esse mesmo resultado foi obtido em Tseng e Griffiths [66].
Uma condicao necessdria e suficiente para a equivaléncia entre o método CLMS e o método

LMS utilizado em uma estrutura GSC (LMS-GSC) ¢ dada pela seguinte equagao [20, 61]:

BB =1 — P = BBZ. (2.91)

Um novo método de resolucio de (2.8) pode ser desenvolvido a partir da resolugdo de
(2.87) pelo método SD-CLF e das relagdes (2.89) e (2.91). Para tanto, utiliza-se a janela
exponencialmente decrescente de dados (2.19) para estimar a matriz de autocorrelagdo R’

do problema irrestrito (2.87) tal que

/ _ / / 1H
w1 = ARG+ XX
k
— § AT B xexB 4+ B xpx), B

=1

k1
- B (Z )\I;Hixkxf> B

=1

_ BRy,B. (2.92)

De (2.89) e do algoritmo 2.4 tem-se que

Wil = f- BW;H—I
= - B(w, + ag), (2.93)
sendo
g;c+1 = )\fg;c - OKk:R;qu;c + X;c+1€zk+1- (2.94)
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Note que, se BB = I entdo

Bw, =f -w, & BYBw, =B‘f-Bw,
& w, =BYC(C”C)"'f - Bw,

/ H
& w, = —-B"wyg.

Substituindo (2.95) em (2.93) resulta em

Wit = f— B(—BHWk + Oék;g;e)

= Pw, +f — agy,
sendo g, = Bg;.. Entdo, de (2.94), (2.92) e (2.88), escreve-se

gk+1 = Bg;c—i-l = )\fBg;c - akBR;c-s-lg;c + BX;C+IeZ‘+1

= \gr— aBBYR, . BBg, + BBx,, ¢},

= )\fgk - CtkPRkHPHgk + ka+1e;k+1-
Definindo

Xpp1 = PXpqg

Rk+1 = PRk+1PH = )\fﬁk ‘|‘ ik_A'_likH_,'J

- / '/H 1 H H
Cpt1 = €y = dpp1 — Wy Xy = diy1 + Wy, BB x4

= dpt1+ Wi Pxpp1 = dip + Wi R,
a equacdo (2.97) resulta em

gk+1 = )\fgk - Oékf_{kﬂgk + §k+152+1‘

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)
(2.99)

(2.100)

(2.101)

Das equagdes (2.96) e (2.101) escreve-se o sistema do tipo declividade mdxima correspon-
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Figura 2.9: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a resolu-
¢do do problema de filtragem adaptativa com restri¢des lineares (2.8) pelo sistema dinAmico
(2.102) correspondente ao método CSD-CLF, sendo f;(g;,) = f — ;g O problema consiste
em determinar o pardmetro de controle oy, tal que g — O e Ryw; — by, quando k — oo.

dente a resolugdo de (2.8) pelo método SD-CLF da seguinte forma:

Wit1 = Pwy + f — aggy, (2.102)

8kl = A\s8k — akf_{kﬂgk + Xk+1€14 15
sendo €;1 0 erro a priori definido por (2.100). Para o sistema (2.102), representado na

forma de diagrama de blocos na figura 2.9, enuncia-se um resultado desta tese da seguinte

forma [22]:

Corolario 1.1. Com a hipdtese i%f Amin(Ri) = ¢ > 0, a escolha

5. R
= _<gk, k+1gkz> (2.103)

<sz+1gk, f_{k+1gk> ’

sendo g = A8 + Xpy1€),, € Otima para a fungdo de Liapunov escolhida e garante a

estabilidade assintotica do equilibrio do sistema (2.102).

Prova do Corolario 1.1. Substituindo xi1, Rii1 € er11 por X1, ﬁkH e €11 respectiva-

mente, a prova segue da mesma forma que a prova do teorema 1. |

O algoritmo 2.8 apresenta o pseudocddigo do novo método, referenciado nesta tese como

CSD-CLF, baseado no sistema (2.102) e no corolario 1.1.

2.5.5 Método CCG-CLF (Constrained Conjugate Gradient)

Um outro novo método de resolugdo de (2.8) pode ser desenvolvido resolvendo (2.87)

pelo método CG-CLF e utilizando as relagdes (2.89) e (2.91). Nesse caso, note que de (2.89)
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Algoritmo 2.8 Método CSD-CLF para filtros adaptativos com restricdes lineares
Calcular wy = f = C(CTC)"'f,Ry =P =1- C(C"C)"'C", gy =0
Parak=0,1,...,N —1

X1 = PXpq1

Rit1 = ARy + XX

Cry1 = dpyp1 + W;?ik:-i-l

8k = A8k + Xit1€441
(8 Riy18k)
(Ry+186,Re18k)

Wi1 = Pwy +f — agy

8r+1 = 8k — axRiy1Pyk
Fim

A =

e do algoritmo 2.5 pode-se escrever

Wi = f—Bwj,
= f—B(w} + axp}), (2.104)
sendo
81 = A& — xRy P) + X ey (2.105)
Pii1 = 8ri1 + P (2.106)

Substituindo (2.95) em (2.104) resulta em

Wi = f— B(—BHWk + Oékp;c)

= Pwy; +f — awps, (2.107)
sendo p;, = Bp).. Portanto, de (2.106) tem-se que

Pi+1 = Bpj 1 = Bgiy + 5:BP;, = i1 + BkPrs (2.108)
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Figura 2.10: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solu¢do do problema de filtragem adaptativa com restri¢des lineares (2.8) pelo sistema dina-
mico (2.110) correspondente ao método CCG-CLF, sendo f;(py) = BxPr — axRiy1Pr +
Xit1€441 €1 (px) = f—akpk. O problema consiste em determinar os parametros de controle
ay e P taisque g, — O e R,w; — by, quando k£ — oo.

sendo g1 = Bgﬁcﬂ. Entao, de (2.105), (2.92), (2.88), (2.98-2.100) escreve-se

23

gk+1 = Bg;chl = )\fBg;c - OékBR;pr?c + BX;chlekJrl
= Mg — :BB"R; BB p; + BB7x; ¢},
= Mg — PR Ppy + Pxiaef

= A8k — Ry 1Pk + X1y (2.109)

Das equacdes (2.107-2.109) pode-se escrever o sistema do tipo gradiente conjugado corres-

pondente a resolucao de (2.8) pelo método CG da seguinte forma:

Wiy = Pwy +f — aupy
Srr1 = Afgr — akﬁk-i-lpk + X 1€ 41 (2.110)
Pit1 = 8k+1 + BiPr,

sendo €, definido por (2.100). Em Apolindrio Jr et al. [20], um sistema semelhante a
(2.110) foi proposto; a diferenga entre os dois casos consiste na atualizacdo do residuo gy 1.
Apolindrio Jr et al. determinaram os parametros oy € [J; da mesma forma que Chang e
Willson [19], introduzindo um fator empirico 1 € o0 método Polak-Ribiere. Para o sistema
(2.110), representado na forma de diagrama de blocos na figura 2.10, outro resultado desta

tese pode ser enunciado da seguinte forma [22]:
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Algoritmo 2.9 Método CCG-CLF para filtros adaptativos com restri¢des lineares
Calcular Wy = F = C(CTC)_lf,EO =P=1I- C(CTC)_ICT,gO = Po = 0
Parak=0,1,...,N —1

X1 = PXpq1

Rit1 = ARy + XX

Cry1 = dpyp1 + W;?ik:-i-l

gL = Afgrk + Xp41C5p

o, = —BEPr)
(P, Rit1Pk)

Wir1 = Pwy +f — aypy,
8kr1 = 8k — xRi1Ps

__ {sk+1,Rr11Pk)
P = (Pk,Ri+1Pk)
Pit1 = 8k+1 + BePrk
Fim

Corolario 2.1. Com as hipdteses ir]if Amm(f_{;l) =( >0e irkl:f Amin(Ri) = ¢ > 0, as

escolhas

, = Py @2.111)

(Pk, ]E_{k+1pk>
6[4; - <gk‘+17 Rk+1pk> (2 112)
(Pr, Ris1pr)

sendo g, = \;gr+Xp41€),, Sdo dtimas para as fungdes de Liapunov escolhidas e garantem

a estabilidade assintotica do equilibrio do sistema (2.110).

Prova do Corolario 2.1. Substituindo x;. 1, Ryi1 e exy1 por X1, Riy1 € €11 respectiva-

mente, a prova segue da mesma forma que a prova do teorema 2. |

O algoritmo 2.9, referenciado nesta tese como CCG-CLF, apresenta o pseudocddigo da
extensao do método CG, baseado no coroldrio 2.1, para o caso da filtragem adaptativa com

restricdes lineares.

2.6 Simulacoes Numéricas

Para verificar as propriedades de convergéncia dos novos métodos propostos nesta tese,
simulam-se trés cendrios de filtragem adaptativa (equalizacao adaptativa, identificacdo de
sistema e predicao linear) e um cendrio de filtragem adaptativa com restri¢des lineares (sis-

tema de comunica¢do DS-CDMA).
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Figura 2.11: Diagrama de blocos do equalizador adaptativo.

2.6.1 Equalizacao Adaptativa

Para ilustrar as propriedades de convergéncia dos novos métodos de filtragem adaptativa
propostos nesta tese (algoritmos 2.4 e 2.5), considere o equalizador adaptativo da figura 2.11.
A entrada do sistema é uma seqiiéncia aleatéria {a(k)} com valores 1, portanto de média

nula. A seqiiéncia € distorcida por um canal de resposta em freqiiéncia dada por

hk) = %[1+cos(27r(k—2))/W], F=1,23

=0, k>3 (2.113)

sendo que W controla a amplitude da distor¢ao no canal. Um aumento em W causa um
aumento da distor¢do do canal e resulta no aumento do espalhamento x dos autovalores da
matriz de autocorrelagdo R do vetor de entrada do equalizador. O canal é corrompido por um
vetor de ruido branco aditivo de média nula e varianga 0. O equalizador € composto por 11
taps. Como a resposta ao impulso do canal é simétrica em relagdo a k = 2, os pesos dos taps
do equalizador sdo simétricos em relagdo ao sexto tap. Desta forma, a entrada {a(k)} do
canal € atrasada por 7 amostras para gerar a resposta desejada do equalizador. A experi€ncia
¢ feita com dois valores de W, 2.9 e 3.5, que resultam em espalhamentos « de R iguais a
6.07 e 46.821 respectivamente. Neste caso, os pardmetros sdo escolhidos tais que Ay = 7 =
0.99, 6% = 0.001 e o ensemble é constituido por 200 amostras independentes. As figuras
2.12 e 2.13 apresentam uma comparacao das curvas de aprendizado, gréifico do erro médio
quadratico (MSE) e?(k) = (dy — yx)? em fungio da itera¢ido k, do equalizador da figura
2.11 utilizando os métodos LMS, RLS, CG-CLF, SD-CLFE. O desempenho dos algoritmos

propostos € também comparado com outros dois métodos CG propostos em Boray e Srinath
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Figura 2.12: Curvas de aprendizado (grafico do erro médio quadratico (MSE) e?(k) = (dj, —
yi)? em funcdo da iteragdo k) dos equalizadores adaptativos com W = 2.9. Os valores de

regime estdo apresentados na tabela 2.1.

CG-CLF|]
SD-CLF|]

MSE (d

-5 | ! 1
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k

Figura 2.13: Curvas de aprendizado (grafico do erro médio quadréitico (MSE) €2 (k) = (dj, —
y)? em funcdo da iteragdo k) dos equalizadores adaptativos com W = 3.5. Os valores de
regime estao apresentados na tabela 2.1.
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Método W =29 W =35
LMS |[1.23x1073]2.32x 102
SD-CLF | 1.79 x 10°% | 2.44 x 1073
RLS | 1.16x10°%[1.03 x 10°*
CG-CLF | 1.65 x 1076 | 1.57 x 10~*
CG-CW | 1.68x 1076 1.64 x 10~*
CG 1.24 x 107! | 2.42 x 107!

Tabela 2.1: Erro médio quadratico dos filtros adaptativos na configuracdo de equalizacao
adaptativa. Os métodos propostos neste trabalho apresentam um desempenho comparavel
aos métodos LMS, RLS e CG-CW.

[18] e Chang e Willson [19] referenciados como CG e CG-CW, respectivamente. A tabela
2.1 apresenta os valores de regime do erro médio quadrético.

Nota-se que o método CG-CLF proposto nesta tese apresenta um desempenho com-
paravel aos métodos RLS e CG-CW de [19]. No caso do método CG padrao utilizado em
Boray e Srinath [18], como é realizado apenas uma iteragdo para cada par (R, by), seria
necessdrio fazer p; = g em cada iteracao (isto corresponde a reiniciar o método CG tal que
Po = g a cada iteracdo k) para garantir a ortogonalidade dos residuos gerados. Portanto,
notando que px = gr+ Bx_1Pk—1, pode-se dizer que ocorre uma perda de ortogonalidade dos
residuos (g’ "t 18, # 0) do método CG padrao [3], causando um desempenho pior do método.
O método SD-CLF converge para o mesmo valor de erro médio quadratico em regime que
os métodos RLS, CG-CW e CG-CLF, porém a uma taxa de convergéncia menor. A taxa de
convergéncia do método SD-CLF € maior que a do LMS e € inversamente proporcional ao
espalhamento « dos autovalores da matriz de autocorrelagdo (quanto maior x, menor serd a
taxa de convergéncia). Vale ressaltar que, mesmo que tenha uma taxa de convergéncia menor
que o método RLS em um ambiente variante no tempo, o0 método SD-CLF pode ser utilizado
em casos onde o método LMS (que possui uma taxa de convergéncia comparavel, mas com

erro médio quadratico de regime maior e custo computacional maior) € aplicdvel.

2.6.2 Identificacao de Sistema

Na configuracdo de identificacdo de sistema consideram-se duas plantas desconhecidas
que sdo filtros de resposta ao impulso finita (FIR) de ordem 10 e 20; o sinal de entrada é um
ruido branco Gaussiano de varianca 0> = 1. A figura 2.14 mostra o diagrama de blocos da

configuracdo de identificacdo de sistema. As curvas de aprendizado do filtro adaptativo na
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u(k) > Dinamica
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Figura 2.14: Identificacdo de uma planta dindmica desconhecida por filtro adaptativo com
tap atrasador. Os dados de entrada u e os pesos do fap w sao reais [15].

Filtro Adaptativo FIR 10 FIR 20
LMS 4.35 x 1072 | 4.74 x 102
SD-CLF 1.36 x 1072 | 1.36 x 1072
RLS 8.06 x 1072 | 8.11 x 1073
CG-CLF 1.36 x 1072 | 1.36 x 1072
CG-CW 1.37 x 1072 | 1.36 x 1072
CG 4.66 x 107! | 4.81 x 107!

Tabela 2.2: Erro médio quadréatico dos filtros adaptativos na configuracdo de identificacao

de sistema. Os novos métodos propostos nesta tese apresentam um desempenho compardvel
aos métodos RLS e CG-CW.

configuracio de identificador de sistema utilizando os métodos LMS, RLS, SD-CLF, CG-
CLF, CG-CW e CG estao apresentadas nas figuras 2.15 e 2.16. Neste caso o ensemble é
constituido por 200 amostras independentes. A tabela 2.2 apresenta os valores de regime para
quais converge o erro médio quadratico dos filtros adaptativos. Como no caso do equalizador
adaptativo, nota-se que os novos métodos propostos nesta tese apresentam um desempenho
comparavel ao método RLS. Por outro lado a perda de convergéncia do método CG padrao
de [18], devido a perda de ortogonalidade dos residuos, é mais acentuada na configuracio de

identificacdo de sistema.
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Figura 2.15: Curvas de aprendizado (grafico do erro médio quadratico (MSE) e?(k) = (d, —
yi)? em fungdo da iteragdio k) dos filtros adaptativos na identificagdo de um FIR de ordem
10. Os valores de regime estdo apresentados na tabela 2.2.
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Figura 2.16: Curvas de aprendizado (grafico do erro médio quadritico (MSE) €2 (k) = (dj, —
y)? em fungdo da iteragdio k) dos filtros adaptativos na identificagdo de um FIR de ordem
20. Os valores de regime estdo apresentados na tabela 2.2.
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Figura 2.17: Diagrama de blocos de um filtro adaptativo na configuracdo de predicado linear.

2.6.3 Predicao Linear

A terceira configuracdo de filtro adaptativo simulada neste trabalho € o cenério de predicao
linear. A figura 2.17 mostra a configuracdo do filtro adaptativo de 2 faps no cendrio de
predigdo linear. As entradas dos taps u(k — 1) e u(k — 2) sdo extraidas do processo autore-

gressivo (AR) de valores reais dada pela seguinte equacao

u(k) + aqu(k — 1) + agu(k — 2) = v(k) (2.114)

sendo v(k) um ruido branco de média nula e varianga o2. Os valores de a; € ay sdo determi-
nados pelo espalhamento dos autovalores da matriz de autocorrelacao dos dados de entrada.
Para uma tentativa do experimento, sdo obtidas 500 amostras do ruido branco {v(i)} a par-
tir de um gerador de nimeros aleatérios de média nula e varianca ajustavel. O ensemble é
constituido por 200 tentativas independentes € o experimento € feito para valores de espa-
lhamento k = 3 e Kk = 10. As figuras 2.18 e 2.19 apresentam as curvas de aprendizagem dos
filtros adaptativos no cendrio de predicao linear. A tabela 2.3 apresenta os valores de regime
para quais converge o erro quadrdtico dos preditores lineares. Neste caso também, nota-se

que os métodos propostos nesta tese apresentam propriedades de convergéncia compardveis
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Figura 2.18: Curvas de aprendizado (grafico do erro médio quadratico (MSE) e?(k) = (d, —
yi)? em fungdo da iteragdo k) dos filtros adaptativos na configuragio de predigdo linear com
k = 3. Os valores de regime estdo apresentados na tabela 2.3.

CG-CLF
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Figura 2.19: Curvas de aprendizado (grafico do erro médio quadritico (MSE) €2 (k) = (dy, —
yi)? em fungdo da iteragdo k) dos filtros adaptativos na configuragio de predigdo linear com
x = 10. Os valores de regime estdo apresentados na tabela 2.3.
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Preditor linear k=10 k=3
LMS 1.37 x 107 | 16.72
SD-CLF 418 x107? | 1.03
RLS 429 x 1072 | 0.96
CG-CLF 418 x 1072 | 1.03
CG-CW 418 x 1072 | 1.03
CG 5.58 x 1072 | 76.05

Tabela 2.3: Erro médio quadratico dos filtros adaptativos na configuracio de predicdo linear.
Os métodos propostos neste trabalho apresentam um desempenho compardvel ao método de
[19] e a0 método RLS.

K | Jmin LMS | SD-CLF | RLS | CG-CLF | CG-CW CG
3 10.0731 | 227.78 | 13.11 | 12.12 | 13.09 13.11 | 1039.37
10 | 0.0322 || 3.25 0.30 0.33 0.30 0.30 0.74

Tabela 2.4: Porcentagem de Desajuste M (%)

aos métodos CG-CW e RLS. Vale ressaltar que a convergéncia lenta do método SD-CLF, que
depende do espalhamento dos autovalores, observado no caso do equalizador adaptativo, nao
ocorre. Para o método CG padrao, a perda de ortogonalidade resulta em uma perda de con-
vergéncia para pequenos valores de espalhamento. A tabela 2.4 compara a porcentagem de

desajuste definida como

9
Jmin

M= (2.115)

onde J,, € o valor esperado do erro médio quadratico em regime € J,,;, € 0 erro médio

quadratico minimo [18].

2.6.4 Sistema de comunicaciao mével DS-CDMA

Para testar os novos métodos CSD-CLF e CCG-CLF propostos, comparam-se esses com
os métodos CLMS, CRLS e o método CG proposto em Apolindrio Jr et al. [20] referenciado
nesta tese como CCG-CW, aplicado ao caso da detecgdo mono-usudrio em um sistema de
comunica¢do movel DS-CDMA. Nessa experiéncia, considera-se um modelo simplificado
de transmissao sincrona downlink de K usudrios, conforme mostrado na figura 2.20 [67]. O
sinal continuo recebido é transmitido através de um filtro digital e é amostrado a uma taxa
tal que o vetor do sinal de entrada digital possa ser expressado como x; = SAcy + ng,

sendoS = [ s; s9 sk ] amatriz de transmiss@o contendo as seqiiencias transmitidas
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Figura 2.20: Modelo simplificado de transmissao sincrona downlink de K usudrios.

amostradas dos usudrios 1 a K, A = diag| 4; A, --- Ay |contém as amplitudes dos
sinais de cada usudrio, ¢ = [ ¢;p cop -+ crp || contém os bits da informagdo, € ny
a seqiiencia de ruido amostrado. Para esse exemplo, as restricdes sao tais que C = sy,
and f = 1. O nimero de usudrios é K = 5 e utiliza-se um Gold Code de comprimento
7 para a transmissao [20]. O quociente sinal/ruido (SNR) do usudrio 1 € igual e 8 dB e
a poténcia relativa dos usudrios que interferem ¢é igual a 20 dB, isto é, 10log(P;/P) =
20. Os mesmos parametros sdao escolhidos da mesma forma que em Apolinario Jr et al.
[20]. As figuras 2.21 e 2.22 apresentam as curvas de aprendizado dos filtros adaptativos
com restricdes lineares aplicados a deteccdo mono-usudrio em um sistema de comunicacao
movel DS-CDMA. Pode ser observado que os novos métodos CLF propostos apresentam

propriedades de convergéncia compardveis com os métodos CRLS e CCG-CW.

2.7 Contribuicoes e Publicacoes

Neste capitulo, através da representacao dos métodos iterativos como sistemas dindmi-
cos, estenderam-se os método SD e CG para os casos de sistemas lineares variantes no tempo
com ou sem restri¢cdes lineares. Os problemas de filtragem adaptativa com ou sem restricoes
lineares foram revisados e colocados sob a perspectiva de sistemas dinamicos. Essa abor-
dagem permitiu o desenvolvimento de duas novas familias de métodos iterativos para cada
um dos dois problemas citados acima. A convergéncia e a otimalidade dos parametros dos
novos métodos propostos foram provados através de escolhas apropriadas de funcdes de Lia-

punov com controle nos teoremas 1 e 2, e seus respectivos coroldrios 1.1 e 2.1. Ao contrério
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Figura 2.21: Curvas de aprendizado (grafico do erro médio quadrético (MSE) €2 (k) = (dj, —
yr)? em funcdo da iteragdo k) dos filtros adaptativos com restrigdes lineares aplicados ao
problema de detec¢do mono-usudrio em um sistema de comunica¢do movel DS-CDMA com
3 usudrios.
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Figura 2.22: Curvas de aprendizado (grafico do erro médio quadratico (MSE) €2 (k) = (dj, —
yr)? em fungdo da iteracdo k) dos filtros adaptativos com restri¢des lineares aplicados ao
problema de detec¢do mono-usudrio em um sistema de comunicagcdo mével DS-CDMA com
5 usudrios.
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Método FLOP

LMS AM +1
RLS 6M? +TM + 2
SD-CLF 5M? +12M — 1
CG-CLF S5M? + 16 M
CLMS 2M? +4M

CRLS AM? + 26 M? — AM + 1
CSD-CLF OM? +11M — 1
CCG-CLF OM? + 15M

Tabela 2.5: Comparagdo do custo computacional dos métodos de filtragem adaptativa com
ou sem restri¢des lineares.

de trabalhos anteriores [ 18-20], os novos métodos propostos nao utilizam nenhum parametro
empirico. O desempenho dos métodos propostos € superior ao do método LMS em ambos
0s casos, a um custo computacional maior, € comparavel ou superior ao do método RLS a
um custo computacional menor, conforme mostraram as simula¢des numéricas e a tabela 2.5
na qual compara-se o nimero de operacdes de ponto flutuante (FLOP) dos métodos.

As publicagdes decorrentes dos resultados e contribui¢des deste capitulo sdo enumerados

a seguir:

1. DIENE, O., BHAYA, A., “Adaptive filtering algorithms designed using control Lia-
punov functions”. IEEE Signal Processing Letters v. 4, pp. 224-227, 2006. Correction
in vol. 14 (12) (2007) 1047.

2. DIENE, O., BHAYA, A., “Métodos iterativos lineares projetados através de ferramen-

tas da teoria de controle e suas aplicagdes”. Revista de Controle e Automacdo v. 17, n.

3, pp. 265-277, 2006. URL http://www.scielo.br/pdf/ca/v17n3/a03v17n3.pdf.

3. DIENE, O., BHAYA, A., “Linearly constrained adaptive filtering algorithms designed
using control Liapunov functions”. In: Proc. 16th Congresso Brasileiro de Au-

tomdtica, Salvador, BA, Brazil, October 2006.
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Capitulo 3

Analise e projeto de algoritmos de

filtragem adaptativa cega

3.1 Introducao

No capitulo anterior viu-se que, em dreas como a telecomunicagdo, é necessario um
pré/pds processamento, utilizando informagdes dos sinais desejados, de sinais transmiti-
dos/recebidos corrompidos por véarios fatores. No entanto, em muitos casos 0s sinais ori-
ginais desejados ndo estdo disponiveis. Nesses casos 0s pré/pds processamento podem ser
feitos através de filtros adaptativos cegos e de filtros adaptativos cegos com restrigdes li-
neares. Neste capitulo os principais métodos de resolucio desses dois problemas serdo re-
visados e colocados em uma perspectiva de sistemas dinamicos realimentados. Com base
em teoremas, que provam a convergéncia através de fungdes de Liapunov com controle,
novos métodos de resolucao dos dois problemas de filtragem adaptativa cega serdo apresen-
tados e analisados. Também mostrar-se-a, simulando numericamente um sistema de antenas
adaptativas e outro sistema de comunica¢do DS-CDMA, que os novos métodos propostos

apresentam um desempenho superior ou igual ao dos métodos mais comumente utilizados.
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Figura 3.1: Filtro transversal adaptativo cego de resposta finita ao impulso (FIR).

3.2 Formulacao do Problema

3.2.1 Filtragem adaptativa cega

O problema de filtragem adaptativa cega consiste em recuperar um sinal variante no
tempo, a partir de uma versao distorcida desse mesmo, corrompido por um ruido (também
variante no tempo) e misturado com outras interferéncias, sendo que o sinal desejado dj
original e a fun¢do que o mistura com as interferéncias sdo desconhecidos. Neste caso o
processamento serd feito sem supervisdo uma vez que nao se tem disponivel o sinal desejado
para fazer a comparacao com a saida do filtro. A figura 3.10 mostra uma das realizacdes mais
basicas de um filtro adaptativo cego. Nesse caso, o vetor wy, de pesos do filtro € atualizado
iterativamente a partir de uma funcdo da saida y,, uma vez que o sinal desejado ndo esti
disponivel. Note que os vetores de entradas x; e de pesos wy, € a saida y; sdo dadas pela
equagdo 2.1 (y = W]? Xr), como no caso do filtro adaptativo. Em areas como telecomuni-

cagdes, por exemplo, uma parte importante dos sinais considerados apresentam um médulo
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constante ou com variagdo lenta. Essa propriedade € utilizada para definir uma funcao obje-
tivo bastante aplicada na literatura [29, 68]. Essa funcdo custo denominada como critério do

modulo constante (CM) € definida pela seguinte equacao [30]:

J(p,2) = El(lyx]” — p)?, 3.1)
sendo [ , }
E|de|™

= —— 3.2

e p um parametro inteiro positivo. Dessa forma define-se um problema de filtragem adapta-

tiva cega da seguinte forma:
min J(p,2) = valvipE[(|yk|p — )= min E[(|wilxi|P — p)?. (3.3)

Os resultados em Mai e Sayed [69], Chen et al. [70] e Whitehead e Takawira [71] sugerem
que o critério do médulo constante, da fun¢do custo (3.1), apresenta um desempenho melhor
quando p = 2. Portanto nesta tese, somente o caso p = 2 serd considerado, porém os
resultados podem ser estendidos para outros valores de p. Nesse caso o problema de filtragem
adaptativa cega (3.3) é reescrita como

min E[(wx,xw — p)?]. (3.4)

w

3.2.2 Filtragem adaptativa cega com restricoes lineares

Analogamente ao caso do problema de filtragem adaptativa, em algumas aplicacdes de
filtragem adaptativa cega o vetor de pesos wy, deve satisfazer restri¢cdes lineares, além de ser
solugdo de (3.4). Nesse caso redefine-se o problema de filtragem adaptativa cega como um
problema de filtragem adaptativa cega com restri¢cdes lineares da seguinte forma:

: H 2
min E[(jw'xil” = p)?],

3.5)
sujeitoa CHwy, =f

sendo C € CM+1%P 3 matriz das restricdes, e f € CP o vetor de ganho.
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3.3 Algoritmos de filtragem adaptativa cega

3.3.1 Método SGD-CMA (Stochastic Gradient Constant Modulus)

Os sistemas do tipo gradiente de descida podem ser utilizados para resolver de forma
iterativa o problema de filtragem adaptativa cega (3.4) [1, 4, 5]. Nesse caso, o minimo de
(3.1) € encontrado a partir de um ponto inicial arbitrdrio e uma seqiiéncia na direcdo de

descida do gradiente de (3.1) tal que:
Wi = Wy, — 1'VJ(2,2) = wy, — /' VE[(|wix,|* — p)?], (3.6)

sendo o passo ;' um pequeno valor real positivo. O valor esperado da fungdo custo (3.1)

pode ser estimado a partir dos valores instantaneos estocdsticos tal que
J(2,2) = (lyl* = p)* = (IWi'xi|* = p)* = (wi'xuxi/ wi, — p)*. (3.7)

Entdo o gradiente de J(2, 2) é determinado pela seguinte equagio

0J(2,2)
Wi

H

VJ(2,2) = = dxpxg wi (Wil sy wy, — p) = 4y (el — p). (3.8)

Portanto, a equacdo (3.6) de atualizacdo do vetor de pesos wy, € reescrita da seguinte forma

Wi = Wi, — 4/ x5 [yl — p) = wi — pxayp ([uel® — p) = Wi+ pxeyi (p— [y l?), (3.9)

sendo p um pequeno passo de valor real positivo. A equagdo (3.9) descreve o método con-
hecido na literatura como SGD-CMA (do inglés Stochastic Gradient Constant Modulus Al-
gorithm) [30]. Do ponto de vista de controle 0 método SGD-CMA pode ser representado

por um problema de rastreamento de sinal descrito pela figura 3.2 e pelo seguinte sistema de

equacoes:
( Wii1 = Wi + Ug
Yk = fok
$en=p— |yl (3.10)
Vi = XUy
Ug = UVi€
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Figura 3.2: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a reso-
lucdo do problema de filtragem adaptativa cega (3.4) pelo sistema dindmico (3.10) corres-
pondente ao método SGD-CMA, sendo v, = xzy; e f1(y;) = |yx|*. O problema consiste
em determinar o parametro de controle y tal que e, — 0 € |yx|*> — p, quando k — oo.

Algoritmo 3.1 Método SGD-CMA para filtros adaptativos cegos [30]
Parak=0,1,.. N-1

o H
Y = W Xg

_ 2
er = p— |kl
Wil = Wi + UXpyier

Fim

O sistema dinamico (3.10) € constituido pela planta linear variante no tempo {I, I, xf I,0}e
o controlador proporcional ao erro {0, 0, 0, ux,y; } em realimentagio negativa. O problema
consiste em determinar o pardmetro de controle y tal que e, — 0 e |yx|> — p, quando
k — oo. O algoritmo 3.1 apresenta o método SGD-CMA em forma de pseudocédigo.

O método SGD-CMA apresenta um baixo custo computacional, porém, como no caso
do método LMS (algoritmo 2.2), a sua convergéncia depende da escolha do passo p. Como
o sistema (3.10) € ndo linear e variante no tempo, a escolha de um valor fixo ;4 que garanta
a estabilidade assintética de (3.10) torna-se dificil. A escolha de um passo grande leva a
instabilidade do equilibrio do sistema (3.10) que corresponde a divergéncia do algoritmo
3.1, enquanto a escolha de um passo pequeno resulta em uma convergéncia lenta. Essa con-

vergéncia lenta do método SGD-CMA € também observada no caso de sinais em ambientes

altamente corrompidos [72, 73].

3.3.2 Meétodo RLS-CMA (Recursive Least Squares Constant Modulus)

Para os casos onde a convergéncia do método SGD-CMA ¢ lenta, pode-se desenvolver

outro método de filtragem adaptativa cega através de uma estimativa do valor esperado da
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funcgdo custo (3.1) que leva em consideragdo informagdes dos sinais em instantes anteriores.
Isso j4 foi feito em Pickholtz e Elbarbary [74] para o caso em que os parametros da funcao
custo (3.1) s@o tais que p = 2 e ¢ = 1. Nesta secdo um método do tipo RLS serd desen-
volvido para a resoluc@o do problema (3.4). Isso é feito através da utilizacdo da janela de
dados ponderada de forma exponencialmente decrescente do método RLS para a filtragem

adaptativa, nesse caso a func¢do custo (3.1) € redefinida tal que

k
k—if o Hy H 2
J(2,2) =Y N (wilsax['wy, — p)?, (3.11)
i=1
sendo As o fator de esquecimento. Note que em ambientes com sinais estaciondrios ou com
variagdo lenta, a diferenca entre x” w;, e x/’w;_; é pequena quando i tende para k, enquanto
que as diferencas maiores para ¢ distante de k sdo atenuadas de forma exponencial pelo fator

Al}_i. Portanto, a fun¢do custo (3.11) pode ser aproximada da seguinte forma [70]

k
J(2,2) =Y M(wilz - p), (3.12)
i=1
sendo
Z; = xixini_l. (3.13)

Para um processamento amostra por amostra, definindo

R, = ARy +zz) (3.14)

bk = /\bk,l—l—pzk, (315)

a equacao (3.12) € reescrita como

k
J'(2,2) = Wi Rewi — wilby, — bffwy, + ) M (3.16)
i=1
Note que R e b, dependem da varidvel z; que, por sua vez, depende de wy_;. Entre-
tanto, para um processamento em tempo real amostra por amostra, os outros vetores de pesos
w; (i = 1,...,k—1) sdo calculados nas itera¢des anteriores e podem ser considerados cons-

tantes na iteracdo k [70]. Para ser equivalente ao critério do médulo constante (3.4), a funcao
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(3.16) deve ser minimizada a cada iteracdo k£ em relacdo a wy, (a funcao custo varia com k e
precisa ser minimizada em relacdo a wy, a cada iteracdo). Portanto, (3.16) pode ser consider-
ado como quadrdtico em wy, uma vez que os outros vetores de pesos w; (i = 1,..., k—1) sdo
considerados como termos constantes conhecidos. Entao, o problema da filtragem adaptativa

cega utilizando o critério do mddulo constante pode ser redefinido da seguinte forma:

k
min J'(2,2) = min (wkawk —wi'by — biwy, + Z )\k_ip2> . (3.17)
Wi

Wi -
=1

A equacdo (3.16) é quadratica em wy, portanto a solugdo de (3.17)
Wit = Ry} bt (3.18)

Todavia, a determinacdo direta da inversa de Ry, é computacionalmente caro (da ordem
de (M + 1)3). Analogamente ao método RLS para filtros adaptativos (algoritmo 2.3), essa
inversa pode ser determinada de forma iterativa, através do lemma da inversao de matrizes

[51], da seguinte forma:
Rl =M 'Ry = A vz Ry (3.19)

sendo i
A; R,; Zi1

1+ )\;lz{jﬂRglzkH ’

(3.20)

Vit =

que pode ser reescrito como

—1p-1 -1 H -1
Vier = A Rz — Ay Vg Ry zen
—1p-1 -1 H p-1
= [)‘f R, _)‘f Vit1Z1 Ry |2k

— Rz (3.21)
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Figura 3.3: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a reso-
lucdo do problema de filtragem adaptativa cega (3.17) pelo sistema dindmico (3.24) corres-
pondente ao método RLS-CMA, sendo vy ; dada por (3.20).

Substituindo (3.15), (3.19) e (3.21) em (3.18), resulta em

Wi = Ripibin
= MR b+ R ziadi
= R;'b — Vk+1ZkH+1RI;1bk T Vit1p
= Wi+ Vip(p— ZkH+1Wk)

*
= Wi+ Vipi€p,q, (3.22)
sendo o erro a priori definido como

epr1 = p — WkI;{Zk_A'_l. (3.23)

As equagdes (3.20), (3.19) e (3.22) descrevem o método conhecido na literatura como
RLS-CMA (do inglés Recursive Least Squares Constant Modulus Algorithm) proposto pela
primeira vez em Chen et al. [70]. O método RLS-CMA, apresentado na forma de pseu-
docddigo no algoritmo 3.2, prové uma melhoria considerdavel na convergéncia do SGD-
CMA, no entanto, 0 mesmo apresenta um custo computacional e uma necessidade de ar-
mazenamento maior que o0 SGD-CMA. Do ponto de vista de controle, o método RLS-CMA

pode ser representado por um problema de rastreamento de sinal descrito pela figura 3.3 e
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Algoritmo 3.2 Método RLS-CMA para filtros adaptativos cegos [70]

Calcular R;' = p~'I, ;1 = pequena constante positiva
Parak=0,1,... ,N-1
_ H
Zp+1 = Xp4+1Xp 11 Wik
AR Mz
A sl Ry Mz
_ H
€+l = P — Wi Zpy)
Wiil = Wi + Vig1€,
-1 _ y—1p-1 ~1 H Rp-1
R =A Ry — Ay vz Ry
Fim

Vi+1 =

pelo seguinte sistema de equagdes:

Wil = Wi + Ug
2 _ ,H
Yk |? = 2 Wik

_ 2
q eri1 =P — Ykt (3.24)
,\;1R,;1zk+1
1+)\J71z£+1R;1zk+1

Vit =

L W+l = Vi+1€k+1

O sistema dinamico (3.24) é composto pela planta linear variante no tempo {I, 1, z ", I,0}e
o controlador proporcional ao erro {0, 0, 0, v, } em realimentacdo negativa, sendo o vetor

de ganhos proporcionais vy dado por (3.20).

3.3.3 Método CGCLF-CMA (Conjugate Gradient Constant Modulus)

Para resolver o problema (3.17), pode-se desenvolver um novo método com propriedades
de convergéncia comparaveis ao método RLS-CMA [70] a um custo computacional menor.
O método CG tem sido amplamente utilizado, na sua versao estocdstica, na literatura para o
processamento cego de sinais [23, 75-79]. Nesta secdo apresenta-se um método de gradiente
conjugado para um processamento amostra por amostra em tempo real, (isto é: os dados sdo
tratados assim que se tornam disponiveis na entrada do receptor), utilizando uma janela de
dados ponderada de forma exponencialmente decrescente. Para tanto note que, das equagdes

(3.14-3.15) e (3.23), pode-se escrever

gkr1 = brr1 — Ripiwigr = Agr — axRi1Pr + Zita€), 1, (3.25)
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Figura 3.4: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solu¢do do problema de filtragem adaptativa cega (3.17) pelo sistema dinamico (3.26) cor-
respondente a0 método CGCLF-CMA, sendo f,(px) = Sxpr — axRit 1Pk + Ziga1e541. O
problema consiste em determinar os parimetros de controle oy e [ tais que g — 0 e
Riw; — by, quando £ — oc.

sendo o erro a priori ey, dado por (3.23). Portanto, para o caso do problema de filtragem

adaptativa cega (3.17), o sistema do tipo gradiente conjugado (2.50) pode ser reescrito como

Wil = Wi + Pk
8k+1 = A8k — Ry 1Pk + Zpy1€) 4 (3.20)
Pit1 = 8k+1 + BkPr,

sendo z 1 € ey 1 dados por (3.13) e (3.23) respectivamente. Para o sistema (3.26), represen-
tado na forma de diagrama de blocos na figura 3.4, um resultado dessa tese por ser enunciado

da seguinte forma [80]:

Corolario 2.2. Com as hipdteses i%f Ain(Ry) = ¢ > 0e ir’if Anin(Ry) = G > 0, as

escolhas

o = —BuPY (3.27)

(Prs Ri+1Pk)
(8k+1, Rit1Pk)

- _ 3.28
P (Pr, Re+1Pk) (528)

sendo gy = \;gr+Zr11€], 1, SA0 Otimas para as fungoes de Liapunov escolhidas e garantem

a estabilidade assintotica do equilibrio do sistema (3.26).

Prova do Corolario 2.2. Substituindo Xy 1 por zi1 e definindo e 1 = p — W]€—1+1Zk;+1, a

prova segue da mesma forma que a prova do teorema 2. |

O algoritmo 3.3, designado nesta tese como método CGCLF-CMA, apresenta o pseudo-

codigo da extensdo do método CG padrao de Hestenes e Stiefel [3] para o caso da filtragem
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Algoritmo 3.3 Método CGCLF-CMA para filtros adaptativos cegos
Calcular zy = xoxt wo, Ro = zozl!, by = pz0o, 80 = by — Rowo, po = 8o
Parak=0,1,.. N-1

Zi41 = Xk+1XkH+1Wk

€k+1 = P — szk-s-l

8k = As8k + Zrr1€44

o = 1 (8k,Pk)

Pr,Rr+1Pk)
Wil = Wi + QpPk

Rit1 = MRy + 21274
8i+1 = 8k — xRy 1Pk

__ {(sx+1,Rep1Pw)
ﬁk B (Pk;Rk+1Pk)
Pr+1 = Sr+1 + OkPr

Fim

adaptativa cega. Note que o método CGCLF-CMA proposto nao utiliza nenhum parametro
empirico e apresenta M? — 9M + 2 operagdes de ponto flutuante a menos que o RLS-CMA

de Chen et al. [70].

3.3.4 Método NLSD-CMA (Non-Linear Steepest Descent Constant Mo-
dulus)

Para validar a fun¢@o custo aproximada (3.12) utilizada pelos métodos RLS-CMA [70]
e CGCLF-CMA, compara-se a solugdo desses dois métodos com a solugdo obtida aplicando
um método de otimizacio — declividade maxima — diretamente a equacdo ndo linear (3.11),
sem fazer nenhuma hipétese simplificadora (os resultados dessa comparacao estdao apresen-
tados na secdo 3.6). Denomina-se essa variante de NLSD-CMA, sendo que as letras NL
representam as iniciais de “ndo linear” (para lembrar que a equacdo ndo linear (3.11) esta
sendo minimizada) e as letras SD representam as iniciais de “steepest descent” (declividade
maxima em inglés). A equacao da atualizacdo recursiva do método NLSD-CMA ¢ obtida da
seguinte forma

Wil = Wi — uV.J(2,2), (3.29)
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Algoritmo 3.4 Método NLSD-CMA para filtros adaptativos cegos
Calcular zy = xoxt wo, Ro = zozl!, by = pzo, 80 = by — Rowg
Parak=0,1,.. N-1

Wit1 = Wi + U8k

Zp11 = Xk+1XkH+1WI<:+1

€1 = P — Wllj+1zk+1

Ry = ARy + Zk+1ZkH+1

i1 = A8k — Ry 18k + Zr1€)
Fim

onde £ é um passo pequeno de valor positivo e V.J(2, 2) é o vetor gradiente, da fungio custo

J(2,2) de (3.11), calculado através da diferenciacdo de J(2,2) em relagdo a w; como segue

k

\V4 6(](27 2) 0 k—1 H H 2
J( ) ) GWk - 8Wk;)\f ( k 14 WLk p)

k
= 4 E MNoixoxHwy (wixxPwy, — p)

%
i=1

k
= 4 Mz Wy, — pzy), (3.30)
i=1
sendo z; redefinido como

Z; = XiXZHWk. 3.31)

De (3.14) e (3.15), o vetor gradiente (3.30) pode ser reescrito como
VJ(2,2) = 4(Rywi — by). (3.32)

Neste caso, note que Ry, depende de z;, que, por sua vez, depende de wy, e portanto a equacao
R w) = by, (zerode VJ(2,2) em (3.32)) é ndo linear em relacdo a wy. Das equagdes (3.32),
(3.14) e (3.15), o método NLSD-CMA pode ser resumido pelo seguinte sistema

Wil = Wi + U8k (3.33)

i1 = A8k — tRp 18k + Zry1€)
sendo o erro a priori ey1 dado por (3.23). O algoritmo 3.4 apresenta o método NLSD-CMA
na forma de pseudocddigo. O método NLSD-CMA ¢ relativamente simples de implementar.
Contudo, a escolha do parametro p € critica, pois a convergéncia do método depende de uma

boa escolha.
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Figura 3.5: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a resolu-
¢do do problema de filtragem adaptativa cega (3.17) pelo sistema dinamico (3.34) correspon-
dente ao método SDCLF-CMA, sendo R, e by, dados por (3.14) e (3.15) respectivamente. O
problema consiste em determinar o parametro de controle oy, tal que g, — 0 e Ryw, — by,
quando k — oo.

3.3.5 Meétodo SDCLF-CMA (Steepest Descent Constant Modulus)

O método NLSD-CMA apresenta um custo computacional menor que os métodos RLS-
CMA e CGCLF-CMA, e também minimiza a fun¢do custo (3.11) sem fazer nenhuma hipétese
simplificadora. Porém a escolha do parametro fixo p torna-se dificil em um ambiente com
processamento em tempo real uma vez que teria que se saber a localizagdo dos autovalores da
matriz de autocorrelacdo Ry, de todos os dados, antes mesmo que estes estejam disponiveis.
Para contornar esse problema pode-se substituir o parametro fixo p por uma parametro vari-
ante no tempo ¢, e utilizar a técnica de CLF para determinar um valor 6timo para . Nesse
caso o sistema (3.33) é reescrito como

Wil = Wi + a8k (3.34)

gri1 = A\rgr — Ry 18k + Ziy1ef

Para o sistema (3.34), representado na forma de diagrama de blocos na figura 3.5, outro

resultado desta tese pode ser enunciado da seguinte forma [80]:

Corolario 1.2. Com a hipdtese ir’;f Amin(Ri) = ¢ > 0, a escolha

o.. R
= <gk7 k+1gk> (3.35)

(Ri+18k, Ri18k)

sendo g = \;gr + Zri1€5,,, € Otima para a fungdo de Liapunov escolhida e garante a

estabilidade assintotica do equilibrio do sistema (3.33).
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Algoritmo 3.5 Método SDCLF-CMA para filtros adaptativos cegos
Calcular zy = xoxt wo, Ro = zozl!, by = pzo, 80 = by — Rowg
Parak=0,1,.. N-1

Zi41 = Xk+1XkH+1Wk

Ryt = MRy + Zk+1ZkH+1

Chi1 =P — Wi Zpp

8k = Af8k 1 Zri1€44

o = 7 (&, Ric+18k)

Rit18k,Rrt18k)
Wit1 = Wi + 08k

8i+1 = 8k — . Rit18s
Fim

Prova do Corolario 1.2. Substituindo X1 por zj,, e definindo ey, = p — wilz;, 4, a

prova segue da mesma forma que a prova do teorema 1. [

O método baseado no sistema (3.33) e no corolario 1.2, referenciado como SDCLF-

CMA, esta apresentado no algoritmo 3.5 na forma de pseudocddigo.

3.4 Algoritmos de filtragem adaptativa cega com restricoes

lineares

3.4.1 Método CSGD-CMA (Constrained Stochastic Gradient Constant
Modulus)

Analogamente ao problema da filtragem adaptativa com restri¢des lineares (2.8), o pro-
blema da filtragem adaptativa cega com restri¢des lineares (3.5) pode ser resolvido através
de técnicas de otimizacao com restri¢des utilizando multiplicadores de Lagrange. Para tanto
redefine-se a funcdo custo de (3.5), tomando os valores instantineos como estimativas do

valor esperado tal que

1
T = Wil wi = p)? + X (Cwy — ), (3.36)
sendo A o vetor de multiplicadores de Lagrange. Portanto (3.5) da seguinte forma:

1
min{.J = Z(W]?XkaHWk — )2+ A (CHwy, — 1)} (3.37)
Wi
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Novamente, o problema (3.37) € resolvido iterativamente

Wi+1 = Wk—,uvwa

= wi — u(xpyi(|ye> — p) + CAp). (3.38)

O vetor de multiplicadores de Lagrange A, € escolhido tal que o vetor wy,; satisfaca a

restri¢do linear C7w,, = f, isto é:
CHwy =f < Clw, — n(Coxy5 (Jyun|* — p) + CHCA,) = £
Portanto, obtém-se o vetor de multiplicadores de Lagrange tal que:

—1
Ak = I(CHC>—1(f — CHWk) — (CHc)—chXkyl:ﬂku i )0) (339)

Substituindo (3.39) em (3.38) resulta em

wit1 = wi — pxeyi(lyel? = p) + C(CHTC)H(f — CMwy) + pC(CHC) ' CHxpyi (lyrl? — p)
= (I-c(c’o)y'c!ywy — pd - c(c’o) ' Cxpyi(lysl* — p) + C(CHC)'f
= Pwi— uPxpy;(lyel®* —p) +

= P(wi, — pxpyi(lysl® — p)) + £, (3.40)
sendo

P = I-ccfo)c?

=
Il

Cc(c”C) 't

A equacido (3.40) descreve o método referenciado nesta tese como CSGD-CMA (do inglés
Constrained Stochastic Gradient Constant Modulus Algorithm). Como no caso do método
SGD para a filtragem adaptativa cega, o método CSGD-CMA, apresentado na forma de
pseudocddigo no algoritmo 2.6, é simples de implementar. Em termos de controle o método

CSGD-CMA pode ser representado por um problema de rastreamento de sinal descrito pela
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Figura 3.6: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solu¢do do problema de filtragem adaptativa cega com restri¢des lineares (3.37) pelo sis-
tema dindmico (3.41) correspondente ao método CSGD-CMA, sendo fi(y;) = |yil* e
fr(er) = uPxpyier + f. O problema consiste em determinar o pardmetro de controle s
tal que e, — 0 e |yx|* — p, quando k — oo.

Algoritmo 3.6 Método CSGD-CMA para filtros adaptativos cegos com restri¢des lineares
Calcular f = C(CHC)"'f,P =1 C(CHC)"'CH

Parak=0,1,.. ,N-1
H

Y = Wi X,
er = p — YrYr _
Wit = P(wy + uxpyier) +

Fim

figura 3.6 e pelo seguinte sistema de equagdes:

)
Wit = Pwy +u
e = WX (3.41)
er = P — YpYk

w, = uPxyfer + £

\

O sistema dinamico (3.41) é constituido pela planta linear variante no tempo {P, I, x/ T, 0}
e o controlador f5(ex) = puPxiyier + f, funcdo afim do erro em realimentagio negativa.
Novamente o problema consiste em determinar o parametro de controle y tal que e, — O e

lyr|*> — p, quando k — oo.
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3.4.2 Método CRLS-CMA (Constrained Recursive Least Squares Cons-

tant Modulus)

O método CSGD-CMA herda todas as vantagens e desvantagens do método SGD-CMA
ou seja, simplicidade de implementagao e convergéncia dependente do passo x4 e do condi-
cionamento de Ry. A taxa de convergéncia pode ser melhorada através da utilizacdo da
janela de dados ponderada de forma exponencialmente decrescente do método RLS-CMA.
Nesse caso penaliza-se a funcdo custo (3.16) através de multiplicadores de Lagrange da

seguinte forma

k
1 .
J'(2,2) = Q(WkHRkwk —wi'by, — bflwy, + E M) 2 A (CHwy, — £),  (3.42)

i=1
sendo Ry, e by, dados por (3.14) e (3.15). Portanto o problema (3.5) resulta em

k
1 .
min{J'(2,2) = §(wkawk —wi'b, —biwy, + Z AN p?) + A (CHwy — £)}. (3.43)
e i=1
A solucdo de (3.43) pode ser encontrada facilmente por analogia ao método CRLS para filtros

adaptativos com restri¢cdes lineares. Para tanto reescrevem-se as equagdes (2.77), (2.78) e

(2.79) substituindo x| por z;, 1 conforme segue:

L = RLC=X'R'C—\'viuz, | R,'C

= A;lfk — )\ElvkﬂzkHHFk (3.44)
Wiy = ClThp = A'CHTy — A 'Clvi gy (T

= A=A Clvazl | Ty (3.45)
Tl = N ALz Ty (3.46)

sendo v 1 dado pela equacdo (3.20) e

—1—~H
‘I’k Cvip

— (3.47)
1— ZkH+1Fk\I/k ICHVk+1

1k+1 =
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Finalmente a solucdo de (3.43) € encontrada através do seguinte processo iterativo

Wit1 = P (Wi + Vigier ) + fri1, (3.43)
sendo
_ H
€k+1 = P — Wi Zpy (3.49)
Py = I-T 9. ,CY (3.50)
frr1 = Dpa¥ L (3.51)

As equacdes (3.44-3.51) descrevem o método conhecido como CRLS-CMA (do inglés Con-
strained Recursive Least Squares Constant Modulus Algorithm) [81], apresentada no algo-
ritmo 3.7 na forma de pseudocdédigo. Em termos de controle, 0 método CRLS-CMA ¢€ repre-
sentado por sistema dinAmico constituido por uma planta linear {P;,., 1,z ".11,0} com um
controlador adaptativa nao linear em configuracido de realimentacdo negativa descrito pela

figura 3.7 e pelo seguinte sistema de equagdes:

4
Wit = Prpawy +uy,

[Yks1]? = ZkH+1Wk

1 = P — |Ypt1|? (3.52)
)\‘FlREIZk+1

Vv =
k+1 1+>\;1ZkH+1Rglzk+1

W1 = Priivieners + fi

O sistema dinmico (3.52) € composto pela planta linear variante no tempo {Py. 1, I, z{ ', 1,0}
e o controlador fi(e; 1) = Priviiiep + ka em realimentacao negativa, sendo o vetor

de ganhos proporcionais v; dado por (3.20).

3.4.3 Método com estrutura GSC

A estrutura GSC proposta em Griffiths e Jim [61] como método alternativo de resolugdo
do problema da filtragem adaptativa com restri¢des lineares (2.8) pode ser utilizada na resolu-
¢do do problema da filtragem adaptativa cega com restri¢des lineares (3.5) [24, 82, 83]. Para

tanto determina-se uma matriz de bloqueio tal que B¥C = 0, define-se x}, = Bfx;, para
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Figura 3.7: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a reso-
lucdo do problema de filtragem adaptativa com restricdes lineares (3.43) pelo sistema dina-
mico (3.52) correspondente a0 método CRLS-CMA, sendo fi (ex41) = Pri1Vigi€ri1 +Fri
e v 1 dado por (3.20).

Algoritmo 3.7 Método CRLS-CMA para filtros adaptativos cegos com restri¢des lineares

Calcular Ry = ¢~ 'I,Ty = R;'C, ¥, "' = =!I, = pequena constante positiva
Calcular Py = I — Ty¥,'CH f, = T ¥, 'f
Parak=0,1,.. ,N-1
Zp11 = XkJrleH—l-ka
A;lelzkH
1+)\Jj1zkH+lR;1zk+1
-1 “1p—1 _ -1 H Rp-1
Ry = A Ry = Ay vz Ry
-1 -1
Fk-i—l = )\f Fk — /\f Vk+1ZkH+1Fk
]_ . ‘I’IZICHV]C+1
Rl T 1 H T, TCH Y
-1 -1 -1
W =N+ Apleaz T ¥y
ehi1 = p— Wi Zpp .
Fk+l =1- Fk+1‘I’1;+1CH
frp1 = Do O f ~
Wi1 = Pry1(Wi + Viiepn) + £
Fim

Vik+1 =

resolver o problema irrestrito (3.4) pelo método SGD-CMA, ou entdo define-se z) = Bz,
para resolver (3.4) pelos métodos RLS-CMA, CGCLF-CMA, NLSD-CMA e SDCLF-CMA.
Uma vez encontrada a solugdo w), do problema irrestrito (3.4), a solu¢@o do problema restrito

(3.5) é determinada através da equacao (2.89), ou seja wy = f— Bw;.

3.44 Método CCGCLF-CMA (Constrained Conjugate Gradient Cons-

tant Modulus)

Analogamente ao caso do problema da filtragem adaptativa com restri¢des lineares (2.8),

a equacdo (2.89) pode ser utilizada para desenvolver novos métodos numéricos para a reso-
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lucdo de (3.5) com desempenho compardvel ao dos métodos CRLS-CMA. De fato, através
da resolucdo do problema irrestrito (3.4) pelo método CGCLF-CMA e das equagdes (2.89)
e (2.91), pode-se desenvolver um novo método numérico de resolucdo do problema restrito
(3.5). Nesse caso, de (2.89) e do algoritmo 3.3, reescrevem-se as equacoes (2.104-2.106) da

seguinte forma

wpy = f—B(w, + aipy) (3.53)
g;c+1 = )‘fg;e - O‘kR;ng;c + Z;c+1e;c*+1 (3.54)
Pir1 = 8ry1 + 5Dl (3.55)

Substituindo (2.95) em (3.53) e definindo p;, = Bpj, e g1 = Bgj,, resultaem

Wit = Pwy+f—appr (3.56)
Pit1 = Ert1 + OiPr (3.57)
g1 = A8k — axRiy 1Pk + Zki1€iq, (3.58)

sendo Ry1 = PRy P, %, = Pz 1 e = p — WiHZp, 1. As equagdes (3.56-3.58)
descrevem o sistema do tipo gradiente conjugado correspondente a resolucdo de (3.5) pelo

método CG
Wit = Pwy +f — aipi

8ri1 = A\ — v Ri1pr + Z 1€ (3.59)
Pi+1 = 8k+1 + OkPrk-
Para o sistema (3.59), representado na forma de diagrama de blocos na figura 3.8, outro

resultado desta tese pode ser enunciado da seguinte forma:

Corolario 2.3. Com as hipoteses i%f Amm(ﬁ;l) = >0e iI;f )\mm(ﬁk) =( >0, as

escolhas
w, = —BePH) (3.60)
(Prs Ri+1Pk)
R
B = _<gk+1, k+1Pk) 3.61)

<pk, ]-:_{k+1pk> 7

sendo gy, = \;r+Zr 1€ 1, SAo Otimas para as fungdes de Liapunov escolhidas e garantem

a estabilidade assintotica do equilibrio do sistema (3.59).
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Figura 3.8: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a resolu-
¢do do problema de filtragem adaptativa com restri¢des lineares (3.5) pelo sistema dinAmico
(3.59) correspondente ao método CCGCLF-CMA, sendo f;(px) = BiPr — xRyi1Pr +
Zp1€4q © fo(Pr) = f — aypi. O problema consiste em determinar os parametros de cont-
role oy e [ taisque g, — O e R,w; — by, quando k£ — oo.

Algoritmo 3.8 Método CCGCLF-CMA para filtros adaptativos cegos com restri¢des lineares
Calcular wy = f = C(CTC)"f, Ry =P =1 C(CTC)"!C", gy =py =0
Parak =0,1,..., N —1

Zit1 = Xk+1XkH+1Wk

Zyt1 = Pzyy

Ri1 = ARy + 211204

Chr1 = dpy1 + Wi Zpyr

8k = As8k + Zr4164 4

= <pk<%iﬁ>pk>_
Wi = Pwy + 1 — appy
8k+1 = 8k — v Ri1Pxk

_ _ (er+1.Re+1Pk)
ﬁk o (Pk,Rit1Pk)
Pr+1 = Sk+1 + GiPr

Fim

Prova do Coroldrio 2.3. Substituindo X1, Ri11 € exy1 por Zpi1, Ryy1 e €41 respectiva-

mente, a prova segue da mesma forma que a prova do teorema 2. |

O algoritmo 3.8, referenciado nesta tese como CCGCLF-CMA, apresenta o pseudocddigo
da extensdao do método CG, baseado no coroldrio 2.3, para o caso da filtragem adaptativa cega

com restri¢des lineares.

3.4.5 Método CSDCLF-CMA (Constrained Steepest Descent Constant
Modulus)

O método CCGCLF-CMA baseia-se no método CGCLF-CMA que, por sua vez, mini-
miza a funcao custo aproximada (3.16). Para validar a utilizagdo da fun¢do custo aproximada

(3.16) no problema restrito (3.5), compara-se a solugdo resultante do método com a solugdo
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Figura 3.9: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a resolu-
¢do do problema de filtragem adaptativa com restri¢des lineares (3.5) pelo sistema dinAmico
(3.66) correspondente ao método CSDCLF-CMA, sendo f;(gy) = f — agp. O problema
consiste em determinar o parametro de controle oy, tal que g, — O e R,w; — by, quando
k — oo.

proveniente de um outro novo método numérico (andlogo ao método CSD-CLF para filtros
adaptativos com restri¢des lineares) baseado no método SDCLF-CMA e na relagdo (2.89).

Da equagdo (2.89) e do algoritmo 3.5, reescrevem-se as equacdes (2.93) e (2.94) tal que

Wiy = f—B(w), +ag) (3.62)

g1 = A& — xRy + 26 (3.63)
Substituindo (2.95) em (3.62) e definindo g, = Bgj,_ , resulta em

Wi = Pwy+f— g (3.64)

g1 = A8k — Ri18r + Zr1€hiq, (3.65)

sendo Ry1 = PRy P, %, = Pz e €1 = p — Wi Zpy 1. As equagdes (3.64-3.65)
descrevem o sistema do tipo declividade maxima correspondente a resolucdo de (3.5) pelo

método SD
Wit = Pwy + f —_Oékgk (3.66)
8ht1 = A8k — xRy 18k + Zpp1€y -
Para o sistema (3.66), representado na forma de diagrama de blocos na figura 3.9, outro
resultado desta tese pode ser enunciado da seguinte forma:

Corolario 1.3. Com a hipdtese ilgf Amin(Ri) = ¢ > 0, a escolha

51, R
g = _<gk, k4+18k) ’ (3.67)

<Rk+1gk; Ek+1gk>

sendo g, = \;gr + Zr41€;,, € Otima para a fungdo de Liapunov escolhida e garante a
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Algoritmo 3.9 Método CSDCLF-CMA para filtros adaptativos cegos com restri¢des lineares
Calcular wy = f = C(CTC)"'f,Ry =P =1- C(C"C)"'C", gy =0
Parak=0,1,...,N —1

Zii1 = Xp+1Xp, Wi

Zp+1 = Pzjy

Rit1 = MRy + 21z

Chr1 = P — Wi Zppa

8k = A8k + Zi+1€ 4y
_(Br.Ris18k)
Ryt 18k Ri418k)

Wit = Pwy +£— (075247

gri1 = 8k — xRy 1Pk
Fim

. =

estabilidade assintotica do equilibrio do sistema (3.66).

Prova do Corolario 1.3. Substituindo x;. 1, Ry11 e exi1 por X1, Riy1 € €11 respectiva-

mente, a prova segue da mesma forma que a prova do teorema 1.3. ]

O algoritmo 3.9 apresenta o pseudocddigo do novo método, referenciado nesta tese como

CSDCLF-CMA, baseado no sistema (3.66) e no corolario 1.3.

3.5 Sintese dos controladores

Nesta secdo apresentar-se-4, na tabela 3.1, uma breve comparagao dos sistemas dinami-
cos correspondentes aos métodos de filtragem adaptativa com ou sem restri¢des lineares e
de filtragem adaptativa cega com ou sem restri¢des lineares estudados nesta tese. Pode-se
ver que o método LMS € equivalente a uma planta linear variante no tempo em realimen-
tacdo negativa com um controlador proporcional ao erro sendo que o ganho proporcional é
determinado apenas com informagdes atuais do sinal x;. Os métodos RLS e SDCLF corre-
spondem a uma planta linear variante no tempo em realimentacdo negativa com controlador
proporcional ao erro sendo que o ganho proporcional é determinado com informagdes atuais
e passadas do sinal x;. O método CGCLF ¢€ equivalente a uma planta linear variante no
tempo em realimenta¢do negativa com um controlador proporcional e integral ao erro sendo
que os ganhos proporcional e integral sdo determinados com informagdes atuais e passadas
do sinal x;. As diferencas entre os métodos LMS, RLS, SDCLF, CGCLF e suas respecti-
vas versdes com restricdes (CLMS, CRLS, CSDCLF, CCGCLF) consistem na introdugdo da
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Figura 3.10: Conjunto de antenas adaptativas ndo-supervisionadas.

matriz de projecdo P como matriz do sistema na substituicdo dos controladores correspon-
dentes por fungdes afins com termos em P e f. Para o caso dos algoritmos cegos, o sinal
Xy, € substituido por z;, no caso dos métodos (C)RLS-CMA, (C)SDCLF-CMA e (C)CGCLF-
CMA, enquanto a varidvel y;, € introduzida na funcio do controlador no caso dos métodos

(C)SGD-CMA.

3.6 Simulacoes numéricas

3.6.1 Sistema de antenas adaptativas

Considere o sistema de antenas adaptativas (beamformer), mostrado na figura 3.10, com
K usudrios simultineos, transmitindo sinais complexos s;(t),1 < ¢ < K com forma de
onda de médulos constantes (|s;(t)| = 1) em um cendrio de comunicagao sem fio. Os sinais
continuos no tempo sdo recebidos por um conjunto de L antenas, transmitidos e amostrados
através de um circuito digital, resultando no sinal de entrada discreto no tempo z;(k),1 <
[ < L. Os sinais discretos no tempo recebidos por cada antena elementar sdo multiplicados

por um vetor de pesos de valores complexos w;(k),1 <[ < L, e sdo adicionados um com o
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Método

Controlador

Planta

Comentarios

LMS

fer) = pxpe;

{L,1,x1, 0}

Cont. Propor., ganho ¢/
inform. instantineas.

RLS

flexs1) = Vi1€)541

{17 I’ XkHJrlIv O}

Cont. Propor., ganho ¢/
inform. do passado.

SDCLF

f(gk) = 08k

{Ia Ia Rk’v O}

Cont. Propor., ganho c/
inform. do passado.

CGCLF

f(Pk:) = 0Pk

{17 ]:7 Rk’7 0}

Con. Prop. Int., ganhos ¢/
informacdes do passado.

CLMS

f(er) = uPxpe; +f

{P,1,x11,0}

Cont.— fun. afim Prop.
ao erro, ganho c/
inform. instantaneas.

CRLS

fleps1) = Pryavirierq + fop

{Pk+17 17 XkH-i-lI’ O}

Cont.— fun. afim Prop.
ao erro, ganho c/
inform. do passado.

CSDCLF

f(gk> =f- (07342

{PJ I7Ek7 O}

Cont.— fun. afim Prop.
ao erro, ganho ¢/
inform. do passado.

CCGCLF

f(Pk;) =f- Pk

{Pa Iyﬁ/ﬂy 0}

Cont.— fun. afim Prop.
Int. ao erro, ganho c/
inform. do passado.

SGD-CMA

f(er) = pxpyjer

{L,1,x1, 0}

Cont. Propor., ganho c/
inform. instantaneas.

RLS-CMA

fleri1) = Vi+1€541

{Iv I7 ZE—HI» 0}

Cont. Propor., ganho c/
inform. do passado.

SDCLF-CMA

f(gk) = 08k

{17 Ia Rk:a O}

Cont. Propor., ganho c/
inform. do passado.

CGCLF-CMA

f(pk:) = QgPk

{17 Ia Rk:a 0}

Con. Prop. Int., ganhos ¢/
informacdes do passado.

CSGD-CMA

f(er) = uPxpyier + f

{P,1,x'1,0}

Cont.— fun. afim Prop.
ao erro, ganho c/
inform. instantaneas.

CRLS-CMA

flep+1) = Pryaviriens + fop

{Pk+17 I7 ZkH+1I> 0}

Cont.— fun. afim Prop.
ao erro, ganho ¢/
inform. do passado.

CSDCLF-CMA

f(gk) =f- 8k

{P7 I7ﬁk7 0}

Cont.— fun. afim Prop.
ao erro, ganho ¢/
inform. do passado.

CCGCLF-CMA

f(Pk) =f- Pk

{Pa I7ﬁk7 O}

Cont.— fun. afim Prop.
Int. ao erro, ganho c/
inform. do passado.

Tabela 3.1: Comparacao dos sistemas dindmicos correspondentes aos métodos de filtragem
adaptativa com ou sem restricdes lineares e de filtragem adaptativa cega com ou sem restri-

coes lineares.
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outro para formar a saida do beamformer ;. tal que

L
Ye = Z wix (k).
=1

Utilizando o formato vetorial para designar os pesos do beamformer e os sinais induzidos

em cada antena elementar, isto €,

W = [wlana"'va

xp = |za(k),za(k), - an (k)

a saida do beamformer resulta em

H
Y = W Xg.

O objetivo do conjunto de antenas adaptativas é extrair o sinal desejado, s;(¢) por exemplo,
encontrando um vetor w de pesos 6timos (6timo no contexto de alguma norma) a partir do
critério do médulo constante, sendo que em uma implementacdo pratica os sinais recebidos
sdo corrompidos pelo desvanecimento devido aos caminhos multiplos, interferéncias e outros

ruidos que causam variagdes na amplitude.

Para avaliar o desempenho dos algoritmos propostos, um conjunto uniforme de dez an-
tenas elementares € utilizado, da mesma forma que em Chen et al. [70]. A distancia entre
os elementos € igual a metade do comprimento de onda do sinal desejado. O desempenho
do “beamformer” é medido a partir do quociente entre o sinal e a interferéncia mais o ruido

SINR (do inglés signal-to-interference-plus-noise ratio) definido como

wira;r,,,rafw

3.68
wHRw ( )

sendo 75,5, a poténcia da ¢-ésima fonte, ra; € o vetor associado de transmissdo, e R; € a
matriz de autocorrelagdo da interferéncia no ambiente e contém o ruido do ambiente na sua
diagonal. Compara-se a taxa de convergéncia e a propriedade de rastreamento dos métodos
propostos CGCLF-CMA, NLSD-CMA e SDCLF-CMA com os métodos RLS-CMA e SGD-
CMA. A propriedade de rastreamento € estudada através de uma mudanga stbita do nimero
de fontes de interferéncia, apds o periodo inicial de convergéncia. A poténcia do ruido é

02 = 0.1, a fase ¥;(n),7 < d de cada sinal s;(n) = e/¥i(") ¢ distribuida de forma indepen-
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Figura 3.11: Quociente entre o sinal e a interferéncia mais o ruido dos métodos CGCLF-
CMA, RLS-CMA, SGD-CMA e NLSD-CMA

dente e uniforme no intervalo [—, 7|, onde d é o ndmero de fontes de sinais. Nas primeiras
5000 iteracdes, existem dois sinais com angulo de incidéncia DOA (do inglés Direction Of
Arrival) 8, = 15° (sinal desejado) e f; = —20° (interferéncia); nas 5000 iteracdes subse-
qiientes, sdo adicionados mais dois sinais de interferéncia com DOA 603 = —50° e 6, = 30°.
O fator de esquecimento € escolhido como Ay = 0.99 e 0 SGD-CMA € implementado com
um passo /i variante da mesma forma que em Miguez e Castedo [26]. A figura 3.11 mostra
as propriedades de convergéncia e rastreamento dos algoritmos. Pode-se observar que os
métodos CGCLF-CMA, NLSD-CMA e SDCLF-CMA propostos nesta tese apresentam pro-
priedades de convergéncia e rastreamento comparéaveis ao método RLS-CMA de Chen et al.
[70] que, por sua vez, apresenta um desempenho melhor que o SGD-CMA. Todos os al-
goritmos rastreiam rapidamente as mudancas nas fontes de sinais, no entanto o SGD-CMA
apresenta um valor menor de SINR em regime. Nota-se também que o método RLS-CMA,
baseado na func¢do custo aproximada (3.12), apresenta um transitorio mais lento. Isso € dev-
ido ao fato de que no inicio do processo iterativos o produto entre o fator de atenuagao )\1}—1
e a diferenca entre os produtos internos x7wy e x?w;_; (base da fungdo custo (3.12)) ndo
€ desprezivel. As figuras 3.12 e 3.13 mostram os ganhos normalizados do espectro do sinal

reconstituido (“beampattern”) pelo beamformer nas iteracdes 5000 e 10000, pode-se notar
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Figura 3.12: Beampattern normalizado dos métodos CGCLF-CMA, RLS-CMA, SGD-CMA
e NLSD-CMA obtido na iteragdo 5000.
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Figura 3.13: Beampattern normalizado dos métodos CGCLF-CMA, RLS-CMA, SGD-CMA
e NLSD-CMA obtido na iteracao 10000.
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Figura 3.14: Erro médio quadratico dos métodos CGCLF-CMA, RLS-CMA, SDCLF-CMA
e NLSD-CMA.

que o método SGD-CMA atenua menos as interferéncias do que os outros métodos.

Para validar a solu¢do dada pela funcdo custo aproximada (3.16), comparam-se os re-
sultados dos métodos NLSD-CMA e SDCLF-CMA com os dos métodos CGCLF-CMA e
RLS-CMA. Nota-se que os métodos NLSD-CMA e SDCLF-CMA atingem em regime um
valor de SINR levemente maior que 0 CGCLF-CMA e o RLS-CMA, conforme os resultados
mostrados na figura 3.11. Além disso, a figura 3.14 mostra que todos os quatro algoritmos
convergem para o mesmo valor de erro médio quadréatico (2.3) em regime, sugerindo que
todos os algoritmos convergem para a mesma solucdo de (3.1). Isso valida a funcdo custo
aproximada (3.12). Por outro lado, nota-se novamente que o método RLS-CMA apresenta
um transitdrio inicial mais lento que os outros trés métodos, conforme mostrado na figura

3.15 que apresenta uma versao filtrada do erro médio quadratico da figura 3.14.

A convergéncia do NLSD-CMA € muito sensivel a escolha do passo fixo p de (3.29),
porém o NLSD-CMA apresenta 8/ operacdes de ponto flutuante (FLOP) a menos que o
CGCLF-CMA e M? — M + 2 FLOP a menos que o0 RLS-CMA de Chen et al. [70].
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Figura 3.15: Versao filtrada do erro médio quadratico dos métodos CGCLF-CMA, RLS-
CMA, SDCLF-CMA e NLSD-CMA.

3.6.2 Sistema de comunicacio movel DS-CDMA

Para testar as propriedades de convergéncia dos algoritmos de filtragem adaptativa cega
com restri¢cdes lineares considera-se novamente o sistema de comunica¢do movel DS-CDMA
da secdo 2.6.4. O experimento da se¢do 2.6.4 € realizado novamente sem fornecer o sinal de-
sejado aos métodos. Para simular as condi¢des de sinais com médulo constante normaliza-se
o vetor de entrada x;, = SAcy + n; de forma que tenha mddulo unitdrio. As figuras 3.16
e 3.17 apresentam as curvas de aprendizado dos métodos CCGCLF-CMA, CSDCLF-CMA,
CRLS-CMA e CSGD-CMA para os casos de sistemas com 3 e 5 usudrios respectivamente.
Novamente a escolha do parametro fixo ;+ do método CSGD-CMA € sensivel e pode-se notar
que o erro médio quadratico da curva de aprendizado do método CSGD-CMA € quase esta-
ciondrio em relacdo ao erro médio quadratico dos métodos CCGCLF-CMA, CSDCLF-CMA
e CRLS-CMA. Os novos métodos propostos nesta tese apresentam uma taxa de convergéncia
ligeiramente maior que o CRLS-CMA e também convergem para um erro médio quadratico

menor em regime.
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Figura 3.16: Curvas de aprendizado dos filtros adaptativos cegos com restricdes lineares
aplicados ao problema de detec¢io mono-usudrio em um sistema de comunicagdo movel
DS-CDMA com 3 usudérios.
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Figura 3.17: Curvas de aprendizado dos filtros adaptativos cegos com restricdes lineares
aplicados ao problema de detec¢io mono-usudrio em um sistema de comunicagdo movel
DS-CDMA com 5 usudrios.
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Método FLOP
SGD-CMA 4M +3
RLS-CMA TM? +9M + 1

SDCLF-CMA 6M? + 14M — 2
CGCLF-CMA 6M? +18M — 1
CSGD-CMA 2M? + 4M + 3
CRLS-CMA | 4M? +27M? —2M
CSDCLF-CMA | 10M?+ 13M —2
CCG-CLF 10M? +17M — 1

Tabela 3.2: Comparagao do custo computacional dos métodos de filtragem adaptativa cega
com ou sem restri¢des lineares.

3.7 Contribuicoes e Publicacoes

Neste capitulo, em analogia ao caso dos problemas de filtragem adaptativa com ou sem
restricdes lineares, estenderam-se os método SD e CG para ambos os casos de sistemas
lineares variantes no tempo com ou sem restricdes lineares decorrentes dos problemas de
filtragem adaptativa cega com ou sem restricdes lineares. Os métodos de resolucdo dos
problemas de filtragem adaptativa cega com ou sem restricdes lineares foram analisados sob
a perspectiva de sistemas dindmicos realimentados. Novamente, por analogia aos casos da
filtragem adaptativa com ou sem restri¢cdes lineares, foram propostas duas novas familias de
métodos iterativos para cada um dos casos de filtragem cega. Formulando os problemas em
questdo como sistemas dinamicos, provou-se a convergéncia e a otimalidade dos parametros
dos novos métodos propostos nos coroldrios 2.2, 1.2, 2.3 e 1.3, utilizando a estrutura lin-
ear do filtro transversal variante no tempo da figura 3.1 e a estrutura bilinear dos sistemas
dinamicos (3.26), (3.34), (3.59) e (3.66) respectivamente. Os métodos propostos CGCLF-
CMA e CCGCLF-CMA foram desenvolvidos a partir das fun¢des custo aproximadas (3.12)
[70] e (3.42) [81]; as simula¢des numéricas validam essas fun¢des aproximadas, mostrando
que o erro médio quadritico dos métodos supracitados converge para o mesmo valor de
regime dos outros métodos desenvolvidos a partir do critério do médulo constante (3.1) e
sua versdo restrita (3.36). Os métodos propostos apresentam um desempenho superior aos
métodos (C)SGD-CMA e (C)RLS-CMA (mais comumente utilizados na literatura), além
disso, o custo computacional dos mesmos € maior que do (C)SGD-CMA e menor que do
(C)RLS-CMA tido como melhor método na literatura, conforme mostrado na tabela 3.2.

Dos resultados e contribui¢des apresentados neste capitulo, resultaram os seguintes ar-
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tigos submetidos para publicacdo em revista internacional e congresso nacional respectiva-

mente:

1. DIENE, O., BHAYA, A., “Liapunov analysis and design of conjugate gradient constant
modulus algorithm applied to blind adaptive array”. IEEE Transactions on Signal

Processing. Submetido para publicagado, 2008.

2. DIENE, O., BHAYA, A., “Algoritmo de Gradiente Conjugado aplicado ao Critério do
Modulo Constante: Projeto e Anélise através de fungdes de controle de Liapunov, e
aplicacdes ao processamento ndo-supervisionada de antenas adaptativas”. 17th Con-

gresso Brasileiro de Automdtica, Juiz de Fora, MG, Brasil, Aceito para publicacdo,

2008.
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Capitulo 4

Analise e projeto de algoritmos de

treinamento de perceptron

4.1 Introducao

O problema de separagdo/classificacdo de dados, baseado nos atributos, ocorre com uma
certa freqiiéncia em dreas tais como a mineracao de dados e identificacdo de dados biométri-
cos. Neste contexto, as redes neurais artificiais tém sido bastante utilizadas. O perceptron
¢ o primeiro e o mais basico modelo de rede neural artificial, portanto € a base de muitas
aplicacoes de redes neurais. Embora sejam limitados nas suas aplicagdes, a utilizacdo dos
perceptrons continua sendo importante na classificagdo de problemas linearmente separaveis
devido a sua simplicidade inerente [36]. Treinar um perceptron consiste em resolver um
conjunto de desigualdades lineares. Vdrios algoritmos de treinamento de perceptrons sao
propostos na literatura [84-88]. O algoritmo LMS (também conhecido como a regra delta
ou regra de Widrow-Hoff) [50], a regra do perceptron e suas variacdes e extensoes [89, 90],
e o algoritmo Ho-Kashyap e suas versdes adaptativas [31, 35] sdo alguns dos algoritmos
mais usados na literatura. Neste capitulo dois dos principais métodos de treinamento de
perceptrons sdo revisados e apresentados de um ponto de vista de controle. Novos métodos
de treinamento de perceptrons sdo propostos e analisados através de fungdes de Liapunov
com controle. Mostra-se através de simulacdes numéricas que 0s novos métodos propostos

apresentam um desempenho comparével ao dos métodos mais comumente utilizados.
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4.2 Formulacao do problema

Considere o conjunto de treinamento composto de duas classes {wy, ws}, formadas por
m pares {ay, yr}, k = 1,2,--- ,m, onde a; € R"™! (sendo que o dltimo componente de ay

¢ um valor constante igual a 1) e

+1 seay € classe w;

Yk (4.1)

—1 seay € classe wo
A classificac@o correta do conjunto de treinamento descrito anteriormente pode ser feita
através do treinamento de um perceptron, determinando um vetor x de dimensao n + 1 que
satisfaz as desigualdades lineares abaixo [89, 91, 92]:
T >0 seyr=+1

a;x parak =1,2,--- . m. 4.2)
<0 sey,=—1

Defina o vetor
+a; seyp = +1

—ék S€ Y — —1
€ a matriz
aj
A= : . 4.4)
a,

Portanto, se o conjunto {wy, ws} é linearmente separdvel, existe um vetor b > 0, de dimen-

sdo m, denominado vetor de margem, tal que [31, 33]

Ax=b > 0. (4.5)

O problema do treinamento de perceptrons pode ser formulado da seguinte forma

Encontrar um elemento (x,b) € ST := {x € R",be€ R™: Ax =b > 0}. (4.6)

Na literatura, essa formula¢do do problema é referido como treinamento em modo batelada

devido a necessidade da presenca de todos os vetores de treinamento a; embutidos na matriz

A.
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4.3 Algoritmos de treinamento de perceptrons

4.3.1 Método Ho-Kashyap

Definindo a funcao custo

J(x,b) = |[Ax — b|)?, (4.7)

o problema de treinamento de perceptrons (4.6) pode ser formulado como um problema

equivalente de otimizagdo restrita:

mibn J(x,b) sujeitoa b >0. (4.8)

O problema (4.8) é um problema de otimizacdo convexa com uma restri¢cao de desigualdade
na varidvel b, e pode ser resolvido através de sistemas do tipo gradiente descendente [57].

Para tanto note que, de (4.7), tem-se

Vi (x,b) = %’;’b) = 2AT(Ax —Db) (4.9)
Vi (x,b) = % = 2(b - Ax). (4.10)

A solug@o (x,, b,) de (4.8) é tal que

0J(x,b) — 0 e @.11)
ox X=X,,b=Db,
b
w = 0, comb, > 0. (4.12)
ab X=X,,b=Db,
De (4.11) tem-se que
x, = (ATA)"'ATb, = A'b,. (4.13)

sendo que () denota a pseudo-inversa de Moore-Penrose [93]. A solucdo de (4.12) pode
ser encontrada iterativamente escolhendo um ponto inicial by = €, sendo € um vetor de

pequenos valores positivos, e determinando uma nova estimativa da seguinte forma

b1 = by — %(rk ~ ), (4.14)
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Controlador Planta Linear

Atraso > A e

Atraso

Figura 4.1: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a reso-
lucao de (4.8) pelo sistema dinamico (4.16) correspondente ao método Ho-Kashyap, sendo
fi(rr) = 5 (Jrx| — rx). O problema consiste em levar o residuo r; para 0 de tal forma que
Ax; — b, > 0, quando k£ — oc.

sendo 111 um pequeno passo positivo e ry = by — Ax;. Note que a nova estimativa by, é
mantida sempre positiva pois apenas 0os componentes negativos do gradiente sdo utilizados
na atualizacdo. De (4.14) e (4.13) pode-se determinar uma estimativa da solu¢do 6tima x,

da seguinte forma:

Xk+1 = ATka = ATbk - %AT(I% - |I'kD

= x,— %AT(rk — |ru). (4.15)

As equacdes (4.14) e (4.15) descrevem o método de Ho e Kashyap [31]. Do ponto de vista
de controle esse método pode ser representado por um sistema dinamico representado em

forma de diagrama de blocos na figura 4.1 e descrito pelo seguinte sistema de equagdes

Xktr1 = Xk + ATuk

b =b.+u
< k+1 k k 4.16)

Iy = bk - AXk

w, = G- (|re| — 1)

O algoritmo 4.1 apresenta o método Ho-Kashyap na forma do pseudocddigo. A convergéncia
desse método € garantido quando a solucao de (4.8) existe (conjunto linearmente separavel)
[35], nesse caso as iteracdes do algoritmo 4.1 sdo encerradas quando todos 0os componentes
do vetor de residuo rj sdo nulos (ou pequenos o suficiente). No caso de um conjunto nao
linearmente separével ((4.8) nao tem solu¢do) o algoritmo € encerrado quando r; > 0 (vale

lembrar que apenas os componentes negativos de rj sdo utilizados para determinar a direcao
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Algoritmo 4.1 Método Ho-Kashyap para treinamento de perceptrons em modo batelada
Escolher by > 0
Calcular x, = A'by, ry = by — Ax,
Para k =0,1,. . ., até convergéncia
uy, = G ([rgf —1x)
Xp+1 = Xp, + Aluy
byt = b +uy
rpp1 = bryn — Axp
Fim

de descida).

4.3.2 Meétodo Ho-Kashyap adaptativo

O método Ho-Kashyap é de implementagdo simples porém, o cdlculo da pseudo-inversa
de A pode ser de alto custo computacional e/ou requerer um tratamento especial quando a
matriz AT A é mal condicionada. Ao invés de determinar explicitamente a pseudo-inversa,
pode-se utilizar a diregdo de descida do gradiente de J(x, b) em relagdo a x na determinacéo
da nova estimativa da solucdo 6tima x, dada por (4.15). Nesse caso a nova estimativa X1

da solugdo de (4.11) é dada pela seguinte equacao

Xpi1 = X — MoV J(X, b)lm,bk“ . (4.17)
Inserindo (4.9) e (4.14) em (4.17) resulta em
Xp+1 = Xk — ,MQAT(AXk - bk+1)
= X — AT (AXk — by + %(rk - ’ﬁc’))
2
= x + BT []rk] — 1 (1——)} (4.18)
2 1

As equacdes (4.14) e (4.18) descrevem o método Ho-Kashyap adaptativo, proposto em Has-
soun e Song [35]. A figura4.2 e o sistema (4.19) mostram o sistema dindmico correspondente

ao problema de resolucao de (4.8) pelo método Ho-Kashyap adaptativo descrito em forma
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Controlador Planta Linear
Up . . .

- fo() <

Atraso

Figura 4.2: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a resolu-
¢do de (4.8) pelo sistema dindmico (4.19) correspondente ao método Ho-Kashyap adaptativo,

sendo f (1) = #4= [\rk\ — 1 (1 - %)} e fo(ry) = &-(|rx| — ). O problema consiste em

levar o residuo rj para O de tal forma que Ax; — by > 0, quando k£ — oo.

Algoritmo 4.2 Método Ho-Kashyap adaptativo para treinamento de perceptrons em modo
batelada
Escolher xq, by > 0

Calcular rg — bo — AXQ

up, = 5 (ry] —1p)

e = 252 [l —r, (1 - 2)]

Xpp1 = Xg + ATuy,

bk+1 = bk + Up,,

Tp+1 = b — AXpin
Fim

de pseudocddigo pelo algoritmo 4.2.

by = by +up,

X1 = X + ATuy,

r; = by — Axy, (4.19)
up, = G(|re| —rx)

= e = (15

Vale ressaltar que o método Ho-Kashyap adaptativo apresentado acima (algoritmos 4.2)
garante uma convergéncia robusta para uma superficie separadora se o conjunto de treina-
mento for linearmente separdvel, porém nao oferece nenhuma garantia de convergéncia para
conjuntos ndo separaveis linearmente. Além disso, o nimero de passos necessarios para a
convergéncia, no caso linearmente separdvel, depende do ponto de inicializacdo [32]. Para

determinar um método iterativo com convergéncia garantida para ambos os casos separdvel e
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nao separavel, independente do ponto inicial, Nagaraja e Krishna [34], Nagaraja e Bose [36]
usaram técnicas de gradiente conjugado para resolver o problema do treinamento de percep-
trons (4.6), a partir da resolu¢do da equacgado (4.5). Para o caso ndo separdvel linearmente,
o método de gradiente conjugado proposto por Nagaraja e Krishna [34] converge para o par
(xg, by > 0) tal que a norma ||Ax; — bg|| é minima, isto corresponde geometricamente
em encontrar a superficie separadora (Ax; = by) tal que a soma das distincias dos pontos
mal classificados a superficie seja minima. A técnica de gradiente conjugado consiste em
substituir a direcdo de descida do gradiente, utilizada pelo método Ho-Kashyap adaptativo,

pela dire¢do conjugada do gradiente tal que:

Xp+1 = Xi + Px, (4.20)
bii1 = b+ wpn, 4.21)
Px, = Oibx, +2A71/ |21l (4.22)
Po, = Ok, , + (Jral — i)/l (4.23)

sendo

rZ:(Apxk — pbk)

= (4.24)
i (Apmc - pbk>T(Apxk - pbk)
0. € {0,1} (4.25)
QATI'k
g, = . (4.26)
[rk| — 1

Note que a escolha do parametro ¢, € uma heuristica baseada em técnicas de reinicializa¢ao
do método de gradiente conjugado [94]. Nas duas préximas se¢des desenvolver-se-a0 novos
algoritmos para o treinamento de perceptrons em modo batelada sem o uso de nenhuma
heuristica e com prova sistematica de convergéncia. Os novos algoritmos sio obtidos através
da combinacdo de técnicas de gradiente conjugado e declividade médxima com o método Ho-
Kashyap, e da extensdo da mesma técnica de andlise proposta em [9, 10], e utilizada nos

capitulos 2 e 3, para o problema de treinamento de perceptron.
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4.3.3 Método SDP-CLF (Steepest Descent Perceptron)

Combinando o método da declividade mdxima com a técnica de Ho-Kashyap [35], as

equacoes (4.14) e (4.18) podem ser reescritas da seguinte forma

Xpe1 = Xp+apAlry, (4.27)

bpy1 = b+ ap(|re] —rp), (4.28)

sendo oy, um parametro a ser determinado de forma a levar o residuo rj, a zero em um nimero
finito de iteragcdes. De (4.27) e (4.28) determina-se a lei de atualizacdo do residuo da seguinte

forma

Tpr1 = brpn— AXpq
= bk + Oék(|1'k| — I'k) — A(Xk + OékATI'k)
= Iy — Oék((AAT + I)I‘k — ’I‘k|>

= T — ), (4.29)

sendo r;, = (AAT + I)ry — |ri]. As equagdes (4.27-4.29) descrevem um sistema dina-
mico (4.30), representado em forma de diagrama de blocos na figura 4.3, correspondente a

resolucao de (4.6) pelo método da declividade maxima

(
_ T
Xp+1 = Xi + Al uy,

b1 = by +up,
Uy, = OTg

up, = ap(|re| — i)

Para o sistema (4.30) outro resultado desta tese pode ser enunciado da seguinte forma [37]:

Teorema 3. Suponha que

Vv >0, ATv #£0. 4.31)

Defina
r, = (AAT + Dy, — |1, (4.32)
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Atraso

Figura 4.3: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solu¢do de (4.6) pelo sistema dinamico (4.30) correspondente ao método SDP-CLF, sendo
fi(ry) = ax(Jrx] — rg). O problema consiste determinar o pardmetro oy tal que ry, — 0, i.e.
Ax; — b, > 0, quando k£ — oc.

A escolha
(ry, )
(T}, 1)

(4.33)

. =

é otima para a funcdo de Liapunov escolhida e garante a estabilidade assintotica do equi-
librio do sistema (4.30), i.e.: o equilibrio de (4.30) tende para o conjunto St = {x €
R 'be R™: Ax=b > 0}.

Prova do Teorema 3. Escolha a funcdo de Liapunov com controle
V. (k) = (ry,rg). (4.34)
Entdo

AV, = Vi(k+1) = Vy(k) = (tpp1,Thi1) — (Tr, Tr)
= (rp— Oékr;;a Ir — akl‘@ — (rp, T3)
= (rg, 1) — 20, (ry, 13) + (v, i) — (vp, 1)

= —2ap (T, 1)) + ai (v, 1)) (4.35)
O valor dtimo «y, (que torna AV, o mais negativo possivel), dado por (4.33), é determinado
através da resolucdo da seguinte equacdo:

AV,
80ék N

—2(ry, 1}) + 20 (r), 1)) = 0.
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Algoritmo 4.3 Método SDP-CLF para treinamento de perceptrons em modo batelada
Escolher xi, by > 0
Calcular ry = by — Axg

Para k =0,1,. . ., até convergéncia
), = (<AA? + Dry, — |y
_ (rg,x
U = Gy

Xpp1 = X + ATy,
bk+1 = by + @k(lrk’ - rk)
/
Tpy1 = T — Ty
Fim

Substituindo (4.33) em (4.35) resulta

/\2
AV, = IeTH- g (4.36)
<rk7 rk>
De (4.32) pode-se escrever
(rp,v}) = rf AA T, + vl — ) |y 4.37)

No lado direito da equagdo (4.37), o primeiro termo é positivo, a menos que ATr;, = 0 e
a soma do segundo e do terceiro termo é sempre positiva, a menos que ri, > 0. Desse fato

pode-se concluir que

(r, ) >0 (4.38)

e é igual a zero se e somente se v, > 0 e ATr, = 0. Portanto, de (4.31)

/7 \2
AV, = _ e ri)” 0, (4.39)
(1}, %)

o que implica que ||ry|| € uma segiiencia decrescente.

Para provar a positividade de by, note que |ri| — i, > 0 e, de (4.33) e (4.38), a, > 0.
Portanto se by > 0, entdo de (4.28) by, > 0 para todo k. |

O algoritmo 4.3 apresenta o pseudocédigo da extensao do método SD para o treinamento
de perceptrons em modo batelada, baseada no teorema 3 e referenciado nesta tese como

SDP-CLF.
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4.3.4 Método CGP-CLF (Conjugate Gradient Perceptron)

Outro novo método pode ser desenvolvido combinando a técnica de gradiente conjugado
com a técnica de Ho-Kashyap [35], para aproveitar a convergéncia rdpida de algoritmos do

tipo CG para igualdades. Nesse caso as equagdes (4.14) e (4.18) sdo reescritas da seguinte

forma
Xpr1 = Xk+0z;,cATpx]c (4.40)
bii1 = bp+ appy,, (4.41)

sendo
Px, = BiPx, . 7Tk, (4.42)
Pb, = BkPo,_, + [Tkl — 1k, (4.43)

oy € () os parametros a serem determinar de forma a levar o residuo rj a zero, garantindo
assim a convergéncia do método. Das equacdes (4.40-4.41) pode-se deduzir a lei de atual-

izacdo do residuo da seguinte forma

Tir1 = brpyr — Axpy = by + appp, — A(xy + akATpxk)
= Iy — ak(AATpxk - Pbk)
= T — QkPxk;, (4.44)

sendo pp = AATpxk — Pb,- Dessa forma o problema de rastreamento de sinal (2.13),

-
aplicado ao caso do problema do treinamento de perceptrons em modo batelada (4.6), pode

ser reescrito como
Xp+1 = Xk + akATpxk-
bri1 = by + axpp,
Ipr1 =T — Pk
(4.45)
pxk = 5kpxk_1 + rk‘

Pb, = OkPb,_, + |tk — Tk

pr = AATDx, — Db,
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...............................................................

OPb, fg(')

Figura 4.4: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solu¢do de (4.6) pelo sistema dindmico (4.45) correspondente ao método CGP-CLF, sendo
fi(ry) = ar(Brpx,_, +rr) e fa2(rr) = ar(BkPw,_, + |rk| — rr). O problema consiste deter-
minar os parametros «y, e [ tal que r, — 0, i.e. Ax; — by > 0, quando £ — oo.

A figura 4.4 apresenta o sistema (4.45) em forma de diagrama de blocos. Uma condi¢do
suficiente para a estabilidade assintética do equilibrio do sistema (4.45) € dada pelo seguinte

teorema [37]:

Teorema 4. Com a hipotese (4.31), defina

As escolhas
o = <1°1m pk> (4.47)
(Pk, Pk)
By = _\ThenPr) (4.48)
* <pk7 pk*)

sdo otimas para as fung¢oes de Liapunov escolhidas e garantem que ri, — 0 e pr, — 0, i.e. 0

equilibrio do sistema (4.45) tende para o conjunto S :== {x € R".b € R : Ax = b}.

Prova do Teorema 4. Os pardmetros oy, e By sdo considerados como varidveis de controle

e podem entdo ser determinados por uma escolha apropriada de CLF. Note que

Tpy1 = b1 — AXpp =1y — Olk(AATPXk - Pbk)- (4.49)
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Defina

Pr = AA"ps, — Dy,
= BAA"Dp,, , + AATr, — Bipb,_, + 1k — |k
= ﬁk’(AATpxk—1 - pbk—l) + (AAT + I)rk - |rk|

= 6kpk—1 + r;gv

sendo

r, = (AAT + Dry — |1,

Entdo o problema de rastreamento de sinal pode ser reescrito nas coordenadas rj e Py

conforme segue

Tyl = T — 0Pk (4.50)

Pri1 = Bres1Pr + Thpq
O objetivo agora é determinar os pardmetros oy, e [, que tornam o equilibrio (0,0) do
sistema (4.50) assintoticamente estdvel. No equilibrio de (4.50) tem-se que Ax;, = by e
AATp,, = py,, entdo Ax; 1 = Axy + arAATpy, = by + P, = bry1. Isso significa
que, no equilibrio de (4.50), o equilibrio de (4.45) pertence ao conjunto S. Para determinar

ag, escolha novamente a CLF Vi(k) dada por (4.34), entdo

AV, = Vilk+1)— Vi)
= (Tht1,Thp1) — (s )
= (rr — Pk, Tk — Px) — (i, Ti)
= (rx,rx) — 200 (ry, P) + O (Pk, Pi) — (Tk, Tk

= —2a;(rs, Pr) + i (Pr, Pr)- (4.51)

OAVy =0

O valor de oy, dado por (4.47), é determinado através da resolucdo da equacdo Do

Desde que p;‘frk = 0, substituindo (4.47) em (4.51) resulta

<1°k:, pk>2

AV, = —
(P, Pk)

< 0. (4.52)
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Note que, de (4.50), (4.47), (4.31), (4.37) e (4.38)

(re,Pe) = Otk Pr_1) + (Tr, 1) = (Tk, T%)

= 1] AATr, +rir, — 1l > 0. (4.53)

De (4.52), pode-se concluir que a norma-2 do residuo r, decresce monotonicamente. O

O proximo passo consiste em determinar o pardmetro 3y, e para tanto defina

Vo = (Pr+1, Prt1) (4.54)

= (Chy1 Tpu1) T 200641 (Chpy, Pr) + ﬁl?+1<pka Pk)-

Entdo pode-se escrever que

0AV /
Pt _ g 5, = (ki1 PR (4.55)
OBr+1 (Pk> Pk)
Substituindo (4.55) em (4.54) resulta
<I'/ ) pk>2
Voo = (Thpn, Topy) — =t < (v, Thy) (4.56)

<pk7 Pk>

De (4.52) e (4.32) pode-se concluir que r), 41 decresce na norma-2, porém ndo necessaria-
mente monotonicamente. Portanto (4.56) implica que py.1 decresce na norma-2, embora de

forma ndo necessariamente monotonica, concluindo a prova. |

O algoritmo 4.4 abaixo apresenta o pseudo-cédigo do método CG para treinamento de
perceptron em modo batelada, determinado através da técnica de CLF [10] e referenciado

nesta tese como CGP-CLF. Vale ressaltar que o algoritmo 4.4 ndo utiliza nenhuma heuristica.

Observacao 4. Note que o teorema 4 garante que o algoritmo 4.4 convergird para uma
solugdo de Axy, = by, mas ndo garante que by, > 0. Por outro lado, os resultados experi-
mentais mostrados na se¢do 4.4 mostram que o algoritmo 4.4 converge para uma solugdo x;,
tal que Axy, = by > 0, e a prova rigorosa da ocorréncia da convergéncia para o conjunto

ST, ao invés de S, é um dos tdpicos considerados como trabalhos futuros.
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Algoritmo 4.4 Método CGP-CLF para treinamento de Perceptron em modo batelada
Escolher xi, by > 0
Calcular ry = by — AXq, Px, = 0, Pby = |To| — T, Po = AAT Dy, — P,

Para k =0,1,. . ., até convergéncia
(rg,pPr)
o, = kL
k= {pk.pr)

Xp4+1 = Xi + OékATpxk

b1 = by + apb,

Tp41 = T — Pk

) = (AAT + D)1y — [rpg]

5 _ <I‘;€+1 7pk>
k+1 (Pk,PL)

Pxi1 = Be1Px, + Tkt
Pby = Brt1Pby, + [Thra| — Trga
Pr+1 = AATpXk+1 — Pbrys

Fim

4.4 Simulacoes Numéricas: Reconhecimento de padrao

Para verificar o desempenho dos novos métodos propostos SDP-CLF e CGP-CLF (algo-
ritmos 4.3 e 4.4), comparam-se esses com os métodos Ho-Kashyap (HK — algoritmo 4.1),
Ho-Kashyap adaptativo (AHK — algoritmo 4.2) e o método de gradiente conjugado (CGA)
proposto em Nagaraja e Krishna [34]. A experiéncia € feita para varios conjuntos linear-
mente separdveis e ndo separdveis. Os conjuntos escolhidos sdo da base de dados da planta
iris da Universidade de California Irvine UCI [95]. Essa base de dados € a mais conhecida
e utilizada na literatura de reconhecimento de padrdo. O conjunto de dados contém trés
classes de cinqiienta instancias cada, sendo que cada classe refere-se a um tipo de planta
de iris. A base de dados consiste em quatro atributos e a classe. Os atributos sdo compri-
mento de sepal, largura de sepal, comprimento de pétala e largura de pétala. As trés classes
correspondentes 4 planta iris sdo iris setosa, iris versicolor € iris virginica. A figura 4.5
apresenta o gréfico da largura de petal em fun¢cdo do comprimento de petal. Sabe-se que a
iris setosa € linearmente separdvel das outras duas classes, porém a iris versicolor e a iris
virginica sdo linearmente ndo separdveis em relagdo aos quatro atributos. Como esse caso
consiste em um problema de trés classes, divide-se esse em trés problemas de duas classes.
No primeiro caso, amostras da iris sefosa sdo denominadas de classe 1 enquanto amostras da
iris versicolor sdo consideradas como sendo da classe -1. No segundo caso amostras da iris
virginica sao considerados da classe -1 enquanto amostras da iris setosa sao mantidos como

classe 1. No terceiro e ultimo caso, amostras da iris versicolor sdao considerados da classe 1
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Figura 4.5: Curva dos dados da iris: Largura de pétala em fun¢do do Comprimento de pétala

e amostras da iris virginica da classe -1.

Os vetores de entrada sdo aumentados acrescentando a constante +1 que representa o
“bias”. As amostras das classes negativas, incluindo o “bias”, sdo multiplicados por -1 para
que o objetivo seja: encontrar o par de vetores (X, by) tal que Ax; = by, > 0.

As figuras 4.6, 4.7 e 4.8 apresentam os hiperplanos separadores obtido pelos métodos
CGP-CLF, SDP-CLF, HK, AHK e CGA [34]. Como o problema de treinamento de per-
ceptron pode também ser resolvido pela teoria de “mdquinas de vetor de suporte” SVM,
apresentam-se, a titulo de comparacao, os resultados obtidos pela LS-SVM Suykens em Fer-
reira et al. [96]. Nos dois casos linearmente separdveis, todos os algoritmos classificaram
corretamente todos os pontos, porém nem todos alcangcaram o critério de parada escolhido
tal que ||rx|| < 0. No caso do algoritmo Ho-Kashyap adaptativo, a escolha dos pardmetros i
e /12 € muito critico em relag@o a convergéncia. Por isso a escolha pi1 = 1,5 e po = 1/ A naa
(Mnae € 0 maior autovalor de A7 A) conforme Nagaraja e Bose [36] resulta em um residuo

com norma consideravelmente alta, conforme mostra a tabela 4.1 em qual

Numero de pontos Classificados Corretamente

%CC = x 100. (4.57)

Numero total de pontos
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Figura 4.6: Superficies separadoras das classes iris setosa and iris versicolor. Todos os
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M obtida apds a convergéncia é mostrado na tabela 4.1. O critério de parada é ||r;|| < 0.001
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Figura 4.7: Superficies separadoras das classes iris setosa and iris virginica. Todos os algo-
ritmos considerados classificam corretamente todas as amostras. A margem de distancia M
obtida ap6s a convergéncia é mostrado na tabela 4.1. O critério de parada € ||r;|| < 0.001 e
o nimero maximo de iteracdes ¢ 1000.
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Figura 4.8: Superficies separadoras das classes iris versicolor and iris virginica. A tabela
4.1 mostra a estatistica das classificacdes e a margem M obtidas apds alcancar o nimero
maximo de iteragdes. O critério de parada € ||r;|| < 0.001 e o nimero maximo de iteragdes
¢ 1000.

Os resultados da tabela 4.1 mostram que o algoritmo 4.4 converge em menos iteragcdes e apre-
senta o residuo de menor norma nos casos linearmente separaveis. No caso linearmente nao
separdvel todos os métodos apresentam um desempenho compardvel exceto o Ho-Kashyap

adaptativo que falha, classificando todos os dados como sendo da mesma classe.

Note que o custo computacional de uma iteracao do algoritmo 4.3 é menor que uma do
algoritmo 4.4, mas o algoritmo 4.3 realiza mais iteragdes, portanto 0 seu custo computa-
cional total pode ser maior que o custo computacional total do algoritmo 4.4. Para ilustrar
esse fato, realiza-se um experimento no ambito de determinar o tempo necessirio para a
convergéncia dos algoritmos. O experimento consiste em executar 100 vezes cada algoritmo
com as mesmas condic¢des iniciais e determinar o tempo médio ¢ (em segundos) e 0 nimero
de iteragdes. O critério de parada é novamente escolhida tal que ||rg|| < 0.001. Os resul-
tados deste experimento estdo apresentados na tabela 4.4. Nota-se que, embora o algoritmo
4.3 tenha menos etapas que o algoritmo 4.4, esse ultimo converge mais rapidamente e entao

necessita de menos tempo que os outros algoritmos.
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Iris Algoritmo | %CC | M ekl
HK 100 | 1,3050 | 9,96 x 10~*
Setosa AHK 100 | 1,3118 | 3,41 x 1071
« CGA 100 | 1,3105 | 7,30 x 1073
Versicolor CGP-CLF | 100 | 1,2989 | 8,01 x 1074
SDP-CLF | 100 | 1,2893 | 9,51 x 107!
LS-SVM 100 | 1,3133 X
HK 100 | 1,2561 | 9,98 x 10 °
Setosa AHK 100 [ 1,2625 | 1,74 x 1071
o CGA 100 | 1,2554 | 2,70 x 1073
Virginica CGP-CLF | 100 | 1,2504 | 8,42 x 1074
SDP-CLF | 100 | 1,2463 | 6,96 x 10!
LS-SVM 100 | 1,2664 X
HK 95 | 3,3292 2,01
Versicolor AHK 50 [0,8636 | 2,75 x 1077
o CGA 94 | 3,3297 3,59
Virginica CGP-CLF | 95 | 3,3295 2,08
SDP-CLF 94 | 3,3318 3,52
LS-SVM 95 |2,9931 X

Tabela 4.1: Desempenho dos algoritmos na separacdo das classes iris setosa, iris versicolor
e iris virginica. A porcentagem %CC é dado por (4.57) ¢ a margem M é o minimo das
distancias dos pontos corretamente classificados ao hiperplano de separagdo. O nimero
maximo de iteragdes € igual a 1000 e o critério de parada € ||ry|| < 0.001.

Outros testes numéricos sdo realizados com os conjuntos “lonosphere”, “BUPA Liver
Disorders” e “Pima Indian Diabetes”, para confirmar a observacdo 4. Os resultados de clas-
sificacdo estdo apresentados na tabela 4.4. Mais detalhes sobre esses trés conjuntos podem

ser encontrados em Newman et al. [95].

Os resultados numéricos obtidos mostram que os métodos CGP-CLF e SDP-CLF pro-
postos apresentam um desempenho equivalente ou melhor que os métodos HK, AHK e CGA
sem utilizar nenhum parametro empirico de aprendizagem e nenhuma técnica heuristica de
reinicializacdo do vetor de direcdo. Nota-se que para os casos de conjuntos nio separdveis

linearmente (i.e. St = (), os algoritmos propostos convergem para um vetor de margem

by > 0 e uma solugio x;, que minimiza ||by — Axy

, que corresponde a classificar correta-

mente 0 maximo nimero de padrdes.
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Iris Algoritmo t iter Iris Algoritmo t iter

HK 0.0234 | 462 HK 0.0172 | 295
Setosa AHK 0.0562 | 1000 Setosa AHK 0.0563 | 1000
X CGA 0.1094 | 1000 X CGA 0.1109 | 1000
Versicolor CG-CLF | 0.0327 | 79 Virginica CG-CLF | 0.0421 | 107
SD-CLF | 0.3656 | 1000 SD-CLF | 0.3609 | 1000

HK 0.0407 | 1000
Versicolor AHK 0.0579 | 1000

X CGA 0.1125 | 1000
Virginica CG-CLF | 0.3547 | 1000
SD-CLF | 0.3548 | 1000

Tabela 4.2: Comparacao de tempo médio e numero de iteragoes.

Set Algoritmo | NCC' | ||rg]| | Set | Algoritmo | %CC | ||rkl|

HK X X HK 66.2 | 15.54
AHK 89.7 | 8.07 AHK X X
Ionosphere CGA 91.3 | 7.83 | BUPA CGA 66.9 | 15.61
CG-CLF | 91.3 | 7.89 CG-CLF | 66.9 | 15.54
SD-CLF | 88.5 | 9.05 SD-CLF | 67.2 | 15.73
HK 73.7 | 19.05
AHK X X

Diabetes CGA 74.3 | 19.79
CG-CLF 739 | 19.02
SD-CLF 66.4 | 21.85

Tabela 4.3: Comparacdo do desempenho dos métodos. O método HK falha na determinacao
da pseudo-inversa da matriz de dados do conjunto “lonosphere”, e o método AHK diverge
no caso dos conjuntos “BUPA” e “Diabetes”.

4.5 Contribuicoes e Publicacoes

Neste capitulo, baseado nas provas de estabilidade assintética apresentadas nos teoremas
3 e 4, propdem-se os novos métodos SDP-CLF e CGP-CLF, extensdes dos métodos SD e
CG para o treinamento de perceptrons em modo batelada. Em termos de classificagdo de
padrdes, o desempenho dos novos métodos propostos € compardvel ao dos métodos CGA
[36] e LS-SVM [96], e superior ao dos métodos HK [31, 32] e AHK [35]. A convergén-
cia dos métodos HK e AHK nio € garantida em todos os casos. O primeiro (HK) utiliza a
pseudo-inversa da matriz de dados, para determinar um vetor solucdo, cuja determinacao,
além de ser computacionalmente custoso para problemas de grande escala (i.e. separagdo de

classes com um grande numero de atributos), torna-se instdvel a medida que a matriz ATA
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se aproxima da singularidade. A convergéncia do segundo (AHK) depende criticamente da
escolha empirica dos parametros de aprendizagem p; € po, uma escolha inapropriada dos
parametros de aprendizagem p; e po resulta em um baixo desempenho do método AHK.
Devido as perdas de ortogonalidade dos residuos, causadas pelos erros de precisao finita,
o método CGA de Nagaraja e Bose [36] € baseado em uma técnica heuristica que consiste
na reinicializacdo da dire¢do do gradiente [94] para garantir a convergéncia do método. As
vantagens dos métodos propostos, neste capitulo, sdo a nao-utilizacdo de nenhuma técnica
heuristica e de nenhum parametro empirico, e as provas de convergéncia obtidas a partir da
formulacdo, adotada ao longo desta tese, dos mesmos como sistemas dinamicos. Dois topi-
cos considerados como trabalhos futuros relacionados a este capitulo sdo a prova rigorosa da
positividade do vetor de margem by encontrado pelo algoritmo 4.4 e a utiliza¢do da técnica
de CLF para desenvolver novos métodos de treinamento em-linha de perceptrons.

Os resultados e as contribui¢des apresentados neste capitulo, foram publicados através

dos seguintes artigos de revista e congresso internacionais respectivamente:

1. DIENE, O., BHAYA, A., “Perceptron training algorithms designed using discrete-time
control Liapunov functions”. NEUROCOMPUTING. Aceito para publicacao, 2008.

2. DIENE, O., BHAYA, A., “Perceptron training algorithms designed using discrete-
time control Liapunov functions”. In: IEEE Multi-conference on Systems and Control

(MSC) 2007, pp. 608-613, Singapore, October 2007.
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Capitulo 5

Estudo da robustez de métodos iterativos

lineares

5.1 Introducao

Os métodos numéricos s@ao implementados em computadores digitais utilizando a arit-
mética de precisao finita. Nesse caso os nimeros reais/complexos sdo representados com
palavras de tamanho finito. Essa representagdo resulta no truncamento/arredondamento dos
nimeros, o que acarreta erros nos algoritmos. Esses erros podem acarretar, por sua vez, uma
perda de algumas das propriedades dos métodos numéricos (ortogonalidade dos residuos do
método do gradiente conjugado por exemplo), causando instabilidade numérica. A estabi-
lidade e o condicionamento sdo conceitos utilizados na andlise numérica para relacionar a
resposta de um algoritmo computacional as perturbagdes decorrentes dos dados ou da utiliza-
¢do da aritmética de precisdo finita [97-99]. Em Bjorck et al. [38], Paige et al. [39] e Giraud
et al. [40] a estabilidade reversa de métodos do tipo Krylov foi estudada. Uma modelagem
e um estudo dos erros de precisdo finita foram feitas em Strakos e Tichy [41] e Meurant e
Strakos [42] no contexto da estabilidade reversa dos métodos do gradiente conjugado e de
Lanczos. Na linguagem de controle, os conceitos de estabilidade numérica seriam denomi-
nados, genericamente, de robustez do algoritmo numérico. Entretanto, ha poucos estudos de

robustez de algoritmos numéricos do ponto de vista de controle robusto.

Neste capitulo, propde-se uma nova modelagem de perturbacdes oriundas da utilizagdo

de aritmética de precisdo finita, baseando-se na combinacdo do modelo proposto em [41, 42]
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com a modelagem usual de perturba¢des multiplicativas na entrada da planta, introduzida no
trabalho de Doyle e Stein [46]. Esta perspectiva de controle, aplicada ao problema classico
de perturbacdes numéricas (de precisao finita), permitird uma aplicacao inédita do teorema
de pequeno ganho para determinar medidas de robustez ou estabilidade numérica dos al-
goritmos propostos nesta tese. Através da utilizagdo de CLFs, derivar-se-4 outro resultado
inédito sobre a margem de estabilidade dos métodos numéricos sujeitos a perturbacdes vari-
antes no tempo. Enfatiza-se que o objetivo desta nova proposta nao € substituir a andlise
de estabilidade reversa (backward stability) ou os outros tipos de estabilidade, consisténcia
etc. propostos em Bunch et al. [43], e sim prover novas maneiras ¢ medidas quantitativas,
familiares a usudrios da comunidade de engenheiros, da robustez da estabilidade de métodos
iterativos estudados nesta tese. As principais vantagens desta nova proposta sobre os traba-
lhos anteriores [43, 45] sdao a simplicidade de aplicacdo a uma gama ampla de algoritmos e a
obtenc¢do de medidas quantitativas da robustez dos métodos numéricos. O foco dos autores
em [43] é a aplicacdo de técnicas de dlgebra linear numérica a andlise de algoritmos de pro-
cessamento de sinais, no entanto, a complexidade destas técnicas, aliada a ndo-familiaridade
das mesmas para a maioria dos engenheiros t€ém limitado a sua aplicacdo a outros algorit-
mos. O estudo de sistemas dinamicos perturbados feito em Griine [45] apenas considera as
perturbacdes decrescentes no tempo sdo considerados e é necessario o conhecimento prévio
das trajetdrias dos estados do sistema, uma vez que o ganho de robustez € obtido a partir de
limitantes superiores de uma funcio das trajetorias dos estados. Por fim mostrar-se-a através
de simula¢des numéricas que os métodos numéricos desenvolvidos a partir de funcdes de
Liapunov com controle apresentam uma medida de robustez superior ou igual a dos outros

métodos numéricos.

5.2 Formulacao do problema

Em Meurant e Strakos [42] mostra-se que os erros numéricos devidos a aritmética de
precisao finita resultam na perda de ortogonalidade dos vetores de residuos e de dire¢do con-
jugada dos algoritmos Lanczos e gradiente conjugado. Nesse trabalho o modelo padrao para
operagdes em ponto flutuante € utilizado. Neste caso a representacdo de uma varidvel X é

denominada fI(.X), e para as quatro operagdes aritméticas basicas (+, —, *, /), denominadas
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por op, tem-se

fl(zopy) = (xopy)(1+ ), 1Bl <e (5.1)

sendo € a unidade de precisdo da maquina utilizada (diz-se que (3 é de ordem O(¢)) [100].
Para estudar os efeitos dos erros numéricos devidos a aritmética de precisao finita, utilizando
a formulacgdo introduzida em Strakos e Tichy [41], reescreve-se o sistema dindmico (2.13)
correspondente ao problema da resolugdo de (2.9) por métodos iterativos em aritmética de

ponto flutuante da seguinte forma:

FlXp11) = Xpy1 = X © U = (X + ) (1 + )

< JUYr+1) = Vi1 =~A ® Xpp1 = EAikH)(l + ) 52)
fl(rri1) =1 =b O Yy = (b — yr)(1+ 5)
fl(agi1) = Qg = f(f"kﬂ)

Os efeitos dos erros de aritmética de precisdo finita na estabilidade interna do sistema di-
namico (2.9) podem ser estudados formulando o problema como um problema de sistema
dindmico com perturbacdes. Isso € feito determinando a propagacdo desses erros de precisao
finita a partir da lei de atualiza¢do do estado da planta até a determinacao da lei de controle

(do estado interno até a entrada da planta). Para tanto, de (5.2), escreve-se

Xpp1 = (Xp+ ) (14 6) =% + 0y + B(Xp + )
= Xp+ F* +u + " +xp 8+ x, 76 + w S G
= xp+w+ 28+ 8)x + (28 + B)uy,

= Xi+tug+ ﬁxkﬂ = Xp41 + ﬁka (53)

sendo 0% = x4 e 0" = u, [ os erros de precisao finita nos vetores X; e u; respectiva-

mente €

B = (28 + B%)(xx +wg) = (28 + 5%)Xps1 (5.4)
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o erro total cometido na determinagao de x;; em precisdo finita. O préximo passo consiste

em determinar o erro de precisdo finita em yy 1 a partir de (5.2) e (5.3) da seguinte forma:

Virr = (AZp)(L+0) = (A + 5% (1 + 554 (1 + 5)
= AXpi1 + Axp 8+ A + A 4 3% 11 + B8
+ pAFE 4 pA
= Axji1 + (484 66° +48° + ) Axpyq

— AXk-i—l + ﬁ}’k+1 — y.k-i-l + ﬁYk+1 (55)

sendo 3% = A3 o erro de precisio finita na matriz A e
BV = (48 + 66 + 43° + fHYAxp 1 = (4B + 662 + 48 + BYyrn (5.6)

o erro total cometido na determinagdo de y,,; em precisao finita. Para o vetor de residuo

ri+1 0 erro de precisdo finita € determinado da mesma forma a partir de (5.2) e (5.5)

Tpy = (B —Yir)(1+8) = b— Vi1 + ﬁ(f) — Vit1)
= b+ % —yr — B +bB+ B8 — yr 8 — 3
= b=y +(26+5)b—(534108° +108° + 53" + 3°)yrn

= b=y + O™ =1y + [ (5.7)
sendo 3° = b3 o erro de precisdo finita no vetor b e
B+ = (26 4+ H)b — (58 + 103 + 108 + 58* + 8°)yrs1 (5.8)

o erro total cometido na determinagdo de ry,; em precisdo finita. Finalmente o erro na lei

de controle uy; pode ser determinado da seguinte forma:

U = f(Fen) = F(opes + ™) = f(rpg) + £(B™) = Wy + B (5.9)

sendo

ﬁuk+1 — f1 (ﬁrk-H) (510)
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Figura 5.1: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de regulacdo equivalente a resolugdo
de (2.9) por métodos iterativos em aritmética de precisdo finita. Os erros de precisdo finita
sdo representados como uma perturbacdo multiplicativa J na entrada da planta.

o erro total cometido na determinac@o de ug; em precisdo finita. Portanto o sistema (5.2)

resulta em

X1 = Xpp + Uy + [X54 = x4 + [
Yit1 = AXppr + Y51 = yppq + V0
f'k-s—l =b— Y1 + 5”“ =T+ [Br+t

pp1 = F(rppr) + F1(O) = wpyq + £1(F7)

(5.11)

\

Note que o sistema (5.11) é uma generalizacdo dos sistemas considerados em [41, 42] no
estudo dos algoritmos Lanczos e Gradiente Conjugado em aritmética de precisio finita. Des-
prezando os termos de ordem O(€?), O(€?), O(e*) e O(€®), as equagdes (5.4), (5.6), (5.8) e

(5.10) podem ser reescritas como

0 = 28x, (5.12)
P = Ay ©-13)
G = 928b — 5Byei (5.14)
FUet = (57 = (5%, A, b, ) (5.15)

Note que todos os erros numéricos cometidos nos passos anteriores a determinacdo da

lei de controle estdo concentrados em “+! = f; (3, X, A, b, uy). Defina 0 tal que

/6Uk+1 — fl(/ark-Fl) — 5uk+17 (5.16)

entdo Uxy; = (1 + d)ugr;. O sistema (5.11), equivalente ao sistema dindmico (2.13) em
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Figura 5.2: Forma geral do diagrama de blocos ilustrativo do problema de regulacdo equiva-
lente a resolugdo de (2.9) por métodos iterativos em aritmética de precisao finita. Os erros
de precisdo finita sdo representados como uma perturbacdo multiplicativa ) na entrada da
planta. Para os métodos iterativos estaciondrios a planta P e o controlador C podem ser
representados tanto no dominio do tempo quanto no dominio da freqiiéncia.

aritmética de precisao finita, pode ser aproximado da seguinte forma:

Xpp1 = Xp + (1 +0)uy
Yi+1 = AXjppq (5.17)
Iy = b —yit

U1 = f(rk+1)

Neste caso a cada atualizagdo do estado x;. 1, 0s erros de precisdo finita de todas as etapas
anteriores estdo representados pelo termo du,. A figura 5.1 apresenta o sistema (5.17) na
forma de diagrama de blocos.

Portanto o estudo dos efeitos dos erros numéricos, devidos a aritmética de precisao finita,
na convergéncia dos métodos numéricos € equivalente ao estudo da estabilidade assintética
do equilibrio do sistema (5.17) na presenca da perturbacio o. Isso € equivalente a representar
os erros numéricos de precisdo finita como uma perturbacdo multiplicativa na entrada da

planta do sistema dinamico (2.13).

5.3 Meétodos iterativos estacionarios

Os métodos iterativos estaciondrios podem ser representados como sistemas dinamicos
constituidos por uma planta linear com um controlador estitico fixo em realimentacao ne-
gativa [11]. Portanto pode-se encontrar uma representacdo desses métodos no dominio da

freqtiéncia através das func¢des de transferéncia da planta (G(z)) e do controlador (K(z)). A
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figura 5.2 apresenta uma representacdo em diagrama de blocos da forma geral do sistema di-
namico (5.17), sendo que para os métodos iterativos estacionarios a planta P e o controlador
C podem ser representados tanto no dominio do tempo quanto no dominio da freqiiéncia.
Para o sistema representado na figura 5.2 um resultado classico é o teorema do pequeno

ganho [101-103] que pode ser formulado no dominio da freqii€éncia da seguinte forma:
Lema 1. K(2) estabiliza G(z) na presenga de ¢ se e somente se K(z) estabiliza G(z) e

sup o {K(2)G(2)[ I+ K(2)G(2)] '} < 1

, 5.18
2E€Ze |6‘ ( )

sendo c{-} o maior valor singular da matriz em questdo e Z. a regido de estabilidade.
Provado Lema 1. Ver [101-105]. [ |

Pelo teorema do médulo médximo [103], a equagdo (5.18) pode ser reescrita como

1
sup o {K(z)G(z)[I + K(z)G(z)]’l} < —,
2€07Z¢ ‘5’
sendo 07, a fronteira da regido de estabilidade, ou
1
‘SFEE{K(Z)G(Z)[I+K(z)G(Z)]*1} < [k (5.19)

Esse dltimo resultado pode ser utilizado para determinar uma medida da robustez dos méto-
dos iterativos estaciondrios, isto €, determinar o maximo de perturbagdes multiplicativas na

entrada da planta que o sistema dindmico (5.17) tolera sem perder a estabilidade assintética.

5.3.1 Meétodo de Jacobi

O método de Jacobi pode ser representado através do seguinte sistema [11]

(
Xe+1 = Xk —+ Uz

= Ax
Ykt ta (5.20)

Iy =b—yrn

_ -1
L Ui = D7 rgy,
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Figura 5.3: Diagrama de blocos do sistema dinamico correspondente a resolucio do sistema
linear (2.9) pelo método de Jacobi em aritmética de precisdo finita no dominio do tempo. A
perturbag@o ¢ representa os erros de precisdo finita.

sendo D a matriz diagonal contendo os elementos da diagonal da matriz A. Do sistema

(5.17), pode-se representar o método de Jacobi em precisao finita da seguinte forma:

(

Xpp1 = X + (L +0)uy

= Ax
Yi+1 k+1 (5.21)

Tpy1 = b — Yyt

_ 11
[ Wk+l = D™ 'rp

Para aplicar o teorema do pequeno ganho ao método de Jacobi, representado em espaco de
estado pelo sistema (5.21) e em diagrama de blocos na figura 5.3, determinam-se as fungdes
de transferéncia discretas da planta e do controlador correspondente ao sistema (5.21). As
representacdes em espago de estado da planta e do controlador que formam o sistema di-
namico equivalente ao método de Jacobi sdo dados respectivamente por P = {I,I, A, 0} e

C = {0,0,0,D~!'}. Portanto as fun¢des de transferéncias correspondentes sdo:

G(z) = ARI-D)'I+0= A (5.22)

z—1
K(z) = 0:I-0)"'0+D'=D" (5.23)

A figura 5.4 apresenta o diagrama de blocos do sistema dindmico equivalente ao método de

Jacobi no dominio da freqiiéncia.

Uma condig¢do suficiente para a convergéncia do método de Jacobi € a dominéncia dia-
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Figura 5.4: Diagrama de blocos do sistema dinamico correspondente a resolucio do sistema
linear (2.9) pelo método de Jacobi em aritmética de precisdo finita no dominio da freqiiéncia.
A perturbacdo J representa os erros de precisdo finita.

gonal da matriz A. Para matrizes com dominancia diagonal, isto é

|aj;| > Z lag|, 1 <j <n, (5.24)
i ; J
a seqiiéncia produzida pela iteracdo de Jacobi (5.20) converge para a solugdo x, de (2.9)

para qualquer ponto inicial xq [11]. Para a classe de matrizes com dominancia diagonal um

resultado sobre a robustez do método de Jacobi pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema S. O equilibrio do sistema representado na figura (5.4) é assintoticamente estdvel

se
o{A — T} 1
o < = < , 5.25
Ol S+ ar S7 {0+ a) AT (5:23)
sendo A = {0;;}, 0;; =0 e |0;;] < 1,Vi# jtal que DA =1+ A.
Prova do Teorema 5. Note que das equacoes (5.22), (5.23) e (5.24) tem-se
1
K = D'A = I+A 2
()G(z) = — ——(1+A) (5.26
sendo A = {0;;}, 0;; = 0 e |0;;] < 1, Vi # j. Portanto
1 - ~1
K>2)G:)I+K(2)G(()] " = o 1(I+A) I+ P (I+A)1
1 o141 1 !
= I+A I A
z—l(+ ) z—1 +z—1 }
1 - 1
= I+A I+ A
= I+A)I+A)" (5.27)
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Pelo lema 1 e o teorema do médulo mdximo [103], K(z) estabiliza G(z) na presenca de 0

se e somente se K (z) estabiliza G(z) e

sup o {K(2)G(2)[ I+ K(2)G(2)] '} < 1

. (5.28)
|z|=1 |5|

Como sabe-se que K(z) estabiliza G(z) [11], o préximo passo consiste em determinar a
condicdo (5.25) a partir de (5.28). Para tanto, note que substituindo (5.27) na equagcdo
(5.28) resulta em:

1
supo {(I+A)(zI+A)"'} < [k
|z|=1

que pode ser reescrito como

max 7 {(I+ A)(exp”” I+ A)'} < 1 (5.29)

0<h<2n 18]

Pode-se determinar o valor de 6, que maximiza (5.29) notando que

0, = arg max 7 {(I+A)(exp””I+A)""'}

0<9<2r

_ = 6 -1
= argogézgzcwa{(exp I+A)7"'}

= arg min g{expjeI—i—A}

0<0<2r
{ . l(exp? T+ A)x|| }

x Il

= arg min
0<6<2m

= i T+ A
arg min |(exp” I+ A)x||
arg min ||(exp” I 4+ A)x||*.

Por outro lado note também que

[(exp® T+ A)x||? = (exp’ x + Ax)7 (exp’® x + Ax)

= exp’xx 4 exp” x(A + AT)x + xT AT Ax.
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O valor de 0, pode ser encontrada resolvendo a seguinte equagdo

Oll(exp” I + A)x]|?

= 2jexp® xfx + jexp x* (A + AT)x =0

06
& 2exp’ xx 4+ x¥ (A + AT)x =0
) H A A&H
o explt = X (ATATX (5.30)
2xHx

Como o termo do lado direito de 5.30 é sempre real e negativo, a vinica solu¢do possivel é

0, =7 ex" (A + AT)x = 2xx. Portanto tem-se

0, = arg max 7 {(I+A)(exp”’I+A)7"}

0<0<27

- (5.31)

Substituindo (5.31) em (5.29) resulta em

c{I+A)A-D)'} < % (5.32)
Portanto
) ! = ! 5.33
< AT AA 1) 5D AD A 201} -3
Note que
_ _ _ _ _ oI+ A
P{(1+ ANA -1} <ol Alrla -1 = TR
o que implica que
o{A -1} 1
FHI+ A}~ 7{DTADA 201} -39
Das equagoes (5.33) e (5.34) pode-se concluir que
oA -1} 1
< Ay S FA-A AT
|
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Observacao 5. Se a matriz A for fortemente diagonal dominante, isto é:

n
lajil > > agl, 1< <n,
1=1

iFJ

entdo A ~ 0 e condicdo de estabilidade (5.25) resulta em

6] < a{-1}

{1 L. (5.35)

5.3.2 Método de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel pode ser representado através do seguinte sistema [11]

(
Xp+1 = X + Uy

= Ax
Yi+1 k+1 (5.36)

Ty =b—yr

_ —1
[ Wk = Mg,

sendo M € a parte triangular inferior de A (incluindo a diagonal). Do sistema (5.17), pode-se

representar o0 método de Gauss-Seidel em precisdo finita da seguinte forma:

;

Xpr1 = X + (L4 0)uy,

= Ax
Yi+1 k+1 (5.37)

Tpp1 = b — Y

— —1
| Uk = Mgy

Para aplicar o teorema do pequeno ganho ao método de Gauss-Seidel, representado em es-
paco de estado pelo sistema (5.37) e em diagrama de blocos na figura 5.5, determinam-se
as funcdes de transferéncia discretas da planta e do controlador correspondente ao sistema
(5.37). As representagdes em espaco de estado da planta e do controlador que formam o
sistema dindmico equivalente ao método de Gauss-Seidel sdo dados respectivamente por

P = {ILI,A,0} ¢ C = {0,0,0,M'}. Portanto as fungdes de transferéncias correspon-
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Figura 5.5: Diagrama de blocos do sistema dinamico correspondente a resolucio do sistema
linear (2.9) pelo método de Gauss-Seidel em aritmética de precisdo finita no dominio do
tempo. A perturbagdo 0 representa os erros de precisdo finita.

Controlador r oI Planta
B(z)+ z M- U(z) >(r LA Y(z

Y

Figura 5.6: Diagrama de blocos do sistema dinamico correspondente a resolugdo do sistema
linear (2.9) pelo método de Gauss-Seidel em aritmética de precisdo finita no dominio da
freqiiéncia. A perturbacdo J representa os erros de precisdo finita.

dentes sdo:

G(z) = A(I-I)'I4+0= A (5.38)

z—1
K(z) = 0zI-0)'0+M'=M" (5.39)

A figura 5.6 apresenta o diagrama de blocos do sistema dindmico equivalente ao método de
Gauss-Seidel no dominio da freqiiéncia.

Analogamente ao método de Jacobi, uma condicdo suficiente para a convergéncia do
método de Gauss-Seidel é a domindncia diagonal da matriz A, e novamente para matrizes
com dominancia diagonal a seqiiéncia produzida pela iteracao de Gauss-Seidel (5.36) con-
verge para a solucdo x, de (2.9) para qualquer ponto inicial x, [11]. Para a classe de matrizes
com dominancia diagonal um resultado sobre a robustez do método de Gauss-Seidel pode

ser enunciado da seguinte forma:

Corolario 5.1. O equilibrio do sistema representado na figura (5.6) é assintoticamente es-
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tdvel se

alA -1} _ 1
a{I+A} “ g {I+A)(A-1)'}

sendo A tal que M—'A =1+ A.

15| < (5.40)

Prova do Corolario 5.1. Substituindo D~ por M~ e escolhendo A tal que M—'A =

I+ A, a prova segue da mesma forma que a prova do teorema 5. ]

5.4 Meétodos iterativos dinamicos

Em Diene [11], os métodos iterativos dindmicos sdo representados como sistemas dinami-
cos formados por uma planta linear com um controlador dindmico com ganhos variantes no
tempo. Nesse caso, devido aos ganhos variantes no tempo, o conceito de fungdo de trans-
feréncia ndo se aplica. O teorema do pequeno ganho utilizado para determinar uma medida
de robustez dos métodos iterativos estaciondrios pode ser generalizado para todos os casos
definindo operadores para a planta P e o controlador C. Nesse caso, o lema 1 é reescrito
em funcdo do ganho dos operadores de P e C [101]. E possivel determinar operadores para
P e C no caso dos métodos iterativos dinamicos através de relacdes de entrada/saida, no
entanto, devido aos parametros variantes no tempo, a determinag¢do do ganho desses oper-
adores € um problema dificil de resolver. Um conceito equivalente ao teorema do pequeno
ganho para sistemas variantes no tempo € o conceito de estabilidade entrada-estado (ISS, do
inglés Input to State Stability). O conceito ISS tem sido amplamente utilizado na literatura
para o estudo de sistemas dinamicos com perturbagdes [106—116]. O conceito ISS € til para
obter informacdes qualitativas sobre sistemas perturbados porém prové poucas informagdes
quantitativas [45]. Em outras palavras, conhecendo a perturbagdo a propriedade ISS permite
concluir sobre a estabilidade do sistema porém, a determinacdo de uma medida do mdximo
de perturbacdo que um sistema tolera sem perder sua estabilidade através do ISS € um pro-
blema dificil. Em Griine [45] foi introduzido um conceito complementar, referenciado como
estabilidade dinamica entrada-estado (ISDS do inglés Input to State Dynamical Stability), na
tentativa de obter informacdes quantitativas sobre os sistemas dindmicos com perturbagdes
decrescentes. Nesse caso um ganho de robustez € obtido a partir de limitantes superiores de
uma fung¢do das trajetdrias dos estados. No caso dos métodos iterativos dinamicos as per-

turbacdes representando os erros de precisdo finita ndo sdo decrescentes, portanto nesta tese
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Figura 5.7: Diagrama de blocos do sistema dinamico correspondente a resolucio do sistema
linear (2.9) pelo método de SD em aritmética de precisdo finita. A perturbacdo o representa
os erros de precisao finita.

as mesmas funcdes de Liapunov com controle utilizadas para provar a convergéncias dos
métodos iterativos serdo novamente utilizadas para determinar uma medida da robustez dos

mesmos.

5.4.1 Meétodo SD-CLF para sistemas lineares

O método da declividade maxima (SD) pode ser representado pelo sistema de equagdes

abaixo [11]

Xg 11 = Xk + Qg

(5.41)
ry1 = b — AXpyy =1 — apAry,
sendo
<I'k, AI‘k>

= —. 542
A <AI‘k, Ark> ( )

Do sistema (5.17) representa-se o método SD em precisido finita da seguinte forma:

X1 = Xg + (1 + 0 )yt

k+1 kt( k) Tk (5.43)

rpy1 = b — Axg =1 — (1 + 6) g Ary,

sendo que neste caso a perturbacdo o5 é considerada variante no tempo. Para o sistema
(5.43), representado em forma de diagrama de blocos na figura 5.7, uma condi¢@o sobre a

estabilidade assintética do equilibrio € dada pelo seguinte teorema

Teorema 6. Para oy, dado por (5.42), o equilibrio do sistema (5.43) é assintoticamente

estdvel se e somente se

104] < 1. (5.44)
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Prova do Teorema 6. Considere a funcdo de Liapunov
Vr(k) = <I'k,1'k>. (545)
Tem-se que

Vr(/{? -+ 1) = <I‘k+1,I‘k+1> = <I‘k — (1 + 6k)OékAI'k, re — (1 -+ 5k)OékAI‘k>

= <I‘k, I‘k> - 2(1 + (5k)04k(rk, AI‘k> + (1 + 5k>204,2€<AI‘k, AI‘k>
Portanto

AV, = V. (k+1)—=V,.(k)
= =2(1 + dp)au(ry, Ary) + (1 4+ 6k )%z (Ary, Ary) (5.46)

Substituindo (5.42) em (5.46) resulta em

AV, = —2(1+ &)% +(1+ 6;@)2%
(J — 1)%- (5.47)
Dessa forma, pode-se escrever
AV, <085 -1<0e 8 <1le |6 <1 (5.48)
Entdo o residuo ry decresce na norma-2 se e somente se || < 1. n

5.4.2 Meétodo CG-CLF para sistemas lineares
O método do gradiente conjugado (CG) é dado pelo seguinte sistema dindmico [11]

X141 = Xk + 0Pk

rpp1 = b — Axp 1 =1 — 0 Apy (5.49)

Pit1 = Tit1 + BiPr,
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Figura 5.8: Diagrama de blocos do sistema dinamico correspondente a resolucio do sistema
linear (2.9) pelo método de CG em aritmética de precisdo finita, sendo f;(px) = (Gl —
arA)pg. A perturbac@o 0, representa os erros de precisao finita.

sendo
<Pk,pk>
ap = — "1 (5.50)
<rk+1aApk>
= - S1
g o, Apy) 53D

Do sistema (5.17), pode-se representar o método CG em aritmética de precisdo finita da
seguinte forma:
Xp+1 = X + (1 + 0 )i
rey1 = b — Axp =14 — (1 + 6) o Apy, (5.52)
Pk+1 = Tk+1 + OkPk,
O coroldrio 6.1 apresenta uma condi¢io necessdria e suficiente para a estabilidade assintética

do equilibrio do sistema (5.52), representado em forma de diagrama de blocos na figura 5.8.

Corolario 6.1. Para oy, e By dados por (5.50) e (5.51), o equilibrio do sistema (5.52) é

assintoticamente estdvel se e somente se |0y| < 1.

Prova do Corolario 6.1. Escolhendo a CLF
Vr(k) = <I'k, A_lrk),

a prova segue da mesma forma que a prova do teorema 6. |
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Figura 5.9: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a reso-
lucdo do problema de filtragem adaptativa (2.7) pelo sistema dinamico (5.53) correspondente
ao método SD-CLF em aritmética de precisdo finita. A perturbacio J; representa os erros de
precisao finita.

5.4.3 Meétodo SD-CLF para filtros adaptativos

Em aritmética de precisdo finita, o método SD-CLF para filtros adaptativos dado pelo

sistema (2.31) € representado pela figura 5.9 e pelo sistema seguinte

Wil = Wi + (1 4 0p)argr (5.53)

i1 = A8k — (14 0p)arRi18r + Xpy1€f 4

A condicdo necessdria e suficiente para a estabilidade assintética do equilibrio do sistema

(5.53) € dada pelo corolério 6.2 enunciado a seguir.

Corolario 6.2. Sob a hipotese do teorema 1 e para «y dado por (2.35), o equilibrio do

sistema (5.53) é assintoticamente estdvel se e somente se || < 1.

Prova do Corolario 6.2. A partir da prova do teorema 1 pode-se mostrar que o sistema

(5.53) pode ser reescrito como

Wit1 = Wi + (1 4 0r) ou8r (5.54)

8r+1 = A8k — (1 + k) oA Ry 118,

sendo gy, dado por (2.38). Escolha a CLF Vg, (k) = (&, &), entdo

AVg = (8k+1:8k+1) — (8K 8K)

= (A} — 1)(8k, 8k) — 227 (1 + 0p) ok (& Ris18k) + AH(1 + 6k)*0F (Ri18k, Ri18%)
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Figura 5.10: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a reso-
lucao do problema de filtragem adaptativa (2.7) pelo sistema dinamico (5.56) correspondente
ao método CG-CLF em aritmética de precisdo finita. A perturbagdo J; representa os erros
de precisao finita.

Inserindo oy, dado por (2.35) na formula de AV resulta em

(8k, Ri418k)?
(Ri+18k, Ri+18%)

AVg = (A —1D)(8k &) — (2314 0k) — AF(1 + &)%)

(8k, Ry 18)?
(Ri+18k, Ri+18%)

= (A= 1D)(& &) + A7 (6; — 1)

Portanto, para \y < 1 tem-se que
AV <08 -1<0&6 <1e |0 <1 (5.55)
Entdo o residuo gy, decresce na norma-2 se e somente se |0y < 1. |

5.4.4 Meétodo CG-CLF para filtros adaptativos

Em aritmética de precisao finita, 0 método CG-CLF para filtros adaptativos dado pelo

sistema (2.50) é representado pela figura 5.10 e pelo sistema seguinte

Wit = Wi + (1 4 0x )P
gir1 = A8k — (14 0p)arRi1Pr + Xpg1654 4 (5.56)
Pit+1 = 8kt+1 + OkPk

O coroldrio 6.3 prové uma condicao necessdria e suficiente para a estabilidade assintética do

equilibrio do sistema (5.56).
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Figura 5.11: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solu¢do do problema de filtragem adaptativa com restri¢des lineares (2.8) pelo sistema di-
namico (5.57) correspondente a0 método CSD-CLF em aritmética de precisdo finita. A
perturbacdo ¢, representa os erros de precisdo finita.

Corolario 6.3. Sob as hipoteses do teorema 2 e para oy, e By dados por (2.51) e (2.52), o

equilibrio do sistema (5.56) é assintoticamente estdvel se e somente se || < 1.

Prova do Corolério 6.3. Escolhendo a CLF Vg, (k) = (g, R, ' &), a prova segue da mesma

forma que a prova do coroldrio 6.2. ]

5.4.5 Método CSD-CLF para filtros adaptativos com restricoes lineares

O estudo dos efeitos dos erros devidos a aritmética de precisao finita no método CSD-
CLF para filtros adaptativos com restri¢des lineares pode ser feito reescrevendo o sistema
dinamico (2.102) da seguinte forma:

=Pwi,+(1+6)f—(1+6
Wit1 Wi ( k:) ( k)akgk: (5.57)

gk+1 = )‘fgk - (1 + 5k)04kf_{k+1gk + §k+152+1,

O efeito dos erros de precisdo finita sobre a estabilidade assintética do equilibrio do sistema
(5.57), representado em forma de diagrama de blocos na figura 5.11, € expresso através do

seguinte coroldrio:

Corolario 6.4. Sob as hipoteses do coroldrio 1.1 e para oy dado por (2.103), o equilibrio

do sistema (5.57) é assintoticamente estdvel se e somente se |0j| < 1.

Prova do Corolario 6.4. Substituindo Ry, por Ry1, a prova segue da mesma forma que

a prova do coroldrio 6.2. |
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Figura 5.12: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solu¢do do problema de filtragem adaptativa com restri¢des lineares (2.8) pelo sistema di-
namico (5.58) correspondente ao método CCG-CLF em aritmética de precisdo finita. A
perturbacgdo d; representa os erros de precisao finita.

5.4.6 Método CCG-CLF para filtros adaptativos com restricoes line-
ares
Para estudar os efeitos dos erros devidos a aritmética de precisao finita sobre o método

CCG-CLF para filtros adaptativos com restri¢des lineares, reescreve-se o sistema (2.110) da

seguinte forma:

Wit1 = Pwy, + (1 + 6)f — (14 dk)aps
i1 = A8k — (1 + 0k) xRy 1Pk + Xp1€p g (5.58)
Pit+1 = 8k+1 + BkPks

A condig¢do para a estabilidade assintética do sistema (5.58), representado em forma de dia-

grama de blocos na figura 5.12, na presenca da perturbagao J; é dado pelo seguinte corolario:

Corolario 6.5. Sob as hipoteses do coroldrio 2.1 e para oy, e By, dados por (2.111) e (2.112),

o equilibrio do sistema (5.58) é assintoticamente estdvel se e somente se |Jx| < 1.

Prova do Corolario 6.5. Substituindo Ry, 1 por Ry.1 e escolhendo a CLF Ve, (k) = (8, Eglg@,

a prova segue da mesma forma que a prova do coroldrio 6.2. |

5.4.7 Método SDCLF-CMA para filtros adaptativos cegos

O estudo dos efeitos dos erros devidos a aritmética de precisio finita no método SDCLF-

CMA para filtros adaptativos cegos pode ser feito reescrevendo o sistema dinamico (3.34) da
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Figura 5.13: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solu¢do do problema de filtragem adaptativa cega (3.17) pelo sistema dinamico (5.59) cor-
respondente ao método SDCLF-CMA em aritmética de precisdo finita. A perturbacio oy
representa os erros de precisdo finita.

seguinte forma:

Wit1 = Wi + (1 4 0r) ou8r (5.59)

g1 = Argr — (1 + dn)arRy18r + Zeyief

O efeito dos erros de precisio finita sobre a estabilidade assintética do equilibrio do sistema
(5.59), representado em forma de diagrama de blocos na figura 5.13, € expressado através do

coroldrio seguinte:

Corolario 6.6. Sob a hipotese do coroldrio 1.2 e para oy dado por (3.35), o equilibrio do

sistema (5.59) é assintoticamente estdvel se e somente se |J;| < 1.

Prova do Corolario 6.6. Determinando Ry..1 e z;1 através de (3.14) e (3.31), a prova

segue da mesma forma que prova do coroldrio 6.2. |

5.4.8 Método CGCLF-CMA para filtros adaptativos cegos

Para estudar os efeitos dos erros devidos a aritmética de precisdo finita sobre o método

CGCLF-CMA para filtros adaptativos cegos, reescreve-se o sistema (3.26) da seguinte forma:

W1 = Wi + (1 4 0r) oDy
i1 = A8k — (1 + dp) Ry 1Pk + Zig1€) 4, (5.60)
Pi+1 = 8k+1 + BiPr;

A condig¢do para a estabilidade assintética do sistema (5.60), representado em forma de dia-

grama de blocos na figura 5.14, na presenca da perturbacdo J, € dado pelo corolério seguinte
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Figura 5.14: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solu¢do do problema de filtragem adaptativa cega (3.17) pelo sistema dinamico (5.60) cor-
respondente a0 método CGCLF-CMA em aritmética de precisdo finita. A perturbagio dy
representa os erros de precisdo finita.

Corolario 6.7. Sob as hipéteses do coroldrio 2.2 e para oy, e By dados por (3.27) e (3.28), o

equilibrio do sistema (5.60) é assintoticamente estdvel se e somente se |0;| < 1.

Prova do Corolario 6.7. Determinando Ry 1 e z 1 através de (3.14) e (3.13), e escolhendo

a CLF Vg, (k) = (&, R '81), a prova segue da mesma forma que prova do coroldrio 6.2. B

5.4.9 Método CSDCLF-CMA para filtros adaptativos cegos com restri-

coes lineares

Os efeitos dos erros devidos a aritmética de precisdo finita no método SDCLF-CMA para
filtros adaptativos cegos sdo estudados reescrevendo o sistema dindmico (3.66) da seguinte

forma:
Wii1 = Pwy + (1+6,)f —_(1 + O) kB (5.61)
81 = A8k — (14 o) Riq18r + Zpg1) 41
O efeito dos erros de precisdo finita sobre a estabilidade assintética do equilibrio do sistema
(5.61), representado em forma de diagrama de blocos na figura 5.15, é expressado através do

corolério seguinte:

Corolario 6.8. Sob as hipoteses do coroldrio 1.3 e para oy, dado por (3.67), o equilibrio do

sistema (5.61) é assintoticamente estdvel se e somente se || < 1.

Prova do Corolario 6.8. Substituindo Ry,1 e Xpi1 por ﬁk+1 e Zy.1, a prova segue da

mesma forma que a prova do coroldrio 6.2. |
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Figura 5.15: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solu¢do do problema de filtragem adaptativa com restri¢des lineares (3.5) pelo sistema dina-
mico (5.61) correspondente ao método CSDCLF-CMA em aritmética de precisdo finita. A
perturbagdo oy, representa os erros de precisdo finita.
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Figura 5.16: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solucdo do problema de filtragem adaptativa com restricdes lineares (3.5) pelo sistema dina-
mico (5.62) correspondente a0 método CCGCLF-CMA em aritmética de precisdo finita. A
perturbagdo oy, representa os erros de precisdo finita.

5.4.10 Método CCGCLF-CMA para filtros adaptativos cegos com res-
tricoes lineares
Para estudar os efeitos dos erros devidos a aritmética de precisdo finita sobre o método

CCGCLF-CMA para filtros adaptativos cegos com restri¢oes lineares, reescreve-se o sistema

(3.59) da seguinte forma:

Wir1 = Pwy + (1+ 60)F — (1 + ) anps
i1 = Argr — (1 + 0p) Ry 1Pk + Zry1€) 4 (5.62)
Pis1 = 8k+1 + BiPr-

A condig¢do para a estabilidade assintética do sistema (5.62), representado em forma de dia-

grama de blocos na figura 5.16, na presenca da perturbagio J; é dado pelo coroldrio seguinte
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Figura 5.17: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solugdo de (4.6) pelo sistema dindmico (5.63) correspondente ao método SDP-CLF em arit-
mética de precisdo finita. A perturbacio 0, representa os erros de precisdo finita.

Corolario 6.9. Sob a hipdtese do coroldrio 2.3 e para oy, e B dados por (3.60) e (3.61), o

equilibrio do sistema (5.62) é assintoticamente estdvel se e somente se |0;| < 1.

Prova do Corolario 6.9. Substituindo Ry e Xi 1 por I_{kH € Zp11, e escolhendo a CLF

Ve, (k) = (8, E,;l g1), a prova segue da mesma forma que a prova do coroldrio 6.2. |

5.4.11 Método SDP-CLF para o treinamento de perceptrons

O estudo dos efeitos dos erros devidos a aritmética de precisdo finita no método SDP-
CLF para o treinamento de perceptrons pode ser feito reescrevendo o sistema dindmico (4.30)
da seguinte forma:

Xpp1 = X + (1 + 0p)ap ATy,
bj1 = bi + (1 + 6k)ag(|re — %) (5.63)
rpp1 =y — (14 0)oury,
O efeito dos erros de precisio finita sobre a estabilidade assintética do equilibrio do sistema
(5.63), representado em forma de diagrama de blocos na figura 5.17, é expressado através do

coroldrio seguinte:

Corolario 6.10. Sob a hipotese do teorema 3 e para oy dado por (4.33), o equilibrio do

sistema (5.63) é assintoticamente estdvel se e somente se |0x| < 1.

Prova do Corolario 6.10. A prova segue da mesma forma que a prova do teorema 6. [

5.4.12 Método CGP-CLF para o treinamento de perceptrons

Os efeitos dos erros devidos a aritmética de precisdo finita no método CGP-CLF para

o treinamento de perceptrons sdo estudados reescrevendo o sistema dindmico (4.45) da
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Figura 5.18: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de rastreamento equivalente a re-
solucdo de (4.6) pelo sistema dinamico (5.64) correspondente ao método CGP-CLF em arit-
mética de precisdo finita. A perturbacio 0, representa os erros de precisdo finita.

seguinte forma:

X1 = Xp, + (1 + 0p) o AT py,

biy1 = by + (1 + 6;) kP,

rip1 = Tp — (1 4+ 6p)arps (5.64)
pxk+1 = /kaxk + ATrk:+1

Pv,,, = ﬁkl%,c + !I‘k+1| — g4

| Pr+1 = OkPr + r .
O efeito dos erros de precisdo finita sobre a estabilidade assintética do equilibrio do sistema
(5.64), representado em forma de diagrama de blocos na figura 5.18, é expressado através do

coroldrio seguinte:

Corolario 6.11. Sob a hipotese do teorema 4 e para oy, e Py dados por (4.47) e (4.48), o

equilibrio do sistema (5.64) é assintoticamente estdvel se e somente se |0x| < 1.

Prova do Corolario 6.11. A prova segue da mesma forma que a prova do teorema 6. ]

5.5 Simula¢oes Numéricas

Para ilustrar a robustez dos métodos as simulagdes numéricas dos capitulos 2, 3 e 4
serdo refeitas considerando uma perturbagdo d;. Além disso, para a resolugdo do sistema
linear (2.9), as simulacdes numéricas feitas em [11] também serdo novamente realizadas

considerando a perturba¢do o conforme mostrado nas figuras 5.3-5.8.
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5.5.1 Sistemas lineares

Para ilustrar a robustez dos métodos de resolucao do sistema linear (2.9), consideram-
se as matrizes de teste utilizadas em Concus e Saylor [117]. Estas matrizes sdo Toeplitz

simétricas positivas definidas. Os elementos das matrizes sdo dados por

1
A = — =0,1,....n—1 .
1 ayg k+17 k 077 7” (565)
1 k
AQI ak:(§> s k:O,l,...,Tl—l (566)
As: L T (5.67)
3 - k—]{?—i—l’ — Uy by .
1
A4I a0:2+—2,a1:—1,a2:a3:...:an_1:0. (568)
n

Os elementos da diagonal sdo multiplicados por 20 para tornar as matrizes com dominéncia
diagonal e fazer uma comparagdo do desempenho dos métodos Jacobi, Gauss-Seidel, SD-

CLF e CG-CLFE.

Para os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel, determina-se a margem ¢ a partir das equacdes
(5.25) e (5.40) respectivamente para cada matriz A. Para os métodos SD-CLF e CG-CLF a
margem 0 é dada pela equacio (5.44). Em seguida aplica-se uma perturbacio j, = o —0.001
e determina-se o nimero de iteragdes necessario para alcangar o critério de parada escolhido
tal que ||rx|| < 0.001 ou o nimero maximo de iteracdes igual 10000. Determina-se d,;, 0
menor valor para o qual cada algoritmo diverge e a porcentagem de conservadorismo definido

como
oy — 0

Onm

%C = 100

A tabela 5.1 mostra o desempenho do método iterativo apresentado no algoritmo 5.1. Nota-
se que os métodos dinamicos apresentam uma medida de robustez maior que os métodos
estaciondrios porém, os Ultimos apresentam uma taxa de convergéncia maior na presenca da
perturbacdo maxima tolerdvel, conforme pode ser visto no caso da matriz A, na figura 5.19.
Nota-se também que no caso dos métodos estaciondrios (Jacobi, Gauss-Seidel) a porcen-
tagem de conservadorismo da margem de estabilidade fornecida pelo teorema do pequeno

ganho € relativamente pequena para as matrizes A, e A,.
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Matriz | Método | ¢, | Iteracdes l|lexl v | %C
Jacobi | 0.284 | 6009 | 9.996 x 10-* | 0.286 | 0.35

A, Gau-Sei | 0.645 139 | 9552 x 101 [0.713 | 9.40
SD-CLF | 0.999 | 10000 | 1.429 x 103 | 1.001 | 0.10
CG-CLF | 0.999 | 10000 | 2.125 x 10~ ' [ 1.001 | 0.10
Jacobi | 0.817 | 7877 [9.994 x 10-%]0.819 | 0.12

A Gau-Sei | 0.908 | 5543 | 9.945 x 10 % | 0.910 | 0.11
2 ['SD-CLF | 0.999 [ 10000 | 1.429 x 10~ | 1.001 | 0.10
CG-CLF | 0.999 | 10000 | 2.125 x 10~' | 1.001 | 0.10
Jacobi | 0711 | 3837 [9.997 x 10-%[0.713 | 0.14

A, Gau-Sei | 0.867 | 320 |9.732x 107 | 0.887 | 2.14
SD-CLF [ 0.999 | 5000 | 1.429 x 103 | 1.001 | 0.10
CG-CLF | 0.999 | 10000 | 2.125 x 10~ ' [ 1.001 | 0.10
Jacobi | 0.904 | 1749 [9.999 x 10-* ] 0.906 | 0.11

A Gau-Sei | 0.951 | 4209 | 9.985 x 10 %[ 0.953 | 0.11
* [SD-CLF [ 0.999 | 10000 | 1.429 x 103 | 1.001 | 0.10
CG-CLF | 0.999 | 10000 | 2.125 x 10~ ' [ 1.001 | 0.10

Tabela 5.1: Comparacao do desempenho dos métodos Jacobi, Gauss-Seidel, SD-CLF e CG-
CLF. A perturbacdo ¢ representa os erros de precisao finita. A tolerancia é escolhida como
¢ = 1073, a dimensdo das matrizes é n = 1000 e o nimero maximo de itera¢des é igual
a 10000. Os métodos dindmicos apresentam uma margem de estabilidade maior que os
métodos estaciondrios porém, os ultimos apresentam uma taxa de convergéncia maior na

presenca da perturbacdo médxima tolerdvel.

[lrxl

Figura 5.19: Comparacdo da taxa de convergéncia dos métodos iterativos lineares para a
matriz A, na presenga da perturba¢do méaxima. Os métodos dindmicos apresentam uma
margem de estabilidade maior que os métodos estaciondrios porém, os Ultimos apresentam
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uma taxa de convergéncia maior na presenc¢a da perturbacdo méxima tolerdvel.

132




CG-CLF
SD-CLF

MSE (dB)

0 200 400 600 800 1000

Figura 5.20: Curvas de aprendizado dos equalizadores adaptativos com W = 2.9. A tabela
5.2 apresenta os valores de d,,, 0 maior valor da perturbacdo d; para o qual o erro médio
quadratico de cada algoritmo continua convergindo mais para os valores de regime da tabela
2.1.

Método | Iy
SD-CLF | 0.99
CG-CLF | 0.99

RLS 0.70
LMS 0.01

Tabela 5.2: Para os métodos SD-CLF, CG-CLF, LMS e RLS compara-se o valor de d,;, o
maior valor da perturbag@o dj, para o qual o erro médio quadratico de cada algoritmo continua
convergindo para os valores de regime da tabela 2.1.

5.5.2 Filtros adaptativos

Para ilustrar a robustez dos métodos de filtragem adaptativa, repete-se o experimento
de equalizacdo adaptativa da sec¢do 2.6.1 para o caso W = 2.9. Uma perturbagio ¢y é
introduzida na entrada da planta e € propagado até a entrada do controlador correspondente
a cada método. O desempenho dos métodos obtidos a partir de CLF’s sdo comparados com
os métodos RLS e LMS. A figura 5.20 apresenta as curvas de aprendizado enquanto a tabela

5.2 os valores de d,,, 0 maior valor da perturbagdo d; para o qual o erro médio quadratico de
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Figura 5.21: Curvas de aprendizado dos filtros adaptativos com restri¢des lineares aplicados
ao problema de detec¢do mono-usudrio em um sistema de comunicacdo mével DS-CDMA
com 3 usudrios, na presenga da perturbagdo o5 = 0.99. Os métodos CCG-CLF e CSD-CLF
apresentam um erro médio quadratico menor em regime enquanto o método CRLS diverge.

cada algoritmo continua convergindo para os valores de regime da tabela 2.1. Nota-se que os
métodos desenvolvidos via CLF apresentam uma medida de robustez maior que os métodos
LMS e RLS. A curva de aprendizado do método RLS mostra que, além de apresentar uma
medida de robustez menor que os métodos CLF’s, o método RLS apresenta um erro médio
quadrético consideravelmente oscilatorio e com uma taxa de convergéncia menor. O método
LMS ¢ consideravelmente sensivel a perturbagdo, uma perturbagdo d; = 0.01 € suficiente
para alterar o valor de regime do erro médio quadratico. Embora os dois métodos SD-CLF e
CG-CLF ainda convergem para os valores de regime da tabela 2.1 na presenca da perturbacao
0k, nota-se que o método SD-CLF é menos afetado pela perturbacdo, e apresenta uma taxa

de convergéncia maior.
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Método Om
SDCLF-CMA | 0.99
CGCLF-CMA | 0.99

RLS-CMA | 0.89
NLSD-CMA | 0.19

Tabela 5.3: Para os métodos SDCLF-CMA, CGCLF-CMA, RLS-CMA e NLSD-CMA
compara-se o valor de d;;, o maior valor da perturbagdo J, para o qual o erro médio
quadratico de cada algoritmo converge para os valores de regime da figura 3.14.

5.5.3 Filtros adaptativos com restricoes lineares

Para ilustrar a robustez dos métodos de filtragem adaptativa com restricoes lineares,
repete-se o experimento de simulacdo de um sistema de comunicagdo DS-CDMA da secdo
2.6.4. Novamente uma perturbacio d € introduzida na entrada da planta e propagada até
a entrada do controlador correspondente a cada método. Nesse caso note que a pertur-
bacdo atua também nas restricdes de tal forma que qualquer solugdo wy, de (2.8) serd tal
que CHwy, = (1 + &;)f. Por outro lado, a cada iteragio o vetor de pesos w;, é projetado no
espaco nulo a direita da matriz das restricdes C pela matriz de projecdo P. Portanto, nesse
caso, os efeitos da perturbagio ¢ causardo um deslocamento da solugao em relacio a solugao
6tima, antes de resultar em uma divergéncia dos métodos. Entdo para 6, = 0.99 a figura
5.21 mostra as curvas de aprendizado dos métodos. Pode-se notar que os métodos CLF’s

convergem para um erro médio quadratico menor em regime. Para o método CRLS, devido

-1

N A . . 71
as recorréncias das matrizes I'yy1, ¥, € R 1

uma perturbagdo J;, = 0.01 é suficiente

para causar a divergéncia do método.

5.5.4 Filtros adaptativos cegos

A robustez dos métodos de filtragem adaptativa cega € ilustrada repetindo o experimento
do sistema de antenas adaptativas da se¢do 3.6.1 e introduzindo uma perturbagdo ¢ na en-
trada da planta. A tabela 5.3 mostra o valor §,;, 0 maior valor da perturbacio ¢ para o qual
o erro médio quadratico de cada método continua convergindo para os valores de regime da
figura 3.14. As figuras 5.22-5.25 apresentam o desempenho dos métodos na presenca da per-
tubacdo d,;. Nota-se que os métodos desenvolvidos apresentam uma robustez maior. Embora
o método RLS-CMA apresenta uma medida de robustez maior que o método NLSD-CMA,

o dltimo mostra um comportamento menos oscilatério na presenca da perturbagao.
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Figura 5.22: Erro médio quadratico dos métodos SDCLF-CMA, CGCLF-CMA, NLSD-
CMA e RLS-CMA, na presenga da perturbagio 6,
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Figura 5.23: Quociente entre o sinal e a interferéncia mais o ruido dos métodos CGCLF-
CMA, RLS-CMA, SGD-CMA e NLSD-CMA na presenga da perturbacgio 9.
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Figura 5.24: Beampattern normalizado dos métodos SDCLF-CMA, CGCLF-CMA, RLS-
CMA e NLSD-CMA obtido na iteragdo 5000, na presenca da perturbacio d,;.

CGCLF-CMA
SDCLF-CMA
| = = = RLS-CMA
== NLSD-CMA

I

~

o
T

|
[e]
o
T

-90 | i I X . I
-100 -50 0 50 100

Figura 5.25: Beampattern normalizado dos métodos SDCLF-CMA, CGCLF-CMA, RLS-
CMA e NLSD-CMA obtido na iteragdo 10000, na presenca da perturbac@o 9y,
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Figura 5.26: Curvas de aprendizado dos filtros adaptativos cegos com restricdes lineares
aplicados ao problema de detec¢io mono-usudrio em um sistema de comunicagdo movel
DS-CDMA com 5 usuarios, na presenca da perturbagdo 6, = 0.99. Os métodos CCGCLF-
CMA e CSDCLF-CMA apresentam um erro médio quadratico menor em regime enquanto o
método CRLS-CMA diverge.

5.5.5 Filtros adaptativos cegos com restricoes lineares

A robustez dos métodos de filtragem adaptativa cega com restricdes lineares € ilustrada
realizando novamente o experimento numérico da se¢do 3.6.2. Nesse caso uma introduz-se
uma perturbagio J; na entrada da planta. Como no caso dos filtros adaptativos com restrigdes
lineares, note que a perturbacdo atua também nas restri¢des de tal forma que qualquer solucao
w;, de (3.5) serd tal que Clw;, = (1 + 0x)f. Por outro lado, a cada iteragéo o vetor de
pesos wy, € projetado no espaco nulo a direita da matriz das restricdes C pela matriz de
projecdo P. Portanto, analogamente ao caso dos filtros adaptativos com restricdes lineares,
os efeitos da perturbacdo d; causardao um deslocamento da solucdo em relagdo a solugdo
6tima, antes de resultar em uma divergéncia dos métodos. Entdo para d;, = 0.99, a figura 5.26
mostra as curvas de aprendizado dos métodos. Novamente, pode-se notar que os métodos

CLF’s convergem para um erro médio quadratico menor em regime. Para o método CRLS-

-1

. N N . . —1
CMA, devido as recorréncias das matrizes I'y 1, W, 1€ R, 1>

uma perturbacdo o, = 0.01

¢ suficiente para causar a divergéncia do método.
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Figura 5.27: Superficies separadoras das classes iris setosa and iris versicolor na presenga
da perturbagdo dy. O critério de parada é ||rx|| < 0.001 e o nimero maximo de itera¢des é
2000.

Método C1 C2
SDP-CLF | 0.99 | 0.99
CGP-CLF | 0.99 | 0.99

CGA 0.99 | 0.99
HK 0.99 | 0.99
AHK 0.87 | 0.23

Tabela 5.4: Comparagao dos valores de d,,, para os casos C; (separacdo dos conjuntos iris
setosa e iris versicolor) e Cq (separacdo dos conjuntos iris setosa € iris virginica).

5.5.6 Treinamento de perceptrons

Para ilustrar a robustez dos métodos de treinamento de perceptrons, repetem-se as sim-
ulagdes numéricas da secdo 4.4, introduzindo uma perturbagdo J, na entrada da planta. A
tabela 5.4 mostra uma comparagdo de d,;, o maior valor da perturbagdo J; para o qual os
métodos separam os conjuntos iris setosa e iris versicolor) (caso C;), € 0s conjuntos iris
setosa e iris virginica (caso Cy). As figuras 5.27 e 5.28 mostram as superficies separadoras
encontradas. Pode-se notar que o método SDP-CLF uma margem maior enquanto o método

AHK apresenta uma medida de robustez menor.
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Figura 5.28: Superficies separadoras das classes iris setosa e iris virginica na presenca da
perturbagdo 0. O critério de parada é ||r|| < 0.001 e o nimero médximo de iteracdes é 2000.

5.6 Contribuicoes e Publicacoes

Neste capitulo, uma nova modelagem de perturbagdes oriundas da utilizagao de arit-
mética de precisao finita, foi proposta baseando-se na combinacdo do modelo proposto em
[41, 42] com a modelagem usual de perturba¢des multiplicativas na entrada da planta, intro-
duzida no trabalho de Doyle e Stein [46]. Dessa nova modelagem resultou uma aplicacao
inédita do teorema do pequeno ganho para determinar medidas de robustez dos métodos de
Jacobi e Gauss-Seidel para sistemas lineares. Vale ressaltar que o mesmo pode ser feito
para outros métodos de decomposicao matricial. Através da utilizagcdo de CLFs, foi derivado
outro resultado inédito sobre a estabilidade dos métodos numéricos de filtragem adaptativa
com ou sem restri¢des lineares, de filtragem adaptativa cega com ou sem restri¢des lineares e
de treinamento de perceptrons em modo batelada sujeitos a perturbagdes variantes no tempo.
As principais vantagens da nova modelagem proposta sdo a simplicidade de aplicagdo a uma
gama ampla de algoritmos e a obtencao de medidas quantitativas da robustez dos métodos
numéricos. As simulagdes numéricas mostraram que de uma forma geral, os métodos desen-

volvidos a partir de escolhas de funcdes de Liapunov com controle apresentam uma medida
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de robustez maior ou igual que dos outros métodos, e portanto sdo menos afetados pelos
erros de precisao finita.
As contribuicdes e os resultados apresentados neste capitulo estdo sendo preparados para

serem submetidos a publica¢do em periddico internacional.
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Capitulo 6

Conclusoes, Contribuicoes e Trabalhos

futuros

6.1 Conclusoes

Nesta tese foram apresentados métodos numéricos de resolugdo de problemas de pro-
cessamento de sinais. Os problemas foram formulados utilizando uma abordagem de sis-
temas dinamicos do tipo planta + controlador em malha fechada, introduzida em Bhaya e
Kaszkurewicz [10]. Os problemas de processamento de sinais abordados nesta tese foram
os de filtragem adaptativa com ou sem restri¢des lineares, filtragem adaptativa cega com ou
sem restri¢des lineares e treinamento de perceptrons. Os métodos numéricos existentes na
literatura para a resolug¢do dos problemas supra-mencionados foram formulados e analisados
do ponto de vista de sistemas dindmicos. Essa formulacdo permitiu o desenvolvimento de
novos métodos numéricos de resolu¢ido dos problemas citados. Através de escolhas adequa-
das de func¢des de Liapunov com controle foi provado a convergéncia e a otimalidade dos

parametros dos métodos propostos.

No caso dos problemas de filtragem adaptativa com ou sem restri¢des lineares, os méto-
dos SD e CG foram estendidos para ambos os casos através de representacdo dos métodos
iterativos como sistemas dinamicos, resultando na proposta de duas novas familias de méto-
dos numéricos para cada um dos dois problemas. Ao contrario dos trabalhos anteriores, os
novos métodos propostos no capitulo 2 ndo utilizam nenhum paradmetro empirico e sio re-

forcadas por provas formais de convergéncia e de otimalidade dos parametros. Verificou-se,
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através de simulacdes numéricas de trés cendrios de filtragem adaptativa (equalizacao, iden-
tificacdo de sistema e predicdo linear) e de um cendrio de filtragem adaptativa com restri¢des
lineares (sistema de comunica¢do DS-CDMA), que os mesmos apresentam um desempenho
superior ou comparavel aos métodos RLS, CRLS, CG[19] e CCG [20] (a um custo computa-
cional menor) e superior aos métodos LMS e CLMS.

Para os problemas de filtragem adaptativa cega com ou sem restri¢cdes lineares, a repre-
sentacao através de sistemas dinamicos permitiu desenvolver duas novas familias de métodos
para cada um dos dois problemas, estendendo os métodos SD e CG em analogia aos casos
de filtragem adaptativa. As principais vantagens dos novos métodos propostos no capitulo 3
em relacdo aos existentes na literatura sdo a ndo-utilizacdo de nenhum parametro empirico,
a prova formal da convergéncia e um desempenho superior ou igual, tudo a um custo com-
putacional menor que dos métodos RLS-CMA [70] e CRLS-CMA [81].

No capitulo 4, duas novas familias de métodos de treinamento de perceptrons em modo
batelada foram desenvolvidos através da formulacio do problema como sistemas dinamicos.
Verificou-se que em termos de classificacdo de padrdes, o desempenho dos novos méto-
dos propostos € compardvel ao dos métodos CGA [36] e LS-SVM [96], e superior ao dos
métodos HK [31, 32] e AHK [35]. A convergéncia dos métodos HK e AHK ndo é garan-
tida em todos os casos. O primeiro (HK) utiliza a pseudo-inversa da matriz de dados, para
determinar um vetor solu¢do que além de ser computacionalmente custoso para problemas
de grande escala (i.e. separacdo de classes com um grande numero de atributos), torna-se
instdvel a medida que a matriz AT A se aproxima da singularidade. A convergéncia do se-
gundo (AHK) depende criticamente da escolha empirica dos parametros de aprendizagem p;
e p2, uma escolha inapropriada dos parametros de aprendizagem p; € p- resulta em um baixo
desempenho do método AHK. Devido as perdas de ortogonalidade dos residuos, causadas
pelos erros de precisdo finita, o método CGA de Nagaraja e Bose [36] € baseado em uma
técnica heuristica que consiste na reinicializacio da dire¢do do gradiente [94] para garantir
a convergéncia do método. As vantagens dos métodos propostos, no capitulo 4, sdo a nao-
utilizacdo de nenhuma técnica heuristica e de nenhum parametro empirico, e as provas de
convergéncia obtidas a partir da formula¢do, adotada ao longo desta tese, dos mesmos como
sistemas dinamicos.

Para a analise da robustez dos métodos numéricos (ou estabilidade numérica), a nova

modelagem de perturbacdes oriundas da utilizacdo de aritmética de precisdo finita, proposta
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no capitulo 5, baseada na combina¢dao do modelo proposto em [41, 42] com a modelagem
usual de perturbacdes multiplicativas na entrada da planta, resultou na aplica¢do inédita do
teorema do pequeno ganho para determinar medidas de robustez dos métodos de Jacobi e
Gauss-Seidel para sistemas lineares. Enfatiza-se que a mesma anélise pode ser facilmente
estendida para outros métodos iterativos estaciondrios. Outro resultado inédito obtido no
mesmo contexto € a derivacido de uma margem de estabilidade dos métodos iterativos dinami-
cos sujeitos a perturbagdes variantes no tempo através da utilizacdo de CLFs. As principais
vantagens da nova modelagem proposta sdo a simplicidade de aplicacdo a uma gama ampla
de algoritmos e a obten¢do de medidas quantitativas da robustez dos métodos numéricos. As
simula¢des numéricas mostraram que de uma forma geral, os métodos desenvolvidos a partir
de escolhas de func¢des de Liapunov com controle apresentam uma medida de robustez maior
ou igual que dos outros métodos, e portanto sdo menos afetados pelos erros de precisio finita.

A conclusdo geral desta tese, é que a formulac@o através de sistemas dindmicos per-
mite resolver varios problemas distintos com uma abordagem tnica. A consideragcdo dos
parametros dos algoritmos como parametros de controle a serem determinados permite fazer
escolhas 6timas, sem o uso de heuristicas, que garantem a convergéncia através de escolhas
apropriadas de funcdes de Liapunov com controle. A partir das mesmas CLFs é possivel
determinar uma medida da robustez, ou margem de estabilidade na presenca de erros de

precisao finita variantes no tempo, dos métodos em consideracgao.

6.2 Contribuicoes
As principais contribui¢des desta tese sdo enumeradas a seguir
e Contribuicdes em filtragem adaptativa

— Formulagdo e andlise dos métodos de filtragem adaptativa como sistemas dindmi-
cos;
— Desenvolvimento de duas familias de novos métodos de filtragem adaptativa;

— Prova da convergéncia, sob as hipoteses padrdo de filtragem adaptativa, dos méto-
dos de filtragem adaptativa propostos com escolhas 6timas dos pardmetros do

filtro de acordo com a escolha de uma funcdo de Liapunov com controle;
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e Contribui¢des em filtragem adaptativa com restri¢des lineares

— Formulagdo e andlise dos métodos de filtragem adaptativa com restri¢des lineares

como sistemas dindmicos;

— Desenvolvimento de duas familias de novos métodos de filtragem adaptativa com

restricdes lineares;

— Prova da convergéncia, sob as hipdteses padrdo de filtragem adaptativa com res-
tri¢cdes lineares, dos métodos de filtragem adaptativa com restricoes lineares pro-
postos com escolhas 6timas dos parametros do filtro de acordo com a escolha de

uma fun¢do de Liapunov com controle;
e Contribuicdes em filtragem adaptativa cega
— Formulagdo e andlise dos métodos de filtragem adaptativa cega como sistemas
dinamicos;
— Desenvolvimento de duas familias de novos métodos de filtragem adaptativa
cega;

— Prova da convergéncia, sob as hipéteses padrao de filtragem adaptativa cega
dos métodos de filtragem adaptativa cega propostos com escolhas 6timas dos
parametros do filtro de acordo com a escolha de uma fun¢do de Liapunov com

controle;
e Contribuicdes em filtragem adaptativa cega com restri¢des lineares
— Formulagdo e andlise dos métodos de filtragem adaptativa cega com restricoes

lineares como sistemas dindmicos;

— Desenvolvimento de duas familias de novos métodos de filtragem adaptativa cega

com restri¢oes lineares;

— Prova da convergéncia, sob as hipéteses padrdo de filtragem adaptativa cega com
restri¢des lineares, dos métodos de filtragem adaptativa cega com restricoes li-
neares propostos com escolhas 6timas dos pardmetros do filtro de acordo com a

escolha de uma fun¢ao de Liapunov com controle;

e Contribuicdes no treinamento de perceptrons
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— Formulagdo e andlise dos métodos de treinamento de perceptrons em modo bate-

lada como sistemas dinAmicos;

— Desenvolvimento de duas familias de novos métodos de treinamento de percep-

trons em modo batelada;

— Prova sistemadtica da convergéncia dos métodos de treinamento de perceptrons
em modo batelada propostos com escolhas 6timas dos parametros do algoritmo

de acordo com a escolha de uma fun¢do de Liapunov com controle;

e Contribuicdes na andlise numérica

— Modelagem dos erros oriundas da utiliza¢do da aritmética de precisao finita como

perturbacdes multiplicativas na entrada da planta;

— Aplicacdo do teorema do pequeno ganho na determina¢do de medidas de robustez

dos métodos iterativos estacionarios.

— Aplicacdo de CLFs na determinacdo de margens de estabilidade dos métodos

iterativos dinamicos sujeitos a pertubacdes variantes no tempo.

— Sistematiza¢do de uma forma simples de obter informag¢des quantitativas sobre a

robustez de métodos numéricos estacionarios € dindmicos.

Os resultados e as contribui¢des alcancados nesta tese decorreram na publicacdo dos

seguintes artigos

1. DIENE, O., BHAYA, A., “Adaptive filtering algorithms designed using control Lia-
punov functions”. IEEE Signal Processing Letters v. 4, pp. 224-227, 2006. Correction
in vol. 14 (12) (2007) 1047.

2. DIENE, O., BHAYA, A., “Métodos iterativos lineares projetados através de ferramen-
tas da teoria de controle e suas aplicagdes”. Revista de Controle e Automagdo v. 17, n.

3, pp. 265-277, 2006. URL http://www.scielo.br/pdf/ca/v17n3/a03v17n3.pdf.

3. DIENE, O., BHAYA, A., “Linearly constrained adaptive filtering algorithms designed
using control Liapunov functions”. In: Proc. 16th Congresso Brasileiro de Au-

tomdtica, Salvador, BA, Brazil, October 2006.
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4. DIENE, O., BHAYA, A., “Liapunov analysis and design of conjugate gradient constant
modulus algorithm applied to blind adaptive array”. IEEE Transactions on Signal

Processing. Submetido para publicagdo, 2008.

5. DIENE, O., BHAYA, A., “Algoritmo de Gradiente Conjugado aplicado ao Critério do
Modulo Constante: Projeto e Andlise através de funcdes de controle de Liapunov, e
aplicacdes ao processamento ndo-supervisionada de antenas adaptativas”. 17th Con-

gresso Brasileiro de Automdtica, Juiz de Fora, MG, Brasil, Aceito para publicagio,

2008.

6. DIENE, O., BHAYA, A., “Perceptron training algorithms designed using discrete-time
control Liapunov functions”. NEUROCOMPUTING. Aceito para publicacao, 2008.

7. DIENE, O., BHAYA, A., “Perceptron training algorithms designed using discrete-

time control Liapunov functions”. In: IEEE Multi-conference on Systems and Control

(MSC) 2007, pp. 608-613, Singapore, October 2007.

6.3 Trabalhos futuros

Nesta tese varios problemas de processamento de sinais foram formulados e analisados
como sistemas dindmicos. A mesma formulagao e andlise pode ser estendido a varios outros
problemas relacionados aos tratados neste trabalho. Dentre estes destacam-se a seguir alguns

itens como perspectivas de trabalhos futuros.

e Andlise e desenvolvimento de métodos de filtragem adaptativa por blocos de dados no

dominio da freqiiéncia [118, 119];
e Andlise e desenvolvimento de métodos de separacdo cega de sinais acusticos [120];

e Aplicacdo dos métodos de filtragem adaptativa cega na supressao de interferéncias em
redes de telefonia celular 4G desenvolvidos a partir da integracdo de redes 3G com

redes WLAN com padrao IEEE 802.11 [121, 122];

e Analise e desenvolvimento de métodos de treinamento de redes neurais recorrentes

[123];
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e Prova da positividade do vetor de margem fornecido pelo método CGP-CLF para o

treinamento de perceptrons;

e Andlise e desenvolvimento de métodos de treinamento de perceptrons em tempo real;
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Adaptive Filtering Algorithms Designed
Using Control Liapunov Functions

Oumar Diene and Amit Bhaya

Abstract—The standard conjugate gradient (CG) method uses
orthogonality of the residues to simplify the formulas for the
parameters necessary for convergence. In adaptive filtering,
the sample-by-sample update of the correlation matrix and the
cross-correlation vector causes a loss of the residue orthogonality
in a modified online algorithm, which, in turn, results in loss of
convergence and an increase of the filter quadratic mean error.
This letter extends a recently proposed control Liapunov function
analysis of the CG method viewed as a dynamic system in the
standard feedback configuration to the case of adaptive filtering.

Index Terms—Adaptive equalizer, adaptive filtering algorithms,
control Liapunov function (CLF), iterative methods, linear predic-
tion, system identification.

1. INTRODUCTION

HE conjugate gradient (CG) is considered to be one of the

best iterative methods for linear systems of equations with
symmetric positive definite (spd) coefficient matrices . The stan-
dard CG method uses orthogonality of the residues to simplify
the formulas for the parameters necessary for convergence [1].
In applications such as adaptive filtering, the sample-by-sample
update of the correlation matrix and the cross-correlation vector
causes a loss of the residue orthogonality in a modified online
algorithm. This loss of orthogonality results in loss of conver-
gence and an increase of the filter quadratic mean error. This
letter extends a recently proposed control Liapunov function
(CLF) analysis of the CG method viewed as a dynamic system
in the standard feedback configuration [8] (plant + controller) to
the case of adaptive filtering. The main technique consists of an
appropriate choice of a CLF and has been used in [3], [8] and to
analyze and design Krylov methods.

II. PROBLEM FORMULATION

Consider the linear system
Rw =b. (1)

Iterative methods for solving the system (1) can be described by
the following equation:

Wil = Wi + Uy )
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TABLE 1
HESTENES-STIEFEL CG ALGORITHM FOR CONSTANT LINEAR SYSTEMS

Calculate go = b — Rwo, po = go
For k£ =0, 1, .. .,until convergence
_ _(8k,Pk)
Yk = Tpy,Rpy)
Wk41 = Wi + Qg Pk
8k+1 = 8k — . Rpg

__ (8k+1,RPk)
B (Pr,RPE)
Pk+1 = 8k+1 1 BkPk
End

where w, is an approximation of the solution, and uy, is a cor-
rection calculated in order to increase the accuracy of the ap-
proximated solution w1 at each iteration [1] and then drive
the residue, defined as g = b—Rwy, to zero in a finite number
of iterations. The problem of solving (1) by iterative methods
can be represented by the signal regulation problem

Wit+1 = Wi + Ug

yir = Rwy,
gr=b—yi 3)
w, = f(gr)

i.e., designing control signal uy, in order to zero the steady-state
error by choice of the control law f(-). In mathematical terms,
Jim g =0 Jim R, =b,

System (3) models an iterative method as a feedback control
system (plant {I,I, R, 0} with controller in unitary feedback
configuration). In control theory, both classical and modern,
there exist various techniques of solving the signal regulation
problem (3) representing the solution of (1), which correspond
to different choices of the controller f(-) in (3). However, as
shown in [4] and [9], many of these techniques (pole allocation,
state feedback) result in controllers that explicitly use the in-
verse matrix R™L. In [3], the authors show that, by using appro-
priate quadratic CLFs, choosing a proportional derivative con-
troller for f(-) in (3) leads to the CG method, shown in Table I.
The CLF method proposed in [3], [8] gives an idea of the ro-
bustness of the CG method, since it does not use the assumption
Po = & (initialization of conjugate directions), used to obtain
residue orthogonality (see, e.g., [2]). This indicates that, in situ-
ations where the assumption does not hold, the determination of
CG parameters by CLF still ensures the decrease of some norm
of the residual vector. When the assumption pg = gg holds, it
can be shown that the parameters determined by CLFs are the
same as those commonly found in the literature [2, p. 411, Eq.
3:1b and 3:1e].

1070-9908/$20.00 © 2006 IEEE
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III. DESIGNING NEW ADAPTIVE FILTERING ALGORITHMS

As shown in [5] and [6], iterative methods such as the CG
method can be used to solve the adaptive filter problem. In [5],
matrices R and b are estimated using a sliding data window and
are kept fixed in this window during CG iteration. In this case,
the gradient of the objective function is estimated by a mean of
N, past values such as

k
= (2) S (wTxG) - )} @

Notice that for each sample k, min(M, n,,) iterations would
be necessary for the convergence of the CG method. Thus, the
choice of n,,, the window in which the mean of the gradient of
the objective function is evaluated, has a direct impact on con-
vergence of the filter weights. An increase in the dimension of
the zap and/or the input data directly causes an increase in the
computational cost of the method, which can exceed the cost
of inverting the matrix R. A modification using an exponen-
tially decaying window was made in [6]. This modification per-
mits only one iteration of the CG method at each sample and
leads to an algorithm with performance comparable to the RLS
algorithm; however, in order to ensure the convergence, it is
necessary to introduce a factor 7, determined experimentally,
in the calculation of ., and the Polak—Ribiére formula for the
calculation of G In this letter, it is shown that the CLF method
[3], [8], can be extended to the design of adaptive filters.

Using the exponentially decaying data window proposed in
[6], the correlation and the cross-correlation functions are given
by

Ris1 = ARy + Xpp1Xi 44 (5)
brt1 =Afbr + dpt1Xn41 (6)

where Ay is the forgetting factor. For sample-by-sample pro-
cessing, a recursive formulation for the residual vector can be
found by using (2), (5), and (6), resulting in

8rt1 = A8k — arRiy 1Pk + X1 (dis1 — Xp 1 W) . (7)
Then, for the time-varying case, the system (3) can be rewritten
as

Wi+l = Wi + QkPk
Ri1 = AfRi 4+ X%/,
8k+1 = A8k — akRip1Pr + X1 (dk-l—l - X£+1Wk)
Pi+1 = 8k+1 + BiPrk-
(®)

For the system (8), the main result of this letter is stated as fol-
lows.
Theorem 1: The following assumptions are made:
1)ianmm(Rgl)::Q:>0j%fAmm(R%)::@:>0;

2) Xj Wi R X Whil = Ykl
With these assumptions, the choices

_ (Afgm Pk)
= (Pk, Rit1Pk) ©)
(gk+1, Re+1Pk)
(Pr; Ryt 1Pr)
are optimal and ensure that the equilibrium of the system (8) is
asymptotically stable (i.e., g — 0 and pp — 0).

B = — (10)

Proof: 1t is desired that e y1 = dpy+1 — yr+1 — 0, ie.,
Yk+1 — dpy1. By hypothesis (2), X}, Wry1 = X[ Wy, thus
di41 ~ x|, Wy, and substituting in (7) gives

grk+1 = Ap8r — axRpqp1Pr- (1D)
Choose the CLF Vg, (k) = (gr, Ry 'gx); then
AV = (g1, Ry ger1) — (g6, R 'ge) . (12)

Substituting (11) into (12) results in

AVg = A% (g, Ry f18k) — 200 (A sk, Pi)
+a®(pr, Rir1pi) — (g, Ry 'gr) - (13)
The optimal value of cj, (Which makes AV; as negative as pos-

sible), given by (9), is determined calculating (0AV, /O« ) and
setting it to zero. Substituting (9) into (13) yields

<)‘fgk‘7pk>2

AV, = —
& (P, Ret1Pk)

+ 2% (gr. Ry ti8r) — (8. Ry g -

(14)
Using the matrix inversion lemma [7], one can write
Ro = A Ry — ARy ke xRy (15)

where ¢ = (1/(1 + A;leﬂR;lka)) > 0. Inserting this
into (14) results in

</\fgkapk>2 _
e Ry A (e RiTer)

—c (g Ry 'xepaxi Ry 'ge) . (16)
Then, from hypothesis (1), it follows that Ay < 1 implies that
AV < ~Cullgxll3 < 0 (17

which implies that ||gy ||z -1 is a decreasing sequence.
k
For the choice of [, choose the CLF Vpi(k) =
(Pr, Ripr) = |IpkllR, - Then

AVg = -

AVy = (grt1, Rey18r41) + 261(8k+1, Rey1Pr)
+0%(Pk, Ric41Pk) — (Pr, RiDi).-
In this case, the optimal value of S, given by (10), is obtained
by calculating (0AV, /0 ) and setting it to zero, yielding
(8k+1, Rig1pr)’
(P, Riy1Pk)

Vpk+1<k + 1) = ||gk+1||%1k+1 -

<llgrallRy., - (18)

From (17), the equivalence of norms, and hypothesis (1), it
can be concluded that ||gy+1(|g,,, is a decreasing sequence.
Thus, (18) implies that pj1 decreases in Ry 1-norm, not nec-
essarily monotonically, concluding the proof. ]

Observation 1: Notice that (16) can be used to determine the
value of Ay, which makes AV; as negative as possible. Using
the expression (16) and solving the unidimensional minimiza-
tion problem miny ; AV, allows, in theory, the determination
of an optimal value of A.

The pseudocode of the extension of the Hestenes—Stiefel CG
method for adaptive filtering algorithms, based on theorem 1
and referenced in this letter as CG-CLEF, is presented in Table II.

Note that the algorithm in Table II does not introduce any
additional computation and requires fewer floating point oper-
ations with respect to the algorithm in [6]. As pointed out by
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TABLE 1I
CG-CLF METHOD FOR ADAPTIVE FILTERS

Calculate Rog = xoxg,bo = dox0,80 = bo — Rowo, po = 80
Fork=0,1,...,N—1
(A r8k:Pk)
Ak = <PkwfR~k:+1PA~>
Wkl = Wi + Qg Pk
Ripy1 =Ry + xk+1x£+1
grt1 = A8k — AR 1Pk + Xpy1(diy1 — X7, wi)

__ (8k+1,Rk41Pk)
B = (Pk Ri+1Pk)
Pk+1 = 8k+1 + BkPk
End

a reviewer, choosing the ad hoc parameter 7 in [6] equal to A¢
gives our formula for o, which is shown above to be an optimal
choice in the sense of making AV as negative as possible, al-
though, in nonstationary environments, a smaller value (n < Af,
which keeps AV, < 0) may be advisable.

IV. SIGNAL PROCESSING APPLICATIONS

Several simulations are made using the three basic configura-
tions: equalization, system identification, and linear prediction
[7] and [10]. The standard CG method, used in [5] for the sta-
tionary case, is implemented below in a time-varying environ-
ment and its performance compared to the adaptive filters de-
signed by the algorithms II and Chang—Willson [6], in order to
emphasize the problem caused by loss of orthogonality.

A. Adaptive Equalizer

This example is taken from [7]. The input to the system is
a random sequence {a(k)} with values %1, so that {a(k)} is
zero mean. The sequence is distorted by a channel with impulse
response

1 cos (2m(k — 2))
S 22T A))

2 + w ’
, k>3

h(k) = k=1,2,3

where W controls the amplitude distortion in the channel. An
increase in W increases the channel distortion and implies a
higher value for the eigenvalue spread p of the correlation ma-
trix R of the inputs to the equalizer. The channel is corrupted
by an additive white noise sequence that is zero mean with a
variance o2 = 0.001. The equalizer has 11 taps. Since the
channel impulse response is symmetric about k = 2, it follows
that the optimum tap weights of the equalizer are symmetric
about the sixth tap. Accordingly, the channel input {a(k)} is de-
layed by seven samples to provide the desired response for the
equalizer. The experiment was performed with two values of W
equaling 2.9 and 3.5, which implied p equal to 6.07 and 46.821,
respectively. In this case, the parameters were chosen such that
Ar = n = 0.99, and the ensemble averaging was carried out
over 200 independent trials of the experiment. Fig. 1 shows the
learning curves of the adaptive filters designed by the algorithms
CG-CLF, Chang—Willson [6], and standard CG in the equal-
izer configuration, and Table III compares the mean-squared
errors. It can be observed that the CG-CLF method proposed
in this letter has convergence properties comparable with the
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Fig. 1. Learning curves of the adaptive equalizer. The steady-state values are
shown in Table III. (Top) W = 2.9. (Bottom) W = 3.5.

TABLE III
STEADY-STATE MEAN-SQUARED ERROR
Adaptive Equalizer

Method e 2_% 9 s S.I
CG-CLF 1.74 x107% | 1.68 x 10=% | 1.35 x 102
SD-CLF 1.82x 107% | 3.70 x 1073 | 1.35 x 102
Chang-Willson | 1.69 x 10=° | 1.63 x 10=7 | 1.36 x 10—~
CG 1.36 x 107 [ 2.62x 1071 | 5.05 x 10T

Chang—Willson method [6], as well as with the RLS method [6].
For the standard CG method, the condition pg = g is necessary
to ensure the orthogonality of the residual vectors that guaran-
tees the convergence [2]. In the time-varying case, this is equiv-
alent to setting px = gy at each iteration. Thus, observing that
the standard CG method actually uses px = gr + Or—1Pk—1,
this means that residual vectors will lose orthogonality, leading
to bad performance. Given this intuition, another modification
of the CG method is proposed in algorithm 1. This modifica-
tion consists in substituting the last step of the standard CG
method with px+1 = gr+1. This new modification leads to the
well-known steepest descent (SD) method, which can also be
derived by an appropriate choice of CLF [3], [8]. It can be no-
ticed that the SD-CLF and the other CLF’s method converge to
the same steady-state mean-squared error; however, the conver-
gence rate of the SD-CLF is lower and is inversely proportional
to the eigenvalue spread p (the higher p is, the lower the rate
of convergence). It is important to notice that, although it has
a rate of convergence lower than that of the RLS algorithm in
a noisy environment, the SD-CLF method can be used in cases
where the LMS algorithm (which has a comparable rate of con-
vergence but higher steady-state mean-squared error and higher
computational cost) is applicable.

Also note that algorithm SD-CLF has fewer steps and a lower
computational cost than the algorithms in [5] and [6]. From the-
orem 1, it is straightforward to prove the asymptotic stability of
algorithm SD-CLF.

B. System Identification (SI)

The unknown plant is a finite time impulse response (FIR)
filter of order 20, and the input is a white Gaussian signal of
variance 02 = 1. The ensemble average is composed of 100
independent samples. Fig. 2 shows the learning curves of the
adaptive filters designed by the algorithms CG-CLF, SD-CLF,
Chang—Willson [6], and standard CG in the SI configuration.
Table III shows that the methods proposed have convergence
properties comparable with the Chang—Willson and the RLS
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Fig. 2. Learning curves of the adaptive filters in system identification
configuration. The steady-state values are shown in Table III.

TABLE IV
SD-CLF METHOD FOR ADAPTIVE FILTERS

Calculate R = Xox(j;, bo = doxo,80 = bo — Rowo
Fork=0,1,...,N—1
_ (Arsr.8r)
Ak = (8K Ri+18k)
Wkl = Wi + @8k
Rk+1 = )\ka + xk+1x£+1
81 = Ak — R 18k + X1 (der1 — XL Wi)
End

method [6]. As in the case of the adaptive equalizer, the stan-
dard CG loses orthogonality of the residual vectors and, there-
fore, presents worse performance than the other methods.

C. Linear Prediction

The third application, from [5], is a two-tap adaptive filter
in the linear prediction scenario. The tap inputs u(k — 1) and
u(k — 2) were drawn from a real-valued autoregressive process
described by

w(k) + aqu(k — 1) + asu(k — 2) = v(k) (19)
where v(k) is a white noise process with zero mean and
variance 03. The values of a; and as are determined by
the desired eigenvalue spread p. For one trial of the ex-
periment, 500 samples of white noise process {v(k)} were
obtained by a random-number generator of zero mean and
adjustable variance. The ensemble average is composed of
200 independent trials, and the experiment was conducted
for eigenspreads p = 3 and 10. The learning curves of the
linear predictors designed by the algorithms CG-CLF, SD-CLF,
Chang—Willson [6], and standard CG are not shown here for
lack of space, but Table V compares the mean-squared errors
and the misadjustment M (%) calculated by estimating the av-
erage mean-squared error .J(0o) and using the theoretical value
for Jmin [5]. Once again, the CLF methods have convergence
properties comparable to the Chang—Willson method [6] and
the RLS method [6]; however, the slow convergence of the
SD-CLF method, which depends on the eigenvalue spread, ob-
served in the case of the adaptive equalizer does not occur. For
the standard CG method, the loss of orthogonality leads again
to loss of convergence for small eigenspreads.
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TABLE V
STEADY-STATE MEAN-SQUARED ERROR AND MISADJUSTMENT
FOR THE LINEAR PREDICTORS Jin = 0.0322 FOR p = 10
AND Jimin = 0.0731 FORp = 3

Linear Predictor Misadjustment
Method 5 =10 =3 5=10 =3
CG-CLF 427 x 1072 | 1.02 0.33 12.95
SD-CLF 427 x 1072 | 1.02 0.33 12.95
Chang-Willson | 4.28 x 10—2 1.02 0.33 12.95
CG 5.55 x 10~2 | 80.38 0.72 1098.59

V. CONCLUSION

The control viewpoint [3], [8] reveals that the formulas for the
CG parameters ay, and Gy in [2, p. 411, Eq. 3:2a and 3:2b] ac-
tually enhance the robustness of the CG algorithm with respect
to the standard equivalent choices (ay = {(gk, gk)/{Pr, RPy))

and (Bx = (8k+1,8k+1)/(8k, &k)), since the latter makes use
of the assumption pg = g, to obtain orthogonality of residues.
Hestenes and Stiefel [2, p. 411] recognize that “although these
formulas are slightly more complicated, they have advantage
that scale factors (introduced to increase accuracy) are more
easily changed during the course of the computation.” Our
results, both theoretical and simulated, show that since the
“more complicated formulas” correspond to optimal choices in
the CLF method, they endow the system with robustness, since
there is some leeway corresponding to neighboring nonoptimal
choices of the parameters a, and (3. The authors in [6] treated
a linear time-varying system; however, their convergence
analysis was carried out for the “frozen” (i.e., time-invariant)
case, whereas this letter proves asymptotic stability using the
linear structure of the time-varying system (3) and the bilinear
structure of the dynamical system solver (8).
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Erratum

IEEE SIGNAL PROCESSING LETTERS, VOL. 14, NO. 12, DECEMBER 2007 1047
Correction to “Adaptive Filtering Algorithms Designed Thus, system (8) can be rewritten as
Using Control Liapunov Functions”
Oumar Diene and Amit Bhaya Wi+l = Wi + Q6P
grt+1 = Ar8k — kA rRiy1Pek (11d)

After the publication of [1], the authors noticed an error in the appli-
cation of Assumption 2 in Theorem 1 (the main result of the note) and
would like to correct the statement of Theorem 1 as well as indicate
the resulting changes in the proof and in Tables II and IV. The overall
conclusions as well as the numerical results were not affected by this
error and remain unchanged, as stated in the original letter.

Changes to Theorem 1: In formula (9) g, should be replaced by gy,
and the text: “where g := A&k + Xi+1€k+1, should be introduced
between formula (10) and the text: “are optimal and ensure that. ..”

Changes to the proof (of Theorem 1): The first sentence: “It is de-
sired that ex+1 = dr+1 — Ye4+1 — 0, 1.e., Yo+1 — di41” should be
removed, and the following sentences and equations:

“Define

gt = A#8k + Xit1 €kt (11a)

then from (11)

ght1 = Bk — @, Rpq 1Dk (11b)
From (a), (b), and the fact that, for online processing, entry X2 is not
available at instant k + 1, it can be written that

Brt1 =AfBrt1 + Xpgoept2

R A8t = AfBrk — arA;Rig 1 P (11c)
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Digital Object Identifier 10.1109/LSP.2007.911603

Pit+1 = %gkﬂ + BkPk-

" should be introduced between (11) and the text: “Choose the control
Liapunov function. ..” In addition, after (11), g, and gk+1 should be
replaced, wherever they occur, by gx and (1/Af)gr1, respectively.
With these changes, the asymptotic stability of system (8) goes through
as before.

In Tables II and IV, inside the “for” loop, the new first line should
read

gk = A\f8r + Xit1 (dk-H - X1€+1Wk>

and in both tables, A gy in the formula for o should be replaced by
€. Finally, in both Tables II and IV, after calculating the correlation
matrix R4, the residue should be calculated using

git+1 = 8r — @ Ryy1Dk,
and

i1 = 8r — arRiy18k
respectively.
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RESUMO

E mostrado como projetar uma familia de novos métodos ite-
rativos lineares através de uma abordagem pela teoria de con-
trole. Escolhas apropriadas de funcGes de Liapunov resultam
em controladores da familia PI/PD com ganhos variantes no
tempo. Os novos métodos iterativos sdo aplicados a deter-
minag&o dos pesos 6timos de filtros adaptativos. Simulagdes
sdo feitas para mostrar que o desempenho dos novos algorit-
mos para filtros adaptativos é comparavel ao método RLS.

PALAVRAS-CHAVE: Fungdo de Liapunov, método iterativo,
estabilidade, controlador P1/PD, gradiente conjugado, con-
vergéncia, filtros adaptativos.

ABSTRACT

It is shown how to built a family of new iterative methods
using a feedback control viewpoint together with appropriate
choices of control Liapunov function, leading to a family of
time varying PI/PD controllers. The new iterative methods
are used to determine the optimal coefficients of adaptive fil-
ters. Simulations are performed in order to show that the new
methods have the same performance as the RLS algorithm.

KEYWORDS: Control Liapunov function, iterative meth-
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ods, stability, PI/PD controller, conjugate gradient algorithm,
convergence, adaptive filters.

1 INTRODUCAO

O método do Gradiente Conjugado (CG) é considerado
um dos melhores métodos iterativos para a classe de ma-
trizes simétricas e definidas positivas (spd) (Saad e Van-
Der\Vorst (2000), VanDerVorst (2000), Saad (1996)). O
método CG classico € um método de dire¢des conjugadas
(Hestenes, 1980) que utiliza a ortogonalidade dos residuos
gerados pelo algoritmo para determinar os pardmetros neces-
sérios para a convergéncia. Em aplicagGes tais como filtra-
gem adaptativa, a atualizacdo das matrizes de correlagéo e de
correlacdo cruzada a cada amostra acarreta a perda da ortogo-
nalidade dos residuos do algoritmo de atualizagéo dos pesos
do filtro. Esta perda de ortogonalidade resulta em uma perda
de convergéncia do algoritmo e em um aumento do erro mé-
dio quadratico da saida do filtro. Neste trabalho o método
CG ¢ apresentado e analisado como um sistema dinamico
do tipo planta + controlador em realimentacao unitaria. Esta
abordagem permite determinar os parametros do método, in-
dependentemente da ortogonalidade do residuo, através de
uma control Liapunov function (CLF), bem como projetar
novos algoritmos. Esta técnica ja foi utilizada em Bhaya e
Kaszkurewicz (2004) para a analise/projeto dos métodos tipo
Krylov, e consiste em uma escolha adequada de uma Control
Liapunov Function (CLF). Estes autores mostraram, através
de uma CLF, que o algoritmo do gradiente conjugado (CG)
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Figura 1: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de
regulacdo equivalente a resolugdo de (1) por métodos ite-
rativos. O problema é: projetar um controlador tal que
lim g =0 < hmekfb

k—o0

pode ser interpretado como um sistema linear dindmico su-
jeito a um tipo de controle proporcional e derivativo. Esta
funcdo permite determinar os valores 6timos dos parametros
que tornam o processo assintoticamente estavel. Mostra-se
através de varias simulaces que 0os métodos determinados
desta forma apresentam um desempenho comparavel ao do
método RLS com um custo e complexidade computacional
menor.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere o sistema linear
Rw = b. Q)

Os métodos iterativos de resolucao do sistema (1) podem ser
descritos pela seguinte equacéo

Wit1 = Wi + Uy (2

onde wj, é uma aproximacédo da solucdo de (1) e uy € uma
correcdo calculado conforme o algoritmo utilizado, para ge-
rar a cada instante uma aproximagdo mais precisa w1 da
solucdo de (1) (Saad, 1996), e levar o residuo, definido como
gr = b — Rwy, a zero em um numero finito de passos.
O problema da resolucéao do sistema (1) por métodos itera-
tivos pode ser representado por um problema de regulacéo
de sinal, conforme mostra a figura 1. O problema da re-
solucdo de (1) por métodos iterativos consiste em projetar
um controle uy para que o erro de regime seja nulo. Isto é
hm gr =0 < khm Rw; = b. O sistema discreto (3)

representa a dinAmica deste problema de regulagéo:

Wit1 = Wi + Ug

yi = Rwy,

3
gr=b—yk @)
u, = f(gr)

onde f(.) representa o controle adotado.

3 PROJETO DE CONTROLADORES

Na teoria de controle, tanto classica como moderna, existem
varias técnicas de resolucdo do problema de regulacéo de si-
nal (3) equivalente ao problema de resolucdo do sistema (1)
que, na realidade, corespondem a maneiras diferentes de es-
colher o controlador f(-) em (3). Porém, conforme mostrado
em Diene (2004), a maioria das técnicas consagradas na lite-
ratura (alocacdo de polos, realimentagdo de estados) resulta
em um controlador que usa explicitamente a inversa R~! da
matriz do sistema. Neste trabalho o problema de regulagéo
de sinal é resolvido por controladores do tipo proporcional
derivativo e/ou proporcional integral que ndo utilizam a in-
versa de R explicitamente. Para determinar os pardmetros
necessarios para estabilidade do sistema (equivalente a con-
vergéncia do algoritmo de resolugdo de (1)), é usada a mesma
técnica aplicada em Bhaya e Kaszkurewicz (2004) para ana-
lisar os métodos iterativos do tipo Krylov.

3.1 Controlador proporcional e derivativo
(PD)

O sistema (3), representado na forma de diagrama de blo-
cos na figura 1, leva a interpretacdo de um método ite-
rativo como um sistema de controle realimentado (planta
{I,I,R, 0} com controlador em configuracéo de realimen-
tacdo unitaria). O controlador proporcional e derivativo (de-
rivada do estado) é tal que ux = argr + Br Awy, sendo que
Awj = wi, — wy_1. Portanto, definindo

Pr =8k + Tk (Wr — Wi_1) 4)

o sistema (3) resulta em

Ui = QkPk

Wit1 = Wi + QxDk

8k+1 = 8k — axRpy )
Br = Yk

Pk+1 = 8k+1 + BkPk,

onde ay, € 0 ganho proporcional e 35 0 ganho derivativo. A
figura 2 mostra o diagrama de blocos da planta linear com
o controlador discreto proporcional e derivativo em malha
fechada.

Note que, considerando 0s parametros o, € 3 oMo varia-
veis de controle e tomando g; € px como as varidveis de
estado, o sistema a ser controlado é do tipo bilinear. Isto é, 0
sistema € linear no controle se o estado é mantido constante,
e linear no estado se o controle é mantido constante.

8r+1 = 8k — axRpy (©)
Pk+1 = 8k+1 + BkPk
O objetivo de controle é escolher os escalares oy, e G para

levar os vetores de estado g, € py a zero. Uma vez que o pa-
rametro «;, ndo é identicamente nulo, pode-se ver facilmente
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Controlador PD Planta Linear

Figura 2: Diagrama de blocos da Planta Linear com um con-
trolador PD. Os parametros ay, e By do controlador séo cal-
culados conforme as equacdes (11) e (16) para matrizes R
spd.

que o equilibrio do sistema bilinear (6) se localiza na origem
gr = pr = 0 para todo k. A escolha dos pardmetros o
e O é feita em duas etapas. Na primeira, a partir de uma
CLF, determina-se o valor de «;, que leva ao decrescimento
de alguma norma de g;. Na segunda, uma outra fungdo de
Liapunov orienta a determinacéo de ), que resulta no decres-
cimento de alguma norma de p,. A conclusdo é que ambos
0s vetores g € pi convergem para zero, como desejado.

Supondo que a matriz R. é simétrica positiva definida, a CLF
escolhida para a determinacéo de «, € dada pela equacéo (7).
Note que a escolha da CLF é arbitraria e que cada escolha
diferente de CLF resulta em um algoritmo diferente.

Ve (k) = (gr, R 'gx). (7

Pela teoria de Liapunov (Slotine e Li (1991) e Khalil (2002))
o equilibrio de (6) sera assintoticamente estavel se

AV Ve(k+1)— Vg(k)

= (gr+1, R grr1) — (g8, R7'gr) < 0. (8)

Substituindo o residuo de (6) em (8) e simplificando resulta:
AVg = —204(gk, Pr) + i (Pk, RD&). 9)

O valor de o, que minimiza AV é determinado através de
sua derivada fazendo:

OAV
3 £ = —2(gy, Pr) + 204 (P, Rpy) = 0. (10)
Qg
Portanto,
<gka Pk>
o = ———", 11
¢ = b Rpy) D
Substituindo (11) em (9) resulta:
<gk7pk>2
AV, = — 22220 < (). 12
& (Pr, Rpg) (12)

Prosseguindo na determinagdo dos pardmetros estabilizantes
do sistema (6), escolha-se a CLF

Vi (k) = (Px, Rpx), (13)

para orientar o calculo de 3. Portanto tem-se

Vo(k+1) = (Prs1, RPry1)
= (8k+1 + OrPr, R(8rt1 + BrPr))
= (8k+1,RErt1) + 20k(8k+1, RPK) +
+ (87 — 1)(px, Rp) + (P, Rpx),
o que implica que:

AVp = (gky1, Rekr1) + 20k (8k+ 1, RPx) + (B7 — 1)(pr, Rpy)-

(14
Seguindo o mesmo raciocinio de funcédo 6tima de Liapunov,
calcula-se

AV,

= 2(8k+1, Rpi) + 26k (Pr, Rpr)  (15)
0Bk
assim, < >
gk+1, Rps
= =T~ 16
= o Rpg) 10

é uma escolha 6tima (torna OAV, /93;, 0 mais negativo pos-

sivel) que resulta em

{gr+1, Rpr)?
(Px, Rpy)

De (12) e pela equivaléncia de normas, pode-se concluir que

g decresce em qualquer norma induzida. Portanto, (17) im-

plica que px+1 decresce na norma induzida pela matriz R.

2 2 2
llPe+1llr = llgk+1llR — < llgk+1llm- (17)

Note que o pseudocédigo do método iterativo decorrente do
controlador PD, mostrado no algoritmo 1, corresponde ao
método do gradiente conjugado (CG). Vale ressaltar que o
método utilizado para a derivagao dos parametros oy, € 3, do
método CG, apresentada neste trabalho, permite ter uma no-
cao da robustez do método CG. A andlise por uma CLF, ao
contrario da analise padréo (por exemplo Saad (1996)), ndo
utiliza nenhuma informagcéo sobre as propriedades do residuo
g ou do vetor py (como a ortogonalidade do residuo gy, isto
é ggﬂgk = 0). Isto indica que, em uma implementacéo de
preciséo finita, mesmo que as propriedades como a ortogo-
nalidade sejam perdidas, a escolha dos parametros «, € Gk
conforme as equacdes (11) e (16) garante o decrescimento
das normas de gy, e de p; ponderadas respectivamente pelas
matrizes R~! e R. Na presenca de ortogonalidade, pode-se
mostrar que os pardmetros «y, e 3, dadas pelas equagdes (11)
e (16) séo iguais aos pardmetros comumente encontrados na
literatura (Hestenes e Stiefel, 1952).

Algoritmo 1

Calcular gg = b — Rwg, po = g0
Parak =0,1,...,até convergéncia
_ _(8K,Pr)

A% = Tp..Rpi)

Wit1 = Wi + akPk

gr+1 = 8r — o Rpy

__ (8r+1,RPk)
P = (Px,RpPk)
Phi+1 = 8kt1 + BiPk
Fim
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Para garantir a ortogonalidade dos residuos do método CG
padrédo, é necessario inicializar os vetores tais que pg = go
(Hestenes e Stiefel, 1952). Para ilustrar o problema gerado
pela perda de ortogonalidade dos residuos do método CG pa-
drao, implementa-se o algoritmo 1 e 0 método CG padrdo
(veja, por exemplo, Saad (1996)) e compara-se 0 desempe-
nho dos algoritmos quando py = cgo, ¢ uma constante real.
Neste exemplo, as matrizes séo escolhidas tais que:

2 —1 0 1 0
R=| -1 2 —1|,b=|1]|,wo=]0
0 -1 2 1 0

Neste caso, note que go = b, a tabela 1 apresenta o de-
sempenho dos métodos. O critério de parada é dado pela
condicdo ||gx|| < 1073, e 0 nlmero maximo de iteragdes é
igual a 50. Note que em todos os casos da tabela 1 ocorre
uma perda de ortogonalidade dos residuos dos algoritmos,
exceto quando py = go. Portanto, para a implementacdo
padrdo do CG, pode-se ver que, na auséncia de ortogonali-
dade, quanto maior a razdo ||po||/||go|| menor serd a taxa
de convergéncia, e quando ||po|| — 0, 0 algoritmo perde a
convergéncia. Em outras palavras, na auséncia de ortogona-
lidade dos residuos do método CG padrao, a escolha de uma
passo inicial «g resulta em uma convergéncia lenta do algo-
ritmo enquanto a escolha de «y grande provoca a divergéncia
do método. Por outro lado, o algoritmo com parametros de-
terminados via CLF apresenta uma robustez no sentido da
estabilidade de Liapunov.

3.2 Controlador proporcional e integral

(P1)

A forma geral do controlador discreto proporcional e integral
uy, = argr + Ok Zf:o gi, onde o primeiro termo é deno-
minado termo proporcional e o segundo, termo integral. Isto
pode ser reescrito na forma da seguinte equacgéo de estados

(18)

Adk+1 = 9k + 8k
ug = kiqg

Introduzindo este novo estado ‘integrador’ em (3), o sistema
resulta em
Wh41 = Wi + 0Pk
gk+1 = 8k — . Rpy
Qi+1 = 8k + Sk
Pk+1 = 8k+1 T Vedk+1
onde a, é 0 ganho proporcional, q; representa o estado do
integrador, 55 € um ganho introduzido para que o estado do
integrador seja nulo em regime permanente, px é um estado
auxiliar e v multiplicado por o, representa o ganho integral,
conforme mostra a figura 3.

(19)

A analise do sistema com controlador Pl é semelhante a do
sistema com controlador PD. O sistema bilinear considerado

Cond. Ini. | Método | IteragBes llgkll
CGCLF 2 0
Po = 8o cG > 0
CGCLF 2 0
Po = 280 CG 13 508 x 107
CGCLF 2 0
Po =580 g 3% [ 943 x 107
CGCLF 2 0
Po = 20go CG 50 167 x 102
CGCLF 2 0
Po = 0.580 —¢5 50 1.76
CG CLF 2 1.57 x 10~16
po =0.280 —¢& 50 1.03 x 10D

Tabela 1: Comparacdo do desempenho do método CG utili-
zando parametros determinados via CLF com o método CG
assumindo ortogonalidade. A perturbacdo é gerada na ini-
cializacdo do vetor py. Neste caso pg é escolhido aleatoria-
mente (normalmente py = go). O algoritmo com parametros
determinados via CLF apresenta uma robustez no sentido da
estabilidade de Liapunov engquanto o algoritmo tradicional
perde a convergéncia. O nimero maximo de iteragGes é 50 e
o critério de parada é ||g|| < 1073.

Controlador PI

; Planta Linear

Figura 3: Diagrama de blocos da Planta Linear com um con-
trolador PI. Os parametros ay, Ok € 7% do controlador sdo
calculados conforme as equacdes (21), (22) e (23) para R
spd.

neste caso é dado por:

gr+1 = 8k — . Rpy
Qk+1 = 8k + Brdk
Pk+1 = 8k+1 T VkAk+1-

(20)

Utilizando a mesma CLF, Vg (k) dada pela equacéo (7),
pode-se mostrar facilmente que as escolhas

_ <gkapk>

“ = Ton.Rpy &)
_ (s, Ray) 29

% = la.Ral) 22
_ (gr+1, Rak1)

T T ldee Rage) 23)
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resultam em

<gkapk>2
AV, = ————7——<0 24
; (o Rpr) @4
2 _ - <gkaqu>2

< lerllk (25)

2 2 _ (gr+1, Rakt1)”

IIPr+1llR llgr+1llr (ot 1, Retps1)
< lgrsilla (26)

respectivamente.

O método de projeto de controlador Proporcional Integral
(PI) proposto resulta no algoritmo 2, apresentado na forma
de pseudocédigo. Note que os parametros ay, Or € vx do
método s&o também determinados atraves de CLF’s sem uti-
lizar nenhuma propriedade dos vetores gi, pr € qx. Isto
sugere que, em aplica¢Bes nas quais ndo se pode garantir a
propriedade bésica pg = go (que, por sua vez garante a orto-
gonalidade dos residuos), seria vantajoso utilizar os métodos
variantes CG-CLF e PI-CLF, ao invés de utilizar o CG pa-
drdo, que poderia divergir.

Algoritmo 2
Calcular ro = b — Rwo, po = g0, d0 # &0

Parak =0,1,...,até convergéncia
_ _(8k.Pw)
Xk = <Pk,RPRk> \
M
B = ar,Rqx)

Wei1 = Wk + akPk
gr+1 = 8k — o Rpy

de+1 = Sk + Beqk
— _ (er+1,Rakt)
Tk = (dr+1,Rar+1)
Pi+1 = 8k+1 + Vkdk+1
Fim

O algoritmo 2 apresenta um produto matriz/vetor a mais que
o algoritmo 1. Porém, o pseudocodigo pode ser reorga-
nizado notando que B = ~yr—_1, portanto qx+1 = g +
Ye—1dr = Pk. Isto implica que px+1 = gr+1 + YkPxk €
Ve = M Neste caso, o algoritmo 2 corresponde
ao método Jo gradlente conjugado (algoritmo 1), a menos da
inicializacdo. Em geral, os algoritmos 2 e 1 apresentam o
mesmo desempenho porém, podem existir casos em que essa
diferenca na inicializacdo resulte em uma diferenca no de-
sempenho dos dois algoritmos. Vale ressaltar que o método
CG pode entdo ser interpretado como um sistema dinamico
constituido pela planta linear {I,I, R, 0} com um controla-
dor proporcional e integral variante no tempo em realimen-
tacdo unitaria.

x(k) JW%

4,

Figura 4: Filtro adaptativo de resposta finita ao impulso.

4 APLICACAO EM FILTRAGEM ADAPTA-
TIVA

O problema de filtragem adaptativa consiste basicamente em
determinar o valor atual de um sinal variante no tempo, a
partir de valores passados deste mesmo, corrompidos por um
ruido (também variante no tempo). A realizacdo mais basica
de um filtro adaptativo é obtido através da forma direta de fil-
tro digital de resposta finita ao impulso (FIR), como ilustrado
na figura 4, cuja saida é dada por

M
k)= wi(k)a(k —i) =w'(k)x(k)  (27)
1=0
onde x(k) = [z(k) z(k — 1) -+ z(k — M)]T e w(k) =

[wo (k) w1 (k) --- war(k)]T sdo os vetores de entrada e de
pesos respectivamente, e M é a dimensdo do tap do filtro
(ndmero de atrasadores). Uma das funces objetivo mais uti-
lizadas para ajustar os pesos de um filtro adaptativo é o erro
médio quadratico definido como

F(e(k)) = &(k) = Ele*(k)]
= E[d*(k) - 2d(k)y(k) + (k)] (28)
onde e(k) = d(k)—y(k), y(k) é a saida do filtro adaptativo e

d(k) é o sinal desejado (Haykin, 1991). Neste caso, a fungéo
objetivo pode ser reescrita como
Ble?(k)] = £(k)
= E[d?(k) — 2d(k)w™ (k)x(k) + wT (k)x(k)xT (k)w(k)]
= B[d*(k)] — 2E[d(k)wT (k)x(k)] + E[w™ (k)x(k)x" (k)w (k)]
(29)
Portanto, para um filtro com coeficientes fixos, a funcdo do
erro médio quadréatico é dada por

€= E[d*(k)] - 2w’b + wIRw (30)
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onde b = E[d(k)x(k)] é o vetor de correlagdo cruzada
entre a resposta desejada e o sinal de entrada, e R =
E[x(k)xT (k)] é a matriz de autocorrelagdo do sinal de en-
trada. Como a funcéo objetivo ¢ é uma funcéo quadratica do
vetor de pesos w, 0 problema de minimizar £ é equivalente
ao problema de achar w tal que

gw=Ve= 5 — _oh412Rw=0. (31
ow
Pela equacio (31) e notando que 2% = R > 0, pode-se

dizer que o vetor w* tal que Rw* = b é 0 argumento que
minimiza a funcéo objetivo £. Em outras palavras, w* é so-
lucdo de

min{¢ = Eld*(k)] - 2w'b+w Rw}.  (32)
Para resolver o problema da equacéo (32), métodos iterativos
tais como 0 método CG podem ser utilizados, como mos-
trado em Boray e Srinath (1992) e Chang e Willson (2000).
Em Boray e Srinath (1992) as matrizes R e b s8o estimadas
utilizando uma janela deslizante de dados. Neste caso o gra-
diente da funcédo objetivo é estimado por uma média de n.,
valores passados conforme a seguinte equacao

s = () 30 wTx) - ()

(33)
Note que para cada amostra & serdo necessarios min(M, n.,)
iteracOes para a convergéncia do algoritmo CG. Portanto, a
escolha de n,,, a janela sobre qual a média do gradiente da
funcdo custo é avaliada, tem um impacto direto sobre a con-
vergéncia dos pesos do filtro. Desta forma, um aumento na
dimensao do tap e/ou dos dados de entrada causa diretamente
um aumento no custo computacional do método, podendo
ultrapassar o custo computacional da inversdo da matriz R.
No trabalho de Chang e Willson (2000), uma modificacéo é
feita utilizando uma janela de dados exponencialmente de-
crescente. Esta modificacdo permite realizar apenas uma ite-
racdo a cada amostragem, porém para manter a convergén-
cia é necessario a introducdo de um fator 7, determinado ex-
perimentalmente, no calculo do pardmetro oy, e do método
Polak-Ribiere para o célculo do parametro ;. Neste traba-
lho mostra-se através de simulacdes que, utilizando os méto-
dos desenvolvidos por CLF’s, ndo é necessario a introducéo
de nenhum fator empirico e/ou de nenhum outro método ndo
linear para garantir a convergéncia dos métodos em ambien-
tes variantes no tempo.

Utilizando a janela de dados exponencialmente decrescente,
proposta por Chang e Willson (2000), as fun¢des de autocor-
relacdo e de correlacdo cruzada séo dadas por

Ryt ArRy + Xk+1XZ+1 (34)
bri1 = Arbr +dpp1Xp4a (35)

onde Ay é o fator de esquecimento. Para um processamento
amostra por amostra, pode-se achar uma formula recursiva
do vetor de residuo utilizando as equagdes (2), (34) e (35):

bir1 — Ret1Wit
= A8k — axRpp1pr +
+ Xpy1(diy1 — Xgﬂwk)-

8k+1

(36)

Introduzindo as equacdes (34), (35) e (36) nos algoritmos 1
e 2, obtém-se as versdes para filtragem adaptativa dos algo-
ritmos CG e PI, apresentadas nos algoritmos 3 e 4.

Algoritmo 3 Método CG-CLF para filtros adaptativos
Calcular Ry = xox? , bg = doxo
Calcular g0 = bg — R()W(), Po = 8o
Parak=0,1,...,N-1
Ry = )\ka + Xk+1XZ+1
— __(8kPr)
Ok = Br.Ryi1pr)
Wi41 = Wi + 0Pk
ght1 = A\r8k — xRy 1Prt
+ Xk (di1 — X[ W)

Be = — (8k+1,Rk+1Pk)

k= (Px,Ri+1Pk)

Pr+1 = 8kt1 + BiPk
Fim

Algoritmo 4 Método PI para filtros adaptativos
Calcular Ry = X()XOT, by = dyxg

Calcular g = by — Rowo, Po = 80,90 # Lo
Parak=0,1,...N-1

6’ _ _ {(er.Reak)
k (ak,Rrqk)
T
Rk+1 = )\ka + Xk+1Xk 41
— __(8Pr)
Y%k = Tpr.Ryt1Pr)

Wi41 = Wi + 0Pk
8kt1 = A8k — s Rpp1Pr+
+ Xpy1(dres1 — X}, W)

Qk+1 = 8k + Brak
_ {gr+1,Ret19k+1)
Te+1 = (ak+1,Re419k41)
Pi+1 = 8k+1 + Vk+19k+1
Fim

Note que o algoritmo 3 ndo introduz nenhum custo computa-
cional adicional em relacdo ao algoritmo de Chang e Willson
(2000) enquanto o algoritmo 4 envolve a computagdo adici-
onal de um produto matriz/vetor.

5 SIMULACOES

Varias simulages sdo feitas utilizando as trés configuracGes
bésicas (Sayed, 2003) e (Haykin, 1991): Equaliza¢do, lden-
tificacdo de sistema e Predicdo linear. Note que, em todos
0s casos simulados neste artigo, a diferenca entre as varia-
¢Oes do método CG (algoritmos 1 e 2) ndo resulta em uma
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Figura 5: Diagrama de blocos do equalizador adaptativo.

diferenca significativa no desempenho dos algoritmos 3 e 4.
Portanto, apenas o desempenho do algoritmo 3 sera apresen-
tado.

5.1 Equalizador adaptativo

A figura 5 mostra o diagrama de blocos do equalizador adap-
tativo transversal utilizado para equalizar a distor¢do intro-
duzida por um canal de banda limitada. O exemplo é tirado
de Haykin (1991). A entrada do sistema é uma sequéncia
aleatoria {a(k)} com valores £1, portanto de média nula. A
seqliéncia é distorcida por um canal de resposta em freqiién-
cia dada por

h(k) = =[1+ cos(2n(k—2))/W],

k>3

k=1,2,3
@7

1

2
= 0,
onde W controla a amplitude da distor¢do no canal. Um
aumento em W causa um aumento da distor¢do do canal e
resulta no aumento do espalhamento p dos autovalores da
matriz de autocorrelagdo R das entradas do equalizador. O
canal é corrompido por um vetor de ruido branco aditivo de
média nula e varianga o2. O equalizador é composto por 11
taps. Como a resposta ao impulso do canal é simétrica em
relacdo a k = 2, os pesos dos taps do equalizador s&o simé-
tricos em relagdo ao sexto tap. Desta forma, a entrada {a(k)}
do canal é atrasada por 7 amostras para gerar a resposta dese-
jada do equalizador. A experiéncia é feita com dois valores
de W, 2.9 e 3.5, que resultam em espalhamentos p de R
iguais a 6.07 e 46.821 respectivamente. Nas figuras 6, 7, 8, e
9 mostra-se as curvas de aprendizado, grafico do erro ins-
tantaneo quadratico e?(k) = (dx — yx)? (onde dj, € o sinal
desejado e ¥, € asaida do equalizador) em funcéo da iteracdo
k, dos equalizadores dos algoritmos 3, Polak-Ribiere (Chang
e Willson, 2000), CG padrdo (Boray e Srinath, 1992) e RLS
(Haykin, 1991) respectivamente. Os parametros escolhidos
neste exemplo sdo tais que Ay = n = 0.99 e o = 0.001 e
o0 ensemble é constituido por 200 amostras independentes. A
tabela 2 apresenta os valores de regime para quais converge
o0 erro médio quadratico dos equalizadores em funcéo de W
apos aproximadamente 40 iteracdes. Nota-se que os dois mé-
todos propostos neste trabalho apresentam um desempenho

—W=29
- — —W=35

10

SNMr NS N A oA JNANN TSN LA A

10°F

10” I I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 6: Curva de aprendizado do equalizador adaptativo
utilizando o método CG determinado por CLF’s. O erro
médio quadréatico converge para valores de regime iguais a
1.74 x 107%e 1.68 x 10~ paraW = 2.9e W = 3.5 res-
pectivamente. Note que a taxa de convergéncia ndo depende
de quanto o sinal de entrada é perturbado.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 7: Curva de aprendizado do equalizador adaptativo
utilizando o método CG Polak Ribiere de Chang e Willson
(2000). O erro médio quadratico converge para valores de
regime iguaisa 1.69 x 107 %e 1.63 x 10~* paraW = 2.9¢e
W = 3.5 respectivamente. Note que a taxa de convergéncia
ndo depende da amplitude da perturbac&o.

comparavel ao método de Chang e Willson (2000) e ao mé-
todo RLS. No caso do método CG padrdo, como é realizado
apenas uma iteracéo para cada par (Ry, by ), seria necessario
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Figura 8: Curva de aprendizado do equalizador adaptativo
utilizando o método CG padréo de Boray e Srinath (1992). O
erro médio quadréatico converge para valores de regime iguais
al.36 x1071e2.62x 107! paraW = 2.9e W = 3.5 res-
pectivamente. Note que a taxa de convergéncia ndo depende
da amplitude da perturbacéo.
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Figura 9: Curva de aprendizado do equalizador adaptativo
utilizando o0 método RLS Haykin (1991). O erro médio qua-
drético converge para valores de regime iguais a 1.40 x 10~°
e1.20 x 10~* paraW = 2.9e W = 3.5 respectivamente.
Note que a taxa de convergéncia ndo depende da amplitude
da perturbacéo.

fazer pr = gi em cada iteracdo (isto corresponde a reiniciar
0 método CG tal que pg = go a cada iteracdo k) para ga-
rantir a ortogonalidade dos residuos gerados. Portanto, no-

Equalizador W =29 W =35
CG-CLF 1.74 x 1076 | 1.68 x 1071
SD-CLF 1.82x 1076 | 3.70 x 1073

Polak-Ribiére | 1.69 x 10~% | 1.63 x 10~ *
CG 1.36 x 1071 | 2.62 x 1071
RLS 1.40 x 1079 | 1.20 x 1074

Tabela 2: Erro médio quadratico dos equalizadores em fun-
cdo de W. Os métodos propostos neste trabalho apresentam
um desempenho comparavel ao método de Chang e Willson
(2000) e ao método RLS.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 10: Curva de aprendizado do equalizador adaptativo
utilizando o método SD. O erro médio quadratico converge
para valores de regime iguais a 1.82 x 107% e 3.70 x 1073
para W = 2.9 e W = 3.5 respectivamente. Note que a taxa
de convergéncia ndo depende de quanto o sinal de entrada é
perturbado.

tando que pr = gk + Brk—1Pk—1, pode-se dizer que ocorre
uma perda de ortogonalidade dos residuos (ggﬂgk # () do
método CG padrdo (Hestenes e Stiefel, 1952) utilizado em
Boray e Srinath (1992), causando um desempenho pior do
método.

A partir desta constatacdo, propde-se uma outra modificacdo
do método CG no algoritmo 5. A modificacdo consiste em
substituir o ultimo passo do método CG por pr+1 = Sk+1,
isto equivale a substituir no algoritmo todo o vetor pj por
gr. Vale ressaltar que esta nova modificagdo do método CG
resulta no método Steepest Descent (SD). A figura 10 e a ta-
bela 2 apresentam respectivamente a curva de aprendizagem
e os valores de regime do método SD. Pode-se notar que o
SD-CLF e os outros métodos convergem para o mesmo valor
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Figura 11: ldentificacdo de uma planta dindmica desconhe-
cida por filtro adaptativo com tap atrasador. Os dados de
entrada u e 0s pesos do tap w séo reais (Haykin, 1991).

de erro médio quadratico em regime, porém a taxa de con-
vergéncia do método SD-CLF é menor e é inversamente pro-
porcional ao espalhamento p dos autovalores da matriz de
autocorrelagdo (quanto maior p, menor sera a taxa de con-
vergéncia). Vale ressaltar que, mesmo que tenha uma taxa
de convergéncia menor que 0 método RLS em um ambiente
variante no tempo, o método SD-CLF pode ser utilizado em
casos onde 0 método LMS (que possui uma taxa de conver-
géncia comparavel, mas com erro médio quadratico de re-
gime maior e custo computacional maior) € aplicavel.

Algoritmo 5 Método SD para filtros adaptativos
Calcular Ry = X()XOT, by = doxg
Calcular gg = by — Rowy

Para k = 0,1,.(. N > 1
— 8k,8k
Ok = (gr,Rer18k)
Wi41 = Wi + 08k

Rk+1 = /\ka + Xk+1XZ+1
8kt1 = A8k — o Rpp18r+
+ Xpy1(dres1 — X}, W)
Fim

Também note que o algoritmo 5 tem menos passos € um custo
computacional menor que os algoritmos de Chang e Willson
(2000), Boray e Srinath (1992) e RLS.

5.2 ldentificacao de Sistema

Na configuragdo de identificacdo de sistema considera-se que
a planta desconhecida é um filtro de resposta ao impulso fi-
nita (FIR) de ordem 20 e o sinal de entrada é um ruido branco
Gaussiano de varianca 02 = 1. A figura 11 mostra o di-
agrama de blocos da configuragdo de identificacdo de sis-
tema. As figuras 12, 13, 14, 15, e 16 mostram as curvas
de aprendizado dos filtros adaptativos utilizando respectiva-

10
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Figura 12: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de identificagdo de sistema utilizando o0 método CG
determinado por CLF’s. O erro médio quadratico converge
para um valor de regime igual a 1.35 x 1072

mente os métodos dos algoritmos 3, 5, Polak-Ribiere (Chang
e Willson, 2000), CG padréo (Boray e Srinath, 1992), e RLS
(Haykin, 1991) na configuracdo de identificacdo de sistema.
Neste caso o ensemble é constituido por 100 amostras inde-
pendentes. A tabela 3 apresenta os valores apresenta os va-
lores de regime para quais converge o erro médio quadratico
dos filtros adaptativos apds aproximadamente 40 iteracGes.
Como no caso do equalizador adaptativo, nota-se que 0s mé-
todos propostos neste trabalho e 0 método Polak-Ribiere de
Chang e Willson (2000) apresentam um desempenho compa-
ravel ao método RLS. Por outro lado a perda de convergén-
cia do método CG padréo de Boray e Srinath (1992), devido
a perda de ortogonalidade dos residuos, € mais acentuada na
configuragdo de identificacdo de sistema.

Filtro Adaptativo | Erro Médio Quadrético
CG-CLF 1.35 x 1072
SD-CLF 1.35 x 102

Polak-Ribiére 1.36 x 10~2
CG 5.05 x 1071
RLS 6.90 x 1073

Tabela 3: Erro médio quadratico dos filtros adaptativos na
configuragdo de identificacdo de sistema. Os métodos pro-
postos neste trabalho apresentam um desempenho compara-
vel ao método de Chang e Willson (2000) e ao método RLS.
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Figura 13: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de identificacdo de sistema utilizando o método SD
determinado por CLF’s. O erro médio quadratico converge
para um valor de regime igual a 1.35 x 10~2.
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Figura 14: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de identificagdo de sistema utilizando 0 método CG
Polak Ribiere de Chang e Willson (2000). O erro médio qua-
drético converge para um valor de regime igual a 1.36x 10 2.

5.3 Predicao Linear

A terceira configuracdo de filtro adaptativo simulada neste
trabalho é o cenario de predicédo linear. A figura 17 mostra
a configuracdo do filtro adaptativo de 2 taps no scenario de
predicdo linear. As entradas dos taps u(k — 1) e u(k —2) séo
extraidas do processo autoregressivo (AR) de valores reais

I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 15: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de identificagdo de sistema utilizando o0 método CG
padrdo de Boray e Srinath (1992). O erro médio quadratico
converge para um valor de regime igual a 5.05 x 10~
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Figura 16: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de identificagcdo de sistema utilizando o método
RLS (Haykin, 1991). O erro médio quadratico converge para
um valor de regime igual a 6.90 x 1073,

dada pela seguinte equacéo

u(k) + aqu(k — 1) + agu(k — 2) = v(k) (38)
onde v(k) é um ruido branco de média nula e varianga 2.
Os valores de a; € ao s8o determinados pelo espalhamento
dos autovalores da matriz de autocorrelacdo dos dados de en-
trada. Para uma tentativa do experimento, sdo obtidas 500
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Figura 17: Diagrama de blocos de um filtro adaptativo na
configuragdo de predicéo linear.

amostras do ruido branco {v ()} a partir de um gerador de
nameros aleat6rios de média nula e varianga ajustavel. O
ensemble é constituido por 200 tentativas independentes e
0 experimento é feito para valores de espalhamento p = 3
e p = 10. As figuras 18, 19, 20, 21, e 22 apresentam as
curvas de aprendizagem dos filtros adaptativos no cenario
de predicdo linear. A tabela 4 apresenta os valores de re-
gime para quais converge o erro quadratico dos preditores
lineares. Neste caso também, nota-se que os métodos pro-
postos neste artigo apresentam propriedades de convergéncia
comparaveis aos métodos Polak-Ribiere de Chang e Will-
son (2000) e RLS. Vale ressaltar que a convergéncia lenta
do método SD-CLF, que depende do espalhamento dos au-
tovalores, observado no caso do equalizador adaptativo, ndo
ocorre. Para o método CG padréo, a perda de ortogonalidade
resulta em uma perda de convergéncia para pequenos valo-
res de espalhamento. A tabela 5 compara a porcentagem de
desajuste definida como

Jmin

; (39)

onde J., € o valor esperado do erro médio quadratico em
regime € J,,;n, € 0 erro médio quadratico minimo (Boray e
Srinath, 1992).

6 CUSTO COMPUTACIONAL

Para determinar o custo computacional dos métodos consi-
derados neste artigo, determina-se 0 nimero de operagdes
bésicas (adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) de ponto
flutuante (FLOP) realizadas. A tabela 7 apresenta a compa-
racdo do custo computacional dos novos métodos propostos
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Figura 18: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de predicéo linear utilizando o método CG deter-
minado por CLF’s. O erro médio quadratico converge para
valores de regime iguais a 4.27 x 1072 e 1.02 parap = 10 e
p = 3 respectivamente.
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Figura 19: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de predicéo linear utilizando o método SD deter-
minado por CLF’s. O erro médio quadratico converge para
valores de regime iguais a 4.27 x 1072 e 1.02 parap = 10 e
p = 3 respectivamente.

neste artigo com os métodos RLS (algoritmo 6), CG padrao
de Boray e Srinath (1992) e Polak-Ribiére de Chang e Will-
son (2000).

Como ja dito anteriormente, o método SD-CLF é o método
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Figura 20: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de predicéo linear utilizando o método CG Polak
Ribiere de Chang e Willson (2000). O erro médio quadratico
converge para valores de regime iguais a 4.28 x 1072 e 1.02
para p = 10 e p = 3 respectivamente.
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Figura 21: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de predicéo linear utilizando o método CG padrédo
de Boray e Srinath (1992). O erro médio quadratico con-
verge para valores de regime iguais a 5.55 x 1072 e 80.38
para p = 10 e p = 3 respectivamente.

que possui menos etapas e portanto tem custo computacional
menor. O método CG padrdo apresenta um custo compu-
tacional menor que o método CG-CLF, com uma diferenca
correspondente ao custo do calculo de um produto interno
(2M — 1). Os métodos Polak-Ribiere de Chang e Willson

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 22: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na
configuragdo de predicdo linear utilizando o método RLS
(Haykin, 1991). O erro médio quadratico converge para va-
lores de regime iguais a 4.08 x 1072 e 0.95 parap = 10 e
p = 3 respectivamente.

Preditor linear p=10 p=3
CG-CLF 427x1072 | 1.02
SD-CLF 4.27x 1072 | 1.02

Polak-Ribiére | 4.28 x 1072 | 1.02

CG 5.55 x 10~2 | 80.38
RLS 4.08 x 1072 | 0.95

Tabela 4: Erro médio quadratico dos filtros adaptativos na
configuragdo de predicéo linear. Os métodos propostos neste
trabalho apresentam um desempenho comparével ao método
de Chang e Willson (2000) e ao método RLS.

P | Jmin CG-CLF | SD-CLF | PR. CG
3 | 0.0731 12.95 12,95 | 12.95 | 1098.59
10 | 0.0322 0.33 0.33 0.33 0.72

Tabela 5: Porcentagem de Desajuste M (%)

(2000) e RLS, por realizarem mais operacfes com vetores
e/ou matrizes, apresentam um custo computacional maior
que 0s métodos propostos neste artigo.

7 CONCLUSAO

Neste artigo, 0s métodos iterativos de resolugdo de sistemas
lineares de equacGes sdo analisados do ponto de vista da te-
oria de controle. O problema da resolucdo da equacéo li-
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Método FLOP
CG-CLF 5M? +17TM — 2
SD-CLF 5M? 4+ 13M — 2

Polak-Ribiére | 5M?2 +20M — 2
RLS 6M?2 +6M + 2
CG 5M? +15M — 1

Tabela 6: Comparacdo do custo computacional dos métodos.

Algoritmo 6 Método RLS para filtros adaptativos
Wo = 0

Calcular Py = 61

Parak=0,1,...,N-1

—1
Vi = T e
Q1 = dg1 — Wi Xpp1
Wit1 = W + Vi1 QK41
Pk+1 = )\_IPk — )\_lvk+1x£+1Pk
Fim

near Rw = b é transformado em um problema de regula-
cdo de sinal e, o processo iterativo € representado por um
sistema dindmico constituido pela planta linear {I,I, R, 0}
e um controlador em malha fechada. Esta formulagdo per-
mite desenvolver métodos iterativos robustos utilizando téc-
nicas de controle do tipo PI/PD com parametros variantes no
tempo e funcgdes de Liapunov para determinar esses parame-
tros. Vale ressaltar que, com a ordenacdo adequada das eta-
pas e na presenca de ortogonalidade dos residuos, 0 método
PI corresponde ao método CG padrdo com uma inicializagao
diferente.

Estes métodos iterativos sao aplicados na determinagdo dos
pesos 6timos de filtros adaptativos em cenarios de equaliza-
cao, identificacdo de sistemas e predicdo linear como ja feito
em Boray e Srinath (1992) e Chang e Willson (2000) com o
método CG. Chang e Willson (2000) analisam um sistema li-
near variante no tempo, entretanto utilizam a formula Polak-
Ribiere, desenvolvida para funcbes ndo lineares gerais, para
determinar um dos pardmetros necessarios para a convergén-
cia. Dentro desta perspectiva, este artigo propde uma analise
que utiliza a estrutura linear do sistema variante no tempo
(Rw = b) e a estrutura bilinear especifica dos sistemas que
surgem na analise do método CG aplicado a esta situacao.
Mostra-se através de varias simula¢es que os métodos pro-
postos neste artigo apresentam um desempenho comparavel
aos métodos RLS e Chang e Willson (2000). Uma das van-
tagens dos métodos propostos, em relagéo aos dois supraci-
tados, € o fato de determinar os pesos 6timos dos filtros sem
determinar explicitamente a inversa da matriz de autocorre-
lacdo R e sem utilizar técnicas ndo lineares e/ou parametros
determinados empiricamente. A prova sistematica da con-
vergéncia dos métodos iterativos para sistemas lineares va-

riantes no tempo sob hipoteses adequadas € um tépico sob
investigacoes.
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Abstract—
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The standard conjugate gradient (CG) method uses orthogonality of the residues to simplify the

formulas for the parameters necessary for convergence. In adaptive filtering, the sample-by-sample update of the
correlation matrix and the cross-correlation vector causes a loss of the residue orthogonality in a modified online
algorithm, which, in turn, results in loss of convergence and an increase of the filter quadratic mean error. This
paper extends a recently proposed optimality and convergence proof of the degenerated CG method to the case
of linearly constrained adaptive filtering, and proposes a constrained Steepest Descent (CSD) method.

Keywords—

1 Introduction

The Conjugate Gradient (CG) is considered to
be one of the best iterative methods for lin-
ear systems of equations with symmetric positive
definite (spd) coefficient matrices (Saad, 1996).
The standard CG method uses orthogonality of
the residues to simplify the formulas for the pa-
rameters necessary for convergence (Hestenes and
Stiefel, 1952). In applications such as adaptive fil-
tering, the sample-by-sample update of the cor-
relation matrix and the cross-correlation vector
causes a loss of the residue orthogonality in a
modified online algorithm. This loss of orthog-
onality results in loss of convergence and an in-
crease of the filter quadratic mean error (Diene
and Bhaya, 2006). Boray and Srinath (1992) pro-
posed a minimization of the output-error energy
of an adaptive finite impulse response (FIR) filter
by using the CG method with a sliding data win-
dow. In this case, several CG iterations are made
at each sample. Chang and Willson (2000) pro-
posed an alternative degenerated CG method in
which an exponentially decaying window performs
only one iteration of the CG method at each sam-
ple and leads to an algorithm with performance
comparable to the RLS algorithm. Using the re-
cently proposed control Liapunov (CLF) analysis
of the CG method viewed as a dynamic system in
the standard feedback configuration (Bhaya and
Kaszkurewicz, 2006), the optimality of the param-
eters and the convergence of the degenerated CG
method were proved, and a Steepest Descent (SD)
method was proposed in Diene and Bhaya (2006).
The constrained version of the degenerated CG
algorithm of Chang and Willson (2000) was pro-
posed, in Apolindrio et al. (2000), for the mini-
mization of the output-error energy of an adaptive
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FIR filter subject to a set of linear constraints, i.e.,
miny, Ele?] subject to CTw = f, where w is the
length M coefficient vector, e is the filter output
error, C is the M X p constraint matrix, and f
is the length p gain vector. This paper extends
the optimality and convergence proof of the de-
generated CG method (Diene and Bhaya, 2006)
to the case of linearly constrained adaptive filter-
ing, and proposes a constrained Steepest Descent
(CSD) method. The main technique consists of an
appropriate choice of a CLF, and has been used
in Bhaya and Kaszkurewicz (2003) and Diene and
Bhaya (2004) to analyze and design Krylov and
new iterative methods.

2 Preliminaries
Consider the linear system

Rw =b. (1)
Tterative methods for solving the system (1) can
be described by the following equation

(2)

where wy, is an approximation of the solution and
uy is a correction calculated in order to increase
the accuracy of the approximated solution wgq
at each iteration (Saad, 1996), and then drive the
residue, defined as gy = b — Rwy, to zero in a
finite number of iterations. The problem of solving
(1) by iterative methods can be represented by the
signal regulation problem:

Wil = Wi + Ug

Wil = Wi + Ug

Y = Rwy,

3
gr=b—yi 3)
up = f(gk)»



Linear Plant

L Controller

Figure 1: Block diagram representing the regu-
lation problem equivalent to resolution (1) of by
iterative methods. The problem is to design a con-
troller such that kli_)nolo gr =0 < kh_)ngo Rw; = b.

i.e., designing control signal uy, in order to zero the
steady state error by choice of the control law f(-)
i.e., lim g = 0, or, equivalently, lim Rw; =

k—oo k—o0
b.

System (3), represented in block diagram
form in figure 1, models an iterative method
as a feedback control system (plant {I,I,R,0}
with controller in unitary feedback configura-
tion). In control theory, both classical and mod-
ern, there are various techniques of solving the
signal regulation problem (3) representing the
solution of (1), which correspond to different
choices of the controller f(-) in (3). However,
as shown in Diene (2004), many of these tech-
niques (pole allocation, state feedback) result in
controllers that explicitly use the inverse ma-
trix R™!. In Bhaya and Kaszkurewicz (2003)
and Bhaya and Kaszkurewicz (2006), the au-
thors show that, by using appropriate quadratic
CLFs, choosing a proportional derivative con-
troller for f(-) in (3) leads to the CG method,
shown in algorithm 1. The CLF method proposed
in Bhaya and Kaszkurewicz (2003) and Bhaya and
Kaszkurewicz (2006) gives an idea of the robust-
ness of the CG method, since it does not use the
assumption pg = go (initialization of conjugate
directions), used to obtain residue orthogonality
(see, e.g. Hestenes and Stiefel (1952)). This in-
dicates that, in situations where the assumption
does not hold, the determination of CG param-
eters by CLF still ensures the decrease of some
norm of the residual vector. When the assumption
Po = go holds, it can be shown that the param-
eters determined by CLFs are the same as those
commonly found in the literature (Hestenes and
Stiefel, 1952, p.411,eqs 3:1b,3:1e).

Algorithm 1 Hestenes-Stiefel CG algorithm for
constant Linear Systems
Calculate go = b — Rwg, pg = g0

For k=0,1,...,until convergence
) — \8E:PL)
k (Px,Rpk)

Wit1 = Wi + QxPk
8r+1 = 8k — o Rpyg
By = — (8r+1,RPE)
(Pr,Rpk)
Pht1 = 8rt1 + BrPk
End
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3 Designing new Linearly Constrained
Adaptive Filtering Algorithms

The problem of linearly constrained adaptive fil-
ters can be formulated as follows:
(4)

Solve Rypwy

subject to CTwy, f

where by = FE[dixi] is the length M cross-
correlation vector between the scalar desired re-
sponse dj and the length M input signal xy,
Ry = E[xyx1] is the M x M correlation matrix
of the input signal, wy, is the length M coefficient
vector, C is the M X p constraint matrix, and
f is the length p gain vector. To solve this prob-
lem, a structure was presented in Griffiths and Jim
(1982) in which only a small set of coefficients are
updated, and this set is confined to the subspace
orthogonal to the space spanned by the constraint
matrix C. This strategy, referred to as the gener-
alized sidelobe cancelation (GSC), is able to trans-
form the linearly constrained minimization prob-
lem into an unconstrained minimization problem,
and subsequently any adaptation algorithm can be
used (Apolindrio et al., 2000). Use of GSC consists
of solving the linear unconstrained minimization
problem:

Rjwj, = by, (5)

where bj, = Eldyx,], R} E[x, %], x)
B7Tx;, B is the blocking matrix such that BT C =
0. The last step is to determine the solution of the

constrained problem (4) using equation (6) below

(6)

where F = C(CTC)~!f. Notice that equation (6)
guarantees that CTwy, = f. Using the exponen-
tially decaying data window, proposed in Chang
and Willson (2000), the recurrences of the auto-
correlation matrix R and the cross-correlation
vector bj, are given by:

wi = F — Bwy,

(7)
(8)

A ! ! 1T
k+1 ArRy + X1 X

) Arbl, + diy1X 4
where Ay < 1is the forgetting factor. For sample-
by-sample processing, a recursive formulation for
the residual vector can be found by using (2), (7)
and (8), resulting in

81 = A8 — xRy 1P +X) i1 (g _X;cjjrlw(;c))'

9
Then, for the unconstrained minimization prob-
lem (5), the system (3) can be rewritten as

Wil = Wi + 0iPh
Ri1 = ARy + x5 x4
81 = Argh — kRGPl + Xy (diy1 — X5 w))
P;g+1 = g;€+1 + ﬂkpfk
(10)



Choosing a blocking matrix B such that BTB =
I, it can be seen that
R, = B'R,B (11)

Then, multiplying both sides of (9) by B and
choosing

Bg;,
Bpy,

(12)
(13)

Sk
Pk

it can be shown that (Apolinério et al., 2000)

8rt1 = A8k — xRy 1Pk — Xpp1epp1 (14)
where

Ry.1 = PR, P=BR|B” (15)

Xi+1 = Pxpp (16)

P = BBT (17)

€1 = dk+1 - X£+1Wk (18)

In order to design new constrained algorithms,
it is necessary to determine the system of equa-
tions representing the equivalent regulation prob-
lem (3). This can be done noting that, from (7),
(15), (10), (12) and (13) it is straightforward to
show that

Ryt

Pi+41

(19)
(20)

MRy + R 1%
8k+1 + BkPrk

The weight updating equation (6) can be rewritten
as

Wit =F — BW§€+1 =Pwi + F — arpx (21)

Then, for the constrained minimization problem
(4), the system (3) can be rewritten as

Wit1 = Pwi +F — oyps,

ert1 = dpy1 — X[ Wy,

Ryt1 = AfRi + iﬁ1i£+l

8k+1 = Ar8k — R4 1Pk — Xky1€k4+1
Pr+1 = 8k+1 + BkPk-

(22)

For the system (22), the main result of this paper
is stated as follows:

Theorem 1 The following assumption is made:

inf Amin (Ry; ) = Q1 > 0, inf A (Rie) = G2 > 0

(23)
With this assumption, the choices
A
an _Argepr) (24)
(P, Rk 41Pk)
R
B = _ (8r+1, Ri1pr) (25)

(Pr; Ri41Pk)
are optimal and ensure that the equilibrium of the
system (10) is asymptotically stable (i.e. g — 0
and pr, — 0).
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Proof: It is desired that e+; — 0. Thus (14) can
be rewritten as

8rt1 = Af@k — axRys1Pk. (26)

Choose the control Liapunov function Vg, (k) =

——1
(gr, Ry gr) = Hng%,l, then
k

=1 =1
AVg = (gk+1, Ry 18rt1) — (8, Ry gr). (27)
Substituting (26) into (27) results in

—1
AVg A?@k» Rk+1gk> - 204k<>\fgk, Pk)

_ —1
+ o (pr, Ri1pr) — (86, Ry 8x) (28)

The optimal value of ay (which makes AVg as

negative as possible), given by (24), is determined

calculating 8(;‘@ V? and setting it to zero. Substitut-

ing (24) into (28) yields

(Argk, Pi)?

AV, = —
& (Px, Re+1Pk)

—
+ )‘?‘<gkka+1gk>

— (g Ry &) (29)

Using the matrix inversion lemma (Haykin, 1991),
one can write

=-1 151 _o=—1_ _p =-1
Ry :/\fle _C)‘fQRk Xk+1xz+1Rk » (30)

where ¢ = (1/(1 + A;lig_i_lﬁ]:lik_l’_l)) > 0. In-
serting this into (29) results in

<)‘fgk7 pk>2
(Prs Ri+1Pk)

AT
— (8, Ry kax{HRk gk)-

—1
AVg = — (1= Xp){(gr, Ry &k)

(31)

Then, from hypothesis (23), it follows that Ay < 1
implies that

AVg < —Cillgxll3 <0, (32)

which implies that |gi|lg-1 is a decreasing se-
quence. §
For the choice of f, choose the CLF Vp, (k)

<pk7ﬁkpk> = ||pkH2ﬁk. Then,

AV, (8r+1, Rit18k+1) + 28k (8k+1, Rkt 1Pk)

+  Bi(pr, Rit1pr) — (P, Repr).-

In this case, the optimal value of Sy, given by (25),

a(%‘:" and setting it to zero,

is obtained calculating

yielding
<gk+1,ﬁk+1pk>2
Vorn(k+1) = llgrnlly - =
Pr+1 Ry <pk; Rk+1pk>
< llgerllg, - (33)

From (32), the equivalence of norms and hypothe-
sis (23), it can be concluded that [|gr+1lg, ,, is a
decreasing sequence. Thus (33) implies that pgi1
decreases in Ry 1-norm, not necessarily monoton-
ically, concluding the proof. O



Observation 1 Notice that equation (31) can be
used to determine the value of Ay which makes
AV as negative as possible: using the expression
(31) and solving the unidimensional minimization
problem miny, AVyg allows, in theory, the deter-
mination of an optimal value of Ay.

Observation 2 Also notice that for the con-
strained algorithm, the projection matric P
I - C(CTC)"'CT, thus it is not necessary to de-
termine explicitly the blocking matrixz B.

The pseudocode of the extension of the
Hestenes-Stiefel CG method for linearly con-
strained adaptive filtering algorithms, based on
theorem 1 and referenced in this paper as CCG-
CLF, is presented in algorithm 2.

Algorithm 2 CCG-CLF method for linearly con-
strained adaptive filters

Calculate wo = F = C(CTC)~!f
Ro=P=1I-C(CTC)"'C”

g =po=0

Fork=0,1,...,N—1

— _sBepr)

" (Pr.Rit1Pr)
Wit1 = Pwy + F — o pi

Xi+1 = PXpq1
= o R
Rii1 = ArRg +;(1c+1xk+1
ek+1 = i1 — Xp W
8k+1 = A8k — axRit1Pr — Xp41€k41
B = — ErsLBisipe)
(Pr,Rrt1Pk)
Pk+1 = 8k+1 + BkPk
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End

Note that the algorithm in algorithm 2 does
not introduce any additional computation and re-
quires 3M floating point operations (FLOP) less
than the algorithm in Apolindrio et al. (2000).
Choosing the ad hoc parameter 1 in Apolindrio
et al. (2000) equal to Ay gives our formula for oy
which is shown above to be an optimal choice in
the sense of making AV, as negative as possi-
ble, although, in nonstationary environments, a
smaller value (7 < Ay which keeps AV, < 0) may
be advisable.

In Diene and Bhaya (2006), a steepest de-
scent (SD) method for adaptive filters was pro-
posed. The results in Diene and Bhaya (2006)
show that it is possible for the SD method for
adaptive filters to have a performance compara-
ble with the CG and RLS methods. The same
extension, made above for the CG method, can
be done for the SD method in order to design, by
CLFs, a SD method for linearly constrained adap-
tive filters (CSD-CLF). The system of equations
representing the regulation problem, equivalent to
solving the linearly constrained adaptive filtering
problem (4) by the CSD-CLF method, is given by
system (34) below
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Wiyl = Pwi + F — apgp
€ht1 = dpy1 — X Wi
Ryi1 = ARy + X1 X4
Srt1 = Ar8r — akRpp18r — Xpq1€k41.
(34)
For the system (34), another result of this pa-
per is stated as follows:

Theorem 2 With assumption (23) valid, the
choice
_ </\fgkagk>

<glmﬁk+1gk>

is optimal and ensures that the equilibrium of the
system (34) is asymptotically stable (i.e. g — 0).

(35)

Proof: Once again, it is desired that egy; — 0.
Thus substituting in (34) gives

8rkt1 = A8k — akRit18k- (36)

Again choose the control Liapunov function
——1
Ve (k) = (g Ry, gr) = Hng%Zl’ then

=1 =1
AVg = (gr+1, Ry 18k+1) — (8, Ry gk).  (37)
Substituting (36) into (37) results in

—il
AVg )\?f (gr, Rpr18k) — 200 (A8, 81)

— ——1
+ a2<gk»Rk+1gk> — (g, Ry, k) (38)

The optimal value of cy (which makes AV as

negative as possible), given by (35), is determined

calculating 88% ‘:g and setting it to zero. Substitut-

ing (35) into (38) yields

<>\f§mgk>2

AV, = —
y (gk, Ri+18k)

——1

+ /\?@kaRngk)
——1

— (&, Ry gr) (39)

Inserting equation (30) into (39) results in

(Nr8k, 8k)*
(gk, Rit18k)

—1_ _p =1
- c{gr, Ry, xk+1X£+1Rk gk)-

——1
AVg = — (1= Xs)(er, Ry, gr)

(40)

Then, from hypothesis (23), it follows that Ay < 1
implies that

AVg < —Gillgkll3 <0, (41)
which implies that |gk|lg-1 is a decreasing se-
quence. g o

The pseudocode of the extension of the SD
method for linearly constrained adaptive filtering
algorithms, based on theorem 2 and referenced in
this paper as CSD-CLF, is presented in algorithm
3.
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Algorithm 3 CSD-CLF method for linearly con-
strained adaptive filters

Calculate wy = F = C(CTC)~If
Ro=P=1I-C(CTC)"'C”

go=20
Fork=0,1,...,.N —1
_ _(rer8r)
(gr,Rr+18k)
w1 = Pwi + F — apgi

X1 = Pxpq1

= B = =T

er+1 = dk41 — Xp | W

8k+1 = A8k — 0 Rpp18r — Xpt1€k41
End

Also note that algorithm 3 has 2 steps and
7M FLOP less than the algorithm in Apolindrio
et al. (2000).

4 Simulation Results

In order to test the proposed algorithms, we com-
pare the performance of the proposed CLF algo-
rithms with the algorithms in Apolindrio et al.
(2000), applied to a single-user detection in a
DS-CDMA mobile communication system. For
this experiment, we assumed a simple model
for a downlink synchronous transmission of K
users, as shown in figure 2 (Liberti and Rappa-
port, 1999). The received continuous-time sig-
nal is passed through a chip-matched filter and
is sampled at a chip rate such that the re-
ceived discrete time input-signal vector may be
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Figure 4: Learning curves of the linearly con-

strained adaptive filters applied to a single-user

detection in a DS-CDMA mobile communication

system.

expressed as Xj SAc; + n, where S
[ 51 s2 sk | is the spreading matrix con-
taining the sampled spreading sequences of users
1to K, A =diag] A1 Aq Ak | contains
the amplitudes of signals for each user, cyg
[ 1k Co cir T contains the information
bits, and nj is the sampled noise sequence. For
this example, the constraint is such that C = s,
and f = 1. The number of users was set to K = 5,
with Gold codes of length 7 used for spreading.
The SNR for user one was made equal to 8 dB,
and the relative power of interfering users was set
to 20 dB, i.e., 10log(P;/P1) = 20.

In order to compare the CLF algorithms with
the algorithms in Apolindrio et al. (2000), the
same parameters are used. Figures 4 and 5 show
the learning curves and the coefficient errors of the
linearly constrained adaptive filters applied to a
single-user detection in a DS-CDMA mobile com-
munication system. It can be observed that the
CLF methods proposed in this paper have con-
vergence properties comparable with the degener-
ated CG algorithm used in Apolindrio et al. (2000)
and with the linearly constrained RLS algorithm.
It is important to notice that, although it has a
rate of convergence lower than that of the RLS
algorithm in a noisy environment, the CSD-CLF
method can be used in cases where the LMS algo-
rithm (which has lower rate of convergence, higher
steady state mean squared error and comparable
computational cost) is applicable.

In order to compare the computational cost
of the proposed algorithms with the CCG of
Apolindrio et al. (2000) and the CLMS, the num-
ber of basic floating point operations FLOP (ad-
dition, substraction, multiplication and division)
of the principal loop is determined. The results,
presented in table 4, show that the CSD-CLF has
less 4M FLOP than the CCG-CLF, which has less
3M FLOP than the CCG. The CLMS presents
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Figure 5: Coeflicient errors of the linearly con-
strained adaptive filters applied to a single-user
detection in a DS-CDMA mobile communication
system.

Algorithm FLOP

CSD-CLF | 9M? +10M —5

CCG-CLF | 9M? +14M —5
CCG OM? +17M — 5
CLMS AM? +3M — 1

Table 1: Computational cost comparisons.

a lower computational cost than the other algo-
rithms because it does not compute the correlation
matrix Ry 1 and the matrix/vector multiplication
Ri+18k or Re1pe.

5 Conclusion

The control viewpoint (Bhaya and Kaszkurewicz,
2003; Bhaya and Kaszkurewicz, 2006) reveals that
the formulas for the CG parameters oy and [
in Hestenes and Stiefel (1952, p.411,eqs 3:2a and
3:2b), actually enhance the robustness of the CG
algorithm with respect to the standard equiva-
lent choices (o = (gk, gk)/(Pk, RPk)) and (B; =
(8k+1, 8k+1)/{(8k, 8)), since the latter make use
of the assumption py = gp, to obtain orthog-
onality of residues. Hestenes and Stiefel (1952,
p. 411) recognize that “although these formulas
are slightly more complicated, they have advan-
tage that scale factors (introduced to increase ac-
curacy) are more easily changed during the course
of the computation”. Our results, both theoretical
and simulated, show that since the “more com-
plicated formulas” correspond to optimal choices
in the CLF method, they endow the system with
robustness, since there is some leeway correspond-
ing to neighboring non-optimal choices of the pa-
rameters ay and . The authors in Apolinario
et al. (2000) have presented a constrained CG
method for linearly constrained adaptive filtering
problems, however their convergence analysis was
carried out by numerical simulations. This paper
proposes an analysis using the linear structure of
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the time varying system (3) and the bilinear struc-
ture of the dynamical system solvers (22) and (34)
considered, and the asymptotic stability of the al-
gorithms is proved in theorems 1 and 2.
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1 Introduction

Perceptrons, proposed in the seminal paper McCulloch-Pitts of 1943, have
remained of interest to neural network community because of their simplicity
and usefulness in classifying linearly separable data. The recent focus on sup-
port vector machines, which can be viewed as an outgrowth of perceptrons,
has also rekindled interest in the basic properties of perceptrons and their so-
called training algorithms. Training a perceptron involves (recursively) solving
a set of linear inequalities and several algorithms have been proposed in the
literature.

The perceptron training rule is an error-correcting rule used to generate the
weights and threshold for a linear threshold gate (perceptron) such that a
linear decision surface is synthesized that discriminates between two linearly
separable class samples clustered in feature space. The main advantage of the
perceptron training rule is its low computational requirements and its ability
to guarantee convergence to a solution for linearly separable problems [16].
The main drawback of this rule is the fact that it does not converge to useful
approximate solutions for linearly nonseparable problems [7].

The Ho-Kahsyap algorithm determines a mean squared solution by using the
pseudo-inverse of the pattern matrix [12]. The main drawbacks of this algo-
rithm are the need to calculate the pseudo-inverse which could become unsta-
ble as the matrix ATA (A is the pattern matrix) becomes close to singular,
and the fact that it is computationally expensive for large scale problems. The
adaptive versions of the Ho-Kashyap algorithm do not use the pseudo-inverse
but require empirical learning parameters [10].

The Conjugate Gradient (CG) is considered to be one of the best iterative
methods for linear systems of equations with symmetric positive definite (spd)
coefficient matrices [17]. The standard CG method uses orthogonality of the
residues to simplify the formulas for the parameters necessary for convergence
[11]. Gradient descent and conjugate gradient are two widely used techniques
for solving a set of linear inequalities. In finite precision implementation, the
numerical errors could cause a loss of the residue orthogonality, which, in turn,
results in loss of convergence [6]. A conjugate gradient algorithm for perceptron
training is proposed in [13,14], where the authors used heuristic techniques
based on reinitialization of the CG method [9]. It should be pointed out that
the rate of convergence of the conjugate gradient technique is greater than the
gradient descent technique. However the CG technique requires more floating
point operations, therefore, the overall computational cost (“time spent”) of
the CG method is greater than the gradient descent techniques in some cases.
This paper takes a control-inspired approach, recently proposed in [2, 3], to
the design of iterative perceptron training algorithms, by regarding certain
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training/algorithm parameters as controls and then using a control Liapunov
technique to choose appropriate values of these parameters. It is observed
that for the linearly nonseparable cases, the proposed algorithms converge
to an approximated solution that classify correctly the maximum number of
patterns.

2 Preliminaries

Consider the linear system
Ax =b. (1)

[terative methods for solving the system (1) can be described by the following
equation

Xk+1 — Xk + ug (2)
where x;, is an approximation of the solution and uy, is a correction calculated
in order to increase the accuracy of the approximated solution x; at each
iteration [17], and then drive the residue, defined as ry = b — Axy, to zero in
a finite number of iterations. The problem of solving (1) by iterative methods
can be represented by the signal regulation problem:

Xp+1 = X + Uy

yi = Axy )
ry,=b—y

u, = f(ry),

i.e., designing control signal u; in order to zero the steady state error by choice
of the control law f(-) i.e., klim r, = 0, or, equivalently, klim Ax;, = b.
—00 — 00

System (3) models an iterative method as a feedback control system (plant
state space realization {I,I, A, 0} with controller in unitary feedback config-
uration). In control theory, both classical and modern, there are various tech-
niques of solving the signal regulation problem (3) representing the solution of
(1), which correspond to different choices of the controller f(-) in (3). However,
as shown in [5], many of these techniques (pole allocation, state feedback) re-
sult in controllers that explicitly use the inverse matrix A~!. In [2] and [3],
the authors show that, by using appropriate quadratic control Liapunov func-
tions (CLFs), choosing a proportional-derivative controller for f(-) in (3) leads
to the CG method, shown in algorithm 1. The CLF method proposed in [2]
and [3] gives an idea of the robustness of the CG method, since it does not uti-
lize the assumption pg = r( (initialization of conjugate directions), utilized to
obtain residue orthogonality (see, e.g. [11]). This indicates that, in situations
where the assumption does not hold, the determination of CG parameters by
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CLF still ensures the decrease of some norm of the residual vector. When the
assumption py = rp holds, it can be shown that the parameters determined by
CLFs are the same as those commonly found in the literature [11, p.411,eqs
3:1b,3:1e].

Algorithm 1 Hestenes-Stiefel CG algorithm for constant Linear Systems
Calculate rg = b — AXq, po = o

For k=0,1,...,until convergence
= <rk’pk>
k= {pr,Apk)

Xpt1 = X + QxPi
i1 =Tk — arApy

_ <1"k+17APk>
P = (Pr,Apk)
Pit+1 = Tht1 + BePk
End

Nagaraja and Bose derived conjugate gradient algorithms for perceptron train-
ing in both batch and adaptive modes, but presented an analytical proof of
convergence only for the batch mode algorithm [13]. They also used heuristics
based on reinitialization techniques of the CG method [9] in order to ensure
the convergence of the algorithms. In this paper, the CLF technique of [3], is
used to derive steepest descent and conjugate gradient like algorithms, with
analytical proof of convergence in the batch mode, but without the use of any
heuristic technique, in contrast to [13].

3 Batch mode algorithms

Let aj,a,---,a;,a11,a;42, - ,a, be, m patterns where each a; is an n-
dimensional vector belonging to a class denominated as +1 for 1 < < j |
and belonging to a class denominated as —1 for j +1 < ¢ < m; such that if a;
belongs to class —1 then —a; belongs to class +1. Let A denote the m xn+1
bias augmented matrix of m patterns defined as

A: al."aj_aj—‘rl.'._am . (4)
1 .- 1 =1 --- —1

Let x represent the (n + 1)-dimensional weight vector. Then, the training of
a single perceptron can be formulated as: find an (n + 1)-vector x such that

Ax > 0. (5)
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This can be formulated [10] as the problem of finding an element (x,b) be-
longing to the set

St ={xeR"" beR": Ax=b > 0}. (6)

The positive vector b € R™ is henceforth referred to as the margin vector. Ho
and Kashyap [12] have proposed an iterative algorithm for finding an element
of S*. In this case, the components of the margin vector b are first initialized
to small positive values, and the Moore-Penrose inverse is used to generate an
MSE minimum norm solution for x; which minimizes the objective function
J(Xk, bk) = HAXk — kaQI

x; = A'by, (7)

where ()T denotes the Moore-Penrose inverse. Next, a new estimate for the
margin vector is computed by performing the constrained descent

1
b1 = by + i(fl'k’ — I, (8)

where r; = by — Ax;. A new estimate of x, X1 can now be computed using
(7) and employing the updated margin vector from (8), this process is iterated
until all the components of r; are zero, which is an indication of linear separa-
bility of the training set, or until ry > 0, which in this case is an indication that
linear separability of the training set may not be possible [10]. New algorithms
can be obtained by using steepest descent and conjugate gradient techniques
to obtain the solution x; which minimizes the objective function J(xy, by) and
compute a new estimate for the margin vector. The main technique consists of
analyzing the perceptron training method as a dynamic system in the standard
feedback configuration, and choosing an appropriate CLF. This technique has
been used in [5] to analyze and design Krylov methods and in [6] to design
new adaptive filtering algorithms.

Combining the steepest descent technique with the Ho-Kashyap technique [10],
system (3) can be rewritten as:

Xp+1 = Xp, + ATy,
bji1 = by + ap(|ry] — ry) (9)

Iy = bk —AXk

One of the main results of this paper is stated as follows:
Theorem 1 Assume that

Vv >0, ATv £ 0. (10)
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Define

r, = (AAT + Dry — |y, (11)
The choice
(ry, 13)
— 12
= el (12

is optimal and ensures that the equilibrium of the system (9) is asymptotically
stable (v — 0), i.e. the equilibrium of the system (9) tends to the set ST :=
{xe R be R": Ax =b > 0}.

Proof 1 From (9), one can write

Tpy1 =bp — Axp
= bk + Oék(|1'k| — I‘k) — AXk — OékAATI‘k
=T — Oék((AAT + I)I‘]C — |I‘k|)
=TIy — ozkr;c, (13)

where 1}, is given by (11). Choose the control Liapunov function
Vr(/ﬂ) = <I‘k,I'k>. (14)

Then

AV, =V, (k+1) = Vi(k) = (Tk1, Trr1) — (Tr, To)
= <I‘k — Oékr;m Ty — Oékr§€> — <I‘k, I'k>
= (rx, 1x) — 20 (rg, 1) + (1, 1) — (T, 1)
= —2ay,(rg, 1)) + aj (), 1)) (15)

The optimal value of oy, (which makes AV, as negative as possible), given by

(12), is determined calculating %‘f and setting it to zero. Substituting (12)

into (15) yields

/\2
AV, = ~IuT” g (16)
<rlc7 rk>
From (11) it can be written that
(rp,vh) = rf AA T, + vl — )|y (17)

On the right hand side of (17), the first term is positive, unless ATty = 0 and
the sum of the second and third terms is also always positive , unless ry > 0.
From this it can be concluded that

(rp,r}) >0 (18)
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and is equal to zero if and only if r, > 0 and ATry, = 0. Therefore, from (10)

/\2
AV, = eI g (19)

(rf, ry,)
which implies that ||ry|| is a decreasing sequence.

In order to prove the positivity of by, notice that |ry| — ri > 0 and from (12)
and (18) ay, > 0. Therefore if bg > 0, then from (9) by > 0 for all k.

The pseudocode of the extension of the SD method for batch mode percep-
tron training, based on theorem 1 and referenced in this paper as SD-CLF, is
presented in algorithm 2.

Algorithm 2 Batch mode SD-CLF' for Perceptron Training
Choose xg,bg > 0
Calculate ryg = by — Ax

For k = 0,1,..., until convergence
r) = (<AA? + Dry — |rg]
— {rery
Ak = W)

Xpy1 = Xg + ap ATy,
bk+1 = bk + Oék(|1'k| — I‘k)

/
Tpr1 =T — QT
End

Another algorithm can be obtained by combining the conjugate gradient tech-
nique with the Ho-Kashyap technique [10], in order to take advantage of the
well known faster convergence of CG type algorithms for equalities. In this
case system (3) can be rewritten as:

Xg4+1 = Xg + Q;Px,
b1 = by + apy,
I, = bk — AXk (20)

pxk = ﬁkpxk,_l + ATrk

Pb, = BkPb,_, + |tk| — Tk

The other main result of this paper is stated as follows:

Theorem 2 With the assumption (10), define
Pr = APx, — P, (21)

The choices
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(T%, Pr)

= (Pr, Pr) (22)
_ <r§c+17 pk>
Br1= 7<pk’ D) (23)

ensure that v, — 0 and pr — 0, i.e. the equilibrium of the system (20) tends
to the set S := {x € R",b € R™ : Ax = b}.

Proof 2 The parameters oy, and () are considered as control variables and
then can be determined by an appropriate choice of CLF. Notice that

Tir1 = brp1 — AXpp1 = I — ap(APx, — Phby)- (24)

Define

Pr = Apx, — Pb,
= BxApx,_, + AATT, — Bipb,_, + Tk — |1%]
:ﬁk(Apxk—l - pbk—l) + (AAT + I)rk - |rk|
= ﬁk’pk—l + r;<;7

where
r, = (AAT + Dry — |rg].

Then the signal requlation problem can be rewritten in r, pr coordinates as
follows
Tpp1 = I — QkPk
+1 (25)
Pri1 = Bes1Pr + Ty

The objective is now to determine the parameters oy and [ which make the
equilibrium (0,0) of the system (25) asymptotically stable. At the equilibrium
of (25) one can write Ax, = by and Apx, = Pb,, then Axp, = Axy +
arApx, = br + axPw, = bri1. This means that, at the equilibrium of (25),
the equilibrium of (20) belongs to the set S. To determine oy, once again

choose the CLF V.(k) given by (14), then

AV, =V, (k+1) — Vi(k)
= (Pk+1, Pk+1> - (I“k, 1°k>
= (ry — Pk, 'r — P) — (Tk, Tk)
= (re, 1) — 200, (v, Pr) + 9 (Pr Pr) — (Tk, )
= —2ay (i, Pr) + (P, Pr)- (26)

OAVy

The value of oy, given by (22), is determined calculating Do,

and setting it
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to zero. Since piry, # 0, substituting (22) into (26) yields

2
AV, — (PR g (27)
<pkapk>

Notice from (25), (22), (10), (17) and (18)

(v, Pr) = Br(rk, Pr_1) + (vg, 1)) = (rp, 1))
=1, AATr, + i1 —rf|ry] > 0. (28)

From (27), it can be concluded that the 2-norm of the residue ry decreases
monotonically.

The next step is to determine the parameter By, and for this purpose define

= (Ths1s Thi1) + 28511 (Thoi1, PE) + Bisr (P Pr)-

Then, one can write

0AV,, .|
OB+1

Substituting (30) in (29) leads

<I‘§€+1, pk> (30>

=0= Bpp1 = — (e, D)

<r;c+1’ pk>2

<P/~: Pk:> S <r;€+17r§€+1> (31)

Vpk+1 - <r;c+17r;c+1> -

From (27) and (11) it can be concluded that v}, decreases in 2-norm, but not
necessarily monotonically. Thus (31) implies that pyy1 decreases in 2-norm,
although not necessarily monotonically, concluding the proof.

The above derivations can be summarized in the form of the following algo-
rithm

Algorithm 3 Batch mode CG-CLF for Perceptron Training
Choose x,bg > 0

Calculate g = by — Axg, Px, = ATy

Calculate py, = [To| — To, Po = APx, — Pb

For k = 0,1,. .., until convergence with b > 0

<rk7pk>
(Pk>Pk)
Xg+1 = Xg + Q;Px,

b1 = by + apb,
i1 =T — 0Pk
1 = (AAT + D)1y — |1

A =
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ﬁ _ <I‘;€+1 7pk>
k+1 (Pk:Pk)

_ T
Pxii1 = Ber1Px, + A Try
Pbi.: = Bk+1Pb, + |Tht1]| — Tepa

Pit1 = Brp1Pr + Ty
End

Notice that algorithm 2 has 4 steps less than algorithm 3 and correspondingly
a lower computational cost, but slower convergence in general.

Observation 1 Notice that theorem 2 guarantees that algorithm 8 will con-
verge to a solution of Axy = by, but does not ensure that by > 0. However,
the experimental results below show that algorithm 3 converges to a solution
X, such that Ax, = by > 0, and a rigorous proof that convergence to St,
instead of just to S, occurs is being sought.

4 Numerical simulations

In order to verify the convergence properties of the proposed batch mode al-
gorithms, several simulations are performed. The performance of the proposed
algorithms are compared with the Ho-Kashyap (HK) and its batch mode adap-
tive version (AHK) [10] and the conjugate gradient algorithm of [13] (called
CGA). The experiment was performed for various linearly and non-linearly
separable sets. The set chosen is the iris plants database from the UCI ML
repository [15]. This is a frequently used benchmark dataset in the pattern
recognition literature and contains three classes of 50 instances each, where
each class refers to a type of iris plant. Each data point consists of four nu-
meric, predictive attributes and the class. The attributes are sepal length,
sepal width, petal length and petal width, all measured in cm. The three class
labels, iris setosa, iris versicolor and iris virginica correspond to the three
types of iris plant. It is known that iris setosa is linearly separable from the
other two classes, but the latter are not linearly separable from each other
even with respect to all four attributes. Though this a three-class problem, it
can be converted to a two-class problem thus allowing the use of perceptron
learning [13]. One way to do this is to convert it into 3 two class problems
by making samples belonging to class w; (1 < w; < 3) positive and those not
belonging to it, negative. In the first case, samples belonging to iris setosa are
marked as class +1 and those belonging to iris versicolor are assigned a class
label —1. In the second case, samples belonging to iris setosa are again taken
as belonging to the class 41 and those belonging to iris virginica are assigned
a class label —1. In the third and last case, the iris versicolor samples are
labeled as class 4+1 while the iris virginica samples are class —1.

Figures 1, 2 and 3 plot the separating hyperplanes obtained by using the
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Fig. 1. Separating hyperplanes of classes iris setosa and iris versicolor. All the
considered algorithms classify all the samples correctly. The distance margin M
obtained after convergence is shown in table 1. The stopping criterion is ||rg|| < 0.001
and the maximum number of iterations is 1000.

algorithms 3, 2, HK, AHK and CGA. As the perceptron training problem can
be solved by support vector machine (SVM), the obtained results are compared
with the results of the least-square SVM (LS-SVM) of [1,4,8,18,19]. It can be
noticed that, for the two linearly separable cases, all the considered algorithms
classify correctly all the samples, but only the algorithms 3 and HK reach the
stopping criterion set as [|rg|| < 0.001. The HK and AHK algorithms are very
sensitive to the choice of the parameters p; and p,, i.e., improper choice of the
parameter values p; and ps would lead to poor performance. Then the choices
p1=1,5and py = 1/Anae (Amaz is the highest eigenvalue of ATA), as in [13],
result in a residual vector with relatively high norm, as shown in table 1 where

%OC — Number of samples correctly classified % 100, (32)

Number of samples

and M is the margin distance defined as the minimum of the distances from
the correctly classified samples to the separating hyperplane, the stopping
criterion is [|rg|| < 0.001 and the maximum number of iterations is equal to
1000.

The results in table 1 show that algorithm 3 returns a residual vector with
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Fig. 2. Separating hyperplanes of classes iris setosa and iris virginica. All the consid-
ered algorithms classify all the samples correctly. The distance margin M obtained
after convergence is shown in table 1. The stopping criterion is ||rg|| < 0.001 and
the maximum number of iterations is 1000.

the lowest norm, in linearly separable cases. The proposed algorithms present
basically the same performance in the linearly non-separable case, except the
AHK algorithm which fails, classifying all samples as belonging to the same
class.

Notice that the computational cost of one iteration of algorithm 2 is lower
than one of algorithm 3, but if the number of iterations of algorithm 2 is
too high, its total computational cost and time can be higher than the total
computational cost of algorithm 3. To illustrate this, we run an experiment in
order to calculate the time necessary for the convergence of each algorithm.
The experiment consists in running the same algorithm 100 times with the
same initial conditions and determining the mean time ¢ (in seconds) and the
number of iterations. The stopping criterion is again set as [[rg]| < 0.001.
The results of this experiment are shown in table 2. As expected, although
algorithm 2 is simpler than algorithm 3, in some cases algorithm 3 converges
more rapidly and therefore spends less mean time than the algorithms 2, AHK

and CGA.

Other numerical tests were performed using the sets “Ionosphere”, “BUPA
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Fig. 3. Separating hyperplanes of classes iris versicolor and iris virginica. Table 1
shows the classification statistics and the distance margin M obtained after reaching
the maximum number of iterations. The stopping criterion is ||rg|| < 0.001 and the
maximum number of iterations is 1000.

Liver Disorders” and “Pima Indian Diabetes”, confirming Observation 1. The

classification results are shown in table 3. More details on these three sets can
be found in [15].

We also perform a numerical test with the classical toy X-OR problem. In this
case we have two classes such that y = 0 for the class 1 composed by two
vectors ((0,0) and (1,1)) and y = 1 for the class 2 composed by two vectors
((0,1) and (1,0)). The classification results are shown in figure 4, it can be
observed that the proposed algorithms, the CGA and the AHK algorithms
classify correctly the maximum number of patterns while the HK algorithm
fails to separate the two classes.

The numerical results obtained show that the proposed batch mode conjugate
gradient algorithm presents equivalent or better performance than the algo-
rithms HK, AHK and CGN without using any empirical learning parameter
and any heuristic reinitialization of the direction vector. It is observed that for
the linearly nonseparable cases (i.e. ST = (}), the proposed algorithms converge
to a margin vector by > 0 and a solution x; that minimizes ||by — Axy/||, which
corresponds to the correct classification of the maximum number of patterns.
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Table 1
Comparative performance of the methods.

Iris Algorithm | %CC | M |kl
HK 100 | 1.3050 | 9.96 x 10~*
AHK 100 | 1.3118 | 3.41 x 107!
Setosa
CGA 100 | 1.3105 | 7.30 x 1073
X
CG-CLF 100 | 1.2989 | 8.01 x 10~%
Versicolor
SD-CLF 100 | 1.2893 | 9.51 x 10!
LS-SVM 100 | 1.3133 X
HK 100 | 1.2561 | 9.98 x 10~*
AHK 100 | 1.2625 | 1.74 x 107!
Setosa
CGA 100 | 1.2554 | 2.70 x 1073
X
CG-CLF 100 | 1.2504 | 8.42 x 10~*
Virginica
SD-CLF 100 | 1.2463 | 6.96 x 107!
LS-SVM 100 | 1.2664 X
HK 95 | 3.3292 2.01
AHK 50 | 0.8636 | 2.75 x 1077
Versicolor
CGA 94 | 3.3297 3.59
X
CG-CLF 95 | 3.3295 2.08
Virginica
SD-CLF 94 | 3.3318 3.52
LS-SVM 95 | 2.9931 X

5 Conclusions

We have presented conjugate gradient and steepest descent algorithms for
perceptron training in batch mode and proved the asymptotic stability of the
algorithms in theorems 1 and 2. Their performance have been compared with
the algorithms CGA [13], HK, AHK [10] and LS-SVM |[1,4,8,18,19]. The HK
algorithm uses the pseudo-inverse of the pattern matrix in order to determine
the solution vector. However the determination of the pseudo-inverse becomes
unstable as the matrix AT A becomes close to singular, on the other hand a
great increase of the computational cost of this process can be observed for
large scale problems, i.e., separation of classes with large number of attributes.
The AHK algorithm does not calculate the pseudo-inverse of the pattern ma-
trix, but the empirical choice of the learning parameters p; and p, is critical
for the convergence of the algorithm. Numerical results in [13] and this paper
show that improper choice of the values of the learning parameters p; and p
lead to poor performance of the AHK algorithm. Nagaraja and Bose [13] have
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188



Table 2
Comparison of mean time and iteration number.

Iris Algorithm | ¢ [s] iter

HK 0.0234 | 462
Setosa AHK 0.0562 | 1000
X CGA 0.1094 | 1000
Versicolor | CG-CLF | 0.0327 | 79
SD-CLF | 0.3656 | 1000
HK 0.0172 | 295
Setosa AHK 0.0563 | 1000
X CGA 0.1109 | 1000
Virginica CG-CLF | 0.0421 | 107
SD-CLF | 0.3609 | 1000

HK 0.0407 | 1000
Versicolor AHK 0.0579 | 1000

X CGA 0.1125 | 1000
Virginica CG-CLF | 0.3547 | 1000
SD-CLF | 0.3548 | 1000

presented a conjugate gradient algorithm for the perceptron training, however
they use an heuristic technique based on conjugate gradient reinitialization [9]
in order to ensure the convergence of the algorithm. This is due to the fact
that the standard conjugate algorithm uses orthogonality of the residues to
simplify the formulas of the parameters necessary for convergence [11]. In an
finite precision implementation the numerical errors could cause a loss of the
orthogonality of the residues, leading to a non-convergence of the method. To
solve this problem, this paper does not use any heuristic technique, in contrast
to [13]. The new idea proposed is to use an analysis based on the linear struc-
ture of system (3) and the bilinear structure of the dynamical system solvers
(9) and (20) considered. The asymptotic stability of the algorithms is proved
in theorems 1 and 2. The proof of the positivity of the margin vector by found
by algorithm 3 is a topic under investigation. The numerical results obtained
show that the proposed batch mode algorithms presents equivalent or better
performance than the algorithms HK, AHK and CGN without using any em-
pirical learning parameter and any heuristic reinitialization of the direction
vector.
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Table 3

Comparative performance of the methods. The HK method fails to calculate the
pseudo-inverse of the “lonosphere” data matrix, and the AHK method diverges for
the “BUPA” and “Diabetes” sets.

Set Algorithm | %CC | ||kl
HK X X
AHK 89.7 | 8.07
Ionosphere CGA 91.3 | 7.83
CG-CLF | 91.3 | 7.89
SD-CLF | 88.5 | 9.05

HK 66.2 15.54
AHK X X
BUPA CGA 66.9 | 15.61

CG-CLF | 66.9 | 15.54
SD-CLF 67.2 | 15.73

HK 73.7 | 19.05
AHK X X
Diabetes CGA 74.3 | 19.79
CG-CLF 73.9 | 19.02
SD-CLF 66.4 | 21.85
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Perceptron Training Algorithms designed using Discrete-Time Control
Liapunov Functions
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Abstract— Perceptrons, proposed in the seminal paper
McCulloch-Pitts of 1943, have remained of interest to neural
network community because of their simplicity and usefulness
in classifying linearly separable data. Gradient descent and
conjugate gradient are two widely used techniques for solving a
set of linear inequalities. In finite precision implementation, the
numerical errors could cause a loss of the residue orthogonality,
which, in turn, results in loss of convergence. This paper takes
a recently proposed control-inspired approach, to the design of
iterative perceptron training algorithms, by regarding certain
training/algorithm parameters as controls and then using a
control Liapunov technique to choose appropriate values of
these parameters.

I. INTRODUCTION

ERCEPTRONS, proposed in the seminal paper

McCulloch—Pitts of 1943, have remained of interest
to neural network community because of their simplicity
and usefulness in classifying linearly separable data. The
recent focus on support vector machines, which can be
viewed as an outgrowth of perceptrons, has also rekindled
interest in the basic properties of perceptrons and their
so-called training algorithms. Training a perceptron involves
(recursively) solving a set of linear inequalities and several
algorithms have been proposed in the literature.

The perceptron training rule is an error-correcting rule
used to generate the weights and threshold for a linear thresh-
old gate (perceptron) such that a linear decision surface is
synthesized that discriminates between two linearly separable
class samples clustered in feature space. The main advantage
of the perceptron training rule is its low computational
requirements and its ability to guarantee convergence to
a solution for linearly separable problems [1]. The main
drawback of this rule is the fact that it does not converge
to useful approximate solutions for linearly nonseparable
problems [2].

The Ho-Kahsyap algorithm determines a mean squared
solution by using the pseudo-inverse of the pattern matrix [3].
The main drawback of this algorithm is need to calculate the
pseudo-inverse which could become unstable as the matrix
ATA (A is the pattern matrix) becomes close to singular,
and is computationally expensive for large scale problems.
The adaptive versions of the Ho-Kashyap algorithm do
not use the pseudo-inverse but require empirical learning
parameters [4].

This research was partially financed by Project Nos 141566/2004-3,
551863/2002-1 of CNPq and also by the agencies CAPES and FAPERIJ.
The authors are with the Department of Electrical Engineering

The Conjugate Gradient (CG) is considered to be one of
the best iterative methods for linear systems of equations
with symmetric positive definite (spd) coefficient matrices
[5]. The standard CG method uses orthogonality of the
residues to simplify the formulas for the parameters nec-
essary for convergence [6]. Gradient descent and conjugate
gradient are two widely used techniques for solving a set of
linear inequalities. In finite precision implementation, the nu-
merical errors could cause a loss of the residue orthogonality,
which, in turn, results in loss of convergence [7]. A conjugate
gradient algorithm for perceptron training is proposed in [8],
[9], where the authors used heuristic techniques based on
reinitialization of the CG method [10]. This paper takes a
control-inspired approach, recently proposed in [11], [12],
to the design of iterative perceptron training algorithms, by
regarding certain training/algorithm parameters as controls
and then using a control Liapunov technique to choose
appropriate values of these parameters.

II. PRELIMINARIES

Consider the linear system
Ax =b. 1)

Iterative methods for solving the system (1) can be described
by the following equation

Xk41 = Xk + Ug )

where Xj, is an approximation of the solution and uy is a
correction calculated in order to increase the accuracy of
the approximated solution x;, at each iteration [5], and then
drive the residue, defined as rp, = b — Ax;, to zero in a
finite number of iterations. The problem of solving (1) by
iterative methods can be represented by the signal regulation
problem:
Xk+1 = X + Ug

Ye = Axy

3
rp,=b—yx ©
u, = f(ry),

i.e., designing control signal uy in order to zero the steady
state error by choice of the control law f(-) i.e., klim ry =
0, or, equivalently, lim Ax; = b.

System (3), represented in block diagram form in figure
1, models an iterative method as a feedback control sys-
tem (plant {I,I, A, 0} with controller in unitary feedback

at the Federal University of Rio de Janeiro, PEE/COPPE/UFRIJ, . .

PO Box 68504, Rio de Janeiro, RJ 21945970, BRaziL  configuration). In control theory, both classical and modern,
oumarQufrj.br,amit@nacad.ufrj.br there are various techniques of solving the signal regulation
1-4244-0441-X/07/$20.00 ©2007 IEEE. 608

193



Linear Plant

Controller

Fig. 1. Block diagram representing the regulation problem equivalent to
resolution (1) of by iterative methods. The problem is to design a controller
such that lim rp, = 0 & lim Ax; = b.

k—oo k—oo

problem (3) representing the solution of (1), which cor-
respond to different choices of the controller f(-) in (3).
However, as shown in [13], many of these techniques (pole
allocation, state feedback) result in controllers that explicitly
use the inverse matrix A~!. In [11] and [12], the authors
show that, by using appropriate quadratic CLFs, choosing
a proportional-derivative controller for f(-) in (3) leads to
the CG method, shown in algorithm 1. The CLF method
proposed in [11] and [12] gives an idea of the robustness of
the CG method, since it does not use the assumption py = ry
(initialization of conjugate directions), used to obtain residue
orthogonality (see, e.g. [6]). This indicates that, in situations
where the assumption does not hold, the determination of CG
parameters by CLF still ensures the decrease of some norm
of the residual vector. When the assumption pg = rg holds,
it can be shown that the parameters determined by CLFs
are the same as those commonly found in the literature [6,
p.411,eqs 3:1b,3:1e].

Algorithm 1: Hestenes-Stiefel CG algorithm for constant
Linear Systems
Calculate ro = b — Axq, po = rg

For £k = 0,1, .. .,until convergence
oL = (re,Pr)
k (Pk,APk)

Xp4+1 = X + Pk
Tpt1 =y — apApy
B = — (rr41,APk)
(Pk,APk)
Pk+1 = Tk41 + BkPk
End
Nagaraja and Bose derived conjugate gradient algorithms
for perceptron training in both batch and adaptive modes,
but presented an analytical proof of convergence only for the
batch mode algorithm [9]. They also used heuristics based on
reinitialization techniques of the CG method [10] in order to
ensure the convergence of the algorithms. In this paper, the
CLF technique of [12], is used to derive conjugate gradient
and steepest descent like algorithms, with analytical proof of
convergence in the batch mode, but without the use of any
heuristic technique, in contrast to [9].

III. BATCH MODE ALGORITHMS

Let a;,as,--- ,a,, be, m patterns where each a; is an
n-dimensional vector. Let A denote the m x n matrix of m

WeA07.6

patterns defined as

A= ¢ | @)

T
an

Let x represent the n-dimensional weight vector. Then, the
training of a single perceptron can be formulated as: find an
n-vector x such that

Ax > 0. ©)

This can be formulated [4] as the problem of finding an
element (x, b) belonging to the set

St:={x€eR"'beR": Ax=Db > 0}. 6)

The positive vector b € R™ is henceforth referred to as
the margin vector. Ho and Kashyap [3] have proposed an
iterative algorithm for finding an element of ST. In this case,
the components of the margin vector b are first initialized to
small positive values, and the Moore-Penrose inverse is used
to generate an MSE minimum norm solution for x; which
minimizes the objective function J(x, by) = ||Axy —byg||?:

X = ATbk (7)

where (-)' denotes the Moore-Penrose inverse. Next, a new
estimate for the margin vector is computed by performing
the constrained descent

1
bri1 :bk+§(|rk| —T%), (3)

where r;y, = by — Axy. A new estimate of X, Xj41 can
now be computed using (7) and employing the updated
margin vector from (8), this process is iterated until all the
components of rj are zero, which is an indication of linear
separability of the training set, or until r; > 0, which in
this case is an indication of nonlinear separability of the
training set [4]. A new algorithm can be obtained by using
conjugate gradient techniques to obtain the solution x which
minimizes the objective function J(xj,by) and compute a
new estimate for the margin vector. A recently proposed
control Liapunov function (CLF) analysis of the CG method
viewed as a dynamic system in the standard feedback con-
figuration [12] is applied to the case of perceptron training.
The main technique consists of an appropriate choice of a
control Liapunov function (CLF), and has been used in [12]
to analyze and design Krylov methods and in [7] to design
new adaptive filtering algorithms.

Combining the conjugate gradient technique with the Ho-
Kashyap technique [4], system (3) can be rewritten as:

Xk+1 = Xk + QkPx,

b1 = by + axPpw,

ry = by — Axy )
Px;, = ﬂkpxk,l + ATrk

Pb, = BkPb,_, + |Tk| — Tk

Figure 2 shows the block diagram representing system (9),
and the main result of this paper is stated as follows:
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Fig. 2.

Block diagram representing the regulation problem (9) equivalent
to perceptron training by iterative methods, where f1(ry) = Brpx,_, +
ATry and f2(r) = BuPb,_, + |ti| — k.

Theorem 1: Assume that

There is no vector v > 0 such that ATv = 0. (10)
Define
r, = (AAT +Dry — |ry (11)
Pk = Apxk - pbk . (12)
The choices
o = (re, Pr) (13)
<Pk7 Pk)
ry 15 Pk
Brp1 = s Pe) (14)
<Pk7 Pk)

ensure that ri, — 0 and p; — 0, i.e. the equilibrium of the
system (9) tends to the set S := {x € R",b € R™ : Ax =
b}.

Proof: The parameters «j and ) are considered
as control variables and then can be determined by an
appropriate choice of CLF. Notice that

rpt1 = bpp1 — AXpp1 =1 — ap(Apx, — Pb,)-  (15)
Define
Pr = Apx, —Pb,
= BuApx, , + AATT; — Bipb, . + 1 — |1y
= Bk(Apxk—l - pbk—l) + (AAT + I)rk - |rk|
= ﬁkpk—l + r;ca
where

I‘;c = (AAT + I)I‘k — |I‘;§|

Then the signal regulation problem can be rewritten in rg,
Pi coordinates as follows

{ Try1 =T — OgPE (16)

!
Pk+1 = Be+1Pk + )y

The objective is now to determine the parameters oy and
B which make the equilibrium (0,0) of the system (16)
asymptotically stable. At the equilibrium of (16) one can
write Axy, = by and Apx, = pb,, then Axp 1 = Axy +
opApx, = by + arpb, = br+1. This means that, at the
equilibrium of (16), the equilibrium of (9) belong to the set
S. To determine ay,, choose the CLF

Vr(k) = <r;€,rk>. (17)
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Then,
AV, = V,.(k+1)—V,(k)
= (Chy1,Thy1) — (Tk, T)
= (rr — axpk, Tk — Pk) — (Tk,Tk)
= (vg,Tr) — 200 (T, Pr) + O3 Pk, P) — (Tk, Tk
= —20(Tk, P) + 0% (P, Pr)- (18)

The value of ay, given by (13), is determined calculating

%AT‘,? and setting it to zero. Since pgrk # 0, substituting
(13) into (18) yields

2

AV, = _M <0 (19)
<Pk7 Pk>
From (16), (13), (11), and (10), that

(T, Pr) Br(tk, Pr—1) + (i, 1%) = (r), 7))
= 1 AA T, +rf (v —|rk]) > 0. (20)

From (19), it can be concluded that the 2-norm of the residue

r;, decreases monotonically.

The next step is to determine the parameter Jj, and for
this purpose define
v (Ph+1; Ph+1) (2D

= (Chi1,Thrr) + 2851 (Thi1, Pr) + Bit1 (P, P)-

Pk+1

Then, one can write
6Avpk+1

0Bk+1
Substituting (22) in (21) leads

(Chy1,PE)*
<pk7pk>

From (19) and (11) it can be concluded that r/, 1 decreases in
2-norm, but not necessarily monotonically. Thus (23) implies
that pyx4+1 decreases in 2-norm, although not necessarily
monotonically, concluding the proof. [ ]
The above derivations can be summarized in the form of
the following algorithm
Algorithm 2: Batch mode CG-CLF for Perceptron Train-
ing
Choose xg,bg > 0
Calculate rg = bg — AXg, px, = Alrg
Calculate pp, = |ro| — ro, Po = APx, — Pby

For k = 0,1,. . ., until convergence with bi,q; > 0

_ {rk,pPr)
k= (Pk:PE)
Xk+1 = Xk + Qg Px,,

br+1 = bi + aipy,
Tpy1 = Ty — Pk
rip1 = (AAT + Drpyy — |1

6 - _ <r;c+17pk>
k+1 (Pk:Pk)

T
pxk+1 = 6k+1pxk + A rk+1
Pbiy = Bet1Pby + [Tht1| — Tt
!
Pr+1 = Br+1Pk + Ty

<r;q;+17 pk)

—O0 e = (Pk: Pk)

(22)

Vo = <r;c+17r;c+1> - < <r;c+17r;c+l> (23)

End
Observation 1: Notice that theorem 1 guarantees that
algorithm 2 will converge to a solution of Axj; = by, but
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does not ensure that by > 0. However, the experimental
results below show that algorithm 2 converges to a solution
xj, such that Ax; = by > 0, and a rigorous proof that
convergence to ST, instead of just to S, occurs is being
sought.

In [7], a steepest descent (SD) method for adaptive filters
was proposed. The results in [7] show that it is possible for
the SD method for adaptive filters to have a performance
comparable with the CG and RLS methods. The same
extension, made above for the CG method, can be carried out
for the SD method in order to design, by CLFs, a SD method
for batch mode perceptron training (SD-CLF). The system of
equations representing the regulation problem, equivalent to
the batch mode perceptron training problem by the SD-CLF
method, is given by (24) below

Xkp+1 = X + OékATI‘k

bri1 =br + ak;(|rk| — I‘k) 24)
re = bk — Axk
A convergence result can now be stated as follows:
Theorem 2: With the assumption (10), the choice
<r/€’ r;€>
ag = (25)
ey, 1))

is optimal and ensures that the equilibrium of the system (24)
is asymptotically stable (i.e. ry — 0), where r}, is given by
(11).

Proof: From (24), one can write

bry1 — Axpp
= bp+ ak(|rk| — I‘k) — Axy, — OzkAATI‘k
ri — ak((AAT + Dry — |ri])

/
T — Qgry,

Trt+1

(26)

where r}, is given by (I11). Once again choose the control
Liapunov function V;(k) given by (17), then
AV, = V,(k+1)—-V,(k)

= (Cht1,Th1) — (Tk, Tk)

= <I‘k — akr;,rk — akr@ — <I‘k, I‘k>

= (rk,rr) = 20p(rp, %) + g (rh, r}) — (re, 2)

= 204 (ry,rh) + ar(ry,rh). 7
The optimal value of «j, (which makes AV, as negative as
possible), given by (25), is determined calculating 86Aa\:r and

setting it to zero. Substituting (25) into (27) yields

/\2
AV, = —IRTE” o (28)
(r, %)
which implies that ||rg|| is a decreasing sequence. [ |

The pseudocode of the extension of the SD method for
batch mode perceptron training, based on theorem 2 and
referenced in this paper as SD-CLF, is presented in algorithm
3.

Algorithm 3: Batch mode SD-CLF for Perceptron Train-
ing
Choose xg,bg > 0
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Calculate rg = bg — Axg

For k = 0,1,. . ., until convergence
I‘?c = (AAT + I)I‘k — |I‘k|
— (Pk,P;Q

e = Geprp)

Xp4+1 = Xk + OékATrk

byi1 = by + ax(Jrg| — %)

Tit1 = g — Qgl),
End

Notice that algorithm 3 has 4 steps less than algorithm 2

and correspondingly a lower computational cost, but slower
convergence in general. Observation 1 does not apply, since
bg > 0 and oy > 0.

IV. NUMERICAL SIMULATIONS

In order to verify the convergence properties of the
proposed batch mode algorithms, several simulations are
performed. The performance of the proposed algorithms are
compared with the Ho-Kashyap (HK) and its batch mode
adaptive version (AHK) [4] and the conjugate gradient algo-
rithm of [9] (called CGA). The experiment was performed
for various linearly and non-linearly separable sets. The set
chosen is the iris plants database from the UCI ML repository
[14]. This is a frequently used benchmark dataset in the
pattern recognition literature and contains three classes of
50 instances each, where each class refers to a type of iris
plant. Each data point consists of four numeric, predictive
attributes and the class. The attributes are sepal length, sepal
width, petal length and petal width, all measured in cm. The
three class labels, iris setosa, iris versicolor and iris virginica
correspond to the three types of iris plant. It is known that
iris setosa is linearly separable from the other two classes,
but the latter are not linearly separable from each other even
with respect to all four attributes. Though this a three-class
problem, it can be converted to a two-class problem thus
allowing the use of perceptron learning [9]. One way to do
this is to convert it into 3 two class problems by making
samples belonging to class w; (1 < w; < 3) positive and
those not belonging to it, negative. In the first case, samples
belonging to iris setosa are marked as class +1 and those
belonging to iris versicolor are assigned a class label —1. In
the second case, samples belonging to iris setosa are again
taken as belonging to the class +1 and those belonging to
iris virginica are assigned a class label —1. In the third and
last case, the iris versicolor samples are labeled as class +1
while the iris virginica samples are class —1.

For computational purposes (but not for the graphs in the
figures below), the input vectors are augmented by adding an
additional input of +1 for the bias. The negative class patterns
including the bias are negated so that the goal becomes: find
the weight vector x;, such that Axy > 0.

Figures 3, 4 and 5 plot the separating hyperplanes obtained
by using the algorithms 2, 3, HK, AHK and CGA. As the
perceptron training problem can be solved by support vector
machine (SVM), the obtained results are compared with the
results of the least-square SVM (LS-SVM) of [15]. It can
be noticed that, for the two linearly separable cases, all the
considered algorithms classify correctly all the samples, but
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Fig. 3. Separating hyperplanes of classes iris setosa and iris versicolor. All
the considered algorithms classify all the samples correctly. The distance
margin M obtained after convergence is shown in table I. The stopping
criterion is |lrg || < 0.001 and the maximum number of iterations is 1000.
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Fig. 5. Separating hyperplanes of classes iris versicolor and iris virginica.
Table I shows the classification statistics and the distance margin M
obtained after reaching the maximum number of iterations. The stopping
criterion is |rg || < 0.001 and the maximum number of iterations is 1000.

25 : Iris Algorithm | %CC M [l
AT . HK 100 | 13050 | 9.96 x 10~*
- 4 Setosa AHK 100 13118 | 3.41 x 10~ T
e < CGA 100 1.3105 | 7.30 x 10~ °
N Versicolor CG-CLF 100 1.2989 | 8.01 x 10" %
ST SD-CLF 100 1.2893 | 951 x 10~ T
. LS-SVM 100 1.3133 X
g 1 HK 100 1.2561 | 9.98 x 10~
.i;’ " Setosa AHK 100 12625 | 1.74 x 10~ T
3 9 CGA 100 1.2554 | 270 x 10~ °
= i Virginica CG-CLF 100 1.2504 | 842 x 10" %
SD-CLF 100 1.2463 | 6.96 x 10~ T
¥ s setosa LS-SVM 100 1.2664 X
_ 1 _lisvirgnica HK 95 33292 2.01
05 B Versicolor AHK 50 0.8636 | 2.75 x 1077
i S W
E— Virginica SD-CLF 94 | 3.3318 352
6 7 LS-SVM 95 2.9931 X
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Fig. 4. Separating hyperplanes of classes iris setosa and iris virginica. All TABLE I

the considered algorithms classify all the samples correctly. The distance
margin M obtained after convergence is shown in table I. The stopping
criterion is |rg || < 0.001 and the maximum number of iterations is 1000.

only the algorithms 2 and HK reach the stopping criterion
set as ||ry|| < 0.001. The HK and AHK algorithms are very
sensitive to the choice of the parameters p; and po, i.e.,
improper choice of the parameter values p; and py would
lead to poor performance. Then the choices p; = 1,5 and
p2 = 1/Amaz (Amae 1s the highest eigenvalue of ATA), as
in [9], result in a residual vector with relatively high norm,
as shown in table I where

Number of samples correctly classified
Number of samples

%CC = x 100,

(29)
and M 1is the margin distance defined as the minimum of
the distances from the correctly classified samples to the
separating hyperplane, the stopping criterion is ||rg|| < 0.001
and the maximum number of iterations is equal to 1000.

The results in table I show that algorithm 2 returns a

COMPARATIVE PERFORMANCE OF THE METHODS.

residual vector with the lowest norm, in linearly separable
cases. The proposed algorithms present basically the same
performance in the linearly non-separable case, except the
AHK algorithm which fails, classifying all samples as be-
longing to the same class.

Notice that the computational cost of one iteration of
algorithm 3 is lower than one of algorithm 2, but if the
number of iterations of algorithm 3 is too high, its total
computational cost and time can be higher than the total
computational cost of algorithm 2. To illustrate this, we run
an experiment in order to calculate the time necessary for the
convergence of each algorithm. The experiment consists in
running the same algorithm 100 times with the same initial
conditions and determining the mean time ¢ (in seconds) and
the number of iterations. The stopping criterion is again set
as |lrg]| < 0.001. The results of this experiment are shown
in table II. As expected, although algorithm 3 is simpler
than algorithm 2, in some cases algorithm 2 converges
more rapidly and therefore spends less mean time than the
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Iris Algorithm t iter

HK 0.0234 462
Setosa AHK 0.0562 | 1000
X CGA 0.1094 | 1000

Versicolor CG-CLF 0.0327 79
SD-CLF 0.3656 | 1000

HK 0.0172 295
Setosa AHK 0.0563 | 1000
X CGA 0.1109 | 1000

Virginica CG-CLF 0.0421 107
SD-CLF 0.3609 | 1000
HK 0.0407 | 1000
Versicolor AHK 0.0579 | 1000
X CGA 0.1125 | 1000
Virginica CG-CLF 0.3547 | 1000
SD-CLF 0.3548 | 1000

TABLE 11

COMPARISON OF MEAN TIME AND ITERATION NUMBER.

Set Algorithm | %CC | [rg]|
HK X X

AHK 89.7 8.07

Tonosphere CGA 91.3 7.83

CG-CLF 91.3 7.89
SD-CLF 88.5 9.05

HK 66.2 15.54
AHK X X
BUPA CGA 66.9 15.61
CG-CLF 66.9 15.54
SD-CLF 67.2 15.73
HK 73.7 19.05
AHK X X
Diabetes CGA 74.3 19.79
CG-CLF 73.9 19.02
SD-CLF 66.4 21.85

TABLE III
COMPARATIVE PERFORMANCE OF THE METHODS. THE HK METHOD FAILS TO
CALCULATE THE PSEUDO-INVERSE OF THE “IONOSPHERE” DATA MATRIX, AND

THE AHK METHOD DIVERGES FOR THE “BUPA” AND “DIABETES” SETS.

algorithms 3, AHK and CGA.

Other numerical tests were performed using the sets “Iono-
sphere”, “BUPA Liver Disorders” and “Pima Indian Dia-
betes”, confirming Observation 1. The classification results
are shown in table III. More details on these three sets can
be found in [14].

The numerical results obtained show that the proposed
batch mode conjugate gradient algorithm presents equivalent
or better performance than the algorithms HK, AHK and
CGN without using any empirical learning parameter and
any heuristic reinitialization of the direction vector.

V. CONCLUSIONS

We have presented conjugate gradient and steepest descent
algorithms for perceptron training in batch mode and proved
the asymptotic stability of the algorithms in theorems 1
and 2. Their performance have been compared with the
algorithms CGA [9], HK, AHK [4] and LS-SVM [15].
The HK algorithm uses the pseudo-inverse of the pattern
matrix in order to determine the solution vector. However
the determination of the pseudo-inverse become unstable as
the matrix AT A becomes close to singular, on the other hand
the computational cost of this processus increases highly for
large scale problems, i.e., separation of classes with large
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number of attributes. The AHK algorithm does not calculate
the pseudo-inverse of the pattern matrix, but the empirical
choice of the learning parameters p; and ps is critical for
the convergence of the algorithm. Numerical results in [9]
and this paper show that improper choice of the learning
parameters values p; and ps lead to poor performance of
the AHK algorithm. Nagaraja and Bose [9] have presented
a conjugate gradient algorithm for the perceptron training,
however they use an heuristic technique based on conju-
gate gradient reinitialization [10] in order to ensure the
convergence of the algorithm. This is due to the fact that
the standard conjugate algorithm uses orthogonality of the
residues to simplify the formulas of the parameters necessary
for convergence [6]. In an finite precision implementation the
numerical errors could cause a loss of the orthogonality of
the residues, leading to a non-convergence of the method.
To solve this problem, this paper does not use any heuristic
technique, in contrast to [9], and proposes an analysis using
the linear structure of system (3) and the bilinear structure
of the dynamical system solvers (9) and (24) considered,
and the asymptotic stability of the algorithms is proved in
theorems 1 and 2. The proof of the positivity of the margin
vector by, found by algorithm 2 is a topic under investigation.
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