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Capitulo 1

Introducao

Diversos problemas comuns em muitas areas da ciéncia e da engenharia podem ser
formulados como problemas de otimizagao. Devido a esta abrangéncia, estes problemas
foram amplamente estudados nas tltimas décadas, e diversas ferramentas matematicas

foram desenvolvidas e utilizadas com o intuito de resolvé-los.

A diversidade dos problemas de otimizagao é muito ampla. Dentre os principais,
podemos mencionar o de achar zeros de uma funcao vetorial nao linear, o de achar
minimos de funcgoes escalares, convexas ou nao, o de achar minimos de funcoes es-
calares dentro de uma determinada regiao do seu dominio, problemas de desigualdades
variacionais, entre outros. Todos estes problemas foram abundantemente tratados na
bibliografia referenciada. Entretanto, em geral, solucoes sao apresentadas e analisadas
caso a caso, sem uma metodologia sisteméatica de deducao e analise de métodos e fer-

ramentas matematicas capazes de resolver estes problemas.

Por outro lado, no contexto de achar zeros de fungoes vetoriais, Bhaya e Kaszkure-
wicz (ver, principalmente, [13, 14] ), foram os primeiros a apresentar uma metodologia
baseada na teoria de controle, através da qual diversos algoritmos podem ser interpre-
tados como sistemas dinamicos de controle em malha fechada. Os autores aplicam a
teoria de controle também para a resolucao de outros problemas de otimizacao, como

por exemplo programacao linear.

Esta mesma metodologia pode ser aplicada no contexto de outros problemas de
otimizacao. Desta forma, novos algoritmos destinados a solucionar tais problemas po-

dem ser desenvolvidos, assim como esta teoria também apresenta poderosas ferramentas



de anélise e sintese (ou projeto) dos algoritmos.

Pretende-se neste trabalho, portanto, utilizar as ferramentas de controle no desen-
volvimento e analise de algoritmos destinados a resolver problemas de achar zeros de
funcgoes vetoriais e outros problemas de otimizacao a serem descritos a seguir.

Em alguns casos, os problemas mencionados podem ser resolvidos analiticamente;
porém em muitos outros a resolucao analitica nao é possivel. Para estes casos, empregam-
se métodos numéricos, também chamados de algoritmos, que desenvolvem uma tra-
jetoria de uma variavel x, chamada de varidvel de estado no contexto da teoria de
controle, a partir de um valor inicial até chegar a um ponto arbitrariamente proximo
da solucao. Muitas classificagoes dos algoritmos existentes podem ser realizadas, mas
sem duvida a principal classificacao os divide em algoritmos continuos e discretos.

Os algoritmos continuos apresentam uma lei de atualizacao das variaveis de estado
caracterizada por equagoes diferenciais ordinarias (EDO), que podem ser representadas,

na sua forma mais simples, da seguinte maneira:

x(t) = u(x(t),t) x(to) = o (1.1)

onde x : R — R" é uma variavel vetorial dependente do tempo, e u: R" x R — R" é
um campo vetorial chamado de lei de atualizacao das variaves de estado dependente,
de modo geral, da prépria varidvel de estado e do tempo. A equagao (1.1) representa os
chamados sistemas nao autonomos, quando o mapeamento depende explicitamente da
variavel temporal. A teoria que trata sobre sistemas nao autonomos é mais complexa
que aquela que trata com sistemas autonomos, onde a lei de atualizacao das variaveis
nao depende explicitamente da variavel temporal, mas apenas da variavel de estado.
Os sistemas autonomos podem ser representados pela seguinte lei de atualizagao das
variaveis:

x(t) = u(x(t)) x(to) = %o (1.2)

No presente trabalho, trataremos exclusivamente de sistemas autonomos.

Os algoritmos continuos eram implementados antigamente com computadores analdgi-
cos. Hoje em dia, eles podem ser implementados como redes neurais. Cabe mencionar
que uma motivacao importante para o estudo e desenvolvimento de algoritmos conti-

nuos consiste em que a partir destes podem ser derivados algoritmos discretos, e muitas



caracteristicas destes podem ser estudadas com eficiéncia a partir dos equivalentes con-

tinuos.

Os algoritmos discretos apresentam uma lei de atualizacao das varidveis que pode
ser caracterizada como uma equagao a diferencas, onde a cada passo ou iteragao calcula-
se um novo ponto, ou valor da varidvel de estado, a partir do anterior (ou anteriores).
Assim, o algoritmo discreto gera uma seqiiéncia discreta de pontos a partir de um
valor inicial da variavel de estado. Na sua forma mais simples, a lei de atualizacao das

variaveis pode ser representada como a seguinte equacao a diferencas:
Xp+1 = X, + agpu(xy) a partir de algum ponto inicial xq (1.3)

onde o indice k representa o niimero de iteracao, a fungao u(xy) é a lei de atualizacao das
varidveis (que no caso auténomo, nao depende explicitamente do nimero de iteragao k,
esta lei de atualizacdo é referida na literatura de otimizagao como passo de iterac¢ao),

e ay ¢ o comprimento do passo.

Os algoritmos discretos podem ser desenvolvidos a partir de equivalentes continuos
discretizados por algum método especifico. Dentre os métodos de discretizacao, cabe
mencionar o método de Euler (ver [4]). Aplicando este método no sistema continuo
(1.2), obtem-se o algoritmo discreto representado pela equacdo em diferengas (1.3),

para algum comprimento do passo de iteracao.

A associacao de métodos numéricos com a teoria de controle nao é nova. Por
exemplo, Soderlind ([70]) aplica a teoria de controle mas com a finalidade de calcular
comprimentos dos passos de algoritmos discretos de maneira adaptativa. Goh ([33])
desenvolve dois algoritmos discretos escolhendo o passo de iteragao como uma seqiiéncia
de problemas de controle 6timo, aplicando funcao inversa de Liapunov, porém nao
calcula o comprimento do passo de maneira 6tima. Chao e de Figueiredo ([21]) propoem
um método continuo (e sua discretizagio por Euler) x = —D; ! (x)(f(x) — u(x)), onde
a func¢ao de controle u(x) é escolhida de maneira 6tima com o objetivo de minimizar
uma funcao de custo ao longo de um intervalo predeterminado. Chehab e Laminie
([22]) fazem para um algoritmo discreto proposto, um estudo de estabilidade baseado

em uma metodologia empregada em controle; tal analise estda baseada nos trabalhos



de Bhaya e Kaszkurewicz. Porém, todas estas abordagens sao mais restritas que a

proposta por estes autores.

Especificamente, [33], propoe uma formulagdo do problema de minimizacao ir-

restrita como um problema de controle 6timo.

n

Dado o problema de minimizar uma funcao f(x) : R* — R, é estabelecida uma

determinada lei de atualizagao das varidveis x = u(¢). Portanto:

0f(x)
ot

— V7 f(x)% = V' f(x)u(t)

Integrando ambos membros da equacao:

iy
fx(ty)) = f(x(0)) + / VEf(x(t)u(t)ot (1.4)
0
o que conduz ao seguinte problema de controle 6timo:

min f(x(t7) = min [(x(0)) + Ji* V£ (x(1) u(t)or

st x=u, x(0)=x

Chao e de Figueiredo ([21]), propoem a formulacao para achar um zero de uma
funcao vetorial f(x(¢)) : R* — R"™ como um problema de controle 6timo, através da
seguinte equagao:

f(x(t)) = —f(x) +u (1.5)
sendo u a lei de atualizagao das variaveis de estado.

O problema consiste em selecionar uma lei de controle 6tima u que minimize a

1 [u
J:—/ luf20t
2 0

seguinte fun¢ao de custo:

sujeita as condigoes de contorno:

F(x(0)) = f5, f(x(t;)) =0

Os autores demonstram que a lei de controle u que minimiza esta funcao de custo

4



esta dada por:
e_(tf_t)

B sinh ¢ s 0

o que conduz a seguinte variacao temporal da fungao objetivo:

_¢ sinh(tf —t)
N sinh ¢

£(1)

Pelo fato destas propostas serem formuladas em termos de controle 6timo, elas levam
a projetos de algoritmos razoavelmente complexos, requerendo, em geral, solugoes de
problemas de contorno que podem ser, inclusive, mais dificeis de resolver do que o
problema original de otimizagao ou o de achar zeros. Observa-se que, nesse contexto,
o autor Goh se refere aos algoritmos propostos por ele ([33]) como apenas conceituais.
No caso do método proposto por Chao e de Figueiredo, observa-se que a solugao em
forma fechada do problema de contorno (1.5) é crucial para a simplificagdo que define
um novo algoritmo iterativo (ver [21]), e esta simplificacdo poderd nao ocorrer com
problemas mais complexos, como por exemplo os de otimizacao restrita.

Por outro lado, a metodologia apresentada por Bhaya e Kaszkurewicz em [13],
[14], [11] e [10] consiste em interpretar os algoritmos, tanto continuos quanto discretos,
como sistemas dinamicos de controle com realimentacao, isto é, sistemas de controle
em malha fechada. Utiliza-se a idéia basica de controle realimentado para o problema
de regulacao, i.e. o problema de tornar o valor assumido por uma func¢ao igual a um
valor de referéncia, através de uma escolha adequada dos varios objetos envolvidos na
definicao do problema de regulagao. Esses objetos, chamados planta e controlador,
serao explicitados no proximo capitulo no contexto do problema de achar zeros, mas
cabe enfatizar aqui que a metodologia é mais geral e serd utilizada ao longo deste
trabalho em diversos contextos.

Os diferentes algoritmos surgem de diferentes escolhas da lei de controle do sistema.
Estas escolhas sao realizadas seguindo o método de fungoes de Liapunov de controle
(CLF) e controle 6timo de Liapunov (LOC). A metodologia de fung¢oes de Liapunov de
controle consiste no seguinte: uma funcao de Liapunov candidata positiva definida e
dependente da variavel de estado é escolhida, e a fungao de controle do sistema pode ser
qualquer uma que faca com que a derivada temporal da funcao de Liapunov ao longo

das trajetorias do sistema em malha fechada seja negativa definida, garantindo assim



a estabilidade do sistema. Ja a metodologia de controle étimo de Liapunov consiste na
escolha da funcao de controle que minimize a derivada temporal da fun¢ao de Liapunov
candidata ao longo das trajetorias do sistema em malha fechada, garantindo assim a
maior taxa de convergéncia ao ponto de equilibrio do sistema (da EDO) dada a fungao
de Liapunov escolhida. Assim, a metodologia CLF /LOC é utilizada para a derivacao de
diversos algoritmos, assim como para a analise de algumas das suas caracteristicas tais
como taxa de convergéncia. Alguns destes algoritmos ja sao amplamente conhecidos
na literatura, mas nunca antes foram abordados sob esta perspectiva.

Os algoritmos continuos assim achados podem ser discretizados pelo método de Eu-
ler. O comprimento do passo é escolhido de maneira étima utilizando a metodologia
de controle 6timo de Liapunov (LOC). No contexto discreto, esta metodologia consiste
em escolher uma funcgao de Liapunov candidata discreta, e o calculo do comprimento
do passo ¢ realizado de maneira de minimizar a variacao desta funcao a cada iteracao.
Desta forma, o comprimento do passo assim escolhido serd aquele que proporciona

maior diminui¢ao da fungao de Liapunov discreta de uma iteracao para a seguinte.

No contexto de achar zeros de fungoes, dentre os muitos algoritmos continuos exis-
tentes, a classe de algoritmos de continua¢do ou homotopia [1, 2] também utiliza uma
EDO do tipo (1.2) como ponto de partida dos métodos chamados preditor-corretor,
entretanto, nao ha a utilizagao dos conceitos de controle no projeto e na andlise destes
algoritmos.

Neste mesmo contexto, podemos mencionar ainda os algoritmos continuos propos-
tos, desenvolvidos, estudados ou aplicados em [11], [13, c. 2], [14], [79, c. 5], [29,
c. 2], [18], [21], [8], [41], [40],[59], [68], [5], [6], [49], [39], entre muitos outros. Uma
bibliografia on-line pode ser encontrada em McNamee, 1993 [58]. Mais comentarios
contextualizando essas contribuigoes serao apresentadas nos capitulos 2 e 3.

Ainda no contexto de achar zeros de fungoes, dentre os algoritmos discretos pro-
postos, desenvolvidos ou utilizados na bibliografia, podemos mencionar [13, ¢. 2], [12],
[10], [14], [33], [70], [35], [22], [51], [84], [52], [66], [43], [25] e suas referéncias, também
entre muitos outros, os que serao contextualizados também nos capitulos 2 e 3.

Alguns destes algoritmos, tal como o algoritmo de Newton, nas suas versoes con-

tinua e discreta, foram amplamente estudados e abordados na bibliografia (ver, por
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exemplo, [18], [87], [34], [24], [57], [43] e [41]); outros sao certamente menos conhecidos
e analisados. Porém, os diversos algoritmos existentes sao usualmente projetados caso a
caso, nao existindo uma metodologia genérica de derivagao e andlise de cada um deles.
Também, nos casos dos algoritmos discretos, a escolha do comprimento do passo de
iteragao, freqiientemente, ¢ realizada com a tnica finalidade de garantir a convergéncia
da seqiiéncia de pontos calculados, sem uma metodologia genérica de escolha de um

comprimento do passo que seja 6timo para um determinado critério.

No capitulo 2, serd apresentada a abordagem CLF/LOC ([13, 14]) no desenvolvi-
mento e analise de diferentes algoritmos de primeira ordem para achar zeros de funcoes.
Algoritmos de primeira ordem podem ser caracterizados por uma EDO de primeira or-
dem!, no caso continuo (equagao 1.2), ou uma equacao em diferencas onde a lei de
atualizagao da variavel depende apenas do variavel de estado na iteracao corrente, no
caso discreto (equagao 1.3). Tanto no caso continuo como discreto, serdo estudadas
diferentes caracteristicas dos algoritmos assim desenvolvidos, tais como pontos singu-
lares, conseqiiéncias da presenca de singularidades estranhas, regioes de convergéncia
de cada zero, taxa de convergéncia e as vantagens da utilizacao de um conjunto de
algoritmos ao invés de um tunico algoritmo.

Os algoritmos assim desenvolvidos sao testados com uma ampla quantidade de
funcoes classicas na bibliografia, com diversos niimeros de variaveis.

Os algoritmos de primeira ordem apresentados no capitulo 2 podem ser utilizados
também para achar o minimo de uma fungdo escalar continua convexa ¢(x) : R” — R
irrestrita, pois este ponto minimo corresponde ao zero do seu gradiente. Porém, exis-
tem outros algoritmos especificos para resolver este problema. Dentre eles, o mais
mencionado na bibliografia é o steepest descent (ver, por exemplo, [79, c. 5]). Este
consiste em estabelecer as trajetorias da variavel de estado na dire¢ao contréaria do gra-
diente da funcao, garantindo desta forma o decrescimento desta. Este algoritmo, assim
como outros mencionados na bibliografia ([6], [5]), podem ser vistos como um sistema
dinamico de controle em malha fechada, onde o algoritmo especifico é determinado pelo

ganho do controlador. Utilizando a metodologia CLF, outros controladores, e assim

'Deve ser enfatizado que o termo “primeira ordem”, ndo se refere & taxa de convergéncia do
algoritmo.



também outros algoritmos, podem ser desenvolvidos e suas caracteristicas analisadas.
Os algoritmos assim derivados podem ser discretizados por Euler com seu comprimento

do passo calculado de maneira 6tima por meio da metodologia LOC.

Este projeto e andlise de algoritmos de primeira ordem para achar minimos de fun-

coes escalares convexas também serd apresentado no capitulo 2.

No capitulo 3 serao apresentados algoritmos de segunda ordem para achar zeros
de funcgoes. Os algoritmos de segunda ordem estao caracterizados por um modelo
matematico que pode ser representado como uma equacao diferencial ordinaria de se-
gunda ordem?:

(1) = u(x(1), (1)) x(0) = xo, X(0) = %o (L6)

onde u(x(t),x(t)) ¢ lei de controle dependente das varidveis dinamicas do sistema.

Este sistema também pode ser interpretado como um sistema dinamico de controle
em malha fechada, onde agora o dispositivo controlador também possui uma dinamica

prépria, sendo que o sistema pode ser representado na forma:

(1.7)

onde a funcdo ¢p(u,x) depende da escolha da planta e a fungao v (u,x) depende da

escolha do controlador, sendo que este ultimo agora possui uma dinamica determinada.

A escolha de planta e controlador é realizada pela metodologia de fungoes de Lia-

punov de controle e controle 6timo de Liapunov.

A presenca de uma dinamica no controlador visa dar mais facilidade aos algoritmos

para achar zeros ali onde os algoritmos de primeira ordem se mostram falhos.

Os algoritmos de segunda ordem desenvolvidos com a metodologia CLF sao dis-
cretizados por Euler, e seus comprimentos de passo, que podem ser vistos como ganhos
dos controladores discretos, calculados de maneira 6tima pela metodologia LOC. De

maneira geral, a discretizacao de (1.7) pode ser representada como:

2Deve ser enfatizado que o termo “segunda ordem”, ndo se refere & taxa de convergéncia do
algoritmo.



Xpr1 = P(Xg, Ug, )
(1.8)
W1 = (X, W, Gr)
sendo ay, e B os comprimentos dos passos.

Algoritmos especificos de segunda ordem para achar minimos de fungoes escalares
também sao desenvolvidos pela metodologia CLF, sempre interpretando estes como
sistemas dinamicos de controle. Pretende-se que, ao contrario dos algoritmos de pri-
meira ordem para minimizacao de fungoes, quando estas nao apresentam convexidade,
os de segunda ordem sejam capazes de ultrapassar eventuais minimos locais para achar
minimos globais.

Algoritmos de segunda ordem nao sao muito abundantes na bibliografia. Alguns
destes sao apresentados em [19], [3] e [29, s. 2.5]. Entretanto, estas referéncias nao
interpretam os algoritmos como sistemas dinamicos de controle, assim como nao sao
propostas metodologias genéricas de projeto e andlise dos diferentes algoritmos, o que
sera aqui realizado utilizando a teoria de controle.

As leis de atualizagao das variaveis de estado e de controle dos algoritmos de segunda
ordem especificos para minimizacao de funcoes escalares, também sao discretizadas por
Euler e os comprimentos dos passos calculados de maneira 6tima segundo a metodolo-

gia LOC.

No capitulo 4, é abordado o problema geral de otimizagao convexa, ou problema
de achar o minimo de uma funcao escalar convexa diferencidavel restrita a um conjunto
convexo.

Uma das possiveis abordagens para o problema de otimizacao restrita tem suas
raizes no método de penalizacao exata, o qual transforma o problema de otimizacao
restrita em um problema de otimizacao irrestrita nao suave, mesmo que o problema
restrito seja suave. A interpretacao de penalizacdo exata em termos de controle foi
iniciada nos trabalhos [78, 32], a idéia principal sendo a identificacao da descontinuidade
associada a penalizacao exata com uma fungao de chaveamento, gerando um sistema
dinamico conhecido como sistema a estrutura variavel na literatura de controle. A
utilizagao de sistemas de controle a estrutura variavel também se mostra adequada

na resolucao de problemas de otimizagao convexa, isto é, de minimizacao de funcoes



escalares convexas sujeitas a restricoes de desigualdade convexas e de igualdade afins
(ver [78], [86, s. 6.9], [32] e [27], para o caso de programagao linear e quadratica).

No capitulo 4 serda apresentado o desenvolvimento de um algoritmo a estrutura
variavel utilizando uma funcao de Liapunov de controle para resolver problemas de
otimizagao convexa, o qual representa uma extensao daquele apresentado em [32] e que
apresenta diversas vantagens com respeito a outros algoritmos tratados na bibliogra-
fia. Dentre estas vantagens podemos adiantar algumas tais como a nao utilizagao do
operador de projecao ortogonal, a auséncia de limitagoes com respeito as restrigoes que
conformam o conjunto viavel, a manutencao da dimensao do problema como o niimero
de variaveis, entre outras que serao especificadas oportunamente. O algoritmo também
é discretizado por Euler e seu comprimento de passo otimizado pela metodologia LOC.
Uma versao preliminar do algoritmo aqui desenvolvido, nas suas versoes continua e

discreta, foi apresentado em [61].

No capitulo 5, é abordado o problema de desigualdades variacionais.

Algoritmos especificos para a resolucao de problemas de desigualdades variacionais
nao sao muito abundantes na bibliografia, e os apresentados, tanto continuos quanto
discretos, apresentam diversas desvantagens, como utilizacao de projecao ortogonal,
limitagoes com respeito a fungao objetivo ou as restrigoes, entre outras.

Seguindo idéntica metodologia utilizada no capitulo 4, no desenvolvimento do algo-
ritmo para a resolugao do problema geral de otimizagao convexa, serd implementado
um novo algoritmo para resolver problemas de desigualdades variacionais baseado em
um sistema de controle em malha fechada a estrutura variavel, o qual nao possui as
desvantagens mencionadas. Este algoritmo ¢ discretizado por Euler e seu comprimento
de passo calculado pela metodologia LOC, com algumas mudancgas para garantir a
convergéncia das trajetérias ao conjunto solugao.

Uma versao preliminar do algoritmo discreto foi apresentada em [60].

Finalmente, no capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes gerais, as propostas de

trabalho futuro e sao explicitadas as contribuigoes desta tese.
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Capitulo 2

Algoritmos de primeira ordem
destinados a achar zeros de funcoes
vetoriais ou minimos de funcoes
escalares como sistemas dinamicos

de controle

2.1 Introducao

O problema de achar os zeros de uma funcao nao condicionada de n variaveis tem
muitas aplicacoes concretas em diversas areas da ciéncia e da engenharia. O problema
abrange aquele de encontrar os pontos extremos e/ou selas de uma fungao escalar
f(x) : R" — R, pois é equivalente a achar os zeros do seu gradiente, quando este estd
definido. Muitos problemas matematicos podem ser reduzidos ao problema de achar
zeros de uma funcao ou de minimizacao de uma funcao.

Em muitos casos o problema pode ser resolvido analiticamente, por exemplo quando
se trata de resolver o sistema de equacoes lineares algébricas expressado como Ax = b
(equivalente a achar os zeros da func¢ao f(x) = b — Ax), sendo a matriz A inversivel.
Mas em outros casos a resolucao analitica nao é possivel.

Para esses casos, existe a possibilidade de empregar algoritmos que desenvolvem
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uma trajetoria da variavel x a partir de um valor inicial até chegar a um ponto arbitra-
riamente proximo de um zero. Existe uma grande quantidade destes métodos que tem

sido desenvolvidos e aplicados ha muito tempo, e sao muito abundantes na bibliografia.

Esta secao apresentara a abordagem de Bhaya e Kaszkurewicz, apresentada em [13]

e [14], na deducao e andlise de diferentes algoritmos, tanto continuos quanto discretos.

Um dos problemas tratados na teoria de controle é o problema da regulacao, tam-
bém chamado de controle ponto a ponto. Este consiste em, dado um determinado
sistema, geralmente referido como planta, cuja resposta é caracterizada por determi-
nadas variaveis a serem controladas, encontrar um mecanismo que mantenha ou regule
estas variaveis a valores constantes, mesmo que esta planta tenha sua resposta afetada
por diferentes disturbios. Assim, estas variaveis que caraterizam a resposta, sao per-
manentemente comparadas com o valor desejado ou referéncia, através do chamado
laco de realimentacao ou feedback; a diferenca entre a referéncia e a resposta da planta
gera uma nova variavel chamada de residuo ou erro, o qual representa o desvio entre a
resposta real da planta e seu valor desejado. Este erro é utilizado para alimentar um
controlador dependente de determinados parametros, este mecanismo controlador sera
o responsavel por gerar uma variavel chamada de excitagao, com que serd alimentada
a planta, de maneira tal de alterar a resposta até conseguir que o residuo ou erro tenda
para zero. O mecanismo em malha fechada, portanto, resulta em um erro e uma exci-
tagao igual a zero, e assim permanecera o sistema sempre que um distirbio nao desvie
a resposta do valor desejado. Na figura 2.1 é representado um mecanismo de controle

em malha fechada.

distarbios
referéncia residuo excitacfio resposta
controlador » planta »

+ A-

Figura 2.1: Sistema de controle em malha fechada

A proposta em [13], [11] e [10] consiste em utilizar a teoria de controle ponto a ponto,

nao mais para regular as variaveis de saida, ou resposta, de um sistema fisico, mas para
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conseguir que uma determinada fun¢ao matematica atinja um valor desejado constante.
No caso do problema de achar as raizes de uma fungdo nao linear f(x) : R” — R",
esta fungdo pode representar a planta do sistema, em cujo caso o valor desejado é,
obviamente, zero. Quando a fungao atinge este valor, a variavel x, também chamada
de variavel de estado, tomarda o valor de uma raiz da funcao, referida como x*.

Bhaya e Kaszkurewicz ([13, c. 2] e [11]) propdem como método para o desen-
volvimento do mecanismo controlador, a utilizacao de funcoes de controle de Liapunov
(CLF). Através deste método, diversos mecanismos, equivalentes a diversos algoritmos,
podem ser derivados e suas convergéncias analisadas.

Os algoritmos discretos assim derivados sao discretizados por Euler, com os com-
primentos de passo calculados de maneira 6tima pelo método de controle 6timo de

Liapunov (LOC).

O presente capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na secao 2 é apresentada
a teoria de controle como ferramenta para a derivacao de algoritmos para achar zeros
de funcgoes vetoriais nao lineares.

Na secao 3 sao detalhadas as ja mencionadas metodologias CLF e LOC, neste
mesmo contexto.

Na segao 4 sao derivados os algoritmos de primeira ordem continuos apresentados
em [13] e [14]. Sao realizadas algumas consideragoes sobre o algoritmo de Newton, e
sao simulados com diversas fungoes de teste.

Na secao 5 é estudado o tema de singularidades estranhas para o algoritmo de
Newton e de Branin ([18]), e sdo propostos métodos de linearizacao para o algoritmo
de Newton.

Na secao 6 sao discretizados os algoritmos apresentados na secao 4, sao realizadas
simulagoes com diversas funcgoes de teste, e é apresentada a metodologia de utilizagao
de um conjunto, ou “time” de algoritmos.

Na secao 7 sao estudadas as bacias de atracao dos zeros de diversas fungoes de teste
para os algoritmos apresentados.

Na secao 8 sao desenvolvidos algoritmos especificos para minimizacao de fungoes
escalares convexas como sistemas dinamicos de controle. Estes sao simulados com

diversas funcoes de teste, discretizados com comprimentos de passo calculados por LOC,
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e os algoritmos discretos assim desenvolvidos também sao aplicados em simulagoes com
as mesmas funcoes de teste.

Finalmente, na secao 9 sao apresentadas as conclusoes deste capitulo.

2.2 A teoria de controle utilizada para achar zeros

de uma funcao

O objetivo desta secao é mostrar como um sistema dinamico continuo em malha fechada
pode ser utilizado para achar zeros de uma funcao continua nao linear f : R" —
R™ através de uma perspectiva de controle por realimentagao. Pretende-se, portanto,

encontrar um vetor x* tal que

f(x*) =0 (2.1)

Em geral, para uma funcao nao linear existird mais de uma solucao.
A fungao f(x) serd interpretada como a planta cujo valor se deseja controlar. O
valor desejado, ou referéncia, é obviamente zero. O residuo ou erro serd a diferenca

entre a referéncia e a resposta da planta, ou valor da funcao. Isto é:
r=0-f(x)=—f(x) (2.2)

A norma deste vetor de erro ou residuo pode ser interpretada como a distancia entre
o valor real da variavel x, também chamada de variavel de estado, e seu valor desejado.

Observe-se que, se o objetivo do sistema de controle é fazer o residuo tender a zero,
isto equivale a fazer tender a varidvel x(t) ao valor desejado x*.

O residuo alimentard um controlador (fun¢ao de parametros dependentes) que por
sua vez gerara o sinal de excitagao u(t). Esta varidvel de excitagao atuara diretamente
sobre a variavel de estado x(t), provocando sua variagao temporal, isto é, x = u. Assim,
quando a planta atingir o valor desejado, f(x) = 0, o residuo serd igual a zero, assim
como o valor da excitacao u, o qual implica que a variavel de estado x permanecera
constante e igual ao valor de uma raiz da funcao x*, que serd um ponto de equilibrio

do sistema em malha fechada.

14



Em termos de controle, a equacao que relaciona a excitacao com a variavel de estado
¢ chamada equacao de estado, e a equacao que relaciona a varidvel de estado com a
resposta do sistema é chamada equacao de saida do sistema. Chamando a variavel de

saida, ou resposta, de y(t), podemos escrever:

x(t) = ——= =u(t) equagcao de estado (2.3)

y(t) = f(x(t)) equagao de saida (2.4)

Observe-se que, de (2.2) e (2.4):

y(t) = —x(t) (2.5)

O problema de achar os zeros de f(x) pode ser estabelecido em termos da teoria de
controle como segue: encontrar uma variavel de excitacao u(t) tal que o residuo tenda
a zero e consequentemente a variavel de controle x(t) ao valor desejado x*. Este é o
problema de regulacao onde a saida deve ser controlada ao valor da referéncia, neste

casoO zero.

A figura 2.2 mostra um diagrama de blocos do sistema em malha fechada, ou re-
alimentado, que representa a dinamica das variaveis que interatuam neste sistema de

controle.

------------------------------------------------------

: controlador planta
A . i iresposta
refergncu_;' O residuo > o) u_, I ixi' f) H >
+- or L y=f(x)

Figura 2.2: Diagrama de blocos representativo do sistema continuo

Observe-se que podemos interpretar a variavel de excitacao como dependente da

varidvel de estado e do residuo:

u=¢(x,1) (2.6)
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levando ao chamado sistema em malha fechada, da forma

% = ¢(x,r) (2.7)

O objetivo da metodologia CLF serd, portanto, achar uma fungao ¢(x, r) que atinja

o objetivo desejado.

2.3 Metodologia CLF/LOC para projetar algorit-
mos para achar zeros de funcoes

A metodologia de fungoes de Liapunov de controle (CLF) e de controle 6timo de Lia-
punov (LOC), pode ser utilizada para achar diversas fungoes de controladores (2.6).

O esquema geral é o seguinte: uma fungao de Liapunov candidata positiva definida
6 escolhida. A derivada no tempo V ao longo das trajetérias do sistema em malha
fechada é calculada, gerando uma funcao da variavel de estado x, da saida y e da
variavel de entrada ou excitagao u. A metodologia CLF consiste na escolha de qualquer
fungao u(x,r) que provoque que V seja negativa definida, e portanto o sistema estével
(para mais informagao sobre o método direto de Liapunov, ver [69]). Mediante outros
lemas ou teoremas tais como Barbalat ou La Salle, pode se demonstrar a estabilidade
assintética do sistema.

Assim, diversas leis de controle, e portanto diversos algoritmos, podem ser derivados
através destes métodos.

A metodologia de LOC vai além, esta consiste em utilizar os graus de liberdade
disponiveis escolhendo a entrada u que faz a derivada temporal da funcao de Liapu-
nov V tao negativa quanto possivel. Esta tentativa se relaciona, por um lado, com o
chamado método speed gradient, quando nao ha restricoes sobre a variavel de controle,
por outro lado, quando uma variavel de controle limitada é aplicada, frequentemente
o controle 6timo emprega uma funcao signum, o que esta relacionado com o chamado
controle a estrutura variavel. De fato, existem relacoes préximas entre controle étimo
de Liapunov, controle speed gradient, controle a estrutura variavel e controle 6timo, as

quais sdo examinadas em [13, c. 3].
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Neste ponto, cabe apresentar a seguinte definicao: uma trajetéria define-se como
convergente a um determinado ponto se, quando o tempo tende a infinito (nimero de
iteragoes no caso discreto), a trajetoria tende a esse ponto. A convergéncia de uma tra-
jetoria de todas as variaveis de estado de um sistema a um ponto de equilibrio, implica
na estabilidade assintética desse sistema; portanto aqui nos referiremos indistintamente
a estabilidade assintdtica como a convergéncia.

Uma noc¢ao amplamente utilizada para quantificar a velocidade de convergéncia de
algoritmos discretos é a seguinte ([40]): o método (1.3) converge ao resultado x* a uma
taxa ¢ > 1 uniformemente em uma bola B(x*, p), onde p é uma constante positiva, se
existe 3 > 0 tal que

I+ v(x) — x| < Bllx — x| (2.8)

para todo x € B(x*, p). Isto é, a seqiiéncia de pontos x;, uma vez que entra na bola
B(x*, p), convergira a x* melhorando a cada iteragao a precisao de x;, em relagao a x*,

q vezes.

2.4 Algoritmos de primeira ordem continuos para

achar zeros de funcoes

Nesta secao serao derivados diferentes algoritmos de primeira ordem para achar zeros
de uma fungao f(x). Estes algoritmos sao apresentados em [13, c¢. 2.1]. Os algoritmos
serao expressados em funcao do residuo ou erro r, de maneira tal que o ponto de
equilibrio desejado sera r = 0. E assumido que uma mudanca de coordenadas da
varidvel x a varidvel r é possivel. Desde que r = —f(x), pelo teorema da fungao
inversa, ¢ assumido que o jacobiano ¢ inversivel, entao f é localmente inversivel, isto é,
a desejada mudanca de coordenadas existe.
Derivando (2.2) em fungao do tempo:

I_‘_@__ﬁf(x)d_x_
Cdt ox dt

—Dg(x)% (2.9)

onde Dg(x) indica a matriz jacobiana de f no ponto x.
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De (2.9) e (2.3), pode-se escrever:
I = —D¢(x)u (2.10)

Uma escolha simples da funcao de Liapunov candidata consiste na norma quadrado
do residuo:

V(r) = %Hr”% _ %rTr (2.11)

a qual ¢ evidentemente positiva definida' e assume o valor zero apenas no ponto r(x) =

0. A derivada de (2.11) ao longo das trajetérias de (2.10), é dada por
V(r)=r'r (2.12)
Substituindo (2.10) em (2.12):
V(r) = —r" Dg(x)u(r) (2.13)

Esta equagao é o ponto de partida para o projeto de diferentes algoritmos através
da metodologia CLF, consistente na escolha de diferentes leis de controle u que facam
(2.13) negativa definida, o que garante que o residuo ou erro tenderd para zero e o
sistema em malha fechada sera assintoticamente estavel; portanto a variavel de estado

x(t) tenderd para o valor desejado x*.

Teorema 2.4.1 ([13, teorema 2.1]) Dada uma fungdo f : R" — R", suponha-se x* ser
um zero de f tal que o jacobiano Dg(X) seja inversivel nalguma vizinhanga N (x*) de
x*. Entdo, para toda condi¢ao inicial xg € N (x*), para as trajetorias correpondentes
do sistema dindamico

x=u(r), x(0)=x9€N(x") (2.14)

onde u(r) € a lei de controle escolhida pela metodologia CLF/LOC da maneira especi-

ficada, a varidvel de estado converge ao zero x* de f(.).

Note-se que este teorema resulta em estabilidade local, desde que sua prova depende

'Uma fungao escalar continua V(x) é globalmente positiva definida se V(0) = 0, e se, para todo
x #0, V(x) >0 ([69, p. 59])
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das propriedades de estabilidade do sistema (2.10) e (2.12), o qual é obtido apés uma
mudanca local de coordenadas. O tipo de estabilidade, exponencial, assintética ou em
tempo finito depende da lei de controle particular escolhida.

A seguir, serao apresentados cinco algoritmos de primeira ordem derivados com esta

metodologia e inicialmente apresentados em [13, c. 2].

1) Primeira escolha

u:= D;'Pr (2.15)
onde P é uma matriz positiva definida. Observe-se que com esta escolha, substituindo
em (2.13):

V=—r'Pr (2.16)
a qual é negativa definida e s6 toma o valor 0 em r = 0, sendo portanto o sistema

assintéticamente estdvel, estacionando-se apenas no ponto x tal que r(x) = 0. A

dinamica do sistema em malha fechada esta dada por:
x = D;'Pr = —D; ' Pf(x) (2.17)

Observe-se que, para P = I, este método coincide com o método de Newton conti-
nuo (CN), amplamente estudado na bibliografia, razao pela qual aqui também recebera
esse nome, mesmo com outro valor de ganho P.

Para a escolha particular P = al, onde a > 0, podemos escrever (2.17) como
Dex = —af(x) = f(x) = —af(x) (2.18)
e para um determinado valor inicial da varidvel de estado x(0) = x¢ € N (x*),
f(x(t)) = f(xg)e ™ (2.19)

sendo portanto o sistema exponencialmente estavel. Observe-se que, apesar de (2.16)
ser negativa definida, a estabilidade pode ser apenas local, pois, pelo teorema 2.4.1,
estamos assumindo o jacobiano inversivel apenas numa vizinhanga N (x*), isto é, o al-

goritmo nunca podera atravesar as hipersuperficies determinadas pelo locus da equagao
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det(Dg(x)) = 0.

2) Segunda escolha
u := D, 'sgn(r) (2.20)

Substituindo em (2.13):
V = —rlsgn(r) = — ||z, (2.21)

a qual é negativa definida e s6 toma o valor 0 em r = 0, sendo assim o algoritmo

assintoticamente estavel. A dinamica do sistema em malha fechada estd dada por:
x = —D; 'sgn(f(x)) (2.22)

Este sistema dinamico é chamado de Newton a estrutura varidvel (NV), e pos-
sui como principal caracteristica um lado direito descontinuo. Tais fungoes originam
sistemas a estrutura variavel, e o comportamento tipico das trajetorias na dinamica
destes sistemas em malha fechada é o de modos deslizantes. Em particular, se sobre
uma superficie h;(x) = 0, as condigdes

lim h;i(x) <0 e lim hy(x) >0
h;—0t h;—0~

se mantém, entao um deslocamento em modo deslizante ocorre sobre esta superficie

(ver [13,s. 4.3]).

Os sistemas dinamicos com lado direito descontinuo, assim como a estabilidade
deles, foram inicialmente estudados em [28] e abordados em uma abundante bibliogra-
fia. Por exemplo, em [68] e [8] condigoes de estabilidade sao estudadas, em [59] estas
condigoes sao aplicadas no controle de um rob6 manipulador. [32], [78] e [86] utilizam
sistemas a estrutura varidvel na resolucéo de problemas de otimizacao convexa. [23] faz
uma profunda analise das condicoes de existéncia e unicidade das trajetorias geradas

por este tipo de sistemas em diversas situagoes.

Em particular, para o sistema x = f(x,¢), com lado direito descontinuo, onde

f:R" xR — R" é mensurdvel e essencialmente localmente limitada, define-se (ver [68,
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def. 2.1] e [23, p. 18])

Definicao 2.4.2 Solugao de Filippov
x(t) € solucao da equagao x = f(x,t) sobre [to, t1] se x(.) for absolutamente continuo

sobre [tg,t1] e se para quase todo t € [ty, 1], X € FIf](x,t), onde
FIEI(x,t) = Nso Nuv=o co{f(B(x,0)\N, 1)}

onde N,n=o denota a interse¢ao de todos os conjuntos N de medida zero, e co € o fecho
convezo entre vetores.
Se o sistema for auténomo, isto € x = f(x), e a fungdao f£(x) for continua por partes,

a sequinte defini¢ao € equivalente ([23, p. 22])

Flfl(x) = co{lim f(x;)|x; — x, x; ¢ N}

1— 00

O problema nos sistemas descontinuos é que sobre a descontinuidade nao esté
definido o gradiente da funcao, e portanto nao se aplicam os conceitos de estabili-
dade fornecidos pelo método direto de Liapunov. Em [8] e [23] sao apresentados os
teoremas de Liapunov para o caso descontinuo, onde o gradiente é substituido pelo

gradiente generalizado de Clarke para uma funcao nao diferencidvel f(x,t):

Definicao 2.4.3 Gradiente generalizado de Clarke
Seja f(x,t) : R" x R — R uma fun¢ao localmente Lipschitz,

Of (x,t) = co{lim; oo Vf(x,t)|(x:, ;) — (x,1), (x4,;) & Qy} (2.23)

onde €, € um conjunto de medida zero sobre o qual o gradiente de f(x,t) ndo estd

definido.

Observe-se que podemos escrever (2.22) como
Dex = —sgn(f(x)) = f(x) = —sgn(f(x)) (2.24)
e para um determinado valor inicial da varidvel de estado x(0) = x¢ € N (x*),

F(x(1)) = (o) — sgn(£(x))t (2.25)
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existindo portanto convergéncia em tempo finito. Aqui também deve-se observar que
essa convergencia pode nao ser global, pois também estamos assumindo a inversibilidade
do jacobiano apenas em N (x*), sendo também este algoritmo incapaz de atravessar as

hipersuperficies determinadas pelo locus de det(Dg(x)) = 0.

3) Terceira escolha

u:= PD}r (2.26)

onde P é uma matriz positiva definida. Substituindo em (2.13),
V = —r'D¢PDfr (2.27)

a qual é obviamente negativa semi-definida. A razao de nao poder garantir aqui con-
vergéncia assintética, ao menos globalmente, é que este sistema pode se estacionar em
um valor tal que r # 0 se r = —f(x) € N (D]), dependendo portanto da funcio f(x(t))

e do valor inicial da varidvel de estado x(0) = x¢ a possibilidade do sistema convergir.

Exemplo 2.4.4 Seja a fungao:

fx) = | O (2.28)

X2

a qual apresentard zeros em x* = [nw 0]T  para todo n € N. O jacobiano é

cosr; O
Dg(x) = (2.29)
0 1
e portanto
cos(z) sin(x
DY (x)f(x) = (z2) sin(z) (2.30)
)
e para valores da varidvel x = [(2n + 1)Z 0]  para todo n € N, o sistema se esta-

cionard apesar do valor da fungdo f(x) = [£1 0] # 0.
A dinamica do sistema em malha fechada esta dada por:
x = —PD}f(x) (2.31)
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Este algoritmo serd chamado de jacobiano trasposto (CJT).

Observe-se que (2.31) pode ser escrito como
f(x(t)) = —D¢ PDFf(x) (2.32)

Porém, apenas para determinados valores do jacobiano Dy o sistema convergira ex-

ponencialmente a r = 0.

4) Quarta escolha
u :=sgn(Djr) (2.33)

Substituindo em (2.13),
V = —r! Desgn(DEr) = — || Dfr||y (2.34)

a qual é negativa semi-definida. Aqui também nao pode ser garantida a convergén-
cia global pois existe a possibilidade do sistema se estacionar em um valor r # 0 se
r = —f(x) € N(D]), dependendo portanto da fungao f(x(t)) e do valor inicial da va-
ridavel de estado x(0) = x¢ a possibilidade do sistema convergir assintoticamente. Este
algoritmo receberd o nome de jacobiano trasposto a estrutura variavel (VJT). Este
sistema ¢ a estrutura variavel também por possuir um lado direito descontinuo.

A dinamica do sistema em malha fechada esta dada por:
x = —sgn(Df f(x)) (2.35)
o qual implica
. t
f(x) = —Dpsgn(Dif(x)) = f(x(t)) = f(x0) — / Dysgn(D{ f(x))ot (2.36)
0

Porém, a convergéncia em tempo finito depende do valor particular de D¢. Observe-
se que cada componente do vetor x s6 pode adotar os valores {—1;0; 1}, considerando

sgn(0) = 0.

5) Quinta escolha
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Existe também a possibilidade de mudar a funcao de Liapunov candidata. Por
exemplo, escolhendo

W(r) = [r]; = r"sgn(r) (2.37)

a qual é obviamente positiva definida, tomando o valor 0 apenas no ponto de equilibrio
r(x) = 0. A fungao signum é constante exceto na origem; portanto, formalmente, sua

derivada é zero exceto na origem (ver [78]),

7+ 0sgn(r)
ot

— T

W(r) =tTsgn(r) +r sgn(r) = sgn’ (r)(—Dyu) (2.38)

Pode-se escolher como variavel de controle
u := PD{sgn(r) (2.39)
sendo P uma matriz positiva definida. Substituindo em (2.38),
W (r) = —sgn’ (r) D¢ PDYsgn(r) (2.40)

a qual é negativa semi-definida. Aqui também, a razao de nao poder garantir con-
vergéncia assintética, ao menos globalmente, é que o sistema poderia se estacionar em
pontos tais que sgn(f(x)) € N(Df(x)). Este sistema é a estrutura varidvel por pos-
suir também um lado direito descontinuo, e por tal razao recebe o nome de jacobiano
trasposto a estrutura varidvel (JTV). Cabe mencionar que a diferenca deste sistema
com o proposto em [13, ¢. 2], é que aqui admitimos um ganho P positivo definido, nao

mencionado nessa bibliografia.

A dinamica do sistema em malha fechada esta dada por:
x = —PD}sgn(f(x)) (2.41)
o qual implica

f(x) = —D¢PDTsgn(f(x)) = f(x(t)) = f(xo) —/0 D¢PDfsgn(f(x))ot  (2.42)

Porém, a convergeéncia em tempo finito depende do valor particular de Ds.
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Este método apresenta similaridades com o método de gradiente descendente (ou

steepest descent, ver [79, c. 5]) pois, para o caso particular P = I:

X = — Z V fi(x)sgn(fi(x))

e portanto a trajetéria x(t) se desenvolvera ao longo de linhas de fluxo determinada

pela soma dos gradientes, corregidos pelos sinais de cada componente da funcao.

Neste ponto cabe destacar a relagao entre os algoritmos apresentados, escolhidos
segundo a metodologia de CLF, com a metodologia LOC ja mencionada na secao
anterior. Seja U = {ul||ull < 1}, esta consiste na escolha de uma lei de controle
u(r) € U que faca a derivada temporal da funcao de Liapunov candidata V tao negativa
quanto possivel. Por exemplo, dada uma funcdo escalar ¢ = —a’b tal que a,b € R",
¢ evidente que o valor do vetor b, de norma 1, que minimiza g para qualquer valor do
vetor a é dado por b = sgn(a), que implica em g = —a’sgn(a) = —||a/|;. Assim, dada
a funcio (2.12), V = —rTDgu(r), é evidente que a escolha de u € U que minimiza V
para qualquer valor de r e D¢ é dado por u = sgn(D}r), que corresponde & escolha
VJT de lei de controle.

Porém, a escolha da planta é arbitraria, o qual nos permite escolher um outro

sistema como planta, por exemplo

x = D;'u (2.43)

a qual nos leva ao sistema r = —D¢x = —u. Mantendo a mesma funcao de Liapunov
candidata (2.11),

V=—r"Dix = —r"D¢Dy'u = —rTu (2.44)

a qual nos leva & conclusdo que a escolha 6tima de u € U que minimiza V para
qualquer valor de r é dado por u = sgn(r), e portanto x = D; 'sgn(r), que corresponde
ao algoritmo NV. Portanto, esta lei de controle pode ser vista como a funcao que
otimiza a dindmica do sistema em malha fechada (LOC), dependendo apenas da escolha
particular da planta.

T

A escolha u = r em (2.44), nos leva a V = —rr = —||r||3, e ao sistema em malha
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fechada x = D; 'r que corresponde ao método de Newton CN, com ganho P = I. Esta
escolha é 6tima no sentido de ser a escolha mais simples que conduz a um sistema

exponencialmente estavel em coordenadas r:

r——r (2.45)

Similarmente, pode se considerar a planta
x = Dlu (2.46)

e mantendo a equacdo de saida (2.4) e usando a fungao de Liapunov candidata de

norma 1 (2.37), obtem-se ¥ = —Dgx = —D; D¥u e consequentemente

W = sgn” (r)i = —sgn” (r) D¢ D u (2.47)

A escolha u = sgn(r) é claramente uma possivel escolha LOC. O sistema em malha
fechada resulta em:

x = D}sgn(r)

que corresponde a escolha do algoritmo JTV com ganho P = [.

Se for utilizada a norma quadrética (2.11) como funcdo de Liapunov candidata,

entao V =r7

i = —r" D¢D}'u. A escolha u = r, com esta mesma planta, nos conduziria
aV = —||Dfr|3% e ao sistema em malha fechada x = D}r. Este sistema corresponde &

escolha do algoritmo CJT com ganho P = 1.

Resumindo, a metodologia CLF/LOC se mostrou capaz de derivar 5 algoritmos de
primeira ordem destinados a achar zeros de fungoes vetoriais. Estes algoritmos sao

apresentados resumidamente na seguinte tabela.
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u(r) V (linhas 1-4) algoritmos nome | nimero de
W (linha 5) continuos equagcao
D;'Pr —rT Pr % = —D; ' Pf(x) CN (2.15)
D; 'sgn(r) —|Ir|l1 %x = —D; 'sgn(f(x)) | NV (2.20)
PDfr —rTDePDl'r %x = —PDFf(x) CJT (2.26)
T _pT . T
sgn(Dgr) | D¢ rll1 x = —sgn(D; f(x)) | VJT (2.33)
PD[sgn(r) | —sgn® (r)De PDl'sgn(r) | x = —PD{'sgn(f(x)) | JTV (2.39)

Tabela 2.1 Algoritmos continuos de primeira ordem

derivados com a metodologia CLF/LOC

2.4.1 Consideracgoes sobre o algoritmo de Newton

A equagao (2.19), demonstra a convergéncia exponencial das linhas de fluxo determi-
nadas pelas trajetorias do algoritmo continuo.
Outra forma de analisar a convergéncia exponencial é através do método direto de

Liapunov. Escolhendo como funcao de Liapunov candidata

V(x) = if7(x)f(x) positiva definida

V(x) = fT(x)f(x) = f7(x) De(x)x = —fTDe D7 If = —||f(x)]|?> negativa definida
= V(x) = —2V(x) = V(x(t)) = V(0)e™

a partir do qual também se conclui a convergéncia exponencial.
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Observe-se também que ([41, lema 2.1]) este resultado indica

constante (2.48)

_ fx0)
[EG) — TEGO)

e portanto a trajetéria x(t) estard determinada ao longo de linhas de fluxo onde a
diregao do vetor f(x) é constante e sua norma decresce exponencialmente no tempo.

Gomulka ([34]) utiliza este resultado com uma fungao de duas componentes f(x) =

[f1(x) fQ(X)]T € R2, e define

_ h(x)
fa(x)

Lema 2.4.5 A func¢do (2.49) permanece constante ao longo do tempo.

(x)

eR (2.49)

Prova:

f(t) =£(0)e" = Silx(1)) - f1(x(0)) = cte. Vi >0

f(x(@))  f2(x(0))

Supondo f(x) duas vezes diferenciavel, também sao constantes seu gradiente e seu

hessiano ao longo das trajetérias determinadas pelo algoritmo de Newton. Evidente-
mente, a existéncia desta funcao estd limitada as regides onde fo(x) # 0.

Hauser, em [41], observa, contradizendo a intuigao, que se a fungao for perturbada
apenas em partes da trajetéria, gerando a funcao f'(x), a trajetoria perturbada x(t)
se afastara da original apenas durante a perturbacao, e coincidirao em aquelas regioes
onde a funcao nao é perturbada, mesmo que isto aconteca temporalmente depois da
perturbagao atuar.

Outra conclusao interessante ([41, teorema 3.1]), é que a dire¢ao limite das linhas
de fluxo da trajetoria, depende apenas da fungao nas posigoes iniciais xq e final x*,
independentemente do percurso da trajetéria, isto é:

lim e'x(t) = —D; ! (x*)f(x0) (2.50)

t—o0

Dedieu ([24]) estuda a convergéncia do método nos casos sobredeterminado, quando
a dimensado do dominio da funcdo f(x) é maior que a dimensao do codominio, e inde-

terminado (caso contrario); outros teoremas de convergéncia foram apresentados em

28



[57].

Finalmente, cabe mencionar a existéncia dos métodos conhecidos como quase-
Newton. O método de Newton inverte a matriz jacobiana, procedimento que pode
se encarecer do ponto de vista computacional quando aumenta o nimero de variaveis
ou quando esta matriz é mal condicionada. Por outro lado, os métodos quase-Newton
apenas estimam uma matriz inversa do jacobiano, sem afetar a convergéncia das tra-

jetérias ([17]). Tais métodos nao foram implementados no presente trabalho.

2.4.2 Simulagoes dos algoritmos de primeira ordem continuos

Em seguida, serao apresentadas, a modo de ilustragao, simulacoes realizadas com diver-
sas funcoes de teste. As funcoes foram escolhidas de duas variaveis a fim de poderem
ser graficadas. As simulagoes foram realizadas no aplicativo Simulink do Matlab 6,
discretizando os algoritmos pelo método de Euler; o comprimento do passo ¢ de 0.01s.
constante e foi simulado um tempo de 10 segundos.

Em todos os algoritmos que admitem ganhos, estes foram escolhidos P = I.

2.4.2.1 Simulagoes dos algoritmos continuos com a fungao de Camelback

A primeira funcao escolhida como teste sera a funcao de Camelback, apresentada em

[18, p. 521], descrita pela primitiva:
¢(x1,22) = azi + bat + cal — 9 + dal + ex) (2.51)

Foram escolhidas como constantes a = —2, b = 1.05, ¢ = —%, d=—-1ee=0.
Com estas constantes a fungao apresenta um maximo global, dois maximos locais, e
duas selas. Estes pontos correspondem a zeros do gradiente da fungao primitiva, cuja

expressao e valor para as constantes escolhidas estao dadas por:

2ax1 + 4bx3 + 6cxd — x —4xy +4.223 —2° —
f(x) = Vo(x) = R ' T (252)
—x1 + 2dxy + dex —11 — 2%
Os zeros desta funcdo correspondem aos pontos x = [—1.7475 0.8737]7,

x = [~1.0705 0.5352]7, x=1[00]", x=[1.0705 —0.5352]7, x =[1.7475 — 0.8737]"
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O hessiano da funcao primitiva, e seu calculo para as constantes escolhidas, sao

dados por:

De(x) 2a + 12bx? + 30cx] -1 —4 +12.622 — 5z} —1 (2.53)
£f1X) = = .
-1 2d + 12ex?2 -1 —2

cujo determinante ¢ dado pela fungiao det(Dg(x)) = 7 — 25.222 + 10z7, o qual possui

zeros ao longo das retas verticais definidas por xy = 1.7737, z; = 0.6739, x»; =
—0.6739, z; = —1.7737. Observe-se que, para as constantes escolhidas, Dg(x) =
Df(l'l).

Os pontos iniciais a partir dos quais foram testados os cinco algoritmos continuos

sao xo = [-1 — 1.5]7, xo=[015", xo=[21]T.

Algoritmos de primeira ordem continuos. Fungéo de Camelback

verm: cn
verde: nv
magenta: cjt
cyan: vjt
azul: jtv

[2:1]

Figura 2.3: Simulacoes dos algoritmos continuos para a fungao de Camelback

mostrando a convergéncia das trajetorias

Observa-se aqui que todos os algoritmos foram capazes de achar algum zero a par-
tir dos pontos iniciais testados, embora partindo do mesmo ponto inicial nem todos
convergiram ao mesmo zero. Observa-se também que os algoritmos CJT e JTV apre-

t 1 tir d to inicial xg = [2 1] até tad las set
sentam um pulo a partir do ponto inicial xg até xi, representados pelas setas
das cores correspondentes. E visivel, também, o comportamento em modos deslizantes

dos algoritmos a estrutura variavel, notadamente o JTV.
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2.4.2.2 Simulagoes dos algoritmos continuos com a funcao de Rosenbrock

A fungao de Rosenbrock ([18, p. 512]) estd definida pela primitiva:

(x1,79) = a(z] — 2)* + (1 — b)? (2.54)

As constantes escolhidas s@ao a = 0.5 e b = 1. Com estas constantes, a fungao
apresenta um minimo global em z; = x5 = 1, que corresponde a um unico zero do

gradiente. A expressao deste e seu valor para as constantes escolhidas estao dadas por:

daxy (22 — 23) + 2(x1 — b 221 (22 — x3) +2(xy — 1
o0 = vop = | Aenrt =) 2 =0 | [ ot =)+ 2w )
—2a(zt — x2) —(2f — 22)
(2.55)
O hessiano da funcao primitiva, e seu calculo para as constantes escolhidas, sao
dados por:
12a2? — 4axy + 2 —4ax 622 — 229 +2 —2x
De(x) = ! ? = T T ! (2.56)
—4axy 2a —2x 1

cujo determinante é det(Dg(x)) = 8a?z? — 8awy + 4a = 223 — 229 + 2, 0 qual possui
rafzes determinadas pelo locus zy = 2% + 1.

Os pontos iniciais a partir dos quais foram testados os cinco algoritmos continuos

foram xo = [-0.5 2.5]7, xq=1[0.52]T, xq=[1.5 —0.5]T.

Algoritmos de primeira ordem. Funcdo de Rosembrock
4

/

[-0.5;2.5]

verm: cn
verde: nv
magenta: cjt
cyan: vjt
azul: jtv

-1 1 1 1 1 1 1 |
-2 -15 -1 -0.5 (9] 0.5 1 15 2

[1.5;-0.5]

Figura 2.4: Simulacoes dos algoritmos continuos para a funcao de Rosenbrock
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A partir deste grafico podemos chegar a algumas conclusoes de ordem qualitativas.
Por exemplo, observa-se claramente que a partir do ponto inicial xo = [—0.5 2.5]7 ape-
nas os algoritmos CN e NV conseguiram atingir o zero da funcao. O algoritmo NV nao
conseguiu convergir a partir do ponto inicial xo = [1.5 — 0.5]7. O algoritmo CJT aqui
também apresenta um pulo desse mesmo ponto inicial até o ponto achado na primeira
iteracao x;, representado por uma seta da cor correspondente. Observa-se claramente
o comportamento em modos deslizantes das trajetorias dos algoritmos de estrutura va-
ridvel, principalmente do JTV. A razao pela qual os algoritmos CN e NV conseguiram
atravessar o locus da fungao det(Dg(x)) = 23 + 1 — 25 = 0, deve-se a discretizagao do
algoritmo pelo método de Euler. Se estes forem perfeitamente continuos, nao estariam
definidos sobre esta parabola. Uma outra observacao interessante é o comportamento
dos algoritmos a partir do ponto inicial xo = [0.5 2]7: por enquanto o algoritmo de
Newton acompanha a forma espacial da fungao, a qual esta sugerida pelos locus f; = 0,
os outros nao sao afetados por esta, inclusive, a trajetéria gerada pelo NV percorre
uma linha reta até o locus f; = 0, para seguir uma trajetéria em modos deslizantes por
esta curva até o zero. Este comportamento deve-se a presenca de uma das chamadas

singularidades estranhas, tema que serda abordado numa segao posterior.

2.4.2.3 Simulagoes dos algoritmos continuos com a funcao de Branin

A fungdo apresentada por Branin em [18, p. 510], estd definida como uma fungao
vetorial de duas variaveis, e portanto nao corresponde com o gradiente de uma funcao
primitiva escalar. A funcao define-se:
a — bxy + csin(dxy) — 4
xo — esin(fxy)

As constantes utilizadas sao a =1, b =2, d = 47w, e = 0.5, f = 27. Inicialmente,
a constante ¢ é escolhida com valor 0, o qual faz de f; uma fungao linear. Com
estas constantes a fungao apresenta 5 zeros. A derivada da fungao e seu valor para as
constantes escolhidas sao:

-1 —b + cd cos(dxs) —1 —2

Dg(x) = = (2.58)
—ef cos(fxy) 1 —mcos(2mzy) 1
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Observe-se que, para as constantes escolhidas, Dg(x) = Dg ().

Analisando a func¢ao de Branin, det(Dg(x)) = —1 — 2w cos(2mz1), o qual é igual a

zero ao longo das retas verticais definidas por x; = £0.2754 &+ k, para todo k£ € N.
Os algoritmos serao testados a partir dos pontos iniciais

xo=[0.25 —0.4]7, x0=1[0.750.6]T, xo=[1.25 —0.6] .

Algoritmos de primeira ordem continuos. Fung&o de Branin c=0
0.8r

verm: cn
verde: nv
[0.75;0.6] magenta: cjt
o8 cyan: vjt
azul: jtv
0.4
v
0.2
SN 0 f,=0
-0.2
4
-041
[0.25;-0.4]
f,=0
-0.6
[1.25;-0.6]
-0.8 L L L L |
-0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 2.5: Simulacoes dos algoritmos continuos para a fungao de Branin com ¢ = 0

Observa-se que todos os algoritmos conseguiram convergir a algum zero a partir dos
trés pontos iniciais testados, embora em alguns casos achem zeros diferentes mesmo
partindo de um ponto inicial comum. Pode se observar também a trajetéria em modos
deslizantes descrita pelos algoritmos a estrutura variavel, notadamente o JTV, que é

0 que apresenta maiores oscilagoes uma vez atingida uma curva descrita por um locus

fi=0.

A continuacao, serd aumentado o valor da constante ¢ para 0.13, e os algoritmos
serao testados a partir dos mesmos pontos iniciais. Com estas constantes, a funcao de
Branin continua apresentando 5 zeros. O lugar das raizes da equagao det(Dg(x)) = 0
continuam sendo as retas verticais localizadas em x1 = £0.2754 + k, para todo k € N,
sO que estas retas verticais agora se véem moduladas horizontalmente. A amplitude

desta modulacao parece proporcional ao valor da constante c.
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Algoritmos de primeira ordem continuos. Fungéo de Branin ¢=0.13

verm: cn
verde: nv
0.81- magenta: cjt

] marrom: vjt
osl [0.75;0.6] azul: jtv
0.4

[0.25;-0.4] f.=0
1

—0.6F

[1.25;-0.6]

—0.8F

-1
-0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 2.6: Simulagoes dos algoritmos continuos
para a funcao de Branin com ¢ = 0.13
Aqui também nota-se que todos os algoritmos conseguiram achar um zero, embora
em alguns casos convergiram para zeros diferentes mesmo partindo de um ponto inicial

comum, como pode ser observado no gréfico.

2.5 Singularidades estranhas no algoritmo de New-

ton e de Branin

Nesta segao serao analisadas, de maneira qualitaiva, os chamados pontos singulares,
que serao definidos adiante, e como estes afetam o algoritmo de Newton e a modificacao
a este realizada por Branin ([18]).

Como foi analisado (equagao 2.18, considerando o = 1) o algoritmo de Newton

pode ser expressado como:

o qual é exponencialmente convergente, isto é, f(t) = f(0)e™*

, 0 que implica que a
trajetdria tende exponencialmente a um zero da funcéo f(x) quando ¢ tende a infinito.
Aplicando a regra da cadeia nesta equacao:
df (x)
dx

x=—f(t) = x=-D;'(x)f(t)
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O algoritmo de Newton encontra um ponto de equilibrio estdvel em um zero da
fungao, isto é, se existe um instante t; tal que: f(x(t1)) =0 = x=0Vt > ¢;.

Branin ([18]), propoe a seguinte modifica¢ao ao algoritmo de Newton:
x = +D; 'f(x) (2.59)

onde o sinal muda apds achar um zero ou apés a trajetoria atravessar a hipersuperficie
determinada pelo locus da equagao det(Dg) = 0.

O objetivo desta modificacdo seria, diante da presenga de diversos zeros de f(x),
achar todos eles sucessivamente.

Quando o algoritmo de Branin adota o sinal negativo, este coincide com o algo-
ritmo de Newton, e a trajetoria a partir de um ponto inicial determinado converge
exponencialmente a um zero da funcao. Apds a convergéncia, o algoritmo adota o sinal
positivo, o que instabiliza o algoritmo (V ¢ positiva definida). A trajetdria, portanto,
se afasta do zero achado. O algoritmo retorna ao sinal negativo depois de atravessar
a hipersuperficie determinada pelo locus de det(Dg) = 0, ponto a partir do qual a
trajetoria converge para um outro zero.

Porém, Zufiria e Guttalu ([87]), apresentam um contraexemplo onde tal conjectura
nao se verifica. Treccani ([77]), apresenta outro contraexemplo onde um tinico zero nao
pode ser achado pelo algoritmo. Zufiria e Guttalu apontam, também, que para que este
raciocinio seja bem sucedido devem existir erros numéricos, devido a que se o algoritmo
se estacionar exatamente em um zero em um instante ¢;, mesmo que a mudanca no sinal
torne este ponto de equilibrio instével, x = 0 para todo ¢ > ¢;. Hardy ([39]), também
contesta esta conjectura de Branin e propoe algumas modificacoes a este algoritmo para

atingir o objetivo de alcancar todos os zeros da fungao sucessivamente.

2.5.1 Pontos singulares
A equagao (2.17) (com ganho P = I) pode ser expressada como:

. adj(Ds)
X = —Mf(x) (2.60)

Obviamente, esta equacao nao esta determinada nos pontos sobre a hipersuperficie
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det(Dg) = 0, porém, a seguinte equagao continua se verificando:

det(Dg)x = —adj(Dy)f(x) (2.61)

Gomulka ([34]) analisa as trajetérias do algoritmo

% = —adj(Dp)f(x)

afirmando que o determinante é apenas um fator escalar que nao muda a forma das
linhas de fluxo das trajetérias. Evidentemente, o sinal deste fator altera o sentido das
trajetorias.

Branin ([18]), classifica os pontos singulares do algoritmo como:

e Singularidades essenciais

Sao os ponto onde adj(Dg)f(x) = 0 e f(x) = 0. Correspondem aos zeros da

funcao.

e Singularidades estranhas

Sao os pontos onde adj(Dg)f(x) = 0 e f(x) # 0. Esses pontos implicam que
f(x) € N(adj(Dx)), sendo portanto adj(Dg) singular, o que implica que esses
pontos devem estar localizados sobre a hipersuperficie determinada pelo locus da

equagao det(Dg) = 0.

Branin ([18]) e Gomulka ([34]) analisam as conseqiiéncias da existéncia destas sin-
gularidades estranhas; porém, eles nao esgotam todas as possiveis implicacoes. Por

exemplo, Branin estabelece dois conjecturas:

1. As singularidades estranhas seriam selas ou nds instaveis.

2. Na auséncia de singularidades estranhas, o algoritmo (2.59) seria convergente a

todos os zeros da funcao f(x).

Zufiria e Guttalu ([87]) apresentam contraexemplos para ambas conjecturas. A
primeira conjectura esta baseada na linearizacao do algoritmo, tema que sera tratado
na proxima subsecao. A segunda conjectura estda baseada na suposicao que cada zero

estard encerrado dentro de uma hipersuperficie determinada pela equagao det(Dyg) = 0,
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e portanto separado dos outros zeros por esta hipersuperficie. Tal conjectura pode nao

se verificar em todas as fungoes, por exemplo, em fungoes trigonométricas.

Exemplo 2.5.1 (/87])

eTlcosxry, — 1
f(x) = ? :R? - R?

eflsenty

o qual apresenta zeros em [0 2nw|T e onde o determinante da matriz jacobiana det(Dy)

e?1 > () Vx € R2.

2.5.2 Linearizagao do algoritmo de Newton

Para analisar o comportamento das linhas de fluxo determinadas pelas trajetérias nas
proximidades de uma singularidade estranha, o algoritmo pode ser linearizado ao redor
deste ponto singular. Os autovalores da matriz linearizada determinarao o tipo de
comportamento das trajetorias.
Gomulka ([34]), apresenta a seguinte linearizacao para o algoritmo de Newton.
Seja xo uma singularidade estranha, isto é, adj(Dg(x0))f(x9) = 0 e f(x¢) # O,

linearizando ao redor deste ponto:

x = —D; ' (x)f(x) = det(Dg(x))x = —adj(D(x))f(x) := g(x) (2.62)
g(x) ~ g(xo) + g—in:xo (x —xp) = g—in:xo (x —x¢) por ser g(xo) =0
B ey = (i (De () () ey =
28D p(xy) — adi(De(x0)) Dr(x0) =

— 5 adj(De (%)) s, f (x0) — det(De (x0)) Dy (o) De (%0)

= g(x)~ (—%Jx:xoﬂxo) — [det(Df(xo))) (x — xp)

mas a singularidade estranha deve estar localizada sobre a hipersuperficie determinada

por det(Dg(x)) = 0, portanto

f(x0)(x — xp)



Cabe destacar que Gomulka ([34]) nao esclarece como operacionalizar a derivada

da matriz.

Bhaya e Kaszkurewicz ([13]) apresentam a seguinte linearizagao:

g(x) = — adj (Dr(x))£(x) = det(Dr(x))%

0 adj(Dr(x)f(x)

= g(x) ~g(xo) o~ Jx:xO(x — Xo)
_ _ 9 adj(De(x)f(x) N
IR e (263)
= [~ 22PN P(xo) — adj(Ds(x0) De(x0)| (x = x0)
a adj X
- _%MJXZXOF(XO)(X — Xo)

por ser adj(Dg(x¢)) D (x0) = det(Dg(x9))I = 0 e onde, dada uma matriz M, chamamos:

CeF =31 %F e F:=[0. _f .0 eR™"

coluna i
e no caso da equacao (2.63), M = adj(Dg(x)).
A seguinte equagao também se verifica ([13]):
_ OD; ' (x
i— (gTqu_xo + 1) (% — %o) (2.64)
2.5.2.1 Algoritmo linearizado para n = 2
Por simplicidade, partindo de
_ 0 adj(De(x))f(x
g(x) = det(Dy(x))x ~ 22 5}(( DE) (e _ ) =
0 adj(Dg(x
— Jéxf( ))Jx:on(XO)(X . XO)
e paran = 2:
9f  _0h
. o 0x2 02
adj(De(x)) = | "%
8:)31 81‘1
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0. adi(Di9) iy _ 5~ 20D gy

ox ; ox
1=1
0%f. 0%f 0% 0% f
8m182mg _ama;l fi 0 8732 _aTgl 0 f _
_9%f 9% f 92 f. 92 f
ax§2 aa;%l f2 0 ~ Perdes  Duidms 0 /2
2 82f1 a2f2 82f1
figete — fo — fo57
az?f a;?x an 82f = M(x) (2.65)
f 2 + f2 2 _fl 8x18§c2 283318;32
= g(x) ~ —M(xq)(x — x0)
Cabe destacar que ao linearizar diretamente x = —D;l(x)f (x) (como em [13]) se

produz uma indeterminacio pois a matriz D; ' (x) ndo estd definida sobre as singulari-

dades estranhas, nem sobre nenhum ponto sobre o locus de det(Dg(x)) = 0.

Por exemplo, para n = 2, o algoritmo de Newton resulta:

-1
of of of1 8f Of1 Of
<f1az§ f2a—x§> (aTaT_aTaT)

x = —D:{(x)f(x) = _
r (9)fx) _hE g o0 (2008 onon !
19z 811 Ox1 Oxa Oxo Ox1

ao diferenciar (por qualquer método) o denominador se elevard ao quadrado nas com-

ponentes da matriz linearizada, o qual é igual a zero sobre a singularidade estranha.

2.5.2.2 Comparagao entre duas formas de linearizagao

Bhaya e Kaszkurewicz ([13]), fornecem a expressao (2.63) para linearizar o algoritmo
ao redor de um ponto. Mas também ¢é possivel linearizar diretamente o vetor g(x) =

—adj(Dg(x))f(x) ao redor da singularidade estranha xg, isto é:
g(x) = g(xo) + Dg(x0)(x = %0) = Dg(x)(x = x0) (2.66)

sendo Dg(x) o jacobiano do vetor g(x), chegando ao mesmo resultado.

Utilizando a expressao (2.66), genericamente para n = 2:

) )
—fi 8_£+f2£

809 = —adi(DeG)EC) = | 77 | Delxo) (e = x0) =
f az? f28_zi
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_0fh 0fs __ faa f2 _l_%afl +f88 1 _ 01 dfe 82f2_+_f9f23f1 _l_fafl

0x1 Oxa x10x2 Ox1 Oxa x10x9 Oxo Oxo Oxo Oxo

X—X,
Of1 0f2 +fﬁ_%%_ 92N Oh o\ f O 0hOKh _ 32f1 (x=0)
dx1 Oy dx1 Oy 2 9a2 Oz Oz 1 9z10as dz9 Oz 2 921022 X0
0 f. >f 32f 32f
_ ~ 50100 t f25070m A by
= 52 f2 o2 f1 82f2 82f1 (X - XQ) (267)
fl f2 fl 833181‘2 - f2 8:)3181‘2 X=X
onde utilizamos o fato que, sobre a singularidade estranha det(Dg(xg)) = g—ﬁg—ﬁ -
Of2 0f1 _
50 o = 0.

Observe-se que o resultado coincide com (2.65), sendo portanto as duas formas de

linearizacao equivalentes.

2.5.3 Exemplos de singularidades estranhas

A seguir, serao apresentados dois exemplos ilustrativos do comportamento das singu-

laridades estranhas para os algoritmos de Newton e Branin.

Exemplo 2.5.2 (/87])

r? + 4xy79 + T3 2443
f(x) = a qual apresenta zeros em X* =

ro+1 -1

2.1'1 -+ 4.1'2 4.%'1 -+ 2.1'2
0 1

Dg(x) =

= det(Dg(x)) = 221 + 425 = det(Dg) =0 & xy = _%

22+ dxywg + 2% — (3 + 1) (4 + 22
(D) = | 1T )
(x2 4+ 1)(221 + 429)

= xo = 0 € singularidade estranha

—(zy+ 14 —(25 + 1)2
(ra+1)2 (224 1)4

M(x) =
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—4 =2
= g(x)~ —M(xo)(x —x¢) = — X
2 4

com autovalores A = £2v/3. Portanto a singularidade estranha na origem € uma sela

1 _ V23 Tev _ 1 _ V2+V3
2¢/2-3 2 2 2¢/24+/3 2

T

com autovetores normalizados vy =

Na seguinte figura mostra-se um diagrama da localizacao dos zeros e da singulari-

dade.

X A
Xy :1
det(Dg)>0
" £,=0
ZI ‘/ iz
det(Dp)<0 det(Dp=0

Figura 2.7: Localizacao dos pontos singulares para o exemplo 2.5.2

Exemplo 2.5.3

10 0
f(x) = 2 ‘R? SR = x*=
To — 1 1
To T
De(x) = = det(Dg(x)) = xo
0 1
. 1 —X1 1T T1T9 — .1’1(33'2 — 1) il
adj(Ds(x))f(x) = = =
0 i) To — 1 .1’2(33'2 — 1) 33'2(.1’2 — 1)
) . 0 0
= 0 algoritmo apresenta pontos singulares em x; = ;
0 1
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onde x* = [0 1]7 € um zero da fungio e xg = [0 0]7 € uma singularidade estranha.

—(zy—1 0 1 0
LM g | 2 x— - x
X Jx=0 0 (o — 1) 0 —1

|]x=0

g(xo) =~

Os autovalores sdo A = +1, portanto a singularidade estranha na origem € uma
sela, de autovetores vi = [1 0]T e vo = [0 1]T, respectivamente.
O eizo de atracdo da sela estd sobre o locus det(Dg(x)) = x9 = 0 e o algoritmo de

Newton resulta neste caso:

Z1

% = Z (2.68)
—(z2 — 1)

Na figura seguinte é mostrada a localizagao das singularidades, assim como uma

possivel percurso das trajetérias para o algoritmo de Newton.

S

7 f2=0

det(Dp)>0
t det(Df)zﬂ/'xo

\ .
»
¢ =
det(D)<0 /J)
0

f1=

Figura 2.8: Localizacao das singularidades singulares para o exemplo 2.5.3
mostrando em vermelho as linhas de fluxo das trajetorias

Observe-se que estas trajetorias tem um comportamento similar aquele apresentado
pelo algoritmo de Newton utilizado na funcao de Rosenbrock, cuja implementacao foi
apresentada na secao anterior. Este comportamento estd caracterizado da seguinte
maneira: diante da presenca de uma singularidade estranha que se comporta como uma
sela, as trajetorias se fazem assintotas a curva determinada pelo locus det(Dg(x)) = 0,
para depois retornar pelo semiespaco onde se encontra o zero. Este retorno so é pos-
sivel devido a discretizacao do algoritmo, pois teoricamente as trajetorias continuas
nao podem atravessar essa curva sobre a qual a funcao nao esté definida. Essas linhas

de fluxo assintotas ao eixo horizontal estao determinadas por um locus tal que a di-
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regao do vetor f(x) permanece constante ([41, lema 2.1]), por enquanto sua norma vai

diminuindo exponencialmente com o tempo.

Analisando as linhas de fluxo das trajetérias de (2.68), se observa que, quanto mais
préximas do locus determinado pela equacao Dg(x) = x5 = 0, o vetor da lei de atua-
lizacao das variaveis deveria aumentar em norma. Efetivamente, isto acontece no caso
da primeira componente do vetor, ;. Mas quando a trajetéria se aproxima da sin-
gularidade estranha, esta norma vai se aproximando da unidade. Isto significa que
pode se esperar grandes pulos de trajetéria perto da hipersuperficie det(Dg(x)) = 0,
exceto nas proximidades das singularidades estranhas, onde o comportamento é mais
imprevisivel. Quanto mais complexa for a funcao, evidentemente mais dificil é prede-
terminar o percurso das linhas de fluxo. Simulacoes realizadas com a funcao de Branin
partindo de pontos préximos as singularidades estranhas mostraram que podem se pro-
duzir grandes pulos (o que é esperdvel também nas proximidades de det(Dg) = 0) mas

também oscilagoes temporais.

Analisando a equacao (2.68) para o algoritmo de Branin, x = +D; ! (x)f(x), observa-
se 0 seguinte comportamento: se a trajetéria comecar em um ponto inicial tal que
x3 < 0 (por exemplo em x = [0 — 1]7), e com sinal negativo, a trajetéria tendera ao
zero da fungao. Porém, quando o algoritmo discretizado atravessar o locus det(Dg) = 0
(z2 = 0), muda o sinal, virando positivo; se x5 < 1 (por exemplo em x = [0 1/2]T),
entao 5 < 0 e portanto a trajetéria retornard a singularidade estranha, apresentando
um comportamento oscilatério ao redor desta (por exemplo, esta oscilagdo pode se

apresentar sobre o eixo z; = 0).

Conclusao: pela primeira conjectura de Branin, por ser as singularidades estranhas
selas ou nos instaveis, seriam pontos de repulsao das trajetérias. Porém, neste exemplo
fica claro que a singularidade estranha pode ser um ponto de atracao para o algoritmo

de Branin, dependendo do comprimento do passo de iteracao.

Hardy ([39]), propoe uma modificagao ao algoritmo de Branin (2.59) destinada a

evitar este problema:

x = —(—1)*sgn(det(Dg(x))) Dy *(x)f(x) (2.69)
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onde k£ é o numero de zero a ser localizado. Neste caso, a mudanca no sinal de
det(Dg(x)) = x5 ao atravessar o eixo horizontal mantém a direcdo ascendente das

linhas de fluxo, atingindo o zero procurado.

Branin menciona uma fungao apresentada por Brent, para a qual o algoritmo tem
uma zona de nao convergéncia (exatamente para trajetorias comecando dentro do locus

det(Dg) = 0). Porém, as singularidades estranhas nao sao pontos de atragao nesse caso.

2.5.4 Outras consideracgoes sobre singularidades estranhas

Cabe destacar que o algoritmo de Branin ([18]), assim como o estudo realizado por

Gomulka ([34]), ¢ normalizado, isto ¢, é analisado ZX.

Considerando que

d a1\’ A, \”
Os = \/0a} + 023 + ... + 022 = a—j:\/(g) +...+(;) = |x|

Ox oxot  x —D; ' (x)f(x)
0s = otds %I D ()

o que nao altera a andlise das trajetorias do algoritmo.

E sabido que se o posto de Dg(x) é n — 2 ou menor, a matriz adjunta de D¢ é uma

matriz nula. Para uma singularidade estranha xg:
adj(Dg(x0))f(x0) =0 para f(xg) #0

portanto, posto adj (Dg(Xg)) < n < posto (Dg(xg)) < n

sendo portanto a matriz jacobiana e sua adjunta singulares sobre a singularidade es-
tranha.

Se posto (Dg(xg)) = n — 1, entdo posto adj(Dg(xg)) = 1, portanto o espago nulo,
ao qual pertence f(xg), estd determinado por um vetor constante no espago. Por-
tanto, existe um vetor 1 # 0 tal que 17D¢(x9) = 0, e um vetor r # 0 tal que
DI(xo)r = 0; 1, r € R". Como esses vetores nao siao unicos (poderiam ser mul-

tiplicados por um escalar que continuariam estando nos espagos nulos de Dg(xg) e

44



DI (x), respectivamente), existe uma adequada escolha desses vetores tal que
adj(Dg(x0)) = rl”

= adj(Dg(x0))f(x0) = r17f(x0) =0 < 'r =0 (2.70)

A equagao (2.70), junto com det(Dg(x)) = 0 determinam a presenca de singulari-

dades estranhas.

Gomulka ([34]) afirma que, para n > 2, as singularidades estranhas usualmente nao
sao pontos isolados. Isto também pode ocorrer com dimensao 2, como sera mostrado

no seguinte exemplo.

Exemplo 2.5.4

iz 0
f(x) = e :R* = R* zero em x* =
To — 1 1
201y X2
Debo) = 0 11

det(Dg(x)) = 2z1209 = det(De(x)) =0 < 23 =00uz2=0

) 1 —a2? 329 x?
adj(Dr (x))E(x) = -
0 21’11‘2 To — 1 21’11’2(1‘2 — 1)

Portanto existem singularidades estranhas ao longo de todo o eixo vertical excluindo

o proprio zero: xg = {x = [0 k]" Vk € R} — {[0 1]"}.

Gomulka ([34]), propoe a utiliza¢do da fungao (2.49) para analisar as singularidades
estranhas em uma fungao de duas componentes (f(x) € R?), a qual também ¢ utilizada
em ([87]).

O gradiente da funcao é dado por:

Oh 1 _ N[Ok

_ o0z fa 22 oz _
Vw(X) of1 1 f2 Of2

O0xa fa f22 0z f2 Oxo 1 8_7:2

of of
Jeger = Nrom (2.71)

e

ofr Of2
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Observe-se que, assumindo f2(x) # 0, este gradiente € zero se e somente se adj(Dg(x))f(x)

0. Portanto as selas e pontos extremos desta fungao ¥ (x) correspondem a singularida-

des do algoritmo de Newton.

O hessiano da fungao 1 (x), sobre uma singularidade estranha, é dado por:

32f 2 f »f 92f.
VQ B 1f2 2f1 8m181x2 f2 - 8m182xg fl 1 5 70
’l/}(x) - anl 82f2 a fl a f2 f_22 ( . )
Ox10z2 fa = 8z10x2 bl f2 f

Comparando esta matriz com (2.67), observa-se que tem as mesmas componentes.
Portanto, os autovalores desta matriz também determinarao o tipo de singularidade

estranha.

Gomulka ([34, prop. 2]|) utiliza esta matriz para concluir que toda singularidade
estranha, sempre que fo # 0, s6 pode ser sela ou né instavel para n = 2, provando a
primeira conjectura de Branin. Porém, Zufiria e Guttalu ([87]) apresentam um con-

traexemplo:

Exemplo 2.5.5 (/87])

f1 = ax? 4+ 2bx 25 + cx2 + O - |™

onde fy € tal que f2(0) # 0 e gﬁJ =0 e onde O| - || sdo termos de ordem maior

que 2 que inicialmente nao serao considerados.

2ax1 + 2bxy 20y + 2c9 0 0
De(x) = . o = D;(0) = oo
Oxa 912

g 0 P2 (2 + bz 9 + 12

adJ(Df(X))f(X) = dx2 fl — 8m2( 1 142 2)

Portanto x = 0 € singularidade estranha.

f1(x) 1 f2(2azy + 2bx,)
— v -
¢(X) f2(X) ¢(X) f22 f2(2bx1 + 20$2) (a% + bz + C:L,z)gifz
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= V) = | | para sy #0
0

V#(0) =

Os autovalores desta matriz sao:

2 [a+c a+c 2
= + _ B2
)\12 f2 5 \/( 5 ) (GC b)

onde se conclui que
i) se b? > ac, entao \; > 0 e \y < 0, a singularidad estranha na origem é uma sela.

ii) se b? < ac, entao Ay > 0 e Ay > 0, a origem é um né instavel.

2(a+c)
f2

iii) se b? = ac, entao \y = 0 e \y = , onde nada pode se concluir e passam a
influenciar os termos O|| - ||™.

No caso iii), Zufiria e Guttalu exemplificam:

a) se b # 0 e O] - |[|™ = 0 ndo ha bifurcacdo na origem e trajetérias simples
atravessam a singularidade estranha.

b) se O - [|™ = x3 a origem é um n¢ sela.

c)sea=b=c=0eO|-[|™= (2 —223) (2 — 223) e fo = 22+ 1, a origem ¢ uma

“sela” de oito bracos, 4 de atracao e 4 de repulsao das trajetorias.

2.5.5 Anadlise da singularidade estranha na funcao de Rosen-

brock

A funcao de Rosenbrock (2.54), como foi antecipado, possui uma singularidade estranha

para o algoritmo de Newton. Observe-se que

daxy (23 — 19 2(xy — b
= [ ot =

12a2? — daxs + 2 —4dax,

—4ax, 2a
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= det(Dg(x)) = 8a’r] — 8a’xy + 4a
Portanto, o locus de det(Dg(x)) = 0 estd dado pela equacao

1
.%'QI.T%—FQ—G

que caracteriza a curva a qual se fazem assintotas algumas trajetérias do algoritmo de

Newton.

‘ 2a daxy daxy(x? — x9) + 2(21 — 1)
g(x) = adj(Dr(x))f(x) = 1
4ary 12az? — daxs + 2 —2a(x? — x3)
da(x; —b)
—4a(z? — 29)(2a2% — 2azy + 1) + S8axi(z; — b)

Este vetor apresentara zeros em:

b b
b? b + 5

sendo que o zero da fungao (correspondente a um minimo da funcdo primitiva (2.54))
estard em x* = [b b?]”, e a singularidade estranha em xo = [b b* + |7

Para as constantes escolhidas nas simulagoes a = % e b =1, o zero esta em x* =
[1 1] e a singularidade estranha em xq = [1 2].

Linearizando g(x) ao redor da singularidade estranha:

D, (x) 4a 0
g\X) =
—32ax? + 320z 75 + 8axy — 8ab  16ax? — 160wy + 4a

matriz que na singularidade estranha toma o valor

4a 0
16ab —4a

Dg(x0) =

a qual apresenta autovalores em A = =+4a, sendo portanto uma sela de autovetores
vy = [k 2bk]T para todo k € R e vo = [0 k|7 para todo k € R, respectivamente.

Na figura seguinte ilustra-se o comportamento ds trajetérias para os algoritmos CN

48



e NV perto da singularidade estranha. A simulagao foi implementada com o aplicativo
Simulink do programa Matlab 6, discretizando por Euler com comprimento do passo

fixo de 0.01s, e simulando durante 10 segundos.

Algoritmos continuos perto da singularidade estranha. Fungdo de Rosembrock

verm: cn
verde: nv

25F [1.1;2.5]

,
.
P
.
~ 15k -
15 .
-

_ _ 7| singularidade
del(D')—/O/ -7 estranha
- -

0.5

a=1/2 b=1 step=0.01

I I I |
1.4 1.6 1.8 2

Figura 2.9: Simulacoes dos algoritmos continuos CN e NV

para a fungao de Rosenbrock partindo préximo da singularidade estranha

2.5.6 Analise das singularidades estranhas na fung¢ao de Branin

Na funcao de Branin (2.57) foram escolhidas as constantes a =1, b =2, d = 4w, e =
0.5, f =2m. A constante c inicialmente foi escolhida com o valor 0.

O jacobiano da funcao foi calculado na equagao (2.58), e foi observado que, para as
constantes escolhidas, det(Dg(x)) = det(Dg(z1)) = —1 — 27 cos(2mzxy), o qual é igual a

zero ao longo das retas verticais definidas por 1 = £0.2754 + k, para todo k € N, e

—1 —2 1-— 21‘2 — I
g(x) = adj(Ds(x))f(x) = =

—mcos(2mzy) 1 Ty — 5 sin(27wy)

1 —xy — sin(27xy)

T cos(2mwy) (1 — 2xy — 1) — @2 + 5 sin(2may)

cujos zeros correspondem com os zeros da fun¢ao, nao existindo, portanto, singulari-

dades estranhas.
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Para a constante ¢ = 0.13, o determinante do jacobiano é dado por det(Dg) =
—1 + mcos(2mxy)(—2 + 0.527 cos(4maz)). O locus det(Dg) = 0 serdo as mesmas retas
verticais que no caso da constante ¢ = 0, mas levemente moduladas; a amplitude desta

modulacao é proporcional a constante c.

As singularidades estranhas, dentro da janela definida em x; € [—0.5;2.5], x5 €
[—1; 1] se localizam em:
x = [0.2879 — 0.0923]7 x = [0.2767 — 0.8797]7 x = [1.3216 — 0.4466]"
x = [1.2933 —0.9168]7 x = [1.7336 — 0.8154]7 x = [0.2810 — 0.6076]"
x = [0.6748 0.5525]7 x = [1.3254 — 0.5523]7 x = [1.7330 — 0.6721]"
x = [0.2777 —0.3827]7 x = [1.7125 0.0920]"x = [0.2809 0.1076]"
x = [1.7190 — 0.1076]" x = [0.6779 0.4459] x = [1.7223 0.3827]T
x = [0.2670 0.6721]7 x = [1.7190 0.6076]7 x = [0.2664 0.8154]
x = [0.7067 0.9168]7 x = [1.7233 0.8797]"

Na seguinte figura, pode se observar um locus das curvas descritas, onde os pontos

marcados com x correspondem a singularidades estranhas do algoritmo de Newton.

. . funcéo de Branin
Locus D=0 e singularidades estranhas c=0.13

Figura 2.10: Lugar de raizes da equagao det(Dg) =0

e singularidades estranhas para o algoritmo de Newton ¢ = 0.13
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2.5.7 Anadlise das singularidades estranhas na fungao de Camel-

back

A fungado de Camelback é descrita pela primitiva (2.51), cujo gradiente estd dado por
(2.52) e seu hessiano por (2.53). Foram escolhidas como constantes a = —2, b =
1.05, ¢ = —%, d = —1 e e = 0, com cujos valores a funcao apresenta um maximo
global, dois méximos locais, e duas selas.

Como foi observado, o determinante do gradiente é det(Dg(x)) = (2a + 12bx? +
30cz})(2d + 12ex3) — 1, que para as constantes escolhidas é igual a det(Dg(x)) =
7 — 25.222 + 1027, o qual é igual a zero ao longo das retas verticais determinadas por

r1 = x£1.7737 e 1 = £0.6739.

) [ —2 1 —4xy + 4223 — 17 — 19
£(x) = adj(Dr(x))F(x) = _
1 —4+12.62% — 5z —11 — 29

Try — 8.4x3 + 228

—8.4x% + 4x? + Txg — 25.22319 + 10z] 22

Este vetor s6 apresenta zeros nos pontos x = [—1.7475 0.8737]7,
x = [—1.0705 0.5352]7, x=1[00]", x=[1.0705 — 0.5352]T,
x = [1.7475 — 0.8737]". Todos estes pontos correspondem a zeros da fungao, nao

existindo, portanto, singularidades estranhas com as constantes escolhidas.

2.5.8 Singularidades estranhas para o algoritmo de Newton a

estrutura variavel

O algoritmo de Newton a estrutura varidvel (NV) apresentado na equacao (2.20), tam-
bém pode apresentar singularidades estranhas, definindo-se estas de maneira diferente

que no caso do algoritmo de Newton. Define-se o algoritmo

% = —D; (x)sgn(f(x))

Naqueles pontos onde adj(Dg(x))sgn(f(x)) = 0 e f(x) # 0, verifica-se que sgn(f(x)) €
N (adj(Dg(x))) e portanto esta matriz é nao singular. Por ndo estar na presenga de um

zero da funcao, sgn(f(x)) # 0 e portanto esses pontos comportam-se como singulari-
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dades estranhas.
O algoritmo NV aplicado as fungoes de Rosenbrock, de Camelback, e de Branin

com as constantes ¢ = 0 e ¢ = 0.13 nao apresentou nenhuma singularidade estranha.

2.6 Algoritmos discretos

Nesta secao serao apresentados os algoritmos de primeira ordem discretizados. A dis-
cretizacao sera realizada pelo método de Euler, interpretanto sempre os algoritmos
discretos como sistemas de controle em malha fechada.

De (2.2), dada a variavel de estado xj definida como a varidvel na iteracao £,

podemos escrever:

ry = I‘(Xk) = —f(Xk) (273)

Discretizando (2.3) por Euler (para mais informagao sobre a discretizagao por Euler,
ver [4] e [36]):

Ax = Xpt1 — X = U, = Xpy1 = Xg + oy (274)

sendo ay 0 comprimento do passo e u; a variavel de controle a ser escolhida na iteracao
k.
Assim:

f(xpr1) = £(xi + opu) (2.75)

O residuo, aproximando por Taylor até o termo de primeira ordem, resulta:
or or
r(Xgt1) = r(xg+Ax) = r(xg) + a—Ax—l— h.o.t ~r,+ a—AX =1 — De(x)Ax (2.76)
X X

Portanto

ey =T, — ozk.Dfuk (277)

chamando, por comodidade, Dy := Dg(xy).

Assumindo a variavel de controle como funcao do residuo:

uy, = P(ry) (2.78)

= ey =T, — ozk.quﬁ(rk) (279)
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Na seguinte figura, observamos o diagramas de blocos representativo do algoritmo

discreto.

controlador planta

y=f(x)

Uy Xk+1 Xk
Ox(xr) —;%)—» delay o 1O >
+

Figura 2.11: Diagrama de blocos representativo do sistema discreto

Neste ponto, estamos em condicoes de escolher uma funcao de Liapunov candidata
discreta:

= AV = Vierr — Vi = rz.;_lrk-i-l - I“;;Fl“k (2-81)

e sustituindo com (2.77):

AV = (I’k - oszfuk)T(rk - Oszfllk) — I’g[’k = (282)
= Oéill{D?Dka — QOékI'ZDfllk

Otimizando o comprimento do passo a4, segundo a metodologia LOC, de maneira

tal de minimizar AV, obtemos:

OAV
3 = 2au} Df Dywy, — 2r} Duy, = 0 (2.83)
O
T
r; Dfuk
A ugD?Dfuk ( )

Observe-se que o numerador do comprimento do passo pode ser tanto positivo como

negativo, mas para essa escolha de ay:

(r} Dguy)?

AV = kTR
ufD?Dfuk

(2.85)

o qual é sempre nao positivo. Esta variacao sera igual a zero no ponto de equilibrio
r; = 0, embora existam outras possibilidades para estacionamento do algoritmo, isto é,

AV =0, dependendo da escolha particular da variavel de controle u;. Portanto, essa
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escolha do comprimento do passo oy faz a fungao de Liapunov V' nao crescente a cada
iteragao definida ao longo das trajetorias de ¢, e uma adequada escolha da variavel

de controle u;, faz o algoritmo assintoticamente convergente, ao menos localmente.

Em seguida, serd apresentada a versao discretizada dos algoritmos continuos apre-

sentados na secao anterior.

1) Primeira escolha

v, := D; ' Pry, (2.86)

sendo P uma matriz simétrica positiva definida.

O comprimento do passo é dado por, substituindo em (2.84):

rZPrk
r! P’ry,

(2.87)

ap =
e a variavel de estado em cada iteragdo sera calculada, substituindo (2.86) em (2.74):

Xk+1 = X — Oszf_lpf(Xk) (288)

Observe-se que, para essa primeira escolha da variavel de controle ug, o compri-

mento do passo é sempre positivo.

Para a escolha particular P = I, o comprimento do passo a; = 1 e o algoritmo coin-
cide com o conhecido Newton-Raphson, razao pela qual este algoritmo serd chamado

Newton discreto (DN).

A variagao da funcao de Liapunov é dada por, substituindo (2.86) em (2.85):

(rf Pr;)?

AV = —
rl P?r;,

<0 (2.89)

sendo portanto o algoritmo assintoticamente convergente, se estacionando apenas no
ponto de equilibrio r;y = 0. Cabe destacar, também aqui, o carater local dessa con-
vergéncia, pois estamos sempre supondo que xq € N (x*), onde o jacobiano Dg(xy)
é assumido nao singular. Os pontos tais que adj(Dg(xx))f(xx) = 0 e f(x;) # 0, os
quais estdo obviamente sobre o locus determinado pela hipersuperficie det(Dg(x)) = 0,

determinam as singularidades estranhas do algoritmo DN.
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Observe-se que, para P = 1,
AV =V —Vi=-1ir=-Vp = Vis1 =0 = 1541 =0 = Xp41 =X

Evidentemente, isto é o que aconteceria caso a funcao f(x) seja linear, pois o residuo
foi linearizado ao redor do ponto X, e o propio algoritmo de Newton pode ser visto

como uma linearizagao da fungao ao redor do ponto x; ([24], [43]), isto é:
f(x*) ~ f(x) + De(x)(x* —x) = x* =x— D;'(x)f(x) (2.90)

O método de Newton apresenta convergéncia quadratica e tem uma excelente res-
posta quando a funcao e sua derivada sao bem comportadas. A desvantagem deste
método é que raizes de ordem alta podem causar uma taxa de convergéencia lenta, e
a seqiiéncia poderia apresentar pulos indesejados entre raizes ou tomar passos muitos

grandes perto de uma singularidade ([43]).

2) Segunda escolha
w;, := D; ' Psgn(ry) (2.91)

sendo P uma matriz simétrica positiva definida. Com essa escolha da variavel de

controle, sustituindo em (2.84):

r! Psgn(ry,)

= 2.92
sgn” (ry) P%sgn(ry) ( )
O comprimento do passo aqui pode resultar negativo, mas para essa escolha de uy,

substituindo (2.91) em (2.85)

(rj, Psgn(ry))?

AV = —
v sgn” (ry,) P?2sgn(ry)

<0 (2.93)

o qual é sempre nao positivo a menos do ponto de equilibrio r; = 0, onde se estacionara
o algoritmo, garantindo assim sua convergéncia assintotica.

A varidvel de estado em cada iteragao serd calculada, substituindo (2.91) em (2.74):

Xpy1 = X — ap Dy P Psgn(f(xy)) (2.94)
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Este algoritmo coincide com a versao discretizada do Newton variavel, a menos a
diferenca que aqui é admitido um ganho P, sem por isso afetar a convergéncia do al-
goritmo, tal como observado. Para a escolha particular P = I, a varidvel de controle
u; ¢ a mesma que no caso continuo e por essa razao este algoritmo sera chamado de
Newton varidvel discreto (DNV). Observe-se também que para esse ganho o compri-
mento do passo é positivo. Mais uma vez, destacamos o cardter local da convergéncia

do algoritmo.

3) Terceira escolha

u,, := PD[r, (2.95)

onde P é uma matriz simétrica positiva definida.
Com essa escolha da varidvel de controle, substituindo em (2.84), o comprimento

do passo resulta:
I'ZDfPD?I‘k
rZ(DfPDfT)zrk

(2.96)

ap =

o qual é sempre nao negativo. A variacao em cada iteracao da funcao de Liapunov é

dado por, substituindo (2.95) em (2.85)

TD PDT 2
(ry DePDere)” (2.97)

AV = —
I'ZDfPD?DfPD?I‘k B

a qual é sempre nao positiva, garantindo a convergéncia assintética do algoritmo, lo-
calmente falando.

Observe-se que a variavel de controle é a mesma que a do algoritmo CJT, razao pela
qual este algoritmo discreto sera chamado de jacobiano trasposto discreto ou DJT.

A varidvel de estado em cada iteragao serd calculada, substituindo (2.95) em (2.74),

COIMo:

Xk+1 = X — oszD;‘Ff(xk) (298)

Neste caso, se em alguma iteracao o residuo entrar no espacgo nulo de D] mesmo
sem estar no ponto de equilibrio ry = 0, isto é, se para um determinado valor de x;,
f(xx) € N(DE(xy)), o algoritmo estard diante de uma indeterminagao, pois Ax = 0/0

e a seguinte iteragao nao podera ser calculada. Eis a razao, neste caso, da convergéncia
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local do algoritmo.

4) Quarta escolha
u, := Psgn(D{r}) (2.99)

Com esta escolha da variavel de controle, o comprimento do passo, substituindo

(2.99) em (2.84), é dado por:

B r! D¢ Psgn(Dfry,)
~ sgn?(Dfry,) PDE Dy Psgn(Dfry,)

(2.100)

Também aqui observa-se que o comprimento do passo pode nao ser positivo, mas

substituindo a lei de controle (2.99) em (2.85):

(ry D Psgn(Dgr))

AV = —
sgn”(D¥ry) PDI Ds Psgn(D¥ry)

<0 (2.101)

o qual é sempre nao positivo, garantindo assim a convergéncia do algoritmo. A variavel

de estado em cada iteracdo ¢ calculada, substituindo (2.99) em (2.74):
Xpy1 = X — apPsgn(Df f(xz)) (2.102)

A variavel de controle uy coincide, a menos do ganho P, com a do algoritmo VJT,
razao pela qual este algoritmo discreto serd chamado de DVJT. Para a escolha parti-
cular P = I, ambas variaveis de controle coincidem, e o comprimento do passo oy é

nao negativo.

Também aqui, ao igual que no caso anterior, deve-se destacar o carater local da con-
vergéncia, pois o algoritmo sofre uma indeterminacao naqueles pontos x; que provocam
ue a funcao entre no espaco nulo de D! mesmo fora do ponto de equilibrio r;, = 0

b1 b1 f k 9
isto é f N (DF teci lo f id tercei lha d
isto ¢ f(xy) € ¢ (X1)), como acontecia no exemplo fornecido na terceira escolha dos
algoritmos continuos. Nestes casos, o cdlculo da variavel de estado na seguinte iteracao

serd indeterminada pois Ax = 0/0 e a seguinte iteragdo nao poderd ser calculada.

Uma outra observacao interessante sobre este algoritmo diz respeito ao sentido das
chamadas linhas de campo, ou vetor Ax. Para a escolha P = I, este vetor serd sempre

(para o caso n = 2), Ax = ai[£1 + 1]7, a menos que uma componente determinada
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do vetor DI (x;)f(x;) seja igual a zero. Portanto, as trajetdrias entre uma iteracio e

outra serao sempre segmentos no plano de fase de um angulo multiplo de 45°.

5) Quinta escolha
u, == PD{'sgn(r},) (2.103)

sendo P uma matriz simétrica positiva definida.

Com esta variavel de controle, o comprimento do passo «ay, resulta, substituindo em
(2.84):
ri D¢ PD}sgn(ry,)
sen” (ry)(Dg PDE)2sgn(ry,)

ay, = (2.104)

Observe-se que aqui também o comprimento do passo pode nao ser positivo, inclu-
sive, a diferenca dos casos anteriores, independentemente do valor do ganho P. Porém,
substituindo (2.103) em (2.85), a variacao da funcdo de Liapunov em cada iteragao é

dada por:
(rI D¢ PDlsgn(ry,))?

AV = —
sgn” (ry)(De PDY)2sgn(ry)

<0 (2.105)

o qual é sempre nao positiva, garantindo o decrescimento da fun¢ao de Liapunov V; e
assim a convergéncia assintotica do algoritmo, ao menos localmente. Aqui também, a
razao de nao poder garantir convergencia global, deve-se a possibilidade do algoritmo
se estacionar em um ponto x; tal que sgn(f(xz)) € N (DI (xz)), mesmo nao estando
no ponto de equilibrio r; = 0. Nesse ponto o calculo do ponto seguinte também sera
indeterminado.

A variavel de controle coincide com aquela do sistema continuo JTV, razao pela
qual este algoritmo serd chamado de DJTV.

A varidvel de estado em cada iteracao sera calculada, substituindo (2.103) em (2.74),
como:

Xpy1 = X — apPDf sgn(f(x})) (2.106)

Cabe mencionar que todos os algoritmos discretos admitem como ganho uma matriz

P simétrica positiva definida, mesmo que a sua correspondente versao continua nao o
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admitisse, como ¢ o caso dos sistemas NV e VJT. Também aqui nota-se a diferenca com
os algoritmos apresentados em [13, c. 2] e [14], onde s6 é mencionada a possibilidade
de um ganho no algoritmo discreto DJT.

Na seguinte tabela, sao mostrados resumidamente os 5 algoritmos discretos, com

ganho P = [ a efeitos de simplificacao.

uy ap AV nome | ntmero de
equacao
—Dg f(xy) 1 —Irxll3 DN (2.86)
-1 llrsl llrxll?
—Dpsen(f(xx)) | fegniea ~wenteorz | PNV | (291)
T | DF ri|[3 | DF ri|l3
—Defxy) TDe DT i 2 “mofmg | PIT | (299)
T I DF ricll1 I DF I3
T v, De DT SEN(ry,) (rf De DTSN (ry))?
—Drsen(fx)) | ioeorsgnearz |~ Toeorsenworg | PITV | (2:108)

Tabela 2.2 Algoritmos discretos de primeira ordem

derivados com a metodologia CLF/LOC

2.6.1 Simulacgoes dos algoritmos de primeira ordem discretos

A seguir, serdo apresentadas simulacoes realizadas com as mesmas fungoes de teste

dos algoritmos continuos. As simulacoes foram realizadas com o programa Matlab 6.
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Foi adotado como critério de parada se deter na iteracao tal que a norma da funcao
|1f(xx)|l2 < 0.01.

Os ganhos dos algoritmos discretos foram escolhidos P = 1.

2.6.1.1 Simulacgoes dos algoritmos discretos com a funcao de Camelback

Para simular com a fungdo de Camelback (2.52) serdo escolhidas as mesmas constan-
tes que no caso continuo. Os algoritmos também serao testados a partir dos mesmos

pontos iniciais, isto é xg = [-1 1.5]7, x=[01.5]7, xo=[21]T.

Algoritmos discretos de primeira ordem. Funcéo de Camelback
verm: dn
verde: dnv
[0;1.5] magenta: djt
cyan: dvijt
azul: djtv

\ [2:1]

f2:0

Figura 2.12: Simulacoes dos algoritmos discretos para a funcao de Camelback
Observa-se aqui também os algoritmos conseguiram achar zeros a partir dos pontos
iniciais testados, embora em alguns casos convergiram para zeros diferentes mesmo
quando partindo de um ponto inicial comum. A excecao estd dada pelo algoritmo
DJTV, que sé convergiu a partir do ponto inicial xg = [~1 — 1.5]7. Interessante
conferir o observado na teoria, as trajetorias como segmentos a multiplos de 45° do

algoritmo DVJT.

2.6.1.2 Simulagoes dos algoritmos discretos com a funcao de Rosenbrock

Para simular a fungdo de Rosenbrock (2.55), foram escolhidas as mesmas constantes,
a = 0.5 e b =1, que para as fungoes continuas, apresentando um unico zero em

x* = [1 1]7. Também foram testados os algoritmos a partir dos mesmos pontos iniciais
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xg = [—0.5 25", x0=[0.52", xo=[1.5 —0.5]".

Algoritmos discretos de primeira ordem. Funcdo de Rosembrock

f1=0

[-0.5;2.5]

verm: dn
0T verde: dnv
magenta: djt

—0.5- cyan: vjt 11.5-0.5]

-1 1 1 1 1 1 1 1 |
-2 -15 -1 -0.5 (9] 0.5 1 15 2

Figura 2.13: Simulacoes dos algoritmos discretos para a funcao de Rosenbrock

A partir do ponto x¢ = [—0.5 2.5]7 apenas o algoritmo de Newton conseguiu conver-
gir. O algoritmo DJTV nao convergiu a partir de nenhum dos pontos iniciais testados.
Em apariéncia, das funcoes testadas esta é a que com maior dificuldade se encontraram

os algoritmos para achar o zero da funcao.

2.6.1.3 Simulacgoes dos algoritmos discretos com a funcao de Branin

Para simular a fungao de Branin (equagao 2.57), foram escolhidas as mesmas constan-
tes. A constante ¢ também foi escolhida inicialmente igual a zero. Os pontos iniciais
testados foram os mesmos que para o caso continuo, isto é xo = [0.25 — 0.4]T, x¢ =

(0.750.6]7, xo=1[1.25 —0.6].
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0.8

0.6

0.4

0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Figura 2.14: Simulagoes dos algoritmos discretos para a funcao de Branin, ¢ = 0

O algoritmo DNV nao convergiu a nenhum zero a partir do ponto inicial xq
[0.25 —0.4]". Os diferentes algoritmos convergem a zeros diferentes mesmo a partir de
pontos iniciais comuns, em alguns casos zeros distantes do ponto de partida. Também
aqui se aprecia claramente o chattering caracteristico das trajetorias geradas pelos

algoritmos a estrutura varidvel, em particular o DJTV. O algoritmo DVJT também

descreve trajetorias

Aumentando o valor da constante ¢ para 0.13, a fungdo continua apresentando 5

Zeros.

0.8

Figura 2.15: Simulagoes dos algoritmos discretos para a funcao de Branin, ¢ = 0.13

Algoritmos discretos de primeira ordem. Funcéo de Branin c=0

verm: dn

[0.75;0.6] verde: dnv
magenta: djt

cyan: dvjt

azul: djtv

[0.25;-0.4]

[1.25;-0.6]

a multiplos de 45°, tal como apreciado nas simulacoes anteriores.

Algoritmos discretos de primeira ordem. Fungé&o de Branin ¢=0.13

verde: dnv
L magenta: djt

[0.75;0.6] marrom: dvjt

[0.25;-0.4]

[1.25;-0.6]
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Apenas os algoritmos DJT e DVJT convergiram a algum zero a partir de todos
os pontos iniciais testados, sendo que o DNV convergiu a partir dos pontos xq =
[0.75 0.6]7 e xg = [1.25 — 0.6]7. Destes pontos, o DNV atingiu um zero diferente
a dos outros algoritmos e somente apds um maior nimero de iteracoes. Destaca-se
a impossibilidade para o algoritmo de Newton de achar zeros a partir dos 3 pontos

iniciais testados.

Aumentando ainda a constante ¢ = 1, a funcao de Branin apresentarda agora um

total de 15 zeros, dos quais apenas 11 deles aparecem na janela do seguinte grafico.

Algoritmos de primeira ordem discretos. Fung&o de Branin c=1

0.8 magenta: djt

[0.75;0.6]

[1.25;-0.6]

Figura 2.16: Simulagoes dos algoritmos discretos para a funcao de Branin, ¢ =1

Apenas o algoritmo DJT conseguiu convergir a zeros da funcao e em apenas dois
dos pontos iniciais testados. Isto evidencia que quanto maior o valor da constante c,

mais dificuldade encontram os algoritmos para achar os zeros da funcao.

A seguinte tabela mostra o nimero de iteragoes que empregou cada algoritmo dis-

creto a partir de cada um dos pontos iniciais testados para todas as funcoes utilizadas.
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Camelback Rosenbrock Branin
c=0]c=013|c=1
o0 it. %0 it. o0 it. it. | it
(—=1;—-1.5) | 3] (—0.5;2.5) 7 || (0.25;—-0.4) 4 - -
DN (0;1.5) 2 (0.5;2) 6| (0.75;0.6) 4 - -
(2;1) 4 (1.5;-0.5) 4| (1.25;-0.6) 4 - -
(=1;—=1.5) | 71 (=0.5;2.5) - || (0.25;—-0.4) - - -
DNV (0;1.5) 5 (0.5;2) 51 (0.75;0.6) 5 9 -
(2;1) 71 (1.5;—-0.5) | 10 || (1.25;—-0.6) 5 9 -
(—=1;—-1.5) | 8| (—0.5;2.5) - || (0.25;—-0.4) 5 10 -
DJT (0;1.5) 7 (0.5;2) 93| (0.75;0.6) 15 6 14
(2;1) 6 || (1.5;—0.5) | 167 || (1.25;—0.6) 15 6 14
(=1;—1.5) | 16 || (—0.5;2.5) - || (0.25;—-0.4) 5 17 -
DVJT (0;1.5) 6 (0.5;2) 494 | (0.75;0.6) 6 5 -
(2;1) 10 || (1.5;—=0.5) | 353 || (1.25; —0.6) 6 5 -
(=1;—1.5) | 26 || (—0.5;2.5) - || (0.25;—-0.4) 10 - -
DJTV (0;1.5) (0.5;2) - || (0.75;0.6) 17 - -
(2;1) (1.5;—0.5) - || (1.25;—-0.6) 17 - -

Tabela 2.3: Numero de iteracoes realizadas pelos algoritmos discretos

onde - indica a divergéncia da trajetéria

Observa-se que, em geral, o algoritmo DN é o que emprega um menor nimero de
iteragoes para achar um zero. Porém, isto nao se verifica a partir de todos os pontos
iniciais. Destaca-se, também, a impossibilidade deste algoritmo para achar zeros na

funcao de Branin com ¢ = 0.13, a diferenga de outros algoritmos testados.

O tempo de demora dos algoritmos foi testado também, embora nao tenha sido
colocado na tabela por ser um dado inconclusivo (diferentes simulagoes apresentaram
diferentes demoras). Embora os tempos foram em todos os casos muito pequenos (da
ordem das centéssimas de segundo), o algoritmo DN foi na maioria dos casos o que mais
tempo demorou, apesar da economia de iteracoes. Cabe supor que para um fungao com

um maior nimero de variaveis, esta diferenca de tempo pode se tornar apreciavel.
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2.6.2 Simulacoes com funcoes de mais de duas variaveis

A seguir serao apresentadas simulagoes dos algoritmos discretos realizadas com fungoes
de um maior nimero de variaveis. Estas fungoes sao conhecidas na bibliografia e
foram extraidas de [42], [55], [84], [62] e [76]. Cabe destacar que, embora algumas
fungoes sao apresentadas de maneira diferente em cada uma destas bibliografias, estas
diferencas nao parecem ser determinantes no que se refere a forma geral da funcao,
quantidade de zeros, etc. Aqui sera escolhida arbitrariamente uma versao da funcao.
Outra consideracao ¢ que as fungoes sdo escalares, ¢(x) : RY — R, e serd achado um

zero do gradiente destas.

As funcoes escalares, de N variaveis, escolhidas sao:

e Rosenbrock generalizada

(1 —23)? +100(zi41 — 27)? (2.107)

-

®
I

™

e Michalewicz

P(x) = — Z sin(y;) sin® (g) (2.108)

=1

onde

™

6)_$z‘+1Sin( ) seimod?2=1

G
Yi = Ti—18in(g) +xycos(y) seimod2=0ei# N

y; = x; cos(

YN = InN
Aqui desconsideramos o exponente 20 para dar valores mais adequados. Algumas

bibliografias ([42], por exemplo) consideram diretamente y; = x; para todo i €

{1, N}.

e Shekel

d(x)=—> =3 ! (2.109)



onde

(404 4 4] [ 0.1 |
1111 0.2
A=18 8 8 8 c= |02
6 6 6 6 0.4
|3 73 7 | 0.4

Esta fungao esta definida para um ntmero fixo de variaveis igual a 4.
Powell
(%) = (21 + 1029)? + 5(w3 — 24)? + (3 — 223)* + 10(2; — 24)* (2.110)

Esta funcao também esta definida para um numero fixo de variaveis N = 4,

embora [42] estende a definigdo para um nimero genérico de varigveis.

Rastrigin
N
= [} — 10cos(27a;)] + 10N (2.111)
i=1
Schwefel
le sin( |:1:Z (2.112)
Ackley
P(x) = _90e(-02v/ 5 Xili#}) _ (§ LIy cos(2may)) (2.113)
Griewank
i 1= (3)
=y ) +1 (2.114)
“— 4000 Vi
Levy
7r
ox)=5{ s 2 (pitay) 4 YN (L) (2.115)

[1+10sin? (r222)] 4 (23727

Em diferentes bibliografias aparece a seguinte versao da fungao de Levy:
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o Levy2

¢(x) =

e Bump

o Lennard-Jones

¢(x)

=

~~

)
-
|

~.

[|
N
<

1 _
1 sin?Eme) + 20

(zy — 1)?[1 + sin®(2may)]]

{ (@i = 2)? + (@nj2es — np2g)?]

Aqui o nimero de variaveis N deve ser par.

e Hartmann 3

onde
3
0.1
A=
3
0.1

10
10
10
10

30
35
30
35

4

=D e

=1

1
1.2

3
3.2

y 1 aij(z5—pij)?

Esta fungao esta definida apenas para 3 variaveis.

e Zakharov

e Hartmann 6

6890

4699
1091
381

-3
=2 [(w; — x5) + (ny240 — TN/245)°] }

1170
4387
8732
2743

N N 2 N 4
— ng + (Z 0.52'9@-) + (Z 05@'@)
=1 =1 =1
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y 1 aij(z—pij)?

(z; — 1)?[1 + sin®(37zi11)] +

2673

7470
5547

8828

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)



onde
10 3 17 3.05 1.7 8

0.05 10 17 01 8 14
3 35 17 10 17 8
17 8 005 10 0.1 14

Esta fungao esta definida apenas para 6 variaveis.

Colville

H(x) = 100(x? — 29)? + (71 — 1) + (23 — 1)* + 90(x3 — x4)*+

1.0
1.2
3.0
3.2

| 1312 1696 5569 124 8283 5886 ]
2329 4135 8307 3736 1004 9991
2348 1451 3522 2883 3047 6650
I 4047 8828 8732 5743 1091 381

101 [(mg — 1)2 + (24 — 1)3 4+ 19.8(z3 — 1) (24 — 1)

Esta funcao esta definida apenas para 4 variaveis.

Dixon & Price N
p(x) = x1—12—|—222x —z;1)?
1=2

Perm

Aqui o valor /3 foi escolhido unitario.

@-£[(54)-+]

onde foi escolhido b; = 1 para todo j € {1,.., N}.

Power sum

O gradiente desta funcao apresenta um unico zero na origem.

Trid

P(x) = Z(% - 1)2 - Z%‘%q
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O gradiente desta funcao ¢ linear, e portanto seu hessiano constante.

As simulagoes foram realizadas no programa Matlab 6. Em todos os casos, o critério

de parada foi ||f(x;)|| < 107

As fungoes Michalewicz, Shekel e Lennard-Jones tiveram seus gradientes e hessianos
calculados em forma simbdlica pelo programa Matlab utilizando o pacote Symbolic
Toolbox. Mesmo que estas expressoes sejam calculadas apenas uma vez, e a cada
iteragao o algoritmo apenas substitua nas expressoes o valor do ponto corrente xy, este
procedimento é extremadamente lento. Eis a razao pelo limitado niimero de variaveis

com que foram testadas estas funges (no caso da fungao de Shekel, este nimero é fixo).

As simulacoes foram consideradas falhas se o algoritmo nao conseguiu atingir um
zero do gradiente da fungao, manifestando um erro durante a execugao deste, ou nao
atingiu o objetivo em até 300 iteragoes (no caso das fungdes mencionadas no paragrafo

anterior, em até 30 iteragoes por causa da lentiddo da execugao).

Os resultados das simulagoes sao apresentados na seguinte tabela.
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DN DNV DJT DVJT DJTV
N *o it t[s] it t[s] it t[s] it tfs] || it | t[s)
2, = 0.5 28 | 1.15 - f f
10 2, = —0.2 23 | 0.05 - f f
Rosenbrock [~0.5;0;0.2;1.5]T 21 0.6 - - -
4 [1.2;1;0;1.5]7 10 | 0.27 - - -
[1.2;0.1;1.3;0.3] 7 7 | 6.37 - - -
4 2, = 1 6 6.1 14 13.3 f f
Michalewicz zg, = 0.5 7 | 122 . - 27 | 41.9
6 @, = —0.1 5 | 125 - 28 | 446 19 | 308
[3.5;4.5;3.5;4.5]7 7 | 6.65 10 9.39 - -
Shekel 4 @, = 1 3 | 3.41 5 5.39 29 | 24.3 5 | 5.43 5 | s.08
[—2;3; —5; 7T 17 | 0.88 - - -
Powell 4 2o, = 1 20 | 1.21 - - -
2, = 0.2 6 | 0.17 6 0 6 | 0.11 6 0 6 0
10 2o, = —0.8 8 0 8 0 8 0 s | 0.28 8 | 027
Rastrigin zo, = —1.3 5 | 0.27 5 0.44 5 | 0.83 5 | 0.66 5 | 0.71
100 @, = 2.3 6 | 0.61 6 0.55 6 | 0.88 6 | 0.77 6 | 0.93
2, = 0.2 7| 071 7 0.33 7 | 0.33 7 | 0.22 7 | 022
10 2o, = —2.3 3 | 0.06 3 0.06 3 | 0.05 3 | 0.05 3 | 0.06
Schwefel z, = 0.2 8 1.1 8 0.94 8 | 1.59 8 | 1.37 8 | 1.54
100 zg, = —2.3 3| 0.33 3 0.71 3 0.6 3 | 055 3 0.6
z, =2 2 | 0.05 2 0 2 | 0.05 2 | 011 2 | 011
10 @, = -3 2 | 0.06 2 0.05 2 | 017 2 0 2 | 0.06
Ackley 2, = —0.2 4 0.6 4 1.26 4 | 153 4 | 137 4| 1.43
100 2o, = 0.05 11 | 1.97 11 1.87 11 3.9 11 | 373 || 11 | 3.85
2o, = —1 14 1.1 - B B
10 @, = —0.2 2 | 0.06 28 | o8 || 166 [ 5.22 2 | 0.05
2o, =5 167 | 5.21 - i i
Griewank 2o, = 0.5 3 | 0.44 - - -
100 2, = 10 1| 0.16 1 0.16 1 [ 027 1] o2 1 | o0.22
2, = 0.1 2 | 022 || 312 | 4284 B B
2o, = 13 0.5 - 291 | 7.53 5 | 0.16
10 @, = —2.5 - - 238 | 7.47 3 | 011
Levy @, = , . 136 | 26.8 5 | 0.99
100 @, = —2.5 - - 184 | 37.9 4| 076
2o, =0 2 | 0.66 17 0.6 9 | 071 3 | 044 || 22 | 0.66
10 2, = 2.5 3 | 0.22 35 1.04 21 | 0.66 || 287 | 9.12
2o, = —0.7 7 | 038 24 0.93 38 | 1.16 68 | 2.58
Levy2 @, =0 3 | 044 || 172 18.8 9 | 1.86 || 141 | 255 || 73 | 14.3
100 2, = 2.5 3 | 0.33 - 27 | 5.44 i
zg, = —0.7 7 | 077 || 315 34.7 38 | 7.52 B
@, = —0.275 10 0.5 1 12 | 0.61 11 | 1.05 || 12 0.6
10 2o, = 2 s | 0.33 1 s | 0.38 s | 0.05 s | 011
Bump zp, = — = 6 | 2.04 4 1.26 10 | 7.96 9 | 703 || 10 | 7.91
100 2, = 0.7 s | 253 5 1.76 s | 6.37 s | 6.26 s | 6.32
Lennard- [~0.1;0:0.1;0.3]T f - 25 | 12.5 25 | 126 || 25 | 20.8
Jones 4 [—1;2:0; —0.5]T f - 5 | 3.03 5 | 2.92 5 | 4.66
2o, =0 8 | 0.93 2 0.44 s | 071 8 | 0.55 8 | 0.61
Hartmann 3 3 [—0.5;1.5;0.2]T 5 | 0.16 1 0.06 5 | 0.28 5 | 017 5 | 0.11
2o, =0 - 206 7.36 - -
Hartmann 6 6 2, = 0.3 4| 0.38 26 0.88 , ,

Tabela 2.4 Resultados das simulagoes dos algoritmos

discretos para funcoes de N variaveis
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DN DNV DJT DVJT DJTV
N *o it. | t[s] it. t[s] it. | ts] it. | t[s] it. | ts]
o, = 1 13 | .05 88 3.4 13 | 0.49 -
10 2o, = —0.5 11 | 0.06 80 2.3 11 | 0.39 -
Zakharov -
@, =1 24 | 3.29 . 24 | 4.44 -
100
@, = —0.5 23 | 2.96 _ 23 | 4.17 i
[10; —5; 3; —4]T 17 | 0.06 - 88 | 3.24 _
Colville 4 -
2o, = —1 5 | 0.16 B 66 | 2.36 77 | 247 B
@, =0 - 1| 011 1| 022 1 [ on
10 @, = —1 9 | 0.38 B 215 | 7.14 B
Dixon & @, = —0.2 6 | 0.33 - 58 | 1.76 || 210 | 6.75 -
Price 2o, =0 B 1| 027 1| 022 1] 022
100 @, = —1 9 | o.77 - B
zo, = —0.2 6 | 0.77 - B
o, = 5 | 0.43 - 490 | 45 38 | 2.7 || 367 | 201
10 w0, =2 38 | 0.71 B 51 | 3.25 69 | 4.29 B
wo, = —1 25 | 1.26 - 36 | 2.42 64 | 3.13 69 | 4.67
Perm zg; = 28 5 . 115 | 35.7 || 165 | 51.5 ,
30 @, =2 150 | 26.8 - 259 | 80.4 i
@, = —1 103 | 18.9 B 18 | 36.9 || 216 | 67.6 || 160 | 50.1
2o, =0 2 | 0.11 2 | o011 2 | 0.11 2 | 0.11 2 | 0.05
10 '
Power @, = -3 28 | 0.99 28 | 0.22 28 | 0.33 28 | 0.38 28 | 1.21
Sum o, = 1 12 | 1.49 12 1.49 12 | 2.86 12 | 2.48 12 | 2.37
30 @, = -3 74 | 9.06 - 74 | 14.9 74 | 14.9 74 | 15.3
2o, =0 1| 0.05 1 0 -
10 '
g, = 20 1| 0.06 25 | 0.72 -
Trid 29, =0 1| 011 1 0.11 f
100 w0, = 20 1| 011 || 303 | 23.95 -

Tabela 2.4 (cont.) Resultados das simulages dos algoritmos

discretos para funcoes de N variaveis

Em todos os casos em que o ponto inicial é expressado como z,, o

{1,.,N}.

indice é Vi €

! Nestes casos, o algoritmo DNV atingiu o zero que o gradiente na funcao Bump

apresenta no infinito.

O gradiente da fungao de Shekel também apresenta zeros no infinito, onde podem

tender as trajetorias dos algoritmos dependendo da escolha do ponto inicial. Nos dois

casos testados, os algoritmos, quando convergiram, o fizeram a zeros finitos.

A funcao Trid é linear, eis a razao pelo qual o algoritmo de Newton achou o zero

em apenas uma iteragao, como foi analisado quando apresentado o algoritmo.

Os tempos de simulagdo muito pequenos (menores a 1s.) nao sao dados confidveis,

pois diferentes simulacoes resultaram em diferentes demoras. Para tempos de execugao

maiores, obviamente o erro relativo decresce.

Aqui, o algoritmo de Newton discreto se mostrou o mais eficiente, mesmo utilizando
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o hessiano da funcao.

2.6.3 Utilizacao de um conjunto dos algoritmos a fim de au-

mentar a possibilidade de convergéncia

A pesar da eficiéncia do algoritmo de Newton, foi observado que nem sempre este
converge a um zero, como mostrado na figura 2.15, por exemplo. Os outros algorit-
mos também podem nao convergir a partir de um determinado ponto inicial. Quando
interessa aumentar a possibilidade de convergéncia para uma determinada func¢ao de
teste, existe a estratégia de utilizar um “time” de algoritmos. Esta metodologia con-
siste em calcular, em cada iteragao, o ponto seguinte x;,; de todos os algoritmos do
time, e escolher aquele que apresenta um ||f(xx41)||2 menor, garantindo assim a maior
diminuicao da norma da fungao de teste a cada iteracao. Esta é uma justificativa para
a elaboracao e utilizacao de outros algoritmos que, embora possam ser individualmente
menos eficientes do que o Newton, podem ser utilizados quando este falha. Na pratica,
utilizando os cinco algoritmos discretos apresentados, foi observado que nem sempre é
escolhido o algoritmo de Newton como o que provoca maior decrescimento da norma
da fungao, como mostra a figura 2.17 para a funcao de Branin com constante ¢ = 0.13

a partir de trés pontos iniciais escolhidos arbitrariamente.

Pela construcao do time de algoritmos, observa-se que a presenca de um algoritmo

convergente dentro deste sempre garantirda a convergéncia do time como um todo.

Os ganhos continuam P = I, e a simulacao teve como critério de parada a ite-
ragao tal que ||f(xx)|l2 < 0.01, critério adotado nas simulagoes para as fungoes de
duas varidveis. Os pontos iniciais continuaram sendo xo = [0.25 — 0.4]7, x¢ =
(0.75 0.6]7, xo = [1.25 — 0.6]7. As cores de cada iteragio correspondem com as
escolhidas anteriormente para cada um dos algoritmos. Desta forma, cada iteracao
poderé utilizar um algoritmo diferente, e o trajeto até esse ponto é graficado com a cor

correspondente ao algoritmo escolhido.
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Utilizacéo do conjunto dos algoritmos discretos. Fungéo de Branin, c=0.13

verm: dn

08 verde: dnv
magenta: djt
[0.75;0.6] marrom: dvijt
0.6 azul: djtv

[0.25;-0.4]

[1.25;-0.6]

Figura 2.17: Simulacoes do conjunto dos algoritmos discretos

para a funcao de Branin, ¢ = 0.13

A partir do ponto inicial xo = [0.25 — 0.4]7 o nimero de iteragoes foi de 5 e o

tempo de demora foi 0.66s.

A partir do ponto inicial xo = [0.75 0.6]7 o nimero de iteragoes foi de 6 e o tempo

de demora foi 0.11s.

A partir do ponto inicial xo = [1.25 — 0.6]7 o nimero de iteragoes foi de 6 e o

tempo de demora foi 0.05s.

2.7 Comparacao entre as bacias de atracao dos di-

ferentes algoritmos discretos

Nesta secao sera realizado um estudo comparativo dos diferentes algoritmos de pri-
meira ordem discretos. O estudo consiste na analise das diferentes regioes, ou bacias,
de atracao dos diferentes zeros de uma funcao a partir de pontos iniciais distribuidos
uniformemente numa janela determinada. Como fungoes de teste serao escolhidas fun-
¢oes de duas variaveis a fim de poder graficar no plano tais bacias de atragao de cada

Zero.
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2.7.1 Funcao de Camelback

Na funcao de Camelback (2.52), foram escolhidas como constantes a = —2, b =
1.05, ¢ = —%, d = —1ee=0. Com estas constantes a fungao apresenta um mé-
ximo global, dois maximos locais, e duas selas. Esses pontos correspondem a zeros do

gradiente da primitiva descrito na equagao (2.51).

O determinante do hessiano desta funcao (equagao 2.53) é dado, para as constantes
escolhidas, pela fungao det(Dg(x)) = 7—25.222 + 10z}, o qual possui zeros ao longo das
retas verticais definidas por xy = 1.7737, 1 = 0.6739, z; = —0.6739, z; = —1.7737.

Como ja foi observado, para as constantes escolhidas, D¢(x) = Dg(xy).

A seguir, serao apresentados os graficos das bacias de atracdo de cada zero da
funcao de Camelback para cada um dos cinco algoritmos de primeira ordem. Os ga-
nhos foram sempre escolhidos P = I. Os pontos iniciais foram escolhidos com intervalos
de 0.05 para cada variavel ao longo da superficie da janela definida entre as coorde-
nadas x; € [—2.5,2.5] x5 € [-1.5,1.5], dentro da qual se localizam todos os zeros.
Foi testado um maximo de 249 iteracoes, isto é, os pontos em branco correspondem
a pontos iniciais onde o algoritmo nao atingiu nenhum zero em até esse ntmero de
iteracoes. Apds a apresentacao de cada um dos gréficos, serao apresentadas conclusoes
resultantes da analise de cada algoritmo aplicado a fungao de Camelback e da andlise

das formas das bacias de atracao de cada zero.

Figura 2.18: Bacias de atracao da fungao de Camelback

para o algoritmo de Newton

Sendo o algoritmo de Newton com comprimento do passo étimo definido por X1 =
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x;, — Dy 'f(x) (equagdo 2.88), conclui-se:

a) Ary = —(7Txy — 8.423 + 223) /(7 — 25.22% + 10z1), portanto, determinado unica-
mente pela variavel x;.

b) Eis a razao das bacias em forma de faixas verticais, pois a componente horizontal
do deslocamento das trajetorias serd constante para um determinado valor de z;.

¢) O algoritmo nao apresenta singularidades estranhas para esta func¢ao. Os zeros
de adj(Dg(x))f(x) correspondem em todos os casos a zeros da funcao de Camelback.

d) Perto das retas verticais determinadas pelo locus de det(Dg) = 0, as linhas de
campo de deslocamento, definidas por Axy, = (adj(Dg(xx))f(xx))/ det(Dg(x)) pos-
suem uma norma de valor elevado e por essa razao as trajetorias podem nao converger

a0 zero mais proximo.

Figura 2.19: Bacias de atracao da funcao de Camelback
para o algoritmo DNV

A equacdo do algoritmo DNV é dada por xj1 = X — a, Dy 'sgn(f(xy)), (equacio
2.88), sendo o comprimento do passo 6timo ag = (f7sgn(f))/||sgn(f)||3. Também aqui
podemos concluir:

a) O algoritmo nao apresenta singularidades estranhas.

b) Por ser o > 0 (exceto nos zeros da funcao), os sentidos das linhas de campo
Axy, estao unicamente determinados pelos sinais das componentes do vetor Dy Ysgn(f).

c) As formas das bacias sdo faixas verticais encerradas pelo locus det(Dg) = 7 —
25.223 + 1027 = 0, embora préximos destas retas verticais as faixas apresentam alguma
deformacao. A razao é que, a diferenca com o algoritmo de Newton, aqui Az, nao é

mais univocamente determinado pela variavel x;.
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d) Perto das fronteiras das faixas, por ser a norma das linhas de campo Ax;, de um
valor elevado, as trajetorias podem nao converger ao zero mais proximo.

e) Nos zeros da fungao, as trajetérias do algoritmo apresentam uma indeterminagao,
pois xz41 = [0 0]7/0 (assumindo sgn(0) = 0), o qual ndo compromete porque é justa-
mente nestes pontos onde para o algoritmo, nao sendo calculada portanto uma préxima

iteracao.

Figura 2.20: Bacias de atracao da fungao de Camelback
para o algoritmo de DJT

O algoritmo DJT std dado por xz1; = x; — i DEf(x) (equacio 2.95), sendo o
comprimento do passo ap = (fTDeDIf)/(f7(DsDF)?f). Analisando as bacias e a
equacao do algoritmo, pode se concluir:

a) As bacias apresentam formas geométricas regulares. Suas fronteiras sao deter-
minadas pelo locus de f7 (D¢ DF)?f = 0, o lugar das raizes do denominador de ay.

b) Por ser ay, > 0 (exceto nos zeros de DEf) os sentidos das linhas de campo das
trajetorias Ax;, estao determinados pelos sinais das componentes do vetor DI f.

c) Perto das fronteiras de cada bacia, por ter o vetor Ax; uma norma de valor
elevado, as trajetérias podem nao convergir ao zero mais proximo.

d) Nos zeros de DIf, as trajetérias estdo indeterminadas, pois Ax; = [0 0]7/0.
Esses zeros estarao nos pontos: 1 nas raizes do polinémio 14.6z; + 20z% — 50.04z3 —
6321+16.4425+2529 —14.2827 — 29 = 0, 25 = —1.22,+0.8423 —0.22%, cujas singularida-
des estranhas correspondem aos pontos x = [—1.4842 0.4751)7, x = [1.4842 —0.4751]7,
x = [—0.5638 0.5374]7, x = [0.5638 —0.5374]T. Os efeitos das raizes dos polinémios sdo

equivalentes aos das singularidades para o algoritmo de Newton, isto ¢, singularidades
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essenciais nos zeros da funcao f(x), e singularidades estranhas nos pontos mencionados,

pontos onde f(x) # 0 e DI'f = [0 0]T.

Figura 2.21: Bacias de atracao da funcao de Camelback
para o algoritmo de DVJT

O algoritmo DVJT estd dado por x;,1 = x5, — agsgn(DET) (equacao 2.95), sendo o
comprimento do passo 6timo
ap = (fT Desgn(DIF))/(sgn® (DIf)DF Desgn(DEf)). Analisando as bacias e o algo-
ritmo, conclui-se:

a) Por ser ap, > 0 (exceto nos zeros de DIT), os sentidos das linhas de campo
Ax}, s6 podem ser proporcionais a [+1 =+ 1]7, a nao ser naqueles pontos onde alguma
componente do vetor D f se anula (assumindo sempre sgn(0) = 0), em cujo caso essa
componente do vetor de campo Axy, é zero.

b) Esses sentidos das linhas de campo Ax; provocam que algumas das fronteiras
das bacias sejam retas a 45°. As bacias apresentam fronteiras com formas geométricas
regulares.

c) As trajetérias estdo indeterminadas nos mesmos pontos que o algoritmo DJT,
isto ¢, nos zeros do vetor DI f. Ambos algoritmos possuem singularidades da mesma
classe e nos mesmos pontos.

d) Por ser um algoritmo de estrutura variavel, pode demorar um maior nimero de
iteragoes que os outros algoritmos para achar um zero. De fato, as bacias verde e roxa
nao existiam quando o algoritmo foi testado com um maximo de 100 iteragoes, isto é,
a partir desses pontos iniciais o algoritmo DVJT demorou mais de 99 iteragoes para

achar um zero. Perto dessas bacias, existe uma grande quantidade de pontos iniciais
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a partir dos quais o algoritmo demorou mais de 249 iteragoes para atingir um zero

(representados por pontos em branco).

15l bS] L i L L )
-2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25
Xy

Figura 2.22: Bacias de atracao da fungao de Camelback
para o algoritmo de DJTV

O algoritmo DJTV estd dado por xz11 = x; — o DI'sgn(f) (equagao 2.103), sendo
o comprimento do passo 6timo dado por
o, = (£T D DFsgn(£)), (sen” (£) (De DY) ?sgn()).

a) E o tnico dos cinco algoritmos que pode apresentar comprimento do passo ne-
gativo, portanto, o sentido das linhas de campo nao estd unicamente determinado pelo
sinal das componentes do vetor D sgn(f).

b) Por ser um algoritmo de estrutura varidvel, pode demorar um grande nimero de
iteragoes para achar um zero. Eis a razao pela qual a partir de muitos pontos iniciais
o algoritmo nao se mostrou capaz de atingir nenhum zero em menos de 250 iteracoes
(pontos iniciais em branco). Inclusive, dois zeros ndo puderam ser achados a partir de
nenhum ponto inicial.

c) As formas das bacias nao respondem a formas geométricas regulares, apresen-
tando inclusive contornos de dificil determinacao.

d) Dentro das regides de nao convergéncia, os sentidos das linhas de campo Axy
nao sao constantes para todos os pontos.

e) O algoritmo apresenta pontos singulares apenas nos zeros da func¢ao f(x), isto
é, todas as suas singularidades sao essenciais e nao apresenta singularidades estranhas.

Para as constantes escolhidas, ndo existe x tal que Dfsgn(f) =0 e f # 0.

78



2.7.2 Funcao de Branin. Constante c =0

A seguir, serao estudadas as bacias de atracao dos zeros da funcao de Branin. Na funcao
de Branin (2.57) foram escolhidas as constantes a = 1, b =2, d = 4w, e = 0.5, f = 2m.
A constante ¢ inicialmente sera escolhida com o valor 0.

Como j4a foi analisado, com estas constantes, det(Dg(x)) = —1 — 27 cos(2mz1), 0
qual é igual a zero ao longo das retas verticais definidas por x; = £0.2754 + k, para
todo k € N.

Os diferentes algoritmos foram testados dentro de uma janela definida por z; €
[—0.5,2] x5 € [—1,1], dentro da qual se localizam todos os zeros. Os pontos iniciais
dentro da janela foram escolhidos a intervalos de 0.025 de cada varidavel. Os ganhos
dos algoritmos foram escolhidos P = I, e estes foram testados até um maximo de 250
iteracoes. Apds a apresentacao de cada grafico, conclusoes atingidas através da andlise

das bacias e da equagao do algoritmo para esta funcao serao fornecidas.

X

Figura 2.23: Bacias de atracao da funcao de Branin
com ¢ = ( para o algoritmo de Newton

Analisando as bacias e as equacoes do algoritmo de Newton, conclue-se:

a) Axy = (1 —xy —sin(2mx1))/(1+ 27 cos(2mzy)), portanto depende exclusivamente
de ;.

b) Eis a razao pela qual as bacias apresentem formas de faixas verticais, similar-
mente ao que acontece com a funcao de Camelback.

c) Estas faixas verticais estao encerradas pelo locus det(Dg) = 0.

d) Perto das fronteiras das bacias, por terem as linhas de campo das trajetérias Axy
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uma norma de valor elevado, as trajetérias podem nao convergir ao zero mais proximo.

e) O algoritmo de Newton nao apresenta singularidades estranhas para as constantes
escolhidas. Todas as suas singularidades sao essenciais e correspondem aos zeros da
funcao.

f) Para —140.2754 < x; < 0.2754, Az; < 0. Portanto, as trajetérias que comecam
nesta regiao possuem uma componente de deslocamento horizontal para a esquerda,
onde nao existem mais zeros, e podem nao retornar a regiao definida pela janela em
menos das 250 iteragoes testadas, como acontece com a maioria dos pontos iniciais

dentro desta faixa (representados por pontos em branco).

fl:O

Figura 2.24: Bacias de atracao da funcao de Branin
com ¢ = ( para o algoritmo DNV

a) O algoritmo DNV nao apresenta sigularidades estranhas para as constantes esco-
lhidas, todas as suas singularidades sao essenciais e correspondem aos zeros da funcao.

b) As bacias também estao encerradas pelas retas verticais determinadas pelo locus
det(Dg) = 0.

c) Dentro das faixas verticais as diferentes bacias estao recortadas por sinusoidais.
A diferenca deste comportamento com o do algoritmo de Newton se produz porque
aqui Azr; nao depende mais exclusivamente de ;.

d) Perto das fronteiras de cada bacia, por terem as linhas de campo Axy uma norma
de valor elevado, as trajetérias podem nao convergir ao zero mais préximo.

e) As trajetdrias que comecam em zeros da func¢ao de Branin, sofrem uma indeter-
minagao porque, nestes pontos Ax; = [0 0]7 /0 (assumindo que sgn(0) = 0). Evidente-

mente, isto nao compromete a eficiencia do algoritmo porque estes sao exatamente os
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pontos finais das trajetorias, nao sendo calculada portanto a variavel de estado numa
préxima iteracao.

f) O algoritmo apresenta menos pontos em branco do que o algoritmo de Newton,
isto é, possui uma maior quantidade de pontos iniciais a partir dos quais conseguiu
atingir um zero em até 249 iteracoes. Esta evidente vantagem sobre o algoritmo de
Newton deve-se a que, longe das retas verticais definidas pelo locus de det(Dg) =0, o
algoritmo NV possui componentes do vetor das linhas de campo Ax;, de valor acotado
(o méximo valor ¢ [3 7 + 1]7/det(Dg)). No algoritmo de Newton, as componentes

deste vetor crescem com as varidveis.

Figura 2.25: Bacias de atracao da funcao de Branin
com ¢ = () para o algoritmo DJT

a) As bacias estao encerradas por formas geométricas bem determinadas.

b) As formas das bacias estao determinadas pelo locus de f7(D¢DI)f = 0, o de-
nominador do comprimento do passo .

c) Perto das fronteiras das bacias, por terem as linhas de campo das trajetérias Axy
uma norma de valor elevado, as trajetérias podem nao convergir ao zero mais proximo.

d) Apresenta-se uma regiao compacta de nao convergéncia no nimero maximo de
iteracoes testado. Dentro desta regiao as linhas de campo Axj nao apresentam um sen-
tido constante, a diferenca do que acontece na regiao de nao convergencia do algoritmo
de Newton.

e) Assim como acontece com a fungao de Camelback, este algoritmo pode apre-
sentar um comportamento similar ao do algoritmo de Newton diante da presenca de

singularidades. As singularidades essenciais estariam dadas nos zeros da funcao, e
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os pontos de comportamento similar as singularidades estranhas, nos pontos onde
DI (x)f(x) = 0 e f(x) # 0. Foi achado apenas um tinico ponto com este compor-
tamento x = [—0.7251 0.7839]7. Chama a atengao que a regiao de niao convergéncia

parece rodear este ponto de indeterminacao.

Figura 2.26: Bacias de atracao da funcao de Branin
com ¢ = 0 para o algoritmo DVJT

a) O comprimento do passo «y > 0, portanto, os sentidos das linhas de campo
Axy = —agsgn(DIf) estao no mesmo quadrante que as linhas de campo do algoritmo
DJT (Axj, = —ay, DIf). Isto nao implica que, partindo dos mesmos pontos iniciais, os
algoritmos convergirao aos mesmos zeros.

b) As bacias apresentam formas geométricas regulares, cujas fronteiras estao deter-
minadas pelo locus de sgn” (DIf) D} Desgn(DEf) = 0 (o denominador de ay,).

c¢) Por ser o comprimento do passo a; > 0 (exceto nos pontos onde DIf = 0),
os sentidos das linhas de campo Ax;, = —ag[+1 =+ 1|7, a nio ser que alguma das
componentes do vetor DFf seja igual a zero, em cujo caso esta componente da linha
de campo sera igual a zero. Isto justifica que algumas das fronteiras das bacias sejam
retas a 45°.

d) Aqui também existe uma regiao compacta de nao convergéncia, de fronteiras de
formas regulares. Esta regiao é muito similar, embora nao idéntica, aquela apresentada
pelo algoritmo DJT. Aqui também nao ha um padrao para os sentidos das linhas de
campo dentro desta regiao.

e) Como acontece com a fun¢do de Camelback, os pontos onde o algoritmo DVJT

se comporta de maneira similar que diante da presenca de singularidades sao os mes-
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mos que para o algoritmo DJT, isto é, singularidades essenciais nos zeros da funcao e
singularidades estranhas nos pontos onde D} (x)f(x) = 0 e f(x) # 0, correspondente

ao ponto x = [—0.7251 0.7893]7.

Figura 2.27: Bacias de atracao da funcao de Branin

com ¢ = 0 para o algoritmo DJTV

a) Este é o tinico dos cinco algoritmos que pode apresentar comprimento do passo
ay, < 0, portanto, os sentidos das linhas de campo Ax; nao estao unicamente determi-

nados por —D¥sgn(f).

b) O DJTV ¢ o algoritmo que apresenta maior nimero de pontos iniciais de nao
convergencia em até 249 iteracoes. Muitos destes pontos encontram-se préximos das

fronteiras das bacias.
c) As formas das bacias sdo mais irregulares que as dos algoritmos anteriores.

d) O algoritmo apresenta duas regides maiores de nao convergéncia, sendo que uma
delas (a do canto superior esquerdo da figura), é similar, embora nao idéntica, as regioes

de nao convergeéncia dos algoritmos DJT e DVJT.

e) Nestas regides de nao convergeéncia, os sentidos das linhas de campo Axy também

nao sao constantes para todos os pontos iniciais.

f) As tnicas singularidades existentes sao os zeros da funcao, singularidades essen-
ciais portanto. Nao existem pontos tais que D} (x)sgn(f(x)) = 0 e f(x) # 0. Todavia,
podem existir pontos onde a primeira componente do vetor da linha de campo Az,

seja igual a zero; a segunda componente Az, sé é zero nos zeros da fungao.
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2.7.3 Funcao de Branin. Constante ¢ = 0.13

Nesta secao, aumentamos o valor da constante ¢ para 0.13, similarmente ao realizado
por Branin ([18]). Com estas constantes a fungao continua apresentando cinco zeros.
O efeito do aumento desta constante é uma modulagao senoidal da reta definida por

f1 =0, como sera observado nos graficos.

A seguir, serao apresentados os graficos com as bacias de atracao de cada zero para
cada algoritmo, seguidos de conclusoes e andalises destas bacias e das equacoes dos al-

goritmos.

. '2:0

Figura 2.28: Bacias de atracao da funcao de Branin

com ¢ = (.13 para o algoritmo de Newton

a) As bacias de atracao estao encerradas dentro do locus determinado por det(Dg) =

b) Perto das fronteiras das bacias, por terem as componentes do vetor das linhas
de campo Ax uma norma de valor elevado, as trajetérias podem nao convergir ao zero
mais proximo.

c¢) A diferenga do que acontece com a constante ¢ = 0, a primeira componente do
vetor de linhas de campo Az; agora nao depende exclusivamente de z;. Eis a razao
pela qual as bacias nao mais apresentam formas de faixas estritamente verticais.

d) Dentro da regiao definida por —1 4 0.2754 < x; < 0.2754, se concentra a maior
quantidade de pontos a partir dos quais o algoritmo nao conseguiu atingir nenhum zero
em até 249 iteracoes. Porém, a diferenca do que acontece com a constante ¢ = 0, a

primeira componente do vetor de linhas de campo Axz; nao é mais sempre negativa
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dentro desta faixa.

e) Nos pontos préximos as singularidades estranhas, o zero a ser atingido pela tra-

jetoria é imprevisivel.

Figura 2.29: Bacias de atracao da funcao de Branin

com ¢ = (.13 para o algoritmo DNV

a) As bacias estao encerradas dentro do locus det(Dg) = 0, porém, apresentam
formas bem mais irregulares que as apresentadas por este algoritmo com constante

c=0.

b) Perto das fronteiras das bacias, por terem as componentes do vetor das linhas
de campo Ax uma norma de valor elevado, as trajetérias podem nao convergir ao zero

mais proximo.

c¢) A diferenca do que acontecia com a constante ¢ = 0, agora o niumero de pontos
iniciais a partir dos quais a trajetdéria nao atinge nenhum zero em até 249 iteracoes é
similar a quantidade apresentada pelo algoritmo de Newton, eliminando-se assim uma

evidente vantagem deste algoritmo.
d) O algoritmo nao apresenta singularidades estranhas dentro da janela definida.
e) As trajetdrias sé apresentam indeterminagoes nos zeros da func¢do. Nestes pontos

Xpe1 = [0 0]7 0.
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Figura 2.30: Bacias de atracao da funcao de Branin

com ¢ = (.13 para o algoritmo DJT

a) As bacias apresentam formas mais regulares que as dos algoritmos anteriores.

Estas formas também parecem estar determinadas pelo locus det(Dg) = 0.

b) Perto das fronteiras das bacias, e ao longo de uma &area maior do que acontece
com a constante ¢ = 0, as linhas de campo Ax tem uma norma de valor elevado, razao

pela qual as trajetérias podem nao atingir o zero mais proximo.

c¢) Existe uma regiao de nao convergéncia muito similar, embora nao idéntica, aquela
apresentada com a constante ¢ = (0. Também aqui se verifica que, dentro desta regiao,

as linhas de campo Ax nao tém sentidos constantes.

d) Embora as singularidades estranhas nao possam ser definidas para este algo-
ritmo, por nao haver nenhuma inversao de matriz, determinados pontos provocam que
o algoritmo se comporte como diante de tais. Esses pontos sao aqueles para os quais
DI (x)f(x) = 0 e f(x) # 0. Nesses pontos as trajetérias sdo indeterminadas. Foram
encontrados os seguintes pontos com estas caracterfsticas x = [—1.7360 1.2574]7,
x = [-2.7356 1.7189]7, x = [4.6164 — 1.0219]7, x = [-4.2794 1.8882] ¢ x =
[5.3418 — 0.9584], todos fora da janela graficada.
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Figura 2.31: Bacias de atracao da funcao de Branin

com ¢ = 0.13 para o algoritmo DVJT

a) As bacias de atracdo apresentam formas mais regulares que as dos outros algo-
ritmos. As fronteiras estao determinadas pelo locus de

sen” (Dff) D] Desgn(DEf) = 0 (o denominador de ay,).

b) Por ser a; > 0, o sentido das linhas de campo Ax é proporcional a [+1 =+ 1]7.
Eis a razao pela qual, também aqui, algums das fronteiras das bacias sao retas a 45°.
Também aqui a excecao se produzira se alguma componente do vetor de linhas de

campo ¢ igual a zero.

¢) O algoritmo apresenta, também aqui, os mesmos pontos diante dos quais se
comporta como diante de singularidades estranhas do que o algoritmo anterior, isto
é, pontos definidos como DI (x)f(x) = 0 e f(x) # 0, ja expressados com o algoritmo

anterior.

d) Também aqui os sentidos das linhas de campo Ax estdo no mesmo quadrante

que as linhas de campo do algoritmo DJT.

e) Aqui também existe uma regiao de nao convergéncia dentro do nimero de itera-
¢oes testado similar a apresentada com a constante ¢ = 0. Dentro desta regiao, o vetor

de linhas de campo nao apresenta sentido constante para todos os pontos.
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X1

Figura 2.32: Bacias de atracao da funcao de Branin
com ¢ = (.13 para o algoritmo DJTV

a) As bacias de atracao apresentam formas totalmente irregulares.

b) Existe uma grande quantidade de pontos iniciais a partir dos quais as trajetérias
nao conseguiram atingir nenhum zero dentro do ntimero de iteracoes testado. Embora
todos os zeros foram achados a partir de algum ponto inicial testado.

c¢) O algoritmo continua nao apresentando pontos que se comportem como singula-
ridades estranhas, isto ¢, ndao existe nenhum ponto tal que DI (x)sgn(f(x)) = 0 a nao

ser nos zeros da funcdo (singularides essenciais).

Os algoritmos foram testados também para a mesma fungao com constante ¢ =1, a
qual apresenta 15 zeros; estes graficos nao foram colocados por nao mostrar diferengas

relevantes com respeito aos apresentados aqui.

2.8 Algoritmos para achar minimos de funcoes es-

calares como sistemas dinamicos de controle

Como foi mencionado na introducgao deste capitulo, o problema de achar os zeros de
fungoes vetoriais inclui o problema de achar o ponto minimo de uma funcao escalar
convexa diferenciavel, pois esse minimo, quando existe, corresponde com um zero do

gradiente, supondo que este estd definido em todo o dominio da funcao.

Definigao 2.8.1 Funcao conveza ([17, p. 67])
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Uma fungao escalar ¢p(x) : R™ — R € convexa se e somente se para todo x1, Xg €

dom(¢) e para todo escalar 0 tal que 0 < 6 < 1:

P(0x1 + (1 — 0)x2) < 09(x1) + (1 — 0)9(x2) (2.127)

A funcao € estritamente convexa se a desigualdade € estrita para todo x; # X5 €

0<6<l.

Seja ¢(x) : R" — R uma funcdo continua, com derivadas parciais continuas e

convexa, e seja x* € dom{p(x)} tal que

k£ X 9(x) > G(x)

chamado ponto minimo global estrito da fungao ¢, os algoritmos provocam que as
varidveis de estado x(t) descrevam uma trajetdria a partir de um ponto inicial x(0) = x,
até, caso sejam convergentes, o minimo global da funcao x*.

Embora os algoritmos de primeira ordem apresentados possam ser utilizados na
resolugdo deste problema, pois eles acham o tunico zero da funcdo V¢(x), que é o
minimo global, existem outros algoritmos especificos para achar o ponto minimo de
funcoes escalares. Dentre eles, o mais mencionado na bibliografia é o steepest descent
([79, c. 5]). Este consiste em estabelecer as trajetdrias na dire¢ao contraria do gradiente

da funcao, garantindo assim o decrescimento desta.

x = —kVep(x) x(0) =xq (2.128)

onde xk ¢ um ganho escalar positivo.

Observe-se que para ¢ convexa, as curvas de nivel definidas pelo contorno de:

Se = {x| ¢(x) < a} (2.129)

definem conjuntos convexos e aninhados, isto é, sejam dois escalares oy e ag, se a; < ag,
entdo Sy, C S,,. As trajetérias definidas pelo sistema (2.128) atravessarao as curvas
de nivel bd{S,} perpendicularmente, até chegar ao ponto minimo da fungao, caso este

exista.
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Caso a funcao ¢(x) nao seja convexa, e apresente diversos maximos e minimos
locais, as trajetorias geradas pelo algoritmo poderao se estacionar em um minimo local
ou ainda em uma sela, isto é, em qualquer ponto tal que V¢(x) = 0. Em um méximo
local s6 se estacionara se a trajetoria partir deste ponto.

Um outro algoritmo utilizado para este fim é o de Lotka-Volterra, o qual consiste

em um steepest descent com um ganho varidvel com a variavel de estado.

Ip(x(1))

Vie {1,..,n}, x(0) =x (2.130)

onde k ¢ um ganho escalar positivo.

Attouch e Teboulle ([6]) apresentaram uma versao chamada de “regularizada” para o
algoritmo de Lotka-Volterra, a qual, segundo a escolha de duas constantes, as trajetérias
geradas pelo sistema se aproximam mais daquelas determinadas pelo algoritmo steepest

descent, ou pelo algoritmo de Lotka-Volterra, o que justifica o nome desta versao.

__wi(t)  06(x(t))
w4 vai(t) Oz

ii(t) = Vie{l,.,n}, xo€R", (2.131)

sendo p e v ganos escalares positivos. Observe-se que, para v > 0 e p — 0, o sistema
se aproxima ao steepest descent, e para u > 0 e v — 0, o sistema se aproxima ao de
Lotka-Volterra.

Attouch e Cominetti ([5]) apresentaram uma versao parametrizada do algoritmo
steepest descent, onde admitem a possibilidade da funcao a ser minimizada ser descon-
tinua.

0 € X+ 0p(x(t),e(t)) x(0)=xg (2.132)

onde € é um parametro variavel, {¢(-,€), e > 0} é um conjunto de estritamente convexas
fungdes com minimo tnico x(€), e 9p(x(t),€(t)) é o gradiente generalizado de Clarke
da funcao escalar parametrizada.

Assumindo que lim,._ox(e) = x*, [5] derivam condigoes suficientes do parametro
€(t) que garantem limy ., x(t) = x*.

A continuagado, serdo apresentados os algoritmos (2.128) e (2.131) mencionados,
como sistemas dinamicos de controle em malha fechada, além de derivar outros algo-

ritmos utilizando o método de fungoes de controle de Liapunov.
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2.8.1 Algoritmos continuos para achar minimos de fungoes

Os algoritmos destinados a achar minimos de fungoes escalares podem ser vistos como
sistemas dinamicos de controle em malha fechada, os quais podem ser representados

com o seguinte diagrama de blocos:

planta
controlador [ =TT ey
referéncia residuo ‘I’() u 5; I X 00 o v . respos:a
RS S 5 IEZE

A

Figura 2.33: Diagrama de blocos representativo do sistema
O controlador é definido pela fungao ¥(x). O residuo ou erro a ser minimizado é

definido como

r=—Vo(x) (2.133)

pois o objetivo é achar o ponto de gradiente zero da funcao.

A lei de atualizagao das variaveis de estado estara dada por:

x=u=VYx)r=-Y(x)Vo(x) (2.134)

Assumindo a fungdo ¢(x) convexa, e assumindo que existe um ponto minimo x*

finito, pode se escolher como fun¢ao de Liapunov candidata

V(x) = ¢(x) — ¢(x7) (2.135)

a cual é positiva definida e s6 apresenta o valor zero em x = x*, e cuja derivada
temporal é

V(x) = Vp(x)x (2.136)

Este é o ponto de partida para a deducao dos diversos algoritmos para a minimiza-
¢ao de funcgoes escalares convexas, escolhendo a lei de atualizacao das variaveis x que
faz a derivada temporal da funcao de Liapunov negativa definida, escolhas definidas

como funcgoes de Liapunov de controle.

1) Primeira escolha
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A primeira escolha sera aquela correspondente ao algoritmo steepest descent (SD),
o qual foi apresentado na equagao (2.128). Aqui o controlador ¥(x) é uma constante

K.

Substituindo (2.128) em (2.136):
V(x) = —sl|[VGOI? <0

a qual é negativa definida e s6 toma o valor zero em um ponto tal que Vo(x) = 0,
isto é, no minimo da fun¢do x*. Pelo lema de Barbalat ([69, s. 4.5]), por ser V(x)
continua e continuamente diferenciavel, entao V(X) — 0 quando £ — oo e portanto as

trajetorias tendem ao ponto de gradiente zero da funcao.

Observe-se que também poderia ser escolhida como fungao de Liapunov candidata
V(x)=r"r

a qual é positiva definida e s6 apresenta valor zero em um zero do gradiente, isto é,
em x = X* supondo este o Unico ponto de gradiente zero da fungao. Derivando com

respeito ao tempo:
= V(x) = 2rTt = 2k V7 (%) V29 (x)V(x) < 0

sendo V2¢(x) o hessiano da funcao, o qual é simétrico e positivo definido por ser a
uncao convexa. Portanto V(x) é negativa definida, e s6 toma o valor zero no ponto de
fung Portanto V' tiva definida, t 1 to d
gradiente zero, o qual prova que o algoritmo ¢é assintoticamente convergente ao ponto

minimo.

2) Segunda escolha

A nossa segunda escolha consiste no sistema (2.131), Lotka-Volterra regularizado

(LVR), apresentado em [6]. Este sistema pode ser visto como

x = -V 2)(x)Vo(x) xo€ R}, (2.137)
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onde
v

600 = Il + 13 ailog

e V72(x) é a inversa do hessiano da fungdao v (x), sendo esta matriz o ganho do
controlador do sistema em malha fechada W(x).

Observe-se que se a constante y for zerada, V21 (x) = v~!I e o sistema corresponde
com o steepest descent com ganho k = v~ !,

Substituindo (2.137) em (2.136):
V(x) = Vo(x)% = =V ¢(x) V4 (x) Vo (x)

a qual é negativa definida para qualquer matriz V=21 (x) = 0. Sob esta condigao, pelo

lema de Barbalat prova-se que as trajetorias sao assintoticamente convergentes.

Observe-se que V21 (x) = diag (u szZm) , nao pode ser a priori considerada uma
matriz positiva definida, pois para valores z; € (—u/v; 0], z; < 0 e portanto o elemento i
na matriz diagonal é nao positivo, nao sendo a matriz positiva definida. Porém, Attouch
e Teboulle ([6, teorema 3.1]), demonstram que se a trajetéria comega no ortante positivo

(x(0) > 0), permanece nesse ortante para todo ¢t > 0, e portanto a matriz permanece

positiva definida.

Teorema 2.8.2 Seja ¢(x) : R™ — R uma fungio € C?, a qual € limitada inferiormente
em R}, para todo x(0) € R, existe uma tnica solugio x : [0;00) — R™ e x(t) >
0Vt >0.

Prova:

Se x(0) = 0, entao existe T > 0 tal que x(t) = 0Vt € [0;7). Por ser ¢ € C*, existe
C > 0 tal que ||a§—g)|| <C.

Portanto:

z;  9¢(x)
w4 vx; Oz,

; C
OZZL']—f— <l']+x7JC§ZL‘j+—l'] VjE{l,,n}VtE[O,T)
M

B Pt v,

= z;(t) > 2;(0)e #' Vje{l,.,n}Vtel0r)

=2;(t)>0 Vje{l,.,n}Vt>0 (2.138)
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Ver detalhes da prova em [0, teorema 3.1].

Portanto, a funcao de Liapunov candidata apresenta uma derivada com respeito ao
tempo negativa definida e o algoritmo sé se estacionard no ponto onde V¢(x) = 0, isto

é, no minimo global x*, caso este se encontre no ortante nao negativo.

A desvantagem deste algoritmo consiste em que se o objetivo for achar o minimo
global da funcao escalar ¢(x), este deve se encontrar no ortante nao negativo R , e serd
alcangado por qualquer trajetéria iniciada no ortante positivo R . Caso contrario,
as trajetérias que comecam no ortante positivo convergirao ao ponto minimo dentro
ou no limite deste ortante. Este caso pode se considerar como um caso particular
de resolucao de um problema de otimizacao convexa, consistente em minimizar uma
funcao objetivo escalar convexa sujeita a restricoes de desigualdade afins, que seriam

os limites inferiores das variaveis de estado iguais a zero.

min  ¢(x)
st. x>0 Vie{l,.,n}

3) Terceira escolha

Observe-se que outras fungoes de ganho varidvel podem ser utilizadas como contro-

lador LVR, sempre que a matriz de ganho do controlador W(x) seja positiva definida.

Por exemplo, a funcdo ¢(x) = —>""" | logz;, tem uma inversa do hessiano igual a
V2 (x) = diag (2?) para todo i € {1,..,n}. Esta matriz é positiva semi-definida, e s6
toma o valor zero em x = 0. Portanto, cada componente do vetor de atualizacao das
variaveis, ;(t), s6 tomard o valor zero em z; = 0, ou em V;¢p(x) = 0, isto é, em x}.
Portanto, a trajetoéria s6 pode se estacionar em um ponto x tal que z; = 0 ou z; = x}
para todo i € {1,..,n}.

Isto implica que se o minimo da funcdo, x*, estiver no mesmo ortante (ou no limite)
que Xg, o algoritmo sera convergente. Caso contrario, a trajetéria convergira ao valor
minimo da fungao dentro (ou no limite) do ortante da posigao inicial, podendo ser

considerado este também um problema particular de otimizagao convexa.

Portanto, o sistema gradiente descendente com este ganho seria assintoticamente

estavel para esta condicao inicial particular.
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Esta é a nossa terceira escolha:
% = —kV 2 (x)Vo(x) (2.139)

onde ¢(x) = —> " logz; e k ¢ um ganho escalar positivo. Este algoritmo serd
chamado de Lotka-Volterra quadrado (LV2) pois o ganho de cada componente do vetor
x é justamente o ganho do algoritmo de Lotka-Volterra ao quadrado, x? para todo

i € {1,..,n}, vezes o escalar k.

A prova da convergéncia é inteiramente similar ao caso anterior, sendo que neste
caso V~2¢(x) = 0, para todo x € R™ tal que z; # 0, para todo i € {1, ..,n}, existindo
a condicao, portanto, do ponto inicial da trajetéria estiver no mesmo ortante que o

minimo da funcao.

Observe-se também que a escolha ¥ (x) = ¢(x), para ¢(x) estritamente convexa,
também teria a inversa do hessiano positiva definida, V729 (x) = 0, e esta matriz
poderia ser utilizada como ganho do controlador W(x), mas este ndo seria outro que o

algoritmo de Newton (equagao (2.15)).

A escolha como matriz de ganho do controlador ¥(x) = V2¢(x), também seria
positiva definida para uma fungao escalar ¢(x) estritamente convexa, e portanto o al-
goritmo seria convergente. Mas lembrando que o hessiano da funcao escalar é simétrico,

esta escolha nao seria outra o o algortimo CJT, apresentado na equagao (2.26).

Finalmente, podemos mencionar que qualquer outro ganho variavel, porém posi-
tivo definido, forneceria um sistema em malha fechada estavel. Um exemplo poderia
ser U(x) = diag (e/*il), para todo i € {1,..,n}, ou ¥(x) = diag (cosh(z;)), para todo
ie{l,.,n}.

4) Quarta escolha

Finalmente, uma escolha natural impoe um algoritmo a estrutura variavel:
x = —r sgn(Vo(x)) (2.140)

onde £ é um ganho escalar positivo. Aqui o controlador é a funcdo x sgn(-). Este

95



sistema serda chamado de steepest descent a estrutura variavel (VSD).

Substituindo (2.140) em (2.136):
V(x) = VTo(x)x = —[[Vo(x)[1 < 0

o qual é negativa definida e sé toma o valor zero no ponto tal que Vo(x) = 0, isto é,
no minimo da func¢ao, sendo portanto este algoritmo também assintoticamente conver-

gente.

A seguinte tabela resume as escolhas apresentadas.

u(r) U(x) funcao ¥ (x) nome | numero de
(escolhas 2 e 3) equagao
—kVo(x) K SD (2.128)

-V 2)(x)Vo(x) | V2(x) | 5lx|*+pd i x;loga; | LVR | (2.131)

—kV 2 (x)Vo(x) | KV 2P(x) —> 0 logw; LV2 (2.139)

—rsgn(Vo(x)) | —ksgn(+) VSD (2.140)

Tabela 2.5 Algoritmos continuos para minimizacao de fungoes escalares

derivados com a metodologia CLF/LOC

96



2.8.1.1 Simulagoes dos algoritmos continuos

A seguir, serdao implementadas simulacgoes dos algoritmos apresentados. As simulagoes
foram realizadas com o aplicativo Simulink do programa Matlab 6, discretizando as
equagoes diferenciais pelo método de Euler, com comprimento do passo fixo igual a

0.01s. e simulando durante 10 segundos.

Primeiro serd utilizada a fun¢ao de Rosenbrock (2.54) a partir de varios pontos
iniciais. As constantes da funcao foram escolhidas a = 0.5 e b = 1. Com estas
constantes a funcido apresenta um minimo global em x* = [1 1]7. Observe-se que a
funcao de Rosenbrock nao é convexa para as constantes escolhidas, porém, isto nao

afeta o desempenho dos algoritmos continuos.

Os pontos iniciais das trajetdrias escolhidos foram xo = [—0.5 2|7, xo = [-1 —0.5]7,

xo = [13]7, xo = [1.5 — 0.5]7, xo = [1.5 0.5 ¢ xo = [0.2 2.5]”.

Os algoritmos Lotka-Volterra regularizado (LVR) e Lotka-Volterra quadrado (LV2),
s6 foram testados a partir dos pontos iniciais localizados no ortante positivo, o ortante
onde se localiza o minimo da fungao, pois caso contrario as trajetorias seriam diver-

gentes ou se estacionariam no ponto minimo dentro do ortante da posicao inicial.

O ganho « dos sistemas SD, LV2, e VSD foi mantido unitario; a constante p do sis-
tema LVR também foi mantida unitaria, ao tempo que a constante v recebeu primeira-

mente o valor 1 e posteriormente o valor 0.1.
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Algoritmos continuos. Minimizagéo de funcdes. Funcdo de Rosembrock

f1=0

[0.2;2.5]

S 15F
1 X’t
sd
0.5+ rv p=1v=1 [1.5;0.5]
rlv p=1v=0.1
or v2

vsd

[-1;-0.5]

Figura 2.34: Algoritmos continuos para achar minimos de funcoes
implementado com a fungao de Rosenbrock mostrando a convergencia
das trajetorias
Todos os algoritmos foram capazes de achar o minimo global a partir dos pontos
iniciais testados. Observe-se as trajetdérias em modo deslizante geradas pelo algoritmo
VSD.
A continuacao serao testados os algoritmos com a fungao apresentada no exemplo
1 do trabalho de Attouch e Teboulle [6]. A fungao exemplificada é dada por

P(x) == [(1 + 22+ 1)* +4(21 — 22 — 1)?] (2.141)

Esta funcao tem um gradiente linear, e portanto um hessiano constante, e apresenta
um tnico minimo global em x* = [0 — 1]7.

Observe-se que este minimo nao corresponde ao primeiro quadrante, estando o
minimo deste quadrante localizado em x = [3/5 0]7. No segundo quadrante o minimo
esta localizado na origem de coordenadas.

Os pontos iniciais testados foram xo = [—1 0.5]7, xo = [1.5 0.5]7, xo = [-1 — 2],
exo=[1 —2]7, um em cada quadrante, sendo que o algoritmo LVR s6 foi testado a
partir do ponto inicial localizado no primeiro quadrante.

Aqui também, o ganho k dos sistemas SD, LV2, e VSD foi mantido unitario; a
constante p do sistema LVR também foi mantida unitaria, ao tempo que a constante

v recebeu primeiramente o valor 1 e posteriormente o valor 0.1.

98



Algoritmos continuos para minimizacao de fungdes. Fungédo de Attouch

f,=0
[-1;0.5] [1.5;0.5]
0.5
ok
f,=0
— sd 2
-0.5- rlv p=1 v=1
— v p=1v=0.1
v2 g
SN -1k vsd
-15r
ok
[-1;-2] [1:-2]
25
-3 Il Il Il J
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.35: Algoritmos continuos para achar minimos de funcoes
implementado com a funcao de Attouch mostrando a convergéncia

das trajetorias

Observe-se que as trajetorias geradas pelo algoritmo LVR convergem ao minimo
restrito ao primeiro quadrante x = [3/5 0]7, assim como a trajetéria gerada pelo algo-
ritmo LV2 desde igual posigao inicial. O algoritmo LV2 iniciado no segundo quadrante,
converge ao minimo restrito a este quadrante, localizado na origem de coordenadas,
x = [0 0]T. As trajetérias geradas a partir do terceiro e quarto quadrante convergem
ao minimo global, por se encontrar este na fronteira entre ambos quadrantes. Os al-
goritmos SD e VSD encontram o minimo global a partir de todos os pontos iniciais

testados.

O algoritmo LVR, portanto, s6 serve para achar minimos de fungoes convexas res-
tritas ao ortante nao negativo, o qual constitui um problema particular de otimizacao
convexa. Os algoritmos propostos aqui, entretanto, sao capazes de achar o minimo
dentro de ortantes nao positivos (LV2) ou ainda o minimo global, independentemente

do ortante onde este se encontre (SD e VSD).
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2.8.2 Discretizacao dos algoritmos

A seguir, os algoritmos apresentados na secao anterior serao discretizados pelo método
de Euler, com seus comprimentos dos passos escolhidos de maneira étima a fim de mini-
mizar uma funcao de Liapunov candidata discreta, segundo a metodologia de controle
otimo de Liapunov.

Chamado u;, a lei de atualizacao das variaveis no instante k, de maneira tal que
Xg+1 = X + QU
definindo o residuo ou erro discreto do sistema como em (2.133) no instante k
r, = —Vo(x)
de maneira tal que na seguinte iteragao, linearizando a expressao por Taylor,
e =~ —Vo(xg) — arV2o(xp)uy
Escolhendo como funcao de Liapunov candidata discreta
Vi = rgrk
a qual é positiva definida, a variacao desta funcao a cada iteragao é dada por:
AVp = Vi1 = Vi = 2ava¢(Xk)V2¢(Xk)uk + @zHV%(Xk)ukHz (2.142)

Derivando esta equacao com respeito a oy e igualando a zero, obtemos o seguinte

comprimento do passo:
= V(i) V2o(xp)uy,
V20 (xi ) ug |2

(2.143)

Em seguida serao aplicados estes resultados para cada um dos algoritmos apresen-

tados na secao anterior.

1) Primeira escolha

No algoritmo steepest descent, a lei de atualizagao das varidveis (2.128) discretizada
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por Euler é dada por:

uy = —Vo(xg) (2.144)
a partir de um ponto inicial xq.

Substituindo esta equagdo em (2.143), obtemos o seguinte comprimento do passo

4timo:
o VTO(x) V20 (x1) Vo xs)
FT VR (x) Vo) |12

o qual é, caso a funcdo ¢(x) seja estritamente convexa, e portanto o hessiano positivo

(2.145)

definido, sempre nao negativo.

A variagao da funcao de Liapunov candidata a cada iteracdo, substituindo (2.144)
e (2.145) em (2.142):

AV, = _(VIoxp) V2o (xp) Vo (xp))® _

IV2¢(x1) V(x|

o qual garante o decrescimento do residuo a cada iteracao e portanto a convergéncia

do algoritmo.

Cada ponto na seqiiéncia, portanto, serd calculado

Xp+1 = Xk — angb(xk) (2146)

Observe-se que também poderia ter sido escolhido a seguinte funcao de Liapunov

candidata discreta

Vi = (6(x) — ¢(x"))”

a qual é positiva definida e cuja variacao a cada iteracao é dada por:

AV =Vigr — Vi = (0(Xp41) — ¢(X*))2 — (p(xx) — ¢(X*))2
= —2a5,(¢(xx) — (x))IVo(x)||> + @[ Vo(xp)]*
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e derivando com respeito a «y:

OV

Doy~ 2@0x) — SNV (xi)l* + 20| Vo(xi) | * = 0

d(xx) — o(x*)
V()|

= O =

AVy, = —(p(xx) — d(x*))? <0 Vx #x"

o que garante o decrescimento global da funcao de Liapunov. Mas para calcular o
comprimento do passo seria preciso conhecer o valor da fungao no ponto minimo, que
¢é justamente o valor que pretende ser achado com o algoritmo, e portanto a prior:

desconhecido.

Para solucionar este problema é possivel substituir ¢(x*) por um valor « estimado

tal que v < ¢(x*), como utilizado em [61], ou, como realizado aqui, utilizar Vj, = ry.

Observe-se que, se a fungao ¢(x) nao for convexa, o hessiano nao é positivo definido,
e a convergencia do algoritmo nao pode ser garantida. Por exemplo, o algoritmo nao
estd definido nos pontos tais que Vo(xi) € N(V2¢(xy)), que inviabiliza o cdlculo do
comprimento do passo. Os pontos tais que V¢ (x)Vp(x) # 0 mas VI ¢(x)V2p(x)Vo(x) =
0 zeram o comprimento do passo «, e portanto o algoritmo estaciona-se nestes pontos,

mesmo que Xy # X"

Isto é o que acontece com a funcao de Rosenbrock, com as constantes a = 0.5 e

b =1, no ponto x = [—0.9776 2.6979]".

Se a fungao for quaseconvexa, é possivel que existam pontos onde VZ¢(x) < 0, e
portanto o comprimento do passo ay, serd negativo; neste caso, a trajetoria sera descrita
no sentido do gradiente ascendente, tendendo a maximos locais, mas podendo também

se estacionar em selas.

2) Segunda e terceira escolha

Ambos casos serao tratados conjuntamente por serem inteiramente similares, mu-

dando apenas a expressao da fungao do controlador W(x).
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A lei de atualizacao das varidaveis é dada por
uy, = —V (%) Vo (xp) (2.147)

e substituindo em (2.143), obtemos um comprimento do passo:

o — VIO(x) V2O (x0) V2 (1) VO (1)
‘ V26 (x1,) V=24 (34) Vb (x5, ||

(2.148)

Este comprimento do passo é nao negativo para fungoes estritamente convexas; no
caso do algoritmo LVR, o comprimento do passo permanece positivo para trajetorias
iniciadas no primeiro ortante. Observe-se que, tanto para o algoritmo LVR como para

LV2, o comprimento do passo é indeterminado no ponto x; = 0.

Substituindo este comprimento do passo e a lei de atualizacao das varidveis em

(2.142):
_ (VT(xk) V20 (x1) V20 (x5) V(x) )
AV = T R ) V2 Ve E

garantindo assim o decrescimento da funcao de Liapunov candidata, ao menos local-

mente, e portanto a convergéencia do algoritmo.

Observe-se que, para ambos algoritmos, o calculo do comprimento do passo seria in-
determinado naqueles pontos tais que Vo(x) € N (V2¢(x)V2(x)), ou V2 (x)Vo(x) €
N (V3¢(x)) ao tempo que, naqueles pontos onde

V2p(x)V 2 (x)Vo(x) # 0, mas VT (x)V2p(x)V 2 (x)Vh(x) = 0, as trajetérias
se estacionam pois esses pontos zeram o calculo do comprimento do passo «aj, mesmo

nao se localizando em um ponto extremo da funcao x*.

Isto é o que acontece com a funcao de Attouch, para o algoritmo LV2, nos pontos
x = [-0.1979 — 1.1723]7, x = [-0.4191 — 1.3439]7, x = [-0.1887 — 0.8378|7,
x = [0.8583 — 0.0269]7, por exemplo.

Cada ponto na sequéncia, portanto, devera ser calculado como
X1 = Xp — V20 (%) Vo (xp) (2.149)

com a escolha de 1 (x) correspondente a cada algoritmo.

Observe-se que aqui também, para o algoritmo LVR, se forem escolhidas as cons-
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tantes u =0 e v = 1, entdo V2¢(x) = I e o sistema LVR (2.149) corresponde com o
steepest descent (2.146), e os comprimentos dos passos (2.148) e (2.145) também coin-

cidem.

No caso do algoritmo de Lotka-Volterra regularizado, Attouch e Teboulle ([6]) apre-
sentam uma discretizacao baseada no método “proximal-like”, a qual consiste em es-

colher um ponto da sequéncia como:
X = arg rlel]%{r}l{¢(x) + Mt d(x = x1)}

onde \; é uma sequéncia de nimeros positivos e d(x — y) é uma fungao de distancia
que responde a determinadas propriedades ([6, p. 544]). Em particular, nesse trabalho

¢é escolhida:

v - X5
ix.y) = Gk =y 0> (2)
i=1 Yi
onde

o(r) :=r—logr—1

Porém, a propria escolha do ponto seguinte na sequéncia consiste em um problema
de otimizacao, que os autores nao esclarecem como resolver, assim como nao apresen-

tam nenhuma simulagao do algoritmo discreto.

3) Quarta escolha

No algoritmo steepest descent a estrutura variavel (VSD), a lei de atualizagao das

varidveis define-se como:

U = —sgn(xy) (2.150)

Substituindo em (2.143):

o Vo) V2o (i )sen (Ve (xy))
F T IV (xi)sen(Vo(xi) |12

(2.151)

Observe-se que nada se pode afirmar com respeito ao sinal deste comprimento do

passo; porém, a variacao da funcao de Liapunov candidata discreta a cada iteragao é,
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substituindo (2.150) e (2.151) em (2.142):

(VT (x1) V2 (x1)sgn(V(xk)))?

AV, = —

V2 (xi)sgn(V (xx)) ||

<0

garantindo o decrescimento da funcao, ao menos localmente.

Aqui também, existe a possibilidade do algoritmo se estacionar naqueles pontos que
zeram o cdlculo do comprimento do passo ay, pontos onde V7 ¢(x) VZp(x)sgn(Vo(x)) =
0, mesmo nao se encontrando no minimo global da fun¢ao x*. O célculo do comprimento

do passo seré indeterminado naqueles pontos onde sgn(Ve(x)) € N(V3p(x)).

Cada ponto na sequéncia, portanto, devera ser calculado como

Na seguinte tabela sao apresentadas em forma resumida os algoritmos discretos

Xpr1 = X — ag sgn(Vo(xy))

derivados nesta secao.

(2.152)

u o AV nome | ndm.
eq.
. VT ¢(x) V2P (1) Vb (x1) _ (VTo(xk) V2 p(xk) PV h(x1))?

Vo) NECACEDIE NEECCEDI SD | (2.146)

. V000 V) V) Vo0) | (T 006 V2000V 2, V)P
“VIRERVOR) | TR Batvetl? | T IVEtav uGvetl? | DVR | (2149)

- V00 V00V 20) Vo) | _ (97006 T2000)Y ~2(x,) V)
—VTH)VOt) | TR temovatal - | T Ve mtavee | V2| (2.149)
Cn(Volx)) | TITHLISINTe0) | (TTebu)VstasEnTo0s ) | ysp | (2.159)

V2 6(xx)SgN(Vé(xk))I?

V2 ¢(xr)SEN(V (xx))][

Tabela 2.6 Algoritmos discretos para minimizacao de fungoes escalares
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derivados com a metodologia CLF/LOC

2.8.2.1 Simulagoes dos algoritmos discretos

A seguir serao apresentadas simulagoes para os algoritmos discretos SD (2.146), LVR,
LV2 (2.149) e VSD (2.152) com os comprimentos dos passos (2.145), (2.148) e (2.151),
respectivamente, utilizando a fungao de Rosenbrock (2.54) com as constantes a = 0.5
e b=1, e a funcao de Attouch (2.141).

As constantes do algoritmo LVR foram escolhidas p = 1 e v variavel com valores 1
e 0.1.

O critério de parada foi a iteracao tal que a fungao ||Vé(xy)|| < 0.01.

Primeiro, serao testados os algoritmos com a funcao de Rosenbrock, a partir dos
pontos iniciais xg = [-0.5 2|7, xg = [-1 — 0.5]7, xo = [1 3|7, xo = [1.5 — 0.5]7,
xo = [1.5 0.5]7 e xo = [0.2;2.5]T.

Os algoritmos de Lotka-Volterra regularizado (LVR), e Lotka-Volterra quadrado
(LV2), foram testados apenas a partir dos pontos iniciais localizados no ortante positivo,

ortante onde se encontra o minimo, como exigido por hipotese.

Algoritmos discretos. Minimizag&o de fungdes. Fungédo de Rosembrock

f1:0

[0.2;2.5]

& 15
1k
sd
051 rlv p=1v=1 s
rlv p=1v=0.1 /
ol Iv2
vsd
/.—
-0.5F [-1;-0.5] [1.5;-0.5]
-1 Il Il Il Il Il Il Il J
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.36: Algoritmos para minimizacao de fungoes discretas
implementados com a funcao de Rosenbrock mostrando a convergéncia
das trajetorias
A partir dos pontos iniciais xg = [—0.5 2]T e xo = [0.2 2.5]7 0 algoritmo steepest

descent nao convergiu, pois em poucas iteragoes a trajetoria se estacionou no ponto

106



x = [—0.9776 2.6979]7, ponto que, como foi mencionado, zera o célculo do comprimento
do passo aj. O algoritmo Lotka-Volterra regularizado também nao convergiu a partir
do ponto inicial xy = [0.2 2.5]7 para as constante g = 1 e v = 0.1. A partir desse ponto
inicial, s6 convergiram os algoritmos de Lotka-Volterra regularizado com as constantes
i =1erv =1 e Lotka-Volterra quadrado. O algoritmo steepest descent a estrutura
varidvel s6 convergiu a partir do ponto inicial xo = [1.5 0.5]%.

Os algoritmos com a fung¢ao de Attouch foram testados a partir dos pontos iniciais
xo = [-10.5]7, xo = [1.50.5]7, xg = [-1 —2]T e xg = [1 —2]7, sendo que o algoritmo
LVR s6 foi testado a partir do ponto inicial localizado no ortante positivo.

As constantes deste algoritmo foram mantidas p = 1 e v variavel, primeiro com o

valor 1 e posteriormente com 0.1.

Algoritmos discretos para minimizagdo de funcdes. Fungéo de Attouch

[-1,0.5] [1.5,0.5]

Figura 2.37: Algoritmos para minimizacao de funcgoes discretas
implementados com a funcao de Attouch mostrando a convergéncia
das trajetorias
As trajetorias geradas pelo algoritmo LV2 sempre se estacionaram em um ponto tal
que Vo (x)TV2¢0(x)V~2(x)Vh(x) = 0, ponto que zera o comprimento do passo oy, e
portanto onde se estaciona a trajetoria mesmo que Vo(x) # 0. Alguns destes pontos
sao x = [—0.1979 — 1.1723]7, x = [-0.4191 — 1.3439]7, x = [-0.1887 — 0.8378|7,
x = [0.8583 — 0.0269]7, como j4 foi mencionado. O algoritmo LVR gerou trajetérias
que também se estacionaram nestes pontos, nao atingindo o minimo no ortante positivo

localizado em x = [3/5 0]7. Os algoritmos SD e VSD atingiram o mfnimo global desde
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todos os pontos iniciais testados.

A seguinte tabela mostra a quantidade de iteracoes de cada algoritmo a partir dos
diversos pontos iniciais testados. Os tempos de demora das trajetérias também foram
testados, embora esse dado nao é colocado na tabela por ser inconclusivo: diferentes
execucoes demoraram diferentes duragoes. Em todo caso, esclarece-se que todos os

tempos foram menores a 1 segundo.

X0 SD Lotka-Volterra reg. LV2 | VSD
p=1lv=1|p=1rv=01
;37 | 25 19 14 9 -
[1.5;0.5)7 6 7 25 18 3
0.2;2.57 | - 6 - 13 | -
Rosenbrock ||\ 57 | 24 N.T. N.T. N.T.| -
[1.5; —0.5]T || 14 N.T. N.T. N.T.| -
[—0.5;2]T - N.T. N.T. N.T.| -
(-1 0.5 3 N.T. N.T. - 2
15057 | 1 - - - 1
Attouch o | N.T. N.T. . 1
[12]" 1 N.T. N.T. - 1

Tabela 2.7 Resultados das execucoes dos algoritmos discretos para
minimizagao de fungoes utilizando a fun¢ao de Rosenbrock e de Attouch,

onde - significa que o algoritmo nao convergiu ao minimo e N.T. é nao testado

2.9 Conclusoes deste capitulo

A seguir, serao apresentadas resumidamente algumas conclusoes dos estudos compar-
ativos realizados com os algoritmos de primeira ordem destinados a achar zeros de
funcgoes.

1) A convergéncia exponencial do algoritmo de Newton continuo nem sempre im-
plica em um tempo menor de convergéncia, pois os algoritmos continuos a estrutura

variavel apresentam convergéncia em tempo finito.
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2) Quanto maior o nimero de singularidades estranhas, maior a possibilidade do
algoritmo de Newton discreto nao convergir. Na funcao de Branin, por exemplo, na
regiao proxima dos zeros esta quantidade é proporcional a constante c¢; observa-se nesse
caso o aumento das regioes de nao convergéncia com o aumento desta constante. Eis
outra justificativa para a elaboracao e utilizacao de outros algoritmos que nao sejam
afetados pela presenca destas singularidades.

3) A visualizacao das bacias de atracao de cada zero para as fungoes testadas e para
cada algoritmo, mostrou que algumas apresentam formas geométricas mais regulares.
Esta pode ser uma caracteristica desejavel pois implica um comportamento mais regular
do algoritmo.

4) A utilizagdo do time de algoritmos, embora implica um tempo de convergéncia
obviamente maior do que a utilizagao de um algoritmo unico, aumenta a possibili-
dade de convergeéncia, podendo diminuir o niimero total de iteracoes, pois inicializa o
algoritmo com melhor desempenho em um ponto de menor norma da fungao objetivo.

5) A escolha 6tima do comprimento do passo calculado por LOC para os algoritmos
discretos, garante a maior diminuicao da norma do erro a cada iteracao. Porém, existe
a possibilidade de este calculo ser indeterminado, o que provocaria a nao convergencia
do algoritmo. Foram localizados estes pontos de indeterminacao para cada algoritmo

para as funcoes de Branin, de Rosenbrock e de Camelback.

A seguir, serao apresentadas resumidamente algumas conclusoes sobre os algoritmos
para minimizagao de fungoes escalares convexas.

1) Quando o ortante onde se localiza o minimo global da fungao é desconhecido,
evidentemente os algoritmos SD e VSD continuos sao os unicos dos quatro capazes de
garantir a convergéncia. O algoritmo LV2 s6 seria convergente se fosse testado a partir
de pontos iniciais em cada ortante.

2) Outros algoritmos, inclusive globalmente convergentes poderiam ter sido deriva-
dos escolhendo como controlador W(x) uma matriz positiva definida, como foi men-
cionado.

3) Dentre os algoritmos discretos, o SD é o que apresentou um menor nimero de
iteracoes. O VSD também se mostrou eficiente a partir dos pontos iniciais testados

para ambas funcoes de teste.
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Capitulo 3

Algoritmos de segunda ordem
destinados a achar zeros de funcoes
vetoriais ou minimos de funcoes
escalares como sistemas dinamicos

de controle

3.1 Introducao

No capitulo 2 foram abordados algoritmos de primeira ordem, isto é, algoritmos cu-
jas leis de atualizacao das variaveis, no caso continuo, podiam ser representadas por
equacoes diferenciais de primeira ordem.

Foram estudados algoritmos para achar zeros de funcoes vetoriais, apresentados por
Bhaya e Kaszkurewicz em [13], [11] e [10], estudando-os como sistemas dinamicos de
controle em malha fechada e derivados através da metodologia de fungoes de Liapunov
de controle e controle 6timo de Liapunov. Tais algorimos foram discretizados por
Euler e seu comprimento de passo 6timo calculado pela metodologia de controle 6timo
de Liapunov.

Também, pelas mesmas metodologias, foram projetados algoritmos destinados a

achar minimos de funcgoes escalares convexas.
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Neste capitulo, a proposta é atingir iguais objetivos utilizando algoritmos de se-
gunda ordem, interpretando estes como sistemas dinamicos de controle. Na sua versao
continua, estes algoritmos poderao ser representados por equacoes diferenciais de se-
gunda ordem.

A figura 3.1 mostra um exemplo de diagrama de blocos do sistema em malha
fechada, ou realimentado, que representa a dinamica das varidaveis que interatuam

neste sistema de controle.

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

'
'

iresposta

. >

rel residuoi u : ‘ X j [
4‘()—:> y(u,x,r) [P I T 00w L )

+T " n [yt
: = P x i

Figura 3.1: Diagrama de blocos representativo do sistema de segunda ordem continuo

3.2 Algoritmos de segunda ordem destinados a achar
zeros de funcoes vetoriais

Seja uma fungao f(x) : R” — R diferencidavel em todo seu dominio, o objetivo sera
projetar algoritmos de segunda ordem para achar algum zero desta fun¢ao, ou valor x*
tal que f(x*) = 0.

A referéncia do sistema serd, portanto, o valor zero, ao qual se deseja que tenda a
fungao. Procura-se que as trajetérias das varidveis de estado x(t) tendam a uma raiz
da funcao x*. A variavel de residuo ou erro serd definida como o valor de referéncia

menos o valor da fungao, isto é

r = —f(x)

assumindo também aqui que o mapeamento que relaciona ambas varidveis existe.

Derivando com respeito ao tempo:

r= _Df (X)X
onde Dg(x) representa a mariz jacobiana tradicional.
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A diferenca dos algoritmos de primeira ordem, aqui serd escolhida como funcao de
Liapunov candidata uma funcao escalar dependente de todos os estados do sistema,

que neste caso serao a variavel de controle u e a variavel de estado x.

(3.1)

a qual é positiva definida e s6 assume o valor zero para o sinal de controle u = 0 e em

uma raiz da funcao.

Derivando (3.1) com respeito ao tempo:

Vix,u) =Tt + u'u = —r"De(x)x + u'ua (3.2)

Este é o ponto de partida para o projeto de diferentes algoritmos pela metodologia
de funcoes de Liapunov de controle. A mesma consiste em escolher planta e controlador
(isto é, x e 1) de maneira tal de fazer (3.2) negativa semidefinida, garantindo assim a

estabilidade do sistema.

1) Primeira escolha

Planta x=u
Substituindo em (3.2): V = —r"Dgu + u”u = u” (=D]'r + 1)

onde nao foi explicitada a dependéncia da variavel de estado x.

Controlador u=-Tu+ Dfr onde'=T7 =0

o que implica que a derivada temporal da funcao de Liapunov candidata sera
V =—-u'Tu <0

Pelo lema de Barbalat, V tende a zero, razio pela qual u e u tendem para zero tam-
bém. A partir da escolha do controlador, Df (x)r tende para zero também. Observe-se
que isto nao implica que o residuo tendera para zero, e portanto a trajetéria para um
valor x*, raiz de f(x), pois a trajetéria poderia se estacionar em um ponto tal que

f(x) € N(D}(x)). Eis a razdo pela qual a convergéncia assintética das trajetérias a
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uma raiz da funcao é apenas local.

Exemplo 3.2.1 Seja f(x) = [x; sin(xs)]”, esta fungio apresenta zeros em x* =
[0 (kn)]" para todo k € N,
1 0 X
Di(x) = = Df(x) = Df(x)f(x) = 1
0 cos(x2) cos(xz) sin(xs)

E portanto a trajetoria x(t) poderia se estacionar em um ponto X = [O (2k + 1)%]

para todo k € N, sendo f(x) = [0 £ 1] #0

Este algoritmo pode ser escrito como uma ODE de segunda ordem da forma
X+ TI'x+ Dif(x) =0 (3.3)

O algoritmo serd chamado simplesmente de DC1 (dinamica no controlador 1).

2) Segunda escolha

Planta x=u

Substituindo em (3.2) novamente: V = u”(—DJr + 1).

Controlador u = —Df Dsu+ Dfr = Df (—Dgu + 1)

e substituindo na equacao da derivada da funcao de Liapunov candidata

V= —uTDfD;‘Fu <0

Analisando de maneira similar, vemos que este algoritmo também poderia se esta-
cionar em um ponto tal que f(x) € N (DI (x)), razao pela qual nos referimos a con-
vergéncia local das trajetérias a uma raiz da funcao.

Este algoritmo pode ser escrito como uma ODE de segunda ordem da forma
% + Df Dex + Dif(x) =0 (3.4)

Este algoritmo serd chamado de DC2.
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3) Terceira escolha

Planta x= Df_lru onde ' =T7 =0

Substituindo em (3.2): V = —r’Tu+u’u = u” (i1 —I'r).

Controlador 1 =TI(r —u)

e subsituindo na equacao da derivada temporal da funcao de Liapunov candidata

V =—-u'Tu <0

Por Barbalat, se V tende para zero, as varidveis u e u também tendem para zero,
e portanto, pela equagao do controlador, r sé pode tender para zero, sendo x*, raiz
da fungao f(x), a tnica possibilidade de estacionamento da trajetéria gerada pelo
algoritmo. Em contrapartida, este algoritmo nao estd definido naqueles pontos onde
a matriz jacobiana é singular, como acontece com o algoritmo de Newton. Isto é, as

trajetérias nao poderdo atravesar o locus definido por det(Dg(x)) = 0.

Este algoritmo nao pode ser facilmente representado por uma ODE de segunda or-
dem. Fazendo uma mudanca conveniente de variaveis, chega-se a uma relagao préoxima

que pode ser escrita como a seguinte ODE:
y+Ty+I?y=0 (3.5)

onde I'y = f(x).

Este algoritmo serd chamado de DC3.

4) Quarta escolha

Planta x = DITu, onde ' =TT = 0

Substituindo em (3.2): V = —r"D¢DITu + u”a = u” (i — T D¢ Dfr)

Controlador u=-Tu+ FDfD?r

e substituindo na equacao da derivada temporal da funcao de Liapunov candidata
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V = —u'Tu

Aqui o algoritmo poderia se estacionar em um ponto onde f(x) € N(D¢(x)) ou
ainda em um ponto onde f(x) € N (D¢(x)D}(x)), razao pela qual também aqui a

convergéncia assintética é garantida apenas localmente.

Também neste caso resulta dificil chegar a uma representacao do algoritmo como
uma ODE de segunda ordem. Fazendo uma mudanca conveniente de varidveis, pode-se

chegar a seguinte representacao:
y+ 'y + IDeDIf(x) =0 (3.6)

onde DITy = x.

Ese algoritmo serd chamado de DCA4.

5) Quinta escolha

Planta x=u

Substituindo em (3.2): V = —r" Dyu + u’u = u’(u — Dlr)

Controlador 1= Dfr — (u'Tu)sgn(u) onde I' =TT = 0
e substituindo na equacao que representa a derivada temporal da funcao de Liapunov

candidata

V = —(uTu)u’sgn(u) <0

Aqui também o algoritmo poderia se estacionar em um ponto tal que f(x) €

N (Df(x)), razao pela qual a convergéncia assintdtica das trajetérias é apenas local.

Este algoritmo pode ser representado como uma ODE de segunda ordem da forma:
%+ x Tk sgn(x) + D f(x) = 0 (3.7)

Ese algoritmo serd chamado de DC5.
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Resumindo, a metodologia CLF/LOC se mostrou capaz de derivar 5 algoritmos
de segunda ordem destinados a achar zeros de funcoes vetoriais. Certamente, outras
escolhas de planta e controlador poderiam ter sido utilizadas para fazer a derivada da
funcao de Liapunov candidata negativa semidefinida. Também, uma outra funcao de
Liapunov candidata positiva definida e dependente da variavel de estado e da variavel
de controle poderia ter sido escolhida. A partir da derivada temporal desta, com
certeza outras escolhas de planta e controlador fariam esta derivada temporal negativa
semidefinida, originando assim novos algoritmos de segunda ordem.

Os cinco algoritmos apresentados sao resumidos na seguinte tabela.

nome Planta Controlador ODE
DC1 x=u u=-Tu+ Dfr x+I'x+Dff(x)=0
DC2 x=u u = D} (r — Dsu) % + D} Dex + DFf(x) =0
DC3 | x = D;'Tu u=0I(r—u) y+Ty+I2%y =0
Iy = f(x)
DC4 | x=D[Tu u=TI(D¢Dlr —u) y + Ty +I'DeDff(x) =0
DITy =x
DC5 X =u u= D]r— (u'Tu)sgn(u) | ¥ + % Txsgn(x) + DI f(x) =0

Tabela 3.1 Algoritmos continuos de segunda ordem

deduzidos com a metodologia CLF/LOC

116



3.2.1 Simulagoes dos algoritmos de segunda ordem continuos

A seguir, serao apresentadas, a modo de ilustragao, simulagoes realizadas com diversas
funcoes de teste. As funcoes foram escolhidas de duas varidveis a fim de poderem
ser graficadas. As simulagoes foram realizadas no aplicativo Simulink do Matlab 6,
discretizando os algoritmos pelo método de Euler; o comprimento do passo ¢ de 0.01s.
constante e foi simulado um tempo de 10 segundos.

O valor inicial da varidvel de controle foi escolhido zero.

3.2.1.1 Simulagoes dos algoritmos continuos com a funcao de Camelback

A primeira funcao escolhida como teste sera a fungao de Camelback, apresentada em

[18, p. 521], descrita pela primitiva:
¢(x1,22) = azi + bat + cal — 9 + dal + ex) (3.8)

Foram escolhidas como constantes a = —2, b = 1.05, ¢ = —%, d=—-1lee=0.
Com estas constantes a fungao apresenta um maximo global, dois maximos locais, e
duas selas. Estes pontos correspondem a zeros do gradiente da fungao primitiva, cuja

expressao e valor para as constantes escolhidas estao dadas por:

2azy + 4bx3 + 6cx} — xo —4xy + 4.223 — 23 — 1y
£(x) = Vo(x) = = (3.9)
—x1 4 2dxo + 46x§ —x1 — 229
Os zeros desta funcio correspondem aos pontos x = [—1.7475 0.8737]%,

x = [~1.0705 0.5352]”, x=[00]7, x=[1.0705 —0.5352]7,
x = [1.7475 —0.8737]T

O hessiano da funcao primitiva, e seu calculo para as constantes escolhidas, sao

dados por:
) 2a + 12b23 + 30cz] -1 —4 +12.623 — bx] —1
De(x) = Vip(x) = =
-1 2d + 12ex3 —1 -2
(3.10)

cujo determinante ¢ dado pela fungao det(Dg(x)) = 7 — 25.2z7 + 10z7, o qual possui

zeros ao longo das retas verticais definidas por x; = 1.7737, x; = 0.6739, x; =

117



—0.6739, z; = —1.7737. Observe-se que, para as constantes escolhidas, Dg(x) =
D¢ (xq).

Os ganhos dos algoritmos, excetuando DC2 cujos ganhos dependem unicamente da
matriz jacobiana, foram testados com diversos valores e escolhidos os que apresentaram
melhores resultados. Estes foram: DC1: I' = 51, DC3: T' = 51, DC4: T" = 0.11, e
DC5: T' = 51. Os pontos iniciais a partir dos quais foram testados os cinco algoritmos
continuos sao xo = [-1 — 1.5]7, xo=[21]T.

Algoritmos de segunda ordem continuos. Fungao de Camelback

2-

verm: DC1
verde: DC2
15 magenta:DC3
cyan: DC4
azul: DC5

[2:1]

0.5

-0.5F

-15F

Figura 3.2: Simulacoes dos algoritmos continuos para a funcao de Camelback

mostrando a convergéncia das trajetorias

As curvas nao graficadas correspondem a trajetérias geradas por algoritmos que
niao convergiram a nenhum zero. A partir do ponto xg = [-1 — 1.5]7, todas as tra-
jetorias conseguiram convergir a um zero da funcao, excetuando a gerada pelo algoritmo
DC4, que apresenta uma trajetéria errante, sendo impossivel afirmar que convergird
a um zero. A partir do ponto inicial xq = [2 1], apenas as trajetérias geradas pelos

algoritmos DC1, DC3 e DC5 conseguiram convergir a zeros, mesmo diferentes.

3.2.1.2 Simulagoes dos algoritmos continuos com a funcao de Rosenbrock

A fungao de Rosenbrock ([18, p. 512]) estd definida pela primitiva:

o1, 72) = a(x] — 29)* + (21 — b)? (3.11)
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As constantes escolhidas s@ao a = 0.5 e b = 1. Com estas constantes, a fungao
apresenta um minimo global em x; = x5 = 1, que corresponde a um unico zero do

gradiente. A expressao deste e seu valor para as constantes escolhidas estao dadas por:

f(x) = Vo(x) = dazy (2§ — 22) + 200 = b) | | 201(af — 22) +2(11 — 1)

—2a(z? — 1) —(2f — 22)
(3.12)
O hessiano da funcao primitiva, e seu calculo para as constantes escolhidas, sao
dados por:
12a2? — 4axy + 2 —4axy 622 — 229 +2 —21,

Dy(x) = V2 (x) = =
—4axy 2a —2x 1

(3.13)
cujo determinante ¢ det(Dg(x)) = 8a*x? — 8a’zy + 4a = 227 — 215 + 2, 0 qual possui
raizes determinadas pelo locus zy = 2% + 1.

Os ganhos foram escolhidos: DC1: I' = 51, DC3: T' =51, DC4: T' = 0.17, e DC5:
I' = 51. Os pontos iniciais a partir dos quais foram testados os cinco algoritmos conti-

nuos foram xg = [0.5 2|7, xo = [1.5 — 0.5]7.

Algoritmos continuos de segunda ordem. Fungéo de Rosembrock

f1:O

verm: DC1
verde: DC2

0 magenta:DC3
cyan: DC4
azul: DC5

[1.5;-0.5]

-1 1 1 1 1 1 1 1 |
-2 -15 -1 -0.5 (0] 0.5 1 15 2

Figura 3.3: Simulacoes dos algoritmos continuos para a funcao de Rosenbrock

A partir do ponto inicial xg = [0.5 2|7 apenas a trajetéria gerada pelo algoritmo
DC4 nao convergiu ao zero da fungao, embora pareca tender a este. Observe-se que a

trajetéria gerada pelo algoritmo DC3, que nao esta definido sobre o locus dado pela
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equagao det(Dg(x)) = 22 — x5 + 1 = 0, parece acompanhar esta curva, e sé consegue
atravessd-la devido a discretizagao do algoritmo, tal como acontecia com o algoritmo
de Newton. A partir do ponto inicial xy = [1.5 — 0.5]7, apenas as trajetdrias geradas

pelos algoritmos DC1, DC3 e DC5 conseguiram convergir ao zero da funcao.

3.2.1.3 Simulagoes dos algoritmos continuos com a funcao de Branin

A funcao apresentada por Branin em [18, p. 510], estd definida como uma fungao
vetorial de duas variaveis, e portanto nao corresponde com o gradiente de uma funcao
primitiva escalar. A funcao define-se:

a — bzy + csin(dzy) — x4

f(x) = (3.14)

x9 — esin(fzy)

As constantes utilizadas sao a =1, b =2, d = 4w, e = 0.5, f = 27. Inicialmente,
a constante ¢ é escolhida com valor 0, o qual faz de f; uma fungao linear. Com
estas constantes a fungao apresenta 5 zeros. A derivada da funcao e seu valor para as
constantes escolhidas sao:
-1 —b + cd cos(dxs) -1 -2

De(x) = = (3.15)
—ef cos(fxy) 1 —mcos(2mzy) 1

Observe-se que, para as constantes escolhidas, Dg(x) = Dg ().

Analisando a func¢ao de Branin, det(Dg(x)) = —1 — 2w cos(2mzy), o qual é igual a

zero ao longo das retas verticais definidas por x; = £0.2754 & k, para todo k£ € N.

Os ganhos foram escolhidos: DC1: I' = 51, DC3: T' = 51, DC4: T' = 0.51,
e DC5: T' = 5I. Os algoritmos serao testados a partir dos pontos iniciais x, =

025 —04]7, xo=1[1.25 —0.6]7, x0=1[0.750.6]".
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Algoritmos de segunda ordem continuos. Fungéo de Branin c=0
0.8

[0.75;0.6] verm: DC1
0.6 verde: DC2
magenta:DC3
cyan: DC4
"\ azul: DC5
0.4 , \
; \\V
/\
0.2 ¥
> 0 ’ f,=0
-0.2 \
v
A\\ )
-0.4 \
[0.25;-0.4] \ =0
-0.6
[1.25;-0.6]
-0.8 L L L L |
-0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 3.4: Simulacoes dos algoritmos continuos

para a fungao de Branin com ¢ =0

As trajetérias geradas pelos algoritmos, em geral, conseguiram convergir a zeros
da funcao, mesmo que diferentes para igual ponto inicial. A excecao estd dada pela
trajetéria gerada pelo algoritmo DC4, que também aqui apresenta um comportamento
errante pelo plano de fase e resulta impossivel afirmar se as trajetorias convergirao para

zeros da funcao.

A seguir, serd aumentado o valor da constante ¢ para 0.13, e os algoritmos serao
testados a partir dos mesmos pontos iniciais e com os mesmos ganhos. Com estas cons-
tantes, a funcao de Branin continua apresentando 5 zeros. O lugar das raizes da equagao
det(Dg(x)) = 0 continuam sendo as retas verticais localizadas em x; = +0.2754 + k,
para todo k € N, s6 que estas retas verticais agora se véem moduladas horizontal-

mente. A amplitude desta modulacao parece proporcional ao valor da constante c.
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Algoritmos de segunda ordem continuos. Funcéo de Branin c=0.13
0.8

verm: DC1
[0.75;0.6] verde: DC2
magenta:DC3
cyan: DC4
azul: DC5

0.6

0.4

0.2

-0.4
[0.25;-0.4]

—0.6F

[1.25;-0.6]

-0.8 L 1 1 1 |
-0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 3.5: Simulagoes dos algoritmos continuos

para a fun¢ao de Branin com ¢ = 0.13

Observa-se um comporamento similar das trajetérias. Também aqui a gerada
pelo algoritmo DC4 apresenta amplas oscilagoes, e as que partem dos pontos iniciais
xo = [1.25 — 0.6]7 e xo = [0.75 0.6]7 também resultam impossiveis de afirmar se

tenderiam a zeros caso as trajetérias tivessem continuado.

Em geral, observa-se nestas simulacoes que as trajetorias geradas pelos algoritmos
continuos de segunda ordem DC4 e DC5H apresentam excursoes e oscilagoes maiores
do que aquelas apresentadas pelos algoritmos de primeira ordem. As geradas pelos
algoritmos DC1, DC2 e DC3 sempre parecem convergir de maneira direta para um
zero da funcao. Outra observagao interessante é a falta do chattering caracteristico
das trajetorias geradas pelo algoritmo DC5, que é a estrutura variavel. A razao desta
ausencia deve-se a que apenas o controlador, e nao a planta, possui uma dinamica a
estrutura variavel, e além disso amortecida pelo termo u’Tu, o que também diminui
a amplitude do chattering. Também foi notado que as trajetérias sao muito sensiveis
a escolha do ganho T', excecao feita para o algoritmo DC2, que nao depende deste
ganho. FEis a razao pela qual diversos valores de ganhos devieram ser testados com
cada algoritmo e para cada funcao, e foram escolhidos os que pareciam apresentar um
melhor comportamento (menores oscilagoes, excursoes pelo plano de fase de menor

amplitude, e convergéncia das trajetérias).
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3.2.2 Discretizacao dos algoritmos

Nesta secao, os algoritmos de segunda ordem serao discretizados pelo método de Euler,
e seus comprimentos dos passos de iteracao calculados de maneira étima pela metodolo-

gia de controle 6timo de Liapunov.

Por serem algoritmos de segunda ordem, existe uma dinamica tanto na planta
quanto no controlador, e as duas variaveis de estado x e u devem convergir aos valores
desejados. Esta é a razao pela qual o sistema comporta-se como um sistema bilinear,
e duas fungoes de Liapunov discretas serao escolhidas a fim de que os comprimentos
dos passos para as atualizacoes de ambas variaveis apresentem o maior decrescimento
destas funcoes de Liapunov candidatas discretas, segundo a metodologia de controle

otimo de Liapunov.

Genericamente

Xk+1 = Xk + APk (316)

onde ¢ = x e dependera da escolha da planta.

Upt1 = Uy + Br (3.17)

onde ¥, = u e dependera da escolha do controlador.

O residuo discreto também aqui sera escolhido como o valor de referéncia, 0, menos
o valor da fungao.

r, = —f(xy)

e aproximando por Taylor até o termo de primeira ordem
Tpp1 > T — apDrpy

onde resumimos Dy = Dg(xy).

Escolhendo como funcao de Liapunov discreta candidata para a variavel de estado
T
Ve, =131y,

= AV, =Vio, = Vi = Iteall? = Ieell® = —2auri Depy + o Df Deor

k+1
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e derivando com respeito a oy, e igualando a zero, segundo a metodologia LOC:

0AV;
aak = —QI‘ng(pk + QOék(,DgD?DfQDk =0
Portanto
T
r;, Der
O = —Fre—— 3.18
‘T GIDTDea (315)
Com este comprimento do passo
AV — (v} Depr)? <0
r — TDTD —
Pr Vs VEPr

o que garante o nao crescimento desta funcao de Liapunov ao longo das trajetérias do
sistema em malha fechada.

A fungao de Liapunov discreta candidata para a variavel de controle serd escolhida
T
Vi, = u, g,

= AVu =V, = Vo, = [weall” — [l = 2800 v + B v

e derivando com respeito a 3 e igualando a zero segundo a metodologia LOC:

0AV,
5 2u Py + 204 Yp = 0
Portanto
uly
B = — ’;w’“ (3.19)
Lk Yk
Com este comprimento do passo
Tl \2
AV, = _7(“@1/”“) <0
(G

0 que garante o nao crescimento desta funcao de Liapunov ao longo das trajetérias do

sistema em malha fechada.

Observe-se que para o valor de (3, calculado:

T T T
s = ek G = = S == S — (1 D



isto é, ug,1 € a projecao de uy sobre o plano normal a /.
A partir deste ponto serao subsituidas as expressoes @ segundo cada escolha de

planta e v, segundo cada escolha de controlador.

1) Primeira escolha
YL = U wk:—Fuk—i—D;‘Frk r=Ir7s-0
E substituindo em (3.18) e (3.19):

_ r! Deuy, o ul(Tuy, — DI'ry)
ufD?Dfuk HFuk — DfTI'kHz

(3.20)

73

Os célculos dos comprimentos dos passos se fazem indeterminados naqueles pontos

onde u;, € N (D¢(xz)), se Tuy, = —DIf(x}), ou ainda se u; = 0.

2) Segunda escolha
pr=uw; = —Df(Dsuy —ry)
E substituindo em (3.18) e (3.19):

T T DT
r; Dfuk . u; Df (Dfuk — I’k)

=" "% = 3.21
u; Df Dy * DT (Dew — )| 21

(6973

Os calculos dos comprimentos dos passos se fazem indeterminados naqueles pontos

onde u;, € N (Dg(xy)), se De(xx)ur = —f(xx), ou ainda se u; = 0.

3) Terceira escolha
Y = D;lfuk wk = F(I‘k — uk) r=r"»0
E substituindo em (3.18) e (3.19):

T T
ri luy u, ['(uy, — 1)
af = —5—5— Bk = o5 3.22
ul Pu; [Tl 52
Os célculos dos comprimentos dos passos se fazem indeterminados se uy = —f(xy),

ou ainda se u; = 0.

4) Quarta escolha
gpk:DfTFuk wk:—Fuk+FDfoTrk r=r7s-o0

125



E substituindo em (3.18) e (3.19):

. I’ngD?Puk
~ u]T (D¢ DY )Ty

uf(Fuk — FDfoTI'k)

= 3.23
O ITu, — CDe DIy (3:23)

73

Os calculos dos comprimentos dos passos se fazem indeterminados naqueles pontos
onde T'uy, € N(D}(x})), Tuy € N (Dg(xx) DI (x41)), se Tuy, = = De(xy,) DI (x1)f(x1),

ou ainda se u; = 0.

5) Quinta escolha
pr=wu, ¥ =Dfry — (uiTw)sgn(uy) I'=T7 =0

E substituindo em (3.18) e (3.19):

rfouk

_ _ ui (uiTusgn(u,) — Diry)
ungTDfuk

= 3.24
P T ugsen(ug) — Dpn? 52

&7

Os célculos dos comprimentos dos passos se fazem indeterminados naqueles pontos

onde u;, € N (Dg(xz)), se ulTugsgn(ug) = —DF (xx)f(x},), ou ainda se u, = 0.

Observe-se que, em geral, os comprimentos dos passos oy € B nao tém por que ser
necessariamente positivos, mas mesmo que sejam negativos estd garantido o nao cresci-
mento das variagoes das fungoes de Liapunov AV, e AV,,. Outra observagao pertinente
é que essas variacoes sO serao zero se «p = 0 ou se (B, = 0, respectivamente, e por-
tanto a trajetéria da varidvel de controle ou da variavel de estado se estacionarao nesse
ponto. Evidentemente, se apenas a varidvel de estado se estacionar em uma iteracao

k tal que o, = 0, mas u, # 0, na iteragao seguinte a trajetéria continuard seu percurso.

Os algoritmos discretos serao apresentados resumidamente na seguinte tabela.
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nome Qg Bk

DCl r{Dfuk ug(ruk_DfTrk)
ugD{Dfuk ”Fuk_D{rkIP

DC2 ry Deuy i Df (Deu—rk)
ugD{Dfuk ||D?(Dfuk*1‘k)”2

DC?) r{Fuk uff(ukfrk)

ulT2u, IT(ug —rg)1?
DC4 r] D¢DI Ty, ul (Tuy, —T'D¢ D] ry)
uj T(D¢ Df)?Tuy, [Tuy, —T Dg D v |2

DC5 r] Deuy, u? (ul Tu,SgN(u;)—DF ry)

ul' DI Deuy, [luf TurSgN(uy)—DF 12

Tabela 3.2 Algoritmos discretos de segunda ordem

deduzidos com a metodologia CLF/LOC

3.2.3 Simulacoes dos algoritmos de segunda ordem discretos

Os algoritmos serao implementados com diversas fungoes de teste de duas variaveis, a
fim de poderem ser graficados. O valor inicial da varidvel de controle ug foi diferente
segundo o algoritmo, a fim de evitar divisoes por zero tanto no calculo do comprimento
do passo ay como no de (3, e também com o intuito de direcionar a variavel x, de uma
maneira conveniente.

Estes valores iniciais foram escolhidos:

DCl Uy — —Filf(Xo)
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DC2: Up —D?f(XQ)
DC3: ug —FilDfD?f(XQ)
DC4: ug —Filf(Xo)

DC5: Uy = —D?f(XQ)

A seguir, serao apresentadas simulacoes realizadas com as mesmas fungoes de teste
dos algoritmos continuos. As simulacoes foram realizadas com o programa Matlab 6.
Foi adotado como critério de parada se deter na iteracao tal que a norma da funcao
If(xx)[]2 < 0.01. As trajetérias foram consideradas divergentes se nao conseguiram
atingir um zero em até 500 iteragoes.

Os tempos de demora das execugoes também foram testados, embora esses resulta-
dos nao foram agregados aqui por serem inconclusivos; isto porque diferentes execucoes
de um mesmo algoritmo e a partir do mesmo ponto inicial demoraram diferentes du-

ragoes, sempre na ordem das décimas de segundo.

3.2.3.1 Simulagoes dos algoritmos discretos com a funcao de Camelback

Para simular com a fungdo de Camelback (3.9) foram escolhidas as mesmas constantes
que no caso continuo. Os ganhos foram escolhidos: DC1: I' =51, DC3: ' = 51, DC4:
I' =0.51, e DC5: T' = 5I. Os algoritmos também sao testados a partir dos pontos

iniciais xg = [—1 1.5]7, xo=1[015]7, xo=[21].

Algoritmos de segunda ordem discretos. Funcdo de Camelback
2

verm: DC1
verde: DC2
magenta:DC3
-1.5 cyan: DC4
azul: DC5

Figura 3.6: Simulagoes dos algoritmos discretos para a funcao de Camelback
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Observa-se aqui também que as trajetérias convergiram a zeros a partir dos pontos
iniciais testados, embora em alguns casos convergiram para zeros diferentes mesmo
quando partindo de um ponto inicial comum. Aqui pode se apreciar o chattering da

trajetoria gerada pelo algoritmo DC5 a partir do ponto inicial xg = [-1 — 1.5]7.

3.2.3.2 Simulagoes dos algoritmos discretos com a funcao de Rosenbrock

Para simular a fungdo de Rosenbrock (3.12), foram escolhidas as mesmas constantes,
a = 0.5 eb=1, que para as funcoes continuas. Com estas constantes, a funcao apre-
senta um tnico zero em x* = [1 1]T. Os ganhos foram escolhidos: DC1: T' = 51, DC3:
['=51,DC4: T'=1,e DC5: T' = I. Foram testados os algoritmos a partir dos pontos
iniciais xo = [0.5 2], xo=[1.5 —0.5]7, x=[-0.51]T.

Algoritmos discretos de segunda ordem. Funcdo de Rosembrock

f1:0

verm: DC1
verde: DC2

magenta:DC3
cyan: DC4
azul: DC5

Figura 3.7: Simulagoes dos algoritmos discretos para a funcao de Rosenbrock

A funcao de Rosenbrock é uma fungao que apresenta altos valores do gradiente.
Por esta razao, os algoritmos de segunda ordem encontraram uma dificuldade maior
para atingir o tnico zero desta funcao. A partir do ponto inicial xo = [-0.5 1], a
trajetéria gerada pelo algoritmo DC1 nao convergiu em até 500 iteracoes; a partir de
xo = [1.5 — 0.5]T, foi a gerada pelo algoritmo DC3 que nao convergiu. Observe-se que
aqui, assim como no caso continuo, a trajetoria gerada pelo algoritmo DC3 a partir do

ponto inicial xg = [—0.5 1]7 parece acompanhar o locus da fungao det(Dg(x)) = 0.
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3.2.3.3 Simulagoes dos algoritmos discretos com a funcao de Branin

Para simular a fungao de Branin (equagao 3.14), foram escolhidas as mesmas constan-
tes que no caso continuo. A constante ¢ também foi escolhida inicialmente igual a zero.
Os ganhos foram escolhidos: DC1: T' = 51, DC3: T' = 51, DC4: T' = 0.51, e DC5:
[' = 51. Os pontos iniciais testados sdo xo = [0.25 — 0.4]7, x, = [0.750.6]7, x¢ =
[1.25 —0.6]T.

Algoritmos de segunda ordem discretos. Fungao de Branin c=0

verm: DC1
[0.75;0.6] verde: DC2
magenta:DC3
cyan: DC4
azul: DC5

[0.25;-0.4]

[1.25;-0.6]

Figura 3.8: Simulagoes dos algoritmos discretos para a fungao de Branin, ¢ =0

Aqui, apenas o algoritmo DC1 nao gerou uma trajetéria capaz de atingir um zero
em até 500 iteragoes a partir do ponto inicial xo = [0.25 — 0.4]7. Em todos os outros
casos, todas as trajetérias atingiram um zero, mesmo que, partindo do mesmo ponto ini-

cial, as trajetorias geradas pelos diferentes algoritmos tenham atingido zeros diferentes.

Aumentando o valor da constante ¢ para 0.13, a fun¢do continua apresentando
5 zeros. Neste caso, os pontos iniciais testados foram xo = [0.25 — 04]T, xq =
[1.25 — 0.6]T, xo = [0.75 0.6], xo = [0.70.4]T, xo = [0.25 — 0.2]T, e xo = [1.7 0.2],

mantendo iguais ganhos.
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Algoritmos de segunda ordem discretos. Func¢éo de Branin ¢=0.13
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Figura 3.9: Simulacoes dos algoritmos discretos para a fun¢ao de Branin, ¢ = 0.13

A partir dos trés primeiros pontos iniciais mencionados xo = [0.25 — 0.4]7, xo =
[1.25 —0.6]7, xo = [0.75 0.6]7, apenas o algoritmo DC1 conseguiu atingir um zero da
funcao, razao pela qual as trajetorias a partir destes pontos foram omitidas no grafico.
A partir de xg = [0.25 — 0.2]T, a trajetéria gerada pelo algoritmo DC3 nao conseguiu
atingir um zero em até 500 iteracoes, ao tempo que a partir de xo = [1.7 0.2]7, foi a
gerada pelo algoritmo DC1 que nao convergiu. Note-se que agora é a trajetoria gerada

pelo algoritmo DC1 que apresenta grandes excursoes pelo plano de fase.

Aumentando ainda a constante ¢ para 1, a funcao de Branin apresentard agora
um total de 15 zeros, dos quais apenas 11 deles aparecem na janela do seguinte gré-
fico. Os algoritmos foram testados a partir dos pontos iniciais xo = [0.75 0.6]7, x¢ =

[1.25 —0.6]7, e xg = [0.25 — 0.4]T, mantendo iguais os ganhos.
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Figura 3.10: Simulagoes dos algoritmos discretos para a funcao de Branin, ¢ =1

A partir do ponto inicial xq = [0.75 0.6]T, as trajetérias geradas por DC1, DC2,

DC4 e DC5 atingiram zeros da funcao. A partir de xo = [1.25 — 0.6]7, apenas a

gerada pelos algoritmos DC1, DC4 e DC5 convergiram. A partir de xo = [0.25 —0.4]T,

a gerada por DC4 convergiu. Uma conclusao importante é que os algoritmos de se-

gunda ordem, e nesta simulacao se observa claramente esse resultado, embora geram

trajetorias com excursoes de maior amplitude, parecem ter maior capacidade de atingir

um zero da fungao se comparados com os algoritmos de primeira ordem.

A seguinte tabela mostra o nimero de iteragoes empregados por cada algoritmo dis-

creto a partir de cada um dos pontos iniciais testados para todas as funcoes utilizadas.
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funcao X DC1 | DC2 | DC3 | DC4 | DC5h
025 —047| - | 5| 8 | 8 | 5
Braninc=0 | [1.25 —0.6]7 | 6 4 8 17 6
075067 | 6 | 4 | 8 | 17| 6
025 —047 | 23 | - | - | - | -
125 —067 || 42 | - | - | - | -
075067 | 44 | - | - | - | -

Branin e =013 o0 | 16 | 8 | 26 | 32 | 17
025 027 || 14 | 6 | - | 6 | 24
[1.70.2]" I T T -

[0.75 0.6]T 8 82 - 71 16

Braninc=1 | [1.25 —0.6]7 | 8 - - 71 16
025 —04)7 | 408 | - | - | 33| -

1 —157 | 103 | 12 | 18 | 4 | 59

Camelback 2 1]7 10 5 74 | 17 | 12
[01.5]7 10 5 74 | 17 | 12

(0.5 2]T 469 | 7 21 | 111 | 29

Rosenbrock 1.5 — 0.5 || 357 8 - 41 17
[~0.5 1]7 |15 11| o2t | 41

Tabela 3.3: Numero de iteracoes realizadas pelos algoritmos discretos

onde - indica que o algoritmo nao atingiu um zero em até 500 iteracoes
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3.3 Algoritmos de segunda ordem para achar mini-
mos de funcoes escalares como sistemas dinami-

cos de controle

No capitulo 2, referente a algoritmos de primeira ordem, também foram desenvolvi-
dos algoritmos para achar minimos de fungoes escalares convexas. Esses algoritmos
foram interpretados como sistemas dinamicos de controle em malha fechada e deriva-
dos através da metodologia de fungoes de Liapunov de controle. Posteriormente foram
discretizados por Euler e o comprimento do passo otimizado pelo método de controle
otimo de Liapunov.

Propoe-se aqui atingir idéntico objetivo mas utilizando algoritmos de segunda or-
dem, isto é, algoritmos cuja versao continua pode ser representado por uma ODE de
segunda ordem. Também aqui os algoritmos serao interpretados como sistemas dinami-
cos de controle em malha fechada, onde agora nao existird apenas uma dinamica na
planta do sistema (de escolha arbitréria), mas também no controlador.

Seja uma funcao escalar ¢(x) : R” — R, continua e com derivadas parciais con-
tinuas, tal que para todo x € dom(¢p(x)), ¢(x) > ¢(X*) = Gmin, sendo x* o ponto
correspondente ao minimo global da funcao, assumindo que este existe e é finito.

A principal motivagao para a utilizacao de algoritmos de segunda ordem para achar
o minimo desta fungao consiste no seguinte: caso a funcao seja nao convexa, as tra-
jetérias x(t), a partir de um ponto inicial x(0) = xo € dom(¢(x)) geradas pelos algo-
ritmos de primeira ordem convergirao a um ponto de gradiente zero, assumindo que
estes existem, o qual pode corresponder a um maximo, uma sela, ou um minimo local;
utilizando algoritmos de segunda ordem, espera-se que, com uma adequada escolha
dos ganhos, as trajetorias geradas por estes sejam capazes de ultrapassar os pontos de
gradiente zero nao desejados para convergir ao minimo global da funcao x*.

Algoritmos de segunda ordem para achar minimos de fungoes escalares nao sao
novos na bibliografia.

O mais conhecido é o algoritmo chamado “heavy ball with friction” (HBF), men-
cionado em [3] e [19]. Este algoritmo pode ser representado pela seguinte equagao

diferencial de segunda ordem:
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%+ Tk + Vo(x) = 0 (3.25)

onde I' = I'T = 0 (nas referéncias este ganho aparece como um escalar positivo).

Este é um sistema dissipativo com analogias mecanicas, onde o ganho I' pode ser
interpretado como um coeficiente de atrito. Assim, as trajetérias x(¢) a partir de
um ponto inicial x(0) = xo geradas por este algoritmo serdo similares as trajetérias
descritas por uma bola de massa unitdria, lancada sobre uma superficie descrita pela
fungao ¢(x), e com coeficiente de atrito I'. Como acontece neste caso, dependendo do
coeficiente de atrito, e da posicao e velocidade iniciais, a bola, e assim as trajetorias
geradas por HBF, pode ser capaz de ulrapassar um minimo local para se estacionar em

um minimo global.

Alvarez, Attouch, et.al. ([3]), apresentam uma modificagdo do algoritmo HBF,
ao qual chamaram “dynamical inertial Newton-like system” (DIN). Esta consiste no

agregado de um termo de amortecimento espacial, e nao apenas temporal, como no

caso do HBF.

X + ax + bV2p(x)x + Vo(x) = 0 (3.26)

onde a e b sao ganhos escalares positivos.

Os autores mencionam que o algoritmo HBF é uma melhora de algoritmo de New-
ton, e quando a fungao ¢(x) é convexa as trajetérias convergem rapidamente ao minimo
global, caso este exista. Porém, as trajetérias podem apresentar oscilagoes espaciais,
as quais estariam amortecidas pelo termo bV?¢(x)x no algoritmo DIN, mesmo que o
hessiano da fungao seja degenerado (ver [3, s. 1]). Assim, as trajetérias geradas por
este seriam melhor comportadas no sentido de convergir mais rapidamente ao minimo

da fungao.

Cabot ([19]), propoe o seguinte sistema dinamico de segunda ordem:

X+9x+ Vo(x)+€(t)VU(x) =0 (3.27)

onde 7y é um ganho escalar positivo, €(t) é uma funcao escalar positiva que tende a zero

quando t tende a infinito, e U(x) é uma fungao de costo escalar positiva.
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O autor demonstra que se ¢(x) e U(x) sdo convexas, as trajetérias de (3.27) con-
vergem a um minimo de U sobre o conjunto argmin(¢), assumindo este ndo vazio. A
aplicacao deste algoritmo é a seguinte: se ¢(x) é convexa e o conjunto argmin(¢) for
convexo, o problema transforma-se em um caso particular de otimizacao convexa onde

o conjunto viavel y = {argmin(¢(x))}, o qual pode ser descrito como:

min  U(x)

st x € argmin(¢(x))

Fradkov e Pogromsky ([29, s. 2.5]) tratam de um tipo particular de algoritmos
chamados “speed gradient”. Estes algoritmos podem ser algoritmos de segunda ordem
também, dependendo da escolha das fungoes involucradas. Resumidamente, a idéia é

a seguinte: seja um sistema dinamico nao autonomo da forma
% = £(x(1), u(t), 1)

onde f : R* x R™ xRy — R™ é continua por partes em ¢ e continuamente diferencidvel
em X e u, e seja uma funcao objetivo escalar nao negativa Q(x(t),t) : R x R, — R,

para projetar o algoritmo de controle procura-se uma fungao escalar

0 ==txut) = 2220 49T e )

Entao calcula-se o gradiente de @ com respeito a variavel de controle u

(2temt))_ (Mo g

Finalmente se calcula o algoritmo de controle da seguinte forma

OJw(x,u,t)

= T
u ou

(3.28)

onde ' =TT = 0.

Observe-se que o fato de existir uma dinamica na lei de controle, dada por (3.28),
¢ o que caracteriza o sistema como de segunda ordem.

Por exemplo, caso a fungao escalar de custo Q(x,t) seja a fungao objetivo ¢(x), e a
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lei de atualizacao das variaveis f(x, u, t) seja f(u) = u, o sistema pode ser representado

CcOIMo:

% + TV (x) = 0 (3.29)

onde fica explicita a qualidade de segunda ordem do sistema.

3.4 Algoritmos continuos de segunda ordem para

achar minimos de funcoes

Seja uma fungao ¢(x) : R” — R limitada inferiormente no ponto x* tal que para todo
x € R" : ¢(x) > ¢(x*) = ¢mi, continua e com derivadas parciais continuas, serd
escolhida como fungao de Liapunov candidata a uma funcao escalar dependente de

todos os estados do sistema, isto é, da variavel de estado x e da variavel de controle u.

T

V(x,u) = ¢(x) — Puin + % >0 (3.30)

a qual é maior que zero para todo x # x* e u # 0.

A escolha desta funcao de Liapunov candidata, a qual depende de todos os estados
do sistema (varidvel de controle e variavel de estado), equivale a assumir, no sistema
dinamico em malha fechada, o sinal de referéncia como ¢, € a resposta da planta como
¢(x), de maneira tal que o primeiro termo de (3.30) corresponde a —r = ¢(X) — Gmin.

Derivando (3.30) com respeito ao tempo:
V(x,u) = VI'g(x)% +u’a (3.31)

Este é o ponto de partida para a dedugao de diferentes algoritmos de segunda or-
dem como sistemas dinamicos de controle em malha fechada, onde x dependera da
escolha da planta e u dependera da escolha do controlador, e ambos devem satisfacer
que V seja negativa semidefinida, garantindo assim a estabilidade do sistema, segundo

o método de fungoes de Liapunov de controle.

1) Primeira escolha
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Planta x=u

Substituindo em (3.31): V = u” (1 + Vo(x))

Controlador 1 = —xsgn(u) — Vo(x)

onde k > 0. Substituindo na derivada da funcao de Liapunov candidata:
V= —xlluf; <0

Pelo lema de Barbalat, V tende a zero, pelo qual i e u tendem para zero também.
Pela equagao do controlador, portanto, Vé(x) também tende para zero.

Observe-se que isto garante que o algoritmo tendera a um zero do gradiente da
funcao, mas, caso a funcao seja nao convexa, podem existir outros pontos de gradiente
zero diferentes do minimo global. Portanto, pode acontecer que V (x,u) = ¢(X)—Ppmin >
0, podendo depender da escolha do ganho escalar x que as trajetérias sejam capazes
de ultrapassar este ponto para se estacionarem no minimo global. Méximos e selas
efetivamente sao pontos de equilibrio do sistema, porém instaveis.

O controlador é um sistema a estrutura variavel, por possuir sua equagao caracteris-
tica um lado direito descontinuo. O fato da estrutura variavel existir no controlador e
nao na planta, indicard que as trajetérias u(t) poderao apresentar um modo deslizante,
e ndo as trajetérias x(t).

Este algoritmo pode ser escrito como uma ODE de segunda ordem, da forma:
X + ksgn(x) + Vo(x) =0 (3.32)

O algoritmo apresentado serd chamado simplesmente de MI1 (algoritmo de mini-

mizagao 1).

2) Segunda escolha

Planta x=u

Substituindo em (3.31): V = u” (1 4+ V¢ (x))
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Controlador 1 = —(V?¢(x))*u — Vo¢(x)
onde V2¢(x) é o hessiano da fungiao. Substituindo na derivada da fungao de Liapunov

candidata

V = —u”(V26(x))u < 0

Similarmente ao caso MI1, este algoritmo poderia se estacionar em um ponto de
gradiente zero, nao necessariamente no minimo global, e neste caso nao ha ganhos a
ajustar para permitir a ultrapassagem de um ponto de convergéncia nao desejado.

Este algoritmo pode ser representado como uma ODE de segunda ordem, da forma:

X+ (V2o(x))’x + Vo(x) =0 (3.33)

O algoritmo sera chamado simplesmente de MI2.

3) Terceira escolha

Planta x = V2¢(x)Tu
onde I' = I'" = 0. Substituindo em (3.31): V = u” (i1 + 'V 2¢(x)Ve(x))

Controlador 1= —Tu—TV2¢(x)Vo(x)

e substituindo na derivada da funcao de Liapunov candidata
V =—u'Tu

Pelo lema de Barbalat, V tende para zero quando ¢ tende a infinito, com o qual u e
u também tendem para zero. Pela equagao do controlador, V~2¢(x)Vé(x) tende para
zero também. Observe-se que isto implica que as trajetorias poderiam se estacionar
nao apenas em um ponto de gradiente zero, mas também em um ponto tal que Vo (x) €
N (V~2¢(x)), razao pela qual a convergéncia ¢ apenas local. Além disso, por utilizar
a inversa do hessiano no célculo da planta e do controlador, este algoritmo nao esta
definido naqueles pontos onde o hessiano ¢ singular, isto é, onde det(VZ¢(x)) = 0.

Este algoritmo nao pode ser diretamente representado como uma ODE de segunda
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ordem, mas realizando uma conveniente mudanga de variaveis chega-se a:
y+ Ty +TID,'y (3.34)

onde I'y = Vo(x) e Dy = V2p(x).

Este algoritmo sera chamado simplesmente de MI3.

4) Quarta escolha

Planta x = VZ¢(x)['u
onde I' = I'" = 0. Substituindo em (3.31): V = u” (i1 + I'V2¢(x)V(x))

Controlador 1= —Tu—I'V?¢(x)Vah(x)

e substituindo na derivada da funcao de Liapunov candidata
V =—u'Tu

Realizando a mesma andlise que nos casos anteriores, observa-se que este algoritmo
poderia se estacionar nao apenas em um ponto de gradiente zero, mas também em um
ponto x tal que V¢(x) € N (V?p(x)), razao pela qual a convergéncia das trajetérias é

apenas local.

Este algoritmo também nao pode ser facilmente representado como uma ODE de

segunda ordem, mas realizando uma mudanca conveniente de varidveis, chega-se a:
V+ Ty +TV*(x)Vop(x) =0 (3.35)

onde VZ¢(x)I'y = x.

Este algoritmo sera chamado simplesmente de MI4.

5) Quinta escolha

E possivel também derivar outros algoritmos utilizando outras func¢oes de Liapunov
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candidatas. Por exemplo, escolhendo

IVé(x) + ul”
2

Vix,u) = (a+0)(¢(x) = Pmin) + >0 (3.36)

onde a e b sao ganhos escalares tal que a + b > 0.

Observe-se que esta funcao de Liapunov candidata sé ¢ igual a zero para x = x* tal

que ¢(X*) = Pmin, ponto onde Vo(x*) = 0, e para u = 0.

Derivando (3.36) com respeito ao tempo

V= (a+0)VTp(x)x + (Vo(x) +u) (Vp(x)% + 1) (3.37)

Planta x =V 2¢(x)u

e substituindo em (3.37): V = (a + b))V ¢ (x)V2¢(x)u + (Vo(x) + u)T (u + 1)

Controlador 1= —-TV¢(x) — (I —T)u— V2¢(x)(au + bV¢(x))

onde I = I'". Substituindo na equacao derivada da funcido de Liapunov candidata:

V = (a4 B)VTo(x)V26(x)u + (Vo(x) + u)”
(w=TVo(x) — (I = D)u — V-2(x)(au + bVe(x))) =
(a -+ B)VT6(x)V-26(x)u + VT (x)u — VIH(x)TV(x) + ulu
—u'TVo(x) — VI$(x)(I — T)u— u” (I - D)u — aV7$(x)V-2(x)u
VT 6(x)V 26 (x) Vo(x) — aul V26 (x)u — bul V2(x)V(x) =
—VTH(x)(T + BV 2(x))Vo(x) — u” (—T + aV2p(x))u < 0

onde foi utilizado o fato que o hessiano de uma funcao escalar é simétrico.

Observe-se que se a, b e I' forem escolhidos de maneira tal que T' + 0V 2¢(x) = 0 e
—I'+aV~2¢(x) = 0 em uma determinada regiao, entao V tende para zero dentro dessa
regido, razao pela qual nos referimos ao cardcter local da convergéncia. Se V tende
para zero, entao u, u e V¢(x) tendem para zero também, mas o algoritmo podera se

estacionar em qualquer ponto de gradiente zero.
Também aqui, resulta dificil representar este algoritmo como uma ODE de segunda
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ordem, mas fazendo uma conveniente mudanca de variaveis, chega-se a:
¥+ (I =T +aV2p(x))y + (L + bV *¢(x))Vé(x) = 0 (3.38)

onde y = V3¢ (x)x.

Este algoritmo sera chamado de MI5.

6) HBF

O algoritmo HBF (3.25), também pode ser representado como um sistema dinamico
de controle em malha fechada. Escolhendo a fun¢ao de Liapunov candidata (3.30), e

as seguintes escolhas de planta e controlador:

Planta x=nu

e substituindo em (3.31): V = u”(V¢(x) 4 1)

Controlador 1= —T'u— V¢(x)

onde I' = T'" = 0. Substituindo na equacao da derivada da funcdao de Liapunov
candidata

V=-uTu<0

Fazendo a mesma andlise dos casos anteriores, por Barbalat, u e u tendem para zero,
e a partir da equagao do controlador, observa-se que o algoritmo pode se estacionar em
qualquer ponto x tal que V¢ (x) = 0, ficando na dependéncia do ganho I' a possibilidade
da trajetéria ultrapassar minimos locais para convergir ao minimo global.

Fazendo a mudanca de variaveis realizada na definicao da planta x = u, e aplicando

a equacao do controlador 1 = X = —V¢(x) — 'k, chega-se a (3.25).

6) DIN

O algoritmo DIN (3.26), também pode ser visto como um sistema dinamico de con-

trole em malha fechada, com as seguintes escolhas de planta e controlador:
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Planta x=u

Controlador 1 = —V¢(x) — au — bV3¢(x)u

Para analisar a convergéncia das trajetorias geradas por este algoritmo, sera esco-

lhida a seguinte funcao de Liapunov candidata

, lu Vo))

V(x,u) = (ab+ 1)o(x) 5

(3.39)

Derivando (3.39) com respeito ao tempo e aplicando as equagoes da planta e do

controlador, isto é, ao longo das trajetérias do sistema em malha fechada:

V = (ab+ 1D)VTp(x)u+ (u+ bVe(x)) (=Vo(x) — au — bV2¢(x)u + bV ¢ (x)u)
= abVTp(x)u + VIgp(x)u — u’ Vo (x) — al|ul|?* — b||Vé(x)||*> + abVT ¢(x)u
= —alul]” - b||Ve(x)|?

Por Barbalat, V tende para zero e portanto u e V¢(x) também tendem para zero,
mas a trajetéria poderia se estacionar entao em um ponto de gradiente zero, depen-

dendo da escolha dos ganhos a possibilidade da trajetoria ultrapassar minimos locais.

Fazendo a mudanca de variaveis proposta na planta e no controlador, isto é, x = u

ex =u=—Ve¢(x) — ax — bV2p(x)x, chega-se facilmente a (3.26).

Aqui também, com certeza existem outras funcoes de Liapunov candidatas, e ou-
tras escolhas de planta e controlador que facam a derivada temporal desta negativa

semidefinida. As apresentadas aqui sao apenas alguns exemplos.

A seguir, serao mostrados os algoritmos de maneira resumida na seguinte tabela:
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nome planta controlador ODE
MI1 X=u u = —ksgn(u) — Vo X + ksgn(x) + Vo =0
MI2 xX=u u=—(V%?¢)?u— Ve X+ (V2¢)’x+ Vo =0
MI3 | x =V 2¢l'u u=-T(u+V2pVo) y+Ty+TDy'y =0
'y =V¢ I'Dy = V%¢
MI4 | %= V2%¢I'u u=—I(u+ V2¢pVoe) v+ Iy +TV2¢pVep =0
y = V2px
1= —(I-T+aV?2 v+ =T +aV—2¢)y
MI5 | x=V2¢u " ( avTom | ¥ 2
—(T +bV29)Ve +(T +bV~24)Vep =0
y = V2px
HBF Xx=u u=-V¢—Tu ¥x+Tx+Vep=0
DIN X=u u=-Vo—(a+bVi¢)u | X+ (a+bV2@)x+Vep=0

Tabela 3.4 Algoritmos continuos de segunda ordem para achar minimos de

fungoes escalares derivados com a metodologia CLF/LOC
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3.4.1 Simulacgoes dos algoritmos continuos de segunda ordem

para achar minimos de funcoes escalares

A seguir, serao realizadas simula¢oes com os algoritmos apresentados na se¢ao anterior.
Foram escolhidas, a fim de poderem ser graficadas, funcoes de duas varidveis. As
simulagoes foram realizadas com o aplicativo Simulink do programa MATLAB 6. A
discretizacao foi realizada pelo método de Euler, com comprimento do passo fixo igual
a 0.01s. e foram executados durante 10s.

Em todos os casos, o valor inicial da varidvel de controle foi ug = [0 0]7. Os ganhos

foram variaveis segundo a funcao e o algoritmo.

3.4.1.1 Simulagoes dos algoritmos de segunda ordem continuos com a fungao

de Camelback invertida

A fungao de Camelback (equagao 3.8), foi invertida a fim de apresentar minimos locais
e globais.

Foram escolhidas como constantes a = —2, b = 1.05, ¢ = —%, d=—-1lee =
0. Com estas constantes a fungao apresenta um minimo global em x = [0 0]7, dois
minimos locais em x = [—1.7475 0.8737]7 e x = [1.7475 — 0.8737]7, e duas selas em
x = [—1.0705 0.5352] e x = [1.0705 — 0.5352].

Foram experimentados diversos ganhos e escolhidos aqueles que apresentaram me-
lhores resultados, no sentido das trajetorias convergirem mais diretamente para um
minimo, apresentar menores oscilagoes, e, principalmente, a fim de conseguir ultrapas-

sar os minimos locais para se estacionarem no minimo global. Estes foram

MIl: k=1

MI3: ' =81

MI4: T'=10.11

MI5: '=011, a=b=1
HBF: T'=1
DIN:a=0b=1

No algortimo MI2, o ganho ¢ (V2¢(x))?, razao pela qual este ganho nao pode ser
escolhido.

Os pontos iniciais testados foram xy = [-1 — 1.5]7 e xo = [2 1]T.
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Algoritmos continuos de segunda ordem. Minimizagédo de fungées. Fungdo de Camelback

15

[2;1]

0.5

verm: Mil
_1}- verde: Mi2
magenta: Mi3
cyan: Mi4
azul: Mi5
-1.5F marrom: HBF
cinza: DIN [-1;-1.5]

2 1 1 1 1 1 | |
-2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 05 1

Figura 3.11: Simulacoes dos algoritmos continuos para a funcao de Camelback invertida

A partir do ponto inicial xo = [—1; —1.5]7, todas as trajetérias convergem ao mi-
nimo global, excetuando a gerada pelo MI5, que se desvia a um minimo local. A
trajetoria gerada pelo MI4 apresenta um comportamento muito errante, sendo impos-
sivel determinar se esta convergiria a um minimo caso a simulagao tivesse continuado.
As trajetorias geradas pelo MI2 e DIN, convergem de maneira direta para o minimo
global, ao tempo que as outras apresentam oscilagoes antes de atingir este. A partir
do ponto inicial xo = [2 1]7, apenas as trajetérias geradas pelo MI1, MI3, MI5, HBF e
DIN conseguiram convergir, e apenas o MI1 e o HBF ao minimo global, ultrapassando
o minimo local mais préximo. A trajetéria do MI4 também se mostra errante e nao
¢é possivel afirmar se teria atingido um minimo caso tivesse continuado. Um resultado
interessante é que o algoritmo DIN sé consegue ir para o minimo global para valores
muito baixos do ganho b, quando o algoritmo se aproxima do HBF, o que mostra que,
apesar de convergir mais diretamente para um minimo, evitando as oscilacoes espaciais
caracteristicas do HBF, o termo de amortecimento adicional do DIN anula a capacidade

de ultrapassar minimos locais, o que constitui a vantagem do HBF.
3.4.1.2 Simulagoes dos algoritmos de segunda ordem continuos com a funcao
de Rosenbrock

A funcado de Rosenbrock foi apresentada na equagao (3.11).

As constantes escolhidas sao a = 0.5 e b = 1. Com estas constantes, a funcao
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apresenta um minimo global em x; = x5 = 1, que corresponde ao unico zero do
gradiente.

Os ganhos foram escolhidos:

MI1: k=13

MI3: ' =51

MI4: T' =0.31

MI5: I'=0.11, a=b=1
HBF: T'=1
DIN:a=0b=1

Foram testados diversos pontos iniciais, mas serao mostradas as trajetorias que

comegam em X = [0 3]7, por se mostrarem mais representativas.

Algoritmos continuos de segunda ordem. Minimizacéo de funcdes. Funcédo de Rosembrock
/

3.5

2.5

0.5 verm: Mil
verde: Mi2
magenta: Mi3
ol cvan: Mi4
azul: Mi5
marrom: HBF
cinza: DIN

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 3.12: Simulagoes dos algoritmos continuos para a fungao de Rosenbrock

Aqui, a trajetéria gerada por MI4 também apresenta muitas oscilagoes, sendo im-
possivel predizer se atingiria o minimo caso a simulacao tivesse continuado. As tra-
jetorias geradas pelos outros algoritmos convergem ao minimo. No caso da gerada pelo
MI2, de maneira bastante direta, nos outros casos com algumas oscilagoes espaciais.
Observe-se que os algoritmos MI3 e MI5, que utilizam na planta a inversa do hessiano,
nao estao definidos sobre o locus de det(V2¢(x)) = x5 — 27 — 1 = 0, onde este hes-
siano ¢ singular. Porém, as trajetorias geradas por estes conseguem ultrapassar esta
curva devido a discretizacao do algoritmo, tal como acontecia com o algoritmo de New-

ton. Note-se que estas trajetérias parecem acompanhar esta curva, até conseguirem
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ultrapassa-la, para depois retornar, convergindo assim ao minimo da funcao.

3.5 Discretizacao dos algoritmos continuos de se-

gunda ordem para achar minimos de funcoes

Nesta se¢ao, serao discretizados os algoritmos continuos apresentados na se¢ao anterior.
Os algoritmos serao discretizados pelo método de Euler, com os comprimentos dos
passos das variaveis de estado e de controle calculadas pelo método de controle 6timo
de Liapunov.

Também aqui, o objetivo é que ambas variaveis atinjam os valores desejados, isto
¢, um minimo da funcao para o caso da varidvel de estado, e zero para o caso da
variavel de controle, de maneira tal de estacionar a trajetéria descrita pela variavel
de estado neste ponto. Para calcular os comprimentos dos passos de ambas variaveis,
duas funcoes de Liapunov candidatas discretas serao escolhidas, e os comprimentos dos
passos calculados de maneira tal de minimizar o decrescimento de ambas fungoes de
Liapunov a cada iteracao, segundo a metodologia de controle 6timo de Liapunov.

As leis de atualizacdo de ambas variaveis, discretizando seus correspondentes con-

tinuos por Euler, sao dadas por:
Xk4+1 = Xk + APk (340)

onde ¢ = x dependera da escolha da planta.

Upt1 = Uy + Br (3.41)

onde v, = u dependera da escolha do controlador.

A variavel de referéncia nao pode ser escolhida como o valor desejado para a funcao,
pois este valor, correspondente a um minimo da funcao, é desconhecido. Embora isto foi
o realizado no caso continuo, aqui este valor sera utilizado no calculo do comprimento
do passo para atualizar a variavel de estado. Por tal razao, escolhemos como referéncia
o valor ao qual se deseja que tenda o gradiente da funcao, neste caso zero, sendo a

resposta da planta o valor deste gradiente, Vo (x). O residuo ou erro, assim, serd a
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referéncia menos a resposta a cada iteragao, isto é
r, = —Vo(xg) (3.42)

Na iteracao seguinte, desenvolvendo o residuo (3.42) por Taylor e aproximando até

o termo de primeira ordem:
2
Tpp1 = T — 4 Vo(Xy) Pk

Como fungao de Liapunov candidata discreta da variavel de estado xi, sera escolhida

a norma quadrado do residuo, isto é
T
‘/;'k =TTk

= AV = Vi, = Vi = [[tpsa P = [ral® = 200V (i) V(1) 0 + oy (Vo(xi)) o
e derivando com respeito a oy, e igualando a zero, segundo a metodologia LOC:

OAV,
80%

= 2V o (x1) V2o(xk) o1 + 200 (V2 (x1)) 2o = 0

Portanto
. VT¢(Xk)V2¢(Xk)90k
o (V20(xk)) >0k

A =

(3.43)

Com este comprimento do passo

AV, — _(VIoxe)VZo(xe) o) _

e (V2o(xp)?on

0 que garante o nao crescimento desta funcao de Liapunov ao longo das trajetérias do

sistema em malha fechada.

Observe-se que a escolha do residuo (3.42), sendo o objetivo do sistema de controle
em malha fechada diminuir a norma quadrado deste valor a cada iteracao, implica
que a trajetéria poderia se estacionar em qualquer ponto de gradiente zero (ry = 0),
inclusive em um maximo da funcao, o que nao acontecia com o sistema continuo. Uma

possibilidade para evitar isto seria escolher como residuo o valor da funcao menos um
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minimo estimado 7, de maneira tal que para todo x € dom(¢(x)), 7 < ¢(x).

Assim, 7, = v — ¢(x;) € R!. Como fungao de Liapunov candidata para a varidvel
de estado xj, pode ser escolhida V,, = r? = (v — ¢(xx))?. A metodologia LOC teria

conduzido ao seguinte comprimento do passo:

_ o(xk) =
VT )(x)px

ap =
e a variacao da funcao de Liapunov candidata discreta da variavel de estado seria

AV, = —(v = ¢(xx))* <0

Este comprimento do passo nao foi testado.

No caso da variavel de controle, deseja-se que esta tenda para zero, para as tra-
jetorias se estacionarem. Por esta razao, a fungao de Liapunov candidata discreta para

esta variavel seré escolhida como a norma quadrado da variavel de controle, isto é:
T
Vi, = u, uy,

= AVu = Vo = Voo = [wea|l® = [l = 2800 v + Bk v

e derivando com respeito a i e igulando a zero, segundo a metodologia LOC:

0AV,
95 2uy Yy, + 26k b = 0
Portanto
T
u
B, = _wf;zzz (3.44)
k
Com este comprimento do passo:
(u vr,)?
MmN =
k Yk

0 que garante o nao crescimento desta funcao de Liapunov ao longo das trajetérias do

sistema em malha fechada.

Aqui também, como no caso dos sistemas de segunda ordem para achar zeros de
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funcoes vetoriais, pode se escrever:

o uiy _( _@bwz)
Upiq = Uy gwkwk— I T uy,

isto é, ug.1 € a projecao de uy sobre o plano normal a .

Observe-se que, aqui também, os comprimentos dos passos tanto para a atualizacao
da variavel de estado como para a atualizacao da variavel de controle podem ser ne-
gativos. Entretanto, o nao crescimento das respectivas fungoes de Liapunov discretas
esta garantido.

Em seguida, serao escolhidas as variaveis ¢ e 1, segundo as escolhas de planta e

controlador para cada caso apresentado na secao anterior.

1) Primeira escolha (MI1)
o =g Up = —ksgn(ug) — Vo(xg) k>0
E substituindo em (3.43) e (3.44):

Vo) VIS uj(ssen(uy) + Ve(x)
uy; (V20 (xx))?uy [rsgn(ug) + Vo(xy)|[?

(3.45)

ap =

Os célculos dos comprimentos dos passos se fazem indeterminados se u; = 0, ou

naqueles pontos onde vy, € N (V?¢(x})), ou ainda onde ug € N ((VZp(x4))?).

2) Segunda escolha (MI2)

o=, Up =—(V2(xx)) uy — Vo(xy)
E substituindo em (3.43) e (3.44):

V(i) V2o (xp)uy,
uy (V20 (xx))?uy

5, = uf [(V2o(xk))*ui + Vo(xy)]

BREETEAZ I

ap =

Também aqui, os calculos dos comprimentos dos passos se fazem indetermina-
dos se uy = 0, ou naqueles pontos onde u; € N(V?p(x;)), ou ainda onde uy €

N((V2¢p(x1))?), e, no caso da varidvel de controle, se (VZ¢(xy))?uy = —Vo(xz).

3) Terceira escolha (MI3)
VE = V’zqﬁ(xk)Fuk Q/Jk = —F(uk -+ V’%(xk)V(b(xk)) I'= FT =0
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E substituindo em (3.43) e (3.44):

_ _VTgb(Xk)Fuk ﬁ _ ufP(uk + V72¢(Xk;)v¢(xk)) (3 47)
W T T+ V) Vo) P |
Aqui, os comprimentos dos passos se fazem indeterminados se u, = 0, ou se
u, = —V*%(xk)Vqﬁ(xk).
4) Quarta escolha (MI4)
o = V2O(xp)luy Y = —D(we + V2h(x)Vo(x) I'=T7 >0
E substituindo em (3.43) e (3.44):
o V(i) (V2o (x1))°Tuy, 5, — u! T(ug + V20 (xx)Vo(x)) (3.48)
C o uT(VEela)) T T+ V200 Vo)) |2 |

Aqui, os comprimentos dos passos se fazem indeterminados se u, = 0, se u; €

N (V"¢ (x;)T) paran € {1,..,4}, ou ainda se u, = —V2p(x)Vo(xy).

5) Quinta escolha (MI5)

pr =V 2oxp)uy = —TVé(xp) — (I —T)up — V20 (xp) (e +0V(x3)) T =
>0

E substituindo em (3.43) e (3.44):

_ V7T o(xk)uy
u/ uy

u; [—(T + 0V 28(x) ) Vo(xk) — (I =T + aV 2 (xy) Juy]

T+ 0V 20(x0)) Vo (xp) + (I = T + aV—26(xs) Jug |
(3.49)

Aqui, se u, = 0, ou se (I' + bV 2¢(x1))Vo(xi) = —(I — T + aV—2¢(xx))uy, entao

B =

A =

os comprimentos dos passos se fazem indeterminados.

6) Sexta escolha (HBF)
QY = Ug wk = —Vqﬁ(xk) — Fllk r=r7 =0
E substituindo em (3.43) e (3.44):

_ _VT¢(Xk)V2¢(Xk)Uk
uy (V26 (xy)) uy

_ u/ (Vo(xy) 4 Tuy)
IVo(xx) + Tug|?

Bk

(3.50)

Aqui, os comprimentos dos passos se fazem indeterminados se uy = 0, se u; €

152



N(V2p(xz)), se up, € N((V2h(xz))?), ou se Vo (xi) = —Tuy.

7) Sétima escolha (DIN)

or =1y, U = —Vo(xy) — aug — bV p(xy)uy

E substituindo em (3.43) e (3.44):

VT o(xk) V2 (xi)uy, — up (Vo(xg) + auy, + bV2o(xp)uy)

B

ap =

ul (V2o(xy))?uy, |IVo(xk) + aug + V20 (x )uy|2

(3.51)

Aqui, o calculo dos comprimentos dos passos se fazem indeterminados se u, = 0,

se u;, € N(V2p(xz)), se u, € N((V2p(xz))?), ou se (al + bV2p(xx))us, = —Vo(xz).

Os algoritmos discretos serao apresentados resumidamente na seguinte tabela.
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nome Qy, Ok
MIl | — Y eViou, uj (kSgN(ug)+V¢)
ug (V2¢)2uy [xSEN (ur)+V |2
MI2 | — Y eV26u; ul [(V29)?us+Vg]
uf (V2¢)%uy, 1(V2)2u,+V g2
_ VT¢lru, uiT(u+V—2¢V¢)
MI3 uy T2uy T (u,+V=26V)|2
MI4 | — VT ¢(V24)?Tuy ul T'(u,+V2¢Ve)
u[T(V2¢) T uy, T (up+V2pV )2
MI5 VT, _ uf [-TV¢—(I-T)u;—V~2¢(au; +bV9)]
uluy ITVo+(I-T)up+V—2¢(aur+bVe)|?
_ VT¢Vuy up (Vo+Tuy)
HBE uf (V2¢)?uy [Vo-+Tuy?
DIN | — YléVieu ul (Vo+au,+bV2¢uy)
ul (V2¢)2uy [Vo+aug+bV2puy |

Tabela 3.5 Algoritmos discretos de segunda ordem para achar
minimos de fung¢oes deduzidos com a metodologia CLF/LOC

onde Vo = Vo (xi) e V2 = V2p(xy)
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3.5.1 Simulacgoes dos algoritmos de segunda ordem discretos

para achar minimos de funcoes escalares

Os algoritmos discretos apresentados na secao anterior foram testados com fungoes
escalares de duas variaveis, a fim das trajetorias poderem ser graficadas.

As fungoes escolhidas foram a de Rosenbrock (3.11) e a de Camelback invertida
(3.8). Foi adotado como critério de parada a iteragao tal que ||V (xx)| < 0.01, e foi
considerada a trajetoria divergente se o algoritmo nao conseguiu atingir um minimo
em até 500 iteragoes.

Os valores iniciais da variavel de controle ug foi diferente para cada algoritmo, a fim
de nao indeterminar os calculos dos comprimentos dos passos e de orientar a trajetoria
inicial de uma maneira conveniente. Este valor inicial foi uy = —V2¢(x¢)Vo(xo) para
todos os algoritmos excetuando o MI4 (onde este valor zeraria o denominador de f3),
para o qual foi escolhido uy = —I'"'V¢(xy).

Os ganhos foram varidaveis também para cada experiéncia, a fim de sintonizar os
algoritmos de maneira tal de atingir um minimo no menor nimero de iteracoes possivel.

Os tempos de duracao de cada experiéncia foram testados também, mas esses resul-
tados foram inconclusivos pois diferentes execucoes do mesmo algoritmo e a partir do
mesmo ponto inicial demoraram diferentes duracoes, e sempre na ordem das décimas

de segundo.

3.5.1.1 Simulacoes com a fungao de Camelback invertida

A fungao de Camelback (3.8) serd utilizada com as mesmas constantes que no caso
continuo, e também invertida a fim dos maximos virarem minimos. Os pontos iniciais
testados foram xg = [2 1], xg = [-1 — 1.5]7 e xo = [0 1.5]7.

Os ganhos foram escolhidos:

MI1: k =10

MI3: T'=1

MI4: T' = 0.011, exceto a partir do ponto inicial xo = [~1 —1.5]7, onde foi escolhido
I'=0.0011

MI5: T' =1 a = b = 10, exceto do ponto inicial xo = [0 1.5]7, onde a = b = 1,

mesmo I’
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HBF: I'=1
DIN:a=b=1

Algoritmos discretos de segunda ordem. Minimizagédo de fungées. Fungdo de Camelback

15F

0.5~

-05

verm: Mil
-1+ verde: Mi2
magenta: Mi3
cyan: Mi4
azul: Mi5
-1.5- marrom: HBF
cinza: DIN

I I I I I I I I ]
-2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Figura 3.13: Simulacoes dos algoritmos discretos para a funcao de Camelback invertida
Observa-se aqui que todos os algoritmos conseguiram atingir um ponto de gradiente
zero da funcao, exceto o HBF a partir do ponto inicial xg = [~1 —1.5]7 e 0 DIN a partir
do ponto inicial xo = [2 1]7. Note-se que, como ja foi apontado, o objetivo de atingir
pontos de gradiente zero pode implicar que as trajetorias se estacionem em selas, o
que nao acontecia com os sistemas continuos, onde as trajetérias sempre convergiam a

minimos, mesmo que sejam locais.

3.5.1.2 Simulagoes com a fungao de Rosenbrock

A funcao de Rosenbrock (3.11), serd utilizada com as mesmas constantes, com as quais
apresenta um minimo unico em x* = [1 1]7.
Os pontos iniciais testados foram xo = [—0.5 2|7 e xq = [1.5 0]7.

Os ganhos foram escolhidos:

MI1: k =100
MI3: I'=1
MI4: I' = 0.011

MI5: T'= 101 a = b = 1, exceto do ponto inicial xo = [1.5 0]7, onde I = I, mesmos
aeb

HBF: I'=1
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DIN:a=b=1

3.5

2.5

0.5

Figura 3.14: Simulacoes dos algoritmos discretos para a funcao de Rosenbrock

Observa-se aqui que os algoritmos apresentaram mais dificuldades para atingir o
minimo da fungao, devido a forma da fungao de Rosenbrock. A partir do ponto inicial
xo = [—0.5 2]7, apenas o MI1 e o MI5 conseguiram convergir. A partir do ponto inicial

xo = [1.5 0], mais préximo do minimo, MI1, MI2, MI5 e DIN conseguiram convergir.

A seguir, serao apresentados os nimeros de iteracoes dos algoritmos para ambas

Algoritmos discretos de segunda ordem. Minimizag&o de fun¢des. Fungdo de Rosembrock

verm: Mil
verde: Mi2
magenta: Mi3
cyan: Mi4
azul: Mi5
marrom: HBF
cinza: DIN

[1.5:0]

-15 -1

experiéncias na seguinte tabela.

-0.5 0 0.5 1 15 2
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funcao X0 MI1 | MI2 | MI3 | MI4 | MI5 | HBF | DIN

2 1]7 4 6 | 9 | 18 | 13 | 11 | -

Camelback | [-1 —1.5]7 | 12 | 8 7 110 | 7 - 13

0157 | 10| 5 [ 20| 9 | 6 | 8 6

0527 | 49 | - | - | - |12 ] - -

Rosenbrock 5 O]T 56 19 _ . 10 - 22

Tabela 3.6: Numero de iteracoes realizadas pelos algoritmos discretos

onde - indica que o algoritmo nao atingiu um minimo em até 500 iteracoes

3.6 Conclusoes deste capitulo

Os algoritmos de segunda ordem apresentados se mostraram capazes de atingir zeros

de funcgoes vetoriais e minimos de funcoes escalares de maneira satisfatoria.

Com respeito aos algoritmos para achar zeros de fungoes vetoriais, em comparacao
com os algoritmos de primeira ordem desenvolvidos no capitulo 2, notamos que aqui
as excursoes (numero de iteragoes para os casos discretos), sao maiores. Porém, para
funcoes complexas, notadamente para o caso da funcao de Branin com ¢ = 1, parecem
ter mais facilidade para convergir a um zero. Também notamos que sao mais sensiveis

aos ganhos, o qual exige uma sintonizagao mais cuidadosa para atingir o objetivo.
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Com respeito aos algoritmos para achar minimos de funcoes escalares, observamos
que a pretensao de ultrapassar minimos locais para as trajetorias se estacionarem em
um minimo global, sé é atingida em parte por alguns algoritmos e depois de uma
cuidadosa sintonizacao dos ganhos. Porém, esta possibilidade representa uma vantagem
evidente com respeito aos algoritmos equivalentes de primeira ordem, que sempre se
estacionam em um minimo que pode ser local caso a fungao objetivo seja nao convexa.
Aqui também notamos que as excursoes parecem ser maiores que no caso das trajetérias
geradas pelos algoritmos de primeira ordem.

No caso discreto, uma desvantagem que apresentam estos algoritmos é a possibili-
dade das trajetorias se estacionarem em qualquer ponto de gradiente zero. A escolha
alternativa do residuo, estimando um valor v menor que o minimo global, exigiria um
critério de parada diferente de uma norma minima do residuo, pois evidentemente no
seria atingido um ponto de residuo zero.

Conclue-se assim que algoritmos de segunda ordem podem apresentar vantagens

desejaveis, razao pela qual a pesquisa e desenvolvimento destes esta justificada.
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Capitulo 4

Algoritmo para otimizacao convexa
baseado em sistema dinamico
gradiente projetado utilizando

funcao de Liapunov de controle

4.1 Introducao

Otimizacao convexa é uma classe especial de problemas matemaéticos de otimizacao,
a qual inclui minimos quadrados e problemas de programacao linear. Para resolver
estes problemas em particular, foi desenvolvida uma grande quantidade de teoria, e se
utilizam em uma ampla variedade de aplicagoes diversas. A matematica de otimizagao
convexa ¢é estudada desde um século atras, porém, varias descobertas recentes estimu-
laram um novo interesse na area. A primeira é a descoberta que métodos de pontos
interiores, desenvolvidos a partir de 1984 para a resolucao de problemas de progra-
macao linear, podendo ser utilizados para resolver problemas de otimizagao convexa
também. Estes novos métodos nos permitem resolver certas novas classes de problemas
de otimizagao convexa, tais como programacao semi-definida e programacao em cones

de segunda ordem, tao facilmente como programas lineares.

A segunda descoberta é que problemas de otimizacao convexa em geral, além dos

casos particulares de programacao linear e métodos de quadrados minimos, sao mais
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comuns na pratica do que se acreditava. Desde 1990 muitas aplicacoes foram descober-
tas em areas tais como controle de sistemas automaticos, estimagao e processamento
de sinais, comunicacoes e redes, projeto de circuitos eletronicos, analise de dados e
modelagem, estatistica e finangas. Otimizacao convexa encontrou também um amplo
campo de aplicacao em otimizacao combinatorial e otimizacao global, onde ¢é utilizada
para encontrar limites do valor 6timo, assim como solugoes aproximadas.

Existem diversas vantagens em reconhecer ou formular um problema como um pro-
blema de otimizacao convexa, entre eles a existéncia de poderosos métodos de resolucao,
tanto continuos quanto discretos, confiaveis e eficientes, que podem ser implementa-
dos em computadores ou em circuitos analdgicos para resolu¢ao em tempo real ([17,
prefacio]).

A metodologia de utilizar sistemas dinamicos do tipo gradiente para resolver pro-
blemas de otimizacao tem uma longa historia. Porém, a implementacao desta a luz da
teoria de controle é mais recente (ver [78]). Por exemplo, diversos algoritmos destinados
a otimizar funcgoes, tanto irrestritas como restritas a um dominio convexo, utilizando
fungoes de controle de Liapunov (CLF) foram desenvolvidos e amplamente analisados
em [10], [11] e [13].

O problema de achar o minimo de uma funcao convexa C? irrestrita é equivalente a
achar zeros do seu gradiente, e existem diversos algoritmos bem conhecidos destinados
a tal fim. Algoritmos destinados a achar minimos de fungdes convexas na presenca
de restrigbes convexas também sdo conhecidos. Por exemplo, em [54] os autores clas-
sificam diversos algoritmos apresentados em diferentes publicagoes destinados a achar
minimos de fungoes com e sem restrigoes. Os autores analisam apenas algoritmos con-
tinuos e os dividem em duas classes: aqueles que apresentam um enfoque baseado em
sistemas dinamicos (ou ODE), e aqueles baseados em redes neurais. Os autores também
propoem conciliar as vantagens de ambas aproximagoes em um esquema denominado
otimizacao neurodinamica. Nesse trabalho, embora seja apontada a inexisténcia de
uma classificagao consistente dos algoritmos existentes, nao é abordada uma maneira
genérica de derivacao destes, como sim é feito em [13] utilizando a teoria de controle.

Para a resolucao de problemas de otimizacao convexa, a utilizacao de sistemas de
controle do tipo gradiente a estrutura variavel, que apresentam trajetérias em modos

deslizantes ao longo da fronteira do conjunto viavel, também nao é nova; ver, por
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exemplo, o interessante trabalho de Zak ([86, s. 6.9]), assim como [32] e [27] para o
caso de programacao linear e quadratica.

Dentre os algoritmos apresentados na bibliografia, podemos mencionar como prin-
cipais inconvenientes encontrados:

1) A utilizagdo da projecao ortogonal, a qual é de dificil avaliacdo exceto se a
fronteira do conjunto vidvel tiver uma forma simples (por exemplo, uma caixa ou uma
esfera [48, p. 41]). Esta projecdo é utilizada em [48], [67], [3], [54], [20]*.

2) A exigéncia do ponto inicial estar dentro do conjunto viavel, o qual, dependendo
do problema, pode ser de cara resolu¢ao do ponto de vista computacional ([48], [3],
[67]).

3) Limitagoes com respeito a fungao objetivo ou as restrigdes. Por exemplo conside-
rar apenas restri¢oes de desigualdade (como [53] e [32]; [86] considera apenas restri¢oes
de desigualdade afins, [6] exemplifica apenas sobre o ortante nao negativo, [15] e [47]
consideram apenas limites superior e inferior das varidveis, assim como [63], embora
estes ultimos autores mencionam a possibilidade de estender a utilizagao do algoritmo
apresentado a problemas convexos em geral) ou apenas de igualdade ([9]); ou considerar
como objetivo fungoes quadraticas ([67]); ou considerar fungoes objetivos estritamente
convexas ([5]). Em geral, as condigoes exigidas a fungao objetivo se estendem a todo o
dominio da fun¢ao, e ndo apenas ao conjunto viavel (como [78]).

4) No caso dos algoritmos continuos, nao sao apresentadas a discretizacao destes
([54], [86], [3], [5], [53], [32], [9], [20]); uma exce¢ao é encontrada em [6].

5) No caso dos algoritmos discretos, a escolha do comprimento de passo é, em
muitos casos, justificada experimentalmente, sem qualquer prova da sua qualidade e
vantagens com respeito a outras escolhas ([48] utiliza a regra de Armijo sem mencionar
a vantagem deste critério com respeito a outros existentes, [67] propoe a alternancia
entre dois critérios, sem provar a otimalidade destes nem do momento de alternancia
entre um e outro, [47] propoe o mais classico secionamento do dominio ou bise¢ao).

6) Os critérios de parada nos algoritmos discretos em muitos casos podem ser caros

do ponto de vista computacional. Por exemplo conferir as condigbes KKT (alguns dos

'Embora nesta bibliografia nao é utilizada explicitamente uma projecio ortogonal, exige-se que
uma fungio Pg(x) que faz parte da ODE que representa a dindmica do sistema, seja convexa com
argmin®g(x) = {x tal que x esteja no conjunto vidvel}. Em diversas situagoes esta fungéo sé pode
ser calculada como fungao da distancia entre o ponto x e sua projegao ortogonal sobre este conjunto.
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algoritmos apresentados em [67]), ou conferir se o ponto achado em cada iteragao é

estaciondrio ([48]). [15] apenas limita o nimero de iteragoes.

Apresenta-se aqui um novo algoritmo para resolver problemas de otimizagao con-
vexa baseado em um sistema de controle a estrutura variavel, cuja lei de atualizacao
das varidveis é projetada utilizando fungées de controle de Liapunov (CLF), o qual néao
mostra os inconvenientes apontados. Este é discretizado calculando o comprimento de
passo 6timo segundo a teoria de controle 6timo de Liapunov (LOC), resultando em
um algoritmo iterativo simples de implementar independentemente da dificuldade do
problema. Esta abordagem contrasta com aquela baseada na escolha do comprimento
do passo de iteragao por secionamento do dominio, cuja dificuldade é proporcional a
dimensao do problema (ndmero de varidveis, nimero de restri¢oes, etc.). Uma versao

preliminar dos resultados aqui apresentados foram publicados em [61].

4.2 Preliminares

Serao apresentadas nesta secao diversas defini¢oes e lemas necessarios para o desen-

volvimento do trabalho.

Definigao 4.2.1 Conjunto convexo ([17, p. 23])
Um conjunto C' € convezxo se para todo X1, Xo € C' e para todo escalar 6 tal que
0<6<L 1

(9X1 + (1 — (9)X2 eC (41)

Definicao 4.2.2 Fungdo conveza ([17, p. 67])
Uma func¢do f(x) : R" — R € conveza se para todo x1, x5 € domf e para todo

escalar 0 tal que 0 < 0 <1

f(0x1 + (1= 0)x2) < 0f(x1) + (1 — 0) f(x2) (4.2)

A fungao € estritamente convexa se a desigualdade € estrita para todo x, # Xo €

0<6<l.

Definigao 4.2.3 Funcao afim ([17, p. 67])
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Uma fungdo é afim se a igualdade se mantém em (4.2) para todo X1, x5 € domf e

para todo 0 € [0;1].

Lema 4.2.4 Condi¢ao de primeira ordem das fungoes convezas.

Uma fungao diferencidavel f : R™ — R € convezra se e somente se

vx, y € domf V'f(x)(y —x) < f(y) - f(x) (4.3)

A funcao e esritamente convexa se a desiqualdade for estrita para todo x #y.

A fungao € afim se vale a igualdade em (4.3) (ver prova em [17, p. 70]).

Observe-se que, nas funcoes convexas,

VX, X1, X € domf VTf(Xl)(X —x1) < f(x) = f(x1)
VTf(X2)(X — %) < f(x) — f(x2)

IN

Substituindo x por X, na primeira desigualdade e x por x; na segunda desigualdade

e somando ambas, obtemos
[VIf(x1) = VT f(x2)] (1 = %2) >0 (4.4)

No caso da funcao ser estritamente convexa a desigualdade é estrita. No caso de

ser afim, vale a igualdade em (4.4).

Lema 4.2.5 Condi¢cao de sequnda ordem das func¢oes convezas.

Uma fungao f : R™ — R, duas vezes diferencidavel é convera se e somente se
VZf(x) =0 (4.5)

A fungao € estritamente convera se seu hessiano for positivo definido (ver prova

em [17, p. 71]).

Definigao 4.2.6 Conjunto de nivel de uma funcao ([17, p. 75]).

O conjunto de nivel a de uma fungao f :R™ — R € definido como

Se = {x € domf | f(x) < a} (4.6)
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Definicao 4.2.7 Fungoes quase-convezas ([17, p. 95]).

Uma funcdao f : R® — R € quase-convexa se seu dominio e todos os conjuntos de

nivel Sy, para todo o € R, forem convexos.

Esta definicao implica que uma funcao, f : R® — R diferencidvel é quase-convexa

se e somente se ([20])

vx,y €domf: f(y)< f(x) = V' f(x)(y-x)<0 (4.7)

A funcao f: R™ — R diferencidvel € estritamente quase-convezxa se e somente se

vx,y €domf: f(y)< f(x) = VIfx)(y—x)<0 (4.8)

Definicao 4.2.8 Fungoes pseudoconvexas ([46]).

Uma funcao diferencidvel f : R — R € pseudoconvezra se para todo x, y € domf

eXFYy
V) —x) >0 = f(y)> f(x) (4.9)

A funcao f é estritamente pseudoconvera se
Vi) (y—x)>0 = f(y)> f(x) (4.10)

e € fortemente pseudoconvezxa se existe 3 > 0 tal que

VIfx)(y —%x) 20 = f(y) - f(x) = Blly — x| (4.11)

Definicao 4.2.9 Projecao ortogonal sobre um conjunto convexo.

Define-se como projecao ortogonal de um ponto x sobre um conjunto fechado e

convezo ) a um ponto u = Prg[x] € Q tal que

u = arg min{||x — ul|z, Yu € Q} (4.12)

Note-se que se x € €, entdo x = Prg[x]
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4.3 Descricao do problema

Seguiremos a abordagem e nomenclatura utilizadas em [17].

Dado o problema de

min  fo(x)
st. f(x) <0 (4.13)
h(x) =0

onde f(x) = [f1(X)...fm(X)]T : R" — R™ e h(x) = [h(x)...h,(x)]" : R® — R? tal que
para todo i € {0,..,m}, fi(x) é convexa, continua e com derivadas parciais continuas,

e para todo i € {1,..,p}, hiy(x) é afim, continua e com derivadas parciais continuas.

Define-se o conjunto viavel
x = {x]|f(x) <0, h(x) =0} (4.14)
O ponto x que minimiza a fungao dentro do conjunto viavel serd chamado de ponto
6timo x*, e o valor da fungao objetivo nesse ponto p* = fy(x*).
Lema 4.3.1 Seja x = {x| fi(x) < 0Vi € {1,..,m}, hy(x) = 0Vi € {1,..,p}}. Para
toda f;(x) convezxa, h;(x) afim, o conjunto x é convezo.

Prova:

Sejam X1, Xg € x ¢ fi(x1) <0, fi(x2) <0, hi(x1) =0, hi(x2) =0

Vo e0,1] 1 fi(Ox1+ (1 —0)x2) < Ofi(x1)+ (1 —0)fi(x2) <O
hi(0x1 + (1 — 0)x3) = Oh;(x1) + (1 — O)hi(x3) = 0

Por defini¢ao de fungao conveza e fungao afim. Portanto 6x; + (1 —0)xy € x € X

é convexo.

O ponto 6timo x* observa a seguinte condicao ([17, p. 139], [26, p. 13]):

vx€x Vf(x)(x—x)>0 (4.15)
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O problema (4.13) pode ter mais de uma solugao. A continuagao sera estabelecida

uma condicao suficiente para garantir a unicidade da solugao.

Suponha-se a existéncia de duas solugdes x; e x5. Portanto, de (4.15):

vxex, VTfo(x)(x—x})
V7 fo(x5)(x — x3)

v

0
0

v

Considerando x = xj na primeira desigualdade e x = x] na segunda desigualdade

e somando ambas, obtemos:
[V fo(x1) = VT fo(x3)] (x = x3) <0 (4.16)

Portanto, convexidade estrita como mostrado na equagao (4.4) para o caso da de-

sigualdade estrita, é suficiente para garantir unicidade da solucao.

No caso de existir mais de uma solugao, o conjunto de pontos 6timos sera denomi-

nado x*.

4.4 Funcao de energia

Os sistemas dinamicos do tipo gradiente descendente mostram-se adequados na imple-
mentagao de algoritmos para achar minimos de funcoes irrestritas. Diante da presenca
de restrigoes, existe a estratégia de minimizar uma fungao irrestrita obtida a partir
da funcao objetivo acrescentando termos de penalizacao, os quais incrementam seu
valor quando alguma restrigao nao for observada ([56]). Esta fungao recebe o nome de
funcao de “energia”. Assim, procura-se que o minimo da funcao de energia nao restrita
seja igual ao minimo da fungao objetivo dentro do conjunto viavel, e pode-se portanto
utilizar um sistema dinamico do tipo gradiente descendente a fim de achar o minimo
desta. Isto é:

min F(x) = min fo(x) = fo(x")

XEX XEX

Em [5] é mencionada uma funcao de energia utilizado um termo exponencial de

penalizagao, o qual incrementa seu valor fora da regiao vidvel. Em [13] é apresentada
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a seguinte funcao de energia:

E(x) = fo(x) + Y fi(x) A ubsgn(fi(x +Z hi(x) v; sgn(hi(x)) (4.17)
i=1
onde \; > Opara todo i € {1,..,m} e v; > Opara todoi € {1,..,p} e

1 Vu >0
uhsgn(u) = (4.18)
0 Vu<0

Os dois ultimos termos em (4.17), constituem a penalizagao da funcao, e sdo chama-
dos de penalizacao exata porque claramente se anulam para todo x € y, fazendo com
que a funcao penalizada coincida exatamente com a funcao objetivo dentro do conjunto

vidvel.

Em [13, p. 148], é mencionado que se \; e v; forem maiores que um determinado
valor minimo, o minimo da fungao irrestrita F(x) é igual ao minimo da fungao restrita
fo(x) dentro do conjunto vidvel. Este limite inferior de \; e v; é calculado em [78].
Porém, este calculo exige estimativas do valor minimo de varios gradientes, o que

torna dificil a verificagao das condigoes de convergéncia baseadas na fungao (4.17)2.

Em [86] é considerado o problema de otimizagao de uma fung¢ao convexa restringida

por condicoes de desigualdade afins, apresentando a seguinte fungao de energia:
E(x) = )+ ,uz a;x — b;)uhsgn(a;x; — b;) (4.19)

onde p ¢ uma constante positiva, os termos a;x — b; representam as restricoes de

desigualdade afins e

o(x) = (4.20)

20s valores minimos de \; e v; correspondem aos multiplicadores de Lagrange \! e v}, os quais
zeram a primeira das condi¢oes KKT (ver [17, p. 243]).
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O fator o(x) pode ser avaliado como

m p

o(x) = [ [(1 = uhsgn(f(x))) [ [ (1 — [sen(hi(x)1))

i=1 i=1
comentendo o abuso matematico de assumir sgn(0) = 0 e uhsgn(0) = 0.

Em [32] é considerada a mesma fungao de energia porém estende a andlise a res-
tricoes de desigualdade convexas em geral, sem entretanto permitir restrigoes de igual-

dade.

Neste capitulo serao estendidos e generalizados os resultados obtidos por [86] e [32]

para o problema geral de otimizac¢ao convexa, modificando a fungao de energia (4.19).

Define-se
E(x) := o(x) fo(x) + f7(x) A uhsgn(f(x)) + h”(x) 'sgn(h(x)) (4.21)

sendo A € R™™ tal que A = diag(\;) > 0 e I' € RP*? tal que I' = diag(v;) > 0.

Note-se que E(x) nao é diferencidvel em todas as superficies tal que f;(x) = 0 para
todo i € {1,..,m}, ou h;y(x) = 0 para todo ¢ € {1,..p}. Estas superficies incluem a

fronteira do conjunto vidvel, onde E(x) também nao é continua.

Observa-se aqui que nao ha exigéncias com respeito ao valor minimo dos ganhos,
como em [78], apenas que sejam positivos, pois o fator o(x) anula a fun¢ao objetivo
fora do conjunto vidvel, e para todo x ¢ x : F(x) € (0,00). Dentro do conjunto viavel,

_ *

sao os termos de penalizagdo que se anulam, fazendo que min F(x) = fo(x*) = p

Portanto:

fo(x) Vx € x

E(x) =
f7(x) Auhsgn(f) + h7(x) Tsgn(h)  Vx ¢ x

A fungao (4.21) possui um lado direito que apresenta descontinuidades sobre a
fronteira do conjunto viavel. Fungoes com lado direito descontinuo foram inicialmente
estudadas em [28] e utilizadas em abundante bibliografia (ver, por exemplo [78], [23]
e [68]). Tais fungoes originam sistemas a estrutura varidvel, e o comportamento tipico

das trajetorias na dinamica destes sistemas em malha fechada é o de modos deslizantes.
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Em particular, se sobre uma superficie h;(x) = 0, as condigoes

lim h;(x) <0 e lim hi(x)>0
hi—>0+ hi—>07

se mantém, entao um deslocamento em modo deslizante ocorre sobre esta superficie
(ver [78]).

Seguindo a abordagem de fungoes de Liapunov de controle (CLF), escolhe-se como

func¢ao de Liapunov candidata (sobre o método direto de Liapunov, ver [69, c. 3])
V(x) = E(x) = o(x)p" = E(x) — o(x) fo(x") (4.22)

a qual serd nao negativa tanto dentro como fora do conjunto viavel.

Para evitar no calculo da lei de atualizacao das variaveis a avaliacao dos gradientes
generalizados dos termos descontinuos, opta-se por definir um sistema dinamico que

sera analisado a seguir.

% =~k [(x)V fy(x) + DF (x) A ubsgn(f(x)) + Df(x) Tsgn(h(x))] = m(x) (4.23)

sendo k um ganho escalar positivo. Observe-se que x apresenta descontinuidades na
fronteira do conjunto viavel e pode apresentar descontinuidades fora deste também,
sendo portanto o lado direito de (4.23), m(x), um mapeamento de ponto em conjunto
(set valued map). Por tal motivo, (4.23) pode ser substituido para efeitos de andlise

pela seguinte inclusao diferencial:

x € Flm]|(x) (4.24)

onde F[m](x) denota a solugao de Filippov de (4.23) (ver definigao em [23, p. 22] e
[68]). Note-se que, fora do conjunto vidvel, esta definicdo coincide com o gradiente
generalizado de Clarke da funcdo de energia por ser E(x) Lipschitz continua nesta

regiao (ver definigdo em [23, p. 32] e [68]). Isto é:

Vx ¢ x %€ —kOE(x)
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Em seguida, sera analisada a convergéncia do algoritmo tanto dentro como fora do

conjunto viavel.

4.5 Analise da convergéncia

4.5.1 Fase de alcancar o conjunto viavel

Se
x ¢ X = x = —r [Df (x) Auhsgn(f) + D[ (x) I'sgn(h)] (4.25)

Para um determinado ponto x, define-se I(x) = {i| fi(x) < 0}U{i| h;i(x) = 0}, isto
é, o conjunto de indices cujas restri¢oes sao satisfeitas no ponto x, e J(x) = {j| f;(x) >
0}U{j|h;(x) # 0}, ou conjunto de indices cujas restrigdes nao sao satisfeitas no ponto
x. Observe-se que para todo x ¢ x, o conjunto J(x) é ndo vazio, e para todo x € Y,
I(x)={1,..,m+ p}.

Dadas estas defini¢oes dos conjuntos de indices podemos reescrever

DI (x) Auhsgn(f) + DI (x) T'sgn(h) =

22ity V(%) A ubsgn(fi) + 377, Vhi(x) visgn(hy) =

Z V£i(x)A + Z Vh;(x)v;sgn(h;) Aj,v; >0 (4.26)

vjeJ(x) vieJ(x)
Neste ponto, cabem algumas observagoes sobre as restrigoes:
a) Se x é vazio o problema ¢ irrealizdvel.
b) Se x = R" por ser f;(x) convexa e h;(x) afim, para todo x € R" : f;(x) <
0, hi(x) = 0 e as restri¢oes sao redundantes. Neste caso, para todo i € {1,..,m}, fi(x)
é afim e p* = miny fo(x) = fo(x*).

c) Se x é nao vazio e x #R"; Vx ¢ x, Vj € J(x): Vf;(x) # 0e Vhj(x) # 0.

A seguir, serdao analisados os percursos das trajetérias tanto nas superficies de des-
continuidade de x como fora delas.

Caso 1)
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Primeiramente, sera analisado o caso x ¢ x tal que para todo i € I(x) : fi(x) <0
e nao existe ¢ € I(x) tal que h;(x) = 0, isto é, para pontos fora das superficies de
descontinuidade de (4.25). Neste caso, x é Lipschitz continua.

Escolhendo a fungio de Liapunov candidata (4.22) nesta fase e para este caso®

Vip(x) = E(x) — o(x)p* = f1(x)Auhsgn(f) + h' (x)I'sgn(h) >0 Vvx ¢y (4.27)

Vip(x) = [DF(x) A ubsgn(f) + DE(x) Dsgn(h)| "%

= —k||D¥ (x) Auhsgn(f) + D (x) T'sgn(h)||3 < 0
Note-se que os termos que contém o gradiente generalizado das fungoes descontinuas
sao iguais a zero.
A seguir, demonstraremos que a trajetéria x(t) a partir de um ponto inicial xg =
x(0) ¢ x nao se estaciona em um ponto x ¢ Y, isto é, que Vrp # 0 nesta fase e para

este caso, através do teorema:

Teorema 4.5.1 Para todo x ¢ x, nao existe \;, v; > 0 tais que (4.26) seja igual a
zero, sendo portanto Vrp < 0 para todo x & x.
Prova:
Vx1 ¢ x, Vxo € x, Vj € J(x1) : fi(x1) >0, fij(x2) <0, hj(x1) # 0, hj(x2) =
0, Vfi(x1) #0, Vh;(x1) #0

Assumindo primeiro hj(xy) > 0

Por condi¢ao de primeira ordem das fung¢oes convexas [17, c. 3]:
VTfj(Xl)(Xg - Xl) S fj(Xg) - fj(Xl) <0 (428)

vThj(Xl)(Xg — X1) = hj(Xg) — hj(Xl) <0 (429)

Por ser x convezxo (lema 4.3.1) e pelo teorema do hiperplano separador

dceR", deR tal que Vx1 ¢ x, X2 € x: cIx; —d>0 cf'xy—d<0

= CT(X2 — Xl) = CTX2 —d— CTX1 +d<0 (430)

SEm [11] e [13], observa-se que esta é uma funcio de Liapunov tipo Persidskii, explicitando E(x) =
i hi
S max{0, fi} + X0y [l = XLy [ uhsen(r)or + Ty fy" sen(r)or

172



O wvetor ¢ pode ser qualquer vetor € R"™ que satisfaca (4.30). Em particular, pode

ser escolhido um hiperplano separador tal que ¢’ (xo — x1) = —1
Lo emXy) X1)2
[x2 — %43

V(%) (x2 — x1)

(e —X1||§

= vaj (Xl)C =

>0 (4.31)

Idem para h;(x;).

No caso de existir j € J(x1) tal que h;(x1) <0

vThj(Xl)(XQ —x1) = h;j(x2) — hj(x1) > 0= —VThj(Xl)(Xg —x1)<0

V7Th(x1)(x2 — x1)

= —V'h;(x1)c = >0 4.32
A PR 3

De (4.31)(para o caso hj(x1) > 0) e (4.32), conclue-se
sgn(h;(x1))VThj(x1)c > 0 (4.33)

As equacoes (4.31) e (4.33) indicam que todos os vetores V f;(x1) e sgn(h;(x1))Vh;(x1),
Vj € J(x1) estao do mesmo lado do hiperplano separador ¢'x = d. Portanto ndo existe

combinagao linear positiva que zere (4.26).

= D} (x) Auhsgn(f(x)) + Di(x) I'sgn(h(x)) < 0
Vip = =kl VV,,ll5 < 0

cometendo um abuso de notagao pois VV,,(x) pode néo estar definido para todo x ¢ x.
Por ser um sistema dinamico gradiente, a convergéncia assintotica ao conjunto viavel

é garantida (ver [44]).

Caso 2)
Neste caso, assumiremos que existe i € I(x) tal que f;(x) = 0 ou h;(x) = 0, isto ¢é,
que o ponto X ¢ y estd sobre uma superficie de descontinuidade.

Para facilitar a demonstracao, escolheremos uma funcao de Liapunov candidata
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alternativa:

Vipa(x) = [|x — x*||> para algum x* € x* (4.34)

Esta fungao de Liapunov candidata é positiva para todo x ¢ x e s6 serd zero para
x = Xx*. V;p2(x) ¢é Lipschitz continua e continuamente diferenciavel.

A derivada de Lie de (4.34) ao longo das trajetérias definidas por x é dada por ([23,
p. 42] e [68]):

Vipa(X) € LiVip(x) = 2(x — x*) % (4.35)

A seguir, demonstraremos que a trajetéria x(t) a partir de um ponto inicial xq =
x(0) ¢ x nao se estaciona em um ponto x ¢ y, isto é, que Vrpg # 0 nesta fase e para

este caso, através do teorema:

Teorema 4.5.2 Para todo x ¢ x tal que existei € I1(x) tal que f;(x) =0 ou h;(x) =0,
V,nPQ(x) < 0, isto é, a trajetdria nao se estaciona em nenhum ponto x & x.

Prova:

Supondo inicialmente f;(x) =0, para algum i € 1(x), o vetor x nessa descontinuidade

pertence a —k vezes o gradiente generalizado de E(x), o qual se define da sequinte

maneira ([23, p. 32/, [68]):

x € —kOE(x) = co{ —k [Df(x)Auhsgn(f) + D (x)'sgn(h)] ,

(4.36)
—k [Df (x)Auhsgn(f) + D (x)Tsgn(h) + NV fi(x)] }

onde co denota o fecho convexo entre vetores (ver [68]).

A derivada de Lie expressada em (4.35), resulta:

Vrpg(x) € LiVipo(x) =2 co {—k(x —x*)T [D?(X)Auhsgn(f) + DE(X)Fsgn(h)} ,
—k(x —x*)T [D?(X)Auhsgn(f) + DL (x)Tsgn(h) + /\Z-Vfi(x)]}

Para todo x* € x*, x ¢ x, j € J(x): f;(x*) <0 e fj(x) > 0. Por condi¢io de

primeira ordem das funcoes convexas:
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VTfj(X)(x* -x) < f;(x") — f;(x) <0 = VTfj(X)(X —x") >0 (4.37)

Para todo x* € x*, x ¢ x, j € J(x): hj(x*) =0, sgn(hj(x))h;(x) > 0. Por ser
h;(x) afim:

sgn(h;(x)) V7 hy(x)(x = x*) = sgn(h;(x))(h;(x) = hy(x7)) > 0 (4.38)

De (4.26), (4.37) e (4.38), conclue-se:

vx* e xt, Vx ¢ x, (x—x)"[Df (x)Auhsgn(f) + D{ (x)I'sgn(h)] > 0 (4.39)

Supondo que existe i € 1(x) tal que f;(x) =0, para todo x* € x*, fi(x*) < 0. Por

ser fi(x) convexa e por condi¢ao de primeira ordem das fungoes convexas:

VIfix)(x* —x) < filx*) — fi(x) €0 = (x—x")TVfi(x)>0 (4.40)

De (4.89) e (4.40), conclue-se:

(x — x*)" [ Df (x)Auhsgn(f) + D{ (x)T'sgn(h) + A,V f;(x)] > 0 (4.41)

Portanto

max E_,-(Vrpg(x) <0

e as tragetdrias ndao se estacionam em nenhum ponto x & x ([23, teorema 1]).

Para o caso de existir i € 1(x) tal que h;(x) =0, o vetor X é expressado como:



e a derivada de Lie expressada em (4.35) resulta:

Vrp2(x> € vamﬁ(x> =
2 co { —r(x—x*)T [DF(x)Auhsgn(f) + DI (x)Tsgn(h) + 1;Vh;(x)] ,
—k(x —x*)T [D?(X)Auhsgn(f) + DL (x)T'sgn(h) — Vthi(X)]}

Para todo x* € x*, h;(x*) = 0. Por ser h; afim

VT hi(x)(x* — x) = hi(x*) — hi(x) =0 (4.43)

De (4.39) e (4.43), conclue-se

(x —x*)" [Df (x)Auhsgn(f) + D (x)T'sgn(h) £ 1, Vh;(x)] > 0 (4.44)

Portanto:

max L Vyp(x) < 0

e as trajetorias nao se estacionam em nenhum ponto x & x ([23, teorema 1]).

Note-se que na demostracao do teorema 4.5.2 estd incluida a do 4.5.1, porque
para todo x ¢ x tal que para todo i € I(x), fi(x) < 0, e ndo existe i € I(x) tal
que h;(x) = 0, isto é, fora das superficies de descontinuidade de x (caso 1), x €
{—r [Df(x)Auhsgn(f) + Df(x)I'sgn(h)]}, e a equacdo (4.39) demonstra que Vipa(x) <
0 neste ponto.

Estes teoremas demonstram que as trajetorias nao se estacionam em qualquer X ¢ ¥,
mesmo atravessando superficies de descontinuidade de x.

A pesar de (4.25) constituir um sistema a estrutura varidvel, a convergéncia em

tempo finito ndo pode ser garantida.
Exemplo 4.5.3 Sejamm =1,p=0,xk=1c¢

fl(x):x%—i—x% - R2 =R = x ={0}
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Vx ¢ x X =—-2\x = x(t) = x(0)e M

4.5.2 Fase de convergéncia

Utilizando a lei de atualizagdo das varidveis (4.23) e a fungdo de Liapunov candidata
(4.22):
Vxex : Xx=—-rVf(x)

Nesta fase x é Lipschitz continua.

Vep = E(x) — fo(x*) sendo x* € x* um ponto étimo
= Vep = fo(x) = fo(x*) 20
= Vip = V1 fo(x) = =V fo ()5 = =] VVop 3 < 0

Pelo lema de Barbalat ([69, s. 4.5]), por ser V,,(x) continua nesta fase, V,,(x) é
decrescente, e tenderia a zero quando ¢ tende a 0o, se estacionando s6 no minimo global
de fo(x), caso este exista.

No caso trivial, sendo fy(x) estritamente convexa e min fy(x) € x, a convergéncia
das trajetorias ao minimo global efetivamente se produz nesta fase. No caso geral, as

trajetorias convergem a fronteira do conjunto viavel.

4.5.3 Fase sobre a fronteira do conjunto viavel

Sobre a fronteira do conjunto vidvel, denominada Oy, a lei de atualizagao das varidveis
(4.23) ¢ descontinua (embora também apresente descontinuidades fora do conjunto
vidvel).

Por ser x continua por partes, a solucao de Filippov adota uma expressao simples

(ver [23, p. 22]). Definindo:

vx€dx: gx)= lim [Df(x;)Auhsgn(f(x;)) + Dy (x;)I'sgn(h(x;))]

X; @ X

Xi & X
a lei de atualizacao das varidveis (4.23) sobre a fronteira do conjunto vidvel resulta
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Vx € Oy : % € Fm|(x) = co{—kV [fo(x), —rg(x)} (4.45)

onde co denota o fecho convexo entre vetores (ver [68]).

Observe-se que esta definicao de solucao de Filippov refere-se apenas a fronteira
do conjunto viavel, e nao a todo o espaco R™ porque existem descontinuidades nos
gradientes dos termos de penalizacao fora do conjunto vidvel também.

O vetor g(x) é perpendicular a fronteira do conjunto viavel para quase todo x €
dx. Nas quinas do conjunto vidvel g(x) € N(x, x), sendo N (x, x) o cone normal ao
conjunto y no ponto x ([26]).

Existem duas possibilidades de percurso da trajetéria uma vez alcancada a fronteira
do conjunto viavel. Nos casos

i) Para todo x € dyx, se VI fy(x)g(x) > 0 a trajetéria atravessa a fronteira do
conjunto viavel, entrando na fase de convergéncia.

ii) Para todo x € dy, se VT fo(x)g(x) < 0 se produz uma trajetéria em modo
deslizante a partir do ponto de contato com a fronteira do conjunto vidvel.

A seguinte figura ilustra ambos casos.

-8 (X) -g (X)
/ "
-Vi(x) -Vio(x)
<—
X X
i i1

Figura 4.1: Trajetérias atravessando a fronteira do conjunto viavel

onde em i) nao se produz modo deslizante e em ii) se produz modo deslizante

Destacamos que trajetérias em modo deslizante também poderiam se produzir fora
do conjunto viavel, nao sendo afetada a andlise de convergéncia realizada na secao Fase
de alcancar o conjunto viavel.

No caso ii), por ser x mensurével e localmente essencialmente limitada, existe pelo
menos uma solugao de Filippov para x € F[m] (ver [23, prop. 4]).

Também neste caso, por serem, para todo x € dx, V fo(x), g(x)*, e Vfo(x) — g(x)

4Note-se que para todo x € Oy, g(x) estd definido como o limite quando x; — x, mas sem
alcancd-lo. Eis a razdo pela qual g(x) é diferencidvel.
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continuamente diferencidveis sobre Jy, e por —kg(x) apontar para y, e —kV fy(x)

apontar para fora do conjunto vidvel, entao a solugdo de Filippov é tnica ([23, prop.
6]).

Escolhendo nesta fase a seguinte funcao de Liapunov candidata

Vx € Oy, Vx* € x*, V(%) = [|x — x*|? (4.46)

Conferimos:

i) Evidentemente, esta fungao é positiva para todo x € dx\x*, e Vpp(x*) = 0 para
todo x* € x*. Portanto é positiva definida.

ii) 0 € F[m]|(x*). Portanto x* é ponto de equilibrio de (4.45). Se x* estiver em
uma quina do conjunto vidvel, dependera do caminho do limite na definigao de g(x)
para 0 € Fm]|(x").

iii) No caso nao trivial xy* C dx. No caso trivial, as trajetérias alcancam o ponto

otimo durante a fase de convergéncia.
iv) Vip(x) é Lipschitz continua para todo x € R".
v) F|m](x) é superiormente semi-continua para todo x € dx e localmente limitada.

vi) Da equagao (4.4), por ser fy(x) convexa:

Vxl, Xo € Rn, [Vfo(Xl) — Vfo(Xg)]T (X1 — Xz) 2 0

= Vxecyx, Vfo(x)(x—x")>Vf(x)(x—x)>0 (4.47)

Por, para todo x € Jdx, g(x) ser perpendicular a fronteira do conjunto viavel, ou,

caso o0 ponto x estar em uma quina deste, g(x) € N(x, x), e ser x convexo:

Vy ex, Vxedy, g x)(y—-x)<0

= Vxedy, g x)(x—-x")>0 (4.48)

A derivada de Lie ao longo da fronteira onde se produz a trajetéria por modo

deslizante estéd definida ([23]):

Vip(X) € L Vip(x) = 2(x — x*)T% = 2 co{ =k VT fo(x)(x — x*), —rg! (x)(x — x*)}
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e de (4.47) e (4.48), concluimos:

max L3 Vp,(x) <0

e portanto o sistema (4.45), para todo x € dx ¢ estavel (|23, teorema 1]).
Observe-se que, para todo x € dx, (x —x*)TV fo(x) = 0 se e somente se
i) fo(x) ¢ afim
ii) a restrigao violada em B(x,d) N (R™\y) é afim,
iii) Neste caso, para todo x’ € x, (x' — x)T fo(x) > 0 e portanto x € x*.

Portanto,

Vx €dy, x ¢ x*, VIfo(x)(x—x")>0 (4.49)

No caso (x — x*)Tg(x) = 0, para algum x € Y, a restricio violada em B(x,d) N
(R™\x) é afim e g(x) é perpendicular a fronteira do conjunto vidvel neste ponto. Se
x ¢ x*, pela equacao (4.49), V fo(x) ndo é perpendicular a fronteira neste ponto, e
portanto 0 ¢ F[m]|(x), o que implica que x # 0 e as trajetérias ndo se estacionam
neste ponto, nao sendo portanto um ponto de equilibrio.

A seguinte figura ilustra este caso.

Figura 4.2: Vetores V fy(x) e g(x) para um ponto x € dy

tal que a restricao violada em um entorno de x é afim

Concluimos entao que as trajetorias geradas pelo sistema (4.13)-(4.45), para todo

x € Jy, convergem assintoticamente a um elemento do conjunto solucao x* € y*.

Enunciamos, assim, o seguinte teorema.

Teorema 4.5.4 Para toda funcdao objetivo convexa sujeita a restricoes de desiqualdade

convezas e de iqualdade afins, todas diferencidveis, a trajetoria determinada pelo sis-
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tema (4.13)-(4.23), para todo xo € R™ € globalmente assintoticamente convergente ao

conjunto solugao.

Em [86, s. 6.9] é apresentada uma andlise detalhada da convergéncia das trajetérias

durante o deslizamento, sendo aplicavel aqui uma analise semelhante.

Observe-se que, a diferenga da maioria das bibliografias, incluindo [78], neste tra-
balho a exigéncia da fungao objetivo fj ser convexa refere-se apenas ao conjunto viavel,
admitindo o algoritmo qualquer forma para esta fungao fora de x, pois o fator o(x)
a anula nesta regiao. Inclusive, dentro do conjunto viavel a funcao objetivo pode ser
estritamente quase-convexa, pois nao existem pontos de gradiente zero neste tipo de

fungoes, a nao ser eventualmente um minimo global.

4.6 Simulacao do algoritmo

A titulo de ilustracao, seré simulado o seguinte exemplo apresentado em [32] e utilizado
em [53].
4 1
min x7 x+[—12 —10]x
1 2
st 2F+ (1e—4)2—64<0
(x1+3)*+23-36<0

(11 —3)2+22-36<0

O algoritmo continuo sera implementado utilizando a fungao ODE23 do programa
MATLAB 6, com ganho x = 1; os ganhos da funcao de penalizacao \; e v; também
foram escolhidos unitdrios. As tolerancias foram escolhidas AbsTol= 1le — 6 e Rel-
Tol= 1le — 3. Nas seguintes figuras representam-se trajetérias a partir de diversos
pontos iniciais (tanto dentro como fora do conjunto vidvel) no espaco e a norma dos

erros de trajetoria em funcao do tempo a partir dos mesmos pontos iniciais.
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Algoritmo continuo.
Trajetérias no espaco a partir de diferentes pontos iniciais

12

10

regiao
viavel

-4+

Figura 4.3: Implementacao do algoritmo continuo para o exemplo,
mostrando convergéncia das trajetorias no espaco de estados

a partir de diversos pontos iniciais.

Algoritmo continuo
Norma dos erros de trajetéria a partir de diferentes pontos iniciais
T T T T

8 T
7 4
. 2 2
min 2><1+xl><2+><2—12x1—10><2
6 st X+(x,~4)*-36< 0 B
2,2
(><1+3) +X,-36< 0
5 4

(x,-3)*+x5-36< 0

.
[Ix=x1l

0 0.5 1 15 2 2.5 3

tempo [s]

Figura 4.4: Implementacao do algoritmo continuo para o exemplo,
mostrando a convergéncia da norma dos erros de trajetéria em fungao

do tempo a partir dos mesmos pontos iniciais.

Na figura 4.5, apresenta-se o diagrama de blocos representante da dinamica do sis-

tema em malha fechada.
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controlador planta

---------------------------------------

Figura 4.5: Diagrama de blocos do sistema continuo

4.7 Discretizacao do algoritmo

A diferenca dos algoritmos apresentados na bibliografia que se limitam a tratar o caso
continuo, discretizaremos aqui o algoritmo (4.23) calculando o comprimento do passo
otimo, ao qual daremos o nome de algoritmo gradiente a estrutura variavel. Utilizando

a nomenclatura da teoria de controle, define-se o residuo ou erro como em (4.22):
ri = E(x) —o(xk)p* >0
onde 0 minge, fo(x) = p* pode ser substituido por um valor y estimado® tal que v < p*.

T = Tk + VIr(xp)(Xepr — Xi) + hot. =1 + VIr(xp) (Xpe1 — Xi) =

i+ VI E(Xp) (Xe41 — Xi)

Esta aproximagao é vélida sempre que o(xx) = o(xgs1). Aqui desconsideramos
também o gradiente generalizado dos termos descontinuos observando que, por ser a
fronteira do conjunto viavel parte deste, para toda iteracdo k : x; € x ou x; € X,
portanto, sem perda de generalidade, consideramos, para todo x;: Vo(xz) = 0.

Discretizando a lei de atualizacao (4.23) por Euler (ver [4])

Xk+1 = X — OszE(Xk) (450)

5Existe a possibilidade, nido pesquisada no presente trabalho, de utilizar um minimo estimado
adaptativo, isto é, um valor varidvel a cada iteragdo tal que v, = f(f(xx)).
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= Thy1 =Tk — ak||VE(xk)||§

sendo aj o comprimento do passo.

Escolhe-se como fungao de Liapunov candidata discreta

Vi =12 = (B(x) — o(x¢)7)” > 0 (4.51)

= AV, Vi —Vi= 7";?;+1 - 7"13; = (r, — OékHVE(Xk)”%)2 - 7"13; =
=1} = 2r,ap | VE(xp) |3 + o [VE(xp)|l; — i = (4.52)
= —2a5,(E(xx) — o(xx) VIIVEXp)|3 + i IVE (x5

Seguindo a metodologia de controle 6timo de Liapunov, otimiza-se o comprimento

do passo ay,

OAV},
804 k

= —2(E(x1) — o(x) MIVEG)|3 + 204 [ VE(xi) |2 = 0

Portanto:
E(xy) — o(xx) vy
IVE(x:)3

ay, = >0 (4.53)

Substituindo em (4.52)

= AVk ~ —(E(Xk) — O'(Xk)")/)2 = —7"]3 = —Vk <0

sendo, portanto, o algoritmo gradiente a estrutura variavel globalmente assintotica-
mente convergente.

Observe-se que esta variacao da fungao de Liapunov implica que Vi1 = 0, o qual
efetivamente aconteceria caso a fungao de energia seja linear e portanto a aproximagcao
por Taylor para o cdlculo de ri,q, exata. Por exemplo, este seria o caso se o ponto
Xy ¢ x violasse apenas uma restrigao afim.

Destacamos que o comprimento do passo 6timo aqui calculado é diferente daqueles

mencionados em [48] e suas referéncias.

No caso de nao ser possivel estimar um valor v tal que v < p*, condicao exigida
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para o célculo do comprimento do passo (4.53), é possivel realizar uma outra escolha de
comprimento do passo. Observa-se que este novo passo é 6timo em relagao a uma nova
escolha da fungao de energia, que acarretard uma nova fungao de Liapunov candidata

discreta, a qual serd definida a seguir:

E(x) = ||V fo(x)llo(x) + £ (x) Aubsgn(f(x)) + " (x)T'sgn(h(x)) (4.54)
embora mantendo como lei de atualizacao das variaveis
w, = — [V fo(xk)o(xx) + D (xx)Aubsgn(f(xx)) + Dy, (xx)Tsgn(h(xz))]  (4.55)
de maneira tal que, discretizando (4.23) por Euler:
Xg+1 = X + QU

Esta fungao de energia (4.54), que permanece igual a (4.21) para todo x ¢ y, serd
igual a norma do gradiente da funcao objetivo para todo x € x; esta escolha justifica-se
porque, na medida que a trajetéria aproxima-se do minimo, a funcao de energia é nao
crescente.

Como residuo, portanto, pode se escolher esta funcao de energia, a qual pretende-se
minimizar.

Tp ‘= E(Xk)

e portanto

Tk+1 = E(Xk;+1) ~ E(Xk) + oszTE(xk)uk

Escolhendo a mesma fungao de Liapunov candidata discreta (4.51)
Vi, =rj,

e aplicando as mesmas equagoes com as que se chegou a (4.53), chega-se a:

E(x)

= VTE(Xk)uk

(4.56)
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comprimento do passo que, dentro de cada regiao, sera igual as expressoes:

fT(xk)Auhsgn(f(xk))‘f'hT(Xk)FSgn(h(xk))
[IDF (1) AUhSEN (£ (x4 )+ DL (x4) 'S (x5, ) ) |2 >0 VX € X

IV fo(xx)I?
VT Fo (k) V2 fo (xk )V fo (k%) 0 VX € X

ap =

sendo VZ2fy(x) o hessiano da fungao objetivo. Este comprimento do passo conduz a

uma variacao da funcao de Liapunov discreta:
AVy, ~ —E*(x3) = =V, <0

a qual decresce a cada iteragao, sendo portanto o algoritmo convergente.

4.7.1 Critério de parada

Por ser ignorado a priori o valor 6timo da funcao objetivo p*, evidentemente nao se
pode utilizar » = 0 como regra de parada do algoritmo. Conferir as condigoes KKT ou
se um ponto é estacionario pode significar um alto custo computacional dependendo
da complexidade do problema abordado®.

Escolhe-se aqui, portanto, um outro critério de parada simples.

Por ser AV, < 0, sempre que a trajetoria entrar no conjunto viavel o fard com
um valor da fungao objetivo nao crescente, exceto no caso em que as trajetorias ja
tenham ultrapassado o valor minimo dentro deste conjunto. Assim, avalia-se o valor
de fo(x)) sempre que a trajetéria cumpra as restrigoes, e se esse valor aumentar (ou
for igual) significa que esse minimo foi ultrapassado (ou se estacionou neste ponto),
parando o algoritmo e escolhendo como ponto 6timo, o tultimo ponto xi, calculado
antes do aumento de fy(Xy), dentro do conjunto vidvel.

Tal método é simples e eficiente, mas possui a desvantagem de desperdigar algumas

iteragoes depois de encontrar o ponto 6timo.

4.7.2 Implementacao do algoritmo gradiente EV

Em seguida sera apresentada a forma de implementar o algoritmo passo a passo.

Define-se x € x como ponto estaciondrio para o problema (4.13) se Vu € x : (u —x)TV fo(x) > 0
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Passo 0)  Escolher xq e estimar « tal que v < p*. Atribuir f; = oo
Passo 1)  Calcular o(xg)
Passo 2) Se o(x;) =1: calcular fo(xy)
se fo(xg) > fo: ir para passo 6
se nao: fo:= fo(xg), X" :=xy

Passo 3) Calcular E(x) e VE(xy)
Passo 4)  Calcular oy,
Passo 5) Calcular x;11 = x; — x, VE(xy)

voltar passo 1.

Passo 6) ponto 6timo x*

valor 6timo fy

Na figura 4.6 é apresentado o diagrama de blocos representante do algoritmo gra-

diente EV discreto.

controlador planta

Figura 4.6: Diagrama de blocos do sistema discreto

4.8 Execucao do algoritmo gradiente EV

O algoritmo foi implementado com o programa MATLAB 6, e testado com 5 problemas

diferentes, descritos a seguir:
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Problema 1

min 23 + 3

st. 1 +2+1<0
(14052 +22-1<0
200 — x5 +1=0

Problema 2
min (7 —1)% — 2y + 2
s.t. xl—l—:p%—i—l <0
(r1+1)*+23-1<0
%xl —x9+2=0
Problema 3

min  (z; — 1)? — 29 + 2

st. w4+ 134+1<0
(1 +1)>+25—05<0
-2z +22—-3<0
11z — bz +13 <0

—$2—1§0

Neste tltimo problema, a quinta condi¢ao é redundante, entretanto, o desempenho

do algoritmo nao é afetado.

Problema 4

Este problema é o terceiro problema de teste descrito em [64, pp. 353-354], e mod-
eliza a geragao de energia por parte de trés geradores para satisfazer uma determinada
demanda durante um determinado periodo. A funcao objetivo é quadratica estrita-
mente convexa de 15 varidveis. Possui 65 restricoes de desigualdade afins, sendo 36

delas condigoes de limite das variaveis, e nenhuma restricao de igualdade.

Problema 5

O modelo matematico que descreve este problema pode ser achado em [16], com
o indice s383. A fungado objetivo possui 14 variaveis e esta restrita por 28 condigoes

de desigualdade (que correspondem aos limites superior e inferior das varidveis) e uma
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restricao de igualdade afim.

min S 4/,

st. —2; <0 Vie{l,.,14}
2 —0.04 <0 Vie {1,.,5)
2 —003<0  Vie{6,.,14}
Z;il cr; —1=0

sendo ¢; e a; constantes especificadas na pagina mencionada.

Os problemas foram também implementados com a fungao fmincon, do programa
MATLAB 6, conferindo-se os resultados apresentados e comparados com os resultados
do algoritmo gradiente EV. Em todos os casos o ponto étimo e o valor minimo da
funcao objetivo restrita foram achados pelo algoritmo proposto, com comprimento do
passo (4.53), evidenciando assim convergéncia global.

No problema 1, o ponto 6timo é x* = [—0.6667 — 0.3333]7 e o valor minimo da
funcao p* = 0.5556; foi utilizado um valor estimado como minimo da fungao retrita
v = 0.5.

No problema 2, o ponto 6timo é x* = [—1.1111 0.3333]” e o valor minimo da funcio
p* = 6.1235; foi utilizado um minimo estimado v = 5.

No problema 3, o ponto 6timo é x* = [~1.0679 0.2506]% e o valor 6timo p* = 6.0258,
tendo sido utilizado o mesmo minimo estimado ~y do problema anterior.

No problema 4, o ponto 6timo é x* = [8573 164007101 786 3 85 12| e o valor
otimo p* = 78.6979; foi utilizado um minimo estimado v = 50.

No problema 5, o ponto 6timo é
x* = 1072[4 3.32 3.23 3.10 3.09 2.78 2.67 2.49 2.36 2.21 2.04 1.96 2.08 2.58]T e o
valor minimo da funcdo restrita é p* = 7.293 10°%; foi utilizado um minimo estimado
v =510°.

Em todos os problemas, os ganhos \; e v; utilizados foram unitarios.

As trajetorias dos trés primeiros problemas sao apresentados nos seguintes graficos,
onde a partir de diversos pontos iniciais, sao colocados o ntimero total de iteragoes, e

o numero de iteracoes até o ponto 6timo.
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Exemplo 1 diversas trajetdrias a partir de pontos iniciais diferentes (it , it até o minimo)

2~
(31,18)
1.5 x s
regido viavel
2,02
1 min )(1+X2
st x,+x,+1<0
2,2
(x1+1/2) +Xx5-1<0
osh (30,17) 2x,-X,+1=0
-~ ok (30,17)
(34,21)
-0.5
(32,19)
b //'\
=15  (43,30)
-2 Il Il J
-2 -15 -1 -0.5 (0] 0.5 1 1.5 2

Figura 4.7: Implementacao do algoritmo gradiente EV para o problema 1

a partir de diversos pontos iniciais, mostrando convergéncia das trajetorias

Exemplo 2 de diferentes pontos iniciais (it. total , it até o minimo)

(30,16) O
15 regido viavel

0.5

N O (39,25) \ (@7.24)

(35,20)

. 2
min (xl—lz) —X,*+2
st x +xS+1<0
1 22 2
(X, +1)"+x3-1< 0
3/2 xl—x2+2=O

-15

-3 -2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.8: Implementagao do algoritmo gradiente EV para o problema 2

a partir de diversos pontos iniciais, mostrando convergéncia das trajetorias
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(160,154)

regido viavel
-1.51

(44,36)

-3 -2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.9: Implementacao do algoritmo gradiente EV para o problema 3

a partir de diversos pontos iniciais, mostrando convergéncia das trajetérias

O problema 4 foi testado a partir de dois pontos iniciais e foi medido o tempo de
execucgao do algoritmo. O primeiro ponto inicial foi
xo = [2055 1520 60 20 20 60 20 20 60 20 20 60 20], tendo achado o ponto étimo em 753
iteracoes e concluido em 838 iteracoes. O tempo de execugao foi 14.28 s. O segundo
ponto inicial foi xg = [10502155006055701277016]", tendo achado o ponto Gtimo

em 282 iteragoes e concluido em 360 iteracoes. O tempo de execucao foi de 6.21 s.

O problema 5 também foi testado a partir de dois pontos iniciais, e medido o tempo
de execucao do algoritmo. O primeiro ponto inicial foi zy, = 0.01 Vi € {1,..,14},
tendo achado o ponto 6timo em 7416 iteracoes e concluido em 8003 iteragoes. O tempo
de execugao do algoritmo foi de 63.55 s. O segundo ponto inicial foi zy, = 0.02 Vi €
{1, .., 14}, tendo achado o ponto étimo em 6425 iteragdes e concluido em 7012 iteragoes.

O tempo de execucao foi de 55.75 s.

Cabe destacar que a funcao fmincon do programa MATLAB 6 nao foi capaz de
resolver o problema 5 a partir de nenhum dos pontos iniciais testados, apontando um

valor 6timo da fungao igual a infinito apds duas iteragoes.
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4.9 Algoritmo de gradiente projetado

Neste novo algoritmo, quando a trajetoria entra no conjunto viavel, e o gradiente da
funcao de energia faz a trajetdria sair, escolhe-se como lei de atualizagao a projecao do
vetor gradiente sobre a fronteira do conjunto vidvel (ou da restrigdo que estaria sendo
violada). Sabe-se que a matriz P, = [ — % projeta um vetor sobre o hiperplano
normal a y. Assim, definindo o algoritmo de projecao

Proj(VE(x). y) VE(x) se 0(x)(1 —o(x—PBVE(x))) =0 (4.57)

P,2VE(x) seo(x)=1leo(x—[VE(x)) =0

sendo 3 um escalar suficientemente pequeno.

Este método de projecao foi utilizado em [45]. Assim, uma vez que a trajetéria
entra no conjunto viavel, sé se afastarda deste se, no ponto de saida, a fronteira for
estritamente convexa, e nao mais saird se a restricao violada for afim ”.

O algoritmo tem a seguinte propriedade: ||Proj(VE(x),y)|| < ||VE(x)|| (ver [45]).

Assim, chamando X, = x, — SV E(Xy), se 0(x;) = 1 e 0(Xy) = 0, entdo existe j tal
que fj(xz) < 0e fj(Xg) >0, ou hj(xx) =0 e hj(X;) # 0. A projecao sera feita sobre o
gradiente desta fungao, e o escalar 3 é escolhido de maneira tal que f;(X)) ou h;(Xy)
estejam arbitrariamente proximos de zero.

Portanto:

Xp1 = X — Qp (VE(Xk) —o(xp)(1 - U(Xk))v EV(?E)Z—%E)(;%E)(ZS(X]{)) (4.58)

onde «y, ¢é calculado como em (4.53).

Observe-se que este método de projecao é fundamentalmente diferente do método
de projegao ortogonal (4.12), utilizado em diversas bibliografias. Esta projegao pode
resultar de dificil avaliacao, ou cara do ponto de vista computacional dependendo da
forma da fronteira do conjunto vidvel. Em [48] afirma-se que a avaliacao desta projegao

sO é simples no caso da fronteira ser de forma simples, por exemplo um hipercubo ou

"Evidentemente, esta projecdo nao faz sentido no caso do algoritmo continuo, porque neste ji
acontece da trajetéria ficar confinada ao conjunto vidvel uma vez dentro deste.
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uma hiperesfera, para os outros casos, o problema de determinar a projecao ortogonal de
um ponto x sobre um conjunto convexo x ¢ em si mesmo um problema de programacao

nao linear que pode ser descrito como

miny |y —x||

st. ye€yx

Em contraste, a projecao aqui proposta consiste em apenas produtos escalares de

vetores.

Em seguida, serao apresentados os graficos das trajetérias percorridas por este al-
goritmo, utilizando os mesmos problemas descritos na se¢ao anterior e a partir dos
mesmos pontos iniciais, mantendo os mesmos ganhos, o comprimento do passo (4.53)
e minimos estimados. Em todos os casos o ponto 6timo e o valor minimo da funcao

restrita foram achados.

Nestes graficos pode-se observar que, em geral, o nimero de iteragoes no algoritmo
de gradiente projetado é menor que no caso anterior. Porém, esta caracteristica nao
se verifica em todos os problemas e a partir de todos os pontos iniciais. Entretanto, a
previsibilidade da trajetéria (sempre beirando a fronteira do conjunto viavel), faz este

algoritmo atrativo.

Exemplo 1 do algoritmo projetado (it , it até o minimo)

(30,18) h=0

regiéo viavel

i 2an?
min x+x5
st X +x +1<0
B 2,.2
(xl+1/2) +xzfls 0]

2x1—x2+1:[)

29,17,
05 ¢ )

(29,17)

X — N (25,13)

151 (34,22)

Figura 4.10: Implementacao do algoritmo gradiente EV para o problema 1

a partir de diversos pontos iniciais, mostrando convergéncia das trajetérias
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Exemplo 2 com o algoritmo de projecéo (it. total , it até o minimo)

regido viavel

(63,49)

0.5

-0.5

-1 (63,49)

min (x,~1)%-x_+2
1S Xy
st x,#xC+1<0
2,2
(x,+1)* -1 0
312 x,~%,+2=0

-15

Figura 4.11: Implementacao do algoritmo gradiente EV para o problema 2

a partir de diversos pontos iniciais, mostrando convergéncia das trajetérias

Problema 3 com o algoritmo de projegé&o (it , it até o minimo)
2~

min (x,~1)°~x,+2
st x +xo+1<0

2,2
(¢, +1)*+x2-0.65 0
~2%,+x,~3< 0
11x175x2+13s 0
—xz—ls 0

(18,15)

(11,8)

regido viavel
-15r-

(37.33)

Figura 4.12: Implementacao do algoritmo gradiente EV para o problema 3

a partir de diversos pontos iniciais, mostrando convergéncia das trajetérias

O problema 4 foi testado a partir dos mesmos dois pontos iniciais. A quantidade de
iteragoes para o primeiro ponto inicial foi de 244 até o ponto 6timo e 289 até a parada
do algoritmo. O tempo de execucao foi de 15.98 s. A partir do segundo ponto inicial,
o algoritmo empregou 218 iteracoes para achar o ponto 6timo, e 331 até se deter. O

tempo de execucao foi de 17.96 s.
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O problema 5 foi testado a partir dos mesmos pontos iniciais também. Para o
primeiro ponto inicial, o algoritmo achou o ponto 6timo em 103271 iteragoes, se de-
tendo em 103880 iteragoes, com um tempo de execucao de 2122.7 s. A partir do segundo
ponto inicial, o algoritmo demorou 104708 iteracoes para achar o ponto 6étimo e 105317

até se deter, demorando 2172.7 s para sua execugao.

A seguinte tabela resume os resultados obtidos nos diferentes problemas a partir de
todos os pontos iniciais testados. No caso dos problemas 1, 2 e 3, o tempo de demora
dos algoritmos é um dado inconclusivo, pois diferentes execugoes forneceram resultados
diferentes, e em todos os casos na ordem das centésimas de segundo. Por tal razao esses

dados nao foram incluidos.

gradiente EV gradiente projetado fmincon
*o it. it.m. | t[s] it. it.m. | t [s] it. | nCa.f | t[s] x" "
[-1.5;1.5]1 43 30 N.T. 34 22 N.T. 3 15 N.T.
[-0.5;1.5] 35 22 N.T. 26 14 N.T. 3 15 N.T.
[-0.4;-0.71 32 19 N.T. 34 22 N.T. 2 11 N.T.
[0.2;-0.5] 34 2 N.T. 25 13 N.T. 2 11 N.T. [-0.67;
! [1;0] 30 17 N.T. 29 17 N.T. 2 11 N.T. -0.33] 0.56
[-0.5;1.5] 31 18 N.T. 30 18 N.T. 3 15 N.T.
[-0.7;0.51 30 17 N.T. 29 17 N.T. 2 11 N.T.
[-1.2;0] 23 10 N.T. 22 10 N.T. 2 11 N.T.
[-1;-0.8] 39 25 N.T. 63 49 N.T. 6 28 N.T.
[0.5;5-1] 35 20 N.T. 63 49 N.T. 6 27 N.T.
[-1;0.81 32 15 N.T. 29 15 N.T. 5 23 N.T. [-1.11;
2 [-1.5;1.5] 30 16 N.T. 63 49 N.T. 6 27 N.T. 0.33] 6.12
[-1.7;01 37 24 N.T. 66 52 N.T. 4 19 N.T.
[-2.5;0] 39 25 N.T. 63 49 N.T. 5 23 N.T.
[-0.7;-1.5] 44 36 N.T. 37 33 N.T. 7 31 N.T.
[0;-0.5] 12 6 N.T. 11 8 N.T. 6 27 N.T. [-1.07;
3 [-1.5;1.5] 160 154 N.T. 18 15 N.T. 6 27 N.T. 0.25] 6.02
[-2.5;01 17 9 N.T. 13 10 N.T. 6 27 N.T.
X0, 838 753 14.28 289 244 15.98 9 169 3.84
4 X0q 360 282 6.21 331 218 17.96 7 135 2.14 x] 78.70
zg, = 0.01 8003 7416 63.55 103880 103271 2122.7 - - -
i€ {1..14}
5 zg, = 0.02 7012 6425 55.75 105317 104708 2172.7 - - - *5 7.20E5
i€ {1..14}

Tabela 4.1: Resultados das implementagoes dos diferentes algoritmos, onde
it.=iteragoes, it.m.=iteracoes até o ponto minimo,
t=tempo, n°a.f.=nimero de avaliagoes da funcao, N.T.=nao testado.

X0, = [2055 1520 60 20 20 60 20 20 60 20 20 60 20]"
X, = [10502155006055701277016]"
x;=[857316400710178638512]"

x; = 10724 3.32 3.23 3.10 3.09 2.78 2.67 2.49 2.36 2.21 2.04 1.96 2.08 2.58]"
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4.10 Conclusoes deste capitulo

Os algoritmos apresentados demonstraram ser eficientes na busca do valor minimo de
uma funcdo convexa (ou estritamente quase-convexa dentro do conjunto vidvel) restrita
por condicgoes de desigualdade convexas e de igualdade afins, a partir de qualquer ponto
inicial, achando este valor assim como o ponto 6timo nos cinco problemas apresentados
a modo de exemplo.

Porém, algumas observacoes e propostas de trabalho futuro merecem ser men-
cionadas.

1) Os problemas também foram implementados utilizando a fungdo fmincon do
programa MATLAB 6 e a partir dos mesmos pontos iniciais. Esta funcao utiliza
um método SQP, quase-Newton, busca em linha. O nimero de iteragdes nos qua-
tro primeiros problemas apresentados foi muito menor que os dos nossos algoritmos
discretos (4.50) e (4.58) (o maior nimero de iteragdes foi 9, no problema 4 a partir
do primeiro ponto inicial), assim como o tempo de execuc¢ao no caso do problema 4.
Porém, cada iteracao de um método SQP realiza calculos envolvendo estimativas do
jacobiano e do hessiano. Estes calculos requerem um nimero de operagoes de ponto
flutuante que cresce como o cubo do ntumero de varidveis. Os algoritmos discretos
propostos (4.50) e (4.58), com comprimento de passo (4.53), por outro lado, utilizam
apenas o calculo de gradientes e produtos escalares. Desta forma, espera-se que, para
problemas maiores (i.e., com maior nimero de variaveis), haja ganhos dos algoritmos
propostos em relacao a algoritmos que utilizem informagao de jacobianos e hessianos,
ainda que estes realizem um nimero reduzido de iteracoes. Esclarecemos que o compri-
mento do passo alternativo (4.56), proposto quando nao é possivel estimar o minimo ~,
e que nao foi utilizado nas implementacoes dos algoritmos, também exige a utilizacao
do hessiano da fungao objetivo. Além disso, como ja foi apontado, a fun¢ao fmincon
mostrou-se incapaz de achar o valor étimo no caso do quinto problema apresentado,
ao passo que os algoritmos (4.50) e (4.58), embora empregando um nimero considera-

vel de iteragoes e tempo de execucao, achou estos valores a partir dos pontos iniciais
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testados.

2) Mostrou-se a necessidade de implementar um critério de parada para os algorit-
mos discretos mais eficiente, pois o utilizado realiza algumas iteragoes a mais.

3) No caso da fungao objetivo ndo ser convexa, e apresentar minimos locais e um
minimo global, existe a possibilidade, nao pesquisada no presente trabalho, de utilizar
outras funcoes diferentes do gradiente conjugado, mas seguindo a filosofia de imple-
mentacao de um sistema de controle em malha fechada a estrutura varidvel. Alguns
destes algoritmos a serem implementados podem ser o HBF (heavy ball with friction)
e o DIN, apresentados em [3].

4) Mostrou-se também a necessidade de realizar uma avaliagdo quantitativa dos
erros produzidos pelos algoritmos (4.50) e (4.58), isto é, quantificar o erro na determi-

nacao do ponto 6timo achado e o nivel de satisfacao das restricoes neste ponto.

Dadas estas consideracoes, achamos que o conceito de chaveamento pode render

futuras pesquisas que resultem em algoritmos mais eficientes.
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Capitulo 5

Algoritmo para desigualdades
variacionais baseado em sistema
dinamico gradiente projetado
utilizando uma funcao de Liapunov

de controle

5.1 Introducao

O problema de desigualdades variacionais tem muitas aplicagoes importantes em uma
ampla variedade de campos da ciéncia e da engenharia, os quais incluem economia
de redes, engenharia de transportes, teoria de jogos, controle, processamento de sinais,
sistemas de identificacao, projetos de filtros, andlise de regressao, projetos de estruturas,
projetos mecanicos, planeamento de redes elétricas, entre outros (ver [26], [30] e suas
referéncias). Também problemas de otimizagdo tais como minimizacdo de fungoes
convexas restritas a um dominio convexo ou nao, programacao linear e quadratica,
programacao nao linear, assim como problemas de minimax podem ser formulados

como desigualdades variacionais.

No capitulo referente a otimizacao convexa, foi apresentado um algoritmo continuo

destinado a resolver problemas de otimizacao convexa baseado em um sistema dinamico
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gradiente a estrutura variavel projetado utilizando uma func¢ao de Liapunov de controle
(CLF). Tal algoritmo é discretizado e seu comprimento do passo otimizado utilizando
controle 6timo de Liapunov (LOC).

Algoritmos especificos para a resolucao de problemas de desigualdade variacional sao
menos abundantes na bibliografia. Porém, dentre os apresentados, podemos mencionar
como principais inconvenientes encontrados:

1) A utilizagdo da projegao ortogonal, a qual é de dificil avaliacdo exceto se a
fronteira do conjunto vidvel tiver uma forma simples (por exemplo, um hipercubo ou
uma hiperesfera [48, p. 41]). Esta projecao é utilizada em [38], [37], [74], [83], [80],
[82], [65], [71], [81] e [46].

2) A exigéncia do ponto inicial estar dentro do conjunto vidvel, o qual, dependendo
do problema, pode ser de costosa resolugdo do ponto de vista computacional ([38], [74],
371, [7]).

3) Limitagoes com respeito as restri¢oes que determinam o conjunto vidvel ou a
fungao objetivo. Por exemplo, [53] considera apenas a existéncia de restri¢oes de de-
sigualdade, [81] considera como conjunto vidvel um hipercubo, assim como [31] con-
sidera restrigoes de igualdade dentro do ortante nao negativo. Em [46] é exigida uma
fungao objetivo pseudomonotona no conjunto viavel, em [30], [37], [75], [80], [85], [31],
[81] e [7] que a fungao objetivo seja mondtona em todo seu dominio ou no conjunto
vidvel, em [38] e [83], que seja fracamente co-coerciva.

4) No caso dos algoritmos continuos, nao sao apresentadas as discretizacoes destes
([30], [53], [31], [46]).

5) No caso dos algoritmos discretos, a escolha do comprimento de passo é justificada
experimentalmente, sem qualquer prova da sua qualidade e vantagens com respeito a
outras escolhas ([38], [74], [85], [7], [83], [37], [71], [75], [31]).

6) O incremento da dimensao do problema. Em [30] e [53] os algoritmos possuem
uma dimensao igual ao niimero de variaveis mais o niimero de restri¢goes que conformam
o conjunto vidvel; em [37], a dimensao do problema incrementa-se com o nimero de
restrigoes de igualdade; em [31], é de duas vezes o nimero de varidveis mais o nimero

de restrigoes.

Seguindo idéentica metodologia utilizada no capitulo de otimizagao convexa, apresenta-
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se aqui um novo algoritmo continuo para resolver problemas de desigualdades varia-
cionais baseado em um sistema de controle em malha fechada a estrutura variavel, o
qual apresenta uma trajetéria em modo deslizante ao longo da fronteira do conjunto
viavel, e nao mostra os inconvenientes apontados. A lei de atualizacao das variaveis
é projetada utilizando uma fungao de Liapunov de controle (CLF). Este algoritmo é
discretizado otimizando o comprimento de passo segundo a teoria de controle 6timo
de Liapunov (LOC), resultando em um algoritmo iterativo simples de implementar in-
dependentemente da dificuldade do problema. Esta abordagem contrasta com aquela
baseada na escolha do comprimento do passo de iteracao por secionamento do dominio,
cuja dificuldade é proporcional a dimensao do problema (nimero de varidveis, nimero
de restrigoes, etc.).

O capitulo esta organizado como segue. Na secao 2 sao apresentados preliminares
necessarios para o entendimento do problema. Na secao 3 é abordada a descrigao do
problema. Na secao 4 sao apresentados os problemas de teste que serao utilizados.
Na secao 5 sao analisados outros algoritmos apresentados na bibliografia. Na secao 6
¢ desenvolvido o algoritmo continuo para a resolucao do problema de desigualdades
variacionais. Na secao 7 o algoritmo continuo é simulado. Na secao 8 o algoritmo ¢é
discretizado e sua convergéncia analisada. Na secao 9 ¢é apresentada a versao proje-
tada do algoritmo discreto. Na secao 10 os algoritmos sao testados. Na secao 11 é
discretizado o algoritmo apresentado em [30] com comprimento de passo otimizado por
LOC. Na secao 12 outros algoritmos discretos sao apresentados sem qualquer prova de

convergéncia. Finalmente, na secao 13 sao apresentadas as conclusoes deste capitulo.

5.2 Preliminares

Nesta secao serao apresentadas diversas definicoes, lemas e teoremas necessarios para

o entendimento do problema.

Definigao 5.2.1 Ponto fizo ([50, p. 7]).
Muitos problemas de andlise nao linear podem ser resolvidos por meio de teoremas

de ponto fixro. Dado um mapeamento de um conjunto 2 C R™ nele mesmo, £ : Q — Q,
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um ponto x € {) € chamado de ponto fixo de f se
f(x) =x (5.1)
Definicao 5.2.2 Um mapeamento f : Q0 — Q € um mapeamento de contracao se
Vx,y €Q, 0<a<l: If(x) —f(y)| < a|x —y]
Quando o =1 o mapeamento chama-se nao expansivo.

Definicao 5.2.3 Um mapeamento f(x) : Q0 — Q é Lipschitz continuo se existe uma

constante L > 0 tal que
Vx, y € [If(x) —f(y)l| < Llx -y

Teorema 5.2.4 Seja S espagco métrico completo e £ : S — S um mapeamento de

contragao, entao existe um unico ponto fixo de £ (ver prova em [50, p. 8]).

Teorema 5.2.5 Teorema de Brouwer.
Seja £ um mapeamento continuo sobre um conjunto 2 C R"™ convexo compacto, nele

mesmo, entao f : Q — Q admite pelo menos um ponto fixo (ver prova em [50, p. 8]).

Definicao 5.2.6 Projecao ortogonal sobre um conjunto convexo.
Seja 0 um subconjunto fechado e convexo de um espaco de Hilbert real H, para todo

x € H, define-se como a projecao ortogonal de x em €2:
Prq[x] = argmin ||x — y|| Vy € Q (5.2)
yeQ

Lema 5.2.7 Seja ) um subconjunto fechado e convero de um espaco de Hilbert real

H, entdo para cada x € H existe um unico ponto'y € Q) tal que y = Prq[x| (ver prova

em ([50, p. 8] e [26, p. T7]).

Note-se que para todo x € : Prg[x] = x.
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Teorema 5.2.8 Seja () um subconjunto fechado e convexo de um espaco de Hilbert H,

entao y = Prg[x] se e somente se
e y'(x-y)=x"(x'-y)
(ver prova em [50, pp. 9-10] e [26, p. 77]).
Corolario 5.2.9 Para todo x € H
(x — Pro[x))"(y — Prg[x]) <0 Vy €Q

A prova € imediata a partir do teorema (5.2.8).

Corolario 5.2.10 O operador Prq € nao expansivo, isto €
Vx, x' € H: ||Pro[x] — Pro[x']|| < |Ix —X/||

Prova ([50, p. 10], [26, p. 77]):

Sejam 'y = Prq[x] ey’ = Prq[X/], entdo, por teorema (5.2.8)

yi(z—y)>x"(z-y) Vz€Q
yHz-y)zx"(z—y) VzeQ

Escolhendo z = y' na primeira desigualdade e z =y na sequnda desigualdade e

somando ambas, obtemos:

ly —yIP< (x—x)(y—y) <|x—%|lly =¥l
= |y -y < [x—x|

Portanto Prq[x] € um operador globalmente Lipschitz continuo sobre R™.
Mais ainda, [83, Lema 2.2] afirma, sem demonstragao

vx, X' € H:  |[Pro[x]—Pro[x]||* < [x—x|* = || (Pro[x] - x) — (Pro[x] —x)||* (5.3)
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Lema 5.2.11 A funcdo

1
px) = 5 lx — Profx] [} vx € R"

¢ continuamente diferencidvel em x. Mais ainda
Vp(x) = x — Prg[x]

(ver prova em [26, p. 78]).

O operador de projecao ortogonal nem sempre pode ser calculado analiticamente,
ou seu calculo pode resultar costoso do ponto de vista computacional. Tal calculo
apenas ¢ simples quando x € () ou quando a fronteira do conjunto convexo ) tem uma
forma simples, por exemplo um hipercubo ou uma hiperesfera ([48]). Por exemplo,

paraocaso Q ={x e R" |[; <z; <w;, Vi=1,.,n}:

li, = <l

Uiy, T; > Uy

Note-se que u; poderia ser +oco e [; poderia ser —oo. Para o caso 2 = {x €

R™ | ||x —c|| <r, r >0}, onde c € R" e r € R s@o duas constantes:

X, [x —cff <

Pro[x] = (5.5)

ct+ g lx—cl[>r

Para os outros casos, o problema de determinar a projegao ortogonal de um ponto
x € H sobre um conjunto convexo 2 C H é em si mesmo um problema de programacao

nao linear que pode ser descrito como

miny |y —x||

st. yeQ
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5.3 Descricao do problema

Dado um conjunto y € R" convexo, chamado de conjunto viavel e definido por
x ={x € R"|g(x) <0, h(x) = 0} (5.6)

onde g(x) = [g1(X), .., gm(x)]T : R® — R™ tal que Vi € {1,..,m} : g;(x) convexa,
continua com derivadas parciais continuas, e h(x) = [h(x), .., hy(x)]" : R" — RP? tal
que Vi € {1,..,p} : hy(x) afim, continua, com derivadas parciais continuas. Seja uma
funcao f : x — R™ um mapeamento Lipschitz continuo, chamada funcao objetivo,
define-se como o problema de desigualdade variacional VI(f, y), a encontrar um ponto
x* € x tal que

(x —x")Tf(x*) >0 Vvxex (5.7)

O problema (5.7) nem sempre admite solu¢ao. Por exemplo, se x = R, f(z)(y—z) >

0 para todo y € R, ndo admite solucao para f(z) = e*.

Teorema 5.3.1 Seja x C R™ convezo fechado e f : x — R"™ continuo, uma condi¢ao
necessdria e suficiente para a ezisténcia de solu¢ao do problema (5.7) € que ezista
R >0 tal que uma solugio xg € x N B(0, R) (bola fechada de centro 0 € R™ e raio R)
de (5.7) satisfaca:

Ixrl < R

(ver prova em [50, p. 13]).

A partir deste teorema podem ser derivadas muitas condi¢oes suficientes de exis-

téncia. Por exemplo

Corolario 5.3.2 Se existe f : x — R" que satisfaz

(f(x) — £(x0))" (x — %)

1% = xo|

— 00 quando ||x|| — o0 Vx €y

para algum xo € x, entdo existe solugio de (5.7).

A solucao de um problema de desigualdade variacional em geral nao é tnica.

Chamaremos ao conjunto solucao de x*. Porém, existe uma condi¢ao muito natural
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para garantir unicidade. Suponha-se que xj, x5 € x* sao duas solugoes do problema
(5.7). Portanto
fx1)"(y —xi) >0 Vyex
f(x5)"(y —x3) 20 Vy€x
Escolhendo y = x3 na primeira desigualdade e y = xj na segunda desigualdade e

somando ambas, obtemos:
(F(xD) — £(x3)" (x] — x5) <0
Portanto uma condigao natural suficiente para garantir unicidade seria ([50, p. 14])
(f(x) —fx)N) ' (x—x)>0 vx, X € yex #x (5.8)

Definicao 5.3.3 ([50, p. 15]) Um mapeamento f(x) : x — R™ é mono6tono em x se e

somente se

vx, X €y (F(x) —f(x) '(x—x)>0 (5.9)

O mapeamento € estritamente monotono em x se a igualdade se mantém apenas
para x = X', isto é, quando (5.8) € vdlida, e é fortemente mondtono se eziste uma

constante 3 > 0 tal que
vx, x' € x (f(x) —f(x)T(x —x) > plx — x||? (5.10)

Claramente, as defini¢oes estao ordenadas do condicionamento mais fraco ao mais
restrito, isto €, monotonicidade forte implica monotonicidade estrita que por sua vez

implica monotonicidade.

Em [30] os autores esclarecem que a defini¢ao acima refere-se a mapeamentos (estri-
tamente, fortemente) monotonos em x, mas um mapeamento poderia ser (estritamente,
fortemente) monotono apenas para um ponto do conjunto viavel, isto é, se para algum
y € x tal que

vxexex#y (f(x)—£(y) (x-y)>0

entao o mapeamento é mondtono (estritamente para o caso da desigualdade ser estrita,
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fortemente para o caso da expressao do lado esquerdo da desigualdade ser maior ou
igual a §||x — y|* para algum 3 > 0) apenas com respeito a um ponto y € y. Que
um mapeamento f : y — R" seja (estritamente, fortemente) monotono para um ponto
y € x nao implica que este seja (estritamente, fortemente) monotono para todo o

conjunto convexo x.

Definig¢ao 5.3.4 Um mapeamento f(x) : x — R™ ¢ pseudomonotono em x se ([74])
vx,yex, x2y fy)(x-y)>0 = fx)"(x-y) >0 (5.11)
O mapeamento € estritamente pseudomonotono em x se ([46])
v,y €ex, x#y fy)'(x-y)20 = f(x)(x-y)>0 (5.12)
O mapeamento é fortemente pseudomondtono em x se existe 3 > 0 tal que ([46])

VX, yex, x#y fy)x-y)>0 = fx)T(x-y)>gx-y|* (513)

Aqui também as definicoes estao ordenadas do condicionamento mais fraco ao mais

forte.

Observe-se que monotonicidade (estrita, forte) em x implica pseudomonotonicidade

(estrita, forte) em x, sendo portanto estas ultimas condigdes mais fracas.

Lema 5.3.5 Seja f(x) : x — R™ diferencidvel, entao

(a) £(x) € mondtona em x se e somente se Dg(x) = 0, para todo x € x.

(b) f(x) € estritamente mondtona em x se e somente se De(x) = 0, para todo
X € X.

(c) £(x) € fortemente mondtona em x se e somente se Dg(x) € uniformemente

positiva definida, isto €, existe uma constante 3 > 0 tal que, para todo x € x:
y' De(x)y > Blyl* vy €R"

(ver prova em [26, p. 156]).
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Seja x* um elemento do conjunto solugao de VI(f(x), x), uma condi¢do do mapea-

mento f(x) que serd exigida posteriormente é

vx € Y\x* f(x)T(x—x*) >0 (5.14)

A condigao (5.14) evidentemente é observada se o mapeamento for estritamente
mondtono com respeito a x*. Mais ainda, Solodov ([74] e [71]) nota que a condigao se
observa se o mapeamento for estritamente pseudomonoétono, e que inclusive nao é dificil
achar exemplos onde (5.14) é observada mesmo para mapeamentos nem estritamente
pseudomonotonos nem estritamente monotonos, sendo portanto esta condicao mais

fraca que as apontadas.

A seguinte figura ilustra a condigao (5.14)

Figura 5.1: Representacao da condigao (5.14) exigida

Lema 5.3.6 Seja f : x; — R™ um mapeamento continuo estritamente monodtono de
um conjunto fechado convexo x1 C R™. Seja xo C x1 fechado convero. Suponha-se que

existem solugoes dos problemas
Ix; € x; tal que f1(x;)(y —%x;) >0 Vye€yx;, j=1,2

(i) Se f(x3) = 0, entdo x; = Xa.

(ii) Se f(x3) # 0 e x1 # Xo, entdo o hiperplano 7 (xs)(y — %) = 0 separa x; de xo.

Ver prova em [50, prop. 4.6].
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5.3.1 Funcao de erro

A resolucao do problema (5.7), VI(f, x), supondo a existéncia tnica de solugao, pode

ser descrito também como o problema de encontrar x* € y tal que
x* = Pr[x* — f(x")] (5.15)

ou, equivalentemente, a achar o ponto zero da funcao de residuo ou erro definida em

(53], [54] e [72], entre outros, como
e(x) :=x — Pr,[x — f(x)] (5.16)
Em [38] e [74] esse erro é definido como

e(x, ) := x — Pr,[x — pf(x)] (5.17)

para algum 3 > 0, sendo portanto e(x) = e(x,1). Este residuo ou erro pode ser
visto como uma distancia entre um ponto x e a solugao unica do problema x*. Por
tal motivo, podem ser utilizados como critérios de parada de um algoritmo continuo

destinado a resolver (5.7)

le(x)loo

Te@(0) = — ¢

le(x)[lc <€ ou

para alguma constante € > 0 arbitrariamente pequena. Em [54, Lema 3] e [26, p.
78], demonstra-se que o erro assim definido é Lipschitz continuo no conjunto viavel se

também o for a funcao objetivo.

5.3.2 Propriedades da funcao de erro
As seguintes 4 desigualdades foram adaptadas de [53].
a) Desde que Pry[x — f(x)] € x =

f7(x*)(Pry[x — f(x)] —x*) >0 Vx€R” (5.18)
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b) A partir do corolario (5.2.9):

(x = Pry[¥)]"(y = Pry[x]) <0 Vy e x
~ (x— £(x) — Pryx — F) TG — Prfx— f) <0 (5.19)
= (e(x) — f(x))T(Pry[x — f(x)] —x*) >0 VxeR"

c) A partir de (5.9), considerando f(x) mondtono com respeito a x*:
{f(Pr, [x — f(x)]) — f(x*)}" (Pry [x — f(x)] —x*) >0 V¥Yx€R" (5.20)

d) Definindo:
d(x) := e(x) = {f(x) — f(Pry [x = f(x)])}

e somando (5.18), (5.19) e (5.20):

= {f(x") +e(x) — f(x) + (F(Pry [x — f(x)]) — £(x*))}" (Pry [x — f(x)] —x*) > 0
d(x)?(Pr, [x — f(x)] —x*) >0
d(x)"(x —x" —e(x)) > 0

(5.21)

As seguintes desigualdades serao apresentadas sem demonstragao.

e) Vx € x, Vi € {1,..,m} tal que Vg;(x—f(x)) # 0, Vj € {1,..,p} tal que Vh;(x—

f(x)) # 0,
(X f(X))

10— Pt > LT

Observe-se que as desigualdades sao validas tanto para as restrigoes violadas como
para aquelas observadas, independentemente do ponto x—f(x) estar ou ndo no conjunto
vidvel. No caso de g;(x—f(x)) ser a unica restrigao violada nesse ponto e esta ser afim,

vale a igualdade em (5.22). Idem se h;(x—f(x)) for a Unica restri¢do violada em (5.23).

f) Vx € x
[x — Pry[x — f(x)])" [x — f(x) — Pry[x — f(x)]] < 0 (5.24)
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g) Vx € x

[x = Pry[x = fx)]]| < [f(x)]] (5.25)

h) vx € x
f7(x) [x — f(x) — Pry[x — f(x)]] <0 (5.26)

i) Vx € x
[x — Pr,[x — f(x)]]" f(x) >0 (5.27)

De (5.24), (5.26) e (5.27) ¢ facil concluir que

0< e’ < " (x)f(x) < [[fx)] (5.28)

Lema 5.3.7 ([38] e [37]) Para todo x € x e dois escalares 0 < a1 < ag, tomando

como fungao de erro (5.17), temos:

le(x, an)[| < fle(x; as)| (5.29)

le(x, )l 5 Jle(x, a2)l]

aq Qo

(5.30)

Lema 5.3.8 ([38] ¢ [37]) Seja £ : R™ — R™ um mapeamento Lipschitz continuo estri-
tamente mondtono em um conjunto fechado convexo x C R™, e seja X* solugao unica

do problema VI(f,x ), entdo para todo x € R", existe uma constante C' tal que

Ix = x| < Clle(x)]] (5.31)

Lema 5.3.9 ([85]) Sejaf(x) : R™ — R™ um mapeamento continuo fortemente mondtono
com respeito ao conjunto vidvel convexo x C R™ com maodulo 3 > 0, e X* solugao unica

do problema VI(f, x), entdo, para todo v > 1/

|x — X*||2 < 2ue(x, I/)Tf(X) — |le(x, 1/)||2 Vx € x (5.32)
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5.3.3 O problema de otimizacao convexa como um caso par-

ticular de desigualdade variacional

Dado o problema geral de otimizagao convexa:

min  fo(x)
st. g(x) =20 (5.33)
h(x) =0

onde fy(x): R® — R, convexa, continua e com derivadas parciais continuas, g(x) =
[91(X)..gm(x)]T : R" — R™ tal que Vi € {1,..,m} : g¢;(x) convexa, continua e com
derivadas parciais continuas e h(x) = [hy(x)..h,(x)]T : R® — RP? tal que Vi € {1,..,p} :

hi(x) afim, continua e com derivadas parciais continuas. Definindo o conjunto vidvel

x ={x|gx) 20, h(x) =0}

é sabido ([17, p. 139]) que o ponto 6timo x* que minimiza fy(x) dentro do conjunto

viavel x, seja esta solugao inica ou nao, esta sujeito a condigao
VIifo(x*)(x—x*) >0 Vx€y (5.34)

e este é exatamente um problema de desigualdade variacional definido para o mesmo
conjunto vidavel x e com fungao definida como um mapeamento gradiente f(x) =

V fo(x). Podemos definir, portanto, o seguinte teorema

Teorema 5.3.10 Um ponto x* € x, com x C R" convexo € o ponto étimo do problema

(5.33) se e somente se este ponto € solugdo do problema (5.7) definido como VI(V fy, x).

E sabido ([46] e suas referéncias) que uma funcao objetivo fo(x) diferencidvel ¢
(estritamente) convexa se e somente se seu gradiente for (estritamente) mondtono.
Mais ainda, a funcao é (estritamente) pseudoconvexa se e somente se seu gradiente for
(estritamente) pseudomondtono. Se o gradiente for fortemente pseudomondtono, entao
a funcao objetivo escalar é fortemente pseudoconvexa, mas a reciproca desta afirmacao

nao é verdadeira.
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Nos casos em que a funcao f(x) ndo corresponder ao gradiente de uma fungao

escalar, o mapeamento chama-se assimétrico em Y.

Observe-se que, assim como o problema VI(f, x), o problema de otimizagao convexa
(5.33) pode admitir mais de uma soluc¢do. Nos casos:

i) fo(x) afim, por condigao de primeira ordem das fungoes convexas ([17, p. 69])

Vy,xexey#x: VIfy(x)(y
)

—x) = foly) = fo(x)
VI fo(y)(x —y) = fo(x)

fo(x) = foly)
= (VT fo(x) =V fo(y))(y —x) =0
= (Vfo(x) = Vi(y) (x—y)=0

Portanto V fy é monotono mas nao estritamente e a solugao pode nao ser tnica.

ii) fo(x) estritamente convexa, por condi¢ao de primeira ordem das fungdes convexas

Vy,xexey#x: V() (y—x) < foly) = fo(x)
Vo) (x—y) < fo(x) = fo(y)
= (VT fo(x) = VT fo(y))(y —x) <0

= (Vfo(x) = Vfo(y) (x—y) >0

Portanto V fj é estritamente monotona e a solugao é unica.

A reciproca destas afirmagoes nao é verdadeira, isto é, nem todo operador (estrita-
mente) mondtono é um mapeamento gradiente de uma fungao (estritamente) convexa

(ver um contraexemplo em [50, pp. 16-17]).

Observe-se também que o problema VI(f, x) com y C R" convexo e f(x) = V fo(x) :
x — R" pode nao corresponder a um problema de minimizacao convexa como descrito

em (5.33), pois fp pode nao ser convexa.

Efetivamente, dada uma fun¢ao fy(x) : x — R nao necessariamente convexa, se x*
¢ o ponto 6timo de fy(x) (o ponto que minimiza fy(x) dentro de x), entao para todo

x € x: VI fo(x*)(x —x*) > 0, sendo portanto x* solugao do problema VI(V fo(x), x).

A reciproca desta afirmagao nao é verdadeira, isto é, nem todo ponto X € y tal que
para todo x € x : VT fy(X)(x — x) > 0, é ponto 6timo (minimizador) de fy(x) dentro

de x.
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Portanto, nem todo problema de desigualdade variacional onde a funcao é um ma-

peamento gradiente corresponde a um problema equivalente de otimizacao convexa.

5.3.4 Problemas equivalentes

O problema de desigualdade variacional VI(f(x), x) é, na maioria dos casos, nao trivial
e de dificil solucao, tanto analitica como achada através de métodos numéricos ou
algoritmos.

Uma estratégia para encontrar uma solucao consiste em formular o problema de
uma maneira que, sob certas condigoes, seja equivalente, isto é, apresente igual solugao
do problema original.

Jé foi mencionado que o valor que zera a funcao de erro e(x) = x—Pr, [x — f(x)] é
solucao do problema de desigualdade variacional. Porém, a dificuldade deste problema
é, na maioria dos casos, similar.

Solodov e Tseng ([75] e suas referéncias), mencionam outros problemas equivalentes,
que serao apresentados a continuacao.

Define-se como funcao gap

g(x) := max f’(x)(x — y) (5.35)

YEX

O valor x € x que minimiza esta funcao dentro do conjunto viavel é solucao do
problema VI(f, x).

A dificuldade que encontram os algoritmos baseados em métodos de decrescimento
da fungao (5.35) consiste em que esta nao ¢ diferenciavel.

Uma solucao a este problema é a utilizacao da chamada fungao gap regularizada:

1

. — fT o o . 2
Ja(X) max (x)(x—y) 2OéHX yl|
1

=1 (x) (x — Pr, [x — af(x)]) — %Hx — Pr, [x — af(x)]||?

onde o é uma constante positiva. Esta funcao é continuamente diferenciavel, e estd
demonstrado ([75] e suas referéncias) que se x* é ponto estacionédrio do problema de
minimizar g,(x) sujeito a x € x, e o jacobiano da fungao objetivo nesse ponto, Dg(x*)

for positivo definido, entdao x* é solugao do problema VI(f, ).

213



Solodov e Tseng ([75]) utilizam a chamada funcao D-gap
hog(x) == ga(x) — gs(x) ondea >3 >0 (5.36)

A fungao (5.36) é continuamente diferenciavel, e estd demonstrado ([75] e suas
referéncias) que se x* é ponto estaciondrio do problema de minimizar h, 5(x), sujeito
ax € Y, e se o jacobiano da fungao objetivo nesse ponto, Dg(x*), for positivo definido,

entao x* é solugao do problema VI(f, x).

5.3.5 Desigualdades variacionais generalizadas

Muitos problemas de otimizacao podem ser planteados como problemas de resolucao de
desigualdades variacionais generalizadas. Este conceito é mais geral que o de desigual-

dades variacionais, pois abrange este assim como outros problemas de otimizacao.

Definicao 5.3.11 (/81))

Dados dois mapeamentos g, £ : R® — R", e um conjunto convexo x C R", define-se
como problema de desigualdade variacional generalizada (GVI) ao problema de encon-

trar X* € x, tal que g(x*) € x e
vx €x (x—gx)f(x)>0 (5.37)

Segundo esta definicao, pode-se observar que o problema de desigualdade variacional
VI(f, x) pode ser planteado como um problema GVI no conjunto xy de mapeamento

f(x), onde g(x) = x. Portanto, este problema é um caso particular de GVI'.

Definicao 5.3.12 G-monotonicidade ([81])

Um mapeamento f : R — R™ ¢ G-monotono em x* se

ix e R' (%) — £(x)]" [g(x) — g(x")] = 0 (5.38)

!Esta definicao difere daquela apresentada em [82] e [65], que definem o problema como encontrar

x* tal que Vx € y [g(x) — g(x*)]" £(x*) > 0. Solodov em [73], define o problema como encontrar x*

tal que Vx € y [x — g(x*)]” £(x*) > f[g(x*)] — f(x), onde f(x): R™ — R é o indicador do conjunto

vidvel: f(x) =0Vx € x, f(x) = 400 para outros valores.
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O mapeamento f ¢é estritamente G-mondtono em x* se a desigualdade for estrita
para todo x # x*, e fortemente G-monotono em x* se existe uma constante 3 > 0 tal
que

wx e R [f(x) — £x))" [g(x) — g(x")] = fllx — x| (5.39)

Observe-se que estas definigoes correspondem as de monotonicidade, monotonici-
dade estrita e monotonicidade forte, respectivamente, quando g(x) = x.

A expressao

g(x) — Pry [g(x) — f(x)] (5.40)

é igual a zero se e somente se x = x* € y. Portanto, resolver o problema de GVI é
equivalente a achar o zero de (5.40), o qual pode ser utilizado como uma medida de

€rro.

5.4 Problemas de teste

Os algoritmos desenvolvidos neste capitulo serao testados com os problemas descritos
a continuagao.

Problema 1
min 23 + 3

st. 1 +2+1<0
(1 4+05)2+22-1<0
2[L‘1-l’2+1:0

Este é o primeiro problema utilizado no capitulo de otimizagao convexa.

Aqui, o ponto 6timo estd em x* = [—0.6667 — 0.3333]%.

Problema 2
min (7 —1)% — 2y + 2

st. w4+ 234+1<0
(21 +1)2 4+ 22— 0.5 <0
21 +2,—3<0
11z — bz +13 <0

—ZL'Q—]_SO
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Este é o terceiro problema utilizado no capitulo de otimizacao convexa.

O ponto 6timo estd em x* = [—1.0679 0.2506]7 .

Problema 3

Este é o terceiro problema de teste descrito em [64, pp. 353-354], e o quarto utilizado
no capitulo de otimizacao convexa, e modeliza a geragao de energia por parte de trés
geradores para satisfazer uma determinada demanda durante um determinado periodo.
A funcao objetivo é quadratica estritamente convexa de 15 varidveis. Possui 65 restri-
¢oes de desigualdade afins, sendo 36 delas condigoes de limite das variaveis, e nenhuma

restricio de igualdade. Seu ponto 6timo é x* =[8573164007101786 3 85 12]”.

Problema 4
O modelo matemético que descreve este problema pode ser encontrado em [16] com
o indice 8383, e é o quinto problema utilizado no capitulo de otimizagao convexa. A
funcao objetivo possui 14 variaveis e esta restringida por 28 restri¢coes de desigualdade
(que correspondem aos limites superior e inferior das varidveis), e uma restricao de
igualdade afim.
min 3,0 4l
st. —x; <0 Vie{l,..,14}
x; —0.04 <0 Vie{l,.,5}
z; —0.03<0 Vi € {6,..,14}
Zil cr; —1=0
onde ¢; e a; sao constantes especificadas em [16]. O ponto étimo estd em x* =

1072[4 3.32 3.23 3.10 3.09 2.78 2.67 2.49 2.36 2.21 2.04 1.96 2.08 2.58]7".

Problema 5

221 + 215 + 0.00423 — 8
f(x) = 279 + x3 + 0.00723 — 6
221 + @3 + 0.005235 — 4

stz —1e—122<0

2—x%—x2§0
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Este é o exemplo 1 apresentado em [30].

O ponto 6timo estd em x* = [1.083 0.826 0.507]7.

Problema 6
41’1-3[L‘2—ZL‘3+1

f(x) = | —a1+42y — 323+ 1
—3.1'1 — T9 + 433'3 +1
s.t -2z + x% + x% <0

ZL‘l—f—l'g—f-ZL‘g—Q:O

Este é o exemplo 2 de [30].
O ponto 6timo estd em x* = [2/3 2/3 2/3]T.

Problema 7

min fo(x) = (71 — 10)% + 5(zy — 12)? + x5 + 3(z4 — 11)?
—|—10xgj + 7x§ + x‘% — dxgry — 1026 — 827
s.t. 223 + 325 + w3 + 42 + Sy — 127 <0
7x1+3x2+10x§+x4—x5—282 <0
231, —|—:E§ + 61‘% —8x7 — 196 <0
4% + 13 + 2032 — 31179 + Hx6 — 1127 <0

Este é o terceiro exemplo de [30].
O ponto 6timo estd em x* = [2.33 1.95 — 0.48 4.37 — 0.62 1.04 1.6

Note que, neste problema, a funcao objetivo nao é convexa.

Problema 8
min  fo(x) = §57, (221 — T2;)?
s.t. x%i*l — T9; — 1 S 0 1€ {1, ..,77,}

2291 +x2; —3=0

Este é o quarto problema apresentado em [30], onde foi implementado com n = 300

e n = 600.
O ponto 6timo estd em x* = [1.2, 0.6, ..., 1.2, 0.6]7.
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5.5 Algoritmos para a resolucao de problemas de
desigualdades variacionais

Nesta se¢ao serao mencionados e comentados alguns algoritmos, continuos e discretos,
apresentados em diversas bibliografias, destinados a resolver o problema de desigual-
dades variacionais ou de minimizacao convexa aplicando desigualdades variacionais.
Estes algoritmos possuem algumas caracteristicas (como a utilizagdo de projecao or-
togonal, por exemplo) que os fazem representativos de todos aqueles propostos ou

referenciados na bibliografia.

5.5.1 Algoritmo apresentado por Liao ([53])

Em [53], considera-se o problema de minimizacao de uma fungao convexa sujeita apenas
a restricoes de desigualdade convexas. Nao considera, portanto, a presenca de restricoes

de igualdade afins. Define-se:

Milyern  fo(X)

s.t. g(x) <0

(5.41)

onde fp(x) : R" — R convexa, continua e com derivadas parciais continuas, g(x) =
[91(X)..gm(x)]T : R® — R™ tal que Vi € {1,..,m} : g¢;(x) continua, convexa e com
derivadas parciais continuas, e y = {x | g(x) =< 0} conjunto vidvel convexo. E assumido
através de todo o trabalho que o problema é realizavel e que a condigao de Slater ([17,
p. 226]) se verifica. Esta condigdo exige que exista x € yx tal que g(x) < 0, existindo
portanto dualidade forte e garantindo a observancia das condigoes KKT (ver [17, p.

243)), isto ¢, que existe y* € R7 tal que

V fo(x*) + Dg (x*)y* = 0
yro (5.42)
g(x") 20

sendo x* o ponto timo do problema (5.41).

Liao ([53]) transforma o problema (5.41) em um problema de desigualdade varia-
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cional, definindo:

X V fo(x) + DT (x
u= e R™t™, f(u) = folx) e (X)y R RV (5.43)

y —g(x)
e considerando o problema VI(f(u),), onde @ = {u € R"™ | x € R", y € R}'},

consistente em achar u* tal que Vu € Q: (u — u*)Tf(u*) > 0.

Observe-se que poderia ser considerado simplesmente o problema de desigualdade
variacional equivalente ao problema (5.41) VI(V fo(x), x), 0 qual teria uma dimensao
n ao invés de uma dimensao n 4+ m, como propoe o autor. O inconveniente, neste
caso, consiste em que as restrigoes que definem o conjunto viavel y podem resultar de
avaliacao mais dificil que as que definem o conjunto 2, sobre o qual, inclusive, é trivial

calcular o operador de projegao ortogonal (5.2).

O autor demonstra que a funcao f(u) é monétona em 2 e que u satisfaz (5.42) se
e somente se u = u* = [x*7 y*T|T. Assim, resolver o problema (5.41) é equivalente a

resolver o problema VI(f(u), (2), achando ainda o multiplicador de Lagrange 6timo y*.

Estenderemos aqui os lemas demonstrados por Liao ([53, lemas 2.2 e 2.3]) ao caso

geral de otimizacao convexa.

Dado o problema:
min  fo(x)
st. g(x) =<0 (5.44)
h(x) =0
onde fy(x) : R" — R convexa, continua e com derivadas parciais continuas, g(x) =
[91(X)..gm(x)]T : R" — R™ tal que Vi € {1,..,m} : g¢;(x) convexa, continua e com
derivadas parciais continuas, h(x) = [h(x)..h,(x)]" : R® — R? tal que Vi € {1,..,p} :
h;(x) afim, continua e com derivadas parciais continuas. Seja x = {x | g(x) =
0 e h(x) = 0} C R" e x # ¢ conjunto vidavel convexo. Seja x* um ponto 6timo
do problema (5.44), tal que para todo x € x : (x — x*)TVfy(x*) > 0. Assume-se
que se observa a condi¢ao de Slater, isto é, existe x € x tal que g(x) < 0 e h(x) =0,

existindo portanto dualidade forte e observando-se as condi¢oes KKT, isto é: existem
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y* € R™ e z* € RP tal que

Vfo(X*) -+ Dg(x*)y* + DE(X*)Z* =0

y'~=0
g(x*) X0 (5.45)
h(x*) =0
Definindo
X V fo(x) + Dg (x)y + Df(x)z
u= |y | c Rn+m+p, f(ll) = —g(x) € Rt (546)
zZ —h(x)

e Q={ueR"™?|xeR" yeR}, zecR}. O problema VI(f(u),2) consiste em

encontrar u* € € tal que (u — u*)Tf(u*) > 0, para todo u € €.

Lema 5.5.1 f(u) é mondtona em ).

Prova:

vu=[xT'yT 2117 € Q, Va=[xT y7 zT|T € Q

(u—)"(f(u) - f(w) = (x-x)"(Vfo(x) - Vfo(x))
+y" (Dg(x)(x — X) — g(x) + g(X))
—y" (Dg(%)(x — %) — g(x) + g(X)) (5.47)
+27 (Du(x)(x — %) — h(x) + h(x))
—2" (Du(X)(x — %) — h(x) + h(x))

Por ser fo convexa e por condi¢ao de primeira ordem

VT fo(x)(x —x) < fo(X) — fo(x) o (x— )T (Vfo(x) — V() > 0
VT fo(x)(x — %) < fo(x) = fo(%)

Por ser g; convera Vi € {1,..,m}



Por ser h; afim Vi € {1, ..,p}

>
=
\>_</\
0
|
Na)
Il
=
XaJ
|
=
bl
>
=
bl
0
|
bl
|
=
XaJ
+
2
Il

Porsery>0ey >0
(u—a)"(f(u) - f(w)) 20

Portanto £f(u) € monétona em

Lema 5.5.2 u = [x y? zT|T satisfaz as condi¢oes KKT (5.45) se e somente se
u=u".
Prova:

=) Se u satisfaz KKT, entao u € Q) porquey = 0

bl

<C

cl

I
<

eN: xcR", yeR}, ze R

NI

Entao:
(a—w)f(u) = (x—x)"(Vfo(x) + D (X)y + D} (x)z) — (¥ — y)"g(%) — (z — z) "h(x)

Porx, y, z satisfazerem KKT:

Vfo(x) + DY (x)y + D (x)z = 0
y'g(x) =0
h(x) =0

Portanto

(@ —u)'f(u) = —y"g(x)

Por satisfazer KKT, g(x) X0 epory €,y =0

= (a—u)’f(u) >0=u=u =[x7 y7 27"
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<) Seu=u"" = ueQ = y>0 (a)

va=[x" 3" 2"]" € Q:
(a—u)f(u) = (x-x)"(Vfo(x)+ DI (x)y + D (x)z) (5.48)
—(¥ - y)"g(x) - (Z—2)"h(x) > 0

Escolhendoy =y ez =1z, como (5.48) é vdlido para todo x € R"
= V/fo(x)+ Dg(x)y + Dl (x)z=0 (b)

= —(y-y)"g(x) — (z-2)"h(x) 2 0 (5.49)

ondey =0 ey >=0.

Escolhendo em (5.49)z =z ey =y +€; = 0 tal que I, = [e] ey..ey]
= —elg(x)>0Vic{l,..m} = ¢g(x)<0 = gx)=<0 (c)
FEscolhendo em (5.49) 2z =12z ey =2y
= —yTg(x) >0 (5.50)
FEscolhendo em (5.49)z=2z ey =0
= y'g(x) >0 (5.51)

De (5.50) e (5.51): y'g(x) =0 (d)
Escolhendo em (5.49)y =y ez =2z

= —z'h(x) >0 (5.52)
Escolhendo em (5.49)y =y ez=0
= z'h(x) >0 (5.53)

De (5.52) ¢ (5.53): zTh(x) =0 = —z"h(x) >0
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Por ser vdlido para todo z € RP = h(x) =0 (e)

De (a), (b), (¢), (d), (¢), u =u* verifica KKT.

Portanto u* é solugao de VI(f(u), ) e satisfaz as condi¢bes KKT (5.45), sendo x*

o ponto 6timo do problema (5.44).

Liao ([53, s. 4]), propde um algoritmo continuo para resolver o problema VI(f, ),
onde considera apenas a presenca de restricoes de desigualdade, baseado na projecao
ortogonal sobre o conjunto 2 (de cdlculo trivial), onde avalia a cada instante o erro
e(u,3) = u — Prglu — gf(u)]. Porém, a estrutura do algoritmo varia segundo a
observancia de determinadas condigoes, o que na pratica dificulta a aplicacao deste.

Nenhuma forma de discretizagao é implementada.

5.5.2 Algoritmo apresentado por Gao et.al. ([30])

Gao et.al. ([30]) propoem um algoritmo continuo para resolver o problema de de-
sigualdade variacional (5.7), onde a fungao f(x) : R” — R"™ pode corresponder a um
mapeamento assimétrico, e o conjunto viavel esta formado pela observancia de p res-
trigoes de igualdade afins h;(x), i € {1,..,p} e m restrigoes de desigualdade convexas
gi(x), i € {1,..,m}, todas continuas e com derivadas parciais continuas. Também é
assumido que o problema é realizavel e que existe dualidade forte, e portanto se verifi-
cam as condi¢oes KKT e sao relacionados multiplicadores de Lagrange as restrigoes. A
principal diferenca com o trabalho apresentado em [53], além de admitir a presenga de
restricoes de igualdade afins, consiste em que a fungao objetivo pode nao corresponder
a um mapeamento gradiente, podendo nao se tratar, portanto, de um problema de

otimizagao convexa.

Assim, o algoritmo estd destinado a resolver VI(f(x), x), onde y = {x € R" | g(x) =
0 e h(x) = 0} C R" conjunto vidvel convexo, e f(x) : x — R" mondtona em todo o
conjunto viavel y.

Os autores afirmam que x* é solucao deste problema se e somente se existe u* =

(x*T y*T 77|17 ¢ R"™™P solugao de VI(v(u),f), onde Q = {u € R*™™* | x €
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R", y e R}, ze R} e

Embora em [30] nao é apresentada, a prova desta afirmagao estd dada pelos aqui
demonstrados lemas 5.5.1 e 5.5.2, onde devem ser substituidos f(u) por v(u), e V fy(x)
por f(x), e no lema 5.5.1, deve ser considerada a monotonia de f(x) em Y, isto é
Vx, x € x: (x —x)T(f(x) — f(X)) > 0 no lugar da convexidade de fo(x).

Para a resolucao do problema, é proposta a seguinte rede neural:

f(x) + Dg (x)y + Dy (x)(z — h(x))
o= (v -3) (554
—h(x)

onde k > 0 é uma constante escalar e §; = (y; — ¢;(x))uhsgn(y; — g:(x)) Vi € {1,..,m}.

Sob algumas condigoes relativamente pouco exigentes, os autores demonstram que
o algoritmo (5.54) converge assintéticamente a u*, solu¢do do problema VI(v(u), (),
achando assim x*, solucdo do problema VI(f(x), x).

A aplicagao deste algoritmo parece mais simples daquele proposto em [53], além de
considerar problemas mais abrangentes; porém, aqui também a dimensao do problema
cresce de n variaveis a n + m + p (embora com a vantagem de virar um problema
sujeito a restrigoes triviais). Os autores também nao apresentam qualquer forma de

discretizagao.

5.5.3 Rede neural utilizando projegao ortogonal

Em [46] e suas referéncias ¢ mencionada a utilizagao da seguinte rede neural para achar

o ponto 6timo de um problema de desigualdade variacional, onde a funcao objetivo

f(x) é Lipschitz continua e pseudomonotona no conjunto viavel convexo .
x = —r{x — Pr, [x — of (x)]}

(5.55)
Xg € R”
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onde K e « sao escalares positivos. Em [54, lema 3] é demonstrado que o operador de
projecao ortogonal é Lipschitz continuo se assim o for a funcao objetivo. Portanto, o
fato da lei de atualizacao das varidveis (5.55) ser Lipschitz continua garante unicidade
da trajetéria x(t) para todo t > t.

A lei de atualizagao das varidveis (5.55) ja foi utilizada em diversas bibliografias
mencionadas em [46]. Porém, os autores destacam que a condi¢ao de pseudomonotoni-
cidade da funcao objetivo em todo o dominio desta, exigida nas bibliografias referen-
ciadas, nao é suficiente, e mostram um contraexemplo onde, para diferentes valores das
constantes k e « as trajetdérias nao convergem a um ponto solugao x*. Sao apresentadas
as seguintes condigoes de convergéncia:

a) Se Dg(x) for simétrica e f(x) continuamente diferencidvel e pseudomondtona
apenas no conjunto viavel x, as trajetérias x(¢) determinadas por (5.55) sdo assintoti-
camente convergentes a um ponto solugao x*.

Se f(x) for fortemente pseudomonotona, entao para todo xg € x as trajetérias sao

exponencialmente convergentes a x*.

b) Se D¢(x) néo for simétrica mas f(x) for fortemente pseudomonotona com cons-
tante (3 e localmente Lipschitz continua com constante L, e se verificar que 3 > 2L,

entao para todo xg € y a convergéncia também ¢é exponencial.

c) Se f(x) for pseudomondtona componente a componente em x e x for um hiper-
cubo, entao as trajetérias x(t) determinadas por (5.55) sado assintoticamente conver-

gentes a um ponto solugao x*.

d) Se f(x) for fortemente pseudomono6tona componente a componente em x e x for
um hipercubo, entao para todo xy € x as trajetérias convergem exponencialmente a

um ponto solucao x*.

Em [46] nenhuma discretizagdo da rede neural apresentada é desenvolvida. Evi-
dentemente, a grande desvantagem na utilizacao deste algoritmo continuo consiste na
utilizacao do operador de projecao ortogonal. Os autores apresentam cinco exemplos

onde, em todos os casos, o conjunto viavel possui uma forma sobre a qual o célculo da
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projecao ortogonal ¢é trivial.

5.5.4 Algoritmo discreto de Goldstein-Levitin-Polyak

O algoritmo de Goldstein-Levitin-Polyak é um conhecido algoritmo discreto mencionado
em diversas bibliografias (ver, por exemplo, [38] e [83]). Este apresenta a seguinte lei

de atualizacao das variaveis:
Xp1 = Pry [xp — o f(xy)] (5.56)

sendo aj um comprimento do passo escolhido adequadamente.
A seguir, estabeleceremos uma condigao suficiente para a trajetéria ser convergente

neste caso.

Definicao 5.5.3 Fungdo fracamente co-coerciva ([85]).

A fungao objetivo £(x) : R" — R™ define-se como fracamente co-coerciva em y se

Vx,y € x, Jg(x,y):R" xR" — R, tal que

T (5.57)
f(x) —f(y)]" (x —y) > g(x,y)If(x) — f(y) |

Se para todo x,y € x, observa-se (5.57) e a funcdio g(x,y) for maior que uma

constante positiva, entdo a funcao objetivo € co-coerciva.

Observe-se que a condigao (5.57) é mais restritiva que a monotonicidade para todo
o conjunto viavel.

A condigao suficiente é enunciada no seguinte teorema:

Teorema 5.5.4 Seja o algoritmo com lei de atualizagdo das varidveis X1 = Pry [x, — auf(xy)],
sendo oy um comprimento do passo adequado, e seja a fungdo objetivo f(x) fracamente
co-coerciva em X com fungao g(x,y) tal que Vx,y € x, ¢g(x,y) > %, entdo a dis-
tancia ao ponto otimo € monotonicamente decrescente a cada iteragao.

Prova:

Utilizando o fato que o operador de projegcao ortogonal é nao expansivo e assumindo

que a func¢do objetivo observa (5.57):
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k1 — x*[[* = [[Pry [x1 — onf (x5)] = Pry [x" — auef (x7)] [|* <
i — x* — o[£ (x) — £(x7)]]|* = (5.58)
i — x| = 20 (xi — x*) T [£(x) — £(x*)] + 0 [[£(x0) — £(x7)|?

De (5.57):
(30— x)T[E () — £67)] > g x) £ — £ 2
= (i — X)) — Fx)] + ol (i) — £ <

—2a3g (i, x| Ex) — £6°) | + o [xe) — £ =
(~2asg(1, x7) + ) [£xi) — £

e substituindo este resultado em (5.58):
Ben =% < e — x7[1* = (20mg (xe, x7) — 0 [[£ () — £

Assim, se

VX, y €x g(xy)> % (5.59)

= 2049(xp, x*) —ai >0

=[x = x°2 < [ - x°

Este teorema é apresentado em [83], embora a prova aqui desenvolvida é mais

simples. Nesta bibliografia destaca-se que a condi¢ao (5.59) é mais fraca que a mono-

tonicidade forte, condi¢ao proposta originalmente no algoritmo.

Assim, a condigao (5.59) é suficiente para garantir a aproximagdo do ponto calcu-

lado ao ponto 6timo em cada iteracao.

Han e Sun ([38]) apresentam uma variagdo do algoritmo de Goldstein-Levitin-

Polyak, consistente no método empregado para a escolha do comprimento do passo. O

critério de parada consiste em conferir que o erro e(xy, ;) = x; —Pr, [x, — Bpf (x1)] seja

menor que uma determinada constante positiva arbitraria. A dificuldade na escolha do

comprimento do passo (3 consiste em que o erro e(xg, ;) pode ser igual a zero mesmo

em um ponto X; diferente da solugao x*, o que acontece, por exemplo, se X, € x e
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Or = 0. Além dessa dificuldade, o principal problema do algoritmo proposto consiste
no calculo do operador de projecao ortogonal, como ja apontado, nem sempre possivel
de realizar?. E mencionado também (embora nao parega necessario) que o ponto inicial

deve estar dentro do conjunto viavel.

5.5.5 Algoritmos discretos baseados em hiperplanos separadores

apresentados por Solodov

Solodov ([71]), apresenta um conjunto de algoritmos discretos onde a distancia a solu¢ao
x* é monotonicamente decrescente com cada ponto calculado a cada iteracao. O interes-
sante destes algoritmos consiste na interpretacao geométrica utilizada para demonstrar

a convergéncia. Dado um ponto x € y, acha-se outro ponto y € x tal que
f(y)(x—y) >0 (5.60)
Se for observada a condigao (5.14), entao o hiperplano
Hy={weR" |{'(y)(w—y) =0} (5.61)

separa estritamente x de x*.

O ponto seguinte calcula-se projetando o ponto x sobre um hiperplano paralelo a

H,, projecao dada por
) x—y),
1£(y)I>

Observe-se que x(1) é a projecao sobre o hiperplano H,. Solodov demonstra que

X(B) =x—p (¥) (5.62)

para 0 < < 2, ||x(8) — x*|| < [|x — x*||, mostrando que o ponto x(/3) se aproxima da

solucao x*.

Lema 5.5.5 ([71, lema 14.1]) Sejam x € R™ ey € x dois pontos que satisfazem
(5.60), e seja x(B) definida como em (5.62), onde 3 > 0. Entao, para toda solu¢io x*

2Em [38], os autores apresentam um exemplo numérico restrito ao ortante nao negativo, conjunto
sobre o qual o cédlculo da projegao ortogonal é trivial.
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que satisfaca (5.14),

fwww—x§2

nﬂm—xw%ﬂk—fW—ﬁ@‘m( Ity

Prova:

Chamando t = W > 0, sendo portanto X(5) = x — ftf(y),

I%(8) = x| = llx = x*|I* + B*E[|f(y)[I* — 26t(x — x*) £ (y)
<l = x*|2 + B22)E(y) || — 28t(x — y)"£(y)
=[x —x*|? = B2 - Bt (y)(x — y)

Isto implica que para todo f € (0,2) o ponto X(B) se aprorima da solugao x*.

Observe-se que X(1) € a projecao ortogonal sobre o hiperplano H,.

As diferentes maneiras de achar o ponto y que observe a condigao (5.60) é o que da

lugar a diferentes algoritmos.

Em [74] os autores apresentam dois algoritmos discretos baseados em projecoes
sobre semiespacos adequadamente escolhidos. A pesar que em cada iteracao dois pro-
jecoes ortogonais devem ser avaliadas, o fato de serem sobre hiperplanos pode simpli-

ficar seu calculo.

5.5.6 Outros algoritmos apresentados na bibliografia

Em [81], os autores apresentam uma rede neural para resolver problemas de desigual-
dades variacionais generalizadas. Dados dois mapeamentos g, f : R" — R” nao neces-
sariamente gradientes, e um conjunto y determinado por limites superior e inferior das

variaveis (isto é, um hipercubo), a equagao dinamica

x = —A[g(x) — Pry [g(x) — £(x)]] (5.63)

onde A = diag (\;) > 0, é globalmente assintoticamente convergente a solugao do

problema GVI, x* € y. Observe-se que este algoritmo é uma generalizagao ao problema
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de GVI do algoritmo (5.55).

Dentre os inconvenientes encontrados neste algoritmo, podemos mencionar o fato
de restringir o dominio a um hipercubo, conjunto sobre o qual ¢ trivial o célculo da pro-
jecao ortogonal. Em um dos exemplos numéricos apresentados, os autores consideram
restricoes mais complexas, e modificam o algoritmo de maneira tal de aumentar a di-
mensao deste, reduzindo as restricoes a um hipercubo, de maneira similar ao realizado
em [30]. Nenhuma discretizagdo do algoritmo é apresentada. Como vantagem, obvi-

amente, cabe mencionar que o algoritmo se aplica a uma maior variedade de problemas.

Em [80] os autores estudam a convergéncia exponencial de diversas redes neurais
aplicadas a resolucao de problemas de otimizacao. Dentre os algoritmos continuos men-
cionados, um apresentado pelos autores em outro artigo é utilizado para a resolugao de
problemas de desigualdades variacionais. Este algoritmo apresenta a desvantagem de

utilizar projecao ortogonal.

Dentre os outros algoritmos discretos achados na bibliografia, cabe mencionar o
trabalho de Yuan ([85]), que propde uma melhora no algoritmo discreto proposto por
He et.al. para a resolucao de desigualdades variacionais que respondem a seguinte
estrutura:

X, f;(x,
X = f(x) = 1(xa) (X NY) CR™P — R™HP

Xp fo(xp)
e o conjunto vidvel y = {[x7 be]T | x, € X, x, €Y, Ax, + Bx, = b}, sendo X e YV

conjuntos convexos fechados, A € R**™ B € R**P b € R?, matrizes e vetores dados.

Este algoritmo estd baseado no calculo de pontos inexatos em cada iteracao (a dife-
renga do proposto por He et.al.). O erro com respeito ao ponto calculado exatamente

vai diminuindo a cada iteracao, o que resulta em uma simplificacao dos calculos.

Em [82], os autores estudam as condigoes de convergéncia em tempo finito de uma
seqiiéncia de pontos fornecida por algoritmos discretos conhecidos. O primeiro algo-

ritmo estudado é o algoritmo de ponto préximo, aplicado a resolugao do problema

230



VI(f, x):
Xp1 = Pry [xp — ot (X 41)] (5.64)

sendo oy uma seqiiéncia conveniente de ganhos positivos. Observe-se a similaridade
deste algoritmo com (5.56).
O segundo algoritmo estudado é o método de inércia préxima (IPM), aplicado a

resolucao de problemas de desigualdades variacionais generalizadas:

g(Xky1) = Pry [g(xk) — anf(Xpq1) + Yr(g8(xk) — g(Xk-1))] (5.65)

onde a > 0 e v, > 0 sdao dois numeros determinados por alguma seqiiéncia conve-
niente. Evidentemente, a principal desvantagem destes algoritmos consiste na utiliza-

¢ao do operador de projecao ortogonal.

Solodov, em [72], estuda a taxa de convergéncia de diferentes algoritmos conhecidos
para resolver o problema de desigualdades variacionais, tais como o método extragra-

diente, matrix splitting, e método de ponto préximo.

Auslender e Teboulle ([7]) propoem dois algoritmos discretos, chamados de Interior
Hyperplane Projection (IHP) e Interior Extragradient (IEG). Ambos algoritmos uti-
lizam uma pseudo projecao ortogonal que, dependendo de uma escolha particular de
um operador distancia (como pode ser a distancia de Bregman, por exemplo), pode
gerar operadores de projecao que podem ser calculados analiticamente. Partindo de
um ponto interior ao conjunto viavel, os algoritmos geram trajetérias que permanecem
neste conjunto, e o comprimento do passo é escolhido por métodos conhecidos tais

como a regra de Armijo.

Em [75] os autores apresentam dois algoritmos discretos baseados na fun¢ao D-gap

(5.36).

Han ([37]) apresenta uma modificagdo para o método de diregao alternada, método
consistente em um algoritmo discreto que aumenta a dimensao do problema a n + m

sendo m o numero de restricoes de igualdade. Embora a alternativa proposta apre-
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senta algumas vantagens com respeito ao método original, esta precisa da utilizacao
de projecao ortogonal sobre um conjunto convexo, o que acarreta os inconvenientes ja

mencionados.

Em seguida, sera apresentado um algoritmo continuo baseado em sistema de con-
trole em malha fechada a estrutura varidvel, projetado utilizando uma func¢ao de Lia-
punov de controle, que nao apresenta as dificuldades mencionadas nos algoritmos con-
tinuos propostos. O algoritmo sera discretizado por Euler calculando o comprimento

do passo de maneira 6tima pelo método de controle 6timo de Liapunov.

5.6 Algoritmo continuo para a resolucao de proble-
mas de desigualdades variacionais baseado em

uma funcao de controle de Liapunov

Considere-se o problema (5.7), VI(f(x), x). Seja f(x) : x — R™ um mapeamento con-
tinuo que verifica (5.14), isto ¢, para todo x € x\x* : f7(x)(x — x*) > 0, sendo x* um
elemento do conjunto solu¢ao x*. Seja y = {x | g(x) < 0 e h(x) = 0} C R" conjunto
vidvel convexo tal que g(x) = [g1(X)..gm(x)]T : R® — R™ tal que Vi € {1,..,m} : ¢;(x)
convexa, continua com derivadas parciais continuas e h(x) = [h1(x)..h,(x)]7 : R® — R?
tal que Vi € {1, ..,p}, h;(x) afim, continua com derivadas parciais continuas.

Seguiremos aqui a abordagem utilizada no capitulo de otimizagao convexa. Nesse
trabalho, foi utilizada uma fungao de energia com termos de penalizacao exata (fungao
que apresenta descontinuidades sobre a fronteira do conjunto vidvel), os quais diferem
de zero quando alguma restricao nao for observada, isto é, fora do conjunto vidvel. Um
sistema dinamico do tipo gradiente é utilizado para achar o minimo desta funcao nao
condicionada. Por possuir a funcao um lado direito descontinuo, o sistema em malha
fechada comporta-se como um sistema a estrutura varidavel, cujo comportamento tipico
consiste em apresentar trajetorias em modo deslizante. Algoritmos a estrutura varidvel
foram utilizados em [78], [86], [13], entre outros.

Sistemas do tipo gradiente normalmente tém por objetivo o decrescimento de uma

funcao de Liapunov. Esta funcao, em geral, é escolhida como a norma quadrado de um
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residuo ou erro igual a uma fungao do tipo distancia ao conjunto solugao ([72]; em [73],
o autor apresenta outras fungoes de erro ou mérito para o problema de desigualdades

variacionais generalizadas).

Escolhe-se uma fungao de Liapunov candidata tipo Persidskii (ver [13])
V(x) = o(x)|x — x*||* + g’ (x)Auhsgn(g(x)) + h” (x)I'sgn(h(x)) (5.66)

onde A € R™ tal que A = diag(\;) = 0 e I' € RP*? tal que I' = diag(v;) = 0 ¢

1 Vxey
o(x) = (5.67)
0 Vx¢y
1 Yu >0
uhsgn(u) := (5.68)
0 Yu <0

tal como definidos no capitulo referente a otimizacao convexa.
O coeficiente o(x) pode ser avaliado como:
m p
o(x) = [J(1 — ubsgn(g:(x))) [ [ (1 = Isen(h;(x))])
=1 j=1

comentendo o abuso matematico de assumir sgn(0) = 0 e uhsgn(0) = 0.

Os dois ultimos termos em (5.66), constituem a penalizagao da funcao, e sdo chama-

dos de penalizacao exata porque claramente se anulam para todo x € y.

Em seguida, serd escolhida a lei de atualizacao das varidveis para as trajetorias

tanto dentro como fora do conjunto viavel.

5.6.1 Fase de alcancgar o conjunto viavel

Nesta fase, x ¢ x e a func¢do de Liapunov candidata (5.66) resulta

Vip(x) = g' (x)A ubsgn(g(x)) + h' (x)Tsgn(h(x)) > 0
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Calculamos
V,p(x) = [D§ (x)Aubsgn(g(x)) + Di (x)I'sgn(h(x))] x

Os termos que contém os gradientes generalizados dos fatores descontinuos se anu-
lam porque estes gradientes sao diferentes de zero apenas nos pontos onde g;(x) = 0
ou h;(x) = 0. Pelo método de fungao de Liapunov de controle, escolhe-se como lei de

atualizagao das variaveis nesta fase
x = —k [Dg (x)Auhsgn(g(x)) + Dy (x)I'sgn(h(x))] (5.69)

sendo k um ganho escalar positivo.

Portanto
Vip(x) = =k Dg (x) Auhsgn(g(x)) + Dy, (x)Tsgn(h(x))||3 < 0

No teorema 4.5.1 apresentado no capitulo de otimizacao convexa demonstra-se que,
fora das superficies de descontinuidade de x, nao existe \;, v; > 0 tal que Vrp(x) seja
igual a zero. Portanto Vrp é negativa definida. Nas superficies de descontinuidade de x,
o teorema 4.5.2 demostra que uma outra funcao de Liapunov adequadamente escolhida
¢é negativa definida também, e portanto as trajetérias nao se estacionam sobre estas
superficies. Por se tratar de um sistema dinamico do tipo gradiente, as trajetorias

convergirao assintéticamente ao conjunto viavel (ver [13, teorema 1.34] e [44]).

5.6.2 Fase de convergéncia

Nesta fase, x € x e a fungdo de Liapunov candidata (5.66) resulta V,,(x) = ||x—x*||* >

0, a qual é positiva definida. Derivando com respeito ao tempo:
V(x) = 2(x — x")Tx
e escolhendo, por funcao de Liapunov de controle

x = —rf(x) (5.70)
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sendo k um ganho escalar positivo,
l};p(x) = —2r(x — x")Tf(x)
Por f(x) satisfazer a condicao (5.14),
Vp <0

Pelo lema de Barbalat ([69, s. 4.5]), por ser f(x) continua, V,,(x) tende a zero
quando t — oo. No caso trivial, se x* C int{y}, e portanto f(x*) = 0, a convergéncia
das trajetorias ao conjunto solucao se produzira efetivamente nesta fase. No caso geral,

x* C Oy, e as trajetérias convergirao a fronteira do conjunto viavel.

De (5.69) e (5.70), conclue-se que a lei de atualizacdo das varidveis é
x = —k [0(x)f(x) + D} (x)A uhsgn(g(x)) + Df (x)Usgn(h(x))] :=m(x)  (5.71)

a qual apresenta descontinuidades na fronteira do conjunto viavel e em toda superficie
tal que f;(x) = 0 para todo i € {1,..,m} ou h;(x) = 0 para todo i € {1,..,p}, sendo
portanto o lado direito de (5.71), m(x), um mapeamento de ponto em conjunto (set

valued map).

5.6.3 Analise da convergéncia durante o deslizamento

No capitulo referente a otimizacao convexa foi realizada uma analise da convergéncia
das trajetorias ao ponto 6timo durante o deslizamento ao longo da fronteira do conjunto
viavel, podendo ser realizada aqui uma analise similar.

Definindo:

vx€dx: q(x)= lim [Df(x;)Aubsgn(f(x;)) + Dy (x;)I'sgn(h(x;))]

X; @ X

x; & X
o sistema (5.71) sobre a fronteira do conjunto vidvel resulta na soluc¢ao de Filippov de
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x (ver [68]):

Vx € 0x: %€ Flm|(x) = co{—rf(x), —rq(x)} (5.72)

onde co denota o fecho convexo entre vetores e F[m|(x) é a solu¢ao de Filippov de
(5.71).

O vetor q(x) é perpendicular a fronteira do conjunto viavel para quase todo x € Jx.
Nas quinas do conjunto viavel q(x) € N(x, ), sendo N (x,x) o cone normal a x no
ponto x ([26]).

O deslizamento sobre a fronteira do conjunto viavel se produzira caso f7(x)q(x) <
0, a partir do ponto de contato com esta fronteira. Neste caso, por ser x mensuravel
e localmente essencialmente limitada, existe pelo menos uma solucao de Filippov para
%, para todo x € Jx (ver [23, prop. 4]).

Escolhendo nesta fase a fungao de Liapunov candidata (5.66):

Vx €0x:  Vip(x) =[x —x*|? (5.73)

Conferimos

i) Evidentemente, V;,(x) é positiva para todo x € dx\x*, e Vi(x*) = 0, sendo
portanto Vj,(x) positiva definida.

ii) 0 € F[m|(x*). Portanto x* ¢ ponto de equilibrio de (5.72). Se x* estiver em
uma quina do conjunto viavel, dependerda do caminho do limite na definicao de q(x)
para 0 € Fm]|(x").

iii) No caso nao trivial x* C dx. No caso trivial, as trajetérias alcangam o ponto
de equilibrio durante a fase de convergéncia.

iv) V(x) é Lipschitz continuo para todo x € R™.

v) F|m](x) é superiormente semi-continua para todo x € dx e localmente limitada.

vi) Da condigao (5.14): f7(x)(x —x*) > 0, para todo x € Jy.

Por, para todo x € dx, q(x) ser perpendicular a fronteira do conjunto viavel, ou,

caso o0 ponto x estar em uma quina deste, q(x) € N(x, x), e ser y convexo:

Vy ex, Vxedy, q'®)(y—x)<0

= V¥xcdy, q'(x)(x—x")>0 (5.74)
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A derivada de Lie da funcao de Liapunov ao longo da fronteira onde se produz a

trajetdria por modo deslizante esta definida ([23]):

V(x) € LV (x) = 2(x — x*) % = 2 co{ —rfT (x)(x — x*), —rq” (x)(x — x*)}

e de (5.14) e (5.74), concluimos:

max LV (x) <0

e portanto o sistema (5.7)-(5.72), para todo x € Jy ¢ estavel ([23, teorema 1]).

Observe-se que q’ (x)(x — x*) = 0 apenas se a restrigao violada em B(dx,d) N
(R™\x), for afim, e, neste caso, q(x) é perpendicular & fronteira do conjunto vidvel
neste ponto. Pela condigao (5.14), para todo x ¢ x*, f(x) nao é perpendicular & fron-
teira neste caso, e portanto 0 ¢ F[m](x), o que implica x # 0 e portanto a trajetéria
nao se estaciona neste ponto. Portanto x* € y* é ponto de equilibrio assintéticamente

estavel do sistema (5.72)-(5.7) ([23, teorema 1]).

Zak ([86, s. 6.9]) apresenta uma andlise detalhada da convergéncia das trajetérias
durante o deslizamento para um sistema em malha fechada similar, utilizando também

penalizacao exata, analise que também pode ser realizada neste conexto.

Observe-se que a condigao (5.14), unica condi¢ao aqui exigida a fungao objetivo, é
mais fraca que a de pseudomonotonicidade no conjunto vidvel y, como exigido em [46],

ou que a monotonicidade simples como exigido em [30], entre outras bibliografias.

Podemos enunciar, assim, o seguinte teorema

Teorema 5.6.1 Para toda fungao objetivo continua, que satisfaz (5.14), sujeita a res-
tricoes de desigualdade convezras e de igualdade afins, ambas continuamente diferen-
cidveis, com as trajetorias definidas em (5.71), e para todo xy € R", o sistema descrito
pelas equagoes (5.7) e (5.71) é globalmente assintdticamente convergente ao conjunto

solugao x*.
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5.7 Execucgao do algoritmo

O algoritmo continuo foi implementado utilizando a fungao ODE23 do programa MAT-
LAB 6, utilizando, exceto nos casos especificados, os parametros RelTol=1e — 4 e
AbsTol=1e — 5. As constantes de penalizacao A; e v; foram escolhidas unitarias e o
ganho k variavel para cada teste. Em todos os casos, o conjunto viavel esta definido

pela observancia das restrigoes.

Primeiramente sera apresentada, a maneira de ilustragao, o algoritmo implementado
com o problema 1, ¢ onde sdo escolhidos como fungao objetivo f(x) = V fy(x) =

221 225]7 e como ganho k = 1.

Algoritmo continuo. Exemplo 1

2-

h=0 T
=0 f0=[2><1 2><2]
St X, +X,+1< 0
2,2
(><1+1l2) +X5-1<0
2><17><2+1=0

15F

0.5

-1

regido viavel
_15F

Figura 5.2: Algoritmo continuo aplicado ao exemplo 1 a partir de 4 pontos

iniciais diferentes, mostrando a convergéncia das trajetérias
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||x—x‘|| para as 4 posigdes iniciais em fungdo do tempo.
Algoritmo continuo aplicado ao exemplo 1
T T T

1.8 b

[Ix=x|

o) 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

tempo [s]

Figura 5.3: Norma do erro de trajetéria em fungao do tempo para o algoritmo

continuo aplicado ao exemplo 1 a partir de cada um dos pontos iniciais testados

A seguir, serao implementados os problemas 5 a 8 (os 4 exemplos apresentados em
[30]), a fim de poder comparar o desempenho do algoritmo proposto com o daquele

apresentado nessa bibliografia. Serao utilizados os mesmos ganhos que [30].

Os graficos seguintes mostram as normas dos erros de trajetéria em funcao do tempo
para cada um dos exemplos apresentados a partir de diversos pontos iniciais escolhidos

aleatoriamente.

O exemplo 5 ¢ implementado com ganho x = 10.

Algoritmo continuo aplicado ao exemplo 1 de Gao et.al. para 4 pontos iniciais
4.5 T T T T T T T T T

Ix=x1|

(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

tempo [s]

Figura 5.4: Norma dos erros de trajetéria do algoritmo

para o exemplo 5 a partir de 4 pontos iniciais
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O exemplo 6 ¢ implementado com ganho x = 1.

Algoritmo continuo aplicado ao exemplo 2 de Gao et.al. para 4 pontos iniciais

4.5 T T T T T T T T T

[Ix=x]|

tempo [s]
Figura 5.5: Norma dos erros de trajetéria do algoritmo
para o exemplo 6 a partir de 4 pontos iniciais
O exemplo 7 é implementado com ganho x = 10.
Este problema nao é um problema de otimizacao convexa, entretanto, o algoritmo

mostra-se capaz de resolver VI(V fo(x), x).

Algoritmo continuo aplicado ao exemplo 3 de Gao et.al. para 4 pontos iniciais
9 T T T T T T

[Ix=x|

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

tempo s
Figura 5.6: Norma dos erros de trajetéria do algoritmo
para o exemplo 7 a partir de 4 pontos iniciais
O problema 8 foi implementado em [30] para n = 300 e n = 600, com ganho x = 20,
sendo a fungao objetivo V fy(x). Aqui serd implementado apenas para n = 300, mesmo

ganho, e os parametros AbsTol=1e — 4 e RelTol=1e — 3.
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Algoritmo continuo aplicado ao exemplo 3 de Gao et.al. para 4 pontos iniciais

[Ix=x]|

I ! L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

tempo [s]

Figura 5.7: Norma dos erros de trajetéria do algoritmo

para o exemplo 8 a partir de 2 pontos iniciais, n = 300

Comparando com os gréficos apresentados em [30], resulta evidente que o algoritmo
aqui apresentado converge ao valor étimo muito mais rapidamente que o apresentado
naquela bibliografia, utilizando sempre os mesmos ganhos. Porém, consideramos que
a principal vantagem nao é a taxa de convergéncia e sim a dimensao do problema,
que aqui permanece sendo igual ao numero de varidveis n, enquanto em [30] é de
n+m+p. Além desta vantagem, cabe reiterar que a condi¢ao (5.14) é mais fraca que a
monotonicidade exigida em [30], assim como a pseudomonotonicidade exigida em [46],

abrangendo nosso algoritmo um maior nimero de problemas.

5.8 Algoritmo discreto para a resolucao de proble-
mas de desigualdades variacionais baseado em

controle 6timo de Liapunov

Nesta secao, sera discretizado o agoritmo continuo (5.71) por Euler, calculando o passo
otimo de iteracao por controle 6timo de Liapunov. Assim, o algoritmo obtido apre-
sentard as seguintes vantagens: (i) possuir um comprimento do passo otimizado e nao
calculado de maneira arbitraria apenas para garantir a convergéncia do algoritmo (como

em [38]); (ii) ndo apresentar restri¢coes com respeito a posicao inicial; (iii) nao utilizar
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o operador de projecao ortogonal que, como ja foi apontado, pode ser computacional-
mente caro de calcular.

Uma versao preliminar deste algoritmo foi publicada em [60].

No contexto da discretizagao do algoritmo continuo, o controle étimo de Liapunov é
aplicado no calculo do comprimento do passo a fim de minimizar a norma quadrado de
um residuo ou erro. A maior dificuldade neste processo consiste na escolha adequada
desse residuo. Efetivamente, o problema de desigualdade variacional pode ser planteado
como um problema de minimizacao da norma de um residuo, o qual poderia ser definido

das seguintes maneiras:

d) r(x) = e(x) = x — Pr[x — f(x)]

No caso ¢), se a func¢ao objetivo satifazer (5.14), 7(x) = 0 se e somente se x = X*.

O desconhecimento a priori do ponto 6timo x* impossibilita a utilizacao dos trés
primeiros residuos no calculo do comprimento do passo. No caso do quarto residuo,
seu calculo exige a utilizagao da projecao ortogonal, o que pretendemos evitar aqui.

Tentaremos, portanto, escolher um outro valor de residuo que nao apresente os

problemas mencionados.

5.8.1 Calculo do comprimento do passo por controle 6timo de

Liapunov

Seja a lei de atualizagao das variaveis

wy, = — [o(xp)f(xg) + Dg(xk)/\uhsgn(g(xk)) + Dy (x;)I'sgn(h(xy))] (5.75)

Entao, a discretizacao de (5.71) por Euler, com comprimento do passo «y pode ser

escrita:

Xk4+1 = Xk + opUug (576)

242



O método LOC serd utilizado para otimizar o célculo de ay.
Seguindo a abordagem utilizada no capitulo de otimizacao convexa, sera escolhida

como fungao de energia
E(x) :=o(x)[|[f(x)|2 + gT(x)Auhsgn(g(x)) + hT(X)Fsgn(h(x)) (5.77)

a qual apresenta um lado direito com descontinuidades sobre a fronteira do conjunto
viavel.
Para fazer o calculo do passo 6timo de iteracao serao consideradas as trajetorias

dentro e fora do conjunto viavel.

5.8.1.1 Fase de alcangar o conjunto viavel

Nesta fase x;, ¢ x.
Fora do conjunto viavel, o primeiro termo do lado direito de (5.77) se anula por ser o
fator o(x;) = 0, resultando a fungao de energia nos termos de penaliza¢ao. Escolhendo

como residuo nesta fase, esta fungao de energia:
re = E(xx) = g" (x) Auhsgn(g(xx)) + h' (x;)Dsgn(h(xy))

A lei de atualizagao das varidveis (5.75) nesta fase é uy = —VE(xy), onde, similar-
mente ao que acontece no caso continuo, se anulam os termos que contém as derivadas
das funcgoes descontinuas.

Calculando o residuo na iteragao seguinte, aproximando por Taylor até o termo de

primeira ordem e utilizando (5.76):
Trp1 =~ T + VIE(x) (Xps1 — X5) = E(x3) — VI E(x) VE(xy,)
Nesta fase, a funcao de Liapunov candidata discreta serd escolhida como o quadrado
do residuo a ser minimizado:
Vi =}
= AV =Vipn = Vi =1y — i

=203, E(x1,) [VE(x) 13 + gl VE(x1) 3
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Otimizando o comprimento do passo segundo o controle étimo de Liapunov

RINY
aa: = —2B(x)[|[VE(x) |13 + 204 VE(x)[|3 = 0
E(Xk)
_ 5.78
=T UTE () VE () 79
= A‘/}g ~ —E2(Xk;) = _V;e < O
E(x,)VE(x
= e~ Gl o
2

Observe-se que, se a aproximacao por Taylor fosse exata, isto implicaria que Vi1 =
0, e portanto x;41 € X, 0 que efetivamente acontece se o ponto x; violar apenas uma

restricao afim.

A trajetéria, portanto, convergird ao conjunto viavel em um ndmero finito de ite-

racoes.

5.8.1.2 Fase de convergéncia

Nesta fase x; € y.

A partir de (5.22) e (5.23), e considerando (5.28), é possivel provar que

Eyp(x — £(x)) VE,, (x — £(x)
VT Epy(x — £(x))V Erp(x — £(x))

T Hf<x> ¥ H <JEl (5:580)

sendo E,,(x) = g’ (x)Auhsgn(g(x))+h” (x)I'sgn(h(x)), os termos de penalizagio (dois
ultimos termos do lado direito) de (5.77). Se x — f(x) € x todos os membros da

desigualdade resultam iguais a ||f(x)]|.

Isto significa que, por enquanto a trajetoria permanecer dentro do conjunto viavel,
a norma do erro sera igual a norma da fungao objetivo. Portanto, sera escolhido como

residuo nesta fase a prépria funcao objetivo.
A lei de atualizagao das variaveis (5.75), nesta fase ¢ dada por uy = —f(xy).

Portanto:

Iy = f(Xk)

= TIpp1 XTI+ Dg(xk)(xk—f—l — Xk) = f(Xk) — osz?(Xk)f(xk)

244



A funcao de Liapunov candidata discreta nesta fase também sera escolhida como o

quadrado da norma do residuo a ser minimizado:

Vi = [|re]|?
= AV =Vip =V = r£+1rk+1 — Ty

—20, 7 (x4,) DE (%) £ (x1) + @%HDfT(Xk)f(Xk)W

Otimizando o comprimento do passo segundo o controle 6timo de Liapunov (derivando
AV}, com respeito a ay, e igualando a zero)
£7 (i) D (1) ()

% = 7| DF (x| (5:81)

[£7 (x¢) DF (xi) £ (1))

= AV T DTG
DI,
= Xpp1 = Xg 10T () () 2 f(x) (5.82)

5.8.1.3 Consideragoes sobre o passo de iteragao na fase de convergéncia

Considerando o mapeamento f(x) estritamente monotono com respeito ao conjunto
vidvel y, e usando a aproximagao f(xz11) = f(xi) — ax D¥ (xx)f(x1,) (a qual é exata no

caso de f(x) ser um mapeamento afim):

(%1 — %) T [ (Xnr1) — £(x0)] > 0
= —afT(xs) [~ Df (x1)f(xx)] >0 (5.83)
= 7 (x;) D} (x1)f(xx) > 0

[£7 (i) DF Ge)f 1))
[AEDEEDIE

|1f(xx)|| ¢ monotonicamente decrescente por enquanto a trajetéria permanecer dentro

Este resultado prova que, neste caso, AV, ~ — < 0 e portanto

do conjunto viavel.

A partir de (5.81) e (5.83), pode-se concluir que

£ (i)
(¢ ) F ()|

O<Ctk_||D
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Para esses valores de ay, considerando (5.83), pode se provar que

0 < [[£(xx) — a Dy (x)f (i) [| < [I£ () | (5.84)

Supondo agora f(x) mapeamento nao expansivo

£ (k1) = £(x) || < (%1 — x|
= || = D (xi)f (xi) | < || — ewf ()| (5.85)
= ||DF (xi)f (i) | < [l ()

A seguinte figura ilustra as possiveis localizagoes dos vetores f(x;) — Df (xi)f(xz) e
f(xx) — i, DI (x1,)f(xy) para um determinado vetor f(x;) em duas dimensdes supondo

o mapeamento estritamente monoétono e nao expansivo.

regido de
/4 £(x)- Dy (x) f(x)

: regido de )
£(xy)- oy D¢ (xf(x,)

Figura 5.8: Localizagoes dos diferentes vetores para o ay escolhido

supondo o mapeamento f(x) estritamente mondtono e ndo expansivo

5.8.1.4 Analise dos erros na fase de convergéncia

Caso a) Sera analisada, em primeiro lugar, a convergéncia dos erros para trajetérias

dentro do conjunto vidvel (X511 € X)-

Definiremos o erro como [38]: e(xy, 3) = x; — Pr, [x), — Bf(xx)], para algum 5 > 0.

Por (5.28), sabe-se que para todo x; € x : |le(xk, B)|| < B]|f(xx)||-
Por ser y convexo, existe 0 < 3 < a4, tal que x; — Bf(xx) € x.

Portanto:
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le(xkr1, A = 1K1 = Pry X1 — BF(xpi0)] | < BIE(xe1) ]
~ B|f(xk) — e Df (xi)E (i)l < BIE ()
= [lx = Pry [xi — BE(xi)] || = [le(xx, )
onde foi considerado (5.84) (e portanto o mapeamento estritamente mondtono) e que,
neste caso, Pr, [x; — 5f(xy)] = x5, — Bf(xx).
Portanto, ||e(xx, 3)|| decresce monotonicamente a cada iteracao quando a trajetéria

permanece dentro do conjunto viavel para uma fungao objetivo estritamente mondotona.

Caso b) O caso xj4+1 ¢ x resulta em maior complexidade.

A lei de atualizagao das varidveis (5.76) com os comprimentos dos passos (5.78) e
(5.81) garante que, uma vez que as trajetérias saem do conjunto vidvel, retornarao a
este percorrendo uma trajetéria determinada por uma combinacao linear positiva dos
gradientes das restrigdes nao observadas (equagao 5.79).

Se o ponto de retorno ao conjunto viavel for igual a projecao ortogonal do ponto
x; — apf(x) sobre este conjunto, o algoritmo resulta similar aquele apresentado por
Goldstein-Levitin-Polyak (5.56), o qual possui uma lei de atualizacao das varidveis:
X1 = Pry[x, — ouf(xy)], sendo a diferenca a escolha do comprimento do passo.
Neste caso, a observancia das condigoes (5.57) e (5.59) é suficiente para garantir que
as trajetérias determinadas por (5.76) convergem a solu¢ao x* (como demonstrado no
teorema 5.5.4).

Porém, para que o ponto de retorno, passadas p iteragoes, seja igual a projecao
ortogonal sobre o conjunto vidvel do ponto de partida, isto é xj4, = Pr,[xx11], este
ponto de partida x;,1 e as restricoes violadas devem observar as seguintes condigoes:

a) Se Xy, viola restrigoes de igualdade, este ponto nao deve violar nenhuma res-
tricao de desigualdade.

b) Se Xj41 ndo viola nenhuma restri¢ao de igualdade, este ponto nao deve violar
mais de uma restricao de desigualdade.

¢) As restrigoes de desigualdade devem ser afins ou esféricas (as de igualdade sempre
sao afins por hipdtese), o que provoca que ao longo de uma reta determinada por um
vetor gradiente, todos os vetores gradientes tenham a mesma direcao.

Para poder observar as condigoes a) e b), calcula-se o nimero ¢ = nimero de
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restrigoes violadas no ponto X1 = X — axf(xy). Se ¢ for maior que o maximo entre o
nimero de restricoes de igualdade violadas e 1, se divide o comprimento do passo por
este nimero: «ay := oy /¢, e se repite o processo até ¢ = maximo entre o nimero de
restricoes de igualdade violadas e 1.

Por construcao do algoritmo, se uma tinica restri¢ao for violada quando a trajetéria
sai do conjunto vidvel, e esta for afim (seja esta restrigdo de desigualdade ou de igual-
dade), o ponto calculado na iteragao seguinte ja serd a projegao ortogonal do ponto de
partida sobre o conjunto viavel, isto é, xy4o = Pry [Xj41].

Em geral, se as restrigdes observam o condicionamento c), existe p > 1 tal que

Xptp = Pry [Xp41] € X. Se a restrigao violada for afim, p = 2.

A seguinte figura ilustra a possivel localizacao dos pontos Xy, Xj11 € Xj4p, Para o

caso da restrigao violada ser de desigualdade e sua curva de nivel, uma circunferéncia.

Xk

Figura 5.9: Localizacao dos pontos representados

Neste caso, o erro pode ser definido como e(xy, ) := x; — Pr, [x; + 5(Xk1p — X1)]
para algum (3 > 0.

Observe-se que, se Xj+1 € X, entdo Xy, = Xj11 € a situagao corresponde ao caso
(a) para algum 0 < § < 1.

Observe-se também que:

Se0<B<1 = xp+ BXpyp —Xk) €X = |lexx, B)| = Bl Xptp — X]|-

Se B> 1 = x4+ By —%0) £ X = lle(xi B) < Blxusy — il

Esta definigao de erro ¢é vélida, pois, e(xy, ) = 0 se e somente se Xy = X4, = X*.

Pode se verificar com facilidade que a exigéncia da funcao objetivo ser fracamente

co-coerciva dentro do conjunto vidvel, com uma fungdo que satisfaca (5.59), nao é
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muito restritiva. No caso do exemplo 2 apresentado anteriormente, a funcao objetivo
f(x) = V((x1 —1)*> — 22 +2) s6 nao satisfaz a condigao no intervalo 0.646 < x; < 1.354,
observando-a dentro do conjunto viavel. A exigéncia que apresenta maior dificuldade
em ser observada ¢ aquela referida as restri¢oes de desigualdade (condigao c). Por
exemplo, g1(x) = x1 + 23+ 1 < 0, também presente no exemplo 2, nao ¢ nem afim nem
esférica.

Entretanto, na pratica, o algoritmo mostra-se convergente também na presenca
desta restricao, embora o ponto de retorno da trajetéria ao conjunto viavel, quando
esta restricao é violada, nao corresponda a projecao ortogonal sobre este conjunto, isto
é Xjpp 7 Pry [Xp11] (ver problema 2).

Por exemplo, se xz1 = [—1 1/2]7 ¢ x, g1(Xx41) > 0, entdo xz 45 = [—1.1350 0.3675] €
X € Pry [xgy1] = [—1.1486 0.3854]7.

O motivo desta convergéncia, mesmo nao se verificando a condi¢do c¢) pode ser
entendida da seguinte maneira. Se a curvatura da restrigao violada no ponto xx41 (no
caso do exemplo 2, g(X+1)), tiver o mesmo sentido da curvatura desta restricdo no
ponto de saida, (g1(xx)), com respeito a fungao objetivo nesse ponto f(xy), entdo o
ponto de retorno estara mais proximo da solucao do problema que o ponto de partida,
isto ¢ ||xg+p — X*|| < ||xx —x*||. A condigdo para garantir esta convergéncia deve ser
similar a de co-coercividade fraca mencionada anteriormente.

Para conferir se as curvaturas tem o mesmo sentido no ponto de saida do conjunto
viavel x;, e no seguinte fora do conjunto viavel x, 1, projeta-se o gradiente da restricao

violada sobre o plano normal ao vetor da fun¢ao objetivo:

v [] - E ()T (k)

TEALE } V3 (%) (5.86)

sendo g; a restri¢do violada no ponto x;41 € v a componente do vetor Vg;(xj) normal
a f(x;). Caso o vetor Vg,(x441), esteja do mesmo lado do hiperplano determinado
pelo vetor v (isto é V7 g;(xx11)v > 0), entdo as curvaturas tem o mesmo sentido com
respeito ao vetor f(xy), caso contrario tem sentidos opostos.

Neste tltimo caso, pode se refletir o vetor Vg,(x;+1) sobre o vetor f(xy), através

do célculo
f(x)f7 (xy)

u=—|2
1 () |2

— 1| Vg;(xer1) (5.87)
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e este novo vetor u terd o mesmo sentido que Vg;(x) com respeito a funcdo objetivo
f(Xk)
Prova desta afirmacao:

Se Vng(Xk;—f—l)V = ngj(Xk-H) [I — W] ng (Xk) 0

Portanto

f(xp)f T (x f(xp)f T (x

uly = Vig(x) [2 Tl ~ I] [I - (||§()xk>(||2k)} V95 (%)
f(xp)f! (x f(x X

= —V'g;(xk11) [I 3T + 2 ] V(%)

— Vg5 (k1) [T = SGRE62] Tg;(31) > 0

Portanto, se este for tomado como lei de atualizacao das variaveis neste caso, o
ponto de retorno x4, também estard mais préoximo da solugao x* que o ponto de par-

tida xj, sob as mesmas condig¢oes que no caso anterior.

A figura 5.10 ilustra os dois casos mencionados, com os vetores respectivos.

-V (X1)

Figura 5.10: Representacao dos pontos de saida e retorno do conjunto viavel
e dos vetores de atualizacao das variaveis em ambos casos
Observe-se que o ponto X nao necessariamente deve estar na fronteira do conjunto
viavel, como ilustrado na figura 5.10. Inclusive, caso este esteja no seu interior, é pos-

sivel que a solugao x* esteja do outro lado do vetor —af(xy), em cujo caso o ponto de
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retorno Xy, se afastard da solucao ao inves de se aproximar. Mas isto acontecera ape-
nas em uma iteracao, porque para as iteragoes seguintes, para todo k tal que x; € Y,

entao x; € dy, que é o caso ilustrado na figura.

Esta lei de atualizacao das varidveis garante que o ponto de retorno x4, estard
do mesmo lado de x*, com respeito a um hiperplano separador contendo o vetor f(xy)
I

com diregao v. Isto é, v' (x; — Xj4,) > 0 0 que implica

(xp — Xpip) " (%, —X*) >0 (5.88)

Esta condicao é observada mesmo que a funcao objetivo nao seja fracamente co-
coerciva, e portanto mesmo que ||x; — X*|| < ||xXg4p — x|
A desigualdade (5.88) indica que um hiperplano separador pode ser estabelecido na

diregao x;, — x*, passando por algum ponto entre x; e Xj,, por exemplo
Hy ={w € R" | (x4 — x")T (W — x3) + €(x), — Xp1)" (xx — X*) = 0} (5.89)

para algum € > 0.
No ponto w = xy, :  €(Xp, — Xgyp)? (X — x*) > 0
No ponto w = Xj1p (=14 €)(xp — x)T(xx — Xp1p) <0 Ve<1
Portanto para todo 0 < € < 1, (5.89) é um hiperplano que separa estritamente Xy,

e x* do ponto xy.

Também aqui, esta condicao se verifica mesmo que a fungao objetivo nao seja fraca-
mente co-coerciva com a fungao de co-coercividade satisfazendo (5.59), sendo suficiente
com exigir (5.14), que é uma condigao mais fraca.

Para que o seguinte ponto dentro do conjunto viavel, chamado xj4,,, esteja do

mesmo lado desse hiperplano separador, é suficiente com exigir a condi¢ao:
vx, ycx: ffx)(x—y)>0 = fi(y)x—y)>0 (5.90)

Esta condic¢ao é observada, por exemplo, por mapeamentos afins da forma f(x) =

q + Mx, onde a matriz M é negativa definida ([26, p. 7]).
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Observe-se que esta é a condigao exigida por Solodov em [71] e apresentada aqui

na equagao (5.60) . O hiperplano dado por (5.61), H,, . = {w € R" | 7 (x}4,)(w —

Tk+p
Xi+p) = 0}, separa estritamente x; de x*, pelas condigoes (5.90) e (5.14).

A projecao de x;, sobre este hiperplano se aproxima da soluc¢ao x*, como demonstra
Solodov (lema 5.5.5).

A condigao (5.90) evita que o seguinte ponto dentro do conjunto vidvel retorne do

mesmo lado do hiperplano separador, como ilustrado na seguinte figura:

regido de
f(Xk+pl)

f(Xk) i

Figura 5.11: Representagao dos pontos calculados dentro do conjunto viavel
mostrando o decrescimento da distancia entre x* e o ponto

mais proximo dos sucessivos hiperplanos separadores

5.8.2 Critério de parada

Por construgao do algoritmo, existe uma iteracao k tal que x; = x*, e portanto,
Xi+p = Xp. Na prética, o algoritmo pode ser iterado até atingir um ponto x; € x
arbitrariamente perto do tltimo ponto calculado dentro do conjunto viavel. Isto é, dado
um valor arbitrariamente pequeno € > 0, iterar k vezes até que x € x e ||Xp—Xg—r|| < €,

sendo x;_, o ultimo ponto calculado dentro do conjunto viavel.
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5.8.3 Implementacao do algoritmo

A seguir, sera apresentada a forma de implementar o algoritmo passo a passo.

0) Escolher g e €. Determinar k = 0 e X4,y = —00
1) Se O'(Xk) =1
= £ (x) DT (x4)F (%) | Xont = X

IDF (e E ()27

1.1) x, = xp — apf(xy)

1.2) Se o(x,) =0

1.2.1)Sep >0
ec=0
forvo=1":p,

se hi(x,) # 0 then ec = ec + 1;
end;
1.2.2) Se m >0
ic=0; rmm=0
for j=1:m,
se gj(x,) > 0 then ic=ic+1; rv =
end;
1.2.3) { = ec+ic
1.2.4) se ¢ > max(ec, 1)
ay = ay/l
voltar passo 1.1

2) Se o(xx) =0

E(xx)

Y = VExLIP

A == Ok [REEDIE
2.2) x, = x3 — ax, VE(xy)

Nk=k+1; xp=x,

QM_I]

4) Se o(xx) =1 e ||xx — Xant|| < €
parar e X* = X,

se nao voltar passo 1
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Xant )fT (xant)

2.1) Se (rv > 0) e (Xgnt # —0) € (ngrv(Xk;) [I I

[I£(xane)[I?

] VGro(Xant) < 0)



Neste algoritmo, chamamos de x, ao candidato a préximo ponto (que efetivamente
o serd caso este ponto observe as condigoes a) e b) anteriormente citadas); ec as res-
tricoes de igualdade nao observadas no ponto x,., ic as restricoes de desigualdade nao
observadas neste ponto; ¢ é o niimero total de restricoes nao observadas; rv é o indice
da restri¢ao de desigualdade nao observada (caso haja alguma, caso contrario este valor
permanece em (). Mantemos a nomenclatura de m e p para o numero total de restrigoes

de desigualdade e de igualdade, respectivamente.

5.8.4 Prova da convergéncia do algoritmo

Para o algoritmo apresentado na se¢ao anterior, cuja funcao objetivo satisfaz as condigoes
(5.14) e (5.90), dado um ponto x; € x, chamaremos X, ao i-ésimo ponto seguinte

dentro do conjunto vidvel.

Observe-se que este ponto pode corresponder a um ponto de retorno ao conjunto
viavel (no caso que Xj4,—1 ¢ X), ou a uma iteracao dentro do conjunto viavel (no caso

que Xgipi—1 € x). Esta diferenga ndo afeta a prova de convergéncia.

Por construgao do algoritmo, de (5.88):

(xp — x*) T (xp — Xpip1) >0 (5.91)

Pela condicao (5.90):

(X — Xpp1) " (Xhpt — Xpgp2) > 0 (5.92)

Aplicando a condigao (5.91) ao ponto Xj4pi:

(Kiipr — X)) (Rpp1 — Xpp2) > 0 (5.93)
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O que implica

(Xk = Xptp2) = (Xk = Xpap1) + (Kpgpr — Xpp2)
= (Xk = Xpyp) (3 — X7) =
(% = Xkp1) " (% = X*) + (Kpgp1 — Xpgp2)” (X — X*) =
(% = Xp1) T (X = X°) + (Xpgp1 — Xpyp2) (Xk — Xppr )+
(Xhapt — Xirp2) (Xpgpr — %) >0
onde foram usados (5.91), (5.92) e (5.93). Portanto
(Xk — Xk+p2)T(Xk — X*) > (Xk — Xkerl)T(Xk — X*) >0 (594)

Construindo hiperplanos paralelos determinados pelo vetor x; —x*, passantes pelos

pontos Xy p;:

Hy ={w e R"| (x — x")" (W — Xp1pi) = 0} (5.95)

define-se a distancia entre o ponto 6timo x* e cada um destes hiperplanos como

Portanto:

dist(x*, H;)

onde foi utilizado (5.94).

dist(x*, H;) =

(Xipi — %) (% — X7)
Ik — x|

(5.96)

(Xigpi—x)T (xp—x%) (Kopi —%n) T (x5 =)+ (x5 —x )T (3, —%*)

[k —x*]] Rt
x5, — x*|| + ("km”—xi,i)z,ﬁk_x*)
x5 — x*|| — (xk*xﬁ::i_)zﬁk,x*)
= x| — a0 i )

Isto demonstra que os sucessivos hiperplanos paralelos vao se aproximando do ponto

6timo. Por estarem os pontos X, que determinam tais hiperplanos dentro do conjunto

vidvel, e o ponto 6timo x* necessariamente estar sobre a fronteira desse conjunto (a

nao ser no caso trivial em que f(x*) = 0, em cujo caso o algoritmo convergira pelo caso

(a) mencionado anteriormente), X;4,; tende a x*, o que demonstra a convergéncia do

algoritmo.
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5.9 Algoritmo projetado

O algoritmo apresentado na secao anterior, pode ter sua versao projetada sobre o
gradiente das restricoes violadas quando as trajetorias sairem do conjunto viavel, tal
como aplicado no capitulo referente a otimizacao convexa. Assim, uma vez que a
trajetoria entra no conjunto viavel, s6 se afastara deste se, neste ponto, a fronteira
for estritamente convexa, e nao mais saird se a restricao violada for afim. Assim,
procura-se diminuir o chattering caracterisico das trajetérias em modo deslizante, o
qual aumenta a previsibilidade da trajetoria e a possibilidade de observar as condicoes
a) e b) anteriormente citadas.

Dado um vetor y, sabe-se que a matriz Py = [ — % projeta um vetor sobre o
hiperplano normal a y. Assim, definindo o operador de projecao:

Proj(u(x). y) u(x) se 0(x)(1 —o(x+ fu(x))) =0 (5.97)
Pyu(x) seo(x)=1leo(x+ fu(x)) =0
sendo # > 0 um escalar suficientemente pequeno para garantir a violacao de apenas
uma restrigdo no ponto x — fu(x).

Assim, chamando X, = x; + fuy, se o(xx) = 1 e 0(X;) = 0, entao existe j tal que
fi(xk) < 0e fi(Xk) >0, ou hj(xx) = 0 e hj(Xx) # 0. A projecao serd feita sobre o
gradiente desta fungdo, e o escalar  escolhido de maneira tal que f;(X)) ou h;(Xy)
estejam arbitrariamente proximos de zero.

Portanto:

VTE(x)VE (5.98)

X, =X — o | Uy — (X)) (1 — o(X —
: (1 = a1 = ox0) o
onde ay, é calculado como na segao anterior e uy, sera f(x;) ou VE(xy), segundo estiver

no passo 1 ou 2 na implementacao do algoritmo.

5.10 Execucao do algoritmo discreto

O algoritmo sera executado com os problemas 1, 2, 3 e 4. Em todos os casos, o conjunto
viavel estara definido pela observancia das restrigoes. A funcao objetivo sera, em todos

os casos V fo(X), que por ser estritamente convexa em todos os casos o resultado tinico
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¢é garantido. Os ganhos dos termos de penalizacao \; e v; continuam sendo unitarios.

A continuacao sao apresentados os gréaficos dos dois primeiros problemas utilizando
o algoritmo discreto e sua versao projetada. Os ntimeros entre paréntesis indicam o

nimero de iteracoes.

2 Algoritmo 1 Exemplo 1 (iteragées)

10, —Of =[x -

(10) f=0f=[2x,:2%,]
st x,+x,+1<0
172"

(x1+1/2) +x5-1<0

2x1—x2+1:O

(6)

regido viavel

1
-2 -15 -1 -0.5 0] 0.5 1 15 2

Figura 5.12: Algoritmo discreto aplicado ao exemplo 1

ilustrando a convergéncia das trajetorias

Algoritmo 1 projetado Exemplo 1 (iteracdes)

(19) —0f =[2x -
f=0 f07[2x1,2x2]
st x +x,+1<0
172
(x1+ll2) +x2715 0
2x17x2+1=0

(13)

regido viavel

Figura 5.13: Algoritmo projetado aplicado ao exemplo 1

ilustrando a convergéncia das trajetorias
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Exemplo 2 (nimero de iterages)

f=0f
%

stx, +x5+1 <0
172,75

(X +1)™+x3-1/2<0

—2x,+x,~3<0

11x,-5x,+13<0

—X,~1<0

(26)

regido viavel
-15F @7

Figura 5.14: Algoritmo discreto aplicado ao exemplo 2

ilustrando a convergéncia das trajetorias

Algoritmo projetado. Exemplo 2 (niimero de iteragdes)
2

f=0f

02
st X, +x3+1<0

2,.2

(><1+1) +x271/2 <0
72Xl+x2*3 <0
11x1—5x2+13 <0
—x2—1 <0

15

05 (26)

(14)

regiéo viavel
-15[ 9

Figura 5.15: Algoritmo projetado aplicado ao exemplo 2

ilustrando a convergéncia das trajetorias

Os resultados da execugao dos algoritmos para os problemas 3 e 4 serao apresentados
posteriormente. Em todos os casos, o algoritmo discreto e sua versao projetada foram
capazes de alcancar o ponto étimo do problema. No caso da versao projetada, reduzindo
ou mantendo ainda o nimero de iteracoes e sem exhibir o chattering caracteristico das

trajetorias em modo deslizante.

No caso do problema 2, a trajetoria verde e em menor medida a azul, violam em

alguns tramos a restricdo ¢;(x) < 0, que, como apontado, é parabdlica, nao sendo
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portanto o ponto de retorno igual a projecao ortogonal. A convergéncia do algoritmo,

entretanto, nao é afetada.

5.11 Discretizagao do algoritmo continuo apresen-
tado em [30], otimizando o comprimento do

passo por LOC

Como tratado na se¢ao 5.5.2, em [30] os autores propoem um algoritmo continuo para
resolver o problema VI(f, y), sendo f(x) : R” — R™ mondtona e y = {x € R" | g(x) <
0 e h(x) = 0} conjunto convexo vidvel tal que g(x) = [g1(X)..gm(x)]" : R* — R™
tal que V i € {1,..,m}, g;(x) convexa, continua e com derivadas parciais continuas e
h(x) = [k (x)..hy(x)]" : R" — R tal que Vi € {1,..,p}, hi(x) afim, continua e com
derivadas parciais continuas.

Os autores planteam o problema VI(v(u),{2), onde u = [XT yT ZT}T € Rrtmtp

sendo y e z multiplicadores de Lagrange,

f(x) + Dg (x)y + Dy (x)z
V(ll) = —g(x) - R7FmP (599)

eQ={ueR"™*"|xecR" yecR? zecR}

No lema 5.5.1, substituindo f(u) por v(u), V fo(x) por f(x), e utilizando a mono-
tonicidade de f(x) no lugar da convexidade de fy(x), é demonstrado que v(u) é mono-

tona em ().

No lema 5.5.2, fazendo as mesmas substituigoes, é demonstrado que se se verifica
a condigdo de Slater, isto ¢, se existe x tal que g(x) < 0 e h(x) = 0, entdo existe
dualidade forte e portanto u* = [x*7 y*” Z*T]T satisfaz as condigoes KKT (5.45) se e
somente se u* é solugao de VI(v(u), ), sendo x* a solugao de VI(f(x), x), e y* e z* os

multiplicadores de Lagrange.
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Sobre o conjunto €2 é trivial calcular o operador de projegao ortogonal:

~ _ yi sey; >0
Pro[u] = tal que g; = . . (5.100)
se y; <

<

Assim, é definida a seguinte lei de atualizacao das variaveis:

Ug+1 = PI"Q [llk - Oszk] (5101)

onde ay é o comprimento do passo que sera otimizado por controle 6timo de Lipunov
(LOC).
Escolhendo como fungao de Liapunov candidata discreta Vi = |[ri]|? = |[v|?, o

comprimento do passo que minimiza AV}, é (ver se¢ao 5.8.1.2)

v’ (uy,) DY (ug) v (uy)
| DI (ug) v (ug) |2

ay, = (5.102)

onde

De(x) + 3200, V2ai(x)ys + o0, VPhi(x)z Dg(x) Dy (x)
Dy(u) = —Dg(x) 0 0
—Dy(x) 0 0

e R(tmtp)x(ntm+p)

O teorema 5.5.4 demonstra que se v(u) for fracamente co-coerciva, isto é:

Vu, a € Q: Jg(u, i) € Ry, tal que (u —a)” [v(u) — v(@)] > g(u,a)|v(u) — v(a)

e se a funcao g(u, 1) > %, entao a distancia a solugao u* ¢ monotonicamente decres-
cente, isto é

[ = u* < fluy, —

Este algoritmo é similar ao de Goldstein-Levitin-Polyak (5.56, mencionado em [38]
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e [83]), apresentando a vantagem que o cdlculo da projecao ortogonal é trivial sobre o
conjunto €2 o que pode nao acontecer sobre o conjunto viavel y, e que o comprimento
do passo é calculado de maneira 6tima a fim de minimizar norma quadrado da funcao

v(u), que é igual ao residuo ou erro dentro do conjunto vidvel.

A desvantagem, claro, consiste no aumento da dimensao do problema, como no
caso continuo apresentado em [30]. Uma outra desvantagem consiste na exigéncia do
conhecimento dos hessianos das restrigoes e do jacobiano da fungao objetivo para o

calculo do comprimento do passo, nem sempre disponiveis.

5.12 Outros algoritmos discretos

Nesta se¢ao serao deduzidos e testados, sem qualquer prova de convergéncia, variacoes
sobre o algoritmo discreto anteriormente apresentado. Serao testadas também as suas

versoes projetadas.

O intuito destas variacoes é encontrar comprimentos dos passos diferentes que mini-
mizem outros residuos, assim também como evitar a avaliagao recorrente das restrigoes
toda vez que as trajetorias saem do conjunto viavel, o que compromete a eficiéncia
do algoritmo. Procura-se também evitar qualquer condicionamento sobre a forma das
restricoes assim também como sobre o nimero de restrigoes violadas cada vez que a

trajetoria sai do conjunto viavel.

5.12.1  Algoritmo 2

Neste segundo algoritmo, mantém-se o comprimento do passo (5.78) e a lei de atua-
lizagao das varidveis (5.79) para a fase de alcancar o conjunto vidvel, escolhendo a
expressao do meio da desigualdade (5.80) como residuo a ser minimizado na fase de

convergéncia. Assim

E(xy — f(xx))VE(x — f(xz))
IVE(x, — £(xx))]]?

re = f(Xk) —+
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VE(x,—f(x)) VT E(x,—f(x
= Tpy1 T — Qg |:Df(Xk-) + VE( kHV(E(i)k)—f(xk())TP () |

Exp—f(xp))V2E(xp—f(x))
IVE(xp—f(xg))||?

2VE<xk—f<xk>>VTE<xk—f(xk>>v2E<xk—f<xk>>E<xk—f(xk»] " fixe)

IV E (s —£(x5))[|*

= TIp — Oélezf(Xk)
sendo D, a expressao entre colchetes. Escolhendo como funcao de Liapunov candidata

discreta a norma quadrado deste residuo:
Vi = I‘ZI‘k = AVk = I‘ZJrlI'kJrl — I'g[‘k ~ —QOékI'ZDgf(Xk) + Oész(Xk)DkDgf(Xk)

e derivando e igualando a zero segundo a metodologia LOC:

I’kDgf(Xk)
g = kTR (5.103)
I DFE (x5 [|2
[§
I‘TDTf(Xk)
AV 2 — A T8 <)
1D £ () 12

Para o célculo do comprimento de passo (5.103) é necessério o conhecimento dos hes-
sianos das restrigoes (as expressoes V2E(x,—f(x))). Diversos experimentos mostraram
que, na pratica, o algoritmo nao se vé comprometido se retirarmos os dois tultimos ter-

mos de Dy, aqueles que contém justamente os hessianos das restrigoes.

Além disso, a cada iteracao na qual a trajetoria sai do conjunto viavel, isto é, para

B(xp—ouf (xx))f (x1)

todo k tal que x; € x e xp—apf(xx) ¢ x, é agregado a Xj41 0 termo T E oo TN TTE T

Esse termo representa um vetor na diregdo f(x;) de norma igual a um percentual da

distancia entre o conjunto vidvel e o ponto xj — agf(xy). Assim:

E(Xk — Oékf(Xk))f(Xk)
IVE Gk — anf (0)[[[£ (¢

ka € xexg— Oékf(Xk) ¢ X : Xk+1 = X — Oékf(Xk) +

O intuito disto é retirar o maximo possivel do vetor x;,; — x; fora do conjunto
viavel, conseguindo assim que as trajetérias se afastem o menos possivel deste. Se
apenas uma restricao for violada no ponto x;.1 ¢ X, e esta for afim ou esférica, en-
tao o ponto de retorno ao conjunto viavel serd a projecao ortogonal sobre este, como

ilustrado na figura 5,16.
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Segmento>
E(xk L)/ VE(X - L)l

Figura 5.16: Representacao da projecao ortogonal

5.12.2 Algoritmo 3

Neste terceiro algoritmo, também mantém-se o comprimento do passo (5.78) e a lei
de atualizacao das varidveis (5.79) para a fase de alcangar o conjunto vidvel. Para a
fase de convergéncia, escolhe-se como residuo o segundo termo da expressao do meio

da desigualdade (5.80).

T = E(xp — f(xg))
= 1 = E(xpe — F(xps1)) = E(xp — £(xz)) + VI E(x — f(x3)) A%

onde utilizamos a nomenclatura AX = x3 11 — f(xg11) — (x5 — f(xx)).
A aproximacao é vélida supondo que x; € x e x, — f(xx) ¢ x.

Observe-se que, por ser f(x) continuo, f(xpi1) = f(xx — apf(xg)) ~ f(xi) —

osz?(xk)f(xk)

Sendo portanto Ax = —af(xy) + apDf (xi)f(x) = — [I — Df (x1,)] cuf(xy)

= T~ B(x — f(x1)) — VI E(x, — £(xz)) [I — Df (xx)] anf(x)

Escolhendo como fungao de Liapunov candidata discreta Vi = r2:

AV =71 —ri~ =20 E(xy, — £(xx)) VI E(xy, — £(xz)) [I — Df (x)] £(x5)+
a2 (VTE(xy, — f(xz)) [I — DF (x4)] £(x1))’
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e por LOC, derivando com respeito a oy e igualando a zero

_ E(Xk — f(Xk))
VTE(xy — £(xi)) [I — Df (x1)] £(x1)

(5.104)

73

= AV, ~ —E%(x; — f(x)) < 0

Além destes 3 algoritmos, outros 17 comprimentos de passos foram testados experi-
mentalmente. Porém, os resultados nao foram apresentados por nao mostrar diferencas

apreciaveis com respeito aos aqui desenvolvidos.

5.12.3 Execucao dos algoritmos discretos

A seguir sao apresentados os graficos dos algoritmos 2 e 3 aplicados aos problemas 1 e

2, assim como os graficos das versoes projetadas.

2 Algoritmo 2 Exemplo 1 (iteragdes)

31 h=0 —0f =2x -
(31) f=0f=[2x;:2x,]
st x +x,+1<0
172
(><1+1/2) +Xx5-1<0

2x1—x2+1:0

15r-

(25)

regido viavel

Figura 5.17: Algoritmo 2 aplicado ao exemplo 1
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Algoritmo 3 Exemplo 1 (iteragdes)

35 h=0 _ — .
(35) f =0 f,=[2x,:2%,]
st x +x,+1<0
172
(X1+1/2) +Xx5-1<0

2x1—x2+1:0

15r-

(29)

regido viavel

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 5.18: Algoritmo 3 aplicado ao exemplo 1

Algoritmo 2 projetado Exemplo 1 (iteracdes)

h=0

30 - - .
(30) f=0 f=[2x,:2%,]
st x,+x,+1<0
172
(x1+1l2) +x2715 0

2x17x2+1=0

15F

0.5

(24)

-1
regido viavel

-1.5

Figura 5.19: Algoritmo 2 projetado aplicado ao exemplo 1
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Algoritmo 3 projetado Exemplo 1 (iteragées)

(34) h=0

f=0 f0:[2xl;2x2]
st x,+x,+1<0
172"
(x1+1/2) +x5-1<0
2x1—x2+1:O

(28)

regido viavel

-15 -1 -0.5 0] 0.5

Figura 5.20: Algoritmo 3 projetado aplicado ao exemplo 1

Algoritmo 2 Exemplo 2 (iteragées)

(50)

f=0f
02

stx,+x;+1<0

2,.2
(x1+1) +x2—1/25 [}
—2Xx,+x,—3<0
11x,-5x,+13< 0
—x,~1<0

(58)

-15F

(84)

regiéo viavel

Figura 5.21: Algoritmo 2 aplicado ao exemplo 2
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Exemplo 3 Algoritmo 2 (iteragdes)

@a) regiéo viavel

-1

f=0f
02
stx +x +1< 0
172 2 2
(x,+1)*x2-1/25 0
f2><1+x2f3£ 0

-1.5F (51) 11x,-5x,+13< 0
—x,~1<0
9,=0 g,=0
-2 L L L L L L J
-3 -2.5 -2 -15 -1 -0.5 (o) 0.5 1

Figura 5.22: Algoritmo 3 aplicado ao exemplo 2

Algoritmo 2 projetado Exemplo 2 (iteragdes)

f=0f
02

stx, +x5+1<0

172575
(><1+1) +><2—1/25 0]
—2x,+X,—3<0
1lxlf5x2+135 0
—X,~1<0

(37)

regido viavel
-15 61)

Figura 5.23: Algoritmo 2 projetado aplicado ao exemplo 2
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Algoritmo 3 projetado Exemplo 2 (iteragdes)

15

0.5

=01,
02
stx, +x2+1< 0
2,2
(x +1)P4xE-1/220
& oL —2x#x,-3<0
11x,-5x,+13< 0
-x,-1=0

regido viavel
(39)

-15 -1 -0.5 0 0.5 1

Figura 5.24: Algoritmo 3 projetado aplicado ao exemplo 2

Observando estes graficos, assim como os do primeiro algoritmo discreto apresen-

tado, pode-se concluir:

1) O algoritmo 1 é o que apresenta melhor comportamento, convergindo sempre
ao ponto o6timo em menor nimero de iteragoes que os outros algoritmos. A versao
projetada nao apresenta o chattering caracteristico dos sistemas a estrutura variavel, o
que faz esta opcao atrativa. Em compensacao, toda vez que a trajetoria sai do conjunto

viavel, cada iteracao exige um maior ntumero de avaliacoes das restri¢oes.

2) O algoritmo 2 apresenta um maior nimero de iteragoes que o primeiro. Além
disso, no caso da inexisténcia de restri¢oes de igualdade (exemplo 2), o ponto de con-
vergéncia exibe um erro maior que aquele apresentado pelo algoritmo 1. Este erro
pode ser reduzido diminuindo a constante €, mas ao custo de aumentar o nimero de

iteragoes. A versao projetada também se mostra bem comportada.

3) O algoritmo 3 é o que apresenta pior comportamento, convergindo a um ciclo
limite no caso da auséncia de restrigdes de igualdade (exemplo 2), e portanto ndao sendo

capaz de achar o ponto 6timo. O mesmo problema se observa na versao projetada.

Os algoritmos foram também testados com os problemas 3 e 4, a partir dos mesmos
pontos iniciais que os utilizados no capitulo de otimizagao convexa. Os resultados de
todas as experiéncias (numero de iteragoes a partir de cada ponto inicial testado) s@o

apresentados resumidamente na seguinte tabela.
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Xq alg. 1| alg. 2 | alg. 3 | alg. 1p. | alg. 2p. | alg. 3p.
[1;—0.5] 6 25 29 13 24 28
[—0.5; 1.5] 10 | 31 35 19 30 34
Problema 1, o) 16 37 | 37 12 26 31
[—0.5;-1.5] | 15 36 | 36 11 25 30
[0; —0.5] 2 | 58 | 30 14 37 52
[—1;1.5] 66 | 50 24 60 52 29
Problema 2. o 5 35 | 46 | 30 26 42 35
1515 | 47 | 8 | 51 29 61 39
X0, - - ; - - 403
Problema 3 X0, 20 . 12 10 . .
20, = 0.01 | 336 - . 336 1429 -
ie{l,.,14}
Problema 4 41 " 4.0 15 28 . 15 397 -
ie{l,.,14}

Tabela 5.1: Resultados das implementacoes dos diferentes algoritmos, onde - indica
que o algoritmo nao convergiu em até 1000 iteragoes

X0, = [2055 1520 60 20 20 60 20 20 60 20 20 60 20]"

xp, = [10502155006055701277016]"

5.13 Conclusoes deste capitulo

Seguindo a metodologia de fungoes de Liapunov de controle e de controle 6timo de
Liapunov é derivado o algoritmo continuo (5.71) e sua versao discreta (5.76) capazes
de achar o ponto 6timo em um problema de desigualdades variacionais, onde o conjunto
viavel esta determinado por restricoes de desigualdade convexas e de igualdade afins.
As exigéncias sobre a fungao objetivo sao a condicao (5.14), para o caso continuo, mais

a condigao (5.90) para o caso discreto. Ambas restrigdes sdo mais fracas que as exigidas
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nas bibliografias referenciadas, sendo os nossos algoritmos adequados para a resolucao
de uma maior quantidade de problemas.

Os algoritmos sao inteiramente similares aqueles desenvolvidos no capitulo 4 e apre-
sentados em [61], os quais eram aplicados na resolu¢ao de problemas de otimizagao
convexa, sendo portanto o caso aqui abordado de aplicacao mais geral.

A maior desvantagem apresentada, no caso discreto, consiste na possivel reducao
do comprimento do passo (5.81) toda vez que a trajetéria sai do conjunto vidvel, pois
isso exige uma avaliagao das restrigoes no ponto de destino a fim de conferir que nao
seja violada mais de uma restrigdo de desigualdade (ou nenhuma, caso sejam violadas
restrigoes de igualdade). Quanto maior for o nimero de restrigdes que conformam o
conjunto viavel, maior sera o nimero de avaliagoes destas, o que aumenta a demora de
cada iteracao e encarece, do ponto de vista computacional, a execucao do algoritmo.
Entretanto, apesar deste inconveniente, esta metodologia constitui uma maneira sim-
ples de garantir o retorno ao conjunto vidvel na projegao ortogonal (ou em um ponto
préximo) sem necessidade de calculd-la ou de aplicar um algoritmo de minimizacao
convexa para determinar esta projecao a cada iteragao, o que seria extremadamente
caro do ponto de vista computacional. A observancia das condicoes (5.14) e (5.90) por
parte da fungao objetivo garante a convergéncia das trajetérias geradas pelo algoritmo
ao ponto 6timo.

Assim sendo, para um numero reduzido de restrigoes, o algoritmo discreto (5.76),
e sua versao projetada (5.98), mostram-se capazes de alcangar o ponto 6timo em um
nimero reduzido de iteragoes e em um tempo razoavelmente pequeno.

Também aqui, como no caso do algoritmo para resolver problemas de otimizagao
convexa, mostrou-se a necessidade de realizar uma avaliacao quantitativa dos erros
produzidos pelos algoritmos, isto é, quantificar o erro na determinac¢ao do ponto 6timo

achado e o nivel de satisfacao das restricoes neste ponto.
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Capitulo 6

Conclusoes, contribuicoes e

propostas de trabalho futuro

No presente trabalho foram apresentados algoritmos, tanto continuos quanto discre-
tos, capazes de resolver diversos problemas de otimizacao. As leis de atualizacao das
variaveis, em todos os casos, foram derivadas utilizando a metodologia de funcoes de
Liapunov de controle e controle 6timo de Liapunov. Os problemas abordados foram o
de achar zeros de funcoes vetoriais nao lineares, de minimizacao de funcoes escalares,
o problema geral de otimizacao convexa e desigualdades variacionais. Muitos proble-
mas comuns em diversas areas da ciéncia e da engenharia podem ser formulados como

algum destes problemas de otimizacao.

O trabalho de Bhaya e Kaszkurewicz (ver, principalmente [13]), consiste na interpre-
tagao dos algoritmos para resolver problemas de otimizacao como sistemas dinamicos de
controle em malha fechada. Uma primeira vantagem desta abordagem consiste em que
a teoria de controle oferece poderosas ferramentas de analise dos sistemas dinamicos,
tanto lineares como nao lineares, tanto continuos como discretos, como por exemplo
avaliacao da convergéncia das trajetorias, taxas de convergéncia, regioes de convergen-
cia, estabilidade, entre outras. Além desta vantagem, a teoria de controle oferece
uma metodologia sistematica de desenvolvimento de algoritmos através das fungoes
de Liapunov de controle e do controle 6timo de Liapunov. Assim, alguns algoritmos
amplamente conhecidos e tratados na bibliografia podem ser interpretados como sis-

temas dinamicos de controle em malha fechada, o que constitui uma nova abordagem e
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possibilita andlises alternativas sob esta nova perspectiva, assim como também outros

novos algoritmos podem ser desenvolvidos através desta metodologia.

Bhaya e Kaszkurewicz focalizaram principalmente o problema de achar zeros de
funcoes vetoriais nao lineares. O presente trabalho teve como intuito a utilizacao desta
metodologia para o desenvolvimento de algoritmos capazes de resolver os outros proble-
mas de otimizacao mencionados, assim como também foram analisados os algoritmos

apresentados em [13].

Cabe destacar que, sob o foco da teoria de controle, muitos dos algoritmos apre-
sentados constituem os chamados sistemas dinamicos de controle a estrutura variavel,
amplamente conhecidos na literatura de controle, a qual oferece uma abundante quan-
tidade de ferramentas de andlise. Os sistemas dinamicos a estrutura varidavel geram
trajetérias em modos deslizantes até alcancar o ponto 6timo. Algoritmos a estrutura
variavel possuem caracteristicas que os tornam atrativos, por exemplo a previsibili-
dade do percurso da trajetéria sobre a superficie de deslizamento, ou a possibilidade

de apresentarem convergencia em tempo finito.

A conclusao geral do trabalho é que os algoritmos apresentados se mostraram ca-
pazes de resolver os problemas de otimizagao testados, em alguns casos de maneira
mais eficiente que outros algoritmos apresentados na bibliografia, e mostrando diversas
vantagens com respeito a estes. Demonstra-se assim, que a teoria de controle oferece
um caminho promissor de futuras pesquisas destinadas a achar algoritmos alternativos,
assim como de analise dos ja existentes, para a resolucao tanto destes problemas de

otimizacao como de outros ainda nao abordados sob esta perspectiva.

Entretanto, cabe mencionar algumas conclusoes pontuais referentes a cada problema

abordado em particular:

1) Os algoritmos de primeira ordem para achar zeros de fungoes mostraram que,
embora o conhecido algoritmo de Newton oferece um melhor comportamento (menor
nimero de iteragdes no caso discreto, por exemplo), este se vé afetado pela presenca
de singularidades estranhas, o que pode comprometer seu desempenho, a diferenca
de outros algoritmos apresentados que nao se véem afetados por estas singularidades.
Também, o fato do algoritmo de Newton inverter a matriz jacobiana pode comprometer

seu rendimento quando aplicado a problemas de grande porte, isto é, com um grande
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nimero de varidveis, o que nao foi testado no presente trabalho!. Alguns dos algoritmos
apresentados se mostraram mais eficientes do que o algoritmo de Newton para achar
um zero de alguma das fungoes testadas, razao pela qual a utilizagao destes merece ser
considerada.

A utilizagao do “time” de algoritmos também oferece uma alternativa interessante
quando se pretende aumentar a possibilidade de achar um zero de uma funcao vetorial,
mesmo que isto redunde em uma demora maior na convergéncia da trajetéria.

Quando a partir de um determinado ponto inicial interessa aumentar a previsibili-
dade do percurso da trajetoria gerada pelo algoritmo, o estudo das bacias de atracao
mostrou-se como uma ferramenta adequada para este fim. Observou-se que o algoritmo
de Newton, para as funcoes testadas, apresenta bacias de contornos mais irregulares e
superficies menores que outros, sendo portanto, o percurso das suas trajetérias menos
previsivel.

O estudo das singularidades estranhas mostrou também que a alternativa proposta
por Branin ([18]) nem sempre é capaz de achar sucessivamente todos os zeros de uma
funcao vetorial, e que inclusive uma singularidade estranha pode ser ponto de atracao
das trajetdrias. Se encontraram contraexemplos para as duas conjecturas apresentadas
no trabalho do Branin.

2) Os algoritmos de primeira ordem desenvolvidos para achar minimos de fungoes
escalares convexas se mostraram eficientes com os problemas testados. O estudo destes
algoritmos, utilizando as ferramentas fornecidas pela teoria de controle, mostrou as
limitacoes de alguns dos algoritmos propostos na bibliografia. O algoritmo a estrutura
variavel apresentado mostrou-se eficiente na localizagao do minimo global das fungoes
testadas.

3) Os algoritmos de segunda ordem, tanto para achar zeros de fungoes vetoriais nao
lineares como aqueles destinados a achar minimos de fungoes escalares nao convexas,
também se mostraram eficientes na busca dos objetivos. Entretanto, estes mostraram
uma necessidade de sintonizacao dos ganhos mais cuidadosa que no caso dos algoritmos
de primeira ordem, assim como de uma escolha adequada do valor inicial da variavel

de controle. As trajetérias geradas por estes também mostraram percursos maiores

10s métodos quase-Newton, ja mencionados, que ndo invertem a matriz jacobiana, nio foram
testados no presente trabalho.
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pelo plano de fase. Apesar destes inconvenientes, no caso de achar zeros de funcoes
vetoriais, em alguns casos se mostraram mais eficientes que os algoritmos de primeira
ordem, notadamente com a funcao de Branin para a constante ¢ = 1.

No caso dos algoritmos para minimizacao de fungoes escalares nao convexas, observou-
se que a capacidade de ultrapassar minimos locais para acharem o minimo global da
funcao s6 é conseguida com uma cuidadosa sintonizacao dos ganhos também, e ape-
nas em alguns casos. O algoritmo DIN proposto na bibliografia ([3]), também mostrou
igual inconveniente e parece atingir o objetivo apenas quando se aproxima do algoritmo
HBF.

No caso dos algoritmos discretos, como ja foi mencionado, as trajetorias geradas por
estes podem se estacionar em selas, o que faz fracassar o objetivo pretendido. Porém,
é possivel que a escolha de outros residuos (isto é, reformulando a malha de controle
do sistema discreto), elimine este inconveniente.

4) O algoritmo apresentado para resolver o problema geral de otimiza¢ao convexa
se mostrou eficiente e simples de implementar apesar da dificuldade do problema. As
vantagens mostradas contrastam visivelmente com a maioria dos algoritmos apresen-
tados na bibliografia, que condicionam as restricoes que determinam o conjunto viavel
ou a fun¢ao objetivo (limitando a aplicabilidade do algoritmo), aumentam a dimensao
do problema, ou utilizam operadores como o de projecao ortogonal que, na maioria dos
casos, ¢ computacionalmente caro de calcular e portanto compromete a eficiéncia do
algoritmo. O critério de parada adotado para o caso discreto também é mais simples
do que a maioria dos apresentados na bibliografia, embora empregue algumas iteragoes
a mais.

A alternativa do algoritmo projetado sobre a fronteira do conjunto viavel também
mostrou-se atrativa devido a previsibilidade da trajetéria e a eliminagao do chattering
caracteristico das trajetorias em modos deslizantes.

5) O algoritmo proposto para a resolugao de problemas de desigualdades variacionais
também mostrou-se eficiente com os problemas testados. Além de apresentar as mesmas
vantagens que as mencionadas para o algoritmo para a resolucao dos problemas de
otimizagao convexa, o requerimento exigido para a fungao objetivo é mais fraco do que
aqueles requeridos na maioria dos algoritmos apresentados na bibliografia, permitindo

assim a aplicacao com uma maior variedade de problemas.
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No caso do algoritmo discreto, as modificagoes realizadas ao comprimento do passo
calculado por LOC para garantir convergéncia, podem ser caras do ponto de vista
computacional, notadamente diante da presenca de um grande ntimero de restri¢oes.
Porém, o fato de nao utilizar o operador de projecao ortogonal, que também pode ser

caro de implementar, é uma vantagem evidente com respeito aos seus concorrentes.

Dentre as principais contribuicoes desta tese, cabe destacar:

e O estudo mais detalhado dos algoritmos de primeira ordem apresentados em ([13])
para achar zeros de funcoes vetoriais, incluindo bacias de atracao de cada zero
para diversas fungoes de teste, e admissao de ganhos nestes algoritmos. Foram
estudadas as singularidades estranhas para o algoritmo de Newton, e as conse-
qiiencias da presenca de singularidades estranhas tanto nos algoritmos continuos
quanto nos discretos. Estudo e apresentacao de métodos de linearizacao do al-
goritmo de Newton, e estudo do algoritmo de Branin. Foram realizados testes
com funcoes de mais de duas variaveis. Foi apresentada a utilizacao do “time” de

algoritmos.

e Foram desenvolvidos e testados algoritmos continuos de primeira ordem para
minimizagao de fungoes escalares convexas. Os algoritmos foram discretizados
com comprimento de passo otimizado. Alguns dos algoritmos destinados a este
fim, j& conhecidos na bibliografia, foram interpretados como sistemas dinamicos

de controle e estudados utilizando a teoria de controle.

e Foram desenvolvidos e testados algoritmos continuos de segunda ordem para
achar zeros de funcgoes vetoriais. Os algoritmos foram discretizados com com-

primento de passo otimizado.

e Foram desenvolvidos e testados algoritmos continuos de segunda ordem para mini-
mizagao de fungoes escalares nao necessariamente convexas. Os algoritmos foram
discretizados com comprimento de passo otimizado. Os algoritmos ja exisentes na
bibliografia destinados a este fim, foram interpretados como sistemas de controle

e estudados utilizando as ferramentas da teoria de controle.

e Foi desenvolvido e testado um algoritmo continuo para resolugao do problema
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geral de otimizacao convexa que nao apresenta muitos dos inconvenientes de ou-
tros propostos na bibliografia. Este foi discretizado com comprimento de passo
otimizado, e foi derivada uma versao projetada deste. O desempenho dos algo-

ritmos discretos foi comparado com o de outros algoritmos.

e Foram estendidos os lemas apresentados por Liao ([53, lemas 2.2 e 2.3]) ao caso

geral de otimizacao convexa.

e Foi desenvolvido e testado um algoritmo continuo para a resolugao do problema
de desigualdades variacionais com exigéncias sobre a funcao objetivo e as res-
tricoes mais fracas que aquelas apresentadas por outros algoritmos presentes na
bibliografia. O algoritmo foi discretizado com comprimento de passo otimizado,
e foi derivada uma versao projetada deste. As condigdes de convergéncia do

algoritmo discreto foram analisadas.

e Discretizacao do algoritmo apresentado por Gao et.al. ([30]) com comprimento

de passo otimizado por LOC.

O trabalho realizado nesta tese possui um carater claramente qualitativo, onde o
objetivo principal foi a utilizagao da teoria de controle para o projeto e andlise de algo-
ritmos destinados a resolver diversos problemas de otimizagao. Porém, evidentemente
nao foram esgotadas todas as possibilidades de estudo dos algoritmos apresentados,
e analises destes em diversas aplicacoes especificas, assim também como testes para
diversos problemas particulares, ou de maior porte, se fazem imprescindiveis.

Existe, portanto, a necessidade de prosseguimento do trabalho. Enumeraremos,
resumidamente, algumas propostas de trabalho futuro.

1) Como jé foi mencionado, testar a eficiéncia dos algoritmos em problemas de
maior porte, isto é, com maior nimero de variaveis, e diante da presenca de restrigoes,
com um maior nimero destas, com o intuito de apreciar mais claramente as vantagens
e desvantagens destes com respeito a outros apresentados na bibliografia, assim como
delimitar melhor os campos de aplicacao especificos para cada algoritmo. Em problemas
de grande porte, também, o tempo de convergéncia poderia ser testado, oferecendo

assim um novo elemento de comparacao. Nos problemas pequenos aqui apresentados
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de maneira ilustrativa, estas demoras foram inconclusivas em quase todos os casos.

2) Realizagdo de uma andlise quantitativa de algumas das caracteristicas dos algo-
ritmos, o que permitiria a delimitacao mais precisa do campo de aplicacao de cada um
destes. Por exemplo, uma andlise mais exaustiva de como o algoritmo de Newton se
veé afetado diante da presenca de singularidades estranhas. Outro exemplo poderia ser
a utilizacao das ferramentas oferecidas pela teoria de sistemas dinamicos para andlise
das bacias de atragao de cada zero, podendo assim prever as formas e tamanhos destas
e melhorando portanto a previsibilidade de percurso das trajetérias a partir de um
determinado ponto inicial. Foi notado que os algoritmos de segunda ordem apresentam
maior sensibilidade ao valor dos ganhos que os algoritmos de primeira ordem, assim
como a necessidade de uma escolha adequada do valor inicial da variavel de controle.
A robustes dos algoritmos com respeito a variagoes destes valores precisa ser testada.
Uma analise das propriedades numéricas dos algoritmos apresentados forneceria, tam-
bém, um elemento de comparacao e delimitacao da aplicabilidade destes. Analisar a
relagao com outros algoritmos tradicionais de otimizacao convexa, por exemplo, aqueles
baseados em multiplicadores de Lagrange, ou no enfoque primal-dual. Finalmente, uma
avaliacao quantitativa dos erros dos pontos 6timos achados em todos os casos, assim
como também, diante da presenca de restri¢coes, a quantificacao da satisfacao destas
no ponto 6timo, se faz imprescindivel para contribuir com a avaliagao da eficiéncia dos
algoritmos propostos.

3) Estudar a aplicagao dos algoritmos em problemas com exigéncias diferentes. Por
exemplo, permitir que as fungoes objetivos (em todos os casos) sejam descontinuas
ou nao diferenciaveis, o que exigiria que a lei de atualizacdo das varidveis seja um
mapeamento de conjunto (set valued maps), e a andlise de fungdes com lado direito
descontinuo através das ferramentas desenvolvidas por Filippov (][28]). No caso do
problemas de otimizagao convexa, permitir que a funcao objetivo seja nao convexa, e
implementar outro algoritmo, talvez de segunda ordem, na fase de convergéncia com o
intuito de ultrapassar minimos locais dentro do conjunto viavel para achar o minimo
global restrito.

4) Utilizar a teoria de controle e a metodologia CLF/LOC para a dedugao de algo-
ritmos capazes de resolver outros problemas de otimizagao. Por exemplo, no contexto

de achar zeros de funcgoes, dentre os muitos algoritmos continuos existentes, a classe
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de algoritmos de continuacao ou homotopia [1, 2| também utiliza uma EDO do tipo
(1.2) como ponto de partida dos métodos chamados preditor-corretor, entretanto, nao
ha a utilizagao dos conceitos de controle no projeto e na andlise destes algoritmos.
Outro exemplo poderia ser a utilizacao da teoria de controle para o desenvolvimento

de algoritmos para a resolugao de problemas duais, no contexto de otmizagao convexa.
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