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Sistemas gradientes que resolvem problemas de otimizaggargpostos e analisados.
Estes sistemas séo obtidos a partir de um método de peldalizaata, resultando em sis-
temas dinamicos com segundo membro descontinuo, que pedéamespretados como mo-
delos de redes neurais com funcéo de ativacdo descontirmianalises de convergéncia,
feitas através da forma Persidskii dos sistemas gradiemiésando fun¢des de Lyapunov
nao suaves do tipo Lure-Persidskii, sdo simples e resultarnondicdes de convergéncia
global trataveis.

Os sistemas propostos, por serem facilmente paralelzés@b adequados a resolucéo
de problemas de otimizacdo grande porte, utilizando comojoues paralelos. Trés apli-
cacoes sao consideradas: o problémmanners-take-all, formulado através de um problema
de programacao linear, treinamentosigport vector machingSVMSs) e reconstrucao de
imagens. O treinamento de SVMs, com grandes bases de dazpsolelema de reconstru-
¢cao de imagens séo de grande porte, exigindo a paralelidag&stemas gradientes.

As solucfes séo obtidas através de integracdo numéricaralalpalos sistemas gradien-
tes, utilizando algoritmos de integracédo com passo adaptads resultados mostram que
sistemas gradientes sdo métodos competitivos para agésale problemas de otimizacao
de grande porte, quando implementados em paralelo e/dwidEsonumericamente atraves

técnicas de integracao eficientes.
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Gradient systems designed to solve optimization problemgeoposed and analysed.
These systems are obtained by means of an exact penalty aned¢isalting in systems of
ordinary differential equations with discontinuous rigdud sides, which are neural network
models with discontinuous activation functions. The glatanvergence of the proposed
systems are proved by means of a Persidskii form of the gradistems, and non-smooth
Lure-Persidskii or diagonal type Lyapunov functions.

The proposed gradient systems can be easily parallelizegthwnakes them suitable
to solve large scale problems. Three applications are deresil: thek-winners-take-all
problem, formulated by means of a linear programming probleaining of support vec-
tor machines (SVMs) and image restoration. SVM trainingwatrge data sets and image
restoration are usually large scale problems, and thegmadystems that solve those prob-
lems need to be parallelized.

The gradient systems are solved by means of parallel nuatentegration of these
systems, and to use efficient to use efficient numerical iategn methods with adaptive
stepsize control, the nonlinearities are smoothed in ahbeidood of the corresponding
discontinuity surface by means of theundary layer techniquelt is shown that gradient
systems solve efficienty large scale optimization problemen are implemented in parallel

computers and/or solved by means of efficient numericagmatéon techniques.
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Notacao

Vetoressao representados por caracteres minasculos em negritokcou por letras gregas
mindsculas em negrito, coni®

Matrizes séo representadas por caracteres maiusculos também dto,r@gno A ou por
letras gregas maiusculas em negrito, cano

Funcdes escalares de varias variaveisomof(z1, . .., z,), SA0 representadas pf(x) ou
f(),comx = (z1,...,2,).

Funcdes vetoriais do tipo diagonalcomo( f;(x1), . . ., fu(x,)), S0 representadas ok ).
Escalaressao representados por caracteres minusculos em italiow por exempla: ou
por letras gregas minusculas, comno

Desigualdades vetoriaisDados dois vetorea e v emR", a desigualdada > v significa
quewu; > v;, para todoi. De modo anélogo define-se as desigualdades v, u > v e
u<v.

Normas vetoriais e matriciais. Dado um vetorx em R", denotamos pofix||;, ||x]|2
e ||x|l as normad.;, L, ou euclideana €.., ou infinito dex em R", respectivamente.
Denotamos pofx|| a norma euclideana deemR”". As normas matriciais sdo denotadas de

forma analoga.

viii



Capitulo 1

Introducao

A utilizacdo de circuitos analdgicos, formulados mateoasatiente através de sistemas
gradientes, para a resolucdo de problemas de otimizacgwifoeiramente abordada por
Pyne [1], que apresentou um método para resolucéo de prabldenprogramacao linear
utilizando computadores analdgicos. O trabalho de Pynmétivado pela necessidade de
resolver problemas de otimizagcdo em tempo real, e € viawgupoa implementacédo de

sistemas gradientes sob a forma de circuitos é simples @bara

Nos anos que seguiram, houve consideravel desenvolvimenaplicacido desta classe
de sistemas a resolucéo de problemas mais gerais de otfimizRgbashov [2] propds sis-
temas gradientes para resolucdo de problemas de prograiimegi e quadratica através de
computadores analdgicos. A resolugcdo de problemas geraitrdizacdo convexa através
de sistemas gradientes foi estudada em [3], apresentaralagonosa analise de convergén-
cia utilizando o método direto de Lyapunov. Em [4], a estddde de sistemas gradientes

gerais para a minimizacao de funcdes suaves foi investigada

A conexédo entre 0 método proposto por Pyne [1] e 0 método dzfifude penalidade
foi estabelecida por Karpinskaya [5], utilizando uma funcie penalidade exata [6]. O
uso de funcdes de penalidade ndo-suaves foi discutido or [J{ e Korovin e Utkin [8],
gue obtiveram condicles de existéncia destas funcdes adidsate, e a convergéncia dos

sistemas foi analisada utilizando a teoria de sistemastdgas variavel.

No contexto de redes neurais, no ano de 1984, Hopfield [3}doziu a rede que hoje
leva seu nome, direcionada a implementacao de sistemaswasatraves de circuitos. Dois

anos depois, Tank e Hopfield [10] mostraram como a rede de ¢élogfode ser utilizada
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para resolver de problemas de otimizacdo, e uma implen@ntdg rede através de um
circuito, foi apresentada para resolver problemas de anogcéo linear. A utilizacdo de
funcdes de ativacdo descontinuas na rede de Hopfield fadevada por Forti e Nistri [11],

gue obtiveram condi¢des de convergéncia em tempo finituéstrde uma rigorosa anélise
de convergéncia. O modelo de Hopfield € muito popular e digensodificacbes foram

propostas [12].

Nos anos 90, Rodriguez-Vazquez et al. [13] apresentaramdogfmara resolucdo de
problemas de otimizacdo nao-linear por meio de circuitesgnados SC (switched capac-
itor), utilizando func¢des de penalidade ndo-suaves. UtKjrapresentou uma analise de
sistemas gradientes descontinuos aplicados a resolugéioldemas gerais de programacgéao
convexa, apresentando uma analise de convergéncia doaassapresentados. O uso de sis-
temas gradientes com segundo membro descontinuo pargergsablemas de otimizacéo
convexa também foi considerado por Glazos et al. [14], gliearam a teoria de sistemas
de estrutura variavel para analisar a convergéncia de temsggradiente para a resolucao

de problemas de programacé&o convexa.

Uma classe de sistemas gradientes com segundo membro tliescajue resolve pro-
blemas de programacao linear foi analisada por Chong etHl. (1 método da funcédo de
penalidade foi utilizado com duas fun¢des de penalidad@gxacondi¢cdes convergéncia

explicitas, dependentes dos estados do sistema, foradasbti

Kennedy e Chua [16] analisaram a estabilidade de uma redelmgura resolucdo de
problemas de programacao nao-linear, assumindo que aofdlecéestricdo e a funcéo ob-
jetivo do problema sdo de clas§g. Estas hipéteses foram relaxadas por Forti et al. [17],
gue consideraram a funcdo objetivo e a funcéo de restricgoaldema como regulares,
permitindo que estas fungdes sejam descontinuas; parelasta de problemas foram obti-
das condicBes de convergéncia global em tempo finito, depéesida norma euclideana do
vetor de estados da rede. Recentemente, a convergéncia aéasseade redes neurais com
funcbes de ativacdo descontinuas ou ndo-Lipschitz foisauk [18], utilizando funcdes de
Lyapunov nao diferenciaveis, obtendo condi¢cdes de coémerg exponencial ou em tempo

finito.



Analise de convergéncia através de sistemas Persidskii enfides tipo diagonal

Verificou-se que é possivel escrever os sistemas gradigméesiodelam as redes estu-
dadas na forma Persidskii. O uso da formulacéo de Persigkstificado pelo fato de que
as funcbes de Lyapunov associadas a estes sistemas setanmebesnhecidas. Persidskii
[19] estudou a estabilidade absoluta do modelo que leva o@®ee através de uma funcao
de Lyapunov do tipo diagonal.

Este método de andlise foi utilizado em [20] e [21], em qu&esias gradientes que
resolvem trés variantes de problemas de programacéao fioean analisados, utilizando
sistemas Persidskii com segundo membro descontinuo edsinigbLyapunov do tipo dia-
gonal ndo-suaves. A estratégia de analise é baseada négataaotada em [15], resultando
em condicdes de convergéncia baseadas em parametros ddgmEneonstantes, e portanto
mais trataveis que as obtidas por Chong et al. [15] e Forti.4L@], que dependem dos
estados do sistema dinamico.

Sistemas Persidskii e funcdes de Lyapunov tipo diagonabéamforam utilizados na
analise de convergéncia de um sistema gradiente para eesidtemas subdeterminados
de equacdes lineares da forlda = b [22]. Através desta analise, foi possivel mostrar a
convergéncia em tempo finito das trajetorias do sistemaegrdpara o conjunto solucao

do sistema de equacoes lineares.

Método de penalidades

O desenvolvimento de métodos alternativos para a resollggooblemas de otimiza-
¢do, ganha grande impulso quando os métodos tradicionaisatdadequados a resolucéo
de problemas de grande porte. Um exemplo disto sdo métodus @® quase-Newton, que
estdo entre os mais eficientes, entretanto sédo inadequamptetnentacdo sob a forma de
circuitos VLSI, além de serem de dificil paralelizagdo,spestes métodos exigem a esti-
macao de uma matriz hessiana em cada iteracao.

Por esta razdo, tornam-se necessarias abordagens alternatie contemplem tanto a
implementacédo via hardware como a implementacdo numénazoenputadores paralelos,
e para este fim os sistemas tipo gradiente, associados adarddduncao de penalidade
constituem uma poderosa ferramenta.

O método da funcdo de penalidade exata é particularmentgiade, pois as derivadas
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destas fun¢des sao facilmente obtidas analiticamenteseezpeessdes sao simples, tornando
0s sistemas gradientes também simples para fins de implagadentlém de ndo precisarem
de uma condic¢do inicial no interior do conjunto viavel dolgema. Outra vantagem da
utilizacéo deste tipo de funcdo de penalidade é que a implagé&o através de circuitos
utilizando tecnologia VLSI pode ser feita utilizando-sea@s resistores, capacitores, am-
plificadores e relés, o que torna este tipo de implementagfues e barata [12]. Outros
métodos podem ser utilizados para a formacao do sistemagradcomo a minimizagao
da funcéo lagrangeana. No entanto, este método exige antleefio dos multiplicadores
de Lagrange, o que provoca um aumento consideravel na dimelasproblema. Os méto-
dos de barreiras, por outro lado, precisam ser iniciadosrarpanto no interior da regiao
viavel, e funcionam evitando que as solucdes saiam desgigntonA dificuldade em obter-
se um ponto inicial no interior do conjunto viavel, espeoihte para problemas de dimen-
sdo elevada, € uma desvantagem do método de barreiradiatifitiio seu uso para resolver

problemas de grande porte.

Além da adequabilidade dos sistemas gradiente a aplicagdaempo real utilizando
circuitos, sistemas gradientes podem ser interpretados owdelos de redes neurais recor-
rentes [12, 23]. Estes sistemas podem ser paralelizadudo selequados a resolucéo de

problemas de grande porte, através da implementacao destssmputadores paralelos.

Aplicacoes

Um circuito k-winners-take-all (KWTA), modelado a partir de um problenea mo-
gramacdo linear com restricdes em caixa, foi analisado poeifa et al. [24] através dos
mesmos metodos de Ferreira et al. [21]. Estes mesmos médtodas aplicados ao treina-
mento desupport vector maching$SVMs) [25]. Neste caso as condicdes de convergéncia
sao independentes dos parametros de penalidade e os mgboldos ser estendidos a pro-
blemas gerais de programacao quadratica com restric@sds As contribuicdes tedricas
obtidas pela utilizacdo da forma Persidskii dos sistemagigntes sdo: i) os resultados de
convergéncia obtidos fornecem uma forma explicita parstajlos parametros de penali-
dade apenas em funcéo dos dados do problema de progranmesgipil) para problemas de
programacao quadratica, a convergéncia € garantida parsqger valores dos parametros

de penalidade.



Aplicagbes como reconstrucao de imagens e treinamento Ms 8¥lizando um espaco
de amostras muito grandes séo aplicacdes que exigem mdeogumputacional. Estes dois
problemas sdo modelados através de problemas de otimjzagipodem ser resolvidos pe-
los sistemas propostos por Ferreira et al. [22, 25, 26] epgequerem grande capacidade de
processamento, € necessaria a paralelizacao dos sisteadestes. Os principais desafios
a serem enfrentados no desenvolvimento deste trabalhtvenva) desenvolver programas
paralelos para resolver o sistemas de equagdes diferenoiaio segundo membro descon-
tinuo; ii) desenvolver algoritmos eficientes e precisoswiegracéo paralela de sistemas de

equacdes diferenciais com segundo membro descontinuo.

Experimentos numéricos e ambiente computacional

Os experimentos computacionais foram realizados na esdrdisponivel no Nucleo de
Atendimento em Computacao de Alto Desempenho (NACAD), da CO&rEconta de um
cluster Itautec com 16 nés duais, cuja configuracdo € maestrathbela 1.1, e uma maquina
paralela SGI Altix, com 12 processadores, utilizando @equia de memadria compartilhada
e um cluster Itanium com 4 processadores, viabilizando gemmgntacédo de aplicacdes pa-
ralelas de grande porte. As ferramentas de software uldlizado de cddigo livre e estao

disponiveis gratuitamente na Internet.

Tabela 1.1: Caracteristicas gerais do Cluster Itautec. Fotipe//www.nacad.ufrj.br
Cluster InfoServer Itautec

Numero de nds | 16 nés duais (2 processadores por ho)

Memoria RAM || 512 MB/ no

Memoria Cache || 256 KB / CPU

Hard Disk 18 GB

Processadores || Pentium Il 1GHZ

Sist. Operacional Red Hat Linux 7.3

Compiladores C / C++, Fortran 77/90

A principal plataforma de desenvolvimento adotada neatmatho é o SGI Altix. Esta
maquina, dispde de software de desenvolvimento de apésagéralelas de codigo livre
(compiladores e as bibliotecas MPI), e portanto € mais aedsscomunidade cientifica. As
caracteristicas gerais desta maquina séo exibidas na ta@elA linguagem de programacao
utilizada é o FORTRAN 90 utilizando o MPI (Message Passingrfate) como APIs de

programacao paralela.



Tabela 1.2: Caracteristicas gerais do SGI Altix. Fonte::Mtpw.nacad.ufrj.br

SGI Altix 350
Numero de processadoresl2 procs
Memoria RAM 28 GB (compartilhada
Disco Rigido 360 GB
Sistema Operacional Linux
Compiladores Fortran 90 e C/C++
Arquitetura CPU Itanium 2 de 64 bits
Pico de performance 6 GFLOP/S por CPU

As caracteristicas gerais do SGI Altix s&o mostradas ndatdh2. Esta maquina possui
as mesmas ferramentas de desenvolvimento de aplicac@sasague o cluster InforServer,
porém é uma maquina mais poderosa, possui maior quantidaderdoria, e por isso é mais
adequada aos experimentos realizados neste trabalho.

Este trabalho € estruturado como segue. No capitulo 2 séeeatadas as ferramentas
matematicas e conceitos utilizados na analise tedricaigiesmas propostos. Em seguida,
no capitulo 3 sistemas gradientes séo introduzidos, e $ivagfo a resolucédo de problemas
de otimizacao é apresentada. Os trés capitulos seguinteedi@ados a trés aplicacdes: no
capitulo 4 um sistema gradiente obtido a partir de um probldenprogramacéo linear com
variaveis em caixa é aplicado ao problema de encontrarroaiores componentes de um
dado vetor; o problema de separacéo de classes através de $8MEVM € discutido no
capitulo 5; no capitulo 6 é apresentado o problema de res@ude imagens. Finalmente,
no capitulo 7, sdo apresentadas as conclusdes e perspdetivabalhos futuros. O apéndice
A contém uma breve introdugéo aos conceitos basicos de ¢agduuparalela usados neste
trabalho, e no apéndice B, listamos as ferramentas de seftiihzadas no desenvolvimento

das implementacdes dos algoritmos propostos.



Capitulo 2

Ferramentas matematicas

2.1 Caracterizacdo dos minimos de funcdes

SejaFE : R" — R uma funcéo escalar. Nesta se¢do, sao apresentados resutse
permitem caracterizar os minimos de uma funédatravés de suas derivadas parciais de

primeira e segunda ordens.

Definicdo 2.1.Se uma fungao escal&r possui derivadas parciais continuas ate@sima

ordem enR”, diz-se query € uma funcéo de clasgé'.

Definicdo 2.2 (Ponto critico).Um pontox* € R™ € um ponto critico dé’ se

em queV £(x*) é o gradiente d& emx*, e0 é o vetor nulo enR”.

Definicdo 2.3 (Ponto de minimo local)Um pontox* € R™ é um ponto de minimo local
ou um minimizador local dé’ se existe uma bola aberfi(x*, ), centrada enx* de raio

e > 0, tal que, para toda em B(x*, ¢)
E(x") < E(x).

SeE(x*) < E(x) para todax em B(x*,¢), entdox* € dito um ponto deninimo local

estrito



Definicdo 2.4 (Ponto de minimo global)Um pontox* € um ponto de minimo global ou

um minimizador global d&Z emR", se para toda € R”

Ex") < E(x).

SeF(x*) < E(x) para todax € R", x* € dito um ponto deninimo global estrito

O conceito de minimo global pode ser também formulado emaela um subconjunto
7 deR"™. Neste caso, se para togd € 7, tem-se quer(x*) < E(x), entdox™ € um ponto
de minimo global enT. De modo analogo define-se pontosaé&ximo local e globadle .

Se a fun¢dd? admitir pelo menos um minimo local, este ponto ndo é nedassamte
anico. Neste caso, para cada minimo localKeexiste um conjunto de minimizadores

locais. Este conceito é formalizado na definicédo 2.5.

7

Definicdo 2.5 (Conjunto de minimizadores).Um conjuntoM < R™ é um conjunto de
minimizadores locais d& se, para toda* € M, existe uma bola aberta de rai@entrada
emx*, denotada poB(x*, ¢), tal que

E(x") < E(x),
para todax € B(x* ¢). SeF(x*) < E(x), para todax* € M, entdoM é um conjunto de

minimizadores locais estritos. $&x*, ¢) = R", entdaoM é umconjunto de minimizadores

globaisde E.

Antes apresentamos teoremas que estabelecem condi¢tefunggéol deve satisfazer
em um pontax* para que este seja um ponto de minimo, definimos formalmeateézes

simétricas definidas positivas.

Defini¢cdo 2.6 (Matriz definida positiva). Uma matriz simétrical é definida positiva se e

somente se a funcéo quadratidaA x é positiva, para todo veter real ndo nulo.

Prova-se qué é definida positiva se e somente se todos 0s seus autovalongssitivos
[27].

Teorema 2.1 (Condi¢des para um minimo local estrito)Se £/ tem derivadas parciais de

primeira e segunda ordens continuas em um subconjintie R, x* € um ponto interior
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de D que é um ponto critico d&, e a matriz hessian&?E(x*) é definida positiva, entdo

x* € um ponto deninimo local estritale £ emD. |

No teorema 2.1, a condicaoE (x*) = 0 possibilita a identificacdo do ponto critico. Por
outro lado, a matriz hessiana deemx* fornece a curvatura da funcd@®no ponto critico

x*,

Consideremos como exemplo a funggior) = 2% — 2% e sejaD = R. A derivada de
primeira ordem dé&’ em relacéo a é dF /dx = 3z —2x, dai temos que 0s pontos criticos de
E sdor; = 2/3 ex, = 0. A derivada de segunda ordem da fun¢éé d*E /dx? = 6z — 2,

gue nos pontos criticas, e x, assume o0s valores

Como a derivada de segunda ordem no ponto criticé positiva, a concavidade da
funcdo F neste ponto esta voltada para cima, entdé um ponto de minimo local estrito
emR. Ao passo que no ponto criticg, a concavidade esta voltada para baixo, o que o

caracteriza como um ponto de maximo local estritoRem

Teorema 2.2 (Condi¢gBes para um minimo global)Se £ possui derivadas parciais de
primeira e segunda ordens continuas Bff) x* € um ponto critico d&, e V2E(x) é semi-
definida positiva em todR", entdox* é um ponto deninimo globalde E. SeV?FE(x) for

definida positiva em todR"”, entdox™ € um ponto deninimo global estrito |

Consideremos como exemplo a fungdo quadréfita) = x2. A derivada de primeira
ordem édF/dx = 2z, e 0 ponto critico correspondentec® = 0. A derivada de segunda
ordemd*E /dz* = 2 é positiva para todo € R, logo a concavidade da parabola descrita por
E(z) = x* esta voltada para cima, o que permite concluir que o ponticcé de minimo
global estrito.

Para maiores detalhes sobre a teoria de maximos e minimaagfet diferenciaveis de
diversas variaveis, ver por exemplo [28, 29]. Caso a furi¢&do possua derivadas parciais
de primeira e segunda ordem continuas, os teoremas 2.1 @®2pbdem ser utilizados para

caracterizar os pontos de minimo da fun¢ao
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2.2 Convexidade

Os problemas de otimizacdo estudados neste trabalho twnsésn minimizar uma
funcdo convexa em um conjunto convexo. Nesta secdo sdceafadas definicdes, pro-

priedades e teoremas sobre fungdes convexas e conjuntexosrutilizados neste texto.

2.2.1 Conjuntos convexos

A idéia intuitiva de conjuntos convexos esta ilustrada naréi@.1, e é formalizada atra-

vés da definicdo 2.7.

Figura 2.1:" € convexo e\ é ndo convexo

Definicdo 2.7 (Conjunto convexo).O conjuntol’ é convexo se para quaisquery € I', 0

segmento de reta definido por
xy]={xyel:ax+(1-a)y, ac01]}

gue une 0s pontase y esta contido enf.

Teorema 2.3.Sejal’ um conjunto convexo &V ... x® ¢ T. Dadosay,...,«a, N80

negativos tais qu@ , o, = 1, entéo

P
Z apx® e I,
k=1

em que a som@_r_, a;x* é denominada combinag&o convexa dos vetefgs. .., x*). B

10



Definicdo 2.8 (Fecho convexo)SejaD um subconjunto d&™. O fecho convexo dé

corresponde ao menor conjunto convexo que corefaste conjunto é denotado pox D).

O fecho convexo de um conjunid C R"”, corresponde a intersec¢ao de todos os sub-
conjuntos convexos dR" que contén [28]. O teorema 2.4, garante que o fecho convexo

do conjuntoD € o conjunto de todas as combinac¢fes convexas dos elemerifos d

Teorema 2.4.SejaD qualquer subconjunto d&”, entdo o fecho convexo de, denotado
por co(D), coincide com o conjunto de todas as combinagfes convexastdes emD,

isto é, para um numero natural arbitrariq o conjunto

co(D) = {x: Z%‘Xz‘ x; €D, 0 > O,Zai = 1}
i=1 1=1

€ o fecho convexo do conjunia |

2.2.2 Funcgdes convexas

Definicdo 2.9 (Fungéo convexa)SejaFE : I' — R, tal quel’ C R™ € um conjunto convexo.

A func@oF é convexa se,
EloxW +[1 — o)x®) < aBxWD) +[1 - o] E(x®?), (2.1)

paratodaxV, x? e T'ea € [0, 1].

O segundo membro da desigualdade (2.1), descreve o segteartia unindo 0s pontos
E(xW) e E(x?), e o argumento da fungd®, no primeiro membro, descreve o segmento
de reta unindo os pontes? ex(®). Geometricamente, pela definicdo 2F9¢ convexa se 0
segmento de reta que une os porifigs") e £(x?) esta localizado acima ou sobre grafico

da funcéoF. A igualdade em (2.1) é valida se a fungé@dor linear.

Teorema 2.5.SejaFl : I' — R, em quel® C R™ € convexo & tem derivadas parciais de

primeira ordem continuas ein Entdo a fun¢dd?(x) € convexa e se e somente se
E(x) — E(xq) > VI E(x0)(x — %),

emquex,x, € I'. ]
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r
Figura 2.2: Interpretacdo geométrica da definicdo de fungaeexa pard : R — R.

O teorema 2.6 garante que a somand&uncdes convexas também € convexa. Este

teorema pode ser provado utilizando diretamente a defi2i€io
Teorema 2.6 (Soma de funcdes convexa§eF, (x), ..., F,(x) sdo fungdes convexas em
um conjunto convexb C R", entdo

E(x) = Ey(x) + Ey(x) + -+ + En(x)

também é convexa eim [ |

Teorema 2.7 (Condicao de Lipschitz [30]).Toda funcdo convexa satisfaz uma condi¢cao
de Lipschitz em qualquer conjunto convexo limitado, isfmaéa qualquer conjunto convexo

limitadoI" C R", existe um escalak finito tal que

|E(x) — E(x0)| < L||x — x|, x,x0€Tl.

2.2.3 Minimizacéo de fungbes convexas

As propriedades e a caracterizacdo dos minimizadores ddungao convexa’, sao
formulados em relagcdo a um subconjunto convégeRR™, onde assume-se qiiee convexa.

Em particular, s’ for convexa em tod®", entaol’ = R".

Teorema 2.8.SejaF : ' — R convexa em um conjunto convexa_ R". Entéo qualquer

minimizador local de&’ emI’ € também um minimizador global neste conjunto. |
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O teorema anterior é provado em [28]. Be ' — R é uma funcdo convexa de classe
C? emT’, entdo os teoremas 2.1 e 2.2, apresentados na secdo clerizam os pontos de
minimo deFE neste conjunto. Uma condicdo necessaria e suficiente paramypontox*
em um conjuntd” seja um minimizador global da funcdemT', € dada pelo teorema a
seguir [28].
Teorema 2.9 (Condicdo para um minimizador global de uma fungo convexa [28]).Se
E : T — R é uma fungdo convexa com derivadas parciais de primeirarordentinuas em
um conjunto convexb C R, entdo todo ponto criticac* de £ emI” € um minimizador

global deE neste conjunto. |

O teorema 2.9 garante que tadbem um conjunto convexb C R™, tal queV E(x*) =
0, € um minimizador global dé&' no conjunto convexd'. Este resultado esta baseado na
hipotese da existéncia e da continuidade das derivadasigate primeira ordem da funcéo
E no conjuntol’. Caso estas hipoteses ndo sejam satisfeitas, tem-se urarpeobé mini-

mizacdo de uma funcdo convexa nao-diferenciavel.

2.2.4 Minimizacao de funcdes convexas nao-diferenciaveis

Os teoremas 2.1 e 2.2, que possibilitam a identificacdo dosno$ de funcbes atra-
vés das suas derivadas de segunda ordem, ndo sdo aplicdaetods funcdes sdo ndo-
diferenciaveis. Para ilustrar esta afirmacgéo, considereldgma de encontrar o conjunto de

minimizadores da funcdo modulo deformulado como segue:
minimizar, f(z) = |z|. (2.2)

Utilizando a definicdo 2.9, pode-se provar que a funcdo noddignotada poy em
(2.2), € convexa em todR. Sejamz,y € Rea € [0, 1], entdo, pela desigualdade triangular,

tem-se quer + (1 — a)y| < |z| + (1 — a)|y|, para todor, y € R, isto €,

fla+ 1 —a)y) < flz)+ 1 —a)f(y).

Como a desigualdade anterior é satisfeita para quaisquee R e o € [0, 1], ento,
pela definicdo 2.9, a funcdo modulo é convexa em todo o canjintO grafico def é

mostrado na figura 2.3.
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Figura 2.3: Gréfico da funcaf(xz) = |z| e das retas;(z) = 0.5z ery(z) = —0.2z. A
funcdo modulo de € convexa e ndo-diferenciavel na origem, e o minimo glotsibdencao
ocorre no ponto em qug(x) é ndo-diferenciavel. As retas(z) e ry(x) desempenham o
papel de retas tangentes ao grafico da fun¢éa origem, mostrando que a derivadafde
neste ponto ndo existe, no sentido usual

As derivadas d¢ sdo dadas como segue:

e Sex > 0, entdo a derivada déem relagéo a é

df
B am— 2.3
dxt (2:3)
e Sex < 0, entdo a derivada é
df
- = _1. 2.4
dr— (24)

Por (2.3) e (2.4), nota-se as derivadasfdeesquerda e a direita da origem sao diferen-
tes. Consequientemente, a derivadaf deeste ponto ndo existe no sentido usual, 0 que a
caracteriza como uma funcéo néo-diferenciavel.

A derivada de uma funcao diferenciavel de uma Unica vari@reum pontar,, cor-
responde ao coeficiente angular da reta tangente ao graffomgio no ponto de abscissa
xo. LOgO, nos pontos em qugé diferenciavel, temos que, para cada 0, o coeficiente
angular da reta tangente € igual-&, e para cada > 0, é igual a+1.

Por outro lado, para = 0, qualquer reta passando pela origem, com coeficiente angu-

lar no intervalo|—1, 1], desempenha o papel de reta tangente ao grafigoradeponto de
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abscissa: = 0 e, consequentemente, a derivada da funcdo médulo neste @EmEexiste
no sentido usual. Logo, existe uma familia de retas, comaesfe angular no intervalo
[—1, 1], que desempenham o papel de retas tangentes ao graffcaalponto de abscissa
x = 0, sendo que duas destas retas, dadas o) = 0.5z e ry(z) = —0.2z, com coefi-
cientes angulares iguai®)a e —0.2, respectivamente, sdo mostradas na figura 2.3.

Observe também que o minimo global fl@corre emz* = 0, que é o ponto de néo-
diferenciabilidade da fun¢cdo modulo. Claramente, a coodigée o pontx* tem que sa-
tisfazer para ser um ponto critico ¢ie exigida na definicdo 2.2, n&o é satisfeita devido a
inexisténcia, no sentido usual, da derivadafdea origem. Conseglentemente, 0s teore-
mas 2.1, 2.2 e 2.9, que caracterizam os pontos de minimo déumgéo, também néo séo
satisfeitos.

A caracterizacdo dos minimos desta classe de funcdesaéaufgirando resultados da
teoria de otimizacdo de fun¢des ndo-diferenciaveis [3D,Bdtes resultados possibilitam a
caracterizagdo dos minimos destas fungdes, mesmo queestesm em pontos em que a
funcdo nao é diferenciavel.

Consideremos agora uma fungéo I' — R™ convexa em um conjunto convekoC R",

e possivelmente ndo-diferencidvel em um conjulita I'. Os conceitos de subdiferencial
de E em um ponta, € I' e de subgradiente, ou gradiente generalizado, foram utrdds

por Clarke [31], e generalizam a definicdo do gradiente daamhg

Definicdo 2.10 (Subdiferencial e subgradiente de uma func@mnvexa).Sejal : I' — R
uma funcdo convexa em um conjunto convéxa R". O subdiferencial dé& em um ponto

xo € I' € 0 conjunto descrito por
OF(xo) = {e: E(x) — E(x¢) > e’ (x — %)},

sendo quex,x, € I'. Um vetore € 0F(x,) € denominado um subgradiente ou gradiente

generalizado dé& emx,.

De acordo com Dem’yanov e Vasil'ev [30, teorema 5.1], o cotg E(x,) € ndo-vazio,
convexo, e compacto. Sefor diferenciavel enx,, entéo o conjuntd E(x,) contém apenas
um elemento, que € o proprio gradientefdemx,.

ComoF é convexa, entdo pelo teorema 2¢7 localmente Lipschitz em uma vizinhanga

dex, € I', entdo, de acordo com Clarke [31, teorema 2.5.1], o subdiekede X emx, é
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caracterizado por

8E(X0) = co{_lim VE(XJ L X — X, X5 §é A}, (25)

1— 00

sendo qué\ € o conjunto em qué&’ € ndo-diferenciavel.
Utilizando os conceitos de subdiferencial e subgradietadps na definicdo 2.10, uma
condicdo necessaria e suficiente para que um pdrgeja um minimizador global da funcéo

convexal’, é dada pelo teorema 2.10.

Teorema 2.10 (Condic&o necessaria e suficiente para um mininglobal de uma funcéo
convexa ndo-diferenciavel [30]).Um pontox* emI" ¢ R™ € um minimizador global da

funcdo convexd’ : I' — R emI’, se e somente se a inclus@b6) for satisfeita.

0 € 9E(x"), (2.6)

em qued é o vetor nulo enR™. [ |

O teorema anterior garante uma condicdo necesséria e stdigara que o ponte*
seja um minimo global de uma funcéo convéx@m um conjuntd’ C R", & que 0 vetor
nulo seja um subgradiente deno pontox*. Observe que se a funca@ofor diferenciavel,
entdo o subdiferencial dé emx* possui apenas um elemento, que é o préprio gradiente de
E neste ponto. Neste caso a condicdo necessaria e suficieatgueaeste ponto seja um
minimizador global d&~ é simplesment& £ (x*) = 0.

O teorema 2.10 é de fundamental importancia, e a prova destitado pode ser encon-
trada em [30]. Para maiores detalhes sobre subdifereecaisgradientes, ver, por exemplo,
[30] e [31]. Uma introducéo a teoria de inclusdes diferes@aapresentada em [32].

Retornando ao problema (2.2) apresentado inicio desta, geag#e se utilizar a definicdo
2.10 para determinar o subdiferencial da fun¢ée) = || em um pontar, e, utilizando o
teorema 2.10, provar que a origem € um ponto de minimo gld@mffato, como a funcao
modulo é convexa em tod®™, pela definicdo 2.10, o subdiferencial lem um pontor, é

dado pelo conjunto:

Of (o) = {E€ : || — wo| = &(z — 20) }, (2.7)
em quet € uma derivada generalizada flemz.
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Precisamos obter os valores das derivadas generalizadais que, para cada escalar
zo € R, a desigualdade| — |zo| > &(x — x() seja valida para tode € R. Sex, # 0, duas

possibilidades precisam ser analisadas:

e Sex, > 0, entdo|zy| = zo. Logo, a desigualdade em (2.7) pode ser escrita como

x| —xo > &(x — 29).

Isolando o termaz| no primeiro membro:

lz| > &x + xo(1 —&).

Claramente, para que a desigualdade anterior seja validaadar, < R, e para todo

x € R, 0 segundo termo no segundo membro precisa ser nuloélege-1.

e Sexy < 0, entdo|zg| = —xy. Neste caso, a desigualdade em (2.7) toma a forma

|z| + zo > &(x — x0), que pode ser reescrita como:

2] = §x — wo(E+ 1)

Utilizando argumentos analogos aos utilizados para o cat&viar, em quer, > 0,

pode-se concluir qué= —1.

Os valores das derivadas generalizadas obtidos acimaestdodas derivadas da funcéao
mddulo nos pontos em que esta é diferenciavel. Neste casdydiferencial def em x
contém apenas um elemento, que € a propria derivada da foagimto considerado. Estas
derivadas também foram determinadas em (2.3) e (2.4).

Por outro lado, se, = 0, entdo o subdiferencial déé dado por

0f(0) ={¢: || = &x}. (2.8)

Sex > 0, entdo|z| = z, e a desigualdade em (2.8) pode ser reescrita corroz.
Dai, tem-se quél — )z > 0. Comoz > 0, para que esta desigualdade seja satisfeita, é

necessario quél — &) > 0, o que implica ent < 1 ou, equivalentementg, € (—oo, 1].
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Por outro lado, se < 0, entdo|z| = —z, e a desigualdade em (2.8) pode ser escrita como
r < —¢x. Esta desigualdade pode ser reescrita na fgrima {)z < 0. Comoz < 0,
para que esta desigualdade seja satisfeita, € necessario g) > 0, o que implica em

¢ € [-1,+00). Logo, o subdiferencial dé emz, = 0 é dado pela intersec¢éo dos conjuntos

descritos pelos intervalds-1, +00) € (—o0, 1]:

df(0) = [—1,400) N (=00, 1] = [-1,1].

Como0 € J9f(0) = [-1, 1], entdo, pelo teorema 2.10, a origem é um ponto de minimo
global da funcdo modulo. Obviamente, o subdiferencigl éen um pontar, também pode

ser obtido utilizando (2.5).

2.3 Sistemas dinamicos

Considere o seguinte sistema de equacdes diferenciaigoedifEDOS):

X(t) = g(x(1)), (2.9)

em quex(t) € R", g : R* — R é Lipschitz continua em todo o seu dominic@) =
dx(t)/dt é a derivada no tempo det). Este sistema é ditautbnomoou invariante no
tempopois a funcag ndo depende explicitamente do temgad3].

Um conceito fundamental no estudo de equacdes diferemeidiizarias € o conceito de

ponto de equilibripformalizado pela definigdo 2.11.

Definicdo 2.11 (Ponto de equilibrio).Um pontox* é um ponto de equilibrio se qualquer

trajetoria de (2.9) iniciando exs* permanece neste ponto indefinidamente.

A definicdo 2.11 implica que um ponto de equilibxib da equacéo (2.9) é aquele que
anula a derivada no tempo a€t). Logo, um ponto de equilibric* € uma raiz real da
equacéo

g(x*) =0.

A equacao anterior pode admitir diversas raizes reais,nolmdeaver multiplos pontos

de equilibrio, que podem ser isolados, se ndo existireno®pntos de equilibrio em uma
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determinada vizinhanca deste ponto, ou pode haver um contie pontos de equilibrio
dentro desta vizinhanca.

A andlise da estabilidade do ponto de equilibriala equacéo (2.9), é feita assumindo o
ponto de equilibrio na origem. A generalidade n&o é pergidia, casax* # 0, definindo a
variavely como

R %
y =Xx—X,

gue é a propria variavel deslocada pelas coordenadas do ponto de equikibyi@mos que

y=x=g(y+x").

Comox* é constante, define-se uma fun¢gdoR"” — R", tal quef(y) := g(y + x*).

Deste modo, na variavel, temos o seguinte sistema de equacdes diferenciais aedinar

gue possui o0 ponto de equilibrio na origem. Portanto, nalssasale estabilidade, pode-se

sempre assumir que' = 0 eg(0) = 0 [33].

Definicdo 2.12 (Estabilidade).O ponto de equilibriac* = 0 do sistema (2.9) é estavel se

para toda > 0 existed > 0, dependente de tal que

1x(0)]| < 6 = |[x(t)|| <&, Vt>0.

Definicdo 2.13 (Estabilidade assintética)O ponto de equilibriex* = 0 do sistema (2.9) é

assintoticamente estaved:
e E estavel:
e Existed > 0 tal que||x(0)|| < § = x(t) — 0 quanda — oc.

Se a estabilidade assintética é verificada para quaisqodig@s iniciais, entdo o ponto de

equilibrio églobalmente assintoticamente estavel

A aplicacao direta das definicdes 2.12 e 2.13 para verificatabididade do ponto de

equilibriox* = 0 do sistema (2.9), em geral, ndo é uma tarefa simples. Esbéepra é
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resolvido através dmétodo direto de Lyapunpgue € baseado na analogia que a energia
de um sistema é dissipada até que este eventualmente atimjanio de equilibrio estavel.
Os teoremas de estabilidade de Lyapunov garantem que dumg®es, que nao a funcao
de energia do sistema fisico, podem ser usadas para a \@ifide estabilidade, desde que
possuam certas caracteristicas.

Sejal’ : R — R uma funcéo continuamente diferenciavel em tiipe V a derivada

no tempo da funca®d ao longo das trajetorias do sistema (2.9), dada por
V(x(t) = (VV)% = (VV) g(x).

A derivada no tempo d& ao longo das trajetérias do sistema (2.9) esta relacionada
diretamente aos estados deste sistema. Portankds)sé uma soluc¢éo de (2.9), iniciando
emt = 0, eV < 0, entdo a funcdd’ decresce monotonicamente ao longo da solucdo
x(t). Esta é a base da teoria de estabilidade de Lyapunov. Antgsudeiar os teoremas de

Lyapunov, as definicdes a seguir sdo necessaérias.

Definicdo 2.14 (Funcéo definida positiva)uma funcdd’ : R" — R, é localmente definida

positiva em uma vizinhanc&(0, ), centrada na origem e de raipse
e V(x) > 0 quandax # 0, x € B(0,¢);
e V(0)=0.
CasoV seja definida positiva em tod®’, entdoV’ é dita globalmente definida positiva.

Definicdo 2.15 (Funcgéo semi-definida positiva)uma fungaol” : R* — R, é localmente

semi-definida positiva em uma vizinhanB40, <), centrada na origem e de raipse

e V(x) >0, paratodox € B(0,¢).

CasoV seja semi-definida positiva em tod¥, entdoV é dita globalmente semi-definida

positiva.

Definicdo 2.16 (Funcao definida negativa e semi-definida nege). Uma fungaol” :
R™ — R é definida negativase —V for definida-positiva. Por outro lado, s& for semi-

definida positiva, entdd é ditasemi-definida negativa

20



De posse das definigbes 2.14 e 2.16, podemos enunciar 0 tedeemstabilidade de

Lyapunov [33].

Teorema 2.11 (Estabilidade no sentido de Lyapunov)Sejamx* = 0 um ponto de equi-
librio do sistema2.9), eV : R” — R uma fun¢do continuamente diferenciavel em uma
vizinhanga centrada na origem de raip denotada porB(0, ), com as seguintes caracte-

risticas:

e V(x) é definida positiva en(0, ¢);

e V/(x) é semi-definida negativa eB0, <),
entdo a origem é@stavel |

Toda fun¢dd/ que satisfaz as condi¢des do teorema anterior € ditafuingdo de Lya-

punovassociada ao sistema (2.9).

Teorema 2.12 (Estabilidade assint6tica)Sejal’(x) uma fung¢é@o continuamente diferen-
ciavel em uma vizinhancB(0, ¢) da origem, ex* = 0 um ponto de equilibrio do sistema

(2.9), tal que:

e x* = 0 é estavel no sentido de Lyapunov;

e V(x) € definida negativa e3(0, ¢).

Ent&o a origem docalmente assintoticamente estav@5(0,c) = R" e, adicionalmente,

V' é radialmente ilimitada, isto é,

V(x) — oo quando||x|| — oo,

entdo a origem @lobalmente assintoticamente estavel |

Os teoremas enunciados acima fornecem condi¢cfes sufgigata garantir a estabili-
dade do ponto de equilibrio de um sistema. Se, para uma deéetanfuncao de Lyapunov,
os teoremas nao forem verificados, ndo significa que o sigejaanstavel, mas apenas que
a funcdo de Lyapunov escolhida ndo permite tirar concluséese a estabilidade do ponto

de equilibrio do sistema.
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O Principio da Invariancia

A estabilidade assintotica do ponto de equilibtio= 0 do sistema (2.9) € freqUente-
mente dificil de ser garantida utilizando os teoremas 2.21.2, pois ha situacdes em que
a derivada no tempo ao longo das trajetérias do sistema édefimida negativa. Ainda
assim, é possivel tirar conclusGes sobre a estabilidad®@ssa utilizando o principio da
invariancia de LaSalle [34]. Antes de enunciar o teoremaatgalle, é preciso introduzir o

conceito de conjunto invariante.

Definicdo 2.17 (Conjunto invariante). Um conjunto é dito invariante em relacdo ao
sistema (2.9), se toda trajetéria de (2.9) que inicia em unigpde M, permanece neste

conjunto indefinidamente.

Teorema 2.13 (LaSalle [34]).Considere o sistem@.9) e sejal/ (x) : R — R uma fun¢éo

continuamente diferenciavel, tal que:

e O conjuntof2 = {x : V(x) < [}, é limitado para alguni > 0

e V(x) <0 paratodox € (2

Sejal' = {x € Q : V(x) = 0} e M o maior conjunto invariante contido efh Ento as
trajetorias de(2.9) iniciadas ent) convergem assintoticamente para o conjunto invariante
M. |

Os resultados apresentados nesta secao sdo validos pansasisie equacdes diferen-
ciais suaves. Entretanto, o teorema de LaSalle j& foi estepara sistemas de EDOs nao-
suaves [35], e a generalizacdo do teorema de estabilidatigagenov para sistemas de

EDOs nédo-suaves foi provada em [36].

2.3.1 Sistemas dinamicos com segundo membro descontinuo

Resultados sobre sistemas dindmicos com segundo membomtieso foram apresen-
tados primeiramente por Filippov em um artigo [37], e pastarente sob a forma de livro
[38]. Neste ultimo trabalho, Filippov define solu¢cdes deaaes diferenciais com segundo
membro descontinuo, e desenvolve a teoria de estabilidedeesmas.

Outros trabalhos acerca de sistemas dinamicos com o segusmmibro descontinuo e

modos deslizantes foram publicados. Utkin [39] apreseat®oria de sistemas de estrutura
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variavel e modos deslizantes. Em [7], a teoria de modoszdesés foi desenvolvida e
aplicada a uma série de problemas. A teoria de sistemas rdéuestvariavel também foi
apresentada por De Carlo et al. [40] na forma de um tutorialn@lebal. [15] desenvolveram
uma teoria de convergéncia em tempo finito para sistemas W @es diferenciais com

segundo membro descontinuo.

Nesta secdo apresentamos as definicdes de solu¢des patasstale sistemas dinami-
cos, seguindo a metodologia de Filippov [38]. Sejam 0s ség@onjuntos:
k

R" := U Q;, em que cad&; € um conjunto aberto @, é o fecho de?;; (2.10)
=1

k
A = U A;, é de medida nula no sentido de Lebesgue, em queiadan fronteira dé);.
=1

Definicdo 2.18 (Funcao continua por partes [38])Uma funcaof : R" — R™ € continua
por partesem R", com a particdo definida em (2.10), se for continua em cadgurtion
abertoQ2;,i =1, ..., k, e a medida que o valor argumentofd@proxima-se de um ponto da

fronteiraA; deste conjunto, o valor desta funcao tende a um limite finito.

Considere o seguinte sistema de equacfes diferenciaisanedinescrito em notacéo
vetorial:

x(t) = £(x(t)), (2.11)

sendo qud : R™ — R™ é uma funcao vetorial continua por partes, em que cada canfmn
de f; def, é uma fun¢do continua no conjunto abe®g e descontinua no conjunto de
medida nula);, que consiste dos pontos de fronteirdjepara cada = 1, .. ., k. Filippov

[38, pag. 50] define as solu¢des deste sistema como segue.

Definicdo 2.19 (Solugdes segundo FilippoviJma solugéo do sistema de equagdes dife-
renciais (2.11), € uma funcéo vetoriglt) absolutamente continua, que satisfaz a incluséo

diferencial (2.12), para quase totle [to, tf|.

x(t) € F(x(t)) = co(D), (2.12)

23



sendo que o conjuntd é definido por

D= {f@)(x) = lim f(%) | % € Q}
Sex(t) ¢ A entdo o conjuntd’(x(t)) contém apenas um elemento, que satisfaz a
equacdao (2.11) no sentido usual [38].
Sistemas dindmicos com o segundo membro descontinuo nateadpontos de equi-
librio no sentido usual, segundo a definigdo 2.11. Para kestsecde sistemas dinamicos, séo

definidos os pontos de equilibrio da inclusao diferencidlJR

Definicdo 2.20 (Ponto de equilibrio de uma incluséo diferemal [32]). Um pontox*(t) €
R™ que satisfaz
0 € F(x*(t)),

é dito um ponto de equilibrio da inclusao diferencial (2.12)
Pela definicdo 2.8 e pelo teorema 2.4, o fecho convexo do mimnju, denotado por

co(D), € o conjunto de todas as combinagfes convexas dos vetotesgeates &), logo,

0 conjuntoF’(x) € dado por:

k k
F(x(t)) = {Z af D (x(t): a; >0, a; = 1} . (2.13)

Consideremos o caso em que o conjufitoonsiste de um namero finito de hipersuper-

ficies. SejaA; definido como segue:

A ={x:¢i(x)=0}, (i=1,....k)

em que cada; : R* — R é uma fungdo de clasgg'. Estas superficies sdo conhecidas
comosuperficies de descontinuidadgneste caso, o segundo membro da equacgéo (2.11) €
descontinuo em uma intersecc¢@das superficies de descontinuidallg: = 1, ..., k, isto
é,

S:=A1N...NAL

Neste caso, a superficke divide o conjuntoR™ em dois espagos, denotados por e
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2~, e os valores limites dénestes conjuntos séo

f7(x) =limf(x) (xeQ)

X—X

ff(x) = lim f(x) (x€Q).

X—X

Por (2.13), o conjuntd’(x) é o conjunto de todos os vetoresia forma:

v=aoft+5f, a+5=1.

Observe qu¢g = 1 — a.. Logo, conjuntoF'(x) na definicdo 2.19 é
Fx)={af"+(1-a)f ,0<a <1}, (2.14)
gue é o segmento de reta unindo as extremidades dos vEtoeds .

Seja P(x) o hiperplano tangente a superficeno pontox. Se parat € [to,ts] as
extremidades dos vetorés e f* estiverem localizadas em lados diferentes do hiperplano
P(x), entdoP(x) N F(x) # @. O ponto de intersec¢do entre o segmento deAéta, dado
em (2.14), e o hiperplan®(x) é a extremidade de um vetfft € F(x). Este vetor satisfaz
a equacda = f¥(x), que determina a velocidade do movimento ao longo da sujgedé
descontinuidadé. Este tipo de movimento € chamacaimvimento deslizanteu diz-se que

o sistema estd emodo deslizante

Por outro lado, se parac [ty,t;] as extremidades dos vetorgs e f* estiverem lo-
calizadas no mesmo lado do hiperplaf@x), entdo as trajetdrias atravessam a superficie
de descontinuidad8. Neste caso, as trajetérias ndo ficam confinadas a supeffieieo

movimento deslizante nao ocorre.

Diversas técnicas estéo disponiveis para determinar amionj’(x(t)), em (2.12), al-
gumas sao discutidas em [38, cap. 2]. A seguir, apresentamadreve discussao sobre a

definicdo de solucdes através do método do controle equfeale
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2.3.2 Solucao por controle equivalente

Esta discussdo tem como base a apresentacdo em [38, padp]. SA-Befinicao de

solucao por controle equivalente € adequada a sistemasidedes diferenciais na forma

x(t) = £(x(t), ur (x(t)), - . ., ur(x(1))), (2.15)

em quef é continua nos seus argumentos e os controles ., v, S&0 descontinuos na

fronteiraA; do conjunta);,i =1, ... k.

Suponhamos que cada contraleé descontinuo apenas em uma superficie skgye

definida como segue:

A= {x(t) : pi(x(£) =0} (i=1,....k). (2.16)

Interseccgdes e até mesmo a coincidéncia entre as supedétiridas acima podem ocor-
rer. Para cada ponto de descontinuidade de cada uma dagsungdm conjunto convexo
fechadal;, que € o conjunto de todos os valores possiveis da func@oecisa ser definido.
Cada um destes conjuntos precisa conter os pontos limitegadgugr seqiéncia da forma
v, € Ui(x), em quex, — x, p = 1,2,.... Nos pontos em que a func¢é@g é continua, o
conjuntoU; possui apenas um elemento, que € o proprio valorng@ssume neste ponto.
Entdo, a solucdo de (2.15) é uma fungéo vetorfal absolutamente continua, que satisfaz a
seguinte inclusdo diferencial

x(t) € K(x(t)),

para quase todo em um intervalo. O conjuntds<(x(t)), é definido como o conjunto
dos valores da funcafix, u;(x), ..., ux(x)), em quex é constante e as fungdes escalares
uy,...,ur variam independentemente nos conjuntg$x), ..., Ux(x). Este conjunto de

valores da fungéé é denotado pof(x, U (x), ..., Uk(x)), € o conjuntakX é dado por

K(x) :=f(x,U1(x),...,U(x)). (2.17)
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Método do controle equivalente

Sem perda de generalidade, consideremosxgpertence simultaneamente agl <

r < k) primeiras superficies de descontinuidade, definidas ebé)dsto é:
XGAlﬂAgﬂ...mAT.

Se a trajetdriax ndo sai imediatamente da superficie de descontinuidafleindes os

controles equivalenteg®(¢,x), j = 1,...,r, de tal modo que:

(i) ovetorf em (2.15) seja tangente a todascamiperficies de descontinuidade definidas
em (2.16);

(i) os valores de cada controle equivalente variam novaterfu; , u; |, sendo que:; e

u;” séo os valores limites da fungé&pem ambos os lados da superficie de desconti-
nuidadeA,;.

Substituindo os 0s primeiros controles no argumento flem (2.15) pelos controles

equivalentes correspondentes obtemos:

x(t) = f(x(t),ul?, ... ulh w1 (x(2)), ... up(x(t))). (2.18)

Pela definicdo dos controles equivalent€s j = 1,...,r, o vetorf é tangente as
primeiras superficies de descontinuidade, definidas ebé)2Portanto, os controles equi-

valentes podem ser determinados através do seguinte gideeaguacoes:
VI f(x,us? o ul gy, ) =0 (F=1,...,7) (2.19)

A definicdo de solucdo da equacao (2.15), utilizando o médodmontrole equivalente,

é formalizada a seguir.

Definicdo 2.21 (Solucéo por controle equivalente)Jma solucéo do sistema (2.15) € uma
funcéo vetoriak € R™ absolutamente continua, que fora das superficies de desddade
satisfaz (2.15), e nas superficies de descontinuidadea mierseccao delas, satisfaz (2.18),

para quase todbem um intervalo.
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O exemplo 2.3.1, considerado em [38, pag. 54-55], ilust@@dcédo do conjuntd,
em (2.17).

Exemplo 2.3.1.Sejar = 1, entdo a equacéo (2.15) apresenta a forma
x(t) = f(x(t),u). (2.20)

A equacao (2.18), que descreve o movimento ao longo da stipaté descontinuidade

S = {x:¢(x) = 0}, apresenta a forma

x = f(x,u?). (2.21)
a
Q, \
b
/ / S
Q

2

P(x)

Figura 2.4: Soluc6es definidas por controle equivalente

Na figura 2.4, a dindmica em modo deslizante, descrita pelagdg (2.21), € ilustrada
geometricamente. O dominioé dividido em2; e ), pela superficie de descontinuidagle
O conjuntok’, definido em (2.17), é gerado pelas extremidades do ¥é&tot:), quando
o controleu varia no intervaldu—, ™|, gerando o arcabc na figura 2.4. Neste exemplo, o
conjuntoK é dado por:
K(x(t)) = £(x(t),U), (2.22)

sendo que o conjuntd é dado por:

Ut x) = u(x), sex ¢ S

[u™,ut], sex € S

A solucéox obtida pelo método do controle equivalente, é tal que arextigde do vetor

f(x,u®) coincide com o ponté, localizado na interseccéo do plano tangente a supergcie d
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descontinuidadé com o conjuntak’. Esta solugéo satisfaz a equacgéao (2.19), pois o vetor
gradienteV(x) é ortogonal ao plano tangente a superfigielenotado poP(x) na figura
2.4.

2.3.3 O problema do chattering

As solugBes numéricas de sistemas de equacdes diferecoiai® segundo membro
descontinuo apresentam um fendmeno conhecido cbidtering O chattering consiste de
oscilacOes de alta frequiéncia em uma vizinhanca da supettiaescontinuidade [41], que
compromete a precisdo das solugdes numéricas obtidass\técdnicas ja foram propostas

com o objetivo de atenuar ou eliminar o chattering [42, 43].

O problema do chattering também pode ser resolvido atravpsojeto de controladores
de modo deslizante para sistemas discretos. Furuta [4ppprom controlador de modo
deslizante para sistemas lineares discretos que é edianeelle chattering e insensivel a
escolha do intervalo de amostragem. Outra proposta fosaptada por Furuta e Pan [45],
em que o conceito de setores deslizantes é usado para pogjeteoladores para sistemas
discretos, livres de chattering e quadraticamente estdReicentemente foram introduzidos
controladores para sistemas discretos, em que as taxasodgagem do sinal de controle e
da saida do sistema séo diferentes [46]. Estes controlas@osdependentes apenas da saida

do sistema e ndo dependem dos estados.

No entanto, os projetos de controladores discretos trataaditeratura, especificamente
os citados no paragrafo acima, dependem de produtos edowdesnatrizes, que demandam
muito tempo de computac&o quando os sistemas considerasssgo dimensodes elevadas.
Por esta razdo, optamos pela técnicaalmada limite que consiste em aproximar os termos
descontinuos por uma fung¢ao continua, em uma pequenaatiwialla superficie de descon-
tinuidade [47]; esta vizinhanca é chamada camada limiti& tEenica mostrou-se adequada
aos problemas considerados neste trabalho, pois o cusfutacional é baixo e as solugdes

obtidas sdo suficientemente precisas.

Consideremos como exemplo a equacéo diferencial escaianatzanbém considerada
por Utkin et al. [43]:

& = —usign(z), (2.23)
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em queu € uma constante positiva e sign € a funcéo sinal, definida segue

) -1, sexr <0
sign(z) =
1, sex >0
O segundo membro da equacédo (2.23) é descontinue em). Aplicando a técnica
da camada limite em uma vizinhanga de raido ponto de descontinuidade do segundo

membro de (2.23), a fun¢éo sign € substituida por

x/e, selz| <e,
ssgriz) = (2.24)

sign(x), caso contrario

Note que fora do intervalp-¢, ], que define a camada limite, a funcdo ssgn é a prépria
funcéo sign, enquanto que dentro da camada limite, € umdeetalinagéad /s, que € uma
funcdo continua. Quando esta técnica € aplicada a equaga&, @chattering € eliminado.

O resultado da simulagéo da equacédo (2.23) sem a utilizagéemndiada limite € mostrado
na figura 2.5-(a). A trajetoria resultante apresenta dliagtem uma vizinhancga do ponto de
descontinuidade, comprometendo a precisdo da solucasu@ado da simulacao utilizando
a camada limite € mostrado na figura 2.5(b), onde uma traigetdbmpletamente livre de
chattering € mostrada. As duas simulac¢des foram feitaglogas 80, = 0.1 e a condicao

inicial escolhida &, = 1.
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(a) (b)
Figura 2.5: Trajetoria do sistemia= —pusign(z), comy = 80 e xy = 1: (a) Trajetdria
apresenta chattering em uma vizinhancga da origem; (b)tdrageobtida apds a suavizacéo
da funcao sgn através da técnica da camada limite em umaaiga de raio iguala= 0.1
do pontoxr =0

Sintese do capitulo

Neste capitulo, foram introduzidos os principais conseait@tematicos utilizados neste
trabalho.

Os conceitos e resultados necessarios para a caractergag@inimos de funcdes de
diversas variaveis foram introduzidos, dando destaquenamiziacdo de fun¢des convexas
diferenciaveis e ndo-diferenciaveis. O problema da miragéo de funcdes convexas nao
diferenciaveis, foi discutido e os conceitos matematicesessarios para a caracterizacao
dos minimos destas func¢des foram introduzidos.

Foi dada uma breve introducao a teoria de sistemas dinamia®s e nao-suaves. O
método direto de Lyapunov e o principio da invariancia dedll@Soram apresentados. As
solucdes de sistemas de equacdes diferenciais com o seguamlbro descontinuo foram
formalmente definidas. Finalmente o problema do chattedagium em implementagdes
numeéricas de sistemas dindmicos ndo-suaves foi discutido.

No préximo capitulo, a resolucao de problemas de otimizat@&vés de sistemas gra-

dientes sera discutida.
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Capitulo 3

Sistemas gradientes aplicados a resolucéao

de problemas de otimizacao

Neste capitulo, sistemas gradientes ndo-suaves, obtjgisiade um método de pena-
lizacdo exata, sao utilizados para resolver problemasiaghézatdo. A convergéncia é ana-
lisada através da forma Persidskii dos sistemas gradjeritézando fungdes de Lyapunov

do tipo Lure-Persidskii ndo-suaves.

3.1 Descricao do problema de otimizacdo e o método da

funcao de penalidade

O problema de minimizar uma funcéo escaglade class€'!, em um conjuntd? c R,

é formulado como segue:

minimizar f(x
() (3.2)
sujeito ax € (2,

em quex € R" é a variavel de decisag,: R” — R é a fungao objetivo ou fungéo de custo,
e () € o conjunto ou regido viavel do problema.

O problema (3.1) € dito urproblema de otimizagdo com restricd&3aso o conjunt®)
seja todo dR™, entdo o problema (3.1) € dito ynmoblema de otimizacao sem restric6€s

conjunto solucdo do problema (3.1) é definido como segue.

Definicdo 3.1 (Solucdo de um problema de otimizacdo conjunto solugéo do problema

de otimizac¢éo (3.1), quando existe, é o conjunto de todostosasx* € (2 que minimizam
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a funcao objetivdf, isto €,

x* =argmin(f), x*e€ Q.

Seja 0 conjunto viavel do problema (3.1) dado pela seguitéeseccao
Q - Ql N QQ N Qg, (32)

sendo qué; = {x : r(x) =0}, Qs := {x :s(x) > 0}, Q3 = {x: v(x) < 0}, e as funcdes
vetoriaisr : R* — R™,s: R* - R™ ev : R® — R™, sdo de class€".

A funcéo lagrangeana para o problema (3.1), com o conjuéieldefinido em (3.2), é

Lx6.0.m) = F)+ 3 60+ 3 ) + Y ).
=1 =1 =1

sendo qué;, #; en; sdo os componentes dos vetabed e n, respectivamente, e sdo conhe-

cidos como multiplicadores de Lagrange.

Definicdo 3.2 (Ponto regular [6]). Sejax* um ponto que satisfaz as restricbes em (3.2), e
sejam os conjuntos de indicés:= {j : s;(x*) = 0} e[, := {k : vx(x*) = 0}. Entdo
x* é dito umponto regular das restric6e8.2) se os vetore¥r;(x*), Vs;(x*) e Vui(x*),

1<i<my,je€l,ek e, sao linearmente independentes.

Se um vetox* € uma solucao do problema (3.1) e € um ponto regular das;GEesr{3.2),
entdo existem multiplicadores de Lagranije 8™ e n*, tais que as condi¢cdes de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) [6], dadas em (3.3), sdo satisfeitas.

( mi mao m3
V(") + Z 0;Vri(x*) + Zeivsi(X*) + vam(x*) = 0;
=1 =1 =1
07 nao tem restricao de sinal
07 <0, sendo quéd; = 0, ses;(x*) >0,i=1,...,my; (3.3)
n; > 0, sendo quey’ =0, sev;(x*) <0,i=1,...,mg;

Ofsi(x*)=0,i=1,...,my;

nivi(x*)=0,i=1,...,ms.

Assumimos que o problema (3.1) admite solucédo segundo agdefif.1. O método

utilizado para determinar as solucdes dos problemas dézaggaop propostos, consiste em
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converté-los em um problema equivalente sem restricdigantio um método de penali-

dade exata, e mapear o novo problema em um sistema gradiente.

Método da funcao de penalidade

Através do método da funcéo de penalidade, problemas dézati&o com restricdes
séo convertidos em problemas de otimizagédo sem restriegasjalentes ao problema ori-
ginal. Através deste método é possivel associar problematirdizacdo a sistemas do tipo
gradiente, que sdo adequados a implementacao utilizamsjoutadores paralelos.

Considere o problema geral de otimizacado com restricdes @.inétodo da funcao de
penalidade consiste em adicionar um termo a fungéo objétigoie incorpora uma penali-

dade por violar uma restricdo. Assim, o problema (3.1) torimaraa

minimizar E(x,v) = f(x) + vP(x) (3.4)

x € R",

sendo qué? é a funcéo objetivo do problema de otimizacado sem restrigdésm escalar
positivo, conhecido como parametro de penalidade gea funcao de penalidade, que satis-

faz as seguintes condicoes:
(i) P(x) é continua enR™
(i) P(x) > 0 paratodax € R”
(i) P(x) =0 se e somente sec ().

Observe que a fun¢dB € ndo-nula apenas fora da regido viavel do problema. Por esta
razdo, este método € também conhecido cpemlizacdo externa a fungdaP(x) € dita
umafuncéo de penalidade externa

Durante o processo de minimizacdo da fun¢gopara cada violagdo ao conjunto de
restricbes, a funcad assume um valor positivo, que € somado a funcéo objetivoedlao
viavel, P € nula, pois nenhuma restricéo € violada.

O método de penalidades para resolver o problema de otiuzg;1), consiste em
gerar uma sequéncia crescente de parametros de penatidad&gda pof-, }, com valores

tendendo a infinito e, para cada a funcdoF (v, x) € minimizada. Este processo gera
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uma seqiéncia infinita de solugdes, } que converge para a solucdo do problema (3.1). A

convergéncia do método da funcéo de penalidade é asseg@éladaorema 3.1.

Teorema 3.1 (Luenberger [6]). Seja{x;} uma seqliéncia infinita gerada pelo método da
funcéo de penalidade. Entdo todo ponto limite desta segéa&uwama solucdo do problema
(3.2). [

Como a sequéncifyy; } € crescente, entdo para valores elevadog des minimos deé”
ocorrem quandd também é minimo. Deste modo, a medida qu€resce, a solugdo do
problema (3.4) aproxima-se da solu¢do do problema (3.19teedevera ser obtida quando
v tender a infinito. Esta é uma desvantagem no método da furcgerdilidade, pois para
gue o método obtenha uma solucéo exata, no sentido de quegdsdos problemas (3.1) e
(3.4) sejam iguais, é necessario um valor infinito do parént penalidade.

O método degpenalizagéo internau método de barreirafs], utiliza funcbes de penali-
dade que estabelecem uma barreira na fronteira do conjiavel (2, impedindo que sejam
obtidos pontos néo viaveis ou de fronteira. A funcdo de barfé(x) satisfaz as condi¢des
(i) e (i) que a funcdo de penalizacdo externaatisfaz, eB(x) — oo, quandax aproxima-
se da fronteira do conjunto viavel. Esta é a condicdo que caracterizéx) como uma
funcdo de barreira. Entretanto, este método exige umagi@mdhicial no interior do con-
junto viavel(), que frequentemente é dificil ser obtida, especialmendémd o problema
considerado possui dimensdes elevadas, dificultando orasogdo método de barreiras.

Devido a estas dificuldades, as funcdes de penalidade useskastrabalho sdo exatas,
0 que garante que para um valor finito suficientemente graoderhmetroy, a solucao
do problema (3.4) é exatamente a mesma do problema oridinédetanto, Bertsekas [48]
provou que, exceto para problemas com uma estrutura especéracterizados em [48], as
funcdes de penalidade exatas sdo nao-diferenciaveismtaifieodo conjunto viavel. Con-

sideremos a seguir um exemplo de utilizacdo do método deipagao exata e ndo-exata.

Exemplo: Seja o seguinte problema de programacao quadratica sajastricoes lineares:

minimizarx’ Qx
(3.5)
sujeito aAx = b

Sejay > 0 o parametro de penalidade. Consideremos duas formas dézpeéaalapli-
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cadas ao problema (3.5):

a) Penalizacdo ndo-exata:

Ene(x,7) = x"Qx + 7[|Ax — b||s;

b) Penalizagéo exata:
E.(x,7) = x'Qx + v||Ax — b|;.

Observe que a fungéo de penalidadg(x) = ||[Ax — b|| no item a) é continua e
diferenciavel em todo o seu dominio, € ndo negativa e amulpenas se a restricdo do
problema (3.5) for satisfeita. Neste caso, prova-se quecéssario um valor infinito do
parametro de penalidadepara que o conjunto de minimizadores Hg. coincida com o

conjunto solucdo do problema (3.5).

Por outro lado, a funcéo de penalidddé¢x) = ||Ax—b||; do item b) também é continua
em todo o seu dominio, é ndo negativa, anula-se apenas s8g@icedo problema (3.5) for
satisfeita, eP, € uma funcdo de penalidade exata [6]. CoMa@e exata, entdo existe um
valor finito do parametro de penalidade> 0, tal que o conjunto de minimizadores da
funcdoF, coincide com o conjunto solucdo do problema (3.5). No enfatiserve qué’,

é ndo-diferenciavel no conjunto viaviet : Ax = b} do problema (3.5).

Uma abordagem alternativa para resolver o problema (bigndo uma solucao exata,
€ a minimizacao da funcéo lagrangeana associada a estermeofdl9], que € uma funcéo di-
ferenciavel. Sob o ponto de vista pratico, a desvantageta dbsrdagem € o elevado custo
computacional, especialmente quando problemas de otjfozte grande porte séo conside-
rados. A dimenséo do problema de minimizacéo da funcaoriggema € significativamente
mais elevada, pois além das variaveis originais, os migitigbres de Lagrange também pre-
cisam ser calculados. O aumento da dimensé&o do problen@ragigres recursos computa-
cionais, como maior quantidade de memoéria para o armazenardas variaveis, e maior

poder de processamento para a computacdo dos multiplesader_agrange.
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3.2 Sistemas gradientes

Algoritmos tipo gradiente sdo os sistemas mais usados cefacéncia de sintese de

algoritmos para resolver problemas de otimizagcdo semg@strna forma
minimizar £(x), x & R", (3.6)

sendo quer : R™ — R é uma funcgdo de classe.

O problema (3.6) pode ser associado a um sistema dinaAmiaorda {2.9), cong(x) =
—MVE(x). Neste caso, este sistema dinamico é conhecido istema gradientee é
dado por:

x(t) = —-MVE(x(t)), (3.7)

no qualM é uma matriz diagonal positiva, também conhecida como mad¢raprendizado
do sistema. A matriM é introduzida como um fator de escala de tempo de integracao.
Se a funcad? for ndo-crescente ao longo das trajetérias de (3.7) e lifaitaferiormente é

chamadduncao de energido sistema.

Se 0s pontos de equilibrio do sistema dinamico (3.7) egistiestes sao atingidos quando
VE(x) = 0. Pela definicdo 2.2, o pontd" no qual o gradiente d& é nulo, € um ponto
critico desta funcéo. Logo, os pontos de equilibrio de (Gorjespondem a pontos criticos

de maximo, minimo ou de inflexao da funcéo

Uma propriedade fundamental do vetor gradiente de umadukigcé que a direcao deste
vetor € a que proporciona 0 maximo incremento a fungadesta propriedade é mostrada
através da derivada direcional dena diregdo de um vetor unitario € R™ no pontoxy,
dada por

DyE(xo) = [[VE(xo)]|2 cos 8,

em qued é o angulo entre o vetor unitarioe o gradiente dé’ no pontox,.

A direcdo de maior incremento é quando o anguézero, isto €, quando os vetones
e VE(xo) estdo na mesma dire¢éo. Por outro lado, a derivada diréciardirecéo dex €
minima quandd é igual ar radianos. Neste caso, os vetossV F(x,) tém sentidos opos-
tos, fazendo com que a direcéo do gradiente seja a que prapod@ maximo decréscimo a

funcaok.
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Observe, em (3.7), que os vetore® V E(x) tém sentidos contrarios. Logo, 0 movi-
mento das trajetérias ocorre no sentido contrario aquetepgoporciona a maior taxa de
incremento em, eventualmente atingindo um ponto de equilibrio, casaa@xgue € um
ponto critico deE. SeE for convexa em tod®™, entdo o ponto de equilibrio atingido € um
ponto de minimo global.

Por outro lado, caso a fun¢do seja obtida por um método de penalizacdo exata, en-
tdo esta fungdo € nao-diferenciavel e, consequentemeststema gradiente (3.7) possui
0 segundo membro descontinuo. A minimizacdo de funcdeseraswnao-diferenciaveis

utilizando sistemas gradientes é discutida na préximeaoseca

3.3 Sistemas gradientes com segundo membro descontinuo

Consideremos o problema de otimizacédo (3.4), em que a furljétvo £ é convexa
em todoR", e ndo-diferenciavel em um conjumtode medida nula, no sentido de Lebesgue.
Consequentemente, o segundo membro do sistema gradiéhté ¢gscontinuo no conjunto
A, e suas solucdes ndo existem no sentido usual.

Neste caso, as solucdes do sistema gradiente (3.1) existesentido de Filippov: sao
funcdes vetoriaisx(t) absolutamente continuas, tais que, para quasettadojty,t;], a

incluséo diferencial (3.8) é satisfeita.
x(t) € —0E(x(1)), (3.8)

sendo que o conjunt®E(x)) é o subdiferencial d& emx(t), definido na pagina 15.

Nos pontos em qué é diferenciavel, as derivadas parciais eexistem no sentido
usual, e o subdiferencial dé possui apenas um elemento, que é o proprio gradiente desta
funcdo nestes pontos. Neste caso, a solug@pda inclusédo diferencial (3.8) satisfaz a
equacao (3.7), no sentido usual.

Devido a convexidade d& em todoR", pelo teorema 2.10, um vet&t € um minimi-
zador global d&7 se e somente se

0 € 0E(x"). (3.9)

O pontox* é um ponto de equilibrio da incluséo diferencial (3.8), quen@ solucdo do

problema de otimizac&o sem restricoes (3.6).
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A convergéncia dos sistemas gradientes propostos ndsathineé analisada utilizando a
forma Persidskii destes sistemas. A préxima secdo é dedacadalise de convergéncia de

uma classe de sistemas Persidskii com segundo membro tiasoon

3.4 Sistemas Persidskii

Sistemas Persidskii e fun¢des do tipo diagonal foram intzmtbs em [19], onde a es-
tabilidade absoluta destes sistemas é provada utilizamdofuncdo de Lyapunov do tipo
diagonal. Estes sistemas também foram analisados em [80}, [1] uma classe de sis-
temas Persidskii com segundo membro descontinuo foi adalisBhaya e Kaszkurewicz
[52] utilizaram sistemas Persidskii para provar que o pa@cequilibrio de uma rede de
Hopfield [9] € globalmente assintoticamente estavel. Aisegpresentamos definicbes de

funcdes tipo diagonal e sistemas Persidskii.

Definicdo 3.3 (Func¢do tipo diagonal)Uma fungad : R" — R" x — f(x) é dita do tipo

diagonal se cad# é uma funcéo apenas do argumentasto €,

fi(z)
f(x) = N
fa(@n)
em quex € R™ é o vetor coluna dado par= (7, ...,z,)".

Definicdo 3.4 (Sistema Persidskii [19])Um sistema de equacdes diferenciais ordinarias €

dito do tipo Persidskii se for da forma
E(t) =D bifi(zi(t)  (i=1,...,n), (3.10)
j=1

sendo que, para cada a funcéof; : R — R € continua e pertence a classe de néo-

linearidades de setor infinito
S={f;: ££,6) > 0; £(0) =0 / fi(r)dr — oo quandolz;| — o} (3.11)
0
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Sistema Persidskii generalizado

O sistema Persidskii generalizado € definido a partir dersatPersidskii (3.10), em que
a funcaof é do tipo diagonal, consistindo de uma parte linear e uma p&d linear com
descontinuidades, isto €:
x(t) = —Bf(x(t)), (3.12)

sendo que = (x7,x")T, x e RF, x e R, f(x) = (x7,g" (X)), BER™", n=p+q. A

funcdog : R? — R? satisfaz as seguintes condi¢des:

a) g(x) é uma funcéo continua por partes do tipo diagonal:

g8(%) = (g1(21),- -+, 9q(2,))", (3.13)

c) g é descontinua em um conjunto de medida nula no sentido deduebedado por

A= UleAi

d) foﬁi gi(T)dT — oo quando|z;| — oo, i =1,...,q.

Observacadl. Comog € continua por partes, entgoé limitada em qualquer intervalo, e
como o conjunto em que a funcga descontinua é de medida nula, entdo cada componente

g; deg é integravel [53, Teorema 3-8].

Como o sistema (3.12) tem o0 segundo membro descontinuougdeslisdo definidas no
sentido de Filippov. De acordo com a teoria de Filippov, dscges do sistema Persidskii
generalizado (3.12) sdo fung@eg) absolutamente continuas que, para quasettedoum

intervalo, satisfazem a seguinte inclusao diferencial:
x(t) € G(x(1)), (3.14)

sendo que que o conjunt@ é o menor conjunto convexo fechado que contém todos os

valores limites de-Bf (x'), quandax’ — x, em quex’ ¢ A. Com esta definicdo, denotamos
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cada elemento do conjuné®(x(t)) por

x(t) = —BE. (3.15)

Caso as trajetorias estejam confinadas em alguma supedidesdontinuidadd;, para
quase toda € [t,t3], um movimento deslizante ocorre nesta superficie. Quaadma
jetorias ndo estdo confinadas a nenhuma superficie de diesidade;, a equacao (3.12)

é satisfeita no sentido usual, e o conju6tx(¢)) contém apenas um elemento.

Considere a seguinte fung¢ao de Lyapunov do tipo Lure-Pé&rsmissociada ao sistema

Persidskii generalizado (3.12):
V(Z) = —(}2 x* )TDll + Zd / z (316)

sendo que = [(x — x*)T x| ex* = [x*T,07]7 € N(B), em que\ (B) é o espaco nulo
deB, dgf) sdo elementos diagonais de uma matriz diagonal poditisae as matrize®;

e D,, séo os elementos bloco-diagonais de uma matriz diagonal@arsD.

Note queV (z) = 0 se e somente se= 0, implicando emx = x*. Por outro lado, a
condicdo d) imposta a func@n garante qué’” é radialmente ilimitada. Como, para cada
g; € integravel (ver observacéo 1), entdo a segunda parcéfeetie (3.16) € absolutamente
continua [54, pag. 105]. Além disso, o primeiro termo no segumembro dé” é uma
funcdo continuamente diferenciavel na variéxek z(t) € absolutamente continua. Logo,

podemos concluir qu& (z(t)) admite derivadas em quase tado

Teorema 3.2. Considere o sistema Persidskii generalizg@al2) Se existe uma matriz

simétrica semi-definida positie uma matriz bloco-diagonal definida positilzatal que:

Dy O
0 | Dy

D =

em queD; é simétrica definida positivd),, € uma matriz diagonal positiva, tal qug =
SD, entdo as trajetorias d€3.12)convergem globalmente para o conjunto invariadte=
{x:& e N(B),DE € 0V (z)}, em queV (B) denota o espago nulo da matiiz
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Prova: Considere a funcéo de Lyapunov ndo-suave (3.16), assoaesiatama Per-
sidskii generalizado (3.12). A derivada no tempo de (3.08pago das trajetorias de (3.12)

€ dada por:
V(z) = (D€)"x = —¢"DSDE + x*"DSDE, DE € 9V (z).

Como, por hipéteseB = SD, e x* € N(B), entdo a segunda parcela do segundo

membro da igualdade anterior € nula. Dai, a derivadd ttana a forma:
V =—¢'DSDE, D¢ € 0V (z). (3.17)

Analisamos a derivada de acima sob duas hipéteses:

i) x(t) ¢ A;, isto é, as trajetdrias do sistema (3.12) ndo estdo confiremdanenhuma
superficie de descontinuidade. Neste caso, as solu¢cd&s1® éxistem no sentido
usual, e o conjuntdV (z) contém apenas o gradiente deemz, dado porVV (z) =
Df(x). Neste caso, a derivada no tempoldeao longo das trajetérias do sistema
(3.12) é dada por

V = —f7(x)DSDf(x).

ComosS é semi-definida positiva, é imediato qlie< 0;

i) x(t) € A;, para algumi, et € [ty,ts], isto é, as trajetérias do sistema (3.12) estéo
confinadas em alguma superficie de descontinuidade duramtetervalo de tempo.
Logo, x(t) ndo existe no sentido usual, e o veidrt) satisfazx(t) = —SDg& €

G(x(t)), para quase todo € [to,tf]. ComoS é semi-definida positiva, por (3.17),

é imediato qué’ < 0.

Por (3.15), e dado quB = SD, note quél’ = () se e somente se, 0 vetosatisfaz
B¢ =0 € G(x),

isto é,x € A. Logo,.A & um conjunto invariante.
Utilizando os itens i) e ii) e o0 teorema de LaSalle para siagendo-suaves [35], conclui-

se gue as trajetdrias do sistema Persidskii generalizadld)(Zonvergem para o conjunto
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invariante 4, para quaisquer condic¢des iniciais. [ |
Este resultado é usado no capitulo 5 para provar a convéagdmsistemas gradientes
para a resolucdo de problemas de programacéo quadraticesuipdes lineares, aplicados

ao treinamento de SVMs para separacgao linear e nao linearagecthsses.

Corolario 3.2.1. Se as matrizeS e D s&o simétricas definidas-positivaggz;) € [a;, b;]
para todox; € R™, entdo as trajetérias do sistenfd.12)convergem em tempo finito para o

conjunto invariante4 e permanecem neste conjunto.

Prova: Considere a funcdo de Lyapunov candidata (3.16). A derivad@mpo de

(3.16) ao longo das trajetoérias do sistema (3.12) é dada por:
V = (D¢ x = —¢'DSDE, D¢ € 0V (z).
ComoS é simétrica definida positiva, usando o quociente de Rayléighediato que:
V< ~Amin(DSD)ETE < —Apin(DSD)a’a, (3.18)

sendo quex := (ay, ..., a,)T €\, (DSD) é 0 menor autovalor da matd2SD. Dado que
as matrize® e S séo simétricas definidas positivas, enigg, (DSD) > 0, isto &,V < —e,
em ques = \,,;,(DSD)a’a.

Utilizando os mesmos argumentos da prova do teorema 3.2|ufoms qued é um
conjunto invariante.

Consequentemente, por (3.18), pelas observacgfes acinla,teqrema de LaSalle para
sistemas ndo-suaves, as trajetorias do sistema Pergjdakiializado (3.12) convergem para
o conjunto solucaol. Precisamos mostrar que o tempo maxithpara qué’ = 0 é finito.

Por (3.18), temos que, para quase toéom um intervalo:
Vi(z(t)) < V(z(t)) —et,

SejaT > t, o instante para o qual (z(7T)) = 0. Entdo, pela desigualdade anterior,

tem-se que



comoe # 0, dado um instante inicial, o segundo membro desta desigualdade assume um
valor finito. Logo, a convergéncia para o conjupt@ em tempo finito. |

As analises de convergéncia dos sistemas gradientes @éssudeste trabalho séo feitas
através da forma Persidskii destes sistemas, juntamenteéds de Lyapunov do tipo dia-

gonal ou utilizando diretamente o teorema 3.2.

3.5 Anadlise de convergéncia de sistemas gradientes atraves

da forma Persidskii

As andlises de convergéncia dos os sistemas gradientespspeste trabalho séo feitas
utilizando a forma Persidskii (3.12) do sistema gradieotesspondente, e funcdes de Lya-
punov do tipo diagonal ou Lure-Persidskii. Aléem da simplade das provas dos resultados,
esta estratégia de analise usualmente resulta em condig@esvergéncia trataveis, inde-
pendentes do ajuste de parametros.

A forma Persidskii associada aos sistemas gradientes sinzpoeste trabalho em geral
possuem dimensao maior que a do sistema original, por iS|ETCEB@ mostrar que a solugcao
do sistema original € a mesma solucao do sistema Persis&iiado. Sem perda de genera-
lidade, analisamos o problema geral de otimizacéo (3.1)yestri¢cdes lineares de igualdade.

Neste caso, o conjunto viavelé dado por
Q:={x:Ax—b =0}, (3.19)

em queA é de dimensdan x n e tem posto completo por linhasbeé um vetor coluna
de dimensédon. Observe que a generalidade néo é perdida, pois restrieddssthualdade
podem ser escritas na forma acima atraves da introducaaideeia de folga.
Assumimos que o vetor gradientéf da funcéo objetivo do problema (3.1) € do tipo
diagonal, isto é,
VIx) = (Vo f(21), -, Vi, f(2n)T,

e pertence a classe de ndo-linearidades de setor infindefinida em (3.11).
As funcbes objetivo cujo gradiente € do tipo diagonal, iastuas funcdes lineares e

guadraticas, que sao consideradas neste trabalho. btitzamétodo de penalizacao exata,
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0 problema de otimizagdo sem restricdes associado ao pralgem restricbes (3.1), com o

conjunto viavel dado em (3.19),
minimizar, £(x) = f(x) + p||Ax — b1, (3.20)

sendo que é o parametro de penalidade. Note que a funcédo de penalidede- bl é

nao-diferenciavel.

Seja o vetor de residuos definido por= Ax — b. Um subgradiente da funcéo objetivo

nao-diferenciaveF do problema (3.20) é dado por
e =Vf(x)+pATsgnr), ecIE(x) (3.21)

sendo que cada componente do vetor sgn é definido em (3.28)geafeo é mostrado na

figura 3.1.

(

=—1sea <0

sgn(a) { € [~1,1] sea = 0 (3.22)

=1sea >0

\

s%n(a)

Figura 3.1: rafico de sgn, que atua na restricao de igualdageothlema de otimizacéo

Note que sgn é um mapeamento i€ no conjunto definido em (3.22). Com esta

definicdo, sgn € um subgradiente da fun¢af,. Observe que, de acordo com (3.21), o
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vetor de residuos é separavel e a ndo-linearidade sgn € do tipo diagonal, isto é
sgn(r) = (sgrf (r1), ..., sgM,(rm))"

O sistema gradiente ndo-suave- —Me, associado ao problema de otimizacédo (3.21),

também possui as variaveis separaveis e é dado por

x = -MVf(x) — pMATsgnAx — b). (3.23)

Dizemos quex* é um ponto de equilibrio do sistema gradiente (3.23), quatidor um

ponto de equilibrio da incluséo diferenciak —0F(x), isto é,0 € 0E(x*).

Para construir a forma Persidskii do sistema gradient@)3rficialmente pré-multiplica-
se o sistema (3.23) pela matAz Comor = Ax € a derivada no tempo do vetor de residuos,

obtemos o seguinte sistema

i = —AMVf(x) — pAMA”sgn{Ax — b). (3.24)

Sem perda de generalidade, consideramos nesta aflisd. Escrevendo os sistemas
(3.23) e (3.24) em notagdao vetorial, obtemos o sistema)8&2&rma Persidskii, associado
ao sistema gradiente (3.23).

% 1| ar [[1)o] [vie

(3.25)

i A|AA" | | o] |sortr)

O sistema Persidskii (3.25) possui dimengé@o+ n, a0 passo que o sistema original
(3.23) possui dimensdo. E necessario analisar as implicacdes da pré-multiplcalgé
sistema (3.23) pela matrix, e do aumento da dimensao do sistema. Precisamos mostrar
que, se as trajetorias do sistema Persidskii convergenmupanjunto invariantd, entdo
as trajetérias do sistema gradiente (3.23) convergem parpanto de equilibrio, e vice-

versa.

i) Vamos mostrar que quando as trajetérias do sistema Bkiisidnvergem para um con-

junto invarianteA, entdo as trajetorias do sistema gradiente convergem pafgonto de
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equilibriox*. Seja a seguinte funcéo de Lyapunov candidata:
V(1) = F(x) = fx)+pY / sgr(r)dr = f(x) — f(x") + plrlr.  (3.26)
i=1 70

Note que, como a fun¢dfr||; € Lipschitz continua em, entdo é absolutamente continua
nesta variavel, e comdt) também é absolutamente continua, entéo a fufig@g||; admite
derivadas em quase tod{64]. Dado quef é de class€', ex(t) é absolutamente continua
entdo a funcadd” admite derivada em quase todo

A derivada no tempo d¥ ao longo das trajetorias de (3.25) € dada por
. b
V(x,r)=v’ {] ., vedV(x,r)
r

sendo quer = [VT f(x), psgrf (r)]T. Utilizando (3.25), a derivada dé é dada por

Vi) =~ V7 f(x) sor (r)] tho [ [ x| ar }]alo][vie

0|pl | | AlAAT | | 0| | [sortr)

SejaB a matriz de blocos no segundo membro de (3.27):

B =SD,
sendo que as matriz&e D séo
I| AT I ‘ 0
S = e D=
A | AAT 0| pl

ComoD € uma diagonal positiva e a matB8z22 simétrica semi-definida positiva, entéo a
matriz B satisfaz as condi¢des do teorema 3.2. O segundo membra2d¢ €3gual a zero
no espacgo nulo dB, denotado poV'(B). Logo, pelo teorema de LaSalle para sistemas
nao-suaves [35], as trajetorias do sistema Persidskiiezgam para o seguinte conjunto
invariante:
A={x,r:y e N(B)}, (3.28)

sendo quey = (VT f(x),sgr’ (r))’. Os vetorex er que pertencem ao conjuntoséo tais
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que
x=0€dE(x) e ©=0.

Isto significa que o conjunto invariante para o qual as trajetorias do sistema Persidskii
convergem, é a intersec¢ao do conjunto dos pontos de egqudibsistema gradiente (3.23)
e do conjunto{r : r = 0}. Portanto, a convergéncia das trajetérias do sistemadBkiisi
para o conjunto invariant&, implica na convergéncia das trajetorias do sistema gntalie

para um ponto de equilibrio.

i) Vamos mostrar que se as trajetorias do sistema gradgameergem para um conjunto
invarianteA, entdo as trajetdrias do sistema Persidskii convergemopemajunto invariante

A. Observe que a fun¢dd(x, r) em (3.26) é a fungéo de energia computacidnam (3.20),

em quer é considerada como uma variavel independente.d€onsidere agora a funcao
E, dependente apenas da variagxetomo uma funcéo de Lyapunov candidata associada ao

sistema gradiente (3.23), cuja derivada no tempo é:
E(x)=e'%x=—|e|? ecdEx)

Observe quei’(x) = 0 se e somente se = 0, implicando quex = 0 € JF(x).
Portanto, o conjunto invariante procurado € o préprio amgjulos pontos de equilibrio do
sistema gradiente (3.23):

A={x:0€e -0E(x)},

segue que, pelo teorema de LaSalle para sistemas nado-sasegetorias do sistema gra-

diente (3.23) convergem para o0 conjunto invariakte

Por outro lado, como a derivada do vetor de residuos-£€ Ax, sex € A, entdo
i = 0. Logo, sex* € A é um ponto de equilibrio do sistema gradiente (3.23), ent&o o
vetor [x*, r*]7 € A, r* = Ax" — b. Portanto, a convergéncia das trajetérias do sistema
gradiente (3.23) para o conjunto invariarte implica na convergéncia das trajetérias do

sistema Persidskii para o conjunto invariante

Portanto, pelos itens i) e ii) concluimos que o sistema gradi(3.23) e o sistema Per-
sidskii (3.25) sdo equivalentes, no sentido que a conveigétas trajetérias do sistema
Persidskii para um conjunto invariante, que contém um pdatequilibrio do sistema gra-

diente, implicam na convergéncia das trajetérias do sstgadiente para o mesmo ponto de
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equilibrio, e vice-versa. Este resultado valida a uti@ada forma Persidskii dos sistemas

gradientes nas analises de convergéncia.

3.6 Programacéo linear

No caso em que a funcdbem (3.1) é linear e o conjuntQ é descrito por funcdes
lineares, esta classe de problemas de otimizacgéo recelpesod@problema de programacéo
linear (PPL).

Diversos métodos para resolucdo de problemas de progranvagdr estdo disponiveis,
0 mais popular € o método do SIMPLEX [55]. No entanto, est@dtéprecisa de um ponto
inicial pertencente ao conjunto viavel. Os métodos de pointigriores para programacao
linear ganharam popularidade. Entretanto, estes métquesentam problemas numeéricos
guando os resultados produzidos ao longo das iteracOesirmprao-se da fronteira do con-
junto viavel [56].

A seguir, apresentamos resultados de convergéncia pareaii@ntes de problemas de
programacao linear. A analise completa e as provas dosadeslestao disponiveis em [20].

As analises de convergéncia dos sistemas gradientes pahaga@o de problemas de pro-
gramacdao linear apresentadas em [20], sdo baseadas sa dedllhong et al. [15]. A andlise
de convergéncia em [15] resulta em limites inferiores qupav@metros de penalidade tém
gue satisfazer para que a convergéncia em tempo finito palagie do problema de pro-
gramacao linear em questdo seja garantida. Entretands, @stdicdes sao dependentes das
trajetérias do sistema. Por outro lado, os limites infesoobtidos em [21] s&o constantes
e dependem apenas dos parametros do problema de progrdimaegéioA mesma estraté-
gia de analise é utilizada no capitulo 4, em que um circkitanners-take-all (KWTA) é

formulado a partir de um problema de programacéo linear.

3.6.1 Forma canénical

A forma canbnica do problema de programacao linear é dada por

minimizarc’ x
(3.29)
sujeito aAx > b,
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ondex,c € R", b € R™, A € R™*"™, com postgA) = m.

Este problema é resolvido utilizando o método da funcéo dmlade, obtendo o

seguinte problema de otimizacdo sem restricoes:
minimizar £(x) = ¢’ x — I{Z min(0, a;x — b;), (3.30)
=1
em quea; € ai-ésima linha da matriA e x > 0 é o pardmetro de penalidade.

Note que a funcéo objetiveh em (3.30) € composta pela fun¢céo objetivo do problema
original (3.29), mais um termo de penalidade, associadasitig&o do problema. Note
também que o termo de penalidade € nao-diferenciavel ngefrardo conjunto viavel do

PPL (3.29).

hsgn(a)
A

Figura 3.2: Grafico de hsgn, que esta associada as restdedessigualdade do problema
de otimizacéo

Como a funcao objetivdr do problema (3.30) é ndo-diferenciavel no conjuta=
{x: Ax — b = 0}, entdo as derivadas dendo existem no sentido usual. Um subgradiente

desta funcao é dado por

e =c+kMAThsgr(r), ec J0E(x)

sendo que := Ax — b é o vetor de residuos, e cada componente do vetor hsgn é definid
em (3.31) e seu grafico € mostrado na figura 3.2. O vetor hsgn,stibgradiente da funcao

de penalidad®"?_, min(0, r;).
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.
= —1sea <0

hsgria) § € [-1,0] sea = 0 (3.31)
=0sea >0
\
O problema de otimizacédo (3.30), é resolvido através demmtgradient&c = —Me,
dado por:
x = —Mc — kMA”hsgr(r), (3.32)

sendo quéM é uma diagonal positiva, conhecida como matriz de apreddiza
A forma Persidskii deste sistema é obtida através da prépiedcdo do mesmo pela
matriz A, obtendo:
r = —AMc — kAMAThsgr(r), (3.33)

observe que esta é uma forma Persidskii deslocada pelocgetstanteA Mc.

A funcao de Lyapunov do tipo diagonal associada a equacao@nd
Vi) =rY / “hsgr(r)dr, (3.34)
i=1 70

Denotando o conjunto viavel do PPL (3.29) gor= {r(x) : r(x) > 0}, a fungéol’

dada em (3.34), possui as seguintes caracteristicas:
(i) V(r) >0, ser ¢ Q;
(i) V(r)=0,ser €.

A func@oV é ndo-nula apenas fora do conjunto viavel do PPL. Utilizaaflrma Per-
sidskii (3.33) do sistema (3.32) e a funclo dada em (3.34), é possivel obter condigbes
suficientes que deve satisfazer para garantir a convergéncia para o corfjuriEste resul-

tado é formalmente estabelecido no teorema 3.3.

Teorema 3.3. Considere o sistema gradien{8.32) e a funcédo de Lyapunov candidata

(3.34) Se a matrizA tem posto por linhas completaxesatisfaz:

max(AMec)

e 3.35
Amin(AMAT) ( )

51



sendo quenax(AMc) é o maior componente do vetAMc. Ent&o as trajetorias dé€3.32)
convergem para o conjunto solucao (#29)em tempo finito e permanecem neste conjunto

indefinidamente.

Observaca®. Observe que a funcéld em (3.32) nado é radialmente ilimitada. No entanto
este fato ndo afeta o resultado estabelecido pelo teore3ngp@s o conjunto viavel do
problema é{x : Ax > b}, e 0 segundo termo no segundo membro do sistema gradiente

(3.32) é nulo quand= atinge este conjunto.

3.6.2 Forma canobnica ll

O problema de programacéo linear na forma canénica Il é dado p

minimizar f(x) = ¢’ x
sujeitoaAx —b >0 (3.36)

x > 0,

sendo queA € R™*", m < n, posto(A) = m,c € R x e R"eb € R™.
Este problema é resolvido do mesmo modo que o problema na fecambdnica |, apre-

sentado na secao anterior. O problema de otimizac&o semgdestassociado € dado por:

E(x)=c'x—7 Z min(0,z;) — p Z min(0,7;), (3.37)

=1

sendo quey > 0 e p > 0 sdo os parametros de penalidade. Neste caso, a funcavmbjeti
do problema apresenta um termo de penalidade adicionabsgjaeassociado a restricdo de

sinal sobre a variavel de projeto

O sistema gradiente associado ao problema sem restric8&3 €3
x = —c — yhsgn(x) — pAThsgr(r), (3.38)

em quey, p > 0 sdo os parametros de penalidade.
A forma Persidskii deste sistema é obtida aumentando-sessmmeom a derivada no

tempo do vetor de residuos, obtida através da pré-mudiidic da equacéo anterior pela
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matriz A, resultando em:

; I, AT hs
) _ e 7 hsgr(x) (3.39)
iy Ac A AAT ) \ phsgrr)

A funcéo de Lyapunov do tipo diagonal associada ao sistemsadBkii anterior €
Vix,r)=v) / ' hsgr(r)dr +p) / Z hsgr(r)dr, (3.40)
j=10 i=1 Y0

esta funcdo possui as mesmas caracteristicas que a furgdda em (3.34), o que permite
obter condi¢des suficientes que os parametresy devem satisfazer para garantir a con-
vergéncia para o conjunto viavel do PPL (3.36) e, consegqiiarite, para a solucdo deste

problema. Este resultado é formalizado pelo teorema 3.4.

Teorema 3.4.Considere o problema de programacéo lin€ar36) Se a matrizA tem posto

por linhas completo e os ganhgse p satisfazem as seguintes desigualdades

7> llell2
1

o (A (c+2a+/n),

p >

entdo as trajetorias dé€3.38) convergem para para o conjunto solugéo do problg@a29)

e permanecem neste conjunto indefinidamente.

3.6.3 Forma padréao

A forma padréo do problema de programacéo linear é dada por:

minimizar f(x) = c’x
sujeito aAx — b = 0 (3.41)
x > 0,

ondec € R", b € R™, m < n eposto(A) = m.

Utilizando o método da funcéo de penalidade, obtemos osegpioblema de otimiza-
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¢cao sem restricdes:

minimizar £(x) = ¢"x + p[r[l ++ > min(0, z;) (3.42)

j=1

O sistema gradiente que resolve o problema anterior é dado po
%X = —c — yhsgr(x) — pATsgnr). (3.43)

Por um procedimento analogo ao utilizado para o PPL na foamardca Il, a forma

Persidskii do sistema anterior é

; c I, AT hs
A B v hsgrx) (3.44)
I Ac A AAT p sgn(r)
A funcéo de Lyapunov tipo diagonal associada ao sistemadBkiig3.44) é
V(x,r) = 72/ ] hsgr(r)dr + pZ/ Z sgn(7)dr. (3.45)
j=1"70 i=1 70

Prova-se, utilizando o sistema Persidskii (3.45), que metaa 3.4 também é valido para

o sistema gradiente (3.43) [20].

3.7 Programacao quadratica

Problemas de programacé&o quadratica com restricoesdmpadem ser resolvidos atra-
vés de sistemas gradientes. Considere o0 seguinte problealadgeotimizacdo quadratica

com restricdes lineares:
S 1
minimizar §XTQX
sujeito aAx = b (3.46)
Hx >c

sendo que) € R A € R™" b € R™ H € RP*", ¢c € R’ ex € R" é a variavel de
decisdo do problema.

Utilizando o método da funcdo de penalidade, o seguintelgmabde otimizacdo sem
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restricbes é associado ao problema (3.46):

P
minimizar £(x) = x'Qx — v Z min(0, h] x — ¢;) + p||Ax — b||, (3.47)

i=1

em gueh; denota a-ésima linha da matriH e os escalares e p osparametros de penali-
dade

Note que a funcad em (3.47) é composta pela funcdo objetivo do problema (3nétd
dois termos de penalidade, cada um associado a um conjunéstiedes diferente. Note
também que os termos de penalidade sdo ndo-diferenciavéisnteira do conjunto viavel

do problema (3.46).

Um subgradiente da funcdo objetibdo problema (3.47) é dado por:
e = Qx + pAT sgnr™) + yH hsgr(r'?), e € dE(x),
sendo que® := Ax — b, r®® := Hx — c.
O sistema gradiente = —Me, associado ao problema (3.47) é dado por:

x = —M[Qx + pAT sgr(rV) + yH hsgr{r?)]. (3.48)

A convergéncia do sistema (3.48) é provada escrevendoemsisgradiente (3.48) na
forma Persidskii generalizada (3.12), e utilizando o te@8.2. Sem perda de generalidade,

assumimos qudl = 1.

Para obter a forma Persidskii do sistema gradiente (3.48grge que as derivadas no

tempo der) er® sio dadas par?) = Ax er(? = Hx, isto é:
1 = —AQx — pAAT sgnr) — yAH” hsgr(r?) (3.49)

? = ~HQx — pHA” sgnrV) — yHH" hsgr{r?) (3.50)

Escrevendo o sistema aumentado (3.48)-(3.50) em notacicialaa forma PersidsKii
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do sistema gradiente (3.48) é dada por (3.12), em que a iapixe ser fatorada na forma:

I AT HT Q Onxn 0n><p
B=|A AAT AH" Opuxn | PLuxn Onxp
H HAT HHT On><n 0m><n ’VIPX;D

Este sistema satisfaz as condi¢bes do teorema 3.2, poiganagio acima podemos

identificar:

I AT HT
S=|1A AAT AHT|;
H HAT HH’
D11:Q;
) o 0n><p

D22 -
Orxcn 'YIpxp

A matriz S é simétrica semi-definida positiva, a mat@zé, por hipotese, definida posi-
tiva e, comop e sdo escalares positivos, a mafidz, € uma diagonal positiva. Portanto,
as condicfes do teorema 3.2 estdo todas satisfeitas,igdmatconvergéncia das trajetérias
do sistema (3.48) para o conjunto solucao do problema (346 quaisquer parametrps

e p positivos. Este resultado é enunciado no teorema 3.5.

Teorema 3.5.As trajetérias do sistema gradient@.48)convergem globalmente para o con-
junto solucéo do problema de programacao quadra(i8al6) para quaisquer parametros

positivosp e .

O sistema gradiente (3.48) pode ser interpretado como uenssde controle. Neste
contexto, o termar; := pATsgnAx — b) é interpretado como um controle com ganho
composto por um relé multidimensional, que € responsavelgogar as trajetérias para a
interseccado de hiperplands := {x : Ax = b}, a0 mesmo tempo que o contraig =

~vhsgr(x) é responsavel por forcar as trajetorias para o conjurto0.
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3.8 Resolucao de sistemas de equacoes lineares

A abordagem proposta € baseada em associar o sistema déexjliagares a um pro-
blema de otimizac&o sem restricdes, cuja solucédo corrdsppmesma solucédo do sistema
de equacdes lineares. Ao problema de otimizag&o é assasiadistema tipo gradiente com
segundo membro descontinuo. O uso de sistemas gradiestastinauos para este tipo de
problema justifica-se, pois neste caso € possivel provamegencia em tempo finito para

a solucao do sistema de equacdes lineares.

Este procedimento foi utilizado por Cichocki e Unbehauen, [4§@e formularam o pro-
blema de resolver sistemas lineares do o = b através de um problema de otimizacéo
sem restri¢des, utilizando a normg do residucAx — b, entretanto sem apresentar analise

de convergéncia.

Neste trabalho o sistema de equacdes lineares é resolval@stda minimizacdo da
normal; do vetor de residuos. A solucdo em normaminima apresenta diversas vanta-

gens, como a menor sensibilidade a ruidosiiers[12, 57].

3.8.1 Formulacao do problema
Considere o seguinte sistema de equacoes lineares:
Ax =D, (3.52)

em quex € R", b € R™ e assume-se quk € R™*", m < n possui posto igual &, que

garante a existéncia de pelo menos uma solucgéo.

O problema da resolucéo do sistema de equacdes linearé¥ (8l&Zzando a normd.;,

pode ser formulado através do seguinte problema de otifozsgm restricbes
minimizar £ (x) := ||r(x)|;, x € R", (3.52)

sendo que(x) := Ax — b é o vetor de residuo$,

|; € a normal; do argumento.

Note que o minimo global d& € zero e o0 conjunto solucéo do problema (3.52) é dado

por A := {x : r(x) = 0}, que é o conjunto solu¢éo do sistema (3.51). O conjunt®
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determinado através da seguinte interseccao:

A= ﬁ Ay A= {x:ri(x) =0}, (3.53)
=1

em que os escalares: R" — R sdo componentes do vetar

O problema de minimizacgéo (3.52) é resolvido através de starsa gradiente. Porém,
como a funcéo objetivo do problema (3.52) é nao-diferemtiém A, o gradiente de¥
€ descontinuo neste conjunto e, as solu¢des do sistema&meadjue minimizamf sdo
consideradas no sentido de Filippov. Neste contexto, opictms A; sdo chamados de
superficies de descontinuidade

Um subgradiente da funcao objetivo ndo-diferencidveb problema (3.52), € dado por:
e=ATsgnr), ecdE(x),

sendo que := Ax — b, e 0 vetor sgn é definido em (3.22).

O sistema gradiente ndo-suave- —Me, associado ao problema (3.52) € dado por:
x = —MATsgnr), (3.54)

sendo queM = diag(y;)"_, € uma matriz diagonal positiva que, no contexto de redes neu-
rais, € denominada matriz de aprendizado.

Na figura 3.3, é apresentado o diagrama funcional do cirémitoulado por (3.54), que
pode ser interpretado como uma rede neural [12]. Observeguatua como uma funcéo
de ativacao da rede que resolve o sistema (3.51). Por odwpdaepresentacdo do sistema
(3.54) sob a perspectiva de um sistema de controle é mosteafigura 3.4, onde o contro-
lador corresponde a um relé multidimensional com matrizatehgM. Neste contexto, o
vetor ATsgnr) desempenha o papel do controlador responséavel por coreduizijetérias

para o conjunta\.

3.8.2 Analise de convergéncia

A andlise de convergéncia € feita representando o siste’d) (3a forma Persidskii e

utilizando uma funcao de Lyapunov candidata do tipo diagohaepresentacao de (3.54)
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Figura 3.3: Diagrama funcional do circuito descrito pekiesina gradiente (3.54), visto sob
a perspectiva de uma rede neural
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Figura 3.4: Representacdo do sistema gradiente (3.54) sefspegtiva de um sistema de
controle, em que = Ax é a saida da planta

na forma Persidskii € obtida através da pre-multiplicagg(3db4) pela matriA. Observe

guer = Ax, portanto de (3.54) decorre que:
= —AMATsgn(r). (3.55)

Esta classe de sistemas Persidskii € analisada em [51] gBam sistema (3.55) possa

ser usado na analise de convergéncia, é necessario presrltado a seguir.

Proposicao 1.0 sistema(3.55) € equivalente ao sistema origingd.54) no sentido que

r = 0 se e somente se= 0.

Prova: Sex = 0, é imediato qua- = 0. Por outro lado, s& = 0 entdo o vetor
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VMVE = vVMA”sgnr) pertence ao espaco nuld(A+/M) da matrizA+/M, entre-
tanto vVMVE é um vetor que pertence ao espaco lirbé/MAT”) de A vM. Como
N(AVM) L R(vMAT), a Gnica solugéo possivel para 0 €M e = 0 e, conseqiien-
tementex = 0. [
Como o sistema (3.55) tem o segundo membro descontinuo, &faiecl yapunov can-

didata do tipo diagonal escolhida é ndo-suave [51]:

Vir) = ; /0 sgn(r) dr — ; 4. (3.56)

A funcdol em (3.56) possui as seguintes propriedades:
i) V(r)> 0parar # 0;

i) V(r)=0see somente se= 0;

i) V(r) é radialmente ilimitada;

(iv) ComoV (r) é Lipschitz continua em relagéo a variaveer(t) é absolutamente con-
tinua, entdol/ (r(¢)) € absolutamente continua em relacdo a variaveldmitindo

derivadas em quase tod{64].

Sejag € 0V (r). A derivada no tempo d¥ ao longo das trajetérias de (3.55) é dada por
V(r) = &Ti = —sgrf (r)  AMATsgn(r). (3.57)

Note que coma\ tem posto por linhas completdM é definida positiva, entiAMA”
também é definida positiva. Conseqiientemel¥ites 0 se e somente se sgn = 0, 0 que
implicaemx = 0 € 0E(x). Logo,x é um minimizador d&Z e, coOmoE é convexax é um

minimizador global. Portante € A, sendo que\ é definido em (3.53).

Teorema 3.6. As trajetdrias do sistemé3.54) convergem, com quaisquer condicdes ini-
ciais, para o conjunto solucéo do sistema de equacdes Es€ar51)em tempo finito e per-
manecem neste conjunto. O tempo de convergépsitisfaz ; < (V(ry)/Amin(AMAT)),

em querg := r(xo).

Prova: Considere o sistema (3.55), a derivada no tempo (3.57) dé)(8.& particao
do conjuntoA definida em (3.53). Por simplicidade s&/h= 1.
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Considerando as soluc¢des de (3.55) no sentido de Filippobjetiva é mostrar existe
um escalae > 0, tal queV < —¢ e, finalmente mostrar qu& é um conjunto invariante.

Duas situacdes devem ser consideradas:

i) x ¢ A,;, para todoi. Neste caso as trajetdrias ndo estdo confinadas em nenhuma
superficie de descontinuidade e as solu¢des de (3.55¢mxigl sentido usual. Neste
caso0dFE(x) contém apenas o gradiente fleemx. Como A tem posto por linhas
completo, entdo a matrix A’ é definida positiva, e usando o principio de Rayleigh e

o fato que||sgn(r)||, = m? > 1, parar; # 0, podemos escrever:
V(r) < —Anin(AAT)M? < —\in(AAT), (3.58)

em que),.i,(AAT) > 0 é o menor autovalor dAA”.

i) x € A;, para algum e quase todoem um intervald. Neste caso as trajetorias estao
confinadas em alguma superficie de descontinuidageocorrendo um movimento
deslizante nestas superficies. Portanto, os vetorgge descrevem este movimento

séo subgradientes deemx, i.e.,
I =—Ae, e € 0E(x),

em quee = AT'sgn(r), e sgrir) € oV (r) é definido em (3.22).

Como existe pelo menos um indictal quex ¢ A;, entdo sgfir;) € {—1, 1}, impli-
cando emj|sgn(r)||2 > 1. Logo usando (3.57) e o principio de Rayleigh, chegamos a
V(r) < —Amin(AAT).

Portanto, dos itens i) e ii), concluimos que as trajetére3d64) convergem para o
conjuntoA em tempo finito. Falta mostrar que as trajetdrias permanemste conjunto,
isto &, que nestas condicdAsé um conjunto invariante. Se(t) € A, entdoV (t) = 0 e
V(t) = 0. Se para algum = T a trajetériax(7") sai de algum conjunta;, entdoV (7)) < 0
e V(T) > 0, o que € uma contradicdo, pdi5 é ndo crescente ao longo das trajetdrias
de (3.55). Logo, as trajetorias de (3.55) atingAne permanecem neste conjunto. Pela
proposicao 1, este resultado aplica-se também ao sistemgie original (3.54).

Resta obter o limite inferior para o tempo de convergéngieDe (3.58), podemos es-
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creverV (t) < V(to) — Amin(AMAT) t, logo, 0 tempa; parar atingir zero ndo excede
Vo/Amin(AMAT), concluindo a prova. [ |
Na proxima se¢do sdo apresentados os métodos de integuagénca empregados para

resolver os sistemas gradientes deste trabalho.

3.9 Métodos de integracao

Os sistemas gradientes apresentados neste trabalhoa&mssnumericamente através
de dois métodos de integracao, consagrados na literatrtanpentes a classe dos métodos
de Runge-Kutta: o0 método de Euler, que € um método de primelearg e um método de
Runge-Kutta de segunda ordem. Para maiores detalhes stdse eesutros, métodos de
integracéo, ver, por exemplo, [58].

Os métodos de integracdo com controle automatico de passwilsgados nos capitulos
5 e 6, em que os termos descontinuos dos sistemas gradi@ategreximados por funcdes
continuas através da técnica da camada limite, descritapituto 2. Nos exemplos deste

capitulo e do capitulo 4, o método de Euler com passo coestautilizado.

3.9.1 Meétodo de Euler

O método de Euler, é o mais simples da classe dos métodos de-Ruttg. Este método
apresenta baixo custo computacional, pois necessita daspena avaliacdo do segundo
membro do sistema gradiente (3.7) em cada iteracéo.

A discretizacao do sistema gradiente (3.7) para resolutaeés do método de Euler
dada por:

Xpr1 = Xp — e VE(X), (3.59)

sendo que, € o passo de integracao.

O método de Euler, implementado com pagse-= p constante, € descrito no algoritmo
3.1. No entanto, o bom desempenho do método de Euler, depenago de um método
eficiente de ajuste automatico do paggo Para esta finalidade, no contexto de sistemas
gradientes, diversos métodos estao disponiveis na litarfi9—64]. Utilizamos a formula
de Barzilai-Borwein [59], que proporciona um controle efitéedo passo integracag. de

sistemas gradientes discretizados na forma (3.59).
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Algoritmo 3.1 Método de Euler com passo constante
xo = condicéo inicial
1 = passo de integracao
Para k£=0,1,2,...
Xpr1 = X — pVE(Xy) (atualiza solucéo)
Xp = Xpi1 (armazena solucéo anterior)
Fim

Algoritmo 3.2 Método de Euler com controle de passo pela férmula de BaiZdaivein

xo = condic&o inicial apenas para o calculo do passo
x; = condig&o inicial

VEy, = VE(x) (gradiente d&7 emxg)
VE, =VE(x) (gradiente de¥ emx;)
Parak=1,2,...
pr = (xx —x,_1)T(VE, —VE,_1)/||VE, — VE,_1|3 (calcula novo passo)
Xpi1 = Xp — eV Eg (atualiza solucao)
Xp_1 = X (armazena penultima itera¢éo)
VEi_1 =VE
X = Xpi1 (armazena ultima iteracéo)
VE, = VE(xy) (computa novo gradiente)
Fim

O passo de integracdq, determinado iterativamente pela formula de Barzilai-Banywe

€ dado por:

(xr — x5_1)T(VE(xy) — VE(Xk,l))'

3.60
IVE(xx) — VE(xp-1)|3 (3.60)

M =
O procedimento de resolucdo de um sistema gradiente atlliza método de Euler com
controle de passo pela formula de Barzilai-Borwein (Euler-BBjescrito no algoritmo 3.2.
O célculo do passp;, depende apenas das diferencas entre gradi®iigs,) e VE(x;_1)
e entre os vetores, e x;,_1, computados nas duas Ultimas iteracbes do método de Euler.
Adicionalmente, Barzilai e Borwein sugerem que o método dertaurh (3.59), com controle

de passo através da férmula 3.60, € menos sensivel ao nditiooramento do problema.

Por outro lado, a memdria necessaria para o armazenamestdugdox,_; e do vetor
gradienteV F,_,, computados na penultima iteracdo, para o calculo do passm (3.59),

representa um custo adicional do algoritmo 3.2 que, em,gepEqueno.
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Algoritmo 3.3 Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem
to = instante inicial
xo = condicao inicial
ko = passo inicial

Parak=0,1,2,...
So = —ur VE(xg) (primeiro estagio)
Xpi1 = Xi + So (solucéo de primeira ordem)
s1 = —uVE(x; + £s0) (segundo estagio)
let1 =tk + Lok
Xpp1 = X — 380 + 281 (solucéo de segunda ordem)
Atualiza passo de integrac@g

Fim

3.9.2 Meétodo de Runge-Kutta de segunda ordem

O método de Runge-Kutta de segunda ordem, é um método de thgsoes em que
a aproximacao obtida no primeiro estagio, € utilizada paraptitar a aproximacao no se-
gundo estagio. Utilizamos este método com os coeficientesrimados por Cash e Karp
[65], dados em (3.61), sob a forma de tebleau O método de Runge-Kutta de segunda
ordem, aplicado ao sistema gradiente (3.7), utilizandoosdicientes de Cash e Karp, é

descrito no algoritmo 3.3.

(]
]

(3.61)
Solucédo de? ordem

— N o=

Solucéo dd? ordem

Para que o método de Runge-Kutta de segunda ordem apresebtanudesempenho,
é fundamental que seja utilizado um algoritmo eficiente arote automatico do passo de
integracdo. O controle do passo integragae@ feito automaticamente através do algoritmo

baseado em um controlador PID descrito em [66]. O pag®oajustado através da seguinte

€k—1 Pyt ez b
o= (%) (2) (1) e (3.62)
ek €k CLCr—2

sendo quey, = ||x, — Xx||/(||xx|| x tol), tol € uma tolerancia para o integrador determinada

formula:

a priori, e P, I e D sd@o os parametros do controlador, também determinadosra pri
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3.10 Exemplos numeéricos

Com o objetivo de ilustrar a utilizacdo dos sistemas gradgapresentados neste capi-

tulo, seguem exemplos de simulacédo numérica de cada um slos diacutidos.

Devido a presenca de termos descontinuos no segundo meoasstémas gradientes
acima, as solu¢cbes dos mesmos sao afetadashptiering A amplitude do chattering, que
pode ser controlada através dos ganhos das néo linearidadesm que a precisdo das

solucdes obtidas seja comprometida.

Nos exemplos abaixo, as solu¢des numéricas dos sistentbsrges foram obtidas atra-
vés do método de Euler, descrito no algoritmo 3.1, em que sop@es integracdp é cons-
tante, igual al0~%, e garante solugées numéricas suficientemente precisasstionas gra-

dientes utilizados.

Os ganhos das nao-linearidades foram escolhidos de modw aun&éntar a amplitude
do chattering e, a0 mesmo tempo, satisfazendo as condiedamdergéncia estabelecidas
pelos teoremas correspondentes. A excecao é o exemplogiramiacao quadratica, em que
0s ganhos das néo-linearidades foram escolhidos prolmosiite grandes, para evidenciar o

fendbmeno de chattering e como este afeta as solu¢cdes naméhtdas.

3.10.1 Programacéo linear

Consideremos um exemplo de um problema de programacéao tiadarma canonica

II, também considerado em [12]. Os dados do problema séo:

3 -2 4
A=|-1 -2 1
—2 -1 0

b= (8 -9,—6)"

c=(3,1,2)"

De acordo com o teorema 3.4, as condi¢des suficientes quedregieos de penalidade

devem satisfazer para garantir a convergéncia das tiagtdara a solucdo do problema
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(3.29) séo:

v > 6.4807

p > 7.1650

A solucéo deste problemasx& = (0,0, 2), obtida através do pacote de otimiza¢éo do

MATLAB. A solucéo obtida pelo sistema gradiente (3.38), wkaas valores para os para-

metros de penalidade= 6.5 e p = 7.17, € mostrada na figura 3.5. Por esta figura, nota-se

gue as trajetorias convergem para a solucao correta deepnalde programacéo linear em

tempo finito.

2.5

x1, X2, x3

0.5

-0.5
0

L L L L L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 18
Tempo

2

Figura 3.5: Programacao linear — convergéncia em tempo fiaita a solugdo do problema
de programacéo linear na forma candnica Il, com os parémde@enalidade = 6.5 e

p="717

3.10.2 Programacéao quadratica

Consideremos o problema (3.48) com os seguintes dados:

1 0.5
Q=

0.5 2
A::(5 _9>;b::3
H=-TIc¢c:=0

66



0.5
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Trajetérias X X,

|
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-15F

- i i i i i i i i i
0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 0.05
Tempo

Figura 3.6: Programacao quadratica— resultado da sinulagéérica do sistema (3.48),
com condi¢des iniciais; = —2 e r, = —1, escolhidas arbitrariamente, mostrando con-
vergéncia das trajetérias para a solu¢éo do problema degpnagdo quadratica (3.63)

Com os dados acima, o problema (3.46) toma a forma:

L 1
minimizar 5xTQx
sujeitoa Ax=Db

x<0

A solucéo do problema anterior:@ = 0 e x5 = —0.33, obtida através do comando

guadpr og, do pacote de otimizagcdo do MATLAB 6.5.

A simulacéo foi executada com os parametros de penalidades e v = 5. As tra-
jetdrias do sistema (3.48) sdo apresentadas na figura 3.&uras de nivel da funcéo
objetivo quadrética e a refd = {z,, 2, : 5y — 922 = 3}, que faz parte do conjunto de
restricbes do problema de programacéo quadratica coadmesdo mostradas na figura 3.7.
A trajetéria parte da condigéo inicial = (-2, —1) e atinge a retdl, onde fica confinada.
Um movimento deslizante € gerado sobre esta reta, indicdddipha mais grossa na figura,
até atingir a solucéo otima" = (0, —0.33). Os valores assumidos pela funcdo objetivo ao
longo da trajetoria obtida pelo sistema gradiente (3.48 nséstrados na figura 3.8.

O sistema gradiente (3.48) pode ser interpretado como uwemssde controle. O termo
u; := pATsgnAx — b) pode ser visto como um controle com ganh@omposto por um
relé multidimensional, que é responsavel por forcar asttyafs para a retd := {zq, x5 :

5x1 — 9o = 3}, @0 mesmo tempo que o contrale = yhsgr(—x) é responsavel por for¢ar
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-1.5 T T T T T
Curvas de niveléia funcéo objetivo  Deslizamento sobre a
f(xl,xz) =X T2 XX, reta 5x,-9x,=3

Sol. 6tima x*=(0,-0.33)
Traj. de % até x*

Cond. inicial
Xy = (-2,-1)

05

15 1 0.5 0 -0.5 -1 -15 -2

Figura 3.7: Programacao quadratica — curvas de nivel daéusigjetivo do problema de pro-
gramacdo quadratica, mostrando a trajetéria do sisted@)(Bartindo da condi¢do inicial
xg = (—2,—1) até a solugéo otima* = (0, —0.33)

as trajetorias para o conjunto< 0. Este fenbmeno pode ser observado na figura 3.8, que
mostra as trajetériag, e z,, partindo da condi¢&o inicid-2, —1), em que o controle,

nao atua, pois a restricdo de sinal sobre o vetesta satisfeita. O controle, conduz as
trajetorias em direcdo a refa O caminho sobre esta reta € mostrado na figura 3.8.

Ao atingir a retall, um movimento deslizante € iniciado sobre esta reta. O @enty
atua mantendo a trajetoria diip enquanto que o controle, ndo atua, pois a restric&o< 0
esta satisfeita.

Quando o ponto 6time* = (0, —0.33) é atingido, o controle, atua sobre a coordenada
x1, Sempre que a trajetoria ultrapassa o porito= 0, forgcando a satisfacdo da restricdo
x1 < 0. Observe que o controie, ndo atua em’ = —0.33. Entretanto, como 0 movimento
ocorre na direcdo de maior descida, isto €, na direcde\d&, o gradiente da funcaf
impede que as trajetoria ultrapasse o pontes = —0.33, pois neste caso o valor da fungéo
E passa a crescer.

Com o objetivo de ilustrar os efeitos do chattering na solw@problema de progra-
macéao quadratica, a simulacao foi repetida com o parametpenalidade aumentado para
p = 200. Com este parametro de penalidade, o chattering é claramperdeptivel, como
pode ser observado nas trajetérias no planx z, mostradas na figura 3.9-(a) e nas tra-
jetorias em funcéo do tempo, mostradas na figura 3.9-(b)ei@bsjue o chattering s6 ocorre
guando a trajetoria atinge a rdiia onde o segundo membro do sistema gradiente (3.48) é

descontinuo.
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(k. Xp) = 5% - 9%p - 3 Valores de f(, ) para X ; %,

20, : (%, %) = xf + 2x§ + Xﬂ)&gerados pelo sistema gradiente. -

Trajetdria (X 4.X,) gerada
- . pelo sisterna‘gradjente.

O “Cofé.imcia|-x0=(—2,—1)

Sad
-2

Plano x4 x X,
1(Xq.Xp) = 0~
Sol. étima x* = (0,-0.33) 1T

% *

Figura 3.8: Programacdao quadrética — a linha grossa sohbigesficie da funcdo quadréatica
indica os valores assumidos pela funcdo objetivo ao longajietoria obtida através do
sistema gradiente (3.48). No plang x x, € mostrada a trajetoria partindo da condicéo
inicial zy = (-2, —1), atingindo a retdx; — 9z, = 3 e realizando um movimento deslizante
sobre ela até atingir a solucédo Gtixa

A amplitude do chattering, neste exemplo, € grande o sufecfgara comprometer a pre-
cisdo da solucéo obtida. Na figura 3.9-(a) nota-se que acéstle igualdade do problema
nao é satisfeita e as solu¢cdes permanecem em uma vizinhameta de raio considera-
velmente grande. Examinando as trajetorias em funcéo dootem figura 3.9-(b), nota-se
gue, devido ao chattering, a solu¢do do problema é dificilestedentificada com precisao,
a trajetériar; varia ao longo do tempo no intervale0.35, 0.35], enquanto que a trajetéria

xo varia no intervald—0.39, —0.27].

Uma aplicacdo em que o chattering impede a determinacéetaaa solucdo é o treina-
mento dev-SVMs, discutido no capitulo 5. A fase de treinamentad®VM é modelada
por um problema de programacéo quadratica com restricOegidiElade, desigualdade e
em caixa. A restricdo em caixa é dada per [0,1/m], parai = 1,...,m, em quen; SA0
as variaveis de decisdopeé a dimensao da matn2. Quandom é grande, o comprimento
deste intervalo é pequeno. Neste caso, devido ao chattestayrestricdo ndo é satisfeita e

a solucao correta ndo € obtida.
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5 T T
Curvas de nivel da fugcéo obietivo
f(xl,xz) =X+ 2><2 XX,

Chatiering\ /

X
o Lol

A
-05[ Condicao inicial

Solugdo 6tima
X'=(0,-0.33)

5><17 x2:3

1 I I I I I I -2 I I I I I I I I I
15 1 0.5 0 -0.5 -1 -15 -2 0 0.005 0.01 0.015 002 0025 003 0035 004 0045 0.05

X Tempo
(a) (b)
Figura 3.9: Programacao quadratica— (a) curvas de nivelrdzb objetivo do problema de
programacao quadrética, enfatizando o chattering quiaigi@ndo a trajetoria, partindo do
ponto inicial (—2, —1), atinge a retdl e continua até atingir o ponto 6tin{0, —0.33); (b)
Programacéao quadratica— trajetérias em func¢éo do tempog@do ponto inicial—2, —1)
e evidenciando o chattering

3.10.3 Sistemas de equacdes lineares

Consideremos o sistema de equacdes line&ses- b com os seguintes dados:

1 3 —1
A= ;b= (1-3)7
2 1 4

Utilizamos o sistema (3.54) para resolver este sistemawl;égs lineares. Observe que
a matrizA tem posto completo por linhas, logo, o sisteA®a = b tem pelo menos uma
solucéo.

Através de observacdes das simulacdes com diferentesgéesdniciais, notamos que
as trajetorias do sistema convergem para a solucdo do aistersquacdes lineares mais
proxima da condicdo inicial escolhida, o que é justificado fato de que (3.51) tem infinitas
solucdes e portanto a func&bem (3.52) tém infinitos minimos locais.

A matriz de ganhdM é utilizada para aumentar ou reduzir a velocidade de coéneig
das trajetorias para um conjunfa Realizamos simulacfes para trés escolhabIdeNos
experimentos realizados, a matriz de gaihe= 1 proporcionou um tempo de convergéncia

menor que aquele obtido coM = 0.3I, porém a convergéncia mais rapida ocorreu para

M = 10I. O resultado da simulacdo caM = 101 e condigdes iniciais, escolhidas arbi-
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Figura 3.10: Sistemas de equacdes lineares — trajetérias;, mostrando a convergéncia
em tempo finito para o conjunto solucao do sistema de equiigéases. Resultados usando
M = 10I

trariamentex, = (—0.5 0.1 0.5)7, é exibido na figura 3.10, mostrando a convergéncia em
tempo finito para uma solucéo do sistema de equacdes lindaresb.

O aumento dos valores diagonais da matriz de gaviniem como efeito, além de au-
mentar a velocidade de convergéncia, aumentar também &uwaepdo fenbmeno dehat-
tering, que ocorre devido a presenca da funcao sgn, que € des@ntraonjunto solugéo
do sistema (3.51). Devido a este problema, recomenda-selaaa escolha da matriz de
ganhoM, que deve ser escolhida de modo a aumentar a velocidade vergémcia, porém
mantendo a amplitude do chattering em niveis reduzidos.

O sistema gradiente (3.54) também é adequado para a resaecistemas equacdes
lineares de dimenséo mais elevada. No capitulo 5, o probdeparacado de duas classes é
resolvido através de LS-SVM, que é formulado através de starsa de equacdes lineares
guadrado, e no capitulo 6, este sistema € utilizado paralc¢és de sistemas de equacdes

lineares decorrentes do problema de restauracédo de imagens
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Sintese do capitulo

Neste capitulo, apresentamos os sistemas gradientegalesomos problemas de otimiza-
cdo linear, quadratica e destinados a resolucéo de sistlrapiacoes lineares. Analises e
resultados de convergéncia para os sistemas obtidos fgraseatados.

Sistemas Persidskii e fun¢des do tipo diagonal foram defid um teorema geral de
convergéncia global para uma classe de sistemas Persidsksegundo membro desconti-
nuo foi provado, utilizando uma funcéao de Lyapunov do tipod-Bersidskii. Este teorema
foi usado para provar a convergéncia global de sistemasegtad que resolvem problemas
de otimizacao quadratica.

Exemplos ilustrativos do uso dos sistemas propostos fopaesantados. Estes exemplos
ilustraram a aplicacéo dos teoremas de convergéncia pguste aorreto dos parametros,
bem como a ocorréncia do fen6menocthiatteringe os seus efeitos nas soluc¢des obtidas.

No proximo capitulo, apresentamos a aplicacdo do sisteatkegite para a resolucéo do
problema de discriminar dsmaiores elementos de um vetor. Este problema é conhecido na

literatura comdk-winners-take-all (KWTA).
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Capitulo 4

Resolucao do problema
“k-winners-take-all” utilizando um

sistema gradiente

O problema de determinar asmaiores componentes de um dado vetar R™ € co-
nhecido comd&-winners-take-all (KWTA). Este problema surge em diversaoagos, cComo
reconhecimento de padrdes, memdrias associativas e redgsahdizado competitivo [67—
69]. Diversas propostas de modelos de redes neurais paiaeresste problema estéo

disponiveis na literatura [70-73]. Estas redes sédo codagcomaedes KWTA

Neste capitulo, propomos uma rede KWTA obtida através de wiiggna de progra-
macao linear (PPL) com variaveis limitadas, utilizando uitodo de penalidade exata.
Funcdes de penalidade exatas ja foram utilizadas por Cickeddkbehauen [12] e Chong
et al. [15] para resolver problemas de programacéo linedundao objetivo do problema
sem restricdes obtido € minimizada por um sistema gradigngepode ser realizado como
uma rede KWTA.

Esta formulagéo é parcialmente inspirada na formulacésaptada em Urahama e Na-

gao [70], baseada no seguinte problema de programacaaintei

maximizarz = ¢’ x
sujeito a1”’x = k (4.1)

x € {0,1}",
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gue é mapeado em um problema de programacao nao-linearsehde minimizando-se
uma funcéo lagrangeana associada.

O circuito proposto por Urahama e Nagao [70] ndo possuimealiacdo e tem como
vantagens a alta velocidade na obtenc¢é&o da solucao domabla facilidade de implemen-
tacdo. Segundo os autores, a convergéncia € praticamstaptanea e o circuito ndo apre-
senta os longos transitorios que apresentam os circuigeatlas em sistemas dinamicos.
Entretanto, os préprios autores afirmam que o circuito @tmpapresenta menor resolucao
gue os baseados em sistemas dindmicos, e um exemplo itlseate aspecto é dado [70].

Neste capitulo, apresentamos uma modificacdo da propo&teatiama e Nagao [70].
Ao invés de utilizar o problema de programacéo inteiraxeaiaos o problema (4.1) para um
PPL com as variaveis confinadas no intervald |.

Em comparacdo com a abordagem de Urahama e Nagao [70], o RRlat¢agens. O
gradiente da funcao de energia construida a partir do mé&edwenalidade é facilmente
obtido, levando a derivacao de condi¢cbes de convergémjaes. Adicionalmente, o cir-
cuito obtido € simples e pode ser implementado fisicameiiteantdo resistores, capaci-
tores, amplificadores e switches. Como sugerido por Cichotkileehauen [12], o tran-
sitorio da rede pode ser ajustado através do uso de um fatmcdéa de tempo no modelo,
0 que torna a rede proposta adequada a operacdo em tempogexemplos apresentados
na secédo 4.5 indicam que a rede proposta apresenta melbloica&sque o circuito proposto
por Urahama e Nagao [70].

A facilidade de paralelizacdo é uma vantagem adicional oitd proposto. Devido a
estrutura mais simples do que as propostas mencionadas, agoaralelizacdo também é fa-
cil, e a comunicagdo necessaria entre 0s processos paralelmbém simples, envolvendo
apenas grandezas escalares, reduzindeeoheadde comunicacdo. Esta vantagem € par-
ticularmente significativa no que diz respeito a implemgideem arquiteturas de memoria
distribuida, comalustersde PCs, nas quais a comunicacao entre processos é feita por mei
de redes.

A estratégia de andlise apresentada neste capitulo jalfoada por Ferreira et al. [21]
para analisar sistemas gradientes que resolvem diversaatea de problemas de progra-
macao linear. Em [24], os resultados discutidos nesteuaptio apresentados de forma
resumida. Nestes trabalhos, funcbes de Lyapunov do tipod#a e sistemas Persidskii

foram usados para obter condicBes de convergéncia paratesas gradientes apresenta-
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dos.

A estrutura légica da andlise de convergéncia do circuibp@sto segue 0s passos da
analise em [15] e da teoria de convergéncia em tempo finito esnma trabalho. De fato,
Chong et al. [15] apresentaram uma analise rigorosa de rexdeais para a resolucéo de
problemas de programacéao linear na forma padréo utilizamtemas gradientes com o
segundo membro descontinuo. S&o obtidas condi¢des stédigme os parametros de pe-
nalidade devem satisfazer para que a convergéncia em temitpgofira o conjunto solugao
do PPL seja garantida. Entretanto, estas condicdes séeislifie calcular ou estimar, pois
dependem das trajetérias do sistema e, de acordo com Zh2ngiiza sub-rede adicional é
necessaria para a determinagétinedos parametros de penalidade.

Em contraste, a analise apresentada neste capitulo resulimites inferiores constan-
tes, dependentes apenas dos parametros do PPL, que ostpasaieepenalidade devem
satisfazer para garantir convergéncia em tempo finito paugdo do PPL, o que € uma
vantagem da proposta baseada em programacao linear, piotsiitocé mais simples e 0s
parametros de penalidade sdo calculaaffime e apenas uma vez.

Em Utkin [7] também sao utilizadas funcdes de penalidadéasxamodos deslizantes
para obter sistemas gradientes que resolvem problemasnteanifio, cuja analise é feita
utilizando o método do controle equivalente, que tambémadageste capitulo na analise
de convergéncia para obter a equacdo do sistema em modpadésli Neste contexto, a
contribuicdo deste capitulo é a analise através de umadutgdyapunov de uma classe
similar de sistemas dinamicos, levando a condi¢es simpless parametros de penalidade
devem satisfazer para garantir convergéncia global pavlued® do problema proposto.

Para melhorar a legibilidade deste capitulo, as provasrdasgicoes, lemas e teoremas

sdo agrupados na secéo 4.6.

4.1 Modelagem matematica do problema

Considere o seguinte PPL com variaveis limitadas:

maximizarz = ¢’ x
sujeito a1”x = k (4.2)

x € [0,1]",
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sendo que& = [c},...,c,] 1 = [1,...,1]7 € R, k < n € N é um inteiro positivo e
x € R™<1,

O conjunto viavel de (4.2) é fechado e limitado, o que gargo® a solucéo do pro-
blema (4.2) existe e é limitada. Se os componentes do vetép distintos, a solu¢do do
problema (4.2) apresenta duas propriedades, formalmeateiadas na proposicao 2, que

possibilitam a sintese de uma rede KWTA:

1. A solucdox* do problema (4.2) é Unica e telncomponentes iguais a 1re— k

componentes iguais(a

2. Osk componentes ndo nulos da solug&ocorrespondem exatamente &omaiores

componentes do veterda funcdo objetivo.

Proposicédo 2.Considere o PPL(4.2), e os componentes do vetordistintos. Entdo, a
solucao do probleméd.2) é Gnica e apresentacomponentes iguais a 1, que corresponden-
temente, multiplicam ok maiores componentes do vetona fungcéo objetiva, enquanto

gue osn — kK componentes restantes sao iguais a zero.

Prova: Ver secéo 4.6. |

Comparando com a formulagéo utilizando programacao inteoasiderada em Ura-
hama e Nagao [70], que € obtida através da substituicdo skagdes sobre o vetot, no
problema (4.2), pox; € {0,1},7 = 1,...,n. A proposi¢do 2 garante que o problema de
programacao inteira (4.1) e o PPL (4.2) ttm a mesma sokicao

Com base na proposi¢éo anterior, podemos construir umtcirgue resolve o problema
(4.2), ou, em outras palavras, projetar um circuito quecgml@ osk maiores componentes
de um vetorc. Este circuito é apresentado na proxima secao e € referido amcircuito

KWTA

4.2 Formulacdo matematica do circuito KWTA

O circuito que resolve o problema (4.2) é formulado matezaatente através de um
sistema gradiente ndo-suave. Utillizamasétodo da funcdo de penalidadem duas fun-
¢cOes de penalidade exatas, cada uma associada ao conjuasira@es correspondente do

problema (4.2).
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ApOs converter o problema (4.2) em um problema de minimzagflizando o método
de penalizacdo exata, obtemos o0 seguinte problema de ati&zsem restricdes associado

ao problema original:

minimizar B(x,v, p) = —c¢'x — v (Z min(0, z;) — Z xj) +pl1"x -k (4.3)
j=1 i=1
sendo que, para caga

Z; Seilfj > 1

0 sex; <1

Observe quer é formada pela funcdo objetivo do problema original mais deimos
de penalidade, cada um correspondendo a um conjunto dgdestdiferente. O termo
(O 2=y min(0, z;) + >, ;") esta associado a restricdo em caixa da variévehquanto
que o termop|17x — k| esta associado a restrigdo de igualdade. Como estas furgdes d
penalidade sé&o exatas, existem valores finitos €@, para os quais a solugao do problema

(4.3) corresponde exatamente a solucao do problema dr{gdi@a

A funcéo objetivoF, definida em (4.3), é convexa, 0 que garante que qualquemmini
local desta funcao € global. Entretanto, devido ao uso dgbfside penalidade exatas, esta

funcéo é ndo-diferenciavel. Sejaim subgradiente d&, dado por:
e = —c + y[hsgn(x) + uhsgrx)] + plsgn1’x — k), e € IE(x)

sendo que o vetor uhsgn é um subgradiente da funcéo de Eefelid’ xj e cada
componente deste vetor é definido em (4.4).

/

=0 sexr; <1

uhsgriz;) ¢ =1 sex; > 1 (4.4)

€[0,1] sex; =0

\

Consideremos o sistema gradiekte- —Me, que minimizak/, dado por

%x = Mc — yM[hsgn(x) + uhsgnx)] — pM1sgn(1’x — k). (4.5)
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As solucdes do sistema (4.5), no sentido de Filippov, ségdes vetoriaist(¢) absolu-

tamente continuas que, para quase toddt,, t,], satisfazem a incluséo diferencial:

x(t) € —OE(x(t)).

Por compacidade de notacao, definimos as seguintes funeibemis:

r=1Tx—k (4.6)
h(x) = hsgr(x) + uhsgrx), 4.7)

Figura 4.1: A ndo-linearidadk, associada a restricdo de caixa sobre a vari@\adh pro-
blema (4.2).

Usando (4.6) e (4.7), a equacao (4.5) pode ser escrita como:

% = ¢ — vh(x) — plsgnr). (4.8)

Note que os argumentos da nao-linearidad#io separaveis, permitindo que o sistema
(4.8) seja representado em uma forma PersidskKii.

Como as fungbeh(x) e sgrir) sdo limitadas, pode-se mostrar dled| < ||c|| + (v +
p)\/n, satisfazendo as condi¢Bes dos Teoremas 5 e 6 em [37], caueara existéncia de
solugdes do sistema gradiente (4.8).

A descricdo do movimento quando as variaveis de estado 8eddtdo confinadas a
superficie de descontinuidade:= {x : 17x — k& = 0}, pode ser determinado através do

método do controle equivalente. Assumindo gue € II, para quase todb € [to, /], €
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sejau = psgn(r), tomando a derivada no tempo de igualando a zero obtemos:

r=1Tx=0.

Substituindo (4.8) na ultima equacéo, resulta em:

17c —y1Th(x) — 1T1u = 0.

Resolvendo a equacdo acima panotando qua’1 = n, obtemos o controle equiva-
lente:

Ueq = l(1Tc —717h(x)).
n
Substituindou., em (4.8), obtemos a seguinte equagéo do movimento deslizant
% = Plc — 7h(x)], (4.9)

emqueP :=1-— %HT é a matriz de projecéo no espaco nulalde Esta é a equacéo que
descreve o movimento sobre hiperpldhajue é a superficie de descontinuidade do segundo
membro de (4.8). Note que a matriz de proje¢&é dada pop;; = 1 —1/nsei = je

pij = —1/n caso contrario.

O sistema gradiente (4.8) descreve uma rede que yparasuficientemente grandes, é
capaz de determinar ésmaiores componentes do vetgigue sdo chamados dencedores
Os limites inferiores que e p devem satisfazer para garantir que o circuito propostoyposs
a propriedade KWTA, séo obtidas na proxima secdo. O diagram@dnal desta rede é

mostrado na figura 4.2.

O vetorc € a entrada da rede e os parametros de penalida@gesdo interpretados como
ganhos. As saidas da rededeterminam os vencedores e os perdedores, que s&o determina
dos quando as saidas, ap6s um transitdrio, convergem para a solugéo do PPL (#8)e
estagio as saidasr; que convergem para a unidade, correspondent aescedores e as

restantes correspondem aos perdedores.

Dois termos distintos podem ser identificados na figura 4@a @m associado ao con-
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X2

sgn(r) | p

Xn

Figura 4.2: Diagrama funcional da rede KWTA descrita peltesis gradiente (4.8), neste
contexto os parametros de penalidgdep séo interpretados como os ganhos da rede.

junto de restricbes correspondente:

u; = plTsgn1”x — k)

uy; = vh(x).

Paray e p suficientemente grandes, o termgpé responsavel por manter as trajetorias
no conjunto{x : 1”x — k = 0}. Ao mesmo tempo, o terma, é responsavel por manter
as trajetorias no conjuntfx : z; € [0, 1]}. Estes dois controles forcam as trajetorias para o
conjunto viavel do PPL (4.2).

Caso as saidas dos controladarg® u, sejam iguais a zero, o sistema gradiente (4.8)
reduzido ax = c. Comoc é o gradiente da func&o objetiedx do PPL (4.2), o0 movimento
ocorre na direcao que proporciona maior acréscimo a funggativm, e continua até que
uma das restricfes seja violada. Quando alguma restric@maéla, o controlador corres-
pondente é ativado, gerando um movimento no sentido oppstdprca a trajetoria de volta
ao conjunto viavel.

A figura 4.3 ilustra com um exemplo simples o funcionamentoidito formulado por
(4.8), onde é mostrada a trajetoria partindo de um pontodoi@njunto viavel, e atingindo

a solucéo otima do PPL. Neste exemplo tomames (2,1) e k = 1. A trajetéria entra no
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25 T T T T T T
2f . ' C e s ]
Caminho a partir de uma condic&o inicial ndo viavel
xO:(1.2, 1.55) até a solugdo 6tima x* = (1,0).
15} ‘
|
z=2
\
¢ —— — —
r=0
051 Solugao|
Gtima
z=1
0 ! .
z=0 !
Movimento
deslizante
-0.5 1 1 1 1 1
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

X
1

Figura 4.3: Trajetdria partindo do ponto iniciej = (1.2,1.5) em dire¢cdo a solugéo do
PPL. A trajetéria entra no hiperculio, 1]? e atinge o hiperplandl := {x : 17x = 1}.
Um movimento deslizante é iniciado e a solugéo 6tima do PRingida. Neste exemplo
c=(1,2)T ek =1.

conjunto viavel, satisfazendo a restrigée |0, 1], e prossegue até que atinja o hiperplano
I1, quando um movimento deslizante é iniciado na dire¢cdo quénmiza a funcéo objetivo
do PPL. Este movimento prossegue até que as restrigdgsl e o, > 0 séo satisfeitas e
permanecem ativas. Esta € a solucédo 6tima do PPL (4.2); netagjrestricoes; < 1 e

x5 > 0 evitam que a funcéo objetiwe/ x cresca indefinidamente.

A escolha da condicao inicial pode ajudar a aumentar a \geldeide convergéncia. Em
geral um ponto inicial pode ser encontrado escolhendo,y@nglo,z; = --- =z, = 1
ery 1 = - = x, = 0, que corresponde a um dos vértices do hiperdube {x : x €
[0,1]"} intersectado pelo hiperplari®. Entretanto, as vantagens de iniciar em um ponto
viavel ndo sao claras, pois este pode estar mais longe dgieadtima que um determinado
ponto ndo-viavel. Considere o exemplo mostrado na figuraoh@e o ponto viavek =

(0, 1) esta mais longe do ponto 6tinxd = (1,0) que o ponto ndo-viaveD, 1.1).
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4.3 Analise de convergéncia

Considerando o sistema (4.8), o conjuiitpque é um hiperplano, dividR" em dois
subconjuntos, usualmente conhecidos como estruturas.

Nesta analise, mostramos uma propriedade importante @onsigradiente (4.8), que é
a convergéncia em tempo finito para o conjunto solut¥ado PPL (4.2), que significa que
existet tal queminy ||x(¢) — x*|| — 0, x* € X, quanda: — ¢.

A analise de convergéncia do sistema descrito pela equagdc(dividida em dois pas-
sos. Primeiro, obtemos condi¢cfes suficientes que garantamvargéncia para o conjunto

viavel do problema (4.2), que é dado pela seguinte inteéisecc
Q:=1INT, (4.10)

emquell ;= {x:1"x—k =0} el :={x:z; €[0,1], paracadg}.

Uma vez obtida a convergéncia para o conjunto viavel, € sagesprovar que as tra-
jetdrias convergem para a solucdo do problema (4.2). Deslgsa resultam condi¢des su-
ficientes que os parametros de penalida@e devem satisfazer para garantir convergéncia
em tempo finito das trajetorias da equacéao (4.8) para a sokigio PPL (4.2).

Os resultados de convergéncia sao obtidos usando uma fdeda@punov n&do suave
V. Para provar convergéncia em tempo finito, é preciso mogtrarexiste uma constante
e >0, tal queV < —¢ [35, 36].

Condicdes suficientes que garantem que as trajetorias dmsigtt.8) convergem para o

conjunto viavel do problema (4.2) em tempo finito sdo dadaslpma 4.1.

Lema 4.1. Considere o sistema gradienf{é.8). Se os parametros de penalidages p

satisfazem as seguintes desigualdades:

7> [lc] (4.11)
1
p> %HCH +27, (4.12)

entdo, para qualquer condicao inicial, as trajetorias af@m o conjunto viavel, definido

em(4.10) em tempo finito e permanecem neste conjunto.

Prova: Ver secéao 4.6. |
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O lema 4.1 estabelece condicbes de convergéncia simpléas @elas desigualdades
(4.11) e (4.12). Note que os limites inferiores que p devem satisfazer sédo faceis de
calcular ou estimar, e dependem apenas da norma euclidearsadc. Os limites dados
pelas desigualdades (4.11) e (4.12) sdo pequenos, e quardo andimensaa do vetor
c, menor ¢é o limite inferior dado por (4.12), o que € uma vantagaportante quando se
considera a implementacéo préatica do circuito proposto.

Para o PPL na forma padréo, as condi¢cbes de convergénda®ptr Chong et al. [15]
dependem das variaveis de estado da rede, enquanto quétes tados em (4.11) e (4.12)
sdo independentes das trajetorias. Devido a dependérgimajietérias das condicdes de
convergéncia obtidas em [15], Zhang [23, pag. 323] afirmaaguezle proposta por Chong
et al. [15] “precisa de um computador externo, ou alteraatente, uma subrede adicional
para calcular os parametros de penalidade em tempo realie @pvoca 0 aumento da
complexidade da rede.

Por outro lado, como os limites dados por (4.11) e (4.12) megg@ apenas da norma
euclideana do vetare de sua dimenséo, o ajuste dos parametemsdo circuito formulado
pelo sistema gradiente (4.8), ndo depende dos estadosteimais Como resultado, n&o
S80 necessarios sistemas externos para calcular os parsunetp, ja que eles podem ser
determinadosffling, o0 que garante uma simplificacéo significativa da implengéat@ratica
da rede descrita por (4.8).

O lema 4.1 garante que, para parametyasy satisfazendo as desigualdades (4.11) e
(4.12), as trajetérias do sistema atingem o conjunto vided?PL (4.2), mas ainda é neces-
sario provar dois resultados adicionais — i)ys&p satisfazem o lema 4.1, entdo o PPL (4.2),
e 0 problema sem restricbes associado (4.3), possuem a rseBmaox*; ii) sey e p sa-
tisfazem o lema 4.1, entdo as trajetorias do sistema caewepgra a solucao do PPL (4.2).
Este procedimento é necessario pois o lema 4.1 ndo garanteergéncia para a solucao

do PPL (4.2), mas apenas para o0 conjunto viéel

Lema 4.2. Se os parametros de penalidage p satisfazem o lema 4.1, entédo o PEL2)e

0 problema sem restric6¢4.3) possuem a mesma solugéo.

Prova: Ver secéo 4.6. |
A estratégia usada para provar o lema 4.2 foi utilizada ponGled al. [15] para provar

um resultado similar para PPLs na forma padréo. Seguindassop em [15], resta mostrar
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que as trajetorias do sistema gradiente (4.8) convergeagpsolucdo do PPL, desde que as
condicbes do lema 4.1 sejam verificadas. Este resultadoreiedo a seguir e provado na

secéo 4.6.

Lema 4.3. Se os parametros de penalidage p satisfazem o lema 4.1, entdo as trajetérias
do sistema gradient@.8) convergem para a solucdo do PR4.2) em tempo finito e per-

manecem neste conjunto.

Prova: Ver secéo 4.6. [

Os trés lemas anteriores completam a analise de conveagé@ddema 4.2 garante que
o0 minimizador da funcdo de energia computaciafiadada em (4.3), € o maximizador do
PPL (4.2), e o lema 4.3, garante que as trajetorias do sigteB)econvergem para a solucéo
do PPL. Estes resultados, juntamente com a proposicado 2neeodld, garantem que a rede
descrita pelo sistema gradiente (4.8) € uma ré&eeihners-take-all“. Estes sao os elementos

necessarios para enunciar o teorema 4.1, que é o princiudta@o deste capitulo.

Teorema 4.1.Considere o circuito descrito pelo sistema gradief®s), e suponha que 0s
ganhos da rede ep satisfazem os limite@.11)e(4.12) estabelecidos no lema 4.1. Entao,
dado um vetor € R"*!, com todos os componentes distintos, e um inteiro poditi<on,

a rede descrita po(4.8) € uma rede KWTA. O

O teorema 4.1 garante que a rede KWTA proposta é capaz deoselecivencedores
de um dado vetoe. Com base no fato que a solucdo do PPL (4.2) satisfaz a préposic
2, a convergéncia das trajetérias de (4.8) para a solucd®e jpiedblema, garante ao circuito

proposto a propriedade KWTA.

Os resultados obtidos nesta secao também garantem queiagade KWTA do sistema
proposto ndo depende da escolha das condicfes iniciai®,isfio € necessario encontrar
um ponto inicial dentro do conjunto viavel. Isto € ilustradnexemplo da figura 4.3, onde a
convergéncia para a solucao correta partindo de um pontaidéal é obtida. Pelo lema 4.3,
as trajetorias nao saem da intersecdoIl, que € o conjunto viavel do PPL, e o circuito

busca a solucdo KWTA apenas dentro do conjunto viavel.
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4.4 Analise de complexidade

Nesta secao, utilizamos as definicdes de complexidade daufisd], que possibilitam
a comparacéao do circuito formulado pelo sistema gradieh&),(com outras redes para a
resolucdo de PPLs em termos de complexidade. A seguir,degimos as definicbes de

complexidade dadas em [74].

Definicdo 4.1 (Complexidade do neurdnio)A complexidade de cada neurbnio € o nimero
de multiplicacdes/divisdes e adicdes/subtracdes efasypor cada neurbnio em cada itera-

cao.

Definicdo 4.2 (Complexidade do modelo)E o nimero total de multiplicacbes/divisbes e

adicoes/subtracdes efetuadas pela rede em cada iteracéo.

A notacdo© [75]: Dada uma funcdg(n) : N — R, sendo quéN denota o conjunto dos

ndmeros naturais, representa-se 0¢(n)) o seguinte conjunto de fungdes:
O(g(n)) :={f(n) : ey, c2,no constantes) < ¢; g(n) < f(n) < cag(n),Vn > ne}.

No conjunto, para cada > no, f(n) é limitada pory(n), dentro de um fator constante.
A funcdog(n) é um limite assintético parf(n), e a complexidade dada em termosailé
chamada deomplexidade assintotida5].

De acordo con¥ak et al. [74], a distincdo entre adicbes e subtracbes apticacdes
e divisdes nas definicbes acima € necessaria, pois elas pedafeito consideravel no
custo da implementacao. A definicdo de complexidade do r@défil em implementacgdes
praticas, e para implementacdo utilizando hardware, a lexdpde esta relacionada ao
namero total de multiplicacdes/divisdes e adi¢cdes/sgbas[74].

No circuito proposto, a-ésimo neurbnio € modelado pek&sima equagdo do sistema
gradiente (4.8). Cada neurdnio deste circuito efetua 2 adie® multiplicacdes por iteracao
e, pela definicdo 4.1, a complexidade do neurbnio € 5, resldtem complexidade assin-
totica do neurénio igual ®(1). Por outro lado, a complexidade do modeldé+ 2, e a
complexidade do modelo € iguakyn).

O circuito proposto por Chong et al. [15] aplicado ao PPL (4fesenta complexidade

assintética do neurdnio igual@(n) e a complexidade assintética do modelé @?), que
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sdo maiores que as complexidades assintéticas correspgead® sistema (4.8). Isto ocorre
porque a complexidade deste circuito € aumentada pelatadéfional de determinar os
parametros de penalidade em tempo real. O circuito degwoitd4.8) apresenta menor
complexidade porgque os parametros de penalidade saoamdsubffline e apenas uma vez.
O circuito modelado por (4.8) apresenta também menor coidplde que oS propostos
por Kennedy e Chua [76] e Rodriguez-Vazquez et al. [13], amp@santam complexidade
assintética do neurdnio igual@(n) e complexidade assintética do modelo igua@?)
guando aplicados ao PPL (4.2). Isto mostra que os custos glenmantacdo do circuito
proposto neste trabalho, sdo menores que a dos propost@hpog et al. [15], Kennedy
e Chua [16] e Rodriguez-Vazquez et al. [13], o que € uma vantagesistema gradiente

(4.8), do ponto de vista de implementacao.

4.5 Exemplos numeéricos

A presenca de fun¢Bes descontinuas no segundo membro eloaigt.8) provocam a
existéncia do fenbmeno conhecido coaomattering Quando as trajetérias convergem para
o conjunto viavel do PPL, onde o segundo membro de (4.8) édtdrao, as trajetorias ini-
ciam um “chaveamento” em uma vizinhanc¢a da superficie deodéigauidade. O chattering
ocorre devido a erros numericos de integracdo e sua anglitodie ser reduzida através da

escolha adequada dos ganhasp.

Exemplo 4.5.1.Considere o vetor abaixo:

c:<1.23 1.32 1.25 1.47),

do qual desejamos determinar os dois maiores componentesjak = 2.

Pelo teorema 4.1 os limites que os parametros de penalidadmsoivalentemente, ga-
nhos da rede devem satisfazer para garantir a convergéaba gdoy > 2.64 e p > 6.60.
Sejamy = 2.70 e p = 7.00.

Os resultados da simulagdo sao mostrados na figura 4.4, caigdes iniciais escolhi-
das arbitrariamente na origem. Os componeries =, = 1 correspondem aos dois maiores
componentes do vetar, que sao os vencedores, e 0s demais componentes,z; = 0,

correspondem aos perdedores.
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Neste exemplo, com o objetivo de acelerar a convergéncamas um fator de escala
de tempoM = 101, escolhido empiricamente. Outras técnicas para escolfsoiou séo

discutidas em [12, se¢do 3.1.4].

Trajetérias x

Figura 4.4: Trajetorias do exemplo (4.5.1), mostrando aetardiscriminacdo dos dois
vencedores.

Exemplo 4.5.2.(Adaptado de [70, pag. 777]) Sejam= 10 e k = 3, sendo que; = j/2
\olts, paraj = 1,...,9, e as saidas do circuito sdo avaliadas payavariando de 0 a 5
\Volts. Urahama e Nagao observam que, para este exempla@uit@ipor eles proposto tem
resolucao limite de 0.5 Volts e se a diferenca entre 0 menaocedor e 0 maior perdedor
for menor que este limite, entdo circuito de Urahama e Nagaoéncapaz de discriminar
0s vencedores e o0s perdedores. Para produzir um exemploeemaipeuito de Urahama e

Nagao néo é capaz de discriminar vencedores e perdedgees,se 3.3 Volts, isto é:

c:(o.5 1 15 2 25 3 35 4 45 3.3)

Os vencedores sém, cs € ¢y € a diferenga entre o menor vencedor e o maior perdedor
€c; — ci0 = 0.2, que é menor que o limite de resolugcédo observado por Urahava&o
[70] para este exemplo. Pelo lema 4.1, obtemas 9.06 e p > 20.99. Sejamy = 9.1 e

p = 22.0 os ganhos da rede. Do mesmo modo que no exemplo anteriogyraentar a taxa
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de convergéncia, usamos um fator de escala de tempd 0. Os resultados da simulacéo

sdo mostrados na figura 4.5.

1.2 T T T T T T

Trajetorias x

-0.2 i i i i i i
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Tempo

Figura 4.5: Trajetorias do exemplo (4.5.2), mostrando aetardiscriminacdo dos trés
maiores elementos do vetor dado.

Note que, para este exemplo, o sistema gradiente (4.8) & depdiscriminar os vence-
dores e perdedores no vetor dado, o que néo ocorre com cteidaulJrahama & Nagao,

indicando que o sistema gradiente (4.8) possui maior regolu

4.6 Provas dos resultados de convergéncia

Prova da proposigéo 2:SejaC o conjunto dost maiores componentes do vetoe defina
os conjuntos de indices:= {i : ¢; € C} eJ := {i : ¢; ¢ C}. Sem perda de generalidade,
sejamcy, ¢y, . . ., ¢, 0Sk maiores componentes do vetor

O conjunto viavel do PPL (4.2) corresponde a um hiperpldne: {x : Zgzl x, =k}
que intersecta o hipercubo definido gor= {x : z, € [0,1],p = 1,...,n}. Os vértices
do hipercubd" que séo intersectados pelo hiperplahedo apenas aqueles que apresentam
k componentes iguais a um e 0s demais k£ componentes iguais a zero. Adicionalmente,
nenhuma aresta do hipercubo é intersectada pelo hiperflalsto ocorre pois cada ponto
em uma aresta do hipercubc descrito por um componentg €]0, 1], para algum indice,

e os demais — 1 componentes ség, € {0, 1}, para cada # ¢. Entdo, para estes pontos, a

88



somazzz1 x, N80 resulta em um valor inteiro. Assim, para cadaN o hiperplandl ndo

intersecta nenhuma aresta do hiperclibo

Como os coeficientes,, p = 1,...,n séo todos distintos; ndo € um vetor normal ao
hiperplanoll, implicando que a Unica solucao de (4.2) € um vértice do biferT" inter-
sectado pelo hiperplanid. Entdo, a solugédo de (4.2) é um vetor/dens en — k zeros.
Consequentemente, dado que> ¢;, paratoda € [ ej € J, € imediato que o vetor que
maximizaz em (4.2), satisfazendo todas as restricdes do PEL=€1, parai € [ ez} = 0,
paraj € J. Entéo, o vetok™* que resolve o PPL (4.2) é tal que séusomponentes iguais a
1 correspondem adsmaiores componentes do vetoe os demais componentes sao iguais

a zero, concluindo a prova. |

Prova do lema 4.1Suponha que ¢ IT ex; ¢ [0, 1], para algum. Premultiplicando (4.8)

pelo vetor linhal” e notando qué = 17x obtemos,

i =1"c — y17h(x) — p171sgn(r). (4.13)

Escrevendo as equacdes (4.8) e (4.13) em notacédo vetdri@mos o seguinte sistema

de referéncia da forma Persidskii [50]:

X B c | I, 1 v1, Onx1 h(x) (4.14)
7 17c 17 1M Oixnn p sgn(r)

sendo qud,, denota a matriz identidade de ordem

Considere a seguinte funcdo de Lyapunov candidata do tigomiké associada ao sis-

tema Persidskii (4.14):

Vix,r) =~ Z /0 K hy(T)dr + p /0 ' sgn(7)dr. (4.15)

Como a fun¢ad/(x, r) é Lipschitz continua enix, ) e x(t) e r(¢) sdo absolutamente

continuas, entdt’ também é absolutamente continua em relacéo a varifh4).
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A derivada no tempo de (4.15) ao longo das trajetorias derses{(4.14) é:

V = b’ (x) x + psgr(r)

— W (x)(c — 7h(x) — p1sgr(r)) + psgr(r)(17c — 117h(x) — p171sgr(r))

= yh"(x)c — 7*|h(x)[|* — vp W' (x)1sgn(r) + psgr(r)1"c — ypsgr(r)1” h(x)—
)

21T

p sgr(r
Usando a desigualdade de Schwarz:

V <y|lhG)] llell + plsgnir)| 1L} el =~ () +
volsgr(n)| 1]l [h(x)[| + vplsgrir)| [[1]] [l(x)]| — p*sgn(r)*171.

Como, por hipétese; # 0, entdo|sgnr)| = 1 e notando quél|| = \/n, e171 =n, a

ultima desigualdade toma a forma:

V <ol llell + pv/allell = P [h)|* + 2vov/albx)] - p* n
= =[h)[|(yIhE)| = llell) = plp n = 29v/nlh(x)[| = vrc]).

Comoz; ¢ [0,1], para algum, entdo|h;(z;)| = 1, dai decorre quéh(x)|| € [1,/n].

Além disso, comay > 0 e p > 0, a Ultima desigualdade pode ser escrita como:

V < —y[lh)[|(v[x)]| —llell) = p(p n = 2yV/alh(x)|| — Valle])
< =y(y = llell) = plpn = 2yn — V/nllc])).

Para qué’ seja definida negativa, é necessario que os termos entregseg na Ultima
desigualdade sejam positivos. Logo, para p escolhidos de tal modo que as seguintes

desigualdades sejam satisfeitas:

V> HCH

el + 2,
\/7

temos qué/ < —¢, em que o escalar= y(y — |[c||) + p(pn — 2yn — /n||c||) & positivo e
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constante.

Logo, paray e p satisfazendo as duas ultimas desigualdades, as tragettiriaistema
(4.8) convergem para o conjunto viavel do PPL (4.2) em tenmpiofi

Resta mostrar que uma vez que as trajetdrias convergem pamguoito viavel do PPL,
elas permanecem neste conjunto. Provamos este resultadoniadicdo. Seja o instante
em queV (x(7")) = 0, e suponha que existe um instafite > 7' tal queV (x(7)) > 0.

ComoV é absolutamente continua, entdo podemos escrever

/T V(x(8))dt = V(X(TL)) — V(x(T)) = V(x(T)) > 0,

conseqlientementé > 0, 0 que é uma contradic&o, pois provamos acimalque0. Logo,
néo existel, > T tal queV (x(Ts)) > 0.
Portanto, as trajetorias do sistema gradiente (4.8) cgaweem tempo finito para o con-

junto viavel do PPL (4.2) e permanecem neste conjunto indafimente. |

Prova do lema 4.2Como E é convexa para tode, qualquer minimo dé” €, de fato, um

minimo global. Precisamos provar apenas que 0s minimigadis’ pertencem ao conjunto

Q, pois para todx € Q, E(x) é reduzida a-c”x, sendo qué é definido em (4.10).
Provamos o lema por contradigdo. Seja¢ 2 um minimizador de e suponha que

e p satisfazem as desigualdades (4.11) e (4.12) do lema 48h @rt O F(x*). Consequen-

temente, existe pelo menos uma trajetoria do sistema (4e88hgo converge pafa, o que

€ uma contradicdo, pois pelo lema 4.1 todas as trajetorigé.8econvergem par, em

tempo finito e permanecem neste conjunto. Lege (2, concluindo a prova. |

Prova do lema 4.3Sejam~ e p satisfazendo o lema 4.1, entdo as trajetérias de (4.8) con-

vergem para o conjunto viavel em tempo finito. Considere quec (2.

Considere a seguinte funcdo de Lyapunov candidata:

sendo que* é a solucao do PPL (4.2).

Como, por hipéteses € Il ex € T', comII e I" definidos em (4.10), consideramos duas
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possibilidades:

i) Sex é interior ao conjuntd’, isto éz; > 0 ez, < 1 para todoj. Consequentemente,

h(x) = 0 e a dindmica em modo deslizante (4.9) é reduzida a:

x = Pc.

Para todox no interior del’, a funcédo de Lyapunov candidalta definida acima, &
reduzida a:

V(x) = —(c'x — c'x").
A derivada no tempo d¥ ao longo das trajetorias da equagas Pc é dada por:
V =-V"V(x) x = —c"Pc=—|Pc|3 <0, (4.16)
note que s&c = 0, entdox = 0 e qualquex viavel, € uma solugéo 6tima.

i) Sex nédo esta no interior dB, entdozr; = 1 oux; = 0, para algumi, gerando um
movimento deslizante ao longo da fronteira do conjuntd derivada no tempo da

funcdo de Lyapunov candidata toma a forma:
V =—|P(c—7h(x)|,

sendo que, cada componente do véi¢x), que é um subgradiente da fungéo de
penalidade) ", =] — >°7_ min(0,z;), € dado porh,(z;) € [~1,0], sex; = 0,
hi(x;) € [0,1], sex; = 1, eh;(x;) = 0, sex; esta no interior dé'.

Seh(x) = 0, entdo temos 0 mesmo caso analisado no item i).18&ja# 0.

Note que,P(c — v h) = 0 se e somente se = 0 € JF(x), que corresponde ao
conjunto solucéo do problema sem restricdes (4.3). Loga,ypado pertencente ao

conjunto solugéo de (4.3), tem-se dRéc — v h) # 0.

Comoh € [-1,1]", entdo o vetoP(c — vh) é limitado e, coma n&o pertence ao

conjunto solugdo do problema (4.3), é ndo-nulo. Como a fuficd é continua,
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entdo, pelo teorema de Weierstrass, existe um nimere taladue
e = min |[P(c —yh)|3 #0,

para qualquex € 2 e que nao pertence ao conjunto solugéo do problema sem restri
coes (4.3). Logo, por (4.16), tem-se diie< —e.

Pelos itens i) e ii), as trajetorias de (4.8) convergem, enptefinito, para a solucéo
do problema sem restricées (4.3), que pelo lema 4.2 é tambkmds do problema de

programacao linear (4.2). |

93



Sintese do capitulo

Neste capitulo, um sistema gradiente capaz de determinamugores componentes
de um dado vetor é proposto e analisado. O sistema é obtiddiadesum problema de
programacdao linear com variaveis limitadas, e a utilizagdam método de penalizacao
exata, resulta em um sistema gradiente que converge palacdsdo PPL.

Da analise de convergéncia resultam condicfes suficieneesg|parametros de pena-
lidade devem satisfazer para que as trajetorias do sisterw@jam para a solucdo KWTA
em tempo finito. Exemplos numéricos foram apresentadogyamo® a eficacia do sistema
proposto.

No préximo capitulo, sistemas gradientes séo utilizadoa pareinamento deupport
vector machingsapresentando uma analise tedrica dos sistemas propBatwapresentados
oito exemplos numéricos, sendo que um deles os sistemaenjeslisao resolvidos em

paralelo.
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Capitulo 5

Treinamento de support vector machines

utilizando sistemas gradientes

Neste capitulo, sistemas gradientes ndo-suaves sdadddipara o treinamento dep-
port vector machineéSVMs). O SVM original foi introduzido por Cortes e Vapnik [/ e
desde entéo diversas modificacbes a este modelo foram psposmdeast squares SVMs
(LS-SVM) [78] er-SVM [79].

O SVM € uma técnica de classificagdo formulada matematicenagraves de um pro-
blema convexo de programacéo quadratica com restric@esdia [80]. Esta € uma das prin-
cipais vantagens do SVM, pois existe um Unico minimo glabahostramos neste trabalho
gue um minimizador pode ser determinado eficientementeéstide um sistema gradiente.

Além disso, o0 SVM apresenta notavel capacidade de geregabZ77].

Redes neurais recorrentes foram usadas em trabalhos esggrara o treinamento de
SVMs [81, 82]. A idéia é tirar vantagem das propriedades edss neurais, que as tornam
adequadas a implementacédo através de hardware, utilizaodmlogia VLSI, para proces-
samento em tempo real [12]. Como as redes neurais recorsgittésrmuladas matematica-
mente por sistemas de equacdes diferenciais ordinaria@gkBstas sdo também adequadas

para implementacéao digital usando softwares para intégrde EDOs.

Uma implementacdo de um SVM através de circuitos foi aptadarem [81], utilizando
a rede proposta por Kennedy e Chua [16] com func¢des de petaktiaves. Tan et al. [82],
propuseram uma rede neural para treinamento de SVMs pamaheximento de padrdes.

Anguita et al. [83] desenvolveram uma arquitetura digitabgreinamento de SVMs atraveés
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de um sistema dinamico, apresentando uma implementa¢éaandiofield programmable
array.

Neste capitulo, abordamos o problema de discriminacaarlisendo-linear de duas
classes utilizando sistemas gradientes ndo-suavespsiaigartir do método de penaliza-
cao exata, descrito no capitulo 3. O primeiro sistema € geketo para a discriminacao
linear de duas classes: diferentemente dos modelos pospost Anguita et al. [81] e Tan
et al. [82], que sdo baseados no problema dual, o sistemagtoo@ obtido a partir da for-
mulacao primal do SVM. O segundo sistema € formulado paraaiwfinacdo nao-linear
de duas classes e é baseado na formula¢ddM [79]; este sistema é baseado no problema
dual, pois é preciso utilizar fungbes de kernel para a sepanado-linear das classes.

A andlise de convergéncia dos dois modelos propostos éuidizando a forma Per-
sidskii dos sistemas gradientes e o resultado geral de ig@naa para sistemas Persidskii,
estabelecido pelo teorema 3.2. A convergéncia é globatjepende do ajuste dos parame-
tros de penalidade e dos parametros dos SVMs corresposdente

Os sistemas gradientes obtidos podem ser implementadegatte circuitos analdgicos
utilizando apenas resistores, amplificadores, capasitsvitches [12], sendo apropriados
para aplicagcbes em tempo real utilizando tecnologia VLSimE&estes sistemas dependem
da integracéo de sistemas de EDOs, sdo também adequadawnparaentacao utilizando
softwares padrao para integracao de equacdes diferenéiascalabilidade dos sistemas
propostos é uma vantagem, pois estes sistemas podem s$eefaei implementados em
computadores paralelos, atingindo taxas de convergéraimattas que algoritmos ja con-
sagrados para treinamento de SVMs, viabilizando o uso darms de dados de dimensdes

elevadas.

5.1 SVM para separacao linear

O problema de classificar os elementos de um determinadordongenominadespaco
de entradaem duas classese B, € conhecido comolassificacdo binariaA separacao das
classes é feita através de hipersuperficies, e o probledeteleninar a melhor superficie que
separa estas classes € conhecido ctreinamento que pode ser resolvido eficientemente
através de SVMs [77]. Se a superficie separadora 6tima fdriperplano, e a separacgao é

feita sem erros, entéo as classes B sdo ditadinearmente separaveis
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O subconjunto do espaco de entrada utilizado para obteesf&tip separadora é chamado

deconjunto de treinamento

Considere o seguinte conjunto gdepares de treinamento, ndo necessariamente linear-

mente separaveis:

(y17Z1)7 (92,Z2)7- L) (ymazm)a Yi € {_171}7 1=1... U (51)

sendo que os vetores € R" sdo elementos do espaco de entrada, e cada egcd&fine a

posicdo de cada vetar relativo a superficie separadora.

Sejam as classe$ e B, identificadas comg; = 1 sez, € Aey; = —1sez; € B,
respectivamente. Considere o problema de encontrar o mieibperplano que separa as
classesA e B. Se A e B ndo sao linearmente separaveis, o SVM pode ser formulado pel

seguinte problema de programacéo quadratica com restfipgares [84, pag.. 104]:

—_— 1 -
minimize, ¢, - (wTw ey ff) (5.2)

i=1

sujeitoa  y,(w'z; +b) > 1 &,y € {~1,1},

sendo quen € o numero de elementos no conjunto de treinamemte, R™ € o vetor de

pesosz; € R™, & € R séo as variaveis de folgaé o bias & é um parametro a ser escolhido.

O vetor de pesos’ € normal ao hiperplano que separa as clagses3, e as variaveis
de folga&; sao introduzidas para proporcionar tolerancia a classdemerradas. Caso este
modelo seja aplicado a uma base de dados separavel, aeisdavolga sdo anuladas na

solucéo do problema (5.2).

Como o escalal também é otimizado, definimos os seguinte vetores aumentado

u:=(wliv), z = (z] 11T, (5.3)

em queu € R**! ez; ¢ R,

Utilizando os vetores aumentados definidos em acima, ogmablbe otimizacao (5.2)
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toma a forma

minimizar, % (uTu +ey 53) (5.4)

=1

sujeito a y;(u'z;) >1—¢;, i € {-1,1}.

Pelo método da funcao de penalidade, obtemos o seguintem@kem restricdes asso-

ciado ao problema (5.4):
L 1{ =N <
minimizar E(u, §) = 3 (u u+c ;_1 @) —p ;_1 min(0, r;), (5.5)

no qualr; = y;(z/ u)+&; — 1. No contexto de redes neurais, a funcéo objeficonhecida
como umduncao de energia computacional

A matriz a seguir € definida para reescrever as restricéesothema (5.2):

=T
N7y

7= : e Rmx(n+h) (5.6)

71
ymzm

sendo que os vetores sdo definidos em (5.3).

Por compacidade de notacdo, definimos o seguinte vetor ideioss
r:=72u+¢—1, (5.7)

sendo que& = (&,...,&,) € 0 vetor de variaveis de folgaleé o vetor-coluna de uns de
dimensaon.

O sistema gradiente associado a fun¢ao de enérgiaado por:

1 = —M[u + pZ"hsgr(r)] (5.8)
& = —~M[c& + phsgr(r)], (5.9)
sendo quéM := diag(u), € uma matriz diagonal positiva, conhecida como matriz derap

dizado e € usada para reduzir o tempo do transitorio do sasfg#, e o vetor hsgn foi
definido em (3.31).

98



O sistema gradiente (5.8)—(5.9) pode ser interpretado congstema de controle quando

representado usando uma notacéo adequada:

In+1 0 0
T I7L+1 0 ZT
A = 0 ¢, 0 |,I = ,
o I, I,
0 0 L,

k=1[0L 00 1717 v .= [T, ¢7)7, f(v,r) = [0 hsg (r)]".

n+1> Ym>» ~m

Deste modo, o sistema gradiente (5.8)—(5.9) pode ser@soro:
v=-TTAf(Tv - k). (5.10)

O diagrama de blocos do sistema gradiente, reescrito naf@0), € mostrado na
figura 5.1. Nesta representacao, o sistema de controlecapeasna realimentacdo de saida
e o controlador é formado por uma parte ndo-linear e umarjinemn matriz de ganha. O
vetor de estados#. A parte ndo-linear do controlador é responsavel por fasarajetorias
para o conjunto viavel do problema (5.2), enquanto que a piaear dirige as trajetorias para

a solucao global do problema deste problema.

,,,,,,,,,,,,,,, controlador _____ _______ ______Dplanta
K — _:—> £() _ﬁA Tl = f — ' 7 saida da
entrada de + ! : :tfh;j 3 planta
referéncia .. Lo ___ |

Figura 5.1: Diagrama de blocos que representa o sistemé&gtadao-suave (5.8)—(5.9)
como um sistema de controle

Analise de convergéncia

A analise de convergéncia é conduzida utilizando a repras&n do sistema (5.8)—(5.9)
na forma Persidskii (3.12). Sem perda de generalidadejd®yasos a matriz de apren-
dizadoM em (5.8)—(5.9) como sendo a matriz identidade. A derivadampo do vetor de

residuos é dada por:

P =—-Zu—cé&—p (I, +ZZ")hsgnr), (5.11)
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sendo qud,, é a matriz identidade de ordem

A forma Persidskii (3.12) do sistema (5.8)—(5.9), congistsistema original (5.8)—(5.9)
aumentado com a derivada no tempo do vetor de residuos, dada. El). Em notacéo
vetorial temos:

x = —SDf(x), (5.12)

no qualx = (u”,¢",17)7, £(x) = (u”, ¢’ hsgrl (r))” e
In+1 0 ZT

S=| 0o L.| L. | (5.13)
Z | L, +2z"

In+1 0 0
D= 0 cI,| O ) (5.14)
0 0 ‘ o)

Note que a matri® é claramente: (i) simétrica, (ii) singular, pois seu tex@bloco-linha
€ dado pela soma do primeiro bloco-linha pré-multiplicadoZ com o segundo. De fato,
esta matriz € semi-definida positiva, pois operacdes el@menos blocos d& a reduzem

para diadl, ., I,,,0), mostrando que todos os pivds sdo ndo negativos.

Como o sistema (5.12) possui 0 segundo membro descontinsolugdes sdo conside-

radas no sentido de Filippov [38].

Teorema 5.1.Dadas quaisquer constantes positivas p, e quaisquer condi¢des iniciais,
as trajetorias do sistem@.8)(5.9) convergem para a solugéo do problema de programacéo

guadratica(5.2).

Prova: Como a matrizS € semi-definida positiva ® é definida positiva, entdo o
sistema (5.12) satisfaz todas as condi¢cdes do teoremae®jde §ue as trajetédrias de (5.12)
convergem para o conjunto invariante := {x : f(x) € N(SD)}. Consequentemente
x = 0er = 0. Logo, as trajetdrias do sistema gradiente (5.8)—(5.9yergem para o

conjunto solucéo do problema (5.2). |
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5.2 v-SVM para discriminagao nao-linear

Considere novamente o conjunto de treinamento dado em (Belgejamos resolver o

problema de classificacdo nao-linear dos dados do espacgdrddae

Diversas formulacdes para este problema estéo dispomiaditeratura [77, 84], porém
optamos pela-SVM [79], que é adequado a formulacédo do teorema 3.2-S¥M é for-

mulado pelo seguinte problema de otimizacao:

o 1 RS
minimizar, ¢ , §]|w|] —vn+ ;&
. 5.15
sujeitoa  yi(wio(z;) +¢) >n— &, ( )

77207@207

sendo queb € uma funcao que confere ao classificador a capacidade det@xacddiscri-
minacao nao-linear dos elementos do conjunto conside@gmrametro adicional € um
limite inferior para o nUmero de vetores de suporte e um dimaitperior para a fracdo de

erros de margem [85].

O problema dual de (5.15) é dado pelo seguinte problema dggmacéo quadratica

com restri¢cdes lineares [85]:

e 1
minimizar,, 3 a’Qa (5.16)
subjeitoa y'a =0, (5.17)
Y ai>v (5.18)
=1
1
0<a; <— (5.19)
m

sendo quex € R™ é o vetor de variaveis duais,@ é a matriz cujos elementos sao dados
por g;; = yiy;9(z:) " ¢(2;).-

A fungdok(z;,z;) = ¢(z;)T ¢(z;), define uma classe de fungdes conhecidas doumo
cOes de kerngB4]. A matriz K, cujos componentes séo definidos pela fung@n, z;),
€ denominada matriz de kernel. Na representacao dual, @édal@mblema (5.16)—(5.19),
a funcdog, ndo precisa ser conhecida explicitamente. A funcdo deckemilizada tem

gue satisfazer as condi¢cdes de Mercer, que exigem que a matkernelK seja simétrica
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definida positiva [84]. Conseqlentemente, a ma&}iao problema (5.16)—(5.19), que é for-
mada a partir da fungéo de keriék;, z;), também é simétrica definida positiva. As fungdes
de kernel que satisfazem as condi¢cdes de Mercer sdo tamldracidas comdéernels de

Mercer.

Agrupando as restricdes do problema anterior em notacadalebbtemos

minimizar, % a’ Qo (5.20)
subjeitoa y'a =0, (5.21)
a—m'1, <0, (5.22)
Ba — vh > 0,,.,. (5.23)

no qualo,,,1,, € R™, 0,,.; € R™"! sdo vetores coluna, e a matiiz e o vetorh sédo

definidos como

Note que a fungéo objetivo do problema (5.20)—(5.23) é h@negmente quadratica em

« e as restricbes do problema de programacgéo quadraticaneaces.

Sejar .= Ba — vh, e = yla ev := a — m~'1. Aplicando o método da funcéo de

penalidade exata ao problema (5.20)—(5.23) obtemos:

N 1 - -
minimizar E(a) = EaTQa + ple] — v E min(0, r;) + 3 E max (0, v;) (5.24)
i=1 =1

O sistema gradiente associado ao problema de otimizacaoesgngdes (5.24) é dado
por:
& = —M[Qa + py sgnle) + vB hsgr(r) + 3 uhsgriv)], (5.25)

sendo quéM é uma matriz de aprendizado, definida em (5.8)—(5.9) e adimgaridades
hsgn, sgn e uhsgn sao definidas em (3.31), (3.22) e (4.5gatsgmente.

Como as nao-linearidades no sistema gradiente (5.26) sapaldiagonal, o sistema
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gradiente (5.25) escrito elemento a elemento é:

di = =Y aastpyi g yia;)+y(hsgr(d | a;—v)-+hsgria;))+8 uhsgria;—1/m)),
j=1 j=1 j=1
(5.26)
sendoqué = 1,...,m e u; € 0i-ésimo elemento da diagonal Né.

O sistema gradiente (5.25) também pode ser interpretado oomsistema de controle.

Definimos 0s seguintes vetores e matrizes:

r=[I, y B" L, (5.27)
A = dladQ7p17’yIm7ﬁIm)7 (528)
k= (05 0,vh” m~111)T (5.29)

Utilizando esta notacao, o sistema gradiente (5.26) padesseto como:
a=-TTAf(Ta - k)

em quef := (a”, sgn hsgrf, uhsgr)” é uma funcéo tipo diagonal [50].

Note que a equacédo anterior esta na forma de (5.10) e seadiagie blocos também
pode ser representado pelo diagrama da figura 5.1, sendt due « sado dados em (5.27),
(5.28) e (5.29), respectivamente e o vetor de estades Besta representacao, o sistema
de controle apresenta uma realimentacdo de saida e o enlotrél composto por uma parte

nao-linear e uma linear, com matriz de ganko

Analise de convergéncia

A andlise de convergéncia é feita de modo analogo a andlissaypada na secéo 5.1.
Usamos a representacéo do sistema gradiente (5.25) naRarsidskii (3.12) e, sem perda
de generalidade, consideramos a matriz de aprendixhdomo sendo a matriz identidade.

Finalmente, usamos o teorema 3.2 para provar o resultado.
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Sejam a funcaé e o vetor@ definidos como segue:

£(0) := (a’,sgne), hsgrf (r), uhsgd (v))” (5.30)
0 = (a,e,r,v). (5.31)

As variadveis, r e vtambém estdo presentes no sistema gradiente (5.25), dddagin

de «. Utilizamos a derivada no tempo de cada uma destas var@gasexpandir o sistema
(5.25):

e=yl e (5.32)
I =Ba (5.33)
V=0 (5.34)

Consideremos o sistema dindmico aumentado, formado p&) (©.%5.32)-(5.34). Uti-

lizando a notacéo introduzida em (5.30) e (5.31), podemugesr em notacao vetorial:

0 =—-Af(0), (5.35)
no qual a matrizA é:

Q py BY I
y'Q pyly ~y'BT gy’
BQ By +BB?” /B

Q py BT I

A matriz A pode ser fatorada na formfa = SD, em que:

Iy BT 1 Qlo 0 0
T T TBT T 0 0 0
s—| Y |YY Y= YV [ p= P (5.36)
B| By BB B 0(0 ~7I O
I|y BT 1 0/0 0 fI

Teorema 5.2.SeQ é definida positiva entdo, para quaisquer constantes pasi, v €

(3, as trajetorias do sistema gradien{b.25) convergem para a solucdo do problema de

104



programacao quadraticéb.20)

Prova: SejaQ simétrica definida positiva. Entéo a funcdo objetivo do [moita (5.20)
é estritamente convexa, bem como a fungdo objetivo do preb(8.24).

Por outro lado, como a matri&, definida em (5.36) pode ser estrita como o produto
deS e D, definidas em (5.36), e estas matrizes sao respectivanieréica semi-definida
positiva e diagonal por blocos definida positiva, entdog pebrema 3.2, as trajetorias do
sistema (5.25) convergem para o conjunto invariahte {6 : f(8) € N'(B)}.

Segue qué = 0. Dai, tem-se quéx = 0, o que implicaem = 0,v = 0er = 0.
Logo, as trajetdrias do sistema gradiente convergem panaigé® do problema (5.20).1

A hipotese de que a matri@ é definida positiva, usada no teorema 5.2, é satisfeita
através do uso kernels de Mercer nas implementacfes, quieBamlos positivos. Além
disso, note que a convergéncia do sistema gradiente naadtegda escolha do parametro
v. Na prética, a escolha deé importante e alguns comentarios sdo feitos no exempl®.5.5.
Em abordagens convencionaisid&VM, métodos para a escolha déram propostos por
Chang e Lin [86], que obteve limites para os valores,deSteinwart [87] propds um método

para obter o melhor valor de

5.3 Andlise de complexidade

Do mesmo modo que no capitulo 4, utilizamos as definicbes nplesidade dadas
em [74], reproduzidas na sec¢do 4.4, pagina 85, que potaiii comparacdo dos nossos
sistemas com outras redes neurais para a resolucédo derpastide programacao quadratica
guanto a complexidade.

Cada equacao do sistema gradiente (5.8)—(5.9) executan + 2 multiplicacdes e
2(m+n+1) adigBes a cada iteracéo e, consequentementepéegatade do modelo @(m+
n+ 1)+ 1)(m +n+ 1). Consequientemente a complexidade assintética do modelaké ig
a©((m + n)?). Por outro lado, cada equagéo do circuito modelado por \®2€écuta
m? + 3m + 2 multiplicacdes etm adicGes por iteracdo; a complexidade do modelo, neste
caso, én? + 6m + 2, e a complexidade assintética do modelo é iguala?).

A rede em Leung et al. [88], que execdtan +n + 1) +m adigbes €m +n+1)(5m +
n+ 7) +m multiplicagbes por itera¢éo, a complexidade do modéla é n+ 1)(5m+n+
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11) + 2m, resultando em complexidade assintética do modelo ig&xl(a + n)?). Para o
modelor-SVM, esta rede executan? + 3m multiplicacdes etm + 3 adicdes, resultando
em complexidade do modelo iguaba? + 7m + 3, e a complexidade assintética do modelo
€0 (m?).

O sistemas gradientes (5.8)—(5.9) e (5.26) apresentam masesomplexidades assin-
téticas que a rede primal-dual proposta em Leung et al. [§8 resolve problemas de
programacao quadratica e linear. Entretanto, a compleé&ida modelo do ultimo é mais

elevada que a complexidade do modelo dos sistemas graz{&re—(5.9) e (5.26).

Tabela 5.1: Valores da complexidade dos sistemas gradi€ni@®)—(5.9) e (5.26) e outros
modelos de redes neurais para a resolucédo de problemasrizagfio quadratica e treina-
mento de SVMs.

Modelo Complexidade do modelo Complexidade Separacad
assintética do modelo

Sistema (5.8)—(5.9) 3(m+n+ 1)+ (m+n+1) O((m +n)?) Linear
Sistema (5.26) m? + Tm + 2 O(m?) N&o linear

Leungetal.[88] | (m+n+1)(5m+n+11)+2m O((m +n)?) Linear
6m? + 7m + 3 O((m)?) N&o linear

Xia e Wang [89] 4m + 2 O(m) Linear
2m? + 5m O(m?) N&o linear

A dimensao do sistema gradiente (5.26) para o treinamenteSd&V € m, enquanto que
a rede neural primal-dual, proposta por Leung et al. [88hb&am baseada em um sistema
gradiente, possui dimenséo iguata + n + 1. O sistema gradiente (5.8)—(5.9) apresenta
dimensdon + n + 1, e a rede proposta em Leung et al. [88], quando aplicada amones
problema, apresenta dimenséo iguaha+ n + 1. Devido a menor dimenséo dos sistemas
gradientes (5.8)—(5.9) e (5.26) em relacdo a rede de Lewahd 8], as implementacdes atra-
vés de hardware sdo mais simples e baratas, pois a quandiel@denponentes eletrénicos e
cabeamento para conectar estes componentes é menor. Ndecas@ implementacdo em
computadores digitais, a menor dimensao dos sistemas-(5.8) e (5.26) é também uma
vantagem, pois o numero de variaveis envolvidas nos c&éuenor, exigindo uma menor
guantidade de memodria para armazené-las.

Como outra comparacao, a rede proposta por Xia e Wang [89]apresenta menor
complexidade que as redes propostas em Tan et al. [82] e tanguBoni [80], executa
2m + 1 multiplicacdes e adi¢cbes quando aplicada ao problema dsifatacao linear, re-

sultando em complexidade do modédla + 2. O sistema gradiente (5.8)—(5.9) apresenta
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maior complexidade, porém como este sistema determinaigdoto problema primal, a
dimensao do vetor de pesasnao depende do numero de elementos no conjunto de treina-
mento. No problema de separacédo néo-linear, a complextadeodelo da rede proposta
em Xia e Wang [89] executa(m + 2) produtos en(m + 3) adi¢des, conseqlientemente,

a complexidade do modelo%n? + 5m, que é maior que a complexidade do modelo do
sistema gradiente (5.26) para classificacdo ndo-lineardgua > 4. Por exemplo, em um
conjunto de treinamento com 100 elementos, o sistema (&@ésenta complexidade do
modelo igual a 10702, enquanto que a complexidade do modeted® em [89] é 20500.

Os resultados de complexidade estédo resumidos na tabela 5.1

5.4 Paralelizacéo dos sistemas gradientes

Os sistemas gradientes (5.8)—(5.9) e (5.26) sao adequadosnplementacdo em para-
lelo utilizando clusters de PCs ou arquiteturas com mukiplacessadores com memoria
compartilhada. As equacdes podem ser distribuidas enpmosssadores de um computa-
dor paralelo, reduzindo o tempo total de processamento.

Os sistemas (5.8)—(5.9) e (5.26) sao resolvidos atravéatdgracdo numérica. Para
sistemas de grandes dimensdes, a integracdo em paralalessaea para reduzir o tempo
de computacdo. De acordo com Petcu [90], a formas de paegjab de algoritmos de

integracdo numérica de equacdes diferenciais ordinaoi@em ser classificadas como:

(i) Paralelizacéo através do método ou equivalentementesgdaco — consiste na exe-

cucao em paralelo das etapas que compdem o algoritmo desicéiey

(i) Paralelizacdo através do sistema ou equivalentemdateempo — envolve a paraleli-
zacao de alguns procedimentos necessarios a integragém acavaliacdo do segundo

membro da equacdo diferencial.

Neste trabalho, utilizamos a paralelizacdo através densast Esta forma de paralelizacao
€ mais adequada aos métodos de integracdo escolhidos: adosée Euler e de Runge-
Kutta de segunda ordem. O método de Runge-Kutta de segureta,atdim método de dois
estagios, sendo que o segundo estagio depende dos resydtadozidos pelo primeiro, e

devem ser executados sequencialmente. No entanto, acéeatla segundo membro dos
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sistemas gradientes (5.8)—(5.9) e (5.26) em cada estagitaéefn paralelo, através da dis-
tribuicdo das equacdes diferenciais que compdem os sistemre as unidades de processa-

mento.

5.4.1 Paralelizacao do sistema gradiente para treinamento de SVMs

para separacao linear

A integracdo numérica do sistema gradiente (5.8)—(5.9kéwtada atraves da paraleli-
zacao do calculo do vetor de residuasda paralelizagdo do produto da transposta da matriz
de classes, denotada pof, pela ndo-linearidade hsgn. Estas sdo as tarefas que exigem
maior tempo de computacao, pois se 0 conjunto de treinanpesBuir uma grande quanti-
dade de entradas, entdo a maHirera dimensdo muito grande, o que justifica a utilizacao
do paralelismo na integracdo numérica de (5.8)—(5.9).

O sistema gradiente (5.8)—(5.9) consiste de dois sisteenaguh¢Oes diferenciais acopla-
dos entre si através do vetor de residtio® sistema (5.8) tem dimensaot 1, e determina
os coeficientes); e 0 biash do hiperplano separador. O sistema (5.9) tem dimensaque
€ 0 numero de elementos no conjunto de treinamento e deteawivariaveis de folgg do

SVM.

5.4.1.1 Particionamento e mapeamento do problema

O particionamento do problema é feito através da divisdoajuato de treinamento
em conjuntos menores, que sao distribuidos uniformementte )eunidades de processa-
mento de um computador. Além disso,ras- 1 equagdes do sistema (5.8) erasequa-
¢cOes do sistema (5.9) também sao distribuidas entpeprecessadores. Deste modo, se
k= 0,1,...,p — 1 é a identificacdo de cada unidade de processamento, sdasceaad

seguintes particoes:

Zl(k) — particdo por linhas da matriz de classes:pésimo processador
Zl(f) — particdo por linhas e colunas da matriz de classés@&simo processador

k

u®) — particdo do vetow no k-ésimo processador

¢® — particdo do veto€ no k-ésimo processador
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A particao por Iinhaigk), consiste das linhas da matdzmapeadas nb-€simo proces-
sador. A particdo por linhas e colurﬂg) no k-ésimo processador, consiste em considerar
na partigéoZl('“) apenas as colunas correspondentes aos indices dow/tpo que per-
mite reduzir a quantidade de operacdes necessarias emrcagagador para o calculo em
paralelo do segundo membro de (5.8).

A dimenséo de cada partica"*) é dada pelo quociente entre o nimero de elementos
do conjunto de treinament@ e o numero de processadores usados. Denotando o resto do
quocientem /p porm mod p, e a divisdo inteira de: por p, porm)\p, entdo a dimenséo de
cada particao é dada por

m\p, sek # 0 (5.37)

m\p +m mod p, sek =0
Procedimento analogo é utilizado para mapear as partigdfase £€*) nosp proces-
sadores considerados.
O mapeamento de tarefas requer alguns cuidados quandemaisbmputacional uti-
lizado possui processadores heterogéneos. Neste casmracarga deve ser atribuida ao

processador mais veloz do conjunto utilizado na execucao.

5.4.1.2 Execucdo de tarefas

Utilizando o particionamento definido na subsecédo antesiontegracdo numeérica do
sistema (5.8)—(5.9) através do método de Runge-Kutta dendagardem exige duas avali-
acOes do segundo membro do sistema gradiente a cada itevag#mexige a execucgéo das

tarefas a seguir:

1. Calculo do vetor de residues utilizando as particées definidas acima, cada particdo

r®) do vetor de residuos é calculada em paralelo através dal@rmu
r® = 7Mu 4 g® 1), (5.38)
sendo quel®) é o vetor de uns mapeado keésimo processador, cuja dimensio é

dada pelo nimero de linhas da partigt .

2. Determinacao do produto da nao-linearidade pela tratepla matriZ: de posse do

vetorr(®), este calculo é feito através da form(#" )" hsgr(r(®)).
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De posse dos resultados obtidos nos itens (1) e (2), e ntllizas particdes definidas
acima, adk-ésimo processador da maquina paralela, € atribuida anseguairticdo do sis-

tema gradiente (5.8)—(5.9):

a® = —u® — p(Zl(f))Tthr(I‘(k)) (5.39)

£" = _cg® _ phsgrr®) (5.40)

Este procedimento proporciona uma reducéo consideravgliaatidade de operacdes
aritméticas executadas por cada processador em cadddetagntegrador. No que diz
respeito & comunicacéo de resultados parciais, o calcutadi particia*) do vetor de
residuos, exige que cada processador envie as parti¢cbeas demais unidades de proces-
samento. Esta € a Unica operacédo de sincronizacao exigiddineensao deste vetor ndo
depende da quantidade de elementos no conjunto de treitgmeas sim da dimensao dos

vetores deste conjunto.

5.4.2 Paralelizacdo do sistema gradiente para treinamento de SVMs
para separacao nao-linear

A integracdo numérica em paralelo do sistema gradient&)5egjue procedimento ana-
logo ao usado na integracao em paralelo do sistema (5.8)—(5.

Consideremos a notacdo escalar em (5.26). Na avaliagdo dadsegnembro deste
sistema, a operacdo que exige maior tempo de computacaoagwtgida matrizZ) pelo
vetora. A matrizQ é determinada a partir da funcéo de kernel, e sua dimensaodiepo
namero de elementos no conjunto de treinamento, que podeuster elevado, justificando
a criacao desta matriz em paralelo. A ma€)2 simétrica e, em geral, densa.

O produto interne = y”«, presente no segundo membro de (5.26) também é execu-
tado em paralelo, o que é justificado pela dimenséo do vetgue € elevada para grandes
conjuntos de treinamento.

Com o objetivo de criar esta matii utilizando o menor tempo possivel de computacéo,

procedemos do seguinte modo:

e A criacdo é feita em paralelo: cada processador cria a partigcessaria para 0s

céalculos locais;
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e Como a matrizQ é simétrica, apenas o triangulo inferior € computado: caittade
de processamento computa uma particao do triangulo inferenvia aos demais pro-

cessadores para compor as particdes do triangulo superior.

O procedimento descrito acima tem como vantagem a reducédrdero de operacfes
aritméticas em cada processador para criar a matriz delkdfsta reducéo € conseguida
através da paralelizacao, atribuindo a cada processadoparticdo da matrig), e explo-
rando a simetria desta matriz.

Consideremos as seguintes particoes da mé&rezdos vetorey e o mapeadas né-

ésimo processador:

k

a'®) — particéo do vetorx no k-ésimo processador

y®) — particdo do vetor de classgso k-ésimo processador

Q%) — particao por colunas da mati@ no k-ésimo processador

C

Q(’“> — particao por linhas e colunas da ma#zo k-ésimo processador

le

Utilizando a notacgéo definida em (5.37), a dimenséao de catiggmapor cqunaQE’“)

da matrizQ é dada por

m x (m\p), sek # 0

m x (m\p+m mod p), sek =0

A particdo por linhas e coluna(sl(f), é formada considerando na particdo por colunas
Q&k), apenas as linhas cujos indices correspondem aos indisgsadigdes do vetoe
mapeados no processador

As dimensdes das particdes acima sao determinadas de madgaas particoes definidas
na subsecédo 5.4.1, dadas por (5.37). A integracdo numérisisttma gradiente (5.26),

exige o cumprimento das seguintes tarefas:

1. O produtoQa é feito parcialmente em cada processador atraves da fc’)fnﬁﬁla(“.
Cada processador comunica aos demais o resultado pardt.obtn cada iteracéo,

0 k-ésimo processador soma o resultado computado por ele caraudtados parciais

111



enviados pelos demais processadores, isto €,
p—1
k) (k
T = Z Ql(c)a( ).
k=0

2. O produto interne = y” o 0 k-ésimo, computa o produto interno entrekagsimas
particGes dos vetorgse «, dado por(y®)"a*), e o resultado parcial obtido € envi-
ado aos demais processadores. Cada processador calcula dsoasultado parcial
computado por ele com os resultados parciais recebidos etoaisl processadores,

isto é,

3
)

(y(k))Ta(k)'

0

@
I
=
I

Utilizando o particionamento e os produtos acima e, semapaedyeneralidade, consi-
derando a matridI como sendo a matriz identidade, a particdo do sistema gitadig.26)

em cada processador é dada por:

a® = —m — py®Wsgr(e) — y[hsgr(1”a® — 1v) + hsgr{a®)] — 3 uhsgria® — 1/m).
(5.41)

A técnica de paralelizacdo descrita acima proporciona unoma&imero de operacdes
aritméticas a cada avaliacdo do segundo membro do sisterdizgie (5.26) em cada pro-
cessador, o que reduz o tempo total de computagdo. A congdniceecessaria para fins de
sincronizacdo dos processos paralelos, envolve a tras@omdos produtos parciais neces-
sarios para calcular o produtoe os produtos internos parciais necessarios para calcular o

produto internce.

5.5 Exemplos numeéricos

Para ilustrar a eficiéncia dos sistemas gradientes prapagtiizamos os sistemas (5.8)—
(5.9) e (5.26) com oito bases de dados do UCI Machine Learnimmp$Rery [91]. As
bases de dados escolhidas séo Iris Plants, Adult datab&smnain Breast Cancer Database
(WBC), Johns Hopkins lonosphere Database (lon), Bupa Liverrbés (Bupa), Pima In-
dians Diabetes (Pima), Sonar Mines vs. Rocks (Sonar) e Aiasti@redit Approval (Aus).

Cada atributo nas bases de dados foi reescalado no intérvald| e elementos com o
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conjunto de atributos incompletos foram removidos [92]. &hdse foi dividida em dois
conjuntos: conjunto de treinamento e conjunto de teste. rQuonto de teste corresponde
a 2/3 dos elementos de cada base, escolhidos aleatoriaree@delementos restantes sao

utilizados como conjunto de teste. As descrigOes das basespsesentadas na tabela 5.2.

Tabela 5.2: Descricéo das bases de dados do UCI Machine hgd&tapository selecionadas
para avaliacao dos algoritmos propostos.

Iris | Adult | BCW | lon | Bupa| Pima| Sonar| Aus

Num. total elem. | 100 | 48842| 683 | 351| 345 | 768 | 208 | 690
Num. Elem. classe 1 50 | 37155| 444 | 126| 145 | 500 | 111 | 383
Num. Elem. classe 2 50 | 11687 239 | 225| 200 | 268 97 | 307

Atributos 5 14 10 | 34 6 8 8 14
Categoricos 0 8 0 0 0 0 0 8
Numéricos 1 6 10 | 34 6 8 8 6

Para melhor ilustrar a teoria apresentada neste capitdiada atencéo especial a base
de dados Iris Plants, que consiste de trés classes. A paitiasse é linearmente separavel
das demais, mas a segunda e a terceira ndo sdo linearmeani@&veep Cada classe possui
50 elementos com quatro atributos cada. Consideramos medisesas duas classes que néo
séo linearmente separaveis e, com o0 objetivo de plotar asfauips separadoras obtidas,

apenas dois atributos (comprimento e largura da pétalayfotilizados.

5.5.1 Detalhes das implementacfes numericas
O problema do chattering

Devido a presenca de termos descontinuos nos segundos osatobrsistemas gradien-
tes (5.8)—(5.9) e (5.26¢hatteringnumérico ocorre quando as solugdes atingem a fronteira
dos conjuntos viaveis dos problemas de otimizacao cornelgaes, evitando que ocorra um
movimento deslizante ideal nestas superficies [47].

O chattering é particularmente critico para o treinameate 8VMs utilizando o sistema
gradiente (5.26), pois a restricao (5.19) é dificil de se¢istmta. Quando o conjunto de
treinamento é grande, o comprimentozelsimo intervalo determinado por esta restricédo e
muito pequeno e, durante o treinamento utilizando o sis{éré), a presenca de chattering
impede que a solucao correta seja obtida.

Este problema foi resolvido com sucesso em [25], atravésrmdernudanca na escala do
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problema (5.16). A fungéo objetivo e todas as restricoetegeblema foram multiplicadas
porm, substituindo a variavel pela variavelx = ma. Nesta nova escala, a restri¢éo (5.19)
torna-se

0<ac<l,

gue néo depende do valor de Deste modo, os efeitos do chattering sdo minimizados e
a solucao correta é obtida facilmente dividindo a soluc@omeinada pelo sistema gradiente
porm.

O problema do chattering é resolvido através da aproximdg&dermos descontinuos
por fungBes continuas, utilizando a técnica da camadaeliméscrita no capitulo 2. A néo-

linearidade sgn € substituida por

a/e, sela| < ¢,
ssgria) =

sgna), caso contrario
sendo que € a espessura da camada limite. Note que a funcdo ssgn édeaao da
camada limite. Como hs@m) = 0.5(sgna) — 1) e uhsgife) = 0.5(sgna) + 1), a aplicacéo
da técnica da camada limite, nestes casos, € trivial.

Em todos os experimentos deste capitulo, utilizamos umadarimite com espessura

e=5x10"2

Método de integracao numérica

A simulacdes foram feitas através de integracdo numérigaidtemas gradientes (5.8)—
(5.9) e (5.25), utilizando um método de Runge-Kutta de segondiem, com os coeficientes
determinados por Cash e Karp [65], descrito no algoritmo 3.3.

O controle do passo de integracao € feito através do algotiamseado em um con-
trolador PID, descrito em [66]. Os parametros do contral&®l® foram ajustados como

sugerido em [66]:

P = 0.075;
I =0.175; (5.42)
D =0.01.

114



5.5.2 SVM para separacao linear

De acordo com Schdélkopf e Smola [85], o parametdetermina drade off entre mi-
nimizar o erro de treinamento e maximizar a margem, e nateaexianeira de conheceia
priori. De acordo com Cristianini e Shawe-Taylor [84], ekeol: equivale a fixar um valor
paraw e minimizary_, £7. Neste caso, escolhemosom o objetivo de minimizar o erro de
treinamento. Este objetivo pode ser atingido escolhendwoalon elevado para o parametro

¢, que aumenta a influéncia do termd &7 na funcéo objetivo do problema (5.4).

Com a base de dados Iris Plants, os parametros usadass&n:p = 10 e uma matriz
de aprendizad®I = 10I, que reduz o tempo do transitério do sistema. Esta escolha de
parametros garante convergéncia rapida para a solucacobtema (5.2). As trajetorias
do sistema na fase de treinamento sdo exibidas na figura S2rr@ nos conjuntos de

treinamento e teste sdo reportados na tabela 5.3.

O pacote SVM Light [93], que € baseado na estratégia de dexigiip descrita por
Osuna et al. [94], também foi utilizado neste exemplo, atwefn88 % de erro no conjunto
de teste, o que corresponde a duas classificagcdes incoa@&&6 % no conjunto de treina-
mento, o que corresponde a quatro classificacdes incart@tsistema gradiente (5.8)—(5.9)
obteve o mesmo desempenho. Na figura 5.3, € mostrado o lperpbtido pelo sistema
(5.8)—(5.9) utilizando o conjunto de teste. O desempenhdaisificacdo deste sistema é
equivalente ao do pacote SVM Light, com a vantagem adicigmalo sistema (5.8)—(5.9) é

adequado para implementacao através de circuitos.

Este desempenho é também similar ao desempenho de clgssifida rede proposta
por Anguita et al. [81], que obtém um erro de classificacdo .86 & na separacdo das
classes dois e trés do Iris Plants, em oposicéo ao sisteB)a(f9) que obteve 6.06% de
erro de treinamento, com a vantagem computacional que, cosigiema proposto (5.8)—
(5.9) resolve o problema primal (5.2), a dimensé&o do vetgred®s obtido ndo depende da

guantidade de elementos no conjunto de treinamento.

Testamos o sistema proposto (5.8)—(5.9) em outras sete thastados do repositorio da
UCI e comparamos os desempenhos de classificacéo obtidosaesempenho obtido pelo
SVM Light. Os resultados destes experimentos séo aprekenta tabela 5.3. O sistema
(5.8)—(5.9) apresenta erros de classificagdo nos conjdetdeste menores ou iguais aos

obtidos pelo SVM Light.
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Figura 5.2: Trajetoriasv;, determinadas pelo sistema gradiente (5.8)—(5.9), patuas
classes nao-linearmente separaveis da base de dados Iris.

Uma vantagem adicional da abordagem proposta é a esaddalgijio sistema gradiente
(5.8)—(5.9) pode ser facilmente implementado em compuésdearalelos. A paralelizagdo
deste sistema foi utilizada em um cluster de PCs, equipada3@opnocessadores Pentium

[, distribuidos em 16 ndés duais, com 512 MB de memoéria cada.

O algoritmo paralelo foi utilizado com a base de dados Adwitno o teorema 5.1 vale
para quaisquer e p positivos, mantemos = 5 e escolhemog = 0.001, que garante que
a norma do vetor gradiente no segundo membro de (5.8)—-(p&ydena. As equacdes do
sistema (5.8)—(5.9) foram distribuidas entre 2, 4 e 8 psambwes do cluster de PCs. Os
erros nos conjuntos de teste e treinamento, obtidos peddepaacdo do sistema gradiente
(5.8)—(5.9), séo significativamente menores que os obpdtisSVM Light. Os resultados

deste experimento sdo exibidos na tabela 5.3.

No que diz respeito aos tempos de treinamento utilizando 4,628 processadores, 0s
tempos de processamento do sistema gradiente (5.8)—a®gnificativamente menores
que os do SVM Light em todos os experimentos utilizando a Balsdt. Utilizando ape-
nas 1 processador, o tempo de treinamento é 33m26s, usamdoedgadores, o0 tempo de
treinamento é reduzido para 30m28s, e para 15m33s e 8miti2anato 4 e 8 processadores,

respectivamente. Por outro lado, o tempo de treinamentd/dib ISght, utilizando 1 pro-
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Figura 5.3: Conjunto de teste do Iris Plants e o hiperplanarsgior, mostrando a separagéo
de classes, com dois erros de classificagéo, obtido petorsiggradiente (5.8)—(5.9)

Tabela 5.3: Medidas de desempenho do SVM para separacandeeuas classes, obtidas
pelo sistema gradiente (5.8)—(5.9) e o pacote SVM Lightizatido 8 bases de dados do
repositério da UCI.

Iris | Adult | BCW | lon | Bupa | Pima | Sonar| Aus Método
Margem 0.71| 175 | 0.69 | 0.19| 0.68 | 0.82 | 0.52 | 0.69 | Sistgrad
©2/wl|2) 0.43| 0.167| 0.67 | 0.17| 0.68 | 0.44 | 0.19 | 1.0 | SVM-Light
Erro treinamento % 6.06 | 17.23| 2.86 | 256 | 30.4 | 21.3 | 10.79| 12.39| Sistgrad
6.06 | 75.22| 2.42 | 299 | 21.3 | 215 | 10.79 | 13.91| SVM-Light
Erro teste % 294 12.01| 1.75 | 9.40| 18.26| 25.0 | 15.84| 13.91| Sistgrad
5.88| 75.21| 3.96 | 9.40| 27.83| 25.78 | 20.29 | 15.65| SVM-Light

cessador da mesma maquina, com o mesmo exemplo, € 1h33m,cqusideravelmente
maior que o tempo de treinamento obtido utilizando o sistgradiente (5.8)—(5.9). Uma
vantagem em utilizar o sistema (5.8)—(5.9), quando grahdsss de dados séo considera-
das, € que o tempo de treinamento pode ser reduzido atravbstidlauicdo das equacoes
do sistema gradiente entre os processadores de uma magtarelan Os tempos de proces-
samento obtidos neste experimento sédo exibidos na taldela 6.decréscimo do tempo de

treinamento em funcéo do nimero de processadores utiiZadwstrado na figura 5.4.

Observagad. De acordo com Joachims [93], o tempo de treinamento uttiaan SVM
Light, para a base de dados “Adult”, € menor que o tempo deameento do algoritmo SMO

(sequential minimal optimization), proposto por Platt][3%fue por sua vez, é mais rapido
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gue o algoritmo padrao dgunking

Tabela 5.4: Tempos de treinamento para a base de dados éghritjo o sistema gradiente
(5.8)—(5.9) em paralelo e 0 SVM Light.

Método 1 proc | 2 procs| 4 procs| 8 procs
Sistema gradiente 33m26s| 30m28s| 15m33s| 8m29s
SVM Light 1h33m - — -

33:26

30:28

15:33

Tempo de Treinamento (minutos)

8:29

Il Il
1 2 4 8
Numero de Processadores

Figura 5.4: Decréscimo do tempo de treinamento com o auntentaimero de proces-
sadores utilizados quando o sistema gradiente (5.8)-¢5&Xolvido em paralelo.

Utilizando as medidas de desempenho introduzidas no apeAdicalculamos a acele-
racéo e a eficiéncia, obtidos pela paralelizacao do sistemdiegte, em relagcdo ao tempo de
processamento da implementacdo sequencial deste sigsbsmalculos da aceleracdo e da
eficiéncia séo feitos usando as definicdes A.2 e A.3, respeatinte.

A figura 5.5 mostra a curva de aceleracao do sistema grad@®e-(5.9). O dados
mostrados na figura 5.5, indicam que a paralelizacdo prmpang um ganho de desem-
penho em relacéo ao algoritmo sequencial. No entanto, osxgadla aceleracao obtidos pela
paralelizacdo do sistema (5.8)—(5.9) estdo muito abaisovetores ideais, que sdo os da
aceleracéo linear. E desejavel que a aceleracdo obtidalgeldtmo paralelo esteja o mais

préximo possivel dos valores ideais.
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Figura 5.5: Curva de aceleracdo do sistema gradiente (5.8)ara treinamento SVMs
para separacao linear, mostrada juntamente com a curvakdeag@o ideal (linear)

A eficiéncia fornece uma medida do percentual da fracdo dpddwotal de processa-
mento que é efetivamente utilizada em computacdo, semrantéanpo gasto em comuni-
cacao e sincronizacao de processos. A curva de eficiénciatdma gradiente (5.8)—(5.9) é
mostrada na figura 5.6, mostrando uma variacao entre 55%lqannidades de processa-
mento séo usadas, e cerca de 50.5% para 8 unidades de pnometssaEstes valores estao
muito abaixo do valor ideal, que € 100%. Estes dados, exshiddigura 5.6, indicam que
uma fracéo consideravel do tempo total de processamentulé em tarefas de sincroniza-

¢ao e comunicacao de processos.

A partir dos dados de aceleracao e eficiéncia, mostrados ura fig5 e 5.6, pode-se
afirmar que, apesar da paralelizacdo do sistema gradie8je(f&9) ter proporcionado uma
consideravel melhora no desempenho do sistema, a frac@&ongo total de processamento
gasto em comunicacdo e sincronizacdo de processos precisadsizida, o que propor-

cionard uma elevacao nos valores da aceleracéao e eficiéncia.
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Figura 5.6: Curva de eficiéncia do sistema gradiente pareatreento de SVMs para separa-
¢ao linear, a eficiéncia diminui a medida que o niUmero de peackdres aumenta.

5.5.3 v-SVM para separacao nao-linear

Utilizamos o sistema gradiente (5.26) para o treinamento-&/M com as bases de
dados descritas na tabela 5.2. O kernel utilizado é o Gaussjae satisfaz as condi¢des de

Mercer [84], e é dado por:
k(z;,z;) = exp(—||z; — zj|]2/a2). (5.43)

Consideremos novamente a base de dados Iris Plants. Comoéauwaasgerior, 2/3 da
base é usada como conjunto de treinamento, que corresp@®lelamentos de cada uma
das classes consideradas, e os elementos restantesigadagicomo conjunto de teste. De
acordo com Chang e Lin [86], neste exemplo, o problema (5.208«| se e somente se

v < 1. Logo é preciso escolher um valor parao intervalo0, 1].

Sejarv = 0.1, e os parametros de penalidade- 1, p = 1 e = 1. O parametro do
kernel Gaussiano € = 1. Uma matriz de aprendizadd = 100I também foi usada neste
exemplo, o que ajuda a reduzir o tempo do transitério. Astibeps do sistema gradiente
(5.26) sdo mostradas na figura 5.7 e as curvas de nivel ddisigpde decisdo sdo exibidas

na figura 5.8, utilizando o conjunto de teste, mostrando dlassificacdes incorretas. Os
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Figura 5.7: TrajetOriasy;, calculadas usando o sistema gradiente (5.26), com 0.1,

p = =~ =1eokernel Gaussiano com= 1, para as duas classes nao-linearmente sepa-
raveis da base de dados Iris Plants, mostrando a conveagémios parametros escolhidos
adequadamente.

resultados deste experimento estdo resumidos na tabela 5.5
Também comparamos o desempenho do sistema gradiente¢dr2®) desempenho da

rede em [89]. Neste caso, 41 elementos da segunda classeaet8&eira classe do Iris
Plants foram usados para treinamento, o restante foi usaddgste. Os elementos do Iris
usados neste exemplo sdo os mesmos usados por Xia e WanQ @B8fema gradiente (5.26)
obteve 28 e 34 vetores de suporte, usando um kernel gaussiano= 0.5 eo = 1.0, res-
pectivamente. Estes resultados sdo muito proximos dokaess obtidos por Xia e Wang
[89], utilizando um kernel polinomial, obtendo 25 e 35 vewde suporte, para diferentes
valores do parametro do kernel, com a vantagem que o sistEe&) apresenta menor com-
plexidade de modelo para bases de dados com mais de 4 elspeamm discutido na secao
5.3.

Considerando ainda a base de dados Iris, o treinamento tamobéaio utilizando o

sistema gradiente (5.26) com o kernel polinomial dado por
k(zi,z;) = (2] z; + 1), (5.44)

em quep é um parametro. Paga= 2, 0s erros de treinamento e de teste sdo respectivamente
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Figura 5.8: Conjunto de teste da base de dados Iris Plantsusas ae nivel da superficie
de deciséo obtidas pelo sistema gradiente (5.26), mostrarsgparacao das classes com
uma classificagéo incorreta em cada classe.

6.06% e 0.34%. Estes valores correspondem a quatro clagéiig incorretas no conjunto de
treinamento e apenas uma no conjunto de teste. As curvasal@aisuperficie separadora,
para os conjuntos de treinamento e de teste, sdo mostratiganazb.9.

Utilizando o kernel polinomial dado em (5.44), foram ob#idb vetores de suporte li-
mites e 12 vetores de suporte. O numero de vetores de subidesoutilizando o kernel
polinomial € maior que o obtido utilizando o kernel gaussiaNo entanto, o erro de teste
utilizando o kernel polinomial € consideravelmente menge q erro obtido utilizando o
kernel gaussiano.

Utilizamos o sistema gradiente (5.26) com outras sete lwhesdados do repositério da
UCI. O sistema (5.26) apresentou desempenho de classificagiamu superior ao obtido
pelo pacote LIBSVM [96], que é baseado em um algoritmo tipo StW@ utiliza infor-
macéao de segunda ordem para selecionaoiking sef97], com a vantagem adicional que
o sistema gradiente (5.26) também € adequado para implagdendtravés de circuitos.

Do mesmo modo que o sistema (5.8)—(5.9), uma vantagem adiao sistema (5.26) é
a escalabilidade. Este sistema foi implementado em paralglizando uma méquina SGI
Altix 350 com arquitetura de memaria compartilhada, equgpeom 12 CPUs Itanium, com

palavra de 64 bits.

122



Largura da Pétala
Largura da Pétala

. . . \ 1 . . . . .
-15 -1 -05 0 0.5 1 15 -15 -1 -05 0 05 1 15
Comprimento da Pétala Comprimento da Pétala

(@) (b)

Figura 5.9: Curvas de nivel da superficie separadora parsedlis, utilizando kernel poli-
nomial — (a) No conjunto de treinamento, mostrando quatissificacdes incorretas, o que
corresponde a um erro de treinamento de 6.06%; (b) No cangfleteste, mostrando apenas
uma classificagdo incorreta, correspondendo a um erro tdede$.34%

A paralelizagéo do sistema gradiente (5.26) foi utilizada @ base de dados Adult; as
equacodes do sistema gradiente (5.26) foram distribuidas &n2, 4 e 8 processadores da
maquina paralela. Utilizando 1 processador, o tempo deangento foi 7h38m, quando 2
processadores sao usados, o tempo de treinamento nez@ssarobter o mesmo resultado
€ reduzido para 1h59m, com 4 processadores obtemos a mdsigéosem 1h14m e com 8

processadores o tempo de treinamento é de apenas 46 minutos.

O tempo de treinamento utilizando o LIBSVM foi de 2h04m, queadamque o tempo
de treinamento do sistema gradiente utilizando dois ou praisessadores. Note que uti-
lizando 1 processador, o tempo de treinamento do siste@@) @& consideravelmente maior
gue o tempo de treinamento utilizando o pacote LIBSVM. Eatret, guando o sistema gra-
diente é distribuido entre dois ou mais processadores dpwtator paralelo, os tempos de
processamento do sistema (5.26) sdo menores que os do LIB&YMe € uma vantagem
importante quando grandes bases de dados sao considdestiEsresultados sédo exibidos
na tabela 5.7 e a curva mostrando o decréscimo do tempo dartrento em funcdo do
namero de processadores é exibida na figura 5.10.

Os dados discutidos no paragrafo anterior podem ser melb®i@ravés da utilizacdo
de outros métodos de integracdo. Quando o sistema gradiezdelvido através do método
de Euler com controle de passo pela formula de Barzilai-Boruler-BB), descrito no

algoritmo 3.2, na pagina 63, os tempos de processamentmgémeravelmente menores.
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Tabela 5.5: Dados estatisticos do treinamenta«®8VM utilizando o sistema gradiente
(5.26), resolvido por um método de Runge-Kutta de segundanre pelo pacote LIBSVM

para a separacao ndo-linear de duas classes do Iris Piandor = 0.1, p=v=p3=1

e um kernel Gaussiano cam= 1

Iris | Adult | BCW | lon | Bupa| Pima | Sonar| Aus | Método

Numero de vetores 7 | 30145| 159 | 69 | 143 | 252 | 105 | 278 | Sistgrad

de suporté 10 | 9679 | 155 74 121 256 106 278 | LIBSVM
NUmero de vetores 4 0 16 6 0 0 0 2 Sist grad
de suporte limites | 6 1657 21 6 1 5 0 11 | LIBSVM

Erro treinamento % 6.06 | 21.22 | 0.22 0 | 15.22] 1.95 0 1.09 | Sistgrad
6.06| 7.66 | 0.88 | 0O | 13.48| 0.39 0 1.74 | LIBSVM
Erro teste % 5.88| 21.55| 3.95 | 4.27| 28.70| 33.20| 14.49| 20.00| Sist grad
5.88| 22.38 | 4.39 | 6.84| 39.11| 32.42| 13.05| 20.44| LIBSVM

I Support vectorsa literatura em inglés
2 Bound support vectornsa literatura em inglés

Tabela 5.6: Dados estatisticos do treinamente-&M, utilizando a base de dados “Adult”,
obtidos através do sistema gradiente (5.26), resolvidw@srdo método de Euler-BB, uti-

lizandorv = 0.1, p = v = 3 = 1, e 0 kernel Gaussiano com= 0.1
Erro treinamentg Erro teste| Num. vetores suporte Num. vetores suporte limites
14.11% 23.54% 3299 0

Utilizando 1 processador, o tempo de treinamento é 1hO5quaario que utilizando 8 pro-
cessadores, o tempo de processamento é reduzido para 4Pemasutos. Observe que
estes tempos de processamento sao significativamente esequee 0os obtidos pelo LIB-
SVM, mesmo sem utilizar a paralelizacao do sistema grasliérgtes dados estéo resumidos

natabela5.7.

O desempenho de classificagéo obtido pelo sistema gradésoigido através do método
de Euler-BB, é resumido na tabela 5.6. O erro de treinamentaieneno de vetores de su-
porte obtidos sdo menores que os obtidos utilizando o mé&ed®unge-Kutta. O namero
de vetores de suporte obtido também é menor que o obtido peBMM. No entanto, o
valor do erro de teste obtido quando o sistema gradient6é)(6.2esolvido pelo método de
Euler-BB, € maior que os obtidos pelo LIBSVM e quando o sisteradignte é resolvido

pelo método de Runge-Kutta de segunda ordem.

O desempenho da paralelizac&o do sistema gradiente (52&jido através da acelera-

¢ao e da eficiéncia, definidosem A.1 e A.3.

A curva de aceleracdo do sistema gradiente (5.26), resopatb método de Runge-

Kutta de segunda ordem, em relacdo ao tempo de processaomtiaio pelo pacote LIB-
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Figura 5.10: Curva mostrando o decréscimo do tempo de treinndor-SVM em funcao
do numero de processadores, quando o sistema gradiergé5esolvido em paralelo.

Tabela 5.7: Tempos de processamento do sistema gradie®$, (fesolvido em paralelo
pelos métodos de Runge-Kutta de segunda ordem e de Eulerpotirole de passo por PID e
pela formula de Barzilai-Borwein (Euler-BB), respectivamente tempo de processamento
obtido pelo LIBSVM, ambos utilizando um kernel Gaussiano eom 1.0. A base “Adult”

foi usada, comv = 0.1

Modelo Método integrac@o 1 proc | 2 procs| 4 procs| 8 procs

Runge-Kutta | 7h38m| 1h59m| 1h14m | Oh46m
Euler-BB 1h24m| Oh47m| Oh20m| Oh10m

LIBSVM - 2h04m — — —

Sistema gradient

D

SVM, é mostrada na figura 5.11-(a). Observe que, quando &ssador € utilizado, o valor
da aceleracdo € menor que 0.5, pois o tempo de processamanipldmentacao serial do
sistema gradiente (5.26), mostrado na tabela 5.7, é maigdelelo que o tempo de pro-
cessamento obtido pelo LIBSVM. Quando 2, 4 e 8 processadamessados, os valores
da aceleracdo obtidos mostram que a paralelizacdo proporciconsideravel melhora no
desempenho, porém estes valores estdo muito abaixo dossvaleais, que sdo os da ace-

leracéo linear.

A curva de eficiéncia do sistema gradiente (5.26) em relagddBSVM é mostrada na
figura 5.11-(b). Observe que o valor da eficiéncia, quandam2gssadores séo utilizados,

€ de 52%, e para 8 processadores é de 37%, o que indica queag@a ¢onsideravel do
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tempo total de processamento, € despendida em tarefascdensacdo e comunicacao de

processos.

Aceleracdo em relacio ao LIBSVM Eficiéncia em relaco ao LIBSVM

s Aceleragéo ideal (linear) Pad 1 52.1

_ - Aceleragao obtida pela
. paraleliza¢éo do
sistema gradiente

41.89

Aceleragéo
S
N
Eficiéncia %

i
4 8 2 4 8
Ndmero de processadores Namero de Processadores

(a) (b)
Figura 5.11: Curvas de desempenho do sistema gradientd (&af® treinamento de-
SVMs, resolvido em paralelo através do método de Runge-Kigttaegunda ordem, em
relacéo ao LIBSVM - (a) Curva de aceleragéo obtida pela p&afglo do sistema gradiente
(5.26), e a aceleracgéao ideal (linear); (b) Curva de eficiéncia

Os dados de aceleracgéo e eficiéncia, para este exemploamagiie, apesar da para-
lelizacao ter proporcionado uma melhora significativa needgpenho do sistema, o tempo
despendido em tarefas de sincronizacdo e comunicacao ckspos precisa ser reduzido, o
gue proporcionard um aumento nos valores da aceleracaofeiaaa obtidos pela para-
lelizacdo do sistema gradiente (5.26).

No caso da paralelizacao do sistema gradiente (5.26%artdio o método de Euler com
controle de passo pela formula de Barzilai-Borwein, foranmdoist valores de aceleracao
acima dos valores ideais. Este fendmeno é conhecido emeleracdo superlineae fre-
guentemente ocorre quando caracteristicas do hardwhzeadi colocam o algoritmo serial
em desvantagem em relacdo ao algoritmo paralelo [98]. Umnjgkeé quando o volume
de dados de um problema é muito grande para ser armazenadenma@iercaché de um
unico processador, mas quando os dados sdo particionadstsileugios entre varios pro-
cessadores, cada particao é suficientemente pequenapanaaeenada na memaria cache
de cada unidade de processamento [98], o que proporcionangi@ra significativa no

desempenho do algoritmo paralelo. A curva de aceleracastada na figura 5.12.

IMemoria de alta velocidade, usada para armazenar copiatados das areas da memoria principal aces-
sadas com mais freqiiéncia
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8.4

Aceleracéo obtida
pela paralelizagéo do\ ofis
sistema gradiente g

4.2 -

Aceleragéo

178 ~,

| |
1 2 4 8
Numero de Processadores

Figura 5.12: Curva de aceleracao obtida pelo sistema gtadi®26), resolvido utilizando
o método de Euler com controle de passo pela férmula de BiaRolavein (Euler-BB), em
relacdo a formulacao serial do sistema gradiente (5.26Mids pelo método de Euler-BB,
mostrando aceleracao superlinear

Outras propostas de algoritmos paralelos para treinanten®VMs estéo disponiveis
na literatura. Um algoritmo foi proposto por Zanghirati enda[99] que, de acordo com
0s proprios autores, é “efetivo no caso de support vectohimes Gaussianos”, enquanto
gue o sistema gradiente (5.26) acomoda qualquer kernel deeMeO algoritmo proposto
por De Leone [100] foi desenvolvido para resolver probles@gprogramacéo quadratica
com uma Unica restricdo de igualdade e restricbes em casxeaniaéveis de decisdo, o que
o0 torna inadequado para o treinamenta/é8VMs e para resolver o problema primal (5.2).
O algoritmo proposto por Dong et al. [101] também foi desknelo para resolver a mesma
classe de problemas de programacdo quadratica, com unenésicicdo de igualdade e
restricdes em caixa nas variaveis de decisdo. Além distes akjoritmos, apesar de par-
alelizaveis, ndo sdo adequados para implementacdo attav@scuitos, ao contrario dos
sistemas gradientes (5.26) e (5.8)—(5.9). Além disso,stersns (5.26) e (5.8)—(5.9) tam-
bém sdo adequados para a resolucdo de problemas geraiggoemmaodo quadratica com

restricbes lineares.

5.6 Least-Squares Support Vector Machines (LS-SVM)

O modelo LS-SVM é uma modificacdo da formulacdo original)(8@ SVM, em que

as restricdes de desigualdade sdo substituidas por destrile igualdade. O LS-SVM é
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formulado pelo seguinte problema de programacao quadifad

N 1 1
minimizar&,,(u, e, ¢) = §uTu + b > el (5.45)
=1

sujeito au” ¢(z4,) +c=1—¢;, y; = +1

u'é(zp)+c=—1+ey =—1

O problema dual de (5.45) é dado pelo seguinte sistema de@sgifineares, também
conhecido como sistema linear KKT [78]:
0 ‘ yT c 0

. (5.46)
y‘Q—I—b’ll « 1

sendo qué&) é uma matriz simétrica, cujos componentes sdo dadog pery,y; K (z,z;),
sendoK definida por um kernel de Mercés (z, z;) = ¢ (z) ¢(z;). Segue que a funcéo de
kernel K é definida positiva e, consequentemefigambém o é.

No modelo LS-SVM, o problema de obter a superficie de separdgs classes equivale
a resolver o sistema de equacdes lineares (5.46), que eftéme (3.54). Observe que,
comob > 0,y # 0 eQ é definida positiva, entdo a matriz de coeficientes do sisktTa
(5.46) é ndo-singular e, consequentemente, a solucaoa Unic

O sistema (5.46) pode ser resolvido pelo sistema gradigrié)( e o teorema 5.1 garante
gue as trajetorias do sistema gradiente (3.54) convergerteepo finito para a solucao
do sistema de equacdes lineares (5.46). A seguir, apreseniam exemplo numérico da

utilizacao do sistema gradiente (3.54) para resolver ersstKKT (5.46).

Exemplo numérico

Consideremos novamente a base de dados Iris, do UCI Repoditdgchine Learning
[91]. Utilizamos a primeira e a segunda classes da basergssao linearmente separaveis.
A segunda e a terceira classes foram utilizadas para teste.

Neste exemplo, o sistema linear possui 101 equacdes e Xijhnitas, e o sistema (3.54)
possui 101 equacdes diferenciais. O parametro de recagaozusado & = 10. O kernel
utilizado neste exemplo é o kernel Gaussiano, dado em (354800 este kernel é de Mercer,

entdo a matrix) € definida positiva [78, 84]. A superficie que separa as etagéglefinida
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em funcao do kernel utilizado, e € dada por:

N
Y(z) = ZaiyiK(z, z;) + c. (5.47)

As condig¢@es iniciais foram escolhidas arbitrariamentengem e utilizamos o kernel
gaussiano com? = 1.0. A matriz de aprendizado do sistema (3.541é= 10I. Algumas
trajetérias resultantes séo exibidas na figura 5.13, nmakdra convergéncia para a solucao

do sistema de equacgdes lineares (5.46).

0.3
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Figura 5.13: Algumas trajetorias, arbitrariamente esdalfy do sistema gradiente (3.54)
para o exemplo Iris, mostrando a convergéncia em tempo fiait® a solucdo do sistema de
equacoes lineares (5.46)

As curvas de nivel da superficie separadora (5.47) para aéaseinamento do LS-SVM
atraves do sistema gradiente (3.54), sdo mostradas na figdiga). O conjunto de treina-
mento € separavel e a discriminacao das classes foi feit@ises Na figura 5.14-(b), séo
exibidas as curvas de nivel da superficie separadora (o7 segunda e terceira classes,
gue nao sao linearmente separaveis. Neste caso, a sepapagdenta 5 classificacbes in-

corretas.
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Figura 5.14: LS-SVI\$Ia%a) Curvas de nivel da superficie se(r?lieacbbtida pelo sistema
gradiente (3.54), mostrando a fase de treinamento do LS-8MMando duas classes lin-
earmente separaveis do Iris. A classificacdo foi feita seos ete treinamento; (b) Curvas
de nivel da superficie separadora, com o conjunto de teslieando duas classes nao-
separaveis linearmente do Iris, sendo que uma delas naprésentada no treinamento. A
separacao apresenta 5 classificagdes incorretas.

Sintese do capitulo

Neste capitulo o treinamento de SVMs e LS-SVMs através tiensés gradientes ndo-
suaves é abordado. Trés formulacdes distintas de supmbot veachines sédo consideradas;
para cada formulagdo um sistema gradiente € proposto.

A andlise de convergéncia para os sistemas gradientespiaamento do C-SVM e-
SVM é feita utilizando a forma Persidskii destes sistematee®ma geral 3.2, para sistemas
Persidskii. Estes sistemas sao implementados em compesaaaralelos, proporcionando
uma reducgéo no tempo de treinamento, e tornando estes asstampetitivos com outros
algoritmos para o treinamento do C-SVM+SVM.

Para o treinamento de LS-SVMs, que sdo modelados através) diéstema de equa-
cOes lineares, cuja matriz de coeficientes é quadrada eémgides para um kernel definido
positivo, é utilizado o sistema gradiente (3.54).

No proximo capitulo, apresentamos a aplicacdo de sisteradgegtes para resolver o

problema de restauracao de imagens.
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Capitulo 6

Restauracao de imagens utilizando

sistemas gradientes

A restauracao de imagens € um problema de inversao, que tematgetivo obter uma
estimativa da imagem original, sem degradacdes, a padimdesersdo degradada por algum

tipo de distorcdo, como embagamento e ruido.

O problema de restauracéo de imagens é formulado matematita por um problema
de otimizacgéao, cuja funcéo objetivo mede o nivel de degémagque a imagem foi sub-
metida, e restaurar uma imagem distorcida equivale a naaindg medida de degradacao.
Em muitas situag@es praticas, as degradacées em uma imagem ger descritas por mo-
delos lineares [102]. Neste caso, minimizar a medida deadegéo da imagem equivale
a resolver um sistema de equacdes lineares mal-condidanadualmente de dimensdes

elevadas.

Diversas técnicas estdo disponiveis para restaurar ireaggnadadas, e os métodos ite-
rativos, que incluem as redes neurais, apresentam diveaséagens. A idéia ao utilizar
redes neurais € tirar proveito da capacidade de processapaalelo e da possibilidade
de implementacéo através de hardware de baixo custo. Algsn,das redes neurais pos-
suem capacidade de adaptar-se efetivamente a naturezaldenpa, € ndo necessitam do

conhecimento prévio da distribuicdo dos dados a seremazisr{103].

O modelo de rede neural mais adequado para otimizar funcdesde de Hopfield [9]
e suas modificacdes, que servem como base para a maioriagdaghads de restauracao

de imagens baseados em redes neurais. O desenvolvimerdgodsres para restauracao
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de imagens, baseados em redes de Hopfield modificadas teieecioin o trabalho de Zhou
et al. [104], que apresentaram dois algoritmos para restamagens degradadas. O pro-
cesso de restauracgao através dos algoritmos proposto®éhcfihsiste de dois estagios: no
primeiro, os parametros da rede sédo estimados, e no segumdgem é restaurada iterati-
vamente utilizando os algoritmos propostos.

Paik e Katsaggelos [105] utilizaram a rede de Hopfield pasenislver diversos al-
goritmos para restauracdo de imagens, com diferentes ogtlatualizacado dos estados
da rede. Figueiredo e Leitdo [106] desenvolveram impleagdets de algoritmos iterativos
para restauracédo de imagens, adequados para implemeatagiobientes paralelos e dis-
tribuidos, baseados em redes de Hopfield modificadas. P&uae [107] propuseram dois
esquemas de particionamento de imagens e desenvolveramdediopfield modificadas,
baseadas nos esquemas de particionamento propostosy@agasamento em tempo real,
tirando proveito do paralelismo inerente a estas redes.

Mais recentemente, Sun [108, 109] utilizou uma rede de Hidpfiara restaurar ima-
gens utilizando os critérios de atualizagdo dos neurdragede apresentados em [110], que
sdo conhecidos como critérios EHE tem por finalidade selecionar, em cada iteracéo, o
neurdnios da rede que serdo atualizados. Zenari e Acholptdpuseram dois algoritmos
baseados em uma uma modificacéo da rede de Hopfield paraeres@ikoblema de restau-
racdo de imagens. Wu et al. [112], considerando imagerw ciigas, porém livres de ruido,
desenvolveram um algoritmo sequencial para restauracéwadeEns baseado em uma rede
de Hopfield modificada, utilizando o método de determinagépatsso do algoritmo pro-
posto por Perry [113], e a regra de atualizacdo de estad@sidgroposta em [114], que €
uma modificagédo da regra de atualizacdo de Paik e Katsad@6kjs

A técnica defusdo de imagensonsiste em realcar dados Uteis em imagens através de
técnicas de fusdo de dados [49]. O problema de fusdo de dadssste na integracdo de
medidas de dados obtidas por diferentes sensores em tifeiastantes, quando a infor-
macao sobre os dados originais ndo esta disponivel ou possttiezas, e é formulado atra-
vés de um problema de programacédo quadratica com resttigéages [115]. Xia e Wang
[49] aplicaram a técnica de fusdo de imagens para restaomarmagem corrompida por
ruido, utilizando uma rede neural recorrente desenvolvéda resolver problemas gerais de

programagao convexa com restricoes lineares.

1sigla deeliminating highest error
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Um segmento de grande importancia € a reconstrucao de isvageartir de projecdes.
Este tipo de aplicacéo esta presente em muitos campos dég¢i&mo imagens geradas por
tomografia computadorizada, raios-X e ultrasonografia][1dfa rede neural, baseada no
modelo de Hopfield, aplicavel ao problema de reconstrucé@imagens a partir de projecdes
foi apresentada por Cichocki et al. [117]. Gopal e Hebert J[1tizaram uma rede de
Hopfield para restaurar imagens produzidas por um tomagrafo

Consideramos neste trabalho apenas imagens degradaddstpaydes lineares e uti-
lizamos o sistema gradiente (3.54), na pagina 58, paravezsmproblema de restauracao de
imagens. A principal caracteristica do sistema gradiéhfl{, é que este sistema determina
uma solucdo em normi, minima do sistema de equacdes lineares que modela o problema
de restauracdo, que é menos sensivel a ruidos, enquantarguere dos algoritmos itera-
tivos para restauracao de imagens determina uma solucamaeos quadrados.

Sob a perspectiva de redes neurais, o sistema gradierd@ €3usn modelo de uma rede
neural com funcéo de ativacdo descontinua, e € uma alternéivel a formulacdo baseada
em redes de Hopfield, comumente adotada na literatura. Cadg&mdo sistema gradiente
representa um neurénio da rede, e todos os neurdnios sdieatoa simultaneamente em

cada iteracao.

6.1 Tipos de degradacao das imagens

Uma imagem é formada pela propagacéo de energia luminogtiradpaum objeto, que
passa por um sistema de formacao ou aquisi¢do de imagens aslentes de uma camera
ou o proprio olho humano, construindo assim uma imagem det@byiginal; um esquema

deste processo é mostrado na figura 6.1.

Sistema de formacao

) —
da imagem Imagem

Objeto ——p

Figura 6.1: Diagrama ilustrando esquematicamente o psoasformacao de uma imagem
a partir de um objeto

Imagens digitais em tons de cinza sdo armazenadas sob a dermatrizes, em que

cada componente representa a intensidade do tom de cinzsigagcorrespondente. As
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intensidades dos tons de cinza variam de 0 (mais escurodatrais claro). Na figura 6.2,

€ mostrada uma imagem de tamanhox 10 e sua representacao matricial.

By 205 W5 1Y B BH W5 W) WY W%
P I s I 5 Y )
255 000 000 000 000 000 000 000 000 255
255 000 255 255 255 255 255 255 000 255
255 000 255 255 250 255 255 295 000 235
255 000 255 255 250 255 255 25 000 235
255 000 255 255 250 255 255 255 000 255
255 000 000 000 000 000 000 000 000 255
By 05 W5 1Y B BH W5 WY WY W
P I s I 5 Y 5]

() (b)

Figura 6.2: Representacdo de uma imagem digital: (a) Imagel & 10 pixels mostrada
em um grid; (b) Matriz de tons de cinza correspondente a imags componentes com
valor 255, que séo os tons mais claros, compdem o fundo da&mimags componentes com
valor 000 comp&em as linhas pretas que formam o retangulo.

As degradacdes que ocorrem na imagem gerada séo introsiymttasistema de for-
macao de imagens e/ou por fatores do ambiente em que é fejtésicdo da imagem, como
variacOes de temperatura. As formas mais comuns de ded@mdag resolucéo finita dos
sensores utilizados na aquisicdo da imagem, embacamesido @ movimento do sensor
ou do alvo no momento da aquisicédo, refracdo e embacamentogado por problemas de

foco [106]. As distorgbes em imagens podem ser classificaleduas categorias [119]:

e Variantes no espaco — a distor¢éo sofrida depende da regidaegdiem. Este tipo de

distor¢ao ocorre por problemas no sistema de aquisicaordatooes externos;

e Invariantes no espaco — a distor¢cdo € a mesma em toda a imagste.tipo de

distorcao pode ser devido, por exemplo, a problemas de foomeimento da camera.

Neste trabalho, consideramos distor¢des invarianteggage® lineares, pois os modelos
matematicos sao consideravelmente simplificados, seredpados a aplicacdo das técnicas
descritas nos capitulos anteriores e muitas distor¢coetimégares podem ser aproximadas
por distor¢des lineares e invariantes no espaco.

As distorcdes lineares séo descritas matematicamentenperclasse de funcdes bidi-
mensionais conhecida confingdo de espalhamento de poiRSF). Esta denominacéo é

devida ao fato que todo sistema 6tico provoca algum graupmshesmento (embagamento)

2da denominacdo em ingl@sint spread function
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em cada ponto de luz que o atravessa. O grau de espalhameviogiio determina a qua-

lidade do sistema 6tico utilizado [120].

O efeito da aplicacdo uma determinada PSF em uma imagemceemia tipo e com a
ordem da PSF. Quanto maior a ordem mais visivel é o efeito BaB&do aplicada a uma
imagem. Quanto ao tipo, a PSF é selecionada de forma a praguzipo de degradacgéo
como, por exemplo, embacamento da imagem original. A figudanstra a imagem
degradada através da PSF de dimeris&o5, dada em (6.1), quando aplicada a imagem

original.
0.1 0.0 0.1 0.0 0.1

0.0 0.1 0.0 0.1 0.0
PSF=1| 01 00 01 0.0 0. (6.1)
0.0 0.1 0.0 0.1 0.0
0.1 0.0 0.1 0.0 0.1

O efeito provocado pela aplicacdo da PSF em (6.1) a imagegimakié um exemplo
de uma distor¢ao invariante no espaco, pois provoca um emtgaito uniforme em toda a
imagem, como pode ser visto na figura 6.3. A PSF é aplicada denpranto da imagem,
e atua nos pontos vizinhos ao ponto central de aplicacaepgmado o efeito de embaca-
mento, mostrado na figura 6.3. Quanto maior a dimenséo danfgs-yisivel é a distorcédo
produzida, pois uma PSF de dimensao maior atua em um numésoaegpontos em torno

do ponto em que é aplicada.

Como néo existem sistemas de formacao de imagens perfedasntagem formada por
um sistema de formacao de imagens é uma versao degradadag#amroriginal do objeto;
0 processo de restauracao de imagens tem como objetivowsbhgeestimativa da imagem
original, livre de degradacdes. Na pratica, devido a ingdedib dos instrumentos 6ticos, o
gue se considera como imagem original €, de fato, uma imagmeda como de referéncia,
gue possui um nivel de degradacéao suficientemente baixoeyoete que seja considerada

isenta de degradacdes.
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Imagem original Imagem degradada

{

Figura 6.3: Imagem degradada por embacamento, provocéalagieacédo da PSF dada em
(6.1) sobre a imagem original

6.2 Modelo matematico de degradacao

Considere uma imagem degradada bidimensidnat N, representada pai(z,y). Se

x < 3, esta notagdo indica que cagla’, y) € componente da seguinte matriz:

Sejaf|(z, y) aimagem original de orde/ x N. O modelo matemético de degradagéo é
dado pela convolugéo da imagem original com a PSF, mais who adiitivo, cuja formulacao

discreta para distor¢des lineares e invariantes no espadaaaepor

=
Z

gla,y) = Wz —&y—n)f&n) +nl(z,y), (6.2)

0n

o
Il
I
o

emqueh(x — &,y —n) € aPSFu(z,y) éoruidox =0,..., M —1ey=0,...,N — 1.
Organizando lexicograficamente as imagens, que consigtengithar as linhas dgz, v)
ef(x, y) em vetoreg ef, respectivamente, o modelo de degradacéo é dado por:
g =Hf +n, (6.3)
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sendo ques € RMN f € RMN n e RMN é o vetor de ruido &1 € RMN*MN & 3 matriz
de degradacéao, formada por um arranjo dos elementos da @& ndaneira que o produto

Hf executa a convolucao discreta entre a PSF e a imagem orjﬁina;)).

A PSF normalmente é um filtro passa-baixa [119], cujos elépseséio estimativas da
PSF do sistema que obteve a imagem ou que provocou a degradagéido, representado
pelo vetom, é considerado estético e distribuido uniformemente emacdirea da imagem.
Considerando uma PSF quadrdda P, comP << min(M, N), para distor¢cdes invarian-
tes no espaco, a matrld toma a forma de uma matriz bloco-Toeplitz [119]. Uma matriz

quadradd é Toeplitz, se o se(, j)-ésimo elemento é dado pby_;, isto é

ho h_i ... ho_y hi_y,
hi  hy h_ ho—n
H = hi  he o] (6.4)
Bn_g B—1
Pr1 hns hi g

Uma matrizH é dita bloco-Toeplitz, se € uma matriz de blocos, tal qué $)-ésimo
bloco deH € uma matriz Toeplitz dada p#f;_;. Um exemplo de uma matriz bloco-Toeplitz

€ dado em (6.5).

H, H, H, H,
H H, H, H

a=| = S (6.5)
H, H, H, H.,

H; H, H; H,

Observe gque, a matriz Toeplitz em (6.4) é completamenterdetada apenas pela sua
primeira linha e pela sua primeira coluna. Por outro ladoatimbloco-Toeplitz em (6.5) €
completamente determinada apenas pelo seu primeiro bidwoe pelo seu primeiro bloco-
coluna. Como cada blocH,, & = 7 — j, é Toeplitz, consequientemente, a matriz bloco-
Toeplitz em (6.5) € completamente determinada apenas petogonentes da sua primeira
linha e da sua primeira coluna. Este fato possibilita a miragéo da quantidade de memoria
necessaria para processar matrizes bloco-Toeplitz, jagpreas a primeira linha e a primeira

coluna precisam ser armazenadas.

Caso a PSF néo seja conhecida a priori, a estimativa da PSta & feartir do conheci-

137



mento prévio do tipo de degradacdo a que a imagem origindbetida, o que significa
gue quanto mais exato for o conhecimento dos processos gedden a imagem original,

melhor sera o resultado produzido pela técnica de restaurdiizada.

Como as imagens sdo formadas a partir de energia luminogaeseatacdo matematica

precisa satisfazer as seguintes restrices de nao-ridgda121]:

f >0 (6.6)
g >0 (6.7)
hi; >0 (6.8)

em queh, ; S80 os componentes da matriz bloco-ToeHitz

O problema de restaurar imagens degradadas por ruido @s dotmas de degradacéo,
como por exemplo embagamento provocado pelo movimentordareéou do alvo no mo-
mento da aquisi¢do, pode ser modelado como um problemardgatéo [120], que em

geral possui dimensdes elevadas.

6.3 Medida de degradacéo

Uma das dificuldades em resolver o problema de restauragéamadens é o mal-condi-
cionamento da matriH [121]. Miller [122] propbs métodos baseados em minimos rpsad
dos para a resolucao de uma classe problemas mal-condiomna que aplica-se ao pro-
blema de restauracdo de imagens. O problema em que estasressados € dado como

segue [122]: encontrar um vetbgue satisfaz:

lg - HIf|| <& (6.9)
IDf|| < e (6.10)

sendo que, no contexto de restauracdo de imagens,0 € uma estimativa da norma do
vetor de ruidos [123} > 0 € uma constante conhecid®e2 um operador de suavizacéo da
imagem.

De acordo com Miller [122], resolver (6.9)-(6.10) equivalesolver o seguinte problema
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programacao quadratica sem restricdes

minimizar F'(f) = = (||g — Hf||* + \||Df|]?). (6.11)

L
2

Este procedimento também é conhecido caegularizacdo de Tikhonof124]. No
problema de restauracédo de imagens, a funcéo objetifo problema (6.11), fornece uma
medida da degradacéo a que aimagem € submetida [119]. Mestatof € uma estimativa
da imagem originaf, A > 0 € um parametro constantdXeé um operador de suavizacéo da
imagem.

A escolha do parametrd interfere diretamente na estimativa fifal Se A for muito
pequeno a imagem restaurada apresentard maior nitidégmnpmstara muito distorcida por
ruido. Por outro lado, skefor muito grande, a atenuacao do ruido sera mais eficienténpo
a imagem restaurada perdera nitidez e apresentara um gemobdgamento maior.

Observe que, de acordo com a equagéo (6.3), o tégmoHT||> é o quadrado da norma
euclideana do vetor de ruidas Portanto, o problema de minimizar a funcao quadréatica em
(6.11), envolve a minimizacéao do sinal de ruido introduzidamagem, dado pelo primeiro
termo desta funcdo. O segundo termo é de regularizacaoj@ ajeduzir os efeitos do mal
condicionamento da matrid.

Expressando a func&ona forma padrédo de minimos quadrados, o problema (6.11) pode

ser escrito na forma [105]:
o 1
minimizar F(f) = §(fTAf —bf), (6.12)

emqueA = H'H + \D’D eb = H'g.
Observe quevF'(f) = Af — b, e que o minimo d&’ em (6.12) ocorre quandb é

solucao do seguinte sistema de equacdes lineares:
Af =b. (6.13)

Logo, resolver o problema de otimizagé&o (6.12) equivalsalver o sistema de equagdes
lineares (6.13). Observe que corh@ uma constante positiva, Befor ndo-singular, entéo
a matrizA também é nao-singular, satisfazendo as condi¢cbes do ta@&m Portanto, o

sistema de equacdes lineares (6.13), pode ser resolvidasigtma gradiente (3.54). Além
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disso, a matrizA em (6.12) é mais bem condicionada do didieou H'H, desde que a
matriz D seja escolhida adequadamente [123], e € mais adequada tmomierativos

para restauracao de imagens.

6.4 Restauracado através da solucdo em normh; do sis-

tema de equacoes lineares

A solucdo em normd; do sistema de equacdes lineares (6.13) apresenta divarsas v
tagens em relacdo a solucédo de minimos quadrados, como sen®bilidade a ruidos e
outliers[52], pois quando a nhormh, € usada, dados contaminados com ruido sédo elevados
ao quadrado, contribuindo mais para o erro total (quadrate que ndo acontece com a
solucdo em normé,;. Adicionalmente, a solucdo em normaé a mais indicada quando a
distribuicéo do ruido é pouco conhecida [125].

Diferentemente da maioria dos algoritmos iterativos pastauracdao de imagens, que
determinam uma solucdo de minimos quadrados do sistemaudedes lineares (6.13),
optamos pela resolugao utilizando o sistema gradientd)3cple determina uma solucéo
em normal; minima do sistema de equacdes lineares (6.13).

Como o vetorf tem que satisfazer a restricdo de sinal (6.6), precisammnéar uma
solucao ndo-negativa de norma minima para o sistema (€b8)o no problema de restau-
racao de imagens a matrik, definida em (6.12), é simétrica, entdo o sistema gradiente
(3.54) toma a forma:

f = —AsgrAf —b), (6.14)

sendo que os vetordse b sdo definidos em (6.12).

A restricao de sinal (6.6) é implementada limitando a satdatggrador entre um limite
minimo /b e um méaximoub. Em processamento de imagens estes limiteslisédo 0 e
ub = 255, que € o intervalo dos valores da intensidade de tons de emzzada ponto da
imagem.

A limitacdo da saida do integrador é feita através de um dpeigue: i) se o valor da
saida do integrador esté entre os limitiee ub, entdo a saida é o proprio valor computado
pelo algoritmo de integracao; ii) caso o valor da saida degnaidor seja menor que o limite

inferior ou maior que o limite superior, o valor da saida édoxao limite inferior ou no
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limite superior, respectivamente [117]. Através destarddogem, a restricdo (6.6) nao é
violada durante o processo de otimizacéo, e a implementigsta limitacdo pode ser feita

através do operador de projec¢éao utilizado em Xia e Wang [126]

(

b, sex < Ib
P(z) =< z, sex e [Ib, ub] (6.15)

ub, sex > ub

6.5 Implementacdo do sistema de equacOes lineares para

restauracao de imagens

Os problemas de otimizagdo que modelam o processo de egsiaule imagens nor-
malmente apresentam dimensdes elevadas. Para ilusedatstconsidere uma imagem
degradadg(z, y) e sua estimativa sem degradagde, y), ambas de 512 por 512 pontos.
Neste caso, a dimenséao dos vetgresf é 5122, e a matriz de degradac&btem dimenséo
5122 x 5122, isto é, a matriZI possui aproximadamen&s8.7 x 10° elementos. Isto sig-
nifica que a matriz de coeficientdsdo sistema de equacdes lineares (6.13) também possui

aproximadamentés.7 x 10° elementos.

Este dado demonstra que a restauracao de imagens é um maplemxige muito poder
computacional, e o desenvolvimento de algoritmos paraigdoa abordar este tipo de pro-
blema é de fundamental importancia. O sistema gradientd)(@ferece uma alternativa
bastante promissora neste sentido, pois além de sua estsutiples, este sistema também

é facilmente paralelizavel.

O sistema gradiente (6.14) pode ser resolvido atraves deitalgs de integracdo nu-
mérica. Para viabilizar a utilizacdo de algoritmos de irdggo com passo adaptativo, do
mesmo modo que no capitulo 3, utilizamos a técnica da canvada para aproximar o
termo descontinuo do sistema gradiente (6.14) por umadwgdinua em uma vizinhanca
da superficie de descontinuidade, dada{por Ax = b}. Dois algoritmos de integracdo

foram utilizados para resolver o sistema gradiente: osadoétde Runge-Kutta e de Euler.
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Método de Runge-Kutta de segunda ordem

O método Runge-Kutta de segunda ordem é um método de doisossgggindo duas
avaliacGes do segundo membro dos sistema de EDOs. Utilzaste método com os co-
eficientes obtidos em [65], juntamente com o algoritmo derotede passo via PID [66],
obtendo resultados com preciséo satisfatoria.

O pseudo-cédigo do método de Runge-Kutta de segunda ordetoé@dalgoritmo 3.3,
e os coeficientes de Cash-Karp séo dados sob a forma de taivi¢d16é&), ambos na pagina
64. A atualizacdo do passo de integracdo € feita pela for@ub2), com os parametros

sugeridos em [66], dados em (5.42), na pagina 114.

Método de Euler com passo adaptativo

O método de Euler com controle de passo através da férmulardédaB@orwein [59]
(Euler-BB), descrito na se¢do 3.9.1, € mais adequado a résotieg problemas de grande
porte, pois exige apenas uma avaliacdo do segundo membristdma gradiente (6.14)
em cada iteracdo. O custo computacional do célculo do pasax@, pois exige apenas a
determinacao de dois produtos internos e duas opera¢oebtdacsio de vetores, que podem
ser feitos em paralelo.

Em termos de utilizagdo de memoria, no problema de procesgarde imagens, consi-
derando uma imagem de dimeng@ox N, e a utilizacdo da precisao dupla nos calculos, a
guantidade adicional de memoria utilizadacd/ N bytes. Para uma imagem de dimenséo
512 x 512 pontos, a requisi¢cdo adicional de memadria € de apenas 4 gtegahue € uma
guantidade significativamente pequena.

O desempenho do sistema gradiente (6.14) é comparado cosempenho do método

dos gradientes conjugados, descrito a seguir.

Método dos gradientes conjugados

O método dos gradientes conjugados, proposto por HesteBesfel [127], € um dos
métodos mais eficientes para a resolugdo de sistemas dedeguengares. Este método
apresenta como principais atrativos o baixo custo comjmutalk e a alta taxa de convergén-
cia [128], sendo adequado a resolucao de sistemas de egquangaes de grande porte.

O método dos gradientes conjugados é freqliientementeadtligara resolver sistemas de
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Algoritmo 6.1 Método dos gradientes conjugados para a resolucéo de astequacoes
lineares
fy = condicao inicial

ro=Afy,—b (residuo inicial)
So = Io (direcao inicial de busca)
Parak=0,1,2,...
o = rity/s) Asy (calcula o passo do algoritmo)
f 1 = + agsg (atualiza solucao)
Tpp1 = T — apAsy (calcula novo residuo)
Bt = r}fﬂrkﬂ/r{rk
Ski1 = Tro1 + Orr1Sk (calcula nova direcéo de busca)
Ty = Thy1; Sk = Skl (atualiza variaveis antigas)
k=k+1 (atualiza nimero da iteracéo)
Fim

equacoes lineares decorrentes de problemas processatedntiagens e sinais [129-133],
gue sao mal-condicionados e, em geral, apresentam dinseelsiadas.

O método dos gradientes conjugados original, como propgmstdiestenes e Stiefel, é
descrito no algoritmo 6.1. Em cada iteracdo do método dakiegrées conjugados, € deter-

minada uma nova direcéo de busga; que satisfaz:

() sk11 € nao-ortogonal ao vetor de residuos computad@-gaima iteracao, isto é,

S;}F-i-lrk # 0;
(i) sk € A-conjugada, isto &7 As,, = 0,sendoqué = 1,...,k.

O parametray,, garante que a condicdo (i) € satisfeita. Por outro lado,ranpetro
Ok, garante que a nova direcao de busca € A-conjugada, satisfazendo a condicao (ii).
Os parametros,, e 641, também garantem que os residuos determinados pelo mé&isdo d
gradientes conjugados, aps- 1 passos, sdo mutuamente ortogonais [128, Teo. 10.2.3].
Quando a matriz de coeficientdsdo sistema de equacdes lineares (6.13) é mal-condi-
cionada, a taxa de convergéncia do método dos gradient@sgadns é severamente re-
duzida. Com o objetivo de aumentar a taxa de convergéncigodtaho é implementado uti-
lizando um pré-condicionador. O pré-condicionador € umaimado-singularC, definida
de tal maneira que as propriedades espectrais da n@tfiA sejam melhores que as da
matriz A.. Neste caso, ao invés do sistema (6.13), o método dos grasimnjugados é apli-
cado aC~!Af = C~'b. O método dos gradientes conjugados com pré-condiciortandéen

descrito no algoritmo 6.2.
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Algoritmo 6.2 Método dos gradientes conjugados para a resolucéo de astequacoes
lineares pré-condicionado por uma matriz definida-pas(ilv

fy = condicéo inicial

ro=Afy,—b (residuo inicial)
Zy = C_lro
So = Zg (direcao de busca inicial)
Parak=0,1,2,...
oy, =1}z /st Asy, (calcula passo do algoritmo)
Tpi1 =Ty — apAsy (calcula novo residuo)

_ —1
zpy1 = C g

T T
Bri1 = Tpy1Zhy1 /Ty Zk

Skt1 = Zkt1 T Brt1Sk (calcula nova diregéo de busca)
frr1 =T + arspa (atualiza solugéo)

Iy = Tyt Sk = Ska1; o1 = fi) 21 =z (atualiza variaveis antigas)
k=k+1 (incrementa o numero da itera¢ao)

Fim

No problema de restauragéo de imagens, a matriz de coedisi®rdo sistema de equa-
¢cOes lineares (6.13), é mal-condicionada. Esta matrizrédda a partir da aplicacao da
regularizacéo de Tikhonov ao sistema bloco-Toeplitz (&8) que o produto da matriz mal-
condicionadaH pelo vetorf, executa a convolucdo da PSF com a imagem original. Para
problemas envolvendo matrizes Toeplitz, o pré-condiaonairculante € o mais adequado
[133]. Para maiores detalhes sobre a aplicacdo do métodgrddentes conjugados para

sistemas Toeplitz, ver por exemplo [134].

Uma matrizC de dimensém x n é dita circulante, se é Toeplitz e se= ¢,_;, k =

0,...,n — 1. Um exemplo de uma matriz circularféde ordemt x 4 € dado em (6.16).

@]
I

(6.16)

As matrizes circulantes séo diagonalizadas pela matrinddad¥ F [134], neste caso, a
matrizC pode ser escrita como:
C = FIAF,

em que a matrizA é diagonal, formada pelos autovalores da madrjz F¥ ¢ a transposta

hermitiana da matriz de Fouri&. Como a matriz de Fourid® é unitaria, enta®@’” = F~'.
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Consequientemente, a inversa dos pré-condicionadoresaaites pode ser obtida uti-
lizando a transformada rapida de Fourier (EEFD primeiro pré-condicionador circulante
para matrizes Toeplitz foi proposto por Strang [135]. Eséeqondicionador foi posterior-
mente estendido para matrizes quadradas quaisquer por €ahn¥6]. O pré-condi-
cionamento de matrizes bloco-Toeplitz e da makjzesultante da regularizacéo de Tikho-
nov, foi abordado, por exemplo, em [131] e [137].

Construcéo do pré-condicionadoobserve que o sistema de equacdes lineares (6.13) pode

ser fatorado na forma
AT(Af —b) =0, (6.17)

sendo quel := [H” \'/2D7)T ¢ uma matri2ZM N x MN, eb := [g7 0] é um vetor de
dimens&d@M N. As matrizesH e D sdo matrizes bloco-Toeplitz de dimens#aV x M N,
em que cada bloco possui dimens@o< NV, e A € o parametro de regularizacao.

Em [137], é descrito um procedimento pratico para obtecpraicionadores circulantes
por blocos para sistemas de equacdes lineares na formy {as@ado no pré-condicionador
circulante de Chan [138]. O pré-condicionador de Chan é unwipacao circulant€ de

uma matriz quadrad®, em relacdo a norma de Frobenius, isto &,
C = argminF(X) = [|X — T||r,

no conjunto de todas as matrizes circulaies
QuandoT é uma matriz Toeplitz de dimens&b x N, o (i, j)-ésimo elemento do pré-

condicionador de Chan [138], € dado por:

(Y = k)t +ktk_N, se0) < k < N,
cr = N (6.18)
CNik, S€0 < —k < N

sendo qué = i — j, et; € 0 elemento da-ésima diagonal da matriz Toepliiz

A formula (6.18) é utilizada em cada bloco das matriFes D em (6.17), resultando
nas matrizesfj(}? e CS), em que cada bloco destas matrizes € uma matriz circularge. A
matrizesC(}P e CS) sdo as aproximacdes de nivel 1 pBF& D, respectivamente [137].

Em seguida, cada bloco c[é%) e Cg) é tratado como um elemento destas matrizes,

3Sigla de Fast Fourier Transform
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entao, sob esta perspectiﬁg) e CS) tém dimensad/ x M. Aplicando a férmula (6.18),

obtemos as aproximagoes de nl’véllg) e Cg), paraH e D, respectivamente, dadas por:

([ (M — k)[CJk + KICH ]
c? = M

\ [CQ]MM, se0 < —k< M
(M = B)CYTi + K[CHli—us
Cy = M

[Cg)]M+k, se0 < —k< M

_M, sel) <k < M,

, se0 <k < M,

sendo quéeT]; é o bloco que determina/aésima bloco-diagonal da matriz bloco-Toeplitz
T.

As matrizescg) e Cg) séo circulantes por blocos, com blocos circulantes. Segund

Chan e Jin [139, Teorema 3], estas matrizes satisfazem:

C? = (FoF)"Au(F®F) (6.19)
C = (FoF)?Ap(F®F) (6.20)

sendo que o operadar indica o produto de Kronecker,fy e Ap sédo matrizes diagonais

contendo os autovalores aé? e Cg), respectivamente.
A aproximacao de nivel 2 para a matiZ?D em (6.17) é dada pdrl/ch). Segundo

Chan et al. [137], o pré-condicionad@rde nivel 2, para o sistema (6.17) satisfaz
c’c = (CH7cl + A cH)cl).
Utilizando (6.19) e (6.20), o pré-condicionaddré definido por [137]:
C=(FeF)"®FaF). (6.21)

sendo québ := (AFAn + AMEAp)'/2,
Observe que para construir o pré-condicionadam (6.21), apenas os autovalores das
matrizesC(é) e /\CS), dados pelas matrizes diagonaig e Ap, SA0 necessarios.

O pré-condicionador obtido é circulante por blocos, em qaaadloco € uma matriz

circulante. Mostra-se que apenas a primeira coluna dosqm‘réicionadoreﬁg) e C(DQ) sao
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necessarias para determinar as matrizes diagdnasAp [137]. Denotando po[lC(é)]m a
primeira coluna da matriﬂg), os autovalores da matrtzg) séo determinados calculando-

se a FFT em duas dimensdes da primeira coluna desta mdtrie, is
Aul = (F o F)?[CY), .

sendo qud = (1,1,...,1)T € RMY. Procedimento analogo é utilizado para determinar
a matrizAp. De posse dos autovalores dﬁ) e Cg), dados pelas matrizeSy; e Ap,
respectivamente, € possivel determinar a matriz diagbpaim (6.21).

Note que, em cada iteracdo do algoritmo 6.2, é efetuado afwath inversa do pre-

condicionadorC por um vetorr € RM¥, Este produto é feito através da formula
Clr=FoF) & (FoF)r,

que exigeO(2M N (log(N) + log(M))) operagdes, utilizando a FFT em duas dimensdes
[137].

6.6 Utilizacdo da esparsidade das matrizes bloco-Toeplitz

A matriz bloco-ToeplitzH associada a uma imagem de dimens&® x 512 possui
dimensédo dé122 x 5122. A quantidade de memodria necessaria para armazenar esia mat
considerando que os dados de precisdo dupla, € da ordem dggab®tes. Uma matriz
com estas dimensdes & muito dificil de ser tratada compmalonente, e devido a grande
guantidade de memodria exigida para o seu armazenamentceaatio explicita € inviavel.

No entanto, a matriHl possui as seguintes caracteristicas:
(i) € esparsa;
(i) é completamente determinada pela PSF utilizada.

Estas duas caracteristicas permitem resolver de formarg&ad problema da requisicao
de memodria, e também da quantidade de operacfes aritnéticassarias para a realizacao
de cada iteracao do algoritmo de integracao utilizado.

A matriz bloco-ToeplitzH é gerada a partir da formula discreta de convolucéo da ima-

gem com a PSF, e um procedimento pratico para a geracao dasiadrdescrito em [121].
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Por este procedimento, a PSF ndo é centrada na origem, e temvamtagem gerar ma-
trizes ToeplitzH; triangulares de banda; a matriz bloco-Toepltzambém é triangular de
banda por blocos. A conseqliéncia de ndo considerar a PSk&dant origem € apenas um

deslocamento na imagegy dada em (6.3), no valor da dimenséo da PSF [121, pg. 218].

Como ilustragcao, considerando uma PSF de ordem 2 aplicada amagem quadrada

de 3 x 3 pontos, a matriz bloco-Toeplitz correspondente tem did@fs< 9. O nimero

de blocos ndo-nuloH; é dado pela dimensdo da PSF, e cada um dos blocos é uma matriz

Toeplitz. Neste caso, a matriz bloco-Toeplitz &

H 0 0 0 0
H H, 0 0 0
H, Hy 0 0
H, Hy 0
H, H,
0 H, H,
0 0 H, Hy 0
0
0

© o o o O
© ©O © o o ©
© ©O © © o o

© ©O © o o o o

0 0 H, H 0
0 0 0 H, H

©c © o ©o o o o
© © o o o o
© © o o O

Os primeiros elementos da primeira coluna de cada lih&#o os elementos dasima
linha da matriz que implementa a PSF, os demais elementosu@ A dimensao de cada

blocoH; é dada pela largura da imagem e&simo bloco ndo-nulo da matri é

hii 0 0
H; = h@g hi71 0 (622)
0 hig hia

sendo que; ; séo os elementos da matriz PSF, também conhecida como adsdasF.

Observe que a matrill € esparsa e os bloc®¥; também séo esparsos. Considerando
uma PSF de dimenséo 3 aplicada a uma imagem de dimémng&o 512 resulta em uma
matriz H triangular de banda por blocos, de ordém2? x 5122 que possui trés bloco-
diagonais nédo-nulos. Os blocos ndao-ndthsgque compdem as diagonais Hetambém séo

matrizes triangulares de banda, com trés diagonais.
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Devido as dimensdes da matiit e da matrizD, a criagdo da matriA em (6.14) é

inviavel. No entanto, o vetor de residuopode ser escrito como segue:

r = H (Hf) + \D”(Df) - H'g.

Utilizando a mesma notacdao, o sistema gradiente (6.14) ggEdescrito como:

f = —H”(Hsgn(r)) — AD7(Dsgn(r)).

A estratégia adotada para realizar os calculos discrimmadima é resolver primeiro
0s produtos entre parénteses, 0 que permite executar gpeEmnkgos matriz-vetor. A es-
parsidade das matriz&% e D é explorada a partir da identificacdo das posi¢cdes dos blocos
ndo-nulos. A discusséo a seguir é feita para a mElrimas também é valida para a matriz
D, que também é uma matriz bloco-Toeplitz. Através da ingpdeamatrizH, concluimos
gue o produto desta matriz pelo vefoé um vetor de blocog cujo i-ésimo bloco é dado
por:

yi:ZHM_”fl, l=—min(0,d —i—1),...,i (6.23)
l

sendo queé = 0,..., M —1 é o indice dos blocos-linha da matk#, [ € o indice dos blocos-
coluna deH, M € a altura da imagem/ € a dimensédo da PSF. O vetor de blogoem

dimensaal/ N e a dimensao de cada blogpé N.

A variacao dos indicesem (6.23) mapeia corretamente os blocos ndo-nulos na matriz
H. Deste modo, apenas os produtos matriciais dos blocosulés-pela particdo corres-
pondente do vetof sdo executados. A esparsidade dos blddp® explorada utilizando
as subrotinas BLAS de multiplicacdo de matrizes triangslaebanda por um vetor. Os
blocosH; sdo armazenados em uma forma compacta, em que apenas asdiago-nulas
do triangulo inferior sdo armazenadas em uma matriz de orflemV, sendo queV € a
largura da imagem, e € suportada pelas subrotinas BLASza&itdio este sistema de ar-

mazenamento, 6ésimo bloco, definido em (6.22), € armazenado como:

hix hij hia
hia hiz 0

(6.24)
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Os produtos séo feitos utilizando a subrotiftedomv do BLAS, que € especifica para a
execucao de produtos matriz-vetor, em que a matriz € trianda banda e armazenada na
forma compacta acima. Esta forma de armazenamento redda miais a quantidade de
memoria necessaria para o armazenamento dos dados, eacébtlido BLAS aumenta o
desempenho, tirando proveito da estrutura dos blétosEste procedimento proporciona
uma reducéo significativa na quantidade de memoaria necegsda 0 armazenamento dos
dados na implementacao do sistema gradiente (6.14). Agesgrodutos em (6.23) serem
executados em cada iteragcdo, a quantidade de operacossaree € consideravelmente
reduzida, pois 0 somatorio no segundo membro de (6.23) € axiopor no maximal

parcelas, que em geral € um ndimero pequeno.

6.7 Paralelizacdo do sistema gradiente

O sistema gradiente (6.14) tem uma estrutura muito simpdaaimente paralelizavel.
Do mesmo modo que os sistemas do capitulo 5, a paralelizde#ia através da distribuicéo
das equacdes do sistema gradiente (6.14) entre os divemsmspadores de uma maquina
paralela.

A avaliagdo do segundo membro do sistema envolve duas etapada uma delas pode

ser realizada em paralelo:
1. Calculo do vetor de residuos= Af — b;
2. Célculo do produto da matrix pela ndo-linearidade sgn.

A implementacdo numérica do sistema gradiente (6.14) & diavés da integracdo em
paralelo deste sistema. A forma de paralelizacdo adotaglzadra-se, segundo a classifi-
cacao dada por Petcu [90], na categorigdrlelizacdo através do sistembleste caso, a
avaliacdo do segundo membro do sistema gradiente (6.1Baé&fe paralelo, o que resulta
na distribuicdo das equacdes que compdem o sistema entrecesgadores solicitados.

Um dos principais problemas a serem enfrentados na impleg@mnumérica do sis-
tema gradiente (6.14) € o armazenamento da matrigue possui dimensées muito ele-
vadas. Para uma imagem de 1024 por 1024 pontos, a matraarespondente € quadrada e

tem dimensaa.048.576 x 1.048.576. Considerando que a precisdo dupla é usada nas imple-
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mentacdes, 0 armazenamento desta matriz exige 8 teraleytesrdodria, o que inviabiliza a
sua criacdo explicita.

No entanto, a matriA € completamente determinada pela PSF e pelo operador de
suavizacao que compde a matidz que sdo de dimensdes pequenas, permitindo que o pro-
blema do armazenamento da matkizeja resolvido, em paralelo, através do procedimento
descrito na sec¢édo anterior, em que apenas os bl¢ed); sdo armazenados, utilizando a
forma compacta (6.24). Ao invés de criar explicitamente &imaA, os blocosH,; e D; séo

utilizados diretamente nos céalculos.

6.7.1 Particionamento do problema

A paralelizacdo do sistema gradiente (6.14) exige a defirdigétamanho de cada par-
ticdo e, em seguida, o mapeamento das particdes criadasocesgadores disponiveis. Seja
k=0,1,...,p— 1, aidentificacdo de cada unidade de processamentoreimero de pro-
cessadores solicitados na maquina paralela. O ¥edode ordemM/ N e a matrizA é de
ordemM N x M N, sendo qué/ é a altura eV a largura da imagem.

Para que a estrutura das matrizes bloco-ToeHlitz D possa ser explorada adequada-
mente através do procedimento descrito na se¢éo 6.6, oipaainento do sistema gradiente
(6.14) é obtido a partir do particionamento do veftoO vetorf € a estimativa da imagem
original organizada lexicograficamente, que é particiordaltal maneira que cada particao,
mapeada em um processador diferente, corresponde a utmiutetdo namero de linhas
da imagem a ser obtida. Este particionamento é ilustradoyneaf6.4, considerando um
particionamento para trés processadores.

A dimensao de cada particao € determinada através do qteeigne o nimero de linhas
M da imagem e o numero de processadgreslicitados para o processamento paralelo.
Denotando poit/\p a divisédo inteira dé// por p, a dimensédo de cada particdo do veteér
dada por:

M\p, sek #0
Py = \ (6.25)

M\p + M mod p, caso contrario

Caso o quocienté/ /p tenha resto igual a zero, as dimensdes das particdes, dsfama
(6.25), garantem uma distribuicdo uniforme da carga degsgamento na maquina paralela.

Caso contrario, a dimenséo da particAo mapeada no procesdantificado pork = 0,
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Processador 0

Processador 1

Processador 2

Figura 6.4: Particionamento da imagem para processamardteo através do sistema gra-
diente (6.14) utilizando trés processadores, em que cada 6imapeado em um processador
diferente

€ maior que a dimenséo das particdes mapeadas nos demaissaadares; neste caso o
processadok = 0 recebe uma carga maior de processamento que os demais. é2andul
a organizacao lexicografica da imagéntada bloco-linha da matriA possui/NV linhas e,

portanto, a cada particdo da imagem correspondgmV linhas na matrizA.

6.7.2 Mapeamento das particbes nos processadores

Sejam as particbes da matekz e dos vetore$ e r, mapeadas ng-€simo processador,

definidas como segue:

A —, particdo por linhas da matrix:;
f*) — partic&o do vetof;

k

r® — particdo do vetor;

b¥) — particdo do vetob.

A particao por IinhasAl('“) € uma matriz que contém as linhasAlgue sdo mapeadas no
k-ésimo processador. Utilizando este particionamentolauicado vetor de residuos é feito
pelok-ésimo processador através da formula:

r® = APf _p® k=0, . p—1 (6.26)
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O calculo do residuo é efetuado em paralelo e o produto dazrmaf(?) pelo vetorf é
efetuado utilizando as férmulas dadas na secao 6.6. Nde&@ouesiduar, a operacdo que
demanda maior tempo de computacao € o produto da nfatpelo vetorf. O particiona-
mento descrito acima é justificado, pois 0 nUmero de opesagiEnéticas por iteracdo é

distribuido entre os processadores, reduzindo consiglenante o o tempo de computacéo.

Ap6s o célculo das particbe”), é feita a sincronizacgéo dos processos, em que cada cada
processador envia aos demais a particdo computada lodelntestes dados séo utilizados
para compor em cada processador o vetor de residuls:-ésima particdo do sistema de

equacdes (6.14), mapeadakésimo processador é dada por:
£ = —_M®A® sgr(r). (6.27)

O k-ésimo processador integra numericamente a particdcspamedente do sistema gra-
diente (6.14), dada por (6.27). A cada iteracéo, € necespdeios resultados parciais calcu-

lados localmente por cada processador sejam enviadosmassgaocessadores envolvidos.

O numero de operacdes aritméticas necessarias para cangadt iteracdo € dividido
entre os processadores solicitados para o processameakei@gproporcionando uma dis-

tribuicdo bastante uniforme da carga de processamento.

O algoritmo de controle de passo do método de Runge-Kuttacuexko seqlencial-
mente no processador mestre, identificado como o processamo Os calculos envolvidos
sdo muito simples, envolvendo apenas grandezas escalaresta razdo, nao ha vantagens
em paralelizar este algoritmo. A paralelizacdo deste gigorintroduziria mais pontos de
sincronizacdo em cada iteracdo do integrador, e o tempe@udeisip em sincronizagao seria
maior que o tempo despendido nos calculos. A paralelizagfbe caso, traria prejuizos ao
desempenho total da implementacdo. Com a implementacabdgealgoritmo de controle
de passo, o0 Unico ponto de sincronizacao existente no odoyasso corresponde a comu-
nicacdo do novo passo de integracao pelo processador raestoemais processadores do
grupo.

Por outro lado, o passo de integracao do método de Eulemurtaio através do método
de Barzilai-Borwein, é calculado em paralelo. O célculo despakepende diretamente da
solucdo computada nas duas ultimas iteracfes, e do vewiegi@ computado na itera-

cao anterior. Como estes valores estéo distribuidos entreidades de processamento da
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maquina paralela, o calculo do passo do algoritmo 3.2 exigetgdos 0S processos sejam
sincronizados. O célculo do passo representa um ponto cd®siracéo adicional ao algo-

ritmo, mas os dados sendo transmitidos sdo apenas graresezsdares de precisao dupla,
gue ocupam 8 bytes de memoria, e a transmissao destes dadosprEsenta uma carga

adicional significativa ao algoritmo.

6.8 Exemplos numéricos

A implementacdo em paralelo do sistema gradiente (6.14@itaiatravés da codificacédo
dos algoritmos de integragdo em FORTRAN 90, utilizando akobdzas MPI, para a cria-
¢cao e gerenciamento dos processos paralelos, e as bibS0BEAS para a execucao de
operacdes envolvendo vetores e matrizes.

O aplicativo gerado pode ser usado tanto em maquinas de maectodémpartilhada como
em maquinas de memodria distribuida. Os experimentos ayeeks a seguir foram realiza-
dos em uma maquina SGI Altix 350, cujas caracteristicasesiomidas na tabela 1.2.

Para fins de comparacao, o sistema de equacdes linearestédriti®m foi resolvido
através do método dos gradientes conjugados sem pré-mmratitento, descrito no algo-
ritmo 6.1, e utilizando pré-condicionamento, descrito fgodtmo 6.2. A qualidade das
imagens restauradas pelo sistema gradiente (6.14) tand@oniparada com as imagens

restauradas através dos filtros de Wiener e Lucy-Richardgid).|

Critério de parada

Nos exemplos a seguir, a integracdo numérica do sistemeegtad6.14) é executada até
gue um ponto estaciondrio do sistema, dentro de uma detteiolerancia, seja atingido.
Este critério é implementado atraves do erro normalizadeetido na fungéo objetivo a cada

iteracdo, dado por
| E(fr41) — E(fr)]
| E(fx)]

<5x 1074, (6.28)
em queFE/(f) é definida em (3.52). Observe que, se

|E(fy1) — E(fi)]
|E(f))]

=0,
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entdo £ (f,1) = E(fx), o que implica que o sistema gradiente (6.14) atingiu uma@ont
estacionario, que é um ponto de minimoidgustificando o uso de (6.28) como critério de
parada.

Freqlentemente utiliza-se como critério de parada o emmal@zado cometido na va-

riavel f a cada iteracdo [102], dado por

1fr1 — 2]

< tol. (6.29)
15

No entanto, este critério mostrou-se inadequado ao métedRudge-Kutta, pois o al-
goritmo de controle de passo mantém o erro definido acimaaléelet uma determinada
tolerancia, o que torna este critério inadequado para idecidomento de parar 0 processo
de integragéo.

Um critério de parada para algoritmos iterativos para veat@io de sinais foi proposto
por Walsh e Marcellin [141]. No entanto, segundo os propaa®res, este critério € ina-
dequado quando a matriz de coeficientes do sistema de egquatgeres que modela o
processo de restauracédo nao € formada explicitamenteé Bstaso do problema de restau-
racao de imagens, que devido as elevadas dimensfes desta emtgeral ndo é possivel
formé-la explicitamente.

Outro critério de parada para algoritmos iterativos desiiis ao problema de restauracao
de sinais foi proposto por Trussell [142]. No entanto, pasistema gradiente (6.14), este
critério mostrou-se inadequado, pois utiliza diretamentguacéo (6.3). Como a matriz
H é mal condicionada, a taxa de convergéncia é considerantdnenta. Experimentos
realizados no exemplo 6.8.1 abaixo mostram que o residutdtefior|Hf — g||* decai a
uma taxa de cerca del % a cada vinte intera¢cdes, o que inviabiliza a utilizacaoedesstério

de parada.

Formas de degradacao das imagens

As imagens sdo degradadas através de diferentes formaddeamento e por um ruido
aditivo. A matrizD em (6.14) usualmente corresponde a um filtro passa-altes experi-
mentos que seguem utilizamos o operador laplaciano, defo@th equacéo (6.30).

0*  0?

2 _ _
Viceat 952

(6.30)
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O operador laplaciano é um operador derivativo e uma apanpdm discreta para este
operador, utilizada nos exemplos, € dada pela matriz erh)(6(3 método para obter uma

aproximacao discreta para o operador de Laplace é desarifp29].

1 4 1
L=—14 —20 4 (6.31)
1 4 1

O operador laplaciano € comumente utilizado na literatL@d]. A aplicacdo do ope-
rador de Laplace a imagem, resulta na atenuacdo de variagéess de niveis de cinza
e acentua variacdes bruscas ou descontinuidades nos adveisza, tendendo a produzir
imagens com contornos e outras descontinuidades, tais addm mais acentuados [120,
pg. 129]. Por outro lado, através do ajuste do parametépossivel obter uma imagem

restaurada com menor nivel de ruido, porém menos nitida.

A escolha do parametro de regularizagao\

A escolha do parametrd é importante, pois s& € grande, o ruido sera suprimido da
imagem restaurada, porém a imagem resultante perde nifRtgzoutro lado, se for pe-
gueno, a imagem resultante é mais nitida, mas o ruido, ndwriésdo de forma eficiente.

Diversas formas de ajustar este parametro estdo dispemaditeratura. Galatsanos e
Katsaggelos [143] propuseram dois métodos para estimatdnee do ruido presente na
imagem e escolher o parametxo O problema de escolher o parametro de regularizacao
também foi abordado por Miller [122].

Para ilustrar a influéncia da escolha deste parametro nokadss obtidos, as simu-
lacdes foram feitas utilizando diferentes valores corietado parametro de regularizacao,
e também utilizando a escolha adaptativa do parametmroposta por Kang e Katsagge-
los [144], em que este parametro € considerado como um fhudailef e é determinado
iterativamente, baseado nos dados disponiveis em cadgétedo algoritmo de restauracao
utilizado.

Kang e Katsaggelos [144] obtiveram duas formulas para #izdgao iterativa de.: uma
€ linear; a outra quadratica. Realizamos experimentoswreglres com ambas as férmulas,

e a quadrética apresentou um desempenho superior a limgast razdo, realizamos dois
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experimentos com a formula quadrética, dada por

A(f) = 7|Df||* — 1+ /(1 — 7[|DF[[2) + 27| HEf — g|?, (6.32)

sendo quey = 3/4||g||* garante a convexidade da funcéo de degradacéo (6.11) ghra ca
[144].

Medidas de qualidade das imagens restauradas

Em ambientes de simulacao, onde a imagem original estardisgpa qualidade final
das restauragdes obtidas comumente € medida, em decibgisif@vés da relacdo sinal-
ruido (RSR), dada por

I£]2
RSR= 10 x log,, <7 : (6.33)
If — £+

sendo qué é aimagem original sem degradacdes ou imagem de referéficié,a imagem
obtida pelo algoritmo de restauracdo. A relacdo sinal raidde a qualidade da imagem
final obtida ap6s encerrado o processo de restauragao.

A outra medida de qualidade utilizada € a variacao na relsigab-ruido ARSR), tam-

bém em decibéis, que mede a diferenca entre as relacéessoimtalculadas antes e depois

da restauracao, e € dada por:

ARSR= 10 x log,, (M> : (6.34)
1 — £
sendo que é a imagem degradada.

A variacdo na RSR é largamente utilizada na literatura [185],® é uma medida ob-
jetiva da melhora da qualidade da imagem restaufadam relacdo a imagem degradada
g. Um valor negativo deste indice indica que houve deterémraam relacdo a imagem
degradada, e um valor positivo, indica que o0 método de nestao obteve uma estimativa
da imagem original melhor que a imagem degradada. Quantr m&alor daARSR, me-
Ihor é a qualidade da imagem obtida em relacdo a imagem aetagad

A RSR e a variacdo na RSR freqientemente néo refletem a qualiadé das ima-
gens obtidas pelos algoritmos de restauracao, porém adiesd servem como base para a

comparacdao de diferentes técnicas de restauracao de isd§&h
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Condig0es iniciais

Escolhemos como condicao inicial a propria imagem degeagdadsto €,f, = g. A
opcao pela imagem degradada como condic¢do inicial é jastdipelo fato que a estimativa
f da imagem original, determinada pelo sistema (6.14), é wersfio da imager, com as
degradacdes atenuadas, o0 que indicagjéeo vetor conhecido mais proximo da solucao

procurada.

6.8.1 Imagem de 11Z% 92 pontos

A fotografia mostrada na figura 6.5-(a) foi distorcida por umbacamento por movi-
mento de 9 pixels e 45 graus de angulo, dado pela PSF em (6.86),um ruido branco

gaussiano de variancia igual@ 3 e média zero.

(@) (b)

Figura 6.5: Exemplo 6.8.1- (a) Imagem original de x 92 pixels (Fonte: Olivetti Re-
search Laboratory, Cambridge, UK); (b) Imagem degradadwédrde embacamento por
movimento com angulo de 45 graus e 9 pixels; (¢) Imagem dageagor embagamento por
movimento e ruido branco gaussiano de variancia iguala

A imagem original € mostrada na figura 6.5-(a). A imagem eatapela PSF (6.35) é
mostrada em 6.5-(b) e, finalmente, na figura 6.5-(c), é mistamagem obtida quando o
ruido branco gaussiano € adicionado a imagem embacada dagigu(b).

Neste exemplo, a dimenséo da mathizem (6.14), €10304 x 10304 e, conseqiente-
mente, o0 sistema gradiente (6.14) possui 10304 equac0e30d YBriaveis a serem calcu-

ladas.
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[0 0 0 0 0 0.029203 0.075514]
0 0 0 0 0.029203 0.099706 0.029203
0 0 0 0.029203 0.099706 0.029203 0
Py = 0 0 0.029203 0.099706 0.029203 0 0 (6.35)
0 0.029203 0.099706 0.029203 0 0 0
0.029203 0.099706 0.029203 0 0 0 0
0.075514  0.029203 0 0 0 0 0 |

A restauracoes feitas pelo sistema gradiente (6.14) sawadas na figura 6.6, utilizando
diferentes valores para o parametro de regularizacdO sistema gradiente foi resolvido
em paralelo através do método de Runge-Kutta de segunda ,odésarito na secao 6.5,

utilizando 1, 2, 4 e 8 processadores.

Os resultados obtidos para diferentes numeros de procgesasBio 0s mesmos obti-
dos pela implementacéo serial, que utiliza apenas um mades O sistema gradiente foi
implementado utilizando o operador de projecéo 6.15 paeréali a saida do integrador e
satisfazer a restricdo de ndo negatividade sobre o ¥etdrespessura da camada limite &
e = 5 x 1072, A matriz D é uma matriz bloco-Toeplitz, formada utilizando o operador

laplaciano dado em (6.30).

Observe que para valores pequenos do parametro de reggénjza imagem restaurada
€ mais nitida, entretanto o ruido néo é suprimido adequatamsomo pode ser visto nas
figuras 6.6-(a) a 6.6-(d). Por outro lado, a medida §éeaumentado, a imagem restaurada
torna-se mais suave e com menos ruido, havendo perda dezmitidresultado final, como
pode ser observado nas figuras 6.6-(e) e 6.6-(f). Quando&metro de regularizacéo é
obtido ao longo das iteragfes do integrador, o ruido noteetufinal € maior que utilizando
A =0.1eX = 2.0, poréem aimagem obtida & mais nitida. Estas observacoesaatifigadas
através dos valores das RSRs, aumentam a medida que o valoadeepa de regularizacéo

também aumenta.

No entanto, os valores negativos das variagcdes na RSR, nustrad tabelas 6.1 e 6.2
indicam que houve deterioracdo, em relacdo a imagem detfrada imagem obtida pelo

sistema gradiente (6.14). A excegdo é para 0 caso em\gue2.0, obtendoARSR =
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(d) (e) (f) (9)

Figura 6.6: Exemplo 6.8.1. Restauragfes obtidas pela inguitagdo paralela do sistema
gradiente (6.14) para diferentes valores)de utilizando 4 processadores— (a)= 1079,
imagem restaurada com RSR 9.62db e ARSR = —8.48db; (b) A = 107*, imagem
restaurada com RSR= 9.51db e ARSR = —8.58db; (c) A\ = 1073, imagem restau-
rada com RSR= 9.66db e ARSR = —8.43db; (d) A = 1072, imagem restaurada com
RSR= 10.75db e ARSR= —7.34db; (e)\ = 107!, imagem restaurada com RSR12.70

db e ARSR = —-5.39db; () A = 2.0, imagem restaurada com RSR 18.94db e
ARSR = 0.84db ; (g) A determinado iterativamente através da equacao (6.32peima
restaurada com®SR = 10.54db e ARSR= —7.64db

0.84db, indicando uma sensivel melhora na qualidade imagemalem relacdo a imagem

degradada.

As restauracoes feitas pelo método dos gradientes comjsgaelscrito no algoritmo 6.1,

e utilizando os mesmos valores parajue o sistema gradiente (6.14), sdo mostradas na

figura 6.7. O critério de parada utilizado para o método dadigntes conjugados € dado

em (6.29), contol = 5 x 1074

Em comparacao com as restauracdes feitas utilizando métsdgradientes conjugados,

mostradas na figura 6.7, para 0s mesmos valores wldizados com o sistema gradiente

(6.14), os valores da RSR&RSR obtidos pelo sistema gradiente sdo maiores, em todos

0s experimentos realizados. Observe nas tabelas 6.1 eu@.2odps os valores dasRSR

obtidos pelo método dos gradientes conjugados séo negativo
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Tabela 6.1: Exemplo 6.8.1 — valores da relacéo sinal-rurfeR) e da variacdo na RSR
(ARSR) das imagens restauradas pelo sistema gradiente (6 dld)rad¢todo dos gradientes
conjugados, com valores deentre10-%e 1073

)\ _ —6 _ —4 _ -3 )\
Método A=10 A=10 A=10 indice
Sistema gradiente 9.62db 9.51db 9.66db RSR
-8.48db | -8.58db | -8.43db ARSR
Gradientes conjugadas 2.16db 4.00db 6.94db RSR
-15.93db| -14.09db| -11.16db ARSR

Tabela 6.2: Exemplo 6.8.1 — valores da relacéo sinal-rurfeR) e da variagcdo na RSR
(ARSR) das imagens restauradas pelo método dos gradientegamwgue pelo sistema

gradiente (6.14), com valores demaiores que 03 e \ variavel

A .,
Métods A=10"2 | A=10"1| A =2.0 | X variavel indice
Sistema gradiente 10.75db | 12.70db | 18.94db| 10.54db RSR
-7.34db | -5.39db | 0.84db | -7.65db ARSR
Gradientes conjugadds 9.77db 11.40db | 12.03db| 11.90db RSR
-8.32db | -6.69db | -6.06db| -6.19db ARSR

Tabela 6.3: Exemplo 6.8.1 — valores da relag&o sinal-ruifeR) e da variacdo na RSR
(ARSR) das imagens restauradas pelos filtros de Wiener e Lucwgidsim

. Indice Filtro de Wiener| Filtro de Lucy-Richardson
Método
RSR 13.48db 15.43db
ARSR -4.61db -2.67db

Observe também, na tabela 6.2, que para 2.0, o sistema gradiente obte¥eRSR =
0.84db, indicando que o resultado obtido é sensivelmente mei®ia imagem degradada,
ao passo que, para o mesmo valohde método dos gradientes conjugados obtsRSR =
—6.06db, indicando que houve deterioracdo em relacao a imageracets.

Os valores maiores das RSRs obtidos pelo sistema gradielg, (®ostrados nas tabelas
6.1 e 6.2, indicam um resultado final de melhor qualidade,edat&o ao resultado obtido
pelo método dos gradientes conjugados.

A melhor qualidade das imagens restauradas pelo sisterdeeigie (6.14) é devido ao
fato que este sistema minimiza a normado vetor de residuos, ao passo que o método
dos gradientes conjugados minimiza a noraa Como discutido anteriormente, a solucéo
em normal, apresenta diversas vantagens em relacdo a solucdo de migiradrados,
como menor sensibilidade a ruido®oetliers [146]. Além disso, a solucdo em nornia

€ a mais indicada quando a distribuicdo do ruido € pouco cad§l25], que € o caso
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(d) (e) (f) (9)

Figura 6.7: Exemplo 6.8.1. Restaura¢fes obtidas pelo métosigradientes conjugados—
(@) A = 107%, imagem restaurada com RSR 2.16db e ARSR = —15.93db; (b) A =
10~4, imagem restaurada com RSR 4.00 db e ARSR = —14.095db; (c) A = 1073,
imagem restaurada com RSR 6.94db e ARSR = —11.16db; (d) A = 1072, imagem
restaurada com RSR 9.77db e ARSR = —8.32db; (e)\ = 0.1, imagem restaurada com
RSR= 11.40db e ARSR= —6.69db; (f) A = 2.0, imagem restaurada com RSR12.03db

e ARSR = —6.06db; (g) Com\ determinado iterativamente através da equacgéao (6.32),
imagem restaurada com RSR11.90db e ARSR= —6.19db

deste exemplo, pois nenhuma informacé&o sobre a distribbdig@uido é utilizada no sistema
gradiente (6.14) e no método dos gradientes conjugados.

Comparamos também as restauracfes obtidas pelo sistenentgadhostradas na fi-
gura 6.6, com as obtidas utilizando o pacote de processardenitnagens do MATLAB,
utilizando os filtros de Wiener e Lucy-Richardson. Na restedio através filtro de Wiener,

foram utilizadas as seguintes informacdes:
e matriz de autocorrelagdo da imagem original e do ruido;
e espectros de energia da imagem original e do ruido.

No caso do filtro de Lucy-Richardson, a imagem degradada &pprcessada por um
filtro de mediana para a suavizagao do ruido. As figuras §.84a8-(b) mostram o resultado

obtido pela restauracao da imagem degradada (fig. 6.54ttipando o filtro de Wiener e o
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filtro de Lucy-Richardson, respectivamente.

(b)

Figura 6.8: Exemplo 6.8.1— (a) Restauracéo obtida pelo @kr@viener, utilizando matrizes
de autocorrelacao da imagem e do ruifs,k = 13.48db; (b) Restauracdo obtida com o
filtro de Lucy-Richardson, em que a imagem degradada foi pyéegsada por um filtro de
mediana para suavizagao de ruid@ R = 15.43db

Observe, na tabela 6.3, que os valores da variacdo na RSR gdiivo®, indicando
gue o resultado obtido apresenta qualidade inferior a imagdggradada. A qualidade dos
resultados obtidos pelos filtros de Wiener e Lucy-Richardseunperior a dos obtidos pelo
sistema gradiente (6.14) (fig. 6.6), quantlo< 2.0, pois apresentam valores deRSR
maiores. Entretanto, paka= 2.0, o valor daARSR= 0.84db obtido pelo sistema gradiente,
contraARSR = —4.61db e ARSR = —2.67db, obtidos pelo filtro de Wiener e pelo filtro
de Lucy-Richardson, respectivamente, mostram que a qdalida restauracéo obtida pelo
sistema gradiente € superior as obtidas por estes filtros.

Observe que, a melhor qualidade da imagem obtida pelo sisgeadiente (6.14) (fig.
6.6-(f)), em relac&o as obtidas pelos filtros de Wiener e tRichardson (fig. 6.8), foi con-
sequida apenas aumentando o valor do parametro de reggBuiz A imagem degradada
(fig. 6.5-(c)), submetida ao sistema gradiente, ndo sofralgger tipo de pré-processamento,
e nenhuma informacao sobre a imagem original e o ruido fidadia. Por outro lado, infor-
macoes estatisticas sobre a imagem original e o ruido fotiimadas no filtro de Wiener, e
a imagem degradada (fig. 6.5-(c)) teve o ruido atenuado pditnonde mediana antes de

ser submetida ao filtro de Lucy-Richardson.

Andlise de desempenho

Para fins de analise de desempenho, consideramos o par@eegqgularizacdo =

10~2. A tabela 6.4 mostra os tempos de processamento necegs#dos sistema gradiente
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(6.14) restaurar a imagem degradada, utilizando difesemieneros de processadores. Ob-
serve que a medida que o numero de processadores utilizadossditado, o tempo de pro-
cessamento é reduzido consideravelmente. A acelerac&ic&aaa do algoritmo paralelo

em relac&o ao sequencial s&o mostrados na tabela 6.4.

Tabela 6.4: Exemplo 6.8.1 — tempos de processamento, ac&tee eficiéncia em relacéo
ao algoritmo serial da implementacéo paralela do sisteadigrte (6.14) com = 102

Numero de processadored proc | 2 procs | 4 procs | 8 procs
Tempo (min.) 195.09| 98.76 50.50 25.54
Aceleracéo 1.00 1.97 3.86 7.63

Eficiéncia 100% | 98.76 %| 96.57 %| 95.48 %

Os dados de aceleracéo e eficiéncia sédo exibidos na figuran@€lagdo ao niumero de
processadores. A figura 6.9-(a) mostra um crescimento mpadamente linear da acelera-

¢do com o aumento do numero de processadores.

100

7.63

98.76 -

.
.
-
Aceleragéo ideal (Iinear)\ iy
>
.
~

Aceleragdo
Eficiéncia %

Aceleracéo obtida pela
paralelizagéo do sistema
gradiente

96.57

95.48

I I I I
1 2 4 8 1 2 4 8
Numero de Processadores Numero de Processadores

(a) (b)
Figura 6.9: Exemplo 6.8.1. Curvas de desempenho — (a) Curveatieracao; (b) Curva de
eficiéncia

A aceleracdo quase linear apresentada na figura 6.9-(apiqde o algoritmo paralelo
ndo sofreu queda de desempenho consideravel nos expargmeaiizados. Entretanto,
sabe-se que o desempenho de algoritmos paralelos sofra daetbsempenho a partir de
um determinado namero de processadores, devido ao aumernemgo despendido em
tarefas de comunicacao e sincronizacao entre 0S processos.

Neste exemplo, a deterioracdo do desempenho € percepiavatio mais de 2 proces-

sadores sdo usados, e aumenta gradativamente com o aumedimero de processadores.
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Este fato é observado na figura 6.9-(a), onde a medida que eralte processadores é au-
mentado, os valores da aceleracao obtidos pelo sistemamgea(b.14), estdo mais distantes
dos valores ideais.

A curva de eficiéncia é mostrada na figura 6.9-(b) e apresemavariacao inferior a 5
pontos, o que indica que a fragdo do tempo total de processamasto em tarefas de sin-
cronizagao e comunicacéo de processos € pequena. Esteswzstotam que a paralelizacao
do sistema gradiente (6.14) proporcionou um ganho de des¥mmonsideravel em relacéo
ao algoritmo serial.

Comparando com o método dos gradientes conjugados, os telmposcessamento do
sistema gradiente sao significativamente maiores. Os ®agprocessamento do método
dos gradientes conjugados, em todos o0s experimentos destple, ndo excede 6 minutos.
Entretanto, a qualidade das restauracdes obtidas pelaondts gradientes conjugados €,
em todos os experimentos realizados, inferior & qualidadélagens restauradas utilizando

o sistema gradiente (6.14).

6.8.2 Imagem de 1024 1024 pontos

A imagem da figura 6.10-(a) foi distorcida por um embagamgatessiano de variancia
igual a 10.0, cuja PSF tem dimenséibx 20, e por ruido branco gaussiano de média zero e
variancia igual a0-2.

Neste exemplo, o sistema gradiente (6.14) pos$4i8.786 equacdes &.048.786 va-
riaveis. A espessura da camada limite e o valor do parametregllarizacdo usados sao
respectivamente = 107! e A = 1072, sendo que a simulacédo é repetida aumentando valor
do parametro de regularizacao para: 2.0.

O sistema gradiente (6.14) foi resolvido utilizando o méta@ Euler, com controle
automatico do passo pela féormula de Barzilai-Borwein. O #igor 3.2 foi executado em
paralelo utilizando 1, 2, 4 e 8 processadores.

O método dos gradientes conjugados foi implementado enepareste exemplo. Ape-
sar deste método ser de dificil paralelizacéo, os prodetosadriz por vetor e os produtos in-
ternos presentes no algoritmo podem ser paralelizados prgporciona uma consideravel
reducao no tempo de processamento. O particionamento elalzacao destas operacgoes,

bem como a técnica de esparsidade aplicados ao método disngea conjugados sdo os
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(b) (c)

Figura 6.10: Exemplo 6.8.2 — (a) Imagem original &4 x 1024 pixels; (b) Imagem
distorcida por embagamento gaussiano de variancia igu@ltaeldimensa@0 x 20; (c)
Imagem degradada por embagamento gaussiano de variamaia 0.0 e dimensax) x 20
e por ruido branco gaussiano de média zero e variancia iguafa

mesmos aplicados ao sistema gradiente (6.14).

Quando o parametro de regularizagdo € aumentado para\par2.0, o método dos
gradientes conjugados pré-condicionado, descrito naitgw 6.2, também foi utilizado,
sem paralelizagdo, porém utilizando as mesmas técnicasepatorar a esparsidade das
matrizesH e D. O pré-condicionamento foi feito utilizando o pré-condi@rdor circulante

por blocos, descrito na secao 6.5.

Na figura 6.11-(a), € mostrado o resultado obtido pelo sestgradiente (6.14), com

A = 1072 e utilizando quatro processadores. A relacdo sinal-ruadamégem obtida é
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RSR= 8.90db, e o valor da variacdo na RSRMRSR= —1.94db, o que indica que houve
deterioracéo, em relacdo a imagem degradada (fig. 6.1,0x¢cprocesso de restauracao.

A imagem restaurada pelo método dos gradientes conjugatatelizado, sem pré-
condicionamento, com = 102 e utilizando 4 processadores, é mostrada na figura 6.11-
(b). Neste caso, o valor da relagéo sinal-ruido € RSR.16db e a variacdo na RSR é
ARSR = —3.15db, indicando que a imagem obtida apresenta qualidadeantermagem
degradada (fig. 6.10-(c)).

SRR

Figura 6.11:Exemplo 6.8.2 (restauracdes com = 10~2) — (a) Imagem restaurada pelo

sistema gradiente (6.14), RSR = 8.80db; (b) Imagem restayr@ld método dos gradientes
conjugados, RSR =3.16db

Comparando os resultados obtidos pelo sistema gradiett®) @pelo método dos gra-
dientes conjugados, o maior valor &RSR obtido pelo sistema gradiente, mostra que a
deterioragdo ocorrida no processo de restauracdo é meaa daterioragdo ocorrida no
resultado obtido pela restauracdo através do método ddegras conjugados. Adicional-
mente, o maior valor da relacdo sinal ruido obtido pelo siatgradiente (6.14), mostra
gue a imagem obtida pelo sistema gradiente (6.14) apreqeat@ade superior a imagem
obtida pelo método dos gradientes conjugados. Neste casoufs, isto pode ser confir-
mado através de inspecédo visual. Os valores da RSRMR&R obtidos neste experimento
estdo resumidos na tabela 6.5.

Este fato também foi verificado no exemplo anterior, cujaoaZo fato de que o sistema

gradiente (6.14) determina uma solucdo em nofmainima do sistema de equacdes linea-
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Tabela 6.5: Exemplo 6.8.2 — valores da relacéo sinal-rurfeR) e da variacdo na RSR
(ARSR) das imagens restauradas pelo sistema gradiente (6 dld)rad¢todo dos gradientes
conjugados

A 9
Método A=1077 ) A=20 indice
Sistema gradiente 8.80db | 13.09db RSR
-1.94db | 2.35db ARSR
Gradientes conjugadas 3.16db | 8.25db RSR
-3.15db | -2.49db ARSR

res (6.14). A solugdo em nornmia € menos sensivel a ruidos e outliers que a solugéo de
minimos quadrados, determinada pelo método dos gradiemt@syados.

Aimagem degradada (fig. 6.10-(c)) também foi restauradiaanido os filtros de Wiener
e Lucy-Richardson. Como no exemplo anterior, as matrizestde@uelacdo e os espectros
de energia da imagem original do ruido foram utilizados nmfille Wiener. No caso do
filtro de Lucy-Richardson, a imagem degradada foi pré-pisses por um filtro de mediana,
para suavizacédo do ruido.

A figura 6.12-(a) mostra a restauracao obtida através do fikrWiener, obtendo uma
imagem restaurada com relacdo sinal-ruido igual a 14.14dimagem mostrada na figura
6.12-(b) € o resultado da restauracado através do filtro dg-Richardson, que resultou em
uma imagem restaurada com relagdo sinal-ruido igual a dB.02

Os valores da RSRARSR obtidos pelos filtros de Wiener e Lucy-Richardson, exiido
na tabela 6.6, mostram que os resultados obtidos pelo sigeadiente, quandb = 102,
apresentam qualidade inferior em relagéo aos obtidos fes ##ros. Os valores positivos da
ARSR, obtidos pelos filtros de Wiener e Lucy-Richardson, mostjae as imagens obtidas
apresentam melhor qualidade que a imagem degradada.

Quando o valor do parametro de regularizacdo € aumentado par.0, a restauracao
obtida pelo sistema gradiente, mostrada na figura 6.13afaém apresenta melhor quali-
dade que a obtida pelo método dos gradientes conjugadosadesa figura 6.13-(b). A
imagem obtida pelo sistema gradiente (fig. 6.13-(a)) aptaseriacdo na RSR positiva,
mostrada na tabela 6.5, ao passo que a imagem obtida peldows gradientes conjuga-
dos (fig. 6.13-(b)) apresenta variacdo na RSR negativa, cnglicaique houve deterioracao
em relacdo a imagem degradada (fig. 6.10-(c)).

Em relacéo aos filtros de Wiener e de Lucy-Richardson, pata2.0, a imagem restau-
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(b)

Figura 6.12: Exemplo 6.8.2 — (®estauracao obtida pelo filtro de Wiener utilizando as

matrizes de autocorrelagé@o e os espectros de energia danm@gyinal e do ruido, RSR =
14.14db; (b)Restauracao obtida através do filtro de Lucy-Richardsonantes utilizando
um filtro de mediana para suaviza¢ao do ruido na imagem degdmaB®SR = 13.02db

rada obtida pelo sistema gradiente (6.14) apres®RER = 2.35db. Este valor € menor que
a variagdo da RSR obtida pelo filtro de Wiener. Por outro ladpadidade da restauragao
obtida pelo sistema gradiente é superior a obtida pelo éirbucy-Richardson, pois o valor
da variagdo na RSR obtido pelo sistema gradiente € maior ga®pdeste indice obtido

pelo filtro de Lucy-Richardson, queZ&eRSR= 2.28db.

Quando as matrizes de autocorrelacdo e os espectros déaahelignagem original e
do ruido ndo sdo usados no filtro de Wiener, o valor da variag@®SR da imagem obtida,
mostrada na figura 6.14-(a), € menor que os obtidos pelorgisggadiente (6.14) e pelo
método dos gradientes conjugados (tabela 6.6) pard0~2 e A = 2.0 (tabelas 6.5 e 6.6).

No caso da restauracao pelo filtro de Lucy-Richardson, quaimdagem degradada (fig.
6.10-(c)) ndo é pré-processada, a imagem restauradaaci@sia figura 6.14-(b), apresenta
variagdo da RSR menor que a obtida pelo sistema gradiente eom0 (tabelas 6.5 e 6.6).
O valor negativo deste indice indica que a imagem obtidasapta qualidade inferior em
relacdo a imagem degradada, ao passo que a variacdo na RSRgdenimestaurada pelo
sistema gradiente (fig. 6.13-(a)), € positivo, indicand@aumelhor qualidade em relacdo a
imagem degradada.

Em relacdo aos filtros de Wiener e Lucy-Richardson, as sadugbtdas pelo sistema

gradiente (6.14) apresentam melhor qualidade, dependgpeitas do ajuste adequado do
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Figura 6.13:Exemplo 6.8.2 (restauracdes com\ = 2.0) — (a) Imagem restaurada pelo
sistema gradiente (6.14), RSR = 13.09db; (b) Imagem restapeo método dos gradientes
conjugados com, RSR = 8.25db

parametro de regularizacdo Nenhum tipo de pré-processamento a imagem degradada, e

nenhuma informacé&o estatistica sobre a imagem originalilo s8o necessarios.

Tabela 6.6: Exemplo 6.8.2 — valores da relagéo sinal-rufRf8R() e da variacdo na RSR
(ARSR) das imagens restauradas pelos filtros de Wiener e Lucwidsim

Indice RSR ARSR
14.14Wdb | 3.40Mdb
5.73db -5.02db

] 13.02@db | 2.28@db
10.16db | -0.56db

Método

Filtro de Wiener

Filtro de Lucy-Richardsor

(1) dados obtidos utilizando as matrizes de autocorrelacéo e os esmEctnsrgia da imagem ori-
ginal e do ruido
(2) imagem degradada foi pré-processada com um filtro de mediana

Andlise de desempenho

Esta analise tem por objetivo estabelecer comparacao emtesempenho do sistema
gradiente, resolvido através do método de Euler com pasguiaivo, e 0 método dos gra-
dientes conjugados, utilizados para restaurar a imagemadisdg da figura 6.10-(a), em
termos de velocidade de processamento.

As comparacdes sao efetuadas utilizando os tempos de gaooesto dos dois algorit-
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(b)

Figura 6.14: Exemplo 6.8.2 — (&estauracao obtida pelo filtro de Wiener sem as uti-
lizar matrizes de autocorrelacdo e os espectros de enexgimatjem original e do ruido,
RSR = 5.73db; (bRestauracéo obtida através do filtro de Lucy-Richardsonsem o pré-
processamento da imagem degradada, RSR = 10.16db

MOoS e 0s conceitos deeeleragace eficiéncia comumente usados na literatura como medi-
das de desempenho de algoritmos paralelos. Para este fimisagbritmos considerados

foram executados utilizando 1, 2, 4 e 8 processadores dainadogralela.

Tempos de processament@®s tempos de processamento necessarios para obter as resta

racoes das imagem da figura 6.10-(b) sdo mostrados na taBelbl@a-se que os tempos
de processamento do sistema gradiente (6.14) sao convabieesite menores que os do
método dos gradientes conjugados. Além disso, o resultatidoopelo sistema gradiente
(6.14) apresenta qualidade superior ao obtido pelo métosigidientes conjugados.

Este resultado ilustra uma vantagem do sistema gradied) (Gue € a flexibilidade na
escolha de um método para obter uma solu¢gdo numérica. Ngbxém8.1, utilizamos o
meétodo de Runge-Kutta de segunda ordem, obtendo restasirdedma qualidade, porém
com taxa de convergéncia reduzida. Neste exemplo, utibzamsnmétodo de Euler com
determinacao de passo através do método de Barzilai-Boravegime proporcionou tempos
de convergéncia significativamente menores que os tempas\vatolos utilizando o método
dos gradientes conjugados.

Quando o valor do parametro de regularizagdo € aumentado par.0, os tempos de
processamento do sistema gradiente (6.14) e do método adempes conjugados sofrem

uma consideravel reducédo em relacdo aos tempos obtidos eoi) 2.
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Tabela 6.7: Exemplo 6.8.2 — Tempos de processamento do ondtsdgradientes conjuga-
dos, sem pré-condicionamento, e do sistema gradiente) (6dm )\ = 102

Num. procs.
Método 1 proc 2 procs | 4 procs| 8 procs
Sistema gradiente | 58h35m | 45h09m | 24h57m| 16h24m
Gradientes conjugados 279h25m| 117h29m| 88h18m| 65h27m

Tabela 6.8: Exemplo 6.8.2 — Tempo de processamento do métsdgradientes conjugados
e do sistema gradiente (6.14), cam= 2.0 e utilizando 1 processador

Método Pré-condicionamentp Tempo de processamento
Sistema gradiente nao 5h52m
. . sim 7h07m
Gradientes conjugadas 30 29h07m

O meétodo dos gradientes conjugados com pré-condicionangalgforitmo 6.2) € uti-
lizado, com\ = 2.0. O tempo de processamento € significativamente menor quepo tde
processamento do método dos gradientes conjugados searomtigionamento (algoritmo
6.1), porém é maior que o tempo de processamento do sistadtiampe (6.14), que nado uti-
liza pré-condicionamento. Os tempos de processamentovables neste experimento estao
registrados na tabela 6.8.

Outros experimentos com valoresximaiores foram realizados. Os tempos obtidos pelo
sistema gradiente (6.14) sao significativamente menoreoguempos de processamento
obtidos pelo método dos gradientes conjugados em todogesimentos realizados.

Aceleracéo e eficiénciao ganho obtido ao paralelizar o sistema gradiente (6.1#4)ddido

através daceleracaoe daeficiéncia definidos na pagina 186. Os resultados que seguem
sdo relativos a simulagédo colm= 102

Atabela 6.9 e a figura 6.15 mostram os valores da aceleragiefencia obtidos pela
paralelizacao do sistema gradiente em relacao ao algoskimal.

Na figura 6.15-(a) € mostrada a curva de aceleracgao, indiagunel 0 ganho obtido pela
paralelizacdo do sistema gradiente em relacdo a impleg@&nteqlencial € significativo.
No entanto, os valores de aceleracdo estdo muito abaixoattwey ideais, que séo os da
aceleracao linear.

A curva de eficiéncia € mostrada na figura 6.15-(b), e apr@sent tendéncia de de-
créscimo acentuada a medida que o numero de processadnoesréentado, o que indica
gue a fracado de tempo utilizada em tarefas de sincronizac@menicacdo de processos

aumenta rapidamente para este exemplo. Observe tambérm galees obtidos da eficién-
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cia, variando de 64%, com dois processadores, até 44%, coot8gsadores, estdo muito

abaixo do valor ideal, que € de 100%.

Tabela 6.9: Exemplo 6.8.2 — Medidas de desempenho da imptag&® em paralelo do
sistema gradiente (6.14), colm= 10~2, em relacdo ao sistema gradiente sequencial

Num. processadores
_ 1 proc| 2 procs| 4 procs | 8 procs
Medida desempenho

Aceleracao 1.00 | 1.30 2.35 3.57
Eficiéncia 100% | 64.8 % | 58.70 %| 44.65 %

100

-
-
Aceleracdo ideal (Iinear)\ e
-
-

Aceleracédo obtida
pela paralelizagéo do
sistema gradiente

Aceleragdo
Eficiéncia %

64.88

58.7

2.35F

44.65

i i i i
1 2 3 8 1 2 4 8
Numero de Processadores Numero de Processadores

(a) (b)
Figura 6.15: Exemplo 6.8.2. Curvas de desempenho da paegléb do sistema gradiente
(6.14), com\ = 102, em relacdo ao sistema gradiente sequiencial — (a) Curva igace
cao; (b) Curva de eficiéncia

Os dados de aceleracéao e eficiéncia obtidos neste exempltamague, apesar da pa-
ralelizacéo do sistema gradiente ter proporcionado gasigogicativos de desempenho, a
fracdo do tempo total de processamento, gasto em tarefasaderszacéo e comunicacao
entre 0s processos paralelos é grande. A reducao do tengp@asto em tarefas de sin-
cronizacdo € necessaria, afim de otimizar o uso dos recunsggutacionais disponiveis.

Isto proporcionara um aumento nos valores obtidos da agglere da eficiéncia.
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Sintese do capitulo

Neste capitulo o problema de restauracédo de imagens ddgsapdar distor¢des lineares
e invariantes no espaco foi apresentado e resolvido utdzaim sistema gradiente, que
obtém uma solucdo em nornig minima do sistema de equacdes lineares que modela o
problema.

O sistema gradiente foi resolvido através de duas técnicagmcas distintas — um
método de Runge-Kutta de segunda ordem com controle autmdii passo através de
um controlador PID, e o método de Euler com passo determiatdwés da formula de
Barzilai-Borwein. Ambos os métodos produziram solu¢des migae com boa precisao.
No entanto, o método de Euler com passo adaptativo mostronags adequado quando o
sistema gradiente é de grande porte.

Os tempos de convergéncia obtidos com o método de Euler, asso gontrolado pelo
meétodo de Barzilai-Borwein, séo significativamente menouesog tempos de convergéncia
obtidos com o método dos gradientes conjugados, além desudteedes de melhor quali-
dade. Este fato, aliado a facil paralelizacé@o dos sistenaaéegntes, mostra que redes neurais
formuladas matematicamente por sistemas gradientes sfialtemativa viavel a resolucao

numeérica de problemas de otimizacdo de grande porte.
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Capitulo 7

Conclusoes e trabalhos futuros

Sistemas gradientes ndo-suaves para a resolucdo de pasldertimizacado com restri-
¢cOes lineares foram propostos e analisados neste tralatites sistemas sdo vistos como
modelos de redes neurais recorrentes com funcdes de atidegséontinuas, e sdo adequados

a um grande numero de aplica¢gfes, algumas apresentadagakestho.

A analise dos sistemas gradientes propostos foi feitaédraa forma Persidskii dos sis-
temas e fungdes de Lyapunov do tipo diagonal e do tipo Lursid&kii. Um resultado geral
de convergéncia para uma classe de sistemas Persidskiiegumd® membro descontinuo
€ apresentada no capitulo 3. Este € um resultado chave, qabipa a analise de con-
vergéncia de uma ampla classe de sistemas gradientesdagliaaesolugcédo de problemas
de otimizagao.

Sistemas gradientes para resolucdo de diversas variamtpblemas de otimizacao
foram apresentados no capitulo 3. Uma nova metodologia @esarmle convergéncia, uti-
lizando a forma Persidskii dos sistemas gradientes foiqetap e sistemas gradientes que

resolvem diversas variantes de problemas de otimizacamfanalisados.

No capitulo 4 um sistema gradiente foi formulado a partir dbede um problema de
programacao linear com variaveis limitadas para resolpeoblema KWTA. Este problema
de programacao linear é resultado de uma modificacdo ao onoaglosto em [70], baseado
em um problema de programacao inteira. O sistema gradienp@$to no capitulo 4 apre-
senta vantagens importantes em relacéo ao circuito KWTA dkdyna e Nagao, como maior

resolucao e escalabilidade.

O treinamento de SVMs e LS-SVMs para o problema de clasdifichiparia foi abor-
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dado no capitulo 5. O treinamento de SVMs é feito atravésstdugio de um problema de
programacao quadratica com restricdes lineares e coasidsrduas variantes de SVMs: o
C-SVM, que foi utilizado para separacgao linear de duas dasse-SVM, que foi utilizado
para a separacao nao linear. O LS-SVM é formulado atravémdsstema de equacdes li-
neares quadrado, que foi resolvido pelo sistema gradiestenddo a resolucdo de sistemas
de equac0es lineares, apresentado no capitulo 3.

No capitulo 6 o problema de restauracao de imagens degsagaddistor¢des lineares
e invariantes no espago foi considerado. Este problemamfado através um sistema de
equacoes lineares mal-condicionado e, frequentemenigradéee porte, que foi resolvido
eficientemente utilizando o sistema gradiente para redolde sistemas de equacdes linea-

res, apresentado no capitulo 3.

Contribuicdes

Neste trabalho, sistemas gradientes ndo-suaves obtidotirade um método de penali-
zacao exata sdo propostos e analisados.

Do ponto de vista tedrico, uma nova metodologia de analissodeergéncia, baseada
na forma Persidskii dos sistemas gradientes foi proposia iBso, foi provado um teorema
geral de convergéncia para sistemas Persidskii com o sego@chbro descontinuo.

Do ponto de vista de implementacéo, a possibilidade degdaatéo destes sistemas foi
amplamente explorada; foi mostrado que o desempenho e asgradientes € significati-
vamente melhorado pela paralelizacdo. Nas aplicac6efleoadas, devido a paralelizacéao
e/ou 0 uso de técnicas eficientes de integracdo e controlasim pos sistemas gradientes
propostos obtiveram um desempenho superior ao de métodsagrados na literatura.

Nos tépicos abaixo, as contribuicbes e vantagens dosadsslbbtidos neste trabalho

sao destacadas.

Sistemas Persidskii generalizados

No capitulo 3 foi proposto o sistema Persidskii generatizadum resultado de con-
vergéncia global, estabelecido pelo teorema 3.2, foi ployeara este sistema.

O teorema 3.2 generaliza o teorema de convergéncia abaphgsentado em PersidsKii
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[19], que exige que as fun¢Bes envolvidas sejam continua@mo seu dominio. Este
resultado simplifica consideravelmente as analises decog@ncia dos sistemas propostos
neste trabalho, bastando para isso escrever o0s sistendgéngea na forma Persidskii (3.12)

e utilizar o teorema 3.2.

Andlises de convergéncia

A resolucao de problemas de programacao nao-linear utiizaistemas dindmicos com
segundo membro descontinuo através de modos deslizardaesfdada em Korovin e Utkin
[147], onde os parametros de penalidade sédo matrizes disggue sdo determinadas atra-
vés do método do controle hierarquico, o que resolve o pmubléa determinacéo destes
parametros. Este problema também foi abordado por Utkjrof@e problemas de otimiza-
¢ao convexa com restricdes sao resolvidos através de astgadientes, obtidos utilizando
um método de penalizagédo exata. No entanto, a analise dergéneia apresentada em [7]
nao fornece indicacdes sobre o0 ajuste dos parametros diedp€elea

Por outro lado, a técnica de andlise utilizando a forma &sksidos sistemas gradientes

apresenta as seguintes vantagens:

e Simplicidade das provas — o0s sistemas gradientes parai¢g@soflos problemas pro-
postos neste trabalho podem ser escritos, equivalentemainia forma Persidskii

que satisfaz as condi¢des do teorema 3.2;

e Ajuste de parametros— a convergéncia global é garantidaqaisquer valores po-
sitivos dos parametros de penalidade, ou resultam em cdewlaxplicitas em funcéo
apenas dos parametros do problema de otimizacdo, como & dasisistemas gra-

dientes para a resolucao de problemas de programacao linear

Sistema gradiente KWTA — problemas de programacéo linear

Os sistemas gradientes proposto para resolver o problema&MEsentam as seguintes

propriedades:

e Escalabilidade — os sistemas séo facilmente paraleligasendo adequados a reso-

lucdo de problemas de grande porte;
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e Implementacédo através de hardware — os sistemas gradgttes ser implementa-
dos através de circuitos analégicos, utilizando apen&stoess, capacitores, amplifi-

cadores e switches;

e Menor complexidade — a complexidade dos sistemas gradiaptesentados € menor
que a de diversos sistemas que resolvem a mesma classe #sm@a®bo que é uma
vantagem em termos de implementacdo numeérica, ja que o aweeperacdes arit-
méticas executadas a cada iteracdo € menor. No caso de iempérdio através de
hardware, a quantidade de componentes necessaria é ngsimrcamo o cabeamento

necessario para conectar os componentes [12];

e Convergéncia global em tempo finito — depende apenas do @dstpiado dos pa-
rametros de penalidade, e condi¢des explicitas de comaagém tempo finito foram
obtidas. A andlise de convergéncia utilizando a forma Bskgido sistema gradiente
resultou em limites inferiores, que os parametros de piaddi devem satisfazer, de-
pendentes apenas dos parametros do problema de prograimagéaue originou o

sistema gradiente;
e Maior resolugcéo, em comparac¢ao com o circuito de UrahamagadNaO].

Os itens destacados acima também séo aplicaveis aos Sigfmd&entes para a resolu-
¢ao de trés variantes de problemas de programacéo linedisaaos em [20] e [21], cujos

resultados foram apresentados no capitulo 3.

Sistemas gradientes para treinamento de SVMs — programacao quadratica

Os sistemas para treinamento de SVMs, propostos no capiggdoesentam as seguintes

vantagens:

e Convergéncia global — a analise através da forma Persidskiando o teorema 3.2,

garante convergéncia global e independente do ajuste dmptps;

e Menor complexidade — os sistemas gradientes foram compsu@em outras redes
neurais que resolvem problemas de programacdo quadraticanalise mostra que
0s sistemas propostos apresentam menor complexidade,éujona vantagem sob o

ponto de vista de implementacao;
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e Escalabilidade — os sistemas séo facilmente paralelig@aianalise de desempenho
apresentada na secdo 5.5 mostra que os ganhos obtidosrnadttizecao dos sistemas
€ consideravel em relacdo as versdes sequenciais cordespes e a outros dois al-

goritmos sequenciais, considerados como referénciafigamamento de SVMs;

e Maior velocidade de processamento— 0s sistemas propgstesesmtam melhor de-
sempenho que algoritmos consagrados na literatura parartrento de SVMs, desde
gue implementados com um algoritmo eficiente de integrac@nteole de passo e/ou

sejam paralelizados;
e Desempenho de classificacdo equivalente ao de métodossagrados na literatura.

Os sistemas gradientes propostos para o treinamento de gviNd¢m sdo adequados a

resolucéo de problemas gerais de programacao quadraticeestricdes lineares.

Sistema gradiente para sistemas de equacoes lineares — restauracéo de
imagens

No capitulo 3 um sistema gradiente destinado a resolucastdenss subdeterminados
de equacoOes lineares foi analisado. Este sistema deteumaasolu¢cdo em norma; do

sistema de equac0es lineares e apresenta as seguintesqades gerais:

e Convergéncia em tempo finito — este resultado foi obtido égaa forma PersidsKii
do sistema gradiente e uma funcao de Lyapunov do tipo dihgandepende do ajuste

de parametros
e Menor sensibilidade a ruido — as solu¢cfes em nabimsdo robustas a ruido e outliers;

e Escalabilidade — é facilmente paralelizavel, sendo adimaaesolugdo de sistemas

de equac®es lineares de grande porte.
Na aplicacdo de restauracao de imagens:
e Nenhuma informacéo estatistica sobre a imagem originalé&o sdo necessarias;

e Qualidade das imagens restauradas: i) € superior a qualitzgl imagens obtidas

pelo filtro Lucy-Richardson, desde que o parametro de regalgio seja ajustado
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adequadamente; ii) supera qualidade da imagem obtida fietode Wiener, desde
gue este filtro ndo utilize informacdes estatisticas solmmeagem original e o ruido;
iii) € superior a qualidade das imagens obtidas pelo métod@rhdientes conjugados

em todos 0s experimentos;

e Desempenho — sem utilizar qualquer técnica de pré-comdigiento, o desempenho
do sistema gradiente € superior ao do método dos gradiemtgisgados com pre-

condicionamento.

Conclusao

Neste trabalho, foi mostrado que sistemas gradientesasbéighartir de um método de
penalizacdo exata sdo métodos competitivos, pois resodfigientemente problemas de
otimizacao de grande porte. A velocidade de convergéngartdke do ajuste adequado de
parametros, da técnica de integracdo usada e do métodotdeleaio passo.

No aspecto teorico, a analise através da forma Persidskiigéraetodologia de anélise
de convergéncia aplicavel a uma ampla classe de problematintgacédo, resultando em

condicdes de convergéncia trataveis.

Perspectiva de trabalhos futuros

Neste trabalho utilizamos sistemas gradientes obter g&wlde diversas variantes de
problemas de otimizacdo, e mostramos que 0 uso de sisteatisrges para a resolucéo de
problemas de grande porte € viavel. No entanto, podemaosod@sbs a seguir alguns itens

relacionados a este trabalho que podem ser objetos de saivestigacoes.

Melhora do desempenho dos algoritmos paralelos

Apesar da implementacdo em paralelo dos sistemas graslegntesentados ter propor-
cionado consideravel melhora no desempenho, o muito tergpsté em tarefas de comu-
nicacao de processos. A reducado na fracdo de tempo utikradarefas de comunicacao e

necessaria para um melhor desempenho da implementacéo.
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Resolucao de problemas de otimizagc&o ndo convexos com réghes nao lineares

Os problemas de otimizacao tratados neste trabalho possstngdes lineares, o que
facilita a formulacdo das formas Persidskii dos sistemadigntes correspondentes, facili-
tando a analise de convergéncia. A viabilidade das técdieamnalise utilizadas neste tra-
balho a sistemas dindmicos destinados a resolu¢éo prablenatimizacdo com restricdes

nao lineares exige maior investigagao.

Utilizacéo de outros métodos de integracdo numérica

Dois métodos de integracdo numérica foram utilizados ea@ver os sistemas gradientes—
um método de Runge-Kutta de segunda ordem e o método de Emgrasso selecionado
através do método de Barzilai-Borwein, sendo que o segundudmeékige tempo de com-
putacdo consideravelmente menor que o primeiro. Outrosdogtde integracdo podem ser
usados, como métodos de integracao implicitos, métodosidenovariavel e os métodos de

Adams com passo variavel.

Utilizac&o de outras técnicas para eliminacdo ou atenuacaio chattering

Neste trabalho, a técnica utilizada para eliminacdo dotetiag foi a camada limite
com espessura constante. Diversas técnicas para aterauaehminacéo do chattering es-
tdo disponiveis na literatura, e podem ser aplicadas aesrsis gradientes estudados neste

trabalho, um exemplo é a camada limite com espessura v@nartempo.

Restauracao de imagens coloridas

As imagens tratadas neste trabalho sao imagens em pretwoe bpais o modelo matematico
de restauracdo de imagens é adequado ao sistema gradiédfe (@ processamento de
imagens coloridas nao foi considerado neste trabalho,gquisdelo matematico de repre-
sentacdo destas imagens, em principio, ndo € adequada dekbsndesenvolvidos neste

trabalho.

Implementagéo fisica, utilizando circuitos VLSI

Os sistemas gradientes apresentados neste trabalho sfimaole para implementacéo

utilizando VLSI para processamento em tempo real. As impigacdes sdo potencial-
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mente simples e baratas, pois podem ser feitas utilizanelteagpesistores, amplificadores e
switches [12].
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Apéndice A

Conceitos basicos de computacao

paralela

Apresentamos a seguir uma breve introducédo aos conceitpodessamento paralelo
utilizados nos capitulos que seguem. Uma introducéo meathdela a computacao paralela
€ apresentada por Grama et al. [98]. Roosta [148] e FreemaillipsP149] apresentam

abordagens mais direcionada a algoritmos paralelos.

Arquitetura de maquinas paralelas

Existem hoje diversas arquiteturas de maquinas paralel@tassificacdo mais utilizada
foi proposta por Flynn [150], conhecida coaxonomia de FlynnSegundo Flynn, existem

guatro categorias basicas de maquinas:

1. Single Instruction Stream (SISD) — é o0 modelo de von Neumpaesta categoria

encaixam-se 0s microcomputadores pessoais e maquinageoasaum processador.

2. Single Instruction Stream - multiple data stream (SIMDOhelui maquinas que su-
portam paralelismo erarrays que consiste em maquinas com varios processadores
conectados em forma dgid. Estas maquinas possuem uma unidade de controle que
recebe e interpreta instru¢des, para em seguida enviadgsa@cessadores conectados

em grid para processamento paralelo.

3. Multiple instruction stream - single data stream (MISDpeucas maquinas foram
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construidas nesta categoria e nenhuma teve sucesso cmoeralgum impacto na

computacao cientifica.

4. Multiple instruction stream - multiple data stream (MIMDBé a categoria mais abran-
gente, cobrindo maquinas com varios processadores e queaupparalelismo de

Processos.

Em uma maquina com multiplos processadores, cada processatentificado por um
namero, iniciando em 0 e terminando e 1, em quep € 0 numero de processadores exis-
tentes na maquina. As maquinas que possuem multiplos pamt@®s pertencem, segundo a
taxonomia de Flynn, & categoria MIMD. E esta classe de maguitilizadas neste trabalho,
como exemplos pode-se citar o cluster Itautec e a SGI Altfx 8Bscritas nas tabelas 1.1 e
1.2. As maquinas de multiplos processadores, de acordo ¢orma de acesso a memoria,

podem ser classificadas de trés formas

e Sistemas de memdéria compartilhada memdria é global e acessivel a todos os pro-

cessadores. Esquematicamente, esta arquitetura é naoseréigura A.1.

e Sistemas de memodria distribuida ou de memodria lecalmemdria é local, cada pro-
cessador possui uma memoria separada e nao é acessivahais plecessadores. O

esquema desta arquitetura € mostrado na figura A.2.

e Sistemas hibridos possuem memoria distribuida e compartilhada. Nestesrsas!,
os processadores sao divididos em grupos e, cada grupo akEspaolores possui seu

espaco de memoria, que ndo € acessivel aos demais grupos.

Como exemplos de sistemas de memoria compartilhada podésaras Gl Altix 350, 0
Cray SV1. Como exemplos de maquinas de memoaria distribuidangam-se o IBM SP2.
Na categoria de sistemas hibridos, encontra-se o cluatéett, que 16 possui nés com dois

processadores cada e memoéria de cada n6é € compartilhag@stels dois processadores.

Software

O paralelismo em maquinas paralelas € comumente gereratiaes de APIs (Appli-

cation Programming Interfaces) especificas.
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PO P1 P2 P3

MEMORIA

Figura A.1: Arquitetura de memaria compartilhada — esquéenama maquina com quatro
processadores, representados pelos bl&6éasP4, e um Unico barramento de memoéria, que
€ acessivel por todos os processadores.

MO M1 M?2 M3

PO P1 P2 P3

CANAL DE COMUNICACAO

Figura A.2: Arquitetura de memaria distribuida — esquemaid@ maquina com quatro
processadores, identificados el a P4 e as memaorias correspondentes, representadas por
MO0 a M1; a comunicacao entre os processadores € feita pelo canahusizagdo, em
geral uma rede TCP/IP.

Dependendo da arquitetura da maquina, o paralelismo podétdo através da criacdo

de processos adinreadsparalelos, definidos como segue:

e Um processaconsiste de um conjunto de instrugdes que executam uma,tarago
compartilham recursos alocados pelo sistema operacmorah o espaco de memoaria.

Um processador é o dispositivo fisico de hardware que ex@suprocessos.

e Threadsséo partes de um processo, cada processo possui pelo metlo®ad) que
€ chamado de thread mestre e diversos threads podem eRistimeprocesso. Os
threads podem compartilhar entre eles os recursos alopattosistema operacional
para 0 processo, como 0 espaco memdaria, 0 que 0s torna adequadogramacao

paralela em sistemas de memdéria compartilhada.
Em sistemas de memodria distribuida, atualmente as APIsutibisidas sdo as de pas-
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sagem de mensagem, como MPI (Message Passing Interfacéyl éfRvallel Virtual Ma-
chine). Estas APIs criam, em cada processador, process@xgoutam as tarefas de forma
independente. A APl de passagem de mensagens é respormayeignciar a comunicacao
entre os processos criados e também por finaliz&-los.

Em sistemas de memdéria compartilhada, o paralelismo padgesenciado através do
OpenMP (Open Multi Processing), que consiste de um conjdetespecificacdes e inter-
faces para paralelizar um programa. O OpenMP funcionadwiam Unico processo com
varios threadsparalelos, o numero de threads € definido pelo usuario e énestiavel
gue seja igual ao niumero de processadores disponiveisagsiis cada thread é executado
por um processador, evitando a execucao de mais de um thoeatpm processador. O
OpenMP é destinado exclusivamente a sistemas de memorgadilhada e a comunicacao
entre os threads é feita através da leitura direta da arezgrna em que esta armazenada
a informacao desejada. As APIs de passagem de mensagersrtgratlem ser utilizadas
em maquinas de memadria compartilhada, o que torna os pragrgoe as utilizam mais

portaveis.

Medidas de desempenho

O objetivo do paralelismo € reduzir o tempo necessario garglketar uma determinada
tarefa computacional. O desempenho de um algoritmo par@leledido pelaceleracace

pelaeficiéncia definidos a seguir.

Definicdo A.1. Sejat, o tempo de execugéo de um programa paralelp pnocessadores e
ts 0 tempo de execucao do algoritmo serial mais rapido utileahprocessador,acelera-

cdo emp processadoreé definida pela relacéo

A aceleracao, segundo a definicdo A.1, mede o ganho obtiddileranum programa pa-
ralelo ao invés de um programa serial executado em apenasogespador. Outra defini¢céo

de aceleracao é dada em funcdo da versdo seqiencial donatgparalelo.

Definicao A.2. Sejat,, o tempo de execugdo de um algoritmo paralelgpgmocessadores e
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t; 0 tempo de execugdo do mesmo algoritmo em 1 processadoeleracao enp proces-

sadores definida por

De acordo com a definicdo A.2, a aceleragédo é uma medida do gatido pela para-
lelizacdo do algoritmo, e mede diretamente os efeitos jgamas pela comunicacéo entre
processos e sincronizacdo. Obviamente, os processad@a@gsupara medir a aceleragéo
nas definicbes A.1 e A.2 tém que ser iguais.

ldealmente, a aceleragéo deve crescer linearmente,Sgcom p, no entanto isto rara-
mente é verificado na pratica, pois a medida que o niumero degsadores € aumentado,
aumenta também o tempo gasto com sincroniza¢do e comunieat& os processos. Um
gréfico tipico de aceleracdo, em comparacdo com a aceladegipé mostrado na figura

A.3. Outra medida de desempenho associada a aceleracaciérced] definida a seguir.

32r 1
Speedup linear (ideal): Sp =p

24 1

p

Speedup, S
*

Speedup observado

0 I I I
0 8 16 24 32

Ndmero de Processadores, p

Figura A.3: Curva de speedup ideal (linha cheia) e um exemgplonda curva de speedup
usualmente observado na pratica

Definicdo A.3 (Eficiéncia). A eficiéncia enmp processadores € determinada pela relacao

A eficiéncia mede o percentual a fracdo de tempo em que ossosctotais de com-
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putacéo recursos de computagcdo que séo utilizados, sear @otgmpo total gasto com
comunicacao e sincronizacdo. ldealmente, quando a ag&teédinear, a eficiéncia é igual
a100% para todg, o que raramente é verificado na pratica. Em implementagdés b que
se verifica € um decréscimo da eficiéncia a medida que o nuregsoodessadores utiliza-
dos é incrementado, provocado pelo aumento tempo gasto eragdes de sincronizacao
e comunicacao entre os processos. Uma curva de eficién@bnente obtida na pratica €
mostrada na figura A.4. No desenvolvimento de algoritmoalelms, deseja-se que a ace-
leracdo seja mantida o mais proximo possivgleaa eficiéncia o mais proximo possivel a
100%.

100 * « ,
% * ,

80 * ]

601 «

50 b

Eficiéncia %, E

40f 1

30 N

201 N

0 I I I
0 8 16 24 32

Ndmero de Processadores, p

Figura A.4: Curva de eficiéncia usualmente obtida na impléagéio de algoritmos paralelos

As medidas de desempenho apresentadas acima sdo dadag@&ondoimimero de pro-
cessadores utilizados no processamento e sao os parametresrao utilizados para avaliar

o0 desempenho dos programas paralelos desenvolvidos radsttnb.
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Apéndice B
Software utilizado

A lista dos softwares usados no desenvolvimento das impiEp@&es dos algoritmos
deste trabalho é apresentada abaixo. Todos séo de cédgouiestdo disponiveis gratuita-

mente na Internet, exceto os softwares proprietarios t@8iGraphics.

1. Sistema operacional: RedHat Enterprise Linux + SGI ProPack.

2. Compilador: Intel FORTRAN Compiler 9.0, disponibilizado pela propriadhém
htt p: // www. i nt el . com Versbes ndo comerciais gratuitas estao disponiveis para
a plataforma LINUX, e versdes de teste, validas por 30 d&tépedisponiveis para a

plataforma Windows.

3. Bibliotecas MPI: Message Passing Toolkit (MPT), proprietério da Siliconpgbies.
E compativel com as especificacbes 1.0, 1.1 e 1.2 do MPI, aéépossuir alguns
recursos do MPI-2. Uma alternativa de cadigo livre ao MPT @ftware MPICH
2, que € uma implementacdo das especificacbes MPI-1 e MRighbando as es-
pecificacbes implementadas pelo MPT. O MPICH 2 é fornecidtuiganente em
ht t p: / / ww uni x. nts. anl . gov/ npi / npi ch2/ .

4. Bibliotecas BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines): Goto BLAS, disponivel
gratuitamente ernt t p: / / ww. t acc. ut exas. edu/ r esour ces/ sof t war e,
implementadas por Katsushike Goto. O BLAS foi usado paraafébdas as opera-
¢des envolvendo vetores e matrizes, maximizando o deséropes aplicativos, além
de proporcionar uma melhor utilizacdo de memoaria atravéssdode subrotinas do

Sparse BLAS, incorporadas no Goto BLAS.
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5. Célculo da FFT: FFTW 3.12 (Fastest Fourier Transform in the West), dispaniv
gratuitamente etht t p: / / ww. f f t w. or g. Utilizado para determinar a inversa do

pré-condicionador circulante, usado no método dos greafi@mnjugados.
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