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Resumo da Tese apresentada 8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios
para a obtengao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

UMA CONTRIBUICAO POR MEIO DE PRE-COMPENSACAO
NORMALIZANTE E PARAMETRIZACAO PARA UTILIZACAO EFETIVA DO
METODO DO LUGAR CARACTERISTICO

Marcos Vicente de Brito Moreira
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Orientador: Joao Carlos dos Santos Basilio
Programa: Engenharia Elétrica

O método do lugar caracteristico (MLC) ¢ uma ferramenta poderosa para o
projeto de sistemas de controle multivariaveis lineares, permitindo que objetivos de
projeto conflitantes tais como estabilidade e desempenho sejam simultaneamente
considerados a partir de uma tnica forma de representacao do sistema. Contudo,
esse método tem dois problemas importantes: (i) quando a matriz de transferéncia
do modelo nominal da planta for muito diferente de uma matriz normal, os lugares
caracteristicos do sistema em malha aberta sao muito sensiveis a incertezas nos
parametros do modelo da planta; (i) o MLC propde o projeto de um controlador
que possui as mesmas matrizes de autovetores e autovetores duais que a planta
e, portanto, o controlador obtido através da interconexao em série das matrizes
de autovetores e autovetores duais da planta e a matriz diagonal formada pelos
autovalores do controlador é, em geral, irracional.

Nesta tese, tanto o problema da sensibilidade dos lugares caracteristicos quanto
o problema da obtengao de controladores comutativos racionais serao abordados. Vi-
sando contornar o problema da sensibilidade dos lugares caracteristicos, serao pro-
postas duas novas abordagens para o projeto de pré-compensadores normalizantes.
Com relagao ao projeto de controladores comutativos racionais, serao apresentadas
uma parametrizacao para todos os controladores comutativos racionais estabilizan-
tes e uma caracterizacao de todos os graus de liberdade resultantes dessa para-
metrizacao. Condi¢oes necessarias e suficientes para a existéncia de controladores
comutativos racionais estabilizantes sao também apresentadas nesse trabalho. Con-
forme pode ser visto a partir dos resultados preliminares aqui apresentados, em que
os graus de liberdade da parametrizacao sao utilizados para obter controladores que
comutam com uma planta pré-compensada aproximadamente normal em uma faixa
de freqiiéncias de interesse, esta tese prové uma nova perspectiva para o MLC, i.e.,
a possibilidade de se levar em conta objetivos de projeto tais como estabilidade e

desempenho robustos, que até entao nao eram considerados quando da utilizacao do
MLC.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

A CONTRIBUTION VIA NORMALIZING PRE-COMPENSATION AND
PARAMETRIZATION FOR THE EFFECTIVE USE OF THE
CHARACTERISTIC LOCUS METHOD

Marcos Vicente de Brito Moreira
March /2006

Advisor: Joao Carlos dos Santos Basilio
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The characteristic locus methods (CLM) is a powerful tool for the design of
linear multivariable control systems, allowing conflicting design objectives such as
stability and performance be addressed by using a single system representation.
However, this design methodology suffers from two problems: (i) when the transfer
matrix that represents the plant nominal model is very far from normal, the charac-
teristic loci of the open-loop transfer matrix are very sensitive to uncertainty in the
parameters of the plant model; (i7) the CLM proposes the design of a controller that
possesses the same eigenvector and dual-eigenvector matrices as the plant, and the-
refore, the controller formed with the series interconnection of the plant eigenvector
and dual-eigenvector matrices and the diagonal matrix formed with the controller
eigenfunctions is, in general, irrational.

In this thesis, both the characteristic locus sensitivity problem and the pro-
blem of designing rational commutative controllers are dealt with. With the view
to circumventing the characteristic locus sensitivity, two new approaches for the de-
sign of normalizing precompensators are proposed. As far as the design of rational
commutative controller is concerned, a parametrization of all rational stabilizing
commutative controllers and a characterization of all degrees of freedom available
in this parametrization are presented. Necessary and sufficient conditions for the
existence of rational stabilizing commutative controllers are also given in this work.
As it can be seen from the preliminary results presented here, where the degrees
of freedom are deployed to design controllers that commute with an approximately
normal precompensated plant in a frequency range of interest, the thesis provide
a new perspective for the CLM, 1i.e., the possibility of addressing design objecti-
ves such as robust stability and robust performance, which, so far, have not been
addressed within the CLM.
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continuas e sao definidas como os lugares caracteristicos de G(s).
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mXm
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Definicao 3.2 Seja G uma matriz complexa. Se todas as possiveis decomposi¢oes
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por valores singulares de G = YXU™ sao tais que Y e U sao alinhadas, isto é,
U*Y = ¢°,
onde © = diag{f;,i = 1,...,m}, entdo G é denominada alinhada.

Definicao 4.1 O posto normal de uma matriz polinomial A(s) (p X ¢) é o nimero
inteiro r tal que maxsec p[A(s)] = r, onde p(.) denota o posto de uma matriz com-

plexa.

Definigao 4.2 Seja A(s) uma matriz com posto normal r e seja F'(s) = [L(S) f,(s)
: iﬁ(s) , onde gr[f (s)] = ¢, uma matriz polinomial tal que A(s)F(s) = O. En-
tao, F'(s) forma uma base polinomial minima para o espaco nulo de A(s) se e somente

se Y7, ¢; é minimo.

Definigao 4.3 Seja G(s) uma matriz racional (p x ¢). Entao, os zeros finitos de
G(s) sao definidos como o conjunto de todos os zeros do conjunto de polindémios
{ei(s) : i = 1,...,r}. Os polos de G(s) sao definidos como o conjunto de todos
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Definigcao 4.4 Considere a equagao algébrica associada & fungao caracteristica

j‘gi(s)3
bZQ(S);\gZ + bil (S)S\gi,il + ...+ bi§i<8) =0.

Suponha, sem perda de generalidade, que bj(s) # 0 e bs,(s) # 0. Dessa forma,
os polos da fungao caracteristica S\Qi(s) sao definidos (MacFarlane e Postlethwaite,

1977) como os valores de s que satisfazem:

enquanto que os zeros sao definidos como os valores de s que satisfazem:
bi&; (8) = 0.

Definicao 4.5 Seja e(s) um polindémio monico cujos zeros sao polos da matriz de

transferéncia da planta G(s) (m x m) e que nao sao polos de nenhuma das fungdes
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caracteristicas de G(s). Entao, os polos p; € C de G(s) tais que e(p;) = 0 sao

chamados de modos fixos de G(s).

Definigao 4.6 O grau de um vetor polinomial h(s), denotado por gr[h(s)], é igual

ao maior grau dos elementos do vetor A(s).
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Capitulo 1

Introducao

Os primeiros métodos a utilizar o dominio da freqiiéncia para o projeto de siste-
mas de controle multivariaveis surgiram no fim da década de 60 no século passado
e consistiam de uma generalizacao de técnicas cléssicas de projeto de sistemas de
controle monovariaveis (Rosenbrock, 1969; Rosenbrock, 1970; Mayne, 1973; Mac-
Farlane e Belletruti, 1973). Entre essas técnicas estao os chamados Método das
Cadeias de Nyquist (Rosenbrock, 1970), e o Método do Lugar Caracteristico (MLC)
(MacFarlane e Belletruti, 1973; MacFarlane e Kouvaritakis, 1977; MacFarlane e Pos-
tlethwaite, 1977). Ambos os métodos tém como principal motivagao, a possibilidade
de transformar o problema de projetar um controlador multivaridvel para um sistema
de ordem m, em um problema de se projetar m sistemas monovariaveis utilizando-se,
para tanto, técnicas classicas para sistemas monovariaveis no dominio da freqiiéncia
(Nyquist, 1932; Bode, 1945).

O Método do Lugar Caracteristico, assim como os Métodos das Cadeias de
Nyquist, é baseado no critério de estabilidade de Nyquist generalizado (MacFarlane,
1970; MacFarlane e Kouvaritakis, 1977; Desoer e Wang, 1980), que fornece uma
maneira de verificar a estabilidade do sistema multivariavel em malha fechada a
partir dos lugares caracteristicos da matriz de transferéncia do sistema em malha
aberta. De acordo com o critério de Nyquist generalizado, um sistema multivariavel,
em que G(s) e K(s) sdo as matrizes de transferéncia quadradas de dimensao m x m
da planta e do controlador, respectivamente, é estavel se e somente se a soma dos

envolvimentos em sentido anti-horario do ponto critico (—1 + j0) feito pelos lugares



caracteristicos de T,(s) = G(s) K (s) for igual ao ntimero de polos instéveis de G(s) e
K (s). Os lugares caracteristicos de uma determinada matriz de transferéncia T,(s)
sao as respostas em freqiiéncia das suas fungoes de autovalores.

Apesar de ambos os métodos serem baseados no mesmo critério de estabilidade,
as abordagens utilizadas por cada um deles é diferente. Os Métodos das Cadeias
de Nyquist consistem em projetar um controlador em duas etapas. Na primeira
etapa um pré-compensador é utilizado para tornar, quando possivel, a matriz de
transferéncia da planta pré-compensada diagonal dominante. Uma vez obtida a
dominancia diagonal, o sistema passa a se comportar aproximadamente como m
sistemas monovariaveis independentes. A segunda etapa do método consiste, entao,
em projetar um conjunto de m controladores monovariaveis independentes, um para
cada malha, de forma a fazer com que o sistema multivariavel em malha fechada
satisfaca o critério de estabilidade de Nyquist generalizado. Diferentemente dos
Métodos das Cadeias de Nyquist, o Método do Lugar Caracteristico nao requer
que seja obtida a dominancia diagonal da planta e utiliza diretamente os lugares
caracteristicos do sistema em malha aberta para satisfazer o critério de Nyquist
generalizado. Para tanto, é necessario que o controlador possua as mesmas matrizes
de autovetores que a matriz de transferéncia da planta. Neste caso, é possivel
verificar que a planta e o controlador comutam com relagao a multiplicacao e, por
este motivo esses controladores sao denominados controladores comutativos.

Embora o MLC tenha surgido como uma ferramenta poderosa para o projeto
de sistemas de controle multivariaveis, em Doyle e Stein (1981), este e todos os mé-
todos baseados no critério de estabilidade de Nyquist generalizado, sao seriamente
criticados por serem baseados na resposta em freqiiéncia das fungoes de autovalores
de matrizes de transferéncia (lugares caracteristicos), que podem ser, em alguns ca-
sos, muito sensiveis a variagoes nos parametros dessa matriz. Conseqiientemente, os
pesquisadores passaram, entao, a estudar outras alternativas para o projeto de con-
troladores multivaridveis, considerando perturbagoes no modelo nominal da planta,
como, por exemplo, a teoria de controle H,, (Francis, 1987; Zhou et al., 1996).

Contudo, o uso da sintese de controladores H,, requer para que sejam considerados



todos os objetivos de projeto conflitantes de um sistema de controle multivariavel
a escolha de varias funcgoes de ponderacao, que nao possuem uma forma simples
de serem escolhidas. Os lugares caracteristicos do sistema em malha aberta, por
sua vez, permitem que os objetivos conflitantes de estabilidade e desempenho se-
jam simultaneamente analisados por uma tnica forma de representagao do sistema
e, por este motivo, o MLC mostra ser uma abordagem de projeto eficiente para
sistemas de controle multivariaveis quando os lugares caracteristicos do sistema em
malha aberta sdo pouco sensiveis a variagdes na planta. Em Doyle e Stein (1981),
Postlethwaite (1982) e Hung e MacFarlane (1982) ¢ mostrado que os lugares carac-
teristicos do sistema em malha aberta sao menos sensiveis a variacoes na matriz
de transferéncia da planta, quando a matriz de transferéncia do sistema em malha
aberta é normal, uma vez que, neste caso, os modulos dos lugares caracteristicos
sao iguais aos valores singulares do sistema em malha aberta. Além disso, em Pos-
tlethwaite (1982) é comentado que o método de projeto das Cadeias de Nyquist, por
ter como uma primeira etapa o projeto de um pré-compensador que diagonaliza, ao
méaximo, a matriz de transferéncia da planta entao, este procedimento pode ser visto
como uma pré-compensagao normalizante que reduz a sensibilidade dos lugares ca-
racteristicos do sistema em malha aberta com relagao a incertezas modelas na saida
da planta. Porém, para incertezas modelas na entrada da planta, que sempre estao
presentes em todo sistema real (Skogestad et al., 1988; Skogestad e Havre, 1996),
nao ha como garantir a estabilidade robusta do sistema em malha fechada pelos
Métodos das Cadeias de Nyquist.

Algumas tentativas de contornar o problema de sensibilidade dos lugares ca-
racteristicos foram formuladas (Daniel e Kouvaritakis, 1983; Daniel e Kouvaritakis,
1984; Hung e MacFarlane, 1982). A primeira tentativa (Daniel e Kouvaritakis, 1983;
Daniel e Kouvaritakis, 1984) consiste em escrever a matriz de transferéncia da planta
nominal como a soma de uma matriz normal mais um erro obtido na aproximacao
da matriz de transferéncia nominal por uma normal, e, em seguida, aplicar o ML.C
ao modelo da planta aproximado por uma matriz de transferéncia normal. Dessa

forma, supondo que um controlador que comuta perfeitamente com a planta seja



projetado pelo MLC, entao é esperado que nao haja deterioracao da normalidade ao
fazer o produto da parte normal da planta com o controlador comutativo. O maior
problema com relagao a essa técnica é a possibilidade de amplificagao da regiao de
incerteza que contém os lugares caracteristicos do sistema em malha aberta, uma
vez que agora, além da incerteza da planta, devido geralmente a dindmicas nao-
modeladas, ha ainda a incerteza causada pela aproximacao da planta nominal por
uma planta normal. A segunda técnica sugerida, menos direta do que a anterior, deu
origem aos chamados controladores normalizantes de molduras reversas (CNMR)
(Hung e MacFarlane, 1982; Basilio e Kouvaritakis, 1997b). Essa técnica é baseada
nos chamados quase-lugares de Nyquist e nao nos lugares caracteristicos da planta,
que sao os verdadeiros indicadores da estabilidade do sistema em malha fechada.
Assim, somente quando uma perfeita normalizacao é alcancada é que os lugares
caracteristicos e os quase-lugares de Nyquist coincidem.

Uma terceira técnica de normalizacao da matriz de transferéncia da planta é
apresentada em Sahate (1998) e Basilio e Sahate (2000), onde é proposto o projeto
de um pré-compensador normalizante para a planta para que, em seguida, seja pro-
jetado um controlador pelo MLC para a planta pré-compensada. Porém, o método
proposto em Sahate (1998) e Basilio e Sahate (2000) é baseado em um problema de
otimizacao cuja solucao depende da solugao de equagoes de graus elevados, mesmo
para casos simples.

Nesse trabalho, uma nova técnica de normalizacao por pré-compensagao sera
proposta (Moreira e Basilio, 2005). O método proposto é baseado no alinhamento
das matrizes de direcoes principais da planta, com solugao mais simples do que
a obtida em Basilio e Sahate (2000). Assim como o método proposto em Basilio e
Sahate (2000), o método aqui apresentado faz restri¢oes na estrutura adotada para o
pré-compensador que podem ser, em alguns casos, muito conservadoras. Além disso,
esse método leva ao projeto de um pré-compensador dindmico que torna a planta
pré-compensada o mais proximo possivel de normal para a faixa de freqiiéncias
considerada.

Além de ser apresentado o projeto de um pré-compensador normalizante di-



namico, uma outra abordagem para o projeto de pré-compensadores normalizantes
¢é apresentada. Esta nova abordagem é baseada no mesmo problema de otimizacao
proposto em Moreira e Basilio (2005), mas nao faz tantas restrigoes quanto a es-
trutura do pré-compensador como em Moreira e Basilio (2005) e Basilio e Sahate
(2000). Contudo, o método proposto leva ao projeto de um pré-compensador esté-
tico no lugar de um pré-compensador dindmico. A motivagao para isso vem do fato
de que, em muitos casos, a pré-compensagao normalizante ¢ importante somente
em uma faixa de freqiiéncias em torno da freqiiéncia de cruzamento (freqiiéncias em
que os lugares caracteristicos do sistema em malha aberta estao mais proximos do
ponto critico —1 + j0) e ndo em todas as freqiiéncias. Uma outra vantagem do pré-
compensador normalizante estatico é que o problema de otimizacao proposto tem
solugao simples, sendo resolvido encontrando-se o menor autovalor de uma matriz
simétrica com elementos reais e o correspondente autovetor associado.

Uma vez alcancada a normalizacao aproximada da matriz de transferéncia da
planta, o proximo passo é entao projetar um controlador pelo MLC. O MLC re-
quer que um controlador com as mesmas matrizes de autovetores que a planta seja
projetado (controlador comutativo). Contudo, em geral, as fungdes de autovalores
e os elementos das fungoes de autovetores da planta sao expressoes irracionais da
variavel complexa s. Portanto, o controlador comutativo construido como a cone-
xao em série dos sistemas formados pela matriz de autovetores da planta, matriz de
autovalores do controlador e a inversa da matriz de autovetores da planta, levam,
em geral, a um controlador cujos elementos sao expressoes irracionais de s. Visando
contornar este problema, vérias formas de aproximar a matriz de autovetores da
planta por uma matriz com coeficientes racionais foram desenvolvidas, dando ori-
gem a diferentes técnicas de projeto de controladores comutativos: (i) controladores
comutativos aproximados (CCA) (MacFarlane e Kouvaritakis, 1977); (i7) controla-
dores comutativos aproximadamente exatos (CCAE) (Cloud e Kouvaritakis, 1987);
(ii) controladores comutativos causais (CCC) (Kouvaritakis e Basilio, 1994) e (iv)
controladores comutativos racionais (CCR) (Basilio e Kouvaritakis, 1995). Todas es-

sas técnicas buscam uma comutatividade aproximada entre a planta e o controlador



na maior faixa de freqiiéncias possivel e, portanto, nao ha garantias de que a comu-
tatividade aproximada nao destrua a normalizacao obtida com o pré-compensador;
uma forma de garantir que a normalizacao nao seja destruida é através do projeto
de um controlador que comute perfeitamente com a planta em todas as freqiiéncias.

Em um trabalho recente (Basilio, 1995), sao apresentadas condigdes para a
existéncia de controladores que estabilizam o sistema em malha fechada e que co-
mutam exatamente com a planta, onde é mostrado que estes controladores sempre
existem quando a matriz de transferéncia da planta é estavel. Visando estender este
resultado, uma condi¢ao necesséria e suficiente para a estabilidade interna de um
sistema em malha fechada com um controlador comutativo exato é apresentada em
Basilio et al. (2002), onde é mostrado que para quase todas as plantas G(s), exceto
possivelmente para um conjunto de medida nula, existem controladores comutativos
racionais estabilizantes (CCRE). Além disso, utilizando a parametrizagao de Youla-
Kucera (Youla et al., 1976; Kucera, 1979) e a teoria de bases polinomiais minimas
(Forney, 1975), uma parametrizacao para todos os CCRE e uma caracterizagao de
todos os graus de liberdade disponiveis nesta parametrizacao, sao apresentadas em
Basilio et al. (2002). A obtengao desta parametrizacao requer o célculo de uma
base polinomial minima para o espago nulo de uma matriz polinomial e em Basilio e
Moreira (2004) um algoritmo para o céalculo de uma base polinomial minima para o
espaco nulo de uma matriz polinomial é apresentado. Por ser baseado na decompo-
sicao por valores singulares de matrizes de convolucao, fornece assim, uma maneira
numericamente robusta para se obter a parametrizacao de todos os controladores
comutativos racionais estabilizantes.

Apesar de Basilio et al. (2002) apresentar uma condi¢do necesséria e sufici-
ente para a existéncia de controladores comutativos racionais estabilizantes, essas
condicoes nao definem uma classe de plantas que podem ser estabilizadas por contro-
ladores comutativos. Visando encontrar condi¢oes mais simples de serem verificadas
a partir da matriz de transferéncia da planta, uma condicao suficiente que garante
a existéncia de controladores comutativos estabilizantes para plantas instaveis é

apresentada em Moreira e Basilio (2004) e Moreira et al. (2005). Esta condicdo



é satisfeita por uma vasta classe de plantas e pode ser verificada a partir de uma
analise simples de G(s). Neste trabalho, uma condi¢@o necessaria e suficiente para a
existéncia de CCRE ¢é apresentada (Moreira et al., 2006). Esta condigao ¢ facil de ser
verificada e mostra que realmente, somente em casos muito especiais, nao existem
CCRE. Além disso, em Basilio et al. (2002), apesar da parametrizagao ser baseada
na obtencao de uma base para o espago nulo de uma matriz polinomial, a nuli-
dade dessa matriz nao ¢ conhecida. Sera aqui mostrado (ver também Moreira et al.
(2006)), que a nulidade dessa matriz ¢ caracterizada em fun¢ao do conhecimento dos
lugares caracteristicos da matriz de transferéncia da planta e, portanto, é possivel
definir exatamente os graus de liberdade disponiveis na parametrizacao antecipada-
mente, simplesmente analisando-se os lugares caracteristicos da planta. Em resumo,
os resultados apresentados (Basilio e Moreira, 2004; Moreira et al., 2005; Moreira
et al., 2006) fornecem todas as informagoes necessarias para a obtencao da para-
metrizacao de todos os CCRE, assim como uma caracterizagao exata de todos os
graus de liberdade disponiveis nesta parametrizacao, e uma condi¢ao necessaria e
suficiente para a existéncia dos CCRE. Assim, utilizando esta parametrizacao, a
normalizacao obtida a partir do pré-compensador normalizante é mantida, fazendo
com que objetivos de projeto como estabilidade robusta e desempenho sejam agora
alcangados a partir de um posicionamento adequado dos lugares caracteristicos da
matriz de transferéncia do sistema em malha aberta.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No capitulo 2 sao apresenta-
dos alguns conceitos fundamentais para o estudo do Método do Lugar Caracteristico
(MLC). Entre os conceitos principais destacam-se: (i) o critério de Nyquist gene-
ralizado; (i) o projeto de um controlador comutativo baseado no MLC e (iii) o
problema de sensibilidade do MLC na presenca de pertubagoes no modelo nominal
da planta. No capitulo 3, o problema de se projetar um pré-compensador de forma a
tornar a matriz de transferéncia da planta aproximadamente normal é considerado.
No capitulo 4 é apresentada uma parametrizacao para todos os controladores co-
mutativos racionais estabilizantes e uma condi¢ao necessaria e suficiente para a sua

existéncia. No capitulo 5 sao apresentados alguns resultados preliminares visando



obter uma maneira sistemética de posicionar os lugares caracteristicos do sistema
em malha aberta de forma a atender varios objetivos de projeto, incluindo o objetivo
de estabilidade robusta. Por fim, no capitulo 6, é feito um resumo dos principais
resultados apresentados neste trabalho e sao propostos trabalhos futuros a serem
desenvolvidos. No apéndice A, uma solu¢cao numericamente robusta para a identi-
dade de Bezout polinomial generalizada é apresentada. Essa solucao foi obtida no
decorrer deste trabalho, sendo uma aplicacao o algoritmo de calculo de uma base
polinomial minima para o espago nulo de uma matriz polinomial. Além disso, caso
o estudo aqui realizado seja aplicado a plantas descritas por modelos discretos, a
obtencao de uma fatoracao duplamente coprima em RH., se resume a obter uma
fatoragao duplamente coprima no conjunto de matrizes polinomiais (Kucera, 1979).
Todos os algoritmos sugeridos neste trabalho foram implementados utilizando-se o
Matlab como ferramenta. As operagoes com matrizes polinomiais foram realizadas

utilizando-se a toolbox Polymat (Barcelos, 2005).



Capitulo 2

O Método do Lugar Caracteristico

O objetivo principal deste capitulo é apresentar os conceitos fundamentais para
o estudo do Método do Lugar Caracteristico (MLC). Seré inicialmente revisado o
critério de Nyquist generalizado, que é a base para o MLC e, em seguida, feita
uma breve revisao do projeto de um controlador comutativo baseado no MLC. Seré
ainda considerado o problema de sensibilidade do MLLC na presenga de pertubagoes
no modelo nominal da planta.

Este capitulo estda organizado da seguinte forma: na secao 2.1 o critério de
Nyquist generalizado é apresentado. Em seguida, na se¢ao 2.2 sao definidos os con-
troladores comutativos, bem como sao descritas brevemente algumas técnicas de
obtencao destes controladores, sendo dado maior destaque para os controladores
comutativos aproximados. Na secao 2.3 o problema de sensibilidade dos lugares
caracteristicos ¢ analisado e algumas técnicas para contornar o problema sao apre-

sentadas. Finalmente, conclusoes sao apresentadas na secao 2.4.

2.1 Critério de Nyquist Generalizado

Considere o sistema com realimentacgao unitéria negativa apresentado na figura 2.1,
na qual G(s) e K(s) sdo, respectivamente, as matrizes de transferéncia quadradas
da planta e do controlador, ambas m x m. Desta forma, a matriz de transferéncia

do sistema em malha aberta 7,(s) ¢ definida como:

To(s) = G(s)K(s). (2.1)
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Figura 2.1: Sistema multivaridvel com realimentacao unitaria negativa.
Define-se ainda a matriz de transferéncia diferenca de retorno como:
F(s) =1+ G(s)K(s). (2.2)

A partir da equagao (2.2) pode-se mostrar que (MacFarlane e Postlethwaite, 1977)

det|F(s)] = « (2.3)

onde det|.] denota o determinante de uma matriz, « € R, p.(s) é o polinémio
caracteristico do sistema em malha fechada e p,(s) é o polinémio caracteristico do
sistema em malha aberta. Portanto, é imediato perceber que, para generalizar o
critério de estabilidade de Nyquist para sistemas multivariaveis, basta utilizar o
principio dos argumentos no determinante de F'(s). Por conveniéncia, o principio

dos argumentos ¢ apresentado a seguir.

Lema 2.1 (Principio dos Argumentos)

Seja C um contorno simples fechado no plano complexo e w = f(z) uma fungao da
variavel complexa z analitica no contorno C e no interior de C exceto em um ntmero
finito de polos. Sejam Z e P, o nimero de zeros e polos, respectivamente, da funcao
f(2) contidos no interior do contorno C e A.arg[f(z)] a variagdo da fase de f(z)

quando z completa uma volta sobre o contorno C em sentido horério. Entao
Acarglf(z)] =2n(Z — P) (2.4)
(I

O principio dos argumentos, quando aplicado ao determinante de F(s), leva a
uma maneira grafica de verificar a estabilidade de sistemas multivariaveis. Escolhen-

do-se o contorno C como o contorno classico D e denotando por n. e n, o namero de
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polos instaveis do sistema em malha fechada e em malha aberta, respectivamente,
entao o principio dos argumentos estabelece que o ntimero de envolvimentos da
origem, em sentido anti-horério, ng, feito pelo determinante de F(s), & medida que
s caminha uma vez sobre o contorno classico D em sentido horario, é ngp = n. — n,.
Como, para a estabilidade do sistema em malha fechada, todos os po6los devem estar
no semi-plano da esquerda do plano complexo s, entao n. deve ser igual a zero. Logo,

o seguinte critério para a estabilidade de sistemas multivaridveis pode ser enunciado.

Teorema 2.1 (Critério de Nyquist Generalizado)Suponha que G(s) e K(s)
nao possuam modos instaveis nao-controléveis e/ou nao-observéaveis. Entao, o sis-
tema da figura 2.1 é estavel, se e somente se o numero de envolvimentos da origem
pelo diagrama de Nyquist de det[F'(s)], em sentido anti-horario, é igual ao nimero

de zeros instaveis do polinomio caracteristico em malha aberta, p,(s). O

Apesar do teorema 2.1 ser uma importante generalizagao do critério de Nyquist
para sistemas multivariaveis, a forma como é estabelecido nao deixa claro como ma-
nipular K (s) de tal sorte que o determinante de F'(s) seja tal que satisfaga o critério
de Nyquist generalizado. Assim, é necessario obter uma nova formulagao para o te-
orema 2.1. Para tanto, é importante, inicialmente, definir os lugares caracteristicos

de uma matriz racional (MacFarlane e Postlethwaite, 1977).

2.1.1 Lugares caracteristicos

Seja G(s) uma matriz m X m cujos elementos sao fungoes racionais da variavel
complexa s. Para todo s = 59 (s9 € C), tem-se que G(sg) serd uma matriz com
elementos complexos e tera autovalores {\y,(so) : @ = 1,2,...,m} que formam um
conjunto de nimeros complexos. Portanto, as fungoes de autovalores de G(s) sao
também funcoes da variavel complexa s.

Considere agora, a equacao caracteristica:
A(Ng,s) = det[Ay(s)] — G(s)] = 0. (2.5)

E facil verificar que o polindémio em A;, A(\y,s), ndo pode ser, em geral, expresso

como o produto de fatores lineares em \,, isto é, em geral, A(\,,s) ndo pode ser
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exXpresso commo

A(Ag,s) = H [Ag(s) = Ag,(s)] (2.6)

i=1

onde Ay (s) é uma fungao racional em s. Logo, a matriz G(s) nao tera necessaria-
mente fungoes de autovalores racionais em s.

Em geral, A()\y,s) pode ser reduzido a seguinte forma:
A(Ng,s) = A1(Ng,5)A2(Ag,8) ... Ag(Ag,s) (2.7)

onde os fatores {A;()\;,8) 17 =1,2,...,k} sdo polindémios que sao irredutiveis sobre
o corpo das fun¢oes racionais de s. Suponha que os fatores irredutiveis A;(Ay,s) tém
a forma

Ai(Ag,8) = N0 +an ()N 4+ ags,(s), i=12,... .k, (2.8)

onde §; ¢ o grau do i-ésimo polindmio irredutivel e os coeficientes {a;;(s) : i =
L,....,k;5 = 1,...,0;} sdo fungbes racionais em s. A notagao 5\9 ¢ utilizada para
diferenciar esta funcao das fungoes de autovalores A,.

Note que se bjp(s) ¢ o minimo multiplo comum de todos os denominadores dos
coeficientes {a;;(s) : j = 1,....,0;}, ent@o é possivel reescrever a equacao (2.8) da
seguinte forma:

bio ()N + by (s)AA1 L+ big (s) = 0, (2.9)

onde, agora, os coeficientes b;;(s) para j = 0,1,...,6; sdo polindmios em s. A fungao
de uma variavel complexa /A\gi(s), obtida resolvendo-se a equagao (2.9), é chamada de
fungao algébrica (Bliss, 1966). As fungoes caracteristicas de G(s) s@o definidas como
o conjunto das funcoes algébricas j\gi(s) para i = 1,....,k. Note que cada funcao
caracteristica S\gi(s) é definida por uma equacao irredutivel da forma apresentada
na equagao (2.9) e, portanto, para cada valor de s € C tal que by(s) # 0, j\gi(s)
tem ¢; valores distintos. Desta forma, esses 9; valores formam func¢oes analiticas
localmente distintas chamadas ramos de )y, (s) (isto ocorre em quase todos os pontos,
exceto nos chamados pontos de ramificagao, que sao os pontos onde alguns ramos
tornam-se iguais). Logo, para cada valor de s tem-se vérios valores para ;\gi e nao

é possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre o dominio, plano-s, e o
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plano complexo C. Para contornar este problema, pode-se imaginar que cada valor
de s nao é um tnico ponto no plano complexo C, mas 9; pontos, um sobre o outro,
sendo que cada um pertence a uma copia do plano complexo C, chamada folha de
Riemann e que serd denotada por Ry, j =1,...,0;.

Para identificar as folhas de Riemann, Rjj, ¢ necessério calcular os d; valores
de 5\91. (s) para cada valor de s, e separar esses valores de maneira a formar §; fungoes
continuas. Essas funces continuas sao as fungoes de autovalores de G(s), Ay(s).
Note que, uma vez que os pontos de ramificagao sao pontos em que alguns ramos
possuem o mesmo valor, entao estes pontos pertencem a mais de uma folha de Rie-
mann. Estes pontos de ramificacao podem ser ligados através de segmentos de reta
chamados de cortes de ramificagao. Esses cortes de ramificacao ligam as d; folhas de
Riemann Rjj, formando a superficie de Riemann, S;, que pode ser utilizada como o
dominio de defini¢ao de S\gi(s) e, portanto, agora existe uma correspondéncia biuni-
voca entre a superficie de Riemann S; e o plano complexo C. Além disso, é possivel
garantir que ao se percorrer um caminho fechado na superficie de Riemann, se obtém
um caminho fechado no plano complexo. A seguir, uma importante definicao para

a reformulagao do critério de estabilidade apresentado no teorema 2.1 é enunciada.

Definicao 2.1 Suponha que a cada fungao caracteristica j\gi(s) esteja associada
uma superficie de Riemann, S;, para ¢« = 1,...,k e suponha que ha J; copias do
contorno D em cada uma das folhas de Riemann, a partir das quais S;, para ¢ =
1,...,k, sao formadas. Quando s caminha ao longo do contorno D, em sentido
horario, percorrendo um caminho fechado na superficie de Riemann S;, uma curva
fechada em C, C;, é tragada para a funcao caracteristica S\gi(s). As curvas C;,
i=1,...,k, sdo continuas e sdo definidas como os lugares caracteristicos de G(s).

O

Observagao 2.1 Quando as fungoes de autovalores de G(s) sao irracionais, deve-se
passar de uma folha de Riemann a outra nos pontos de ramificagao para que o gréafico
polar resultante dos lugares caracteristicos sejam formados por contornos fechados.

Desta forma, o diagrama polar resultante dos lugares caracteristicos de G(s) serao
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formados por k£ < m contornos fechados. O

2.1.2 Direcoes caracteristicas

Correspondendo a cada fungao caracteristica ;\O(s) da matriz de transferéncia do
sistema em malha aberta, T,(s), tem-se uma fungao vetorial da variavel complexa s,
w(s), cujos elementos sao fungoes algébricas e tém como dominio a mesma superficie
de Riemann que as funcoes caracteristicas. E possivel mostrar que em quase todos
os pontos do plano complexo, exceto nos pontos de ramificagao, para cada fungao

de autovalor \,, (s) da func@o de transferéncia em malha aberta esté associada uma

fungao de autovetor w;,(s) para i =1,...,m. Portanto, tem-se que:
To(s) [ wils) wols) oo wy(s) | =[wi(s) wals) .. w,(s) [ Ao(s), (2.10)
onde A,(s) = diag{,,(s),i = 1,...,m}. Desta forma, a seguinte decomposi¢ao por

valores caracteristicos de T,(s) é obtida:
To(s) = W(s)Ao(s)V (s), (2.11)

onde W(s) = [ w;(s) wy(s) ... w,(s) | ¢ uma matriz formada pelas funges de
autovetores de T,(s) e V(s) = W~!(s). Os vetores w;(s) sao denominados diregoes

caracteristicas de T,(s).

2.1.3 Critério de Nyquist generalizado

A partir da decomposigao por valores caracteristicos de T,(s), é possivel estabelecer
um critério para a estabilidade de sistemas multivariaveis equivalente ao apresentado
no teorema 2.1. Para tanto, note que, utilizando a equagao (2.11), F(s) pode ser

reescrita como:

F(s) = I1+T,(s)=1+W(s)A(s)V(s) (2.12)

= W(s) [ + Ao(s)] V(s). (2.13)

Note, ainda, que se w;(s) é uma func¢ao de autovetor de 7T,(s), entdo também é uma

fungao de autovetor de F'(s) e que as fungdes de autovalores de T,(s), A, (s), e de
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F(s), Af(s), estao relacionadas da seguinte forma:
Ar(8) = Ao;(s) + 1. (2.14)

De acordo com o teorema 2.1, a estabilidade do sistema em malha fechada depende
do diagrama de Nyquist de det[F(s)]. Porém, é facil verificar, a partir das proprie-

dades dos determinantes e da equagao (2.14), que

m

detlF ()] = [T Asls) = [ Pols) + 11 (2.15)

i=1
A aplicagao direta do lema 2.1, utilizando a defini¢ao 2.1 e a equagao (2.15), leva ao

seguinte resultado.

Teorema 2.2 (MacFarlane e Postlethwaite, 1977) Suponha que o sistema realimen-
tado da figura 2.1 ndo tenha modos nao-controlaveis e/ou nao-observaveis com parte
real positiva em malha aberta. Entao, o sistema realimentado da figura 2.1 é estavel
se e somente se a soma dos envolvimentos do ponto critico —1 4 50, em sentido
anti-horario, feitos pelos lugares caracteristicos de 7,(s), ¢ igual ao nimero de podlos

instaveis de G(s) e K(s). O

Uma prova alternativa para o teorema 2.2 é apresentada em Desoer e Wang
(1980), onde nédo é utilizada a teoria de fungoes algébricas, cortes de ramificagao
ou superficies de Riemann. Utilizando o fato de que fungoes de autovalores sao
fungbes continuas de s, ¢ mostrado em Desoer ¢ Wang (1980), que & medida que
s percorre o contorno de Nyquist cléssico, os autovalores da matriz do sistema em
malha aberta percorrem k& < m caminhos fechados. Portanto, para a obten¢ao dos
lugares caracteristicos de T,(s) na pratica é sugerido o seguinte procedimento: (%)
selecione um namero finito de freqiiéncias w;, [ = 1,...,p; (ii) para cada freqiiéncia
wy, L =1,...,p, calcule os autovalores \,, (jw;), i = 1,...,m de T,(jw,); (ii7) ordene

os autovalores freqiiéncia a freqiiéncia de forma a tragar curvas suaves fechadas.

2.2 Controladores Comutativos

Os lugares caracteristicos do sistema em malha aberta, além de fornecerem informa-

¢ao com relagao a estabilidade do sistema realimentado, fornecem também, supondo
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que algumas condigoes sejam satisfeitas (essas condigoes serao discutidas em mai-
ores detalhes na segao 2.3), informagao sobre o desempenho do sistema em malha
fechada, ou seja, uma especificagao de desempenho do sistema realimentado dada
no dominio do tempo pode ser traduzida em um adequado posicionamento dos lu-
gares caracteristicos de T,(s). Desta forma, um problema de controle interessante é
a obtengao de um controlador K(s), que seja capaz de posicionar os lugares carac-
teristicos de T,(s) = G(s)K(s), de forma a satisfazer especificagoes de desempenho
desejadas do sistema em malha fechada. Contudo, a principal dificuldade de projetar
o controlador esta em escolher uma forma apropriada para a matriz de transferéncia
de K (s), uma vez que, em geral, ndo existe relacao entre os autovalores e autovetores
do produto de matrizes e os autovalores e autovetores das matrizes que compoem o
produto. Uma excecao a este fato ocorre quando as matrizes comutam em relagao
a multiplicagao, isto &,

G(s)K(s) = K(s)G(s). (2.16)

Neste caso, G(s) e K(s) compartilham as mesmas fungoes de autovetores e, con-
seqiientemente, as fungoes de autovalores de T,(s) sdo iguais ao produto das fungoes
de autovalores de G(s) e K(s). Para visualizar este fato, considere as seguintes

decomposigoes por valores caracteristicos da planta e do controlador:
G(s) =W (s)Aa(s)V(s) e K(s) =W (s)Ax(s)V(s), (2.17)

onde Ag(s) = diag{)\,,(s),i =1,...,m} e Ag(s) = diag{\i,(s),7i = 1,...,m}, com
Agi (8) € Ak, (s) denotando as fungoes de autovalores de G(s) e K (s), respectivamente.

Portanto, a matriz de transferéncia em malha aberta é dada por:
To(s) = W(s)Aa(s)V ()W (s)Ak(s)V(s) = W(s)Ag(s)Ax(s)V (s). (2.18)

O controlador K (s) definido de acordo com a equagao (2.17) é denominado contro-
lador comutativo (MacFarlane e Belletruti, 1973) e o seu projeto consiste em fazer
com que as suas funcgoes de autovetores sejam iguais as da planta e as suas fungoes
de autovalores sejam escolhidas de forma a satisfazer o critério de estabilidade de

Nyquist generalizado (teorema 2.2) e os objetivos de projeto desejados.
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Apesar de reduzir o problema de projetar um sistema de controle multivaria-
vel ao projeto de vérios sistemas monovariaveis a partir da manipulacao dos luga-
res caracteristicos da matriz de transferéncia em malha aberta T,(s), em geral, o
controlador comutativo é de dificil implementacao devido & sua complexidade e a
possibilidade da presenga de expressoes irracionais de s nas funcoes de autovetores
de G(s). Para contornar este problema, varias formas de aproximar a matriz de
autovetor, W(s), e a sua inversa, V(s), por matrizes racionais foram desenvolvi-
das: (i) controladores comutativos aproximados (CCA) (MacFarlane e Kouvarita-
kis, 1977); (i7) controladores comutativos aproximadamente exatos (CCAE) (Cloud
e Kouvaritakis, 1987); (iii) controladores comutativos causais (CCC) (Kouvaritakis
e Basilio, 1994) e (iv) controladores comutativos racionais (CCR) (Basilio e Kouva-
ritakis, 1995).

Neste trabalho, apesar dos outros métodos formulados para aproximar as ma-
trizes de autovetores W (s) e V(s) por matrizes racionais levarem a uma melhor
comutatividade entre a planta e o controlador, sera revisto o projeto dos contro-
ladores comutativos aproximados. Isto se deve ao fato do projeto do controlador
comutativo aproximado fornecer uma maneira sistematica de escolha dos lugares
caracteristicos do sistema em malha aberta G(s)K (s), de forma a satisfazer vérios
requisitos de desempenho do sistema. Além disso, o método utiliza o algoritmo
ALIGN que serve como base para alguns resultados que serdo apresentados neste

trabalho.

2.2.1 Controladores Comutativos Aproximados

O problema de aproximar as matrizes de autovetores da planta G(s) por matri-
zes polinomiais foi inicialmente abordado por MacFarlane e Kouvaritakis (1977).
A esséncia desse trabalho inicial ¢ aproximar as matrizes W(s) e V(s) por matri-
zes polinomiais de grau zero, Wx e Vg, respectivamente, em uma dada freqiiéncia
wo. Como as matrizes Wr e Vi s@o aproximagoes das matrizes W (juwy) e V(jwo),
entao estes controladores garantem uma comutatividade aproximada somente para

freqiiéncias em torno de wy. Por essa razao, esses controladores foram denominados
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controladores comutativos aproximados (CCA). A estrutura para os controladores

comutativos aproximados ¢ dada por:
K(s) = WrAk(s)Va, (2.19)

onde Wg, Vi € R™*™,

A principal vantagem do controlador comutativo aproximado é que ele é de
facil implementagao. Além disso, os controladores obtidos sao de ordem baixa, e
as fungoes de autovalores do controlador podem ser projetadas através de técni-
cas classicas de projeto de sistemas de controle monovaridveis como, por exemplo,
controladores PID e controladores por avango/atraso de fase.

O calculo de Wg e Vg é feito através de um algoritmo simples denominado

ALIGN (MacFarlane e Kouvaritakis, 1977), baseado no seguinte problema de otimi-

Zagao:
1 (I)Z )
wp g Pil0m)
onde
< ‘ < Q'(jWO),wRi > |2
Oi(wp,) = Y L N (2.20)

onde wp ¢ ai-ésima coluna de Wk, QE’ representa a j-ésima linha de V (jwy) e < .,. >
denota o produto interno em C™. A minimizagao da funcao custo ®;(wg, ), dada
pela equacao (2.20), tem por objetivo reduzir o desalinhamento entre o vetor wy e o
autovetor w; (i-ésima coluna da matriz de autovetores W (jwy)). E facil verificar que
se wp, € igual a w;, entdo o produto V (jwo)wy, = ¢;, onde g; ¢ a i-¢sima coluna da

matriz identidade de ordem m. Logo, se wp, ¢ aproximadamente igual a w;, entao
. t
V(jwo)wRi = [ €1 ... €1 € €11 ... €p } . (221)

onde ¢; = yﬁw g, Dara j # i é um valor pequeno. E possivel mostrar que minimizar
®;(wp,) € equivalente a minimizar a razao entre a soma dos quadrados dos moédulos
deej, j=1,...,m, j #1i, e o quadrado do modulo de ¢;. Isto significa que, quanto
menor a razao apresentada em (2.20), melhor ¢ o alinhamento entre wg e w.

Seja v;(jwo) = a; + jb;, onde a;, b; € R™ e defina C; = g;at + bb} e D; =

Z?:lj;éi QJQ§ + [_7]'@;- Entao, pode-se mostrar que, quando D; é positiva definida,
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tem-se que:

(Di'Ci) wp, = éw&., (2.22)

o que mostra que o vetor wp que minimiza o custo dado pela equagao (2.20) é o
autovetor de D; 'Cj, correspondente ao maior autovalor.

Aplicando o algoritmo ALIGN repetidas vezes para i = 1,2,...,m, obtém-se
uma aproximagao para a matriz de autovetores W (jwg), Wr = [ Wp, Wpg, -+ W Rm] :
O mesmo algoritmo pode ser utilizado para a obtencao de uma aproximacao Vi € R
para a matriz V (jwy).

Uma vez obtidas as matrizes Wg e Vi, o proximo passo para a obtencao do
controlador comutativo aproximado é o projeto da matriz diagonal Ak (s). De acordo
com o método do lugar caracteristico, a matriz Ak (s) deve ser escolhida de forma que
o sistema em malha fechada seja estavel, com boas margens de estabilidade relativas
e que atenda adequadamente os requisitos de rastreamento do sinal de referéncia e
baixa interacao entre entradas e saidas, ou seja, somente o k-ésimo sinal de saida
yr(s) responda a entrada de referéncia cg(s), enquanto que as demais saidas, y;(s)
parai=1,...,m e i # k, permanecem suficientemente pequenas.

Como a comutatividade entre a planta G(s) e o controlador comutativo a-
proximado dado pela equagao (2.19), K(s), somente pode ser garantida em uma
determinada faixa de freqiiéncias em torno de uma dada freqiiéncia wy, entao o
projeto do controlador pode ser feito, de forma sistematica, dividindo o problema

em trés etapas, sendo que cada uma corresponde a uma faixa de freqiiéncias:

1. Para um adequado rastreamento do sinal de referéncia e, conseqiientemente,
haver baixa interacao entre entradas e saidas do sistema em malha fechada, os
ganhos caracteristicos devem ser suficientemente elevados. Porém, ganhos ele-
vados somente sao viaveis em baixas freqliéncias, uma vez que, para as altas
freqiiéncias, ganhos elevados normalmente levam a amplificacao de ruidos e
também a possibilidade de saturacao de atuadores durante o regime transito-
rio. Com relagao a estabilidade do sistema realimentado, ganhos elevados em

altas freqiiéncias sao um empecilho para que o critério de Nyquist generaliza-
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do seja satisfeito. Assim sendo, uma forma alternativa de reduzir a interagao
nas altas freqiiéncias é reduzir o desalinhamento existente entre as colunas de
G(s)K(s) e as colunas da matriz identidade, em uma determinada freqiiéncia
elevada wy,. Isto é feito utilizando-se o algoritmo ALIGN para projetar um pré-
compensador estatico K que se aproxima da matriz G~!(jw) na freqiiéncia

W = Wk.

. Nas freqiiéncias intermediarias, é necesséario introduzir uma compensacao de
ganho/fase para melhorar as margens de estabilidade da planta compensada
G(s)K}p. Novamente o algoritmo ALIGN ¢ utilizado para gerar aproximagoes
reais, Wg, e Vg, para as matrizes de autovetores de G(jw)Kj, em uma de-
terminada freqiiéncia intermediaria w = w,,. Em seguida, para as fungoes de
autovalores do controlador intermediario, A, (), sdo escolhidos compensadores
por avango/atraso de fase de forma que o controlador intermediario, K, (s),

tenha a seguinte estrutura:
onde Ak, (s) = diag{\,(s),i =1,...,m}.

. Nas baixas freqiiéncias o objetivo é melhorar a precisao em regime permanente.
Isto pode ser obtido utilizando-se um controlador PI. Desta forma, nas baixas

freqiiéncias, o problema reduz-se a projetar o controlador
o
KI(S) = _Kl + Im, (224)
s

onde a é uma constante escolhida para se obter uma transicao suave entre as

freqiiéncias médias e baixas e
Ky = Wg,Ak,Vr,, (2.25)

com Wg,, Vg, € R™ sendo aproximagoes das matrizes de autovetores de
G(jw) KK, (jw), para w = w; e Ak, = diag{\,,i = 1,...,m}, onde A, sio
constantes reais escolhidas para amplificar/balancear o modulo dos lugares

caracteristicos na freqiiéncia w;.
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Portanto, o controlador a ser implementado sera:
K(s) = KpK,(s)K(s), (2.26)

onde K, K,,(s) e K;(s) sao calculados seguindo os passos de 1 a 3 acima.

2.3 Sensibilidade dos lugares caracteristicos

O método do lugar caracteristico, de acordo com a se¢ao 2.2, esta fundamentado no
critério de estabilidade de Nyquist generalizado. Este critério de estabilidade tem
como base os lugares caracteristicos da matriz de transferéncia do sistema em ma-
lha aberta, sendo o projeto do controlador comutativo feito de forma que o sistema
realimentado seja estavel e satisfaca os seguintes objetivos de projeto: rastreamento
assintotico, rejeicao de sinais externos de perturbagao, boas margens de estabilidade
relativas e baixa interacao entre entradas e saidas. Porém, em situacoes préticas, o
modelo da planta nao é conhecido exatamente e a matriz de transferéncia da planta
nominal representa apenas uma aproximacao para a planta real. Além disso, incer-
tezas podem surgir devido a dindmicas nao modeladas, caracteristicas desconhecidas
de atuadores, etc. Portanto, um método de projeto de um sistema de controle re-
alimentado, para ser confidvel do ponto de vista de robustez, deve ser tal que o
sistema em malha fechada permaneca estavel mesmo com perturbacoes no modelo
da planta nominal. Na subsec¢ao a seguir, sao apresentados os modelos de incerte-
zas nao-estruturadas mais comumente utilizados para descrever plantas sujeitas a
algum tipo de perturbac@o nos seus parametros. Além disso, as relagoes entre esses

modelos sao apresentadas.

2.3.1 Representacoes de incertezas nao-estruturadas

Seja G(s) a matriz de transferéncia da planta nominal (suposta conhecida) e seja
Gp(s) o modelo da planta com perturbagdo (desconhecido por hipotese). As repre-

sentagoes de incertezas mais utilizadas para relacionar G(s) e G(s) sdo as seguintes:

(1) Incerteza aditiva:

Gp(s) = G(s) + Au(s), (2.27)
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G(s) @

Figura 2.2: Planta nominal G(s) com perturbagao aditiva A,(s).

Ai(s) T
©,

Figura 2.3: Planta nominal G(s) com perturbagdo multiplicativa na entrada da
planta, A;(s).

onde A, representa a perturbacao aditiva como mostrado na figura 2.2.
(77) Incerteza multiplicativa na entrada da planta:
Gp(s) = G(s) [I + Ai(s)], (2.28)
onde A; representa a perturbacao multiplicativa como mostrado na figura 2.3.
(731) Incerteza multiplicativa na saida da planta:
Gp(s) = [T + Ao(s)] G(s), (2.29)
onde A, representa a perturbacao multiplicativa como mostrado na figura 2.4.

As unicas restrigoes usualmente impostas a esses modelos sao: (i) a magnitude
da perturbacao A, que pode ser medida freqiiéncia a freqiiéncia, utilizando para
tanto o maior valor singular de A, g[A(jw)], ou pode ser medida pela norma infinito

de A, ||Al|x; (77) G(s) e Gp(s) devem ter o mesmo ntimero de poélos instaveis.
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AO(S) T
S

Figura 2.4: Planta nominal G(s) com perturbagao multiplicativa na saida da planta,

A,(s).

Os modelos de incerteza multiplicativa sao, em geral, mais realistas do que
os modelos de incerteza aditiva, uma vez que [|A;||o € ||Ao|loo Tepresentam valores
relativos, enquanto que ||A,|/« representa um valor absoluto (Maciejowski, 1989).
Uma outra vantagem dos modelos de incerteza multiplicativa é que a mesma repre-
sentacgdo para a incerteza da planta nominal G(s) pode ser utilizada para a fun-
¢ao de transferéncia do sistema compensado em malha aberta G(s)K(s) (Doyle e
Stein, 1981; Zhou et al., 1996).

E importante ressaltar também que é necessario utilizar tanto o modelo de
incerteza multiplicativa na entrada quanto na saida da planta, uma vez que a mul-
tiplicagao de matrizes é nao-comutativa.

Um aspecto importante envolvendo incertezas multiplicativas é que apesar de
ser possivel referenciar uma perturbacao multiplicativa na entrada da planta & saida
e vice-versa, essas perturbagoes podem possuir magnitudes (medidas pelos maiores
valores singulares das matrizes de perturbagao) muito diferentes. Para tanto, denote
por A¢ a perturbagao multiplicativa na entrada da planta referenciada & sua saida.
Entao,

(I+A9)G = G(I+A;) = A = GA,. (2.30)

Supondo que G seja invertivel, tem-se que

A°=GAG™ e Ay =G A (2.31)
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A partir das equagoes (2.31), pode-se verificar que

(A7) < 5[Glo[A)a[GT'] = C[Gla[A], (2.32)

e que
7[A] < 7|G e [AY)E[G] = C[G)a[AY], (2.33)

onde
C|G] = 5[Gla[G™] (2.34)

denota o nimero de condicionamento de GG. Portanto,

Qi

[A]
[G]

< 5[A7] < C[GIo (A, (2.35)

Q

o que mostra que se a planta G(s) possui nimero de condicionamento elevado para
algum s = jwy, entao é possivel que haja uma amplificagdo na magnitude da per-
turbagao A?(jwg) com relagdo a magnitude da perturbagdo na entrada da planta
Ai(jwo).

O numero de condicionamento da matriz G elevado também esta relacionado
a dificuldades em controlar essas plantas (Skogestad e Morari, 1987; Skogestad
et al., 1988; Skogestad e Havre, 1996). Isto ocorre porque plantas cujas matri-
zes de transferéncia sao mal-condicionadas sao fortemente dependentes das direcoes
aplicadas em sua entrada, que podem variar muito quando modelos com incertezas
multiplicativas na entrada da planta sao utilizados, podendo levar a um desempenho
ruim do sistema realimentado, ou mesmo a sua instabilidade. Em Skogestad e Havre
(1996) é mostrado que o desempenho robusto, medido pelo maior valor singular da
funcao de sensibilidade do sistema com perturbacao, é pouco alterado quando mode-
los com incertezas multiplicativas na saida sao utilizados na modelagem da planta.
Porém, para incertezas na entrada da planta e supondo a planta mal-condicionada,
o desempenho robusto pode ser muito deteriorado. Este efeito pode ser, em parte,
explicado pela desigualdade (2.35). Note que se C[G] é aproximadamente igual a 1,
ou seja, se G nao é mal-condicionada, entdo ¢[A?] ~ d[A;]. Dessa forma, como o
desempenho robusto é pouco alterado para incertezas na saida da planta e a incer-

teza na entrada da planta pode ser referenciada a sua saida sem alteragao na sua
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magnitude, entao é esperado que o desempenho robusto nao seja também deterio-
rado por incertezas de pequena magnitude na entrada da planta. Porém, o mesmo
nao pode ser afirmado quando C[G] é elevado.

E importante ressaltar ainda que, em alguns casos, nao é apropriado referir
todas as incertezas para a entrada ou para a saida da planta. Quando isto ocorre, é
necessario considerar o modelo de incerteza aditiva, ou, por exemplo, o modelo de

incerteza multiplicativa dado por:
Gyls) = [1 + Ay(5)] Gls) [T + Auls)]. (2.36)

Para a planta com perturbag@o descrita pela equagado (2.36), é possivel obter um sis-
tema compensado equivalente em malha fechada na qual a perturbacao passa a ter
uma estrutura bloco-diagonal. Como a estrutura para a incerteza é definida, entao
essas incertezas sao denominadas estruturadas (Doyle, 1982). Incertezas estrutura-
das também podem surgir considerando-se uma forma especifica para as matrizes
de perturbagao A; ou A,. Em Skogestad et al. (1988) e Skogestad e Havre (1996)
¢ afirmado que incertezas diagonais na entrada e na saida da planta estao sempre
presentes em todo sistema real devido a caracteristicas desconhecidas nos atuadores
e imperfei¢coes nos dispositivos de medigao, respectivamente. Porém, neste traba-
lho, somente incertezas nao-estruturadas serao consideradas, uma vez que se deseja
uma representagao da incerteza que leve em consideragao também dindmicas nao-

modeladas da planta, que nao possuem necessariamente uma forma diagonal.

Observagao 2.2 Outras formas de considerar incertezas na matriz de transferéncia
da planta podem ser encontradas na literatura. Essas formas estao relacionadas a
um conhecimento prévio do tipo de perturbacao existente no modelo nominal da
planta e, por isso, essas incertezas sao denominadas estruturadas. As abordagens
presentes na literatura para considerar esse tipo de incerteza podem ser basicamente
classificadas como: (i) polinomial (Bhattacharyya et al., 1995); (ii) por espago de
estados ou de Lyapunov (Oliveira e Peres, 2006; Yedavalli, 1985; Barmish, 1985); (7i)
pela sintese de controladores p (Doyle, 1982; Zhou et al., 1996); e (iv) estabilizagao

simultanea de multi-modelos (Vidyasagar, 1985). O
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2.3.2 O problema de sensibilidade dos lugares caracteristicos

Considere o problema de se estabilizar uma familia de plantas centradas em uma
planta nominal, G(s), e com incerteza multiplicativa na saida de G(s), ou seja,
modelada de acordo com a equagao (2.29). O problema de estabilidade robusta pode
ser, entao, enunciado como: encontre K (s) que estabiliza G,(s) = [I + A,(s)] G(s),
onde 7 [A,(jw)] < pe(w), e pe(w) € uma fungao real ndo-negativa. O teorema a
seguir fornece uma condigao necessaria e suficiente para o problema de estabilidade

robusta e é conhecido como teorema do pequeno ganho.

Teorema 2.3 K(s) estabiliza G,(s) se e somente se K (s) estabiliza G(s) e

supo {G(jw)K (jw) [ + G(jw) K )™} < s (2.37)
onde
Vm = ! (2.38)
" sup,er po(jw) '
Prova. Ver Doyle e Stein (1981) e Vidyasagar (1985). O

Portanto, de acordo com o teorema 2.3, K(s) estabiliza G,(s) se e somente
K(s) estabiliza G(s) e
1

o{GUK () [T+ GUK (]} < =,

(2.39)

para todo w € R. Usando as propriedades dos valores singulares e supondo GK

invertivel, pode-se reescrever o termo a esquerda da inequagao (2.39) como:

1
o {[I + G(jw)K (jw)] [G(jw) K (jw)] '}
1
o {I+ G K ()]} (2:40)

onde ¢ [.] denota o menor valor singular. Assim sendo, uma nova condi¢do para a

6 {G(jw) K (jw) [ + Gjw)K (jw)] '} =

estabilidade robusta do sistema realimentado é dada por:
o {I+[Gw)K(jw)] '} > pa(w). (2.41)

Como o menor valor singular de uma matriz é um limitante inferior para os

modulos dos autovalores desta matriz, tem-se:
N {1+ [GUw) K (jw)] '} = o {1 + [Gjw) K (jw)] '}, (2.42)
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onde [.| denota o médulo de um ntimero complexo. Além disso,

AT+ [GUW KGO} = 1+ M {[GUw) K (jw)] ™'}
1

= Y NGOG} (243)

Logo, a inequagao (2.42) e a equagdo (2.43) levam a seguinte condigao para a es-

tabilidade robusta utilizando os autovalores da matriz de transferéncia em malha

aberta em uma freqiiéncia especifica w:

1

TNAGUK G|~ [T AAGGIK G

Note que a condigao apresentada na inequagao (2.44) implica que para a estabi-
lidade robusta do sistema em malha fechada, os lugares caracteristicos de G(s) K (s)
devem estar suficientemente afastados do ponto critico —1 + j0. Porém, esta con-

dicao é apenas necessaria para a estabilidade robusta, uma vez que é possivel ter

142 {G(jw) K (jw)}
Ai{GGw)K (jw)}

situacao ideal para a aplicagao do MLC, ocorre quando o médulo dos autovalores de

> pg(w) e o {I+ [G(jw)K(jw)]_l} < pg(w). Isto mostra que a
G(jw)K (jw) sdo iguais aos seus valores singulares a cada freqiiéncia w. Uma classe

de matrizes que satisfaz a esta condicao é a classe de matrizes normais.

Definicao 2.2 Uma matriz A € C™*™ é normal se A*A = AA*, isto é, se A comuta

com a sua conjugada transposta. a

No teorema a seguir, usualmente chamado de teorema espectral para matrizes nor-

mais, sao apresentadas as propriedades fundamentais da classe de matrizes normais.

Teorema 2.4 Se A = [a;;] € C™™ tem autovalores \,,, ..., A,,,, entao as seguintes

afirmativas sao equivalentes:
1. A é normal,

2.
, €

2. >0y lag? =370 [,

3. Existe um conjunto ortonormal de m autovetores de A.
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Prova. Ver Horn e Johnson (1990). O

A partir do teorema 2.4, afirmativa 3, é facil verificar que os valores singulares
de uma matriz A sao idénticos aos modulos dos seus autovalores se e somente se A é
normal. Portanto, se G(jw)K (jw) é normal para todo w € R, e G(s)K (s) representa
a funcao de transferéncia de um sistema em malha aberta, internamente estavel em
malha fechada, entao os lugares caracteristicos de G(s)K(s) podem ser utilizados

para garantir a estabilidade robusta do sistema realimentado.

Observacao 2.3 Um resultado semelhante ao apresentado no teorema 2.3 pode ser
obtido considerando-se perturbac¢ao multiplicativa na entrada da planta (equagao
(2.28)). Para tanto, basta substituir a matriz G(s)K(s) pela matriz K(s)G(s) na
desigualdade (2.37). Assim sendo, uma condi¢do necesséaria para a estabilidade
robusta é obtida em funcdo dos lugares caracteristicos de K(s)G(s), e essa condigao

torna-se também suficiente quando K (s)G(s) é normal. O

E importante ressaltar que, de acordo com o MLC, um controlador K (s) que
comuta com a planta G(s) deve ser projetado. Supondo, que esse controlador comuta
perfeitamente com a planta, entao o produto G(s)K(s) possui as mesmas matrizes
de autovetores que a planta, como mostrado na equagao (2.18). Portanto, de acordo
com o teorema 2.4, o produto G(s) K (s) sera normal se e somente se G(s) for normal.
Este fato mostra que a situagao ideal para o uso do MLC ocorre quando G(s) é
normal.

Uma outra maneira de verificar a necessidade da planta ser normal para o uso
do MLC pode ser obtida utilizando-se o teorema de Bauer-Fike (Bauer e Fike, 1960)

e considerando o modelo de incerteza aditiva na planta, conforme sera visto a seguir.

Teorema 2.5 Seja G € C™*™ uma matriz diagonalizavel tal que G = WAV, onde
V = W1 ¢ uma decomposicao espectral de G e seja A, € C™ ™. Portanto, se A6

um autovalor de G + A,, entao existe algum autovalor \; de G tal que
A= N| <a(W)a(V)a(A,) = C[W]a(A,). (2.45)

Prova. Ver Horn e Johnson (1990). O

A partir do teorema 2.5 acima e supondo uma perturbagao aditiva A,(s) na planta,
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onde 6[A,(jw)] < d.(jw), e d4(jw) é uma fungao real ndo-negativa da variavel w, que
representa um limitante superior para a perturbacao A,(jw), em cada freqiiéncia
w, tem-se que os autovalores de G)(jw) estao contidos em discos centrados nos

autovalores de G(jw) e com raio igual a C[W (jw)]d.(jw), ou seja,
[Ag, (Jw) — Ag(jw)| < CIW (jw)]da(jw), (2.46)

onde g, (jw) e A\g(jw) sao, respectivamente, os autovalores de G, (jw) e G(jw). A
inequacao (2.46) mostra que, quando os autovetores da matriz de transferéncia da
planta G(jw) sdo quase paralelos, o que faz com que o nimero de condicionamento
de W(jw) seja elevado, ocorre um alargamento dos discos que contém os lugares
caracteristicos da planta com perturbagao G,(jw).

Contudo, de acordo com o teorema 2.4, toda matriz normal é diagonalizavel
por matrizes unitarias e, portanto, se G(jw) ¢ normal entdao C[W (jw)] é igual a 1 e
os autovalores de G,(jw) estardao contidos em discos de raio igual a4 magnitude da
perturbacao aditiva. Apesar do teorema de Bauer-Fike ser conservador, ele mostra
que a situacao ideal para o uso do MLC ocorre quando a matriz de transferéncia da
planta é normal.

Apesar dos resultados apresentados nesta subsecao mostrarem que a menor
sensibilidade dos lugares caracteristicos do sistema em malha aberta ocorre quando
sua matriz de transferéncia ¢ normal, em Hung e MacFarlane (1982) ¢ dito que o
conjunto das matrizes normais ¢ relativamente pequeno se comparado ao conjunto
das matrizes aproximadamente normais, e que é possivel para matrizes aproximada-
mente normais obter-se uma aceitavel sensibilidade dos seus lugares caracteristicos.
Portanto, para definir matrizes aproximadamente normais duas medidas serao uti-
lizadas neste trabalho. A primeira é baseada na definigao 2.2 de matrizes normais

(Sahate, 1998; Basilio e Sahate, 2000) e ¢ dada por:

IG*G = GGH|%
I(G) = , (2.47)
legeliis
onde ||.||# denota a norma de Frobenius definida como
1E|%F = tr(E*E), (2.48)
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onde tr(.) denota o trago de uma matriz. Note que §(G) é igual a zero se e somente
se G é normal. A medida de normalidade (2.47) leva & seguinte defini¢cao de matrizes

aproximadamente normais.

Definicao 2.3 Uma matriz G € C™*™ é dita ser aproximadamente d-normal quando

d(G) < €, onde € € R define o grau de proximidade da normalidade desejada. O

A segunda medida de normalidade de uma matriz G é baseada na afirmativa
3 do teorema 2.4, e é obtida medindo-se o nimero de condicionamento da matriz
de autovetores de G (Hung e MacFarlane, 1982; Basilio e Sahate, 2000), levando a

seguinte definicao de matrizes aproximadamente normais.

Definicao 2.4 Uma matriz G € C™*™ ¢ dita ser aproximadamente r-normal se
C(W)=1+v, onde W é a matriz de autovetores de G e v € R" define o grau de

proximidade da normalidade desejada. a

Ambas as defini¢oes 2.3 e 2.4 de matrizes aproximadamente normais serao

utilizadas neste trabalho.

2.3.3 Meétodos para contornar o problema de sensibilidade
dos lugares carateristicos

Algumas tentativas de contornar o problema de sensibilidade dos lugares caracteris-
ticos do sistema em malha aberta podem ser encontradas na literatura. A primeira
(Daniel e Kouvaritakis, 1983; Daniel e Kouvaritakis, 1984) consiste em decompor a
matriz G(jw) na soma de uma matriz normal Gy (jw) e uma matriz de erro E(jw)

obtida ao se aproximar G(jw) por Gy(jw), ou seja,
G(jw) = Gr(jw) + E(jw). (2.49)

Desta forma, considerando como planta nominal a matriz normal Gy (jw), a planta

com perturbagao aditiva G,(jw) pode ser escrita como:
Gp(jw) = Gr(jw) + An(jw), (2.50)

onde Ay(jw) = E(jw) + Ay(jw). Se a aproximagao de G(jw) pela matriz Gy (jw)

é feita de forma que o erro, F(jw), seja tal que o seu maior valor singular seja
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suficientemente pequeno, entao um limitante superior para o maior valor singular

de An(jw) é obtido, como pode ser observado na expressao a seguir:
5 [AN(w)] < 7 [E(w)] + 7 [Aa(iw)] < 5 [BGw)] + d,(w).  (251)

Portanto, se ¢ [E(jw)] for suficientemente pequeno, entdo o método do lugar ca-
racteristico pode ser aplicado a Gy (jw) no lugar de G(jw) levando a resultados
confidveis com relac¢ao a robustez. Porém, quando a matriz G(jw) tem autovetores
quase paralelos, o valor de ¢ [E(jw)] é elevado e, portanto, o MLC nao pode ser
aplicado a Gy (jw).

Uma outra alternativa para contornar o problema de sensibilidade dos luga-
res caracteristicos é através dos controladores normalizantes de molduras reversas
(CNMR) (Hung e MacFarlane, 1982; Basilio e Kouvaritakis, 1997b). O CNMR tem
como base a quase-decomposicao e os quase-lugares de Nyquist da matriz de transfe-
réncia da planta nominal G(s). Para a obtengao da quase-decomposigao de Nyquist
de uma matriz complexa G considere, inicialmente, a seguinte decomposi¢ao por

valores singulares de G:

G =YSU*, (2.52)

onde Y e U sao as matrizes de dire¢oes principais de saida e de entrada, respectiva-
mente, e ¥ = diag{o;,i = 1,2,...,m}, onde o; denota o i-ésimo valor singular de G.
Suponha também que todos os valores singulares de G sejam distintos e considere,

agora, o seguinte problema de minimizagao

min Uy —oe|,, 2.53
L min[U°Y el (259

onde .|| denota a norma espectral de uma matriz. Suponha que o problema de

minimizagao (2.53) seja resolvido para o valor 6timo de O, Oy, e defina

Te = 6y, (2.54)

Z = Y6;. (2.55)
Como Oy é uma matriz unitéria, entdo a equagao (2.52) pode ser reescrita como:
G = (YO!)(0uS)U* = ZT U™, (2.56)
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A decomposigao apresentada em (2.56) é chamada de quase-decomposi¢ao de Ny-
quist de G. Note que, diferentemente dos elementos da diagonal de X, os elementos
da diagonal principal de ', 7¢, para @ = 1,2,...,m, apresentam fases e que as
matrizes Z e U sao matrizes unitérias.

Para a obtencao dos quase-lugares de Nyquist de G(s), suponha que G(s)
nao tenha poélos sobre o contorno D de Nyquist. Assim, aplicando-se a quase-

decomposi¢ao de Nyquist de G(s) para cada s pertencente ao contorno D, obtém-se

G(s) = Z(s)T'a(s)U(s)*, (2.57)
onde I'¢(s) = diag{vg,(s),i = 1,2,...,m}. A medida que s percorre o contorno D,
va,(s), 1 = 1,...,m, descrevem n < m curvas fechadas. Essas curvas sao definidas

como os quase-lugares de Nyquist de G(s). A partir da quase-decomposigao de

Nyquist de G(s), pode-se definir o seguinte controlador:
K(s) =U(s)'k(s)Z(s)", (2.58)

onde os elementos da matriz diagonal I'k(s) = diag{yk,(s),i = 1,2,...,m} devem
ser escolhidos. Note que as matrizes de dire¢oes principais de K(s) sdo as mesmas
de G(s), mas posicionadas em ordem reversa. Além disso, note que as matrizes de

transferéncia G(s)K (s) e K(s)G(s) tém a seguinte forma:

G(s)K(s) = Z(s)La(s)U(s)*U(s)I'k(s)Z(s)" = Z(s)l'q(s)I'k(s)Z(s)* (2.59)

K(s)G(s) = U(s)I'k(8)Z(s) Z(s)Ta(s)U(s) = U(s)T'a(s)T'k(s)U(s)* (2.60)

e, portanto, sao, de acordo com o teorema 2.4, matrizes normais. Por estes motivos
o controlador dado pela expressao (2.58) é chamado de controlador normalizante de
molduras reversas.

A partir da equagoes (2.59) e (2.60) pode-se verificar que os quase-lugares de
Nyquist de G(s)K(s) e K(s)G(s) sao coincidentes com os seus lugares caracteris-
ticos. Assim sendo, a escolha dos elementos da diagonal de 'k (s) deve ser feita
de forma que o critério de estabilidade de Nyquist generalizado seja satisfeito pelos

quase-lugares de Nyquist de G(s)K (s).
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E facil verificar que, assim como o controlador comutativo, o controlador nor-
malizante reverso é, em geral, irracional. Porém, é possivel, em muitos casos, aproxi-
mar os CNMR por controladores racionais. Em Hung e MacFarlane (1982) e Basilio
e Kouvaritakis (1997b) técnicas para a aproximagao dos CNMR por controladores
racionais sao apresentadas, bem como é mostrado como escolher os elementos de
'k (s) para atender os objetivos de estabilidade, robustez e desempenho do sistema
compensado.

Embora o CNMR seja capaz de, teoricamente, tornar ambas as matrizes GK
e KG normais, e portanto insensiveis a incertezas multiplicativas modeladas na
entrada ou na saida da planta, o método de projeto é baseado nos quase-lugares
de Nyquist da planta, que em geral, nao substituem os lugares caracteristicos como
uma ferramenta para a anéalise da estabilidade do sistema realimentado (Hung e
MacFarlane, 1982).

Visando contornar esses problemas, uma terceira forma de abordar o problema
de sensibilidade dos lugares caracteristicos da planta ¢ sugerida em Sahate (1998) e
Basilio e Sahate (2000), onde o objetivo é obter a normalidade de G(s)K(s) através
do projeto de um pré-compensador dindmico, K,(s), que faga com que o sistema
pré-compensado, G(s) = G(s)K,(s), seja 0 mais proximo possivel da normalidade
em uma faixa de freqiiéncias de interesse. Uma vez feito isso, o método do lugar
caracteristico ¢, entao, aplicado a é(s), projetando-se um controlador comutativo

K.(s). Dessa forma, o controlador a ser implementado passa a ser dado por:
K(s) = K,(s)K.(s). (2.61)

O método apresentado em Basilio e Sahate (2000) sera revisto, com maiores detalhes,

no capitulo 3.

2.4 Comentarios finais

Neste capitulo foi feita uma revisao dos fundamentos teéricos do método do lugar
caracteristico (MLC). Foi visto que a idéia principal do MLC é projetar um contro-

lador que tenha as mesmas matrizes de autovetores que a matriz de transferéncia da
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planta nominal e, em seguida, manipular as funcoes de autovalores do controlador
de forma que o sistema em malha fechada seja estével (satisfaca o critério de es-
tabilidade de Nyquist generalizado) e satisfaga objetivos de desempenho como, por
exemplo, rejeicao de perturbacao, rastreamento e desempenho transitoério. Contudo,
isto, em geral, leva a dois problemas importantes: (i) exceto em alguns casos, as
matrizes de autovetores possuem em seus elementos expressoes irracionais em s; (i7)
para plantas com autovetores quase paralelos em determinadas freqiiéncias, os luga-
res caracteristicos do sistema em malha aberta sao muito sensiveis a perturbacoes
nos parametros da planta nominal nessas freqiiéncias.

O problema (i) é contornado aproximando-se as matrizes de autovetores do
controlador por matrizes racionais, ou utilizando a parametrizacao para todos os
controladores comutativos estabilizantes que serd apresentada no capitulo 4, en-
quanto que para contornar o problema (ii) trés abordagens foram sugeridas: a pri-
meira consiste em decompor a matriz de transferéncia nominal como a soma de
uma matriz normal mais um erro de aproximacao e, em seguida, aplicar o MLC
a planta normal; a segunda abordagem levou aos chamados controladores normali-
zantes de molduras reversas (CNMR); e uma terceira abordagem, que consiste em
projetar pré-compensadores normalizantes. As duas primeiras abordagens possuem
as seguintes desvantagens: a possibilidade de amplificacao da regiao que contém os
lugares caracteristicos da planta com perturbacao (primeira abordagem), e o uso de
quase-lugares de Nyquist ao invés dos lugares caracteristicos, que sao os verdadeiros
indicadores da estabilidade nominal do sistema realimentado (segunda abordagem).
Por esses motivos, nao mais serao consideradas essas duas abordagens aqui.

Neste trabalho, serao apresentados dois novos métodos para a obtencao de
pré-compensadores normalizantes, sendo que ambos os métodos tém como objetivo
obter um sistema em malha fechada pouco sensivel a perturbagoes multiplicativas
na entrada ou na saida da planta. A escolha do modelo de incerteza multiplicativa
se deve ao fato de que essas incertezas possuem maior significado em sistemas reais
e também porque a mesma magnitude de perturbacao pode ser considerada tanto

para a planta, quanto para o sistema compensado, como justificado na subsecao
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2.3.1. O primeiro método consiste na obtencao de um pré-compensador dinamico,
baseado no alinhamento das direcoes principais de entrada e de saida da planta
(Moreira e Basilio, 2005), enquanto que o segundo método propoe a obtengao de um
pré-compensador estatico para uma determinada faixa de freqiiéncias de interesse.

Essas abordagens serao apresentadas em maiores detalhes no capitulo 3.
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Capitulo 3

Pré-compensadores Normalizantes

Neste capitulo, serao inicialmente revistas as diferentes técnicas existentes na lite-
ratura para a pré-compensacao de matrizes, e serao propostas duas novas técnicas
para o projeto de pré-compensadores de forma a tornar o sistema realimentado pouco
sensivel a incertezas multiplicativas modeladas tanto na entrada quanto na saida da
planta.

Na secao 3.1 uma técnica de projeto de controladores multivaridveis conhe-
cida como método das cadeias de Nyquist é revista. Essa técnica, assim como o
método do lugar caracteristico, é baseada no critério de estabilidade de Nyquist
generalizado e tem como a primeira etapa no projeto do controlador, o projeto de
um pré-compensador que torna a matriz de transferéncia da planta o mais proximo
possivel de uma matriz diagonal. Como matrizes diagonais sao normais, entao a
primeira etapa de projeto do método das cadeias de Nyquist pode ser vista como
uma forma de pré-compensac¢ao normalizante.

Em seguida, como o problema de sensibilidade do sistema realimentado tam-
bém pode ser associado ao ntmero de condicionamento da matriz de transferéncia
da planta, na secao 3.2, sao revistos métodos de obtencao de pré-condicionadores,
que sao matrizes diagonais que possuem o objetivo de escalonar linhas ou colunas
de matrizes complexas, de forma a reduzir o seu nimero de condicionamento. Con-
tudo, serd mostrado que os pré-condicionadores podem ser eficientes para a reducao
da sensibilidade do sistema com perturbacao multiplicativa na entrada da planta,

somente quando esta perturbagao é estruturada (a matriz de perturbagao tem es-
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trutura diagonal).

Na secao 3.3, o método de Basilio e Sahate para a obtencao de pré-compen-
sadores normalizantes é revisto. Um problema com relacao a esse método é que o
problema de otimizacao sugerido requer a solucao de uma equacao polinomial de
grau elevado, mesmo para casos simples. Além disso, na implementacao do pré-
compensador, as fases dos elementos projetados sao arbitradas sem que haja uma
preocupagao com a deterioracao do custo de otimizacao definido no projeto. Para
contornar esses problemas, na se¢ao 3.4, um novo método de normalizagao por ali-
nhamento das dire¢oes principais de entrada e de saida da planta é sugerido (Moreira
e Basilio, 2005). Assim como no método de Basilio e Sahate, o pré-compensador
aqui projetado é dindmico, porém, a solu¢ao do novo problema de otimizagao pode
ser obtida de forma mais simples.

Apesar do novo método proposto na secao 3.4 levar a uma maior robustez do
sistema realimentado para incertezas multiplicativas do que o método proposto por
Basilio e Sahate, a estrutura adotada para o pré-compensador pode ser muito restri-
tiva. Dessa forma, visando contornar esse problema, e observando que a necessidade
de pré-compensagao normalizante ocorre somente em uma faixa de freqiiéncias, de-
terminada pelas caracteristicas de desempenho desejadas do sistema em malha fe-
chada, na se¢ao 3.5 uma técnica para o projeto de pré-compensadores normalizantes
estaticos, baseado em um problema de otimizagao semelhante ao apresentado na
secao 3.4, é sugerida. Este método também é capaz de tornar os lugares caracte-
risticos do sistema em malha aberta pouco sensiveis a perturbacoes na entrada e
na saida da planta, quando um controlador que comuta perfeitamente com a planta
pré-compensada é utilizado, e o problema de otimizacao sugerido possui solucao
simples e pode ser descrito como o problema de encontrar o autovetor associado ao
menor autovalor de uma matriz com coeficientes reais.

Por fim, na secao 3.6 as conclusoes sao apresentadas.
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3.1 Meétodo das Cadeias de Nyquist: pré-compensa-
cao visando a obtencao de dominancia diagonal

O grande apelo para o uso do Método das Cadeias de Nyquist (MCN) esta no fato
de que este método tem grande aplicagao em processos industriais, que, na maioria
das vezes, se utiliza de controladores PI ou PID descentralizados. O MCN é baseado

no seguinte teorema.

Teorema 3.1 Teorema de Gershgorin
Seja G uma matriz complexa m x m. Entao os autovalores de GG pertencem a uniao

dos m circulos, cada um com centro em g;;, e raio dado por R = min(Ry,R..), onde:

m

Rl: Z |gZ]’7 izl)"'am; (31)
=1,
Ro= Y lgul, i=1,....m. (3.2)
j=Li#i
Prova. Ver Rosenbrock (1974). O

Note que, considerando a matriz de transferéncia de um sistema G(s), em uma
dada frequéncia s = jw, é possivel, de acordo com o teorema 3.1, definir regices (cir-
culos) no plano complexo onde os autovalores de G(jw) estao localizados. Esses
circulos sao denominados circulos de Gershgorin. Note ainda que se os circulos de
Gershgorin possuem raios suficientemente pequenos, entao os lugares caracteristicos
de G(jw) podem ser aproximadamente localizados no plano complexo a partir desses
circulos, com uma certa precisao. Supondo que esses circulos sejam pequenos em
cada freqiiéncia, entao pode-se aplicar o critério de Nyquist generalizado aos circulos
de Gershgorin, calculados freqiiéncia a freqiiéncia, formando-se o que se chama de
bandas de Gershgorin, ao invés de diretamente aplicar o critério de Nyquist gene-
ralizado aos lugares caracteristicos de G(s). Dessa forma, o primeiro passo para
utilizar as bandas de Gershgorin para a obtencao da estabilidade do sistema rea-
limentado, consiste em encontrar um pré-compensador que seja capaz de tornar a
matriz de transferéncia da planta G(jw) o mais proximo possivel de diagonal a cada

freqiiéncia w. Para tanto, muitos métodos foram desenvolvidos, como, por exemplo,
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os apresentados em Maciejowski (1989), Nobakhti et al. (2003), Nobakhti e Munro
(2004) e Chughtai e Munro (2004). Uma outra vantagem de se obter a dominan-
cia diagonal da planta é que quanto mais as bandas de Gershgorin sao estreitas,
mais o sistema multivariavel m x m se aproxima de m sistemas monovariaveis in-
dependentes, com uma pequena interagao entre eles. Dessa forma, uma vez obtida,
quando possivel, a dominancia diagonal da planta, projeta-se, entao, um controla-
dor com estrutura diagonal, sendo, em geral, utilizados controladores simples como,
por exemplo, controladores PI ou PID (Maciejowski, 1989; Ho et al., 2000; Chen
e Seborg, 2003), para satisfazer os objetivos de desempenho do sistema em malha
fechada.

Embora, o MCN classico possa levar a sistemas de controle que atendam a
varios objetivos de desempenho com controladores com estruturas mais simples que
outros métodos existentes na literatura (como, por exemplo, controladores obtidos
pela teoria de controle H,, ou obtidos pela sintese i), o MCN néo considera direta-
mente a existéncia de incertezas no modelo nominal da planta, o que pode levar a sis-
temas realimentados muito sensiveis a variagoes na planta nominal. Recentemente,
alguns trabalhos tém sido realizados na tentativa de contornar este problema. Por
exemplo, em Chen e Seborg (2002) e Ivezic e Petrovic (2003) controladores multiva-
riaveis sao projetados pelos MCN, levando em consideracao incertezas estruturadas
na planta, enquanto que em Nobakhti e Munro (2004) é proposto o projeto de um
controlador de forma que o sistema tolere perturbacoes nao-estruturadas na saida
da planta, obtendo-se, para tanto, limitantes para os valores singulares do sistema
compensado, a cada freqiiéncia, a partir dos seus circulos de Gershgorin. Porém,
para que o método proposto em Nobakhti e Munro (2004) funcione, é necessario
que seja obtida uma forte dominancia diagonal da planta pré-compensada, ou seja,
a planta pré-compensada deve ser quase diagonal, o que indiretamente significa que
esta deve ser quase normal.

E importante ressaltar ainda que nenhum dos métodos recentemente propos-
tos aborda o problema de robustez com relagao a perturbagoes nao-estruturadas na

entrada da planta, o que pode levar a sistemas de controle realimentados muito sen-
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siveis a essas perturbacgoes, mesmo que este tolere incertezas elevadas modeladas na
saida da planta, uma vez que é garantido pelo Método das Cadeias de Nyquist que
G K seja diagonal dominante, mas nada pode ser garantido quanto a K G, que pode
ser ndo-normal (Postlethwaite, 1982). Uma excegao a esse caso ocorre quando o nu-
mero de condicionamento da planta ou do controlador sao aproximadamente iguais
a 1. Em Skogestad e Havre (1996) é mostrado que, para incertezas modeladas na
entrada ou na saida da planta, quando isto ocorre, o desempenho robusto, medido
a partir do maior valor singular da matriz de sensibilidade do sistema com pertur-
bagao ¢ pouco deteriorado com relagao ao desempenho robusto do sistema nominal.
Contudo, o nimero de condicionamento da planta pode ser elevado e restri¢coes no
nimero de condicionamento do controlador levam a resposta do sistema a ser muito
dependente do sinal de referéncia adotado, ou de um sinal externo de perturbagao
na saida do sistema em malha aberta (Skogestad et al., 1988).

Uma alternativa para contornar o problema do nimero de condicionamento
elevado da planta seria projetar um pré-condicionador para a planta (Braatz e Mo-
rari, 1994; Kaszkurewicz et al., 1995). Porém, como seré visto na se¢ao 3.2 a seguir,
isso somente poderia ser feito considerando-se uma matriz de perturbacao diagonal

na planta, o que significaria restringir a incerteza a ser estruturada.

3.2 Pré-condicionadores

Nesta segao, o projeto de pré-condicionadores para matrizes complexas, seré bre-
vemente revisto e serd mostrado que, para perturbagoes com estrutura diagonal
e se for possivel tornar o nimero de condicionamento da planta pré-condicionada
aproximadamente igual a um, entao o sistema em malha fechada pode ser robusto
tanto a incertezas na entrada quanto na saida da planta, mesmo que a planta tenha
um nimero de condicionamento elevado. Para tanto, considere o sistema em ma-
lha aberta apresentado na figura 3.1, com perturbacao multiplicativa na entrada da
planta, onde A; é uma matriz diagonal. Suponha também que o controlador K seja

formado pelo produto de uma matriz diagonal D (pré-condicionador), que faz com
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— 1 K(s) I+ Ay(s) G(s) F——

Figura 3.1: Sistema em malha aberta com perturbacao multiplicativa A;(s), diago-
nal, na entrada da planta.

—  K(s) I+ A(s) G(s)D —

Figura 3.2: Sistema em malha aberta equivalente ao sistema da figura 3.1, onde
K(s) = DK(s).

que a planta GD tenha ntmero de condicionamento menor possivel em uma faixa
de freqiiéncias de interesse, com um controlador K, obtido por um método qualquer
que seja capaz de tornar o sistema realimentado pouco sensivel a incertezas na saida
da planta. Neste caso, como a matriz de perturbacao A; tem estrutura diagonal,

entao a seguinte igualdade pode ser obtida:

G(I+A)K = G+ A)DK (3.3)

— GD(I +A)K. (3.4)

Portanto, o sistema da figura 3.1 é equivalente ao sistema da figura 3.2, ou seja, a
planta para projeto serd a planta pré-condicionada G'D. Logo, supondo que GD
tenha um numero de condicionamento suficientemente proximo de um, e de acordo
com a inequacao (2.35), observa-se que, se GDK tolera incertezas na saida da planta
de uma determinada magnitude, entao o sistema tolera incertezas diagonais na en-
trada da planta de magnitude aproximadamente iguais as da saida.

Em Braatz e Morari (1994) é mostrado que o problema de encontrar a matriz
diagonal D que torna GD com o menor nimero de condicionamento possivel, pode
ser transformado em um problema convexo de otimizacao. Para ver este fato, os

seguintes resultados sao necessarios.

Teorema 3.2 A seguinte igualdade é verdadeira:

Dt O O G! D O
. o . _9
oo = ut (|5 T[S G ][0 7)) e
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onde D™*™ e D™ denotam, respectivamente, o conjunto das matrizes diagonais e

das matrizes diagonais com todos os elementos da diagonal principal positivos.
Prova. Ver Braatz e Morari (1994). O
Teorema 3.3 O seguinte problema de otimizagao é convexo:

inf  a*(ePMe™P), (3.6)

DE]D)Qm X2m

onde M é uma matriz complexa qualquer 2m x 2m.

Prova. Ver Sezginer e Overton (1990). O

P onde D é uma matriz diagonal, ¢ uma matriz também diago-

Uma vez que e
nal com todos os elementos da diagonal principal positivos, entao os problemas de
otimizacao (3.5) e (3.6) sao equivalentes e, portanto, a matriz D que leva a matriz
G D, em uma dada freqiiéncia, a possuir o menor niimero de condicionamento possi-
vel pode ser calculada utilizando-se programacao convexa. E importante ressaltar,
ainda, que, para o caso de matrizes G, 2 X 2, a matriz diagonal que leva ao menor
numero de condicionamento possivel é aquela que escalona as colunas da matriz GD
de forma que elas possuam norma euclidiana igual a um (Kaszkurewicz et al., 1995).

E possivel entdo concluir que o uso de pré-condicionadores para a planta
pode ser uma alternativa considerando-se perturbacoes estruturadas na sua en-
trada. Contudo, neste trabalho, as incertezas consideradas sao nao-estruturadas,
o que implica na necessidade de se introduzir uma nova técnica para o projeto
de pré-compensadores. Uma alternativa é o projeto de pré-compensadores norma-
lizantes considerando-se perturbagdes aditivas na planta (Sahate, 1998; Basilio e
Sahate, 2000), que surge como a primeira etapa no projeto de controladores multi-
variaveis pelo método do lugar caracteristico. Esse método sera visto na proxima
secao.

Apesar dos pré-condicionadores nao poderem ser utilizados para a redugao
da sensibilidade dos lugares caracteristicos do sistema em malha aberta quando
incertezas nao-estruturadas sao consideradas, pré-condicionadores serao utilizados
neste trabalho para calcular o nimero de condicionamento 6timo das matrizes de

autovetores da planta, definido da seguinte forma:
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Definicao 3.1 Seja G € C™*™ e considere uma decomposicao espectral de G dada
por G = WAV. O ntmero de condicionamento 6timo de W, denotado por C,p:[W],
¢é obtido resolvendo-se o seguinte problema de otimizacao:
Cot|W]= inf C[WD]. (3.7)
DeD>™

O

De acordo com o teorema 3.3, o problema de otimizagao (3.7) pode ser transformado
em um problema de otimizagao convexa que pode ser resolvido utilizando-se técnicas

conhecidas de programagcao convexa (Fletcher, 1987).

3.3 Normalizagao pelo método de Basilio e Sahate

Uma forma direta para abordar o problema de projetar um pré-compensador nor-
malizante para a planta foi apresentada em Basilio e Sahate (2000), onde um pré-
compensador dindmico, K,(s), ¢ obtido a partir do projeto de pré-compensadores
estéaticos, I_(p(jwk), para um namero finito de freqiiéncias wy, k = 1,2,...,n. Para

cada freqiiéncia wy,, K,(jws) ¢ encontrado de forma a tornar a matriz de transferéncia
G(jwr) = G(jwr) Kp(jwr) (3.8)

aproximadamente é-normal (defini¢ao 2.3).

Para tanto, ¢ solucionado o seguinte problema de otimizagao

min §(G(jwr)), (3.9)

Kp(jwr)
sujeito a restrigoes na forma do pré-compensador e no modulo de seus elementos.
A forma de K,(jw) utilizada em Basilio e Sahate (2000) ¢ motivada pela estrutura

usualmente obtida para o pré-compensador estatico

Ky = { _? é } , (3.10)

encontrado através do algoritmo ALIGN para reduzir a interagao em altas freqiién-

cias para matrizes de transferéncia da planta 2 x 2. Desta forma, K,(jwy,) é feito
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sempre igual a uma permutacao da matriz identidade em que um dos elementos é

igual a 7e’, onde r € (0,1] e ¢ € [0,27). Para o caso 2 x 2, tem-se que

K, = { rfm é ] - (3.11)
Observagao 3.1 A restri¢io quanto ao médulo dos elementos de K,(jwy) se deve
a necessidade do pré-compensador ter maior valor singular aproximadamente igual
a 1. De acordo com o teorema de Bauer-Fike (teorema 2.5), os autovalores de

Gp(jwi) Kp(jwi), onde Gp(jwy) € a matriz de transferéncia do sistema com pertur-

bagdo aditiva, estdo contidos em discos centrados nos autovalores de G (jwy) K, (jwy)
e com raio igual a C[W,]o [A,(jwi) Kp(jwr)] < CIW,]6 [Au(jwr)] & [Kp(jwr)], onde
W, denota a matriz de autovetores de G (jwy) K, (jwy). Portanto, se & [K,(jwy)] ~ 1,
nao ha uma amplificacao da magnitude da perturbagao do sistema pré-compensado.

O

Resolvendo-se o problema de minimizac¢do (3.9) para um namero finito de
freqiiéncias wy, obtém-se os valores de f(p( jwk). Assim sendo, o pré-compensador
a ser implementado, K,(s), pode ser encontrado utilizando-se como elementos, fun-
¢oes de transferéncia racionais, proprias e estaveis, que aproximem a resposta em
freqiiéncia dos elementos de K,(s) a dos elementos de K,(jwy), para k =1,....n. E
importante ressaltar que os médulos e as fases dos elementos de K, (jwy) podem so-
frer descontinuidades a medida que w varia. Portanto, é necessario que as curvas de
resposta em freqiiéncia dos elementos de K,(s) fagam uma transigao suave entre os
pontos de descontinuidade observados nos diagramas de modulo e fase de K, (jwy,).

Surgem aqui dois problemas com relagao ao projeto do pré-compensador nor-
malizante sugerido em Basilio e Sahate (2000): (¢) a solu¢do do problema de oti-
mizagao (3.9) requer a solugdo de uma equacao polinomial de grau elevado, mesmo
para casos simples; (ii) apesar dos médulos dos elementos de K,(jwy) poderem,
em geral, ser facilmente aproximados pelos moédulos dos elementos de K,(jwg), o
mesmo nao acontece com as suas fases, que podem diferir muito. Apesar desse fato
nao ter ocasionado, para os exemplos utilizados em Basilio e Sahate (2000), uma

deterioracao significativa do custo de otimizacao considerado, nenhuma anélise é
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feita com relagao a essa possivel deterioracao. Para maiores detalhes, veja Basilio e
Sahate (2000) e Sahate (1998).

Um terceiro problema com relacao ao método de Basilio e Sahate é que, como
ele foi desenvolvido considerando-se perturbagoes aditivas na planta, somente a nor-
malizagao de GK, é necesséria (com restri¢oes adicionais na estrutura de K,). Dessa
forma, o método proposto nao garante que K(s)G(s) também seja normal, onde
K(s) = K,(s)K.(s) [equacao (2.61)], o que significa que o sistema realimentado nao
é necessariamente robusto a incertezas multiplicativas na entrada da planta.

Visando contornar os problemas encontrados em Basilio e Sahate (2000), em
Moreira e Basilio (2005), ¢ proposta uma nova técnica de normalizagao da planta.
Esta nova técnica propoe o projeto de um pré-compensador dindmico com estrutura
semelhante & adotada em Basilio e Sahate (2000), com maior valor singular também
aproximadamente igual a um, e visa a reducao do desalinhamento entre as diregoes
principais de entrada e de saida da planta, o que leva o sistema pré-compensado
a ser também aproximadamente d-normal. Além de ter solu¢ao mais simples, uma
outra vantagem dessa nova abordagem é que, quando da implementacao do pré-
compensador, as suas fases sao levadas em consideracao e, portanto, podem ser
escolhidas de forma a nao deteriorar o custo de otimizagao. Finalmente, deve ser
ainda ressaltado que esse novo método é capaz de tornar os lugares caracteristicos
do sistema em malha aberta pouco sensiveis a incertezas multiplicativas modeladas

tanto na entrada quanto na saida da planta.

3.4 Normalizacao por alinhamento das matrizes de
direcoes principais de entrada e de saida da
planta

Nesta secao, serd apresentada uma técnica de projeto de pré-compensadores nor-
malizantes dindmicos (Moreira e Basilio, 2005), K,(s), a partir do projeto de pré-
compensadores estaticos, [_(p(jwk), para um nimero finito de freqiiéncias wy, da
mesma forma em que é sugerido em Basilio e Sahate (2000). A principal diferenga

entre o método proposto neste trabalho e o método proposto por Basilio e Sahate
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(2000), esta no fato de que a normalizagao é obtida aqui por alinhamento das dire-
¢oes principais de entrada e de saida da planta pré-compensada, e nao diretamente
como em Basilio e Sahate (2000), onde ¢ definida uma medida para o desvio da
normalidade da matriz pré-compensada e, em seguida, é definido um problema de

minimizagao a partir dessa medida.

3.4.1 Formulagao do problema

De acordo com o capitulo 2, subsecao 2.3.2, é sabido que uma das maneiras de
abordar o problema da normalizacao de ambas as matrizes GK e KG, é através
dos chamados controladores normalizantes de molduras reversas (CNMR)(Hung e

MacFarlane, 1982), cuja justificativa teorica é apresentada a seguir.

Lema 3.1 Suponha que G, K € C™*™ sejam matrizes de posto m e seja
G=YXU~* (3.12)

uma decomposigao por valores singulares de G, onde X = diag{o;,i = 1,2,...,m}.

Entao, GK e KG sao matrizes normais se e somente se
K =UIkgY" (3.13)
para alguma matriz diagonal nao-singular I', € C"™*™.

Prova. Ver Hung e MacFarlane (1982). O

De acordo com o lema 3.1, os lugares caracteristicos do sistema em malha
aberta serao menos sensiveis a pequenas perturbacoes multiplicativas na entrada e
na saida da planta, se e somente se as molduras principais de K(s) sao iguais as
molduras de G(s) tomadas em ordem reversa. Porém, como o controlador K(s) é
definido de acordo com a equagdo (2.61), isto ¢, K(s) = K,(s)K.(s), entao K,(jwo)
deve ter uma estrutura especifica para que G(jwo)K (jwo) € K(jwo)G(jwo) sejam
ambas normais em uma dada freqiiéncia wy. Para a obtencao desta estrutura para

K, (jwo), nesta secao sera suposto que o pré-compensador a ser implementado, K, (s),

seja igual ao pré-compensador estético K, (jwo), na freqiiéncia wy, ou seja, K, (jwy) =
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K,(jwoy). Como sera visto na subsegao 3.4.4, através de exemplos extraidos da
literatura, K,(jw) e K,(jw) podem ser feitos iguais ou aproximadamente iguais
para quase todas as freqiiéncias de interesse w e, portanto, esta suposi¢cao nao é

conservadora.

Teorema 3.4 Suponha que G, K € C"™*"™ sejam ambas nao-singulares e considere a
decomposi¢ao por valores singulares de G dada pela equagao (3.12). Além disso, seja
K = K,K,., onde K, € C™™ comuta exatamente com relagdo a multiplicagao com
GK,. Entdo, GK e KG sao ambas matrizes normais se e somente se K, = U®Y™,

para alguma matriz nao-singular ®.

Prova. (=) Se GK e K@ s@o normais, entao, de acordo com o lema 3.1,
K =K,K.=UTgY™" (3.14)

Portanto, a partir das equagdes (3.12) e (3.13), GK = YXU*UT'xY* = YXI' kY™,
que é uma decomposicao espectral para GK. Supondo que K. e GI_(p comutem
com relacao a multiplicacao, entao GK e K, possuem os mesmos autovetores, o que
significa que uma decomposicao espectral de K. pode ser escrita como K. = YA Y™,
onde A, é a matriz diagonal dos autovalores de K. Portanto, a equagao (3.14) pode

ser reescrita como:
KYAY* =UT(Y* & K, = UTgA;'Y*, (3.15)

Logo, definindo ® = I'x A_!, conclui-se a prova.
(<) A prova ¢ imediata e sera omitida. O
O teorema 3.4 mostra que os lugares caracteristicos serao menos sensiveis a in-
certezas multiplicativas na entrada e na saida da planta, em uma dada freqiiéncia wy,
quando o pré-compensador normalizante for tal que a matriz U (jwo)* K, (jwo)Y (jwo)
seja diagonal. Contudo, uma vez que o conjunto das matrizes normais é relativa-
mente pequeno, se comparado ao das matrizes aproximadamente normais, entao,

ao invés de tentar obter a exata normalidade da matriz pré-compensada, é mais

realista encontrar formas de tornar ambas as matrizes G(jw)K (jw) e K(jw)G(jw)
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aproximadamente normais, projetando-se um pré-compensador f(p (jw) para a faixa
de freqiiéncias de interesse.

Nesta secao, serd mostrado que, com um pré-compensador com estrutura dada
por

R, (jw) = aljo) K. (jw), (3.16)

onde a(jw) € C e K,(jw) ¢ uma matriz unitaria, ¢ possivel obter-se o mesmo grau
de normalidade para G(jw)K (jw) e K(jw)G(jw), no sentido de que os nimeros de

condicionamento das suas matrizes de autovetores sejam iguais. Além disso, como

ser4 mostrado a seguir, se G(jw)K,(jw) é aproximadamente v-normal (definicao
2.4), com K, dado pela equacio (3.16), entao G(jw)K (jw) e K(jw)G(jw) também

sao ambas aproximadamente v-normais.

Lema 3.2 Suponha que G € C™*™ tenha a decomposicao por valores singulares

dada pela equacao (3.12), e defina a matriz complexa

M =U*K,Y. (3.17)
Entdao, GK,, é normal se e somente se XM é normal.
Prova. A prova é imediata e sera omitida. O

Teorema 3.5 Seja a matriz K, dada pela equagdo (3.16) e seja K = K, K., onde
K, comuta exatamente com GK,. Se GK, ¢ aproximadamente v-normal, entao GK

e K@ sao ambas matrizes aproximadamente v-normais.

Prova. Usando as equagdes (3.12) e (3.17) tem-se que o produto GK,, pode ser
escrito como:

GK,=YXMY™ (3.18)
Suponha que XM tenha a seguinte decomposigao espectral:
YSM = WsyAsyu Ve, (3.19)

onde Ayjs € a matriz diagonal dos autovalores de XM, Wy, é a matriz de autove-

tores de XM e Vsp = WE’]\Z. Desta forma, GK, pode ser escrito como:
GK, =Y WsyAsy Vau Y™ (3.20)
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Uma vez que Y é unitaria, entao o numero de condicionamento da matriz de auto-
vetores de GK,, é igual ao ntimero de condicionamento da matriz de autovetores de
XM, i.e., C[YWspy| = C[Wsy]. Portanto, para provar o teorema basta mostrar que
os ntmeros de condicionamento das matrizes GK e K G s@o ambos iguais a C[Wx .

Uma vez que K. comuta exatamente com G.f(p, entao K. possui a mesma

matriz de autovetores que Gl_(p. Logo,
K. =YWsyAVey Y™ (3.21)
Portanto, uma decomposicao espectral para GK pode ser dada por:
GK = YWsyAsy A Vs Y™, (3.22)

0 que mostra que o numero de condicionamento da matriz de autovetores de GK
¢ igual a C[Wxy] e, portanto, se GK,, é aproximadamente v-normal, entdo GK ¢é
aproximadamente v-normal.

Para mostrar que KG é aproximadamente v-normal quando GK, é aproxima-

damente v-normal, note, para K, = aK, onde K, ¢ uma matriz unitaria, que:
M =U*K,Y = aU*K,Y = aM,, (3.23)

onde M, = U*K,Y é uma matriz unitaria. Portanto, utilizando as equagoes (3.12),

(3.17) e (3.21), obtém-se
KG = UMWspA Vs SU*. (3.24)
De acordo com a equagao (3.19), Ve XM = Asy Vs, e portanto,
Vou® = Ay VoM~ (3.25)
Substituindo a equagao (3.25) em (3.24) e fazendo M = aM,,, resulta:
KG = UM, WAy AVen M2U. (3.26)

A partir da equagao (3.26), é imediato verificar que o nimero de condicionamento

da matriz de autovetores de KG é também igual a C[Wyxy], o que completa a prova.
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O

O teorema 3.5 mostra que, com a estrutura para o pré-compensador dada

por (3.16), é possivel tornar G(jw)K (jw) e K(jw)G(jw) ambas aproximadamente
v-normais, simplesmente procurando por um K,(jw) que torne G(jw)K,(jw) apro-
ximadamente v-normal. Por este motivo, a estrutura para K,(jw) dada por (3.16)

serd adotada nesta secao.

Observagao 3.2 Note que, se G(jw)K,(jw) for aproximadamente normal, para
K,(jw) dado pela equagao (3.16), entdo G(jw)K,(jw) sera aproximadamente nor-
mal e vice-versa. Portanto, embora o nimero complexo «(jw) nado seja neces-
sariamente igual a um, por simplicidade, em alguns resultados sera suposto que
K,(jw) = K,(jw). Como sera visto mais adiante, a escolha de a(jw) tem um papel
fundamental na aproximagao da resposta em freqiiéncia de K,(jw) por uma matriz

de transferéncia racional, propria e estavel. O

A seguir é mostrado que a normalizagdo aproximada de GK, (aproximada-
mente 6-normal ou v-normal) pode ser relacionada a uma forma aproximadamente
diagonal de U(jw)*K,(jw)Y (jw). Para tanto, é necessario introduzir primeiro o

conceito de matrizes alinhadas.

Definicao 3.2 Seja G uma matriz complexa. Se todas as possiveis decomposi¢oes

por valores singulares de G = YXU™ sao tais que Y e U sao alinhadas, isto é,

UY = ¢e®, (3.27)
onde © = diag{f;,i = 1,...,m}, entdo G é denominada alinhada. O
A defini¢ao 3.2 leva ao seguinte resultado.

Lema 3.3 Seja G uma matriz complexa com valores singulares todos distintos.

Entao, G é alinhada se e somente se (G é normal.

Prova. Ver Hung e MacFarlane (1982). O

A partir do lema 3.3, é possivel estabelecer o seguinte teorema.
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Teorema 3.6 Seja K, uma matriz unitaria e G = YXU* uma decomposi¢ao por
valores singulares de G, onde todos os valores singulares sao distintos. Entao, o

produto GK, é normal, se e somente se existe © = diag{6s,...,0,,}, tal que
U*K,Y = ¢i©. (3.28)

Prova. Suponha que GK, seja uma matriz normal. Entao GK, = YXU*K, =
YXU*, onde U* = U*K, ¢ também uma matriz unitaria. Portanto, GK, = YXU*
pode ser visto como uma decomposicao por valores singulares de GK,. De acordo
com o lema 3.3, uma vez que, por hipotese, GK, é normal e G possui todos os
valores singulares distintos, entdo GK, é uma matriz alinhada. Logo, U*Y = e’©,
ou seja, U*K,Y = ¢i®.

O contrario pode ser facilmente provado observando-se que se a igualdade
U*K,Y = e7® for satisfeita entdo GK, é normal. O

O teorema 3.6 mostra que, quando todos os valores singulares de G sao dis-
tintos, a forma diagonal de U*K,Y ¢ também uma condi¢ao necessaria e suficiente
para que GK, seja normal, isto é, GK, sera normal se e somente se GK, for ali-
nhada. Portanto, se K,(jw) = U(jw)e’®Y (jw)* para qualquer matriz diagonal ©,
o pré-compensador estitico K,(jw) = a(jw)K,(jw), normaliza a planta. Contudo,
esse pré-compensador nao pode ser, em geral, aproximado na faixa de freqiiéncias
desejada por um pré-compensador dinamico, K,(s), com todos os elementos sendo
escolhidos como fungoes de transferéncia racionais, proprias e estaveis como feito
em Basilio e Sahate (2000). Isto sugere que a busca pelo exato alinhamento entre
K,(jw)*U(jw) e Y (jw) seja substituida pela busca por um pré-compensador K, (jw)
que torne essas duas matrizes aproximadamente alinhadas. Para tanto, é necessario

definir uma medida de alinhamento®:
m(G) = m@in |U*Y — €®|%, (3.29)

onde m(G) = 0 quando G(jw) for alinhada e m(G) = 2m quando G(jw) for total-

mente desalinhada. O resultado a seguir mostra que se G(jw) é aproximadamente

!Essa medida de alinhamento é a mesma utilizada em Hung e MacFarlane (1982) [problema de
otimizagao (2.53)] com uma norma diferente.
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alinhada, ou seja, se m(G) — 0, entdo G(jw) é aproximadamente d-normal.

Teorema 3.7 De acordo com as medidas definidas em (2.47) e (3.29), tem-se que

se m(G) — 0 entao §(G) — 0.
Prova. Seja G = YXU* uma decomposi¢ao por valores singulares de G. Portanto,

|GG* — G*G| s = |[YSUUSY* — USY*YSU*| #
= |YXY* — US?U*||r = |[UYS? — S2UYY || £

= [(U"Y — )22 = 22 (UY — )| 5

<UY = el #12%] 2 + [Z2]A107Y - 1%

= 2|3 A|U*Y — )| 5.

Dividindo ambos os termos da inequagao acima por ||G*G||z e observando que

132]| 7 = ||G*G|| 7, pode-se escrever:

IGG" = G*Gli#
GGl

o que leva a 0(G) < 4m(G). O

<2{U*Y — 9| £,

O teorema 3.7 mostra que se existe uma matriz unitaria K, tal que GK,
seja aproximadamente alinhada, entao GK, seré aproximadamente normal, ou seja,
se existe K, tal que ||[U*K,Y — ¢/©||% seja pequeno o suficiente, entdao GK, sera
aproximadamente d-normal.

E importante ressaltar que é possivel mostrar também que se ||[U*K,Y —e7®||z
for suficientemene pequeno, entao G_f(p serd aproximadamente v-normal. Para

tanto, é necessario apresentar primeiro os seguintes resultados.

Lema 3.4 Seja T € C™*™ tal que T = ¢/¥ + Ty, onde ¥ é uma matriz diagonal e

Ty € C™*™ ¢é tal que a[Yy] = e. Entao,

—_
[}

+

T] < ) 3.30
ey < (330)
Prova. Usando propriedades dos valores singulares obtém-se:
oY) _ ole’] +a[Y] o] +a[Ty] 1+e¢
C[T] = < ‘ = . 3.31
T=om =T o S o 1- O
([l
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Observacao 3.3 Note, de acordo com o lema 3.4, que se ¢ < 1, ou seja, T é

aproximadamente diagonal e unitaria, entao C[Y] ~ 1. O

Teorema 3.8 Seja G = YXU* uma decomposigao por valores singulares de GG onde

Y =diag{o;: i=1,...,m} e defina

E=UK,Y —¢&®. (3.32)
Se ||[E||F ¢ tal que
. |Zi - Z£|
min —2— s, o0 /m B, (3.33)
#N/ e Ok
parai =1,....me ¢ = 1,...,m, onde z; denota o i-ésimo elemento da diagonal

principal de Z = 3e/® | entao GK, é aproximadamente v-normal.
Prova. Considere a seguinte decomposicio espectral do produto GK,, dada por:
GK, =W,\,V,, (3.34)

onde V, = Wp_l, e note que a matriz de autovetores de GK,, W, sempre pode ser

escrita como:

W,=YT, (3.35)

onde T € C™*™ & uma matriz nao-singular com todas as suas colunas com norma

euclidiana igual a um. Logo, utilizando as equagoes (3.34) e (3.35), pode-se escrever:
GK,=W,\,V, =Y TAYT'Y* (3.36)

Substituindo I_(p na equagao acima, de acordo com a equagao (3.32), obtém-se:
GUEY* + Ue?®Y*) = YTA YT 'Y™ (3.37)

Portanto, a partir da decomposigao em valores singulares de G, a equagao (3.37)

pode ser reescrita como:
YYEY* + Y9V = YTA T Y™ (3.38)
Multiplicando-se a equacao acima a esquerda por Y* e a direta por Y, obtém-se:
YE + el = TA T (3.39)
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Utilizando o teorema de Bauer-Fike (teorema 2.5) na equagao (3.39), tem-se que,
associado a cada valor da diagonal principal de Xe’®, ¢,e/%  existe um autovalor de
Ay, Ay, tal que:

o3¢’ — Xyl < 0(BE) < ||Z]|#|1 |- (3.40)

Portanto, definindo a matriz complexa

A=%e® — A (3.41)

D)

pode-se verificar, a partir da inequacao (3.40) e observando que A & uma matriz

diagonal, que

7(A) = max g™ — N, | < Sl #|E]l (3.42)

Substituindo, agora, A, de acordo com a equacao (3.41), pode-se reescrever a equa-
¢ao (3.39) como:
Y E 4+ %e’® = T(2e’® — A)T 7, (3.43)

e, apos algumas manipulagoes algébricas simples, a equagao (3.43) pode ser reescrita

COomao:

TNe'® — 2e/®T = TEY + TA. (3.44)

Aplicando, agora, a norma de Frobenius na equacao (3.44) e utilizando a propriedade

sub-multiplicativa da norma de matrizes, tem-se que:
IT8e® — 5|5 < Sl )5 + | Tl (3.45)

Note que, como todas as colunas de T possuem norma euclidiana igual a um, entao

| 7]z = /m. Além disso, pode-se verificar que

ITAYE =D 18P leil3 < mmax|§f* = ma*(A), (3.46)
=1

onde §; denota o i-ésimo elemento da diagonal principal de A. Portanto, utilizando as

inequagoes (3.42) e (3.46) na desigualdade (3.45), encontra-se a seguinte expressao:

ITe’® — 2e’®T|| < 2¢/m|Z £ ]| B, (3.47)
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que é equivalente a:
[TEeI® — $el®Y|| £
1%]]#

Denotando por Z = %e/® | entdo, pode-se observar que o elemento (i,/) de ZY —TZ

< 2y/m||Ell>. (3.48)

é dado por (z; — z¢)vy, onde vy denota o elemento (i,¢) de Y. Logo,

1ZY =YZ)5% =" Y |z — zl’|vl” (3.49)

(=1 i=1,i£L

Portanto, pode-se verificar que o termo a esquerda da inequagao (3.48) satisfaz a

seguinte desigualdade:

m  m 1/2 |2 — 2| ||T26j@ _ EejQTH
|vie|? min ——— £ < £ (3.50)
(Z—Zli—%ﬁ # /D ey Ok 12]|

Portanto, a partir das inequagoes (3.48) e (3.50), tem-se que:

mm 1/2
-z —
3 k) wntl <o s
(1&1 i= 1,10 # /2l O

Supondo, agora, que ||E||# satisfaz a condi¢ao (3.33), entao

m m 1/2
(Z > |W|2> < 1. (3.52)

0=1 i=1,i#L

Como T tem a restricao de ter todas as suas colunas com norma euclidiana
igual a um, a inequagao (3.52) implica que T é uma matriz aproximadamente dia-
gonal e unitaria, o que, de acordo com o lema 3.4 e observacao 3.3, mostram que

o nimero de condicionamento de T é aproximadamente igual a um, concluindo a

prova, uma vez que C[W,] = C[Y'Y] = C[Y]. O

Observagao 3.4 Note que na condi¢ao dada pela inequagao (3.33), tanto o termo
a esquerda quanto o termo & direita dependem de ©. Portanto, mesmo que || E|
tenha um valor pequeno, é possivel que GK, nao seja aproximadamente v-normal

se a condicdo (3.33) nao for satisfeita. O

Os teoremas 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8 mostram que o problema de projetar um pré-
compensador que torne a planta pré-compensada aproximadamente normal, em uma

dada freqiiéncia, pode ser formulado como:

Prob. lznll(in m@in J(K,,9), (3.53)
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onde

J(K,,0) = |U*K,Y — ¢°||%, (3.54)

sujeito a K, ser uma matriz unitaria e cada elemento da diagonal principal de O,

0; € (0,27], parai=1,...,m.

3.4.2 Solucao do problema de otimizacao

Utilizando a definigdo da norma de Frobenius (equagao (2.48)) e apos algumas ma-

nipulagdes algébricas, a equagao (3.54) pode ser escrita da seguinte forma:
J(K,,0) = 2m — 2Re{tr(U*K,Y e 7°)}, (3.55)

onde Re{.} denota a parte real de uma matriz complexa.
Definindo as matrizes unitarias 7, = U*K,Y e H, = U*K,Y e 7®, e denotando

cada elemento de H, por h;;, entdo a equacao (3.55) pode ser reescrita como:

A partir da equacdo (3.55), é possivel ver que cada elemento e /% da diagonal
principal de e 7€ multiplica a i-ésima coluna de T,. Denotando por ¢;; cada elemento
de T, entdao © que minimiza a func¢ao custo J(K,,0), dada pela equagao (3.56), ¢
tal que cada nimero complexo h;; = t;;e 7% deve ser real e positivo. Logo, definindo
ti; = |ti]e’®, entdo o valor 6timo para 6;, i = 1,2,...,m serd dado por 0; = «; + 2k,
onde k € Z. Portanto, o valor minimo de J(K,,0) depende somente de K, e é dado
por:

Conseqiientemente, de acordo com a equagao (3.57), o problema de otimizagao 1 é

equivalente a:

Prob. 2: nll(ameaz(Ku), (3.58)
onde
Tmaa(Fu) = [til. (3.59)
i=1
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Note, de acordo com a equagao (3.59) e a defini¢ao de T,,, que o pré-compen-
sador K, que soluciona o problema 2 torna a matriz unitaria 7}, o mais dominante
diagonal possivel. Neste trabalho, assim como a estrutura para o pré-compensador
utilizada em Basilio e Sahate (2000), a estrutura adotada para K, serda de uma

matriz diagonal permutada, sendo dada por:
K, = P Ky, (3.60)

onde P, (I =1,2,...,m!) é uma matriz obtida entre todas as possiveis permutagoes
das colunas da matriz identidade (matriz de permutagao) e K, é uma matriz diago-
nal onde os elementos da diagonal principal sao iguais a 1 ou —1, para garantir que
K, seja unitaria. Note que, uma vez que ao multiplicar uma matriz unitaria por
—1 o resultado ainda é uma matriz unitaria, entao é possivel formar 2™~! matrizes
diagonais diferentes K;. Essa escolha para K, é motivada pelo fato do uso de ma-
trizes de permutacao ser comum no projeto de pré-compensadores pelos Métodos
das Cadeias de Nyquist (Maciejowski, 1989; Edmunds, 1998) para a obtengao de do-
minancia diagonal. Além disso, é importante ressaltar que, para um ntumero finito
de freqiiéncias wy,, pré-compensadores estaticos K, (jwy) serao calculados. Note que
esses pré-compensadores devem ter uma estrutura que seja possivel, ao final, encon-
trar um pré-compensador dindmico, K,(s), que aproxime a magnitude da resposta
em freqiiéncia de seus elementos da magnitude dos elementos de K, (jwy). Portanto,
a estrutura para K,(jwy) deve ser a mais simples possivel.

E importante ressaltar também que a escolha para K, ( jw) dada pela expressao
(3.60) esta de acordo com a proposta original do método do lugar caracteristico.
Segundo MacFarlane e Belletruti (1973), os controladores projetados devem ser os
mais simples possiveis, sendo sugeridas, entre outras estruturas, as seguintes formas

para os pré-compensadores:
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(1) Matriz de transformagoes elementares

| -

Kl(s) = | k?gg(s) 5 (361)

1

onde kg (s) € uma fungao de transferéncia racional, estavel e de fase minima.

(77) Matriz de permutagao

Ki(s) = P, (3.62)

3.4.3 Implementacao do pré-compensador

Tendo K, (jw) sido calculada para cada freqiiéncia w na faixa de freqiiéncias de in-
teresse, o proximo passo ¢ o projeto de um pré-compensador normalizante dinamico
K,(s). Note que K, (jw) é real e unitaria, enquanto que K,(s) deve ter como elemen-
tos somente fungoes de transferéncia racionais, proprias e estaveis. Isto mostra a ne-
cessidade de se adicionar fase e modulo a cada elemento diferente de zero de K, (jw).
Note, porém, que o pré-compensador estatico K, foi feito igual a K, somente por
simplicidade (observagao 3.2), sendo na verdade igual a K,(jw) = a(jw)K,(jw)
onde a(jw) é um namero complexo. Portanto, escolhendo-se apropriadamente os
valores de a(jw), é possivel adicionar a mesma fase e modulo a cada elemento di-
ferente de zero de K, (jw) de forma a aproximé-los de uma fungao de transferéncia
racional, propria e estavel. E importante ressaltar também que, uma vez que K, é
unitaria, entao é necessario impor a condigao |a| < 1 para evitar o alargamento das
regioes que contém os lugares caracteristicos da planta pré-compensada, quando a
incerteza é modelada como uma perturbacao aditiva na planta, assim como é feito
em Basilio e Sahate (2000).

Na pratica, porém, ndo é necessario escolher a(jw) a cada freqiéncia para, em
seguida, calcular os elementos de K,(s). Note que K,(s) pode ser obtido escolhendo-

se, para uma determinada faixa de freqiiéncias, uma tnica funcao de transferéncia

58



para os seus elementos que estao associados aos elementos diferentes de zero de
K,(jw), de forma que as suas magnitudes sejam aproximadamente iguais as mag-
nitudes dos elementos diferentes de zero de K,(jw). Este procedimento, como seré
visto na subsegdo 3.4.4, leva a um pré-compensador dinamico K,(s) que aproxi-
madamente alinha a planta pré-compensada G(jw)K,(jw) quando K,(jw) alinha
G(jw)K,(jw). Uma excegao é feita na vizinhanga das freqiiéncias onde ocorrem sal-
tos nos elementos de K, uma vez que, nessas freqiiéncias, os moédulos dos elementos
de K,(jw) sao diferentes dos elementos de K, (jw). Esse problema pode ser con-
tornado aumentando-se a ordem dos pélos ou zeros associados as freqiiéncias onde
ocorrem os saltos; embora com este procedimento haja um aumento na ordem do
pré-compensador. Neste trabalho, visando tornar o sistema pré-compensado com a
menor ordem possivel, somente aproximagoes por funcoes de transferéncia de pri-
meira ordem serao consideradas.

O procedimento para obtencao do pré-compensador dindmico pode ser resu-

mido no seguinte algoritmo.
Algoritmo 3.1

1. Forme as 2™~! matrizes diagonais K,; de dimensdao m com 1 ou —1 na sua

diagonal principal.

2. Selecione um numero finito de freqiiéncias wy, k = 1,2,...,nefacal =1 e

k=1

3. Se | = 1, escolha uma matriz de permutagao F,. Se [ > 1 forme uma matriz

de permutacao P, diferente das matrizes de permutagao ja formadas.

4. Usando P, definida no passo 3, calcule, para cada uma das 2™~! matrizes Ky,
definidas no passo 1, T,, = U*P,K,Y e a funcdo custo Jya (P, Kq) = > i) [til-

Encontre Jy,4: (1) = maxg, Jmae (P, Kq) € a matriz K7'** que leva a Jya0(0).

5. Faga | =1+ 1 e repita os passos 3 e 4 até que [ = m/!.
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6. Entre todos os [ custos Jy,..(l), calculados no passo 4, encontre Jy,., =
max; Jmaz(l) e selecione as matrizes K7° t e P " que levam a J,,,. Forme

K. (jor) = PP,

7. Faca k = k+1el =1 e retorne para o passo 3. Repita os passos 3 a 7 até

que k = n.

8. Encotre fungoes de transferéncia racionais, proprias e estaveis para cada ele-
mento de K,(s), tal que as magnitudes das respostas em freqiiéncia de seus
elementos se aproximem das magnitudes dos elementos de K, (jwy), para

k=1,...n.

O

Exemplos de aplicacao do método proposto nesta secao serao apresentados na

proxima subsecao.

3.4.4 Exemplos

Nesta subsecao dois exemplos extraidos da literatura serao usados para ilustrar o
método de pré-compensacao apresentado nesta se¢ao: o primeiro exemplo corres-
ponde a um sistema 2 x 2 que foi utilizado em Doyle e Stein (1981) para mostrar o
problema de sensibilidade do MLC e o segundo exemplo corresponde a um sistema
3 x 3 representando o modelo linearizado da dinamica vertical de uma aeronave

(Hung e MacFarlane, 1982; Maciejowski, 1989; Moreira e Basilio, 2005).

Exemplo 3.1 Seja

onde d(s) =(s+1)(s+2)e

[ —47s+2  56s

N(s) =1 o4 505 4+2 |

O primeiro passo é decidir se a planta necessita de pré-compensac¢ao norma-
lizante. Para tanto, é necesséario calcular o niimero de condicionamento 6timo da

matriz de autovetores de N(s) [Copt(W)] € 0 desvio de G(s) da normalidade (6(G),
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definido na equagao (2.47)). Como pode ser observado neste exemplo o ntmero de
condicionamento 6timo da matriz de autovetores é muito elevado (aproximadamente
196) em todas as freqiiéncias, exceto na freqiiéncia dc, w = 0. Os valores de 6(G)
sao mostrados na figura 3.3 (linha continua), de onde se pode verificar que 6(G) é
elevado para quase todas as freqiiéncias. Logo, G(s) nao é normal em quase todas as
freqiiéncias. Na figura 3.3 é também apresentado o grafico do desvio do alinhamento
de G(jw) (linha trago-pontilhada) (m(G), definida na equagao (3.29)), que, como
esperado, mostra que G(s) nao é alinhada para quase todas as freqiiéncias.

E importante ressaltar que, neste exemplo, apesar da medida de alinhamento
ser praticamente igual a zero proximo da frequéncia dc, o nimero de condiciona-
mento da matriz de autovetores é elevado. Isto ocorre porque ao se resolver o pro-
blema de otimizagao (3.53), (3.54), para freqtiéncias proximas da freqiiéncia dc, com
K, = I, os valores da diagonal principal de Xe/® sao muito préximos e, portanto,
mesmo com m(G) tendo um valor pequeno nessas freqiiéncias, o numero de condi-
cionamento 6timo da matriz de autovetores de GG é elevado. Para entender melhor

este fato, considere a matriz de transferéncia da planta na freqiiéncia w = 0,005,

G(j0,005) — [ 0,9991 — 0,12507 0,001 + 0,14y } ,

~0,0008 — 0,1050j 1,0009 + 0,1175 (3.63)

e considere uma decomposi¢ao por valores singulares de G(jw) = Y (jw)E(jw)U*(jw),

onde w = 0,005, dada por:

. [ —0,7064 40,0887 —0,6969 + 0,0868;
¥(j0,005) = { 0,0026 + 0,7022  —0,0020 — 0,7119; } : (3.64)
‘ 1,13 0
2(50,005) = { 07 085 } , (3.65)
€
. —0,6996 —0,7145
U(70,005) = { 0,0856 + 0,7094] —0,0838 — 0,6946;] } ' (3.66)

Como mostrado na subsecao 3.4.2, o valor de © 6timo para o problema de otimizagao

(3.53) & dado pelos angulos dos elementos da diagonal principal da matriz T,, = U*Y:

T _ { 0,9926 — 0,00375 —0.0176 — 0,12035 ]

0,0167 — 0,1204]  0,9926 — 0,0037j (3.67)
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Figura 3.3: Medidas de normalidade 6(G(jw)) (linha continua) e desalinhamento
m(G(jw)) (linha trago-pontilhada).

que, como pode ser visto, sao iguais. Logo, os elementos da diagonal principal da
matriz Ye/® sdo todos aproximadamente iguais, o que faz com que mesmo com
m(G) =~ 0, a condigao suficiente imposta pelo teorema 3.8 nao seja satifeita, uma
vez que:

|21 — 2

—=0,1707 e 2V2||E| s = 0,4873.

o2+ o3
Visando tornar o sistema robusto a perturbacgoes multiplicativas modeladas
na entrada ou na saida da planta e observando que a planta é desalinhada em
quase todas as freqiiéncias, uma alternativa é procurar o alinhamento da planta
pré-compensada. Para tanto, é seguido o procedimento descrito no algoritmo 3.1.
Como a matriz de transferéncia da planta é 2 x 2, entao é necessario verificar o

alinhamento das matrizes GK,,,, para + = 1,2,3, onde cada K, é dado por:

1 0 0 1 0 1
S R O ) P S B

Na figura 3.4 s@o apresentadas as medidas de desalinhamento de G(jw) K, (jw)

para ¢ = 1,2,3, onde pode-se observar que para K,, a medida de desalinhamento

m(GK,,) é praticamente igual a zero para todas as freqiiéncias. A figura 3.5 mostra
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Figura 3.4: Medida de desalinhamento m(GK,) para K, = I (linha pontilhada),
K, = K,, (linha tracejada), K, = K,, (linha traco-pontilhada) e K, = K, (linha
continua).

o grafico para as medidas de normalidade (linha continua) e desalinhamento (linha
traco-pontilhada) para G(s) = G(s)K,,, onde pode ser visto que m(G) < 2 x 1073,
i.e., G(jw) é aproximadamente alinhada para todas as freqiiéncias. Como esperado,
de acordo com o teorema 3.7, o sistema pré-compensado é aproximadamente J-
normal para K, = K,, em todas as freqiiéncias, como mostrado na figura 3.5. Além
disso, G(jw)K,, é também aproximadamente v-normal para todas as freqiiéncias,
inclusive para as freqiiéncias onde os valores singulares sao préoximos, como mostrado
na figura 3.6. Isto ocorre porque agora, apesar dos valores singulares de G(jw)K,,
serem ainda aproximadamente iguais nas freqiiéncias proximas da freqiiéncia dc,
os valores da diagonal de €’® ndo sdao iguais. Para ilustrar este fato considere,
agora, a matriz T, para o sistema pré-compensado na freqiiéncia w = 0,005, T,, =
U*(j0,005) K,,Y (70,005), dada por:

—0,0042 — 1,00005 —0,0005 — 0,0037j

Tu=1"00005— 000377  0,0033 41,0000

(3.69)

Como pode ser verificado a partir da equacdo acima, os valores de ¢/® sdo prati-
camente opostos, o que significa que os valores dos elementos da diagonal de Ye/®

estao suficientemente afastados, satisfazendo a condig¢ao suficiente do teorema 3.8
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Figura 3.5: Medidas de normalidade 6(G) (linha continua) e desalinhamento m(G)
(linha trago-pontilhada).

como mostrado abaixo:

|21 — 2|

2 2
oy + 05

—1,4039 e 2V2||E||r = 0,0149
e, portanto, como 0,0149 < 1,4039, entao Cpu[W,] =~ 1.

Neste exemplo, como para K, = K,, a normalidade de G(jw)K, foi obtida
para todas as freqiiéncias, entao nao é necesssario projetar um pré-compensador
dindmico.

Uma vez que o sistema pré-compensado é aproximadamente normal em todas

as freqiiéncias, é possivel entao aplicar agora o MLC, de forma confiavel, do ponto

de vista de robustez, na matriz pré-compensada GK,,.

Exemplo 3.2 Considere, agora, a seguinte matriz de transferéncia do modelo line-

arizado da dindmica vertical de uma aeronave:
1 77/11(8) 77/12(8) 77,13(8)
G(s) = @ no1(s)  noa(s)  nas(s) |, (3.70)

na1(s)  naa(s)  mas(s)
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1.035

1.025F

1.015

Numero de condicionamento de W, (jw)

1.005

w (rad/s)

Figura 3.6: Numero de condicionamento 6timo da matriz de autovetores de

G(jW)Kp(jw)7 Wp(jw)‘

= —1,6650s% — 1,15745% — 0,0918s.

onde
d(s) = 5+ 1,5953s% +1,7572s% + 0,1112s? + 0,0561s
nn(s) = —1,5750s% — 1,1190s% + 1,5409s — 0,0816
nia(s) = 0,2909s% + 0,2527s + 0,3712
nis(s) = 0,0732s% — 0,0646s% — 1,21255 — 0,0204
not(s) = —0,12s5* —0,0739s% — 0,5319s% — 0,2458s
noa(s) = s*+1,5415s% 4 1,6537s>
nas(s) = —0,0052s% + 0,1570s2 + 0,1828s
nz1(s) 4,419s3 + 1,6674s + 0,1339s
e 0,0485s% + 0,3279s
)

Para utilizar o MLC no projeto de um controlador comutativo para G(s), deve-
se em primeiro lugar verificar se G(jw) é aproximadamente normal. Isto é feito
calculando-se as medidas de normalidade e desalinhamento de G(jw), de acordo
com as equagoes (2.47) e (3.29), respectivamente. Como pode ser visto a partir da
figura 3.7 (linha continua), G(jw) nado é normal nas baixas freqiiéncias e ¢ aproxi-
madamente d-normal nas freqiiéncias superiores a 10 rad/s). Além disso, na figura
3.7 (linha trago-pontilhada) pode-se ver que G(jw) nao é alinhada para todas as
freqiiéncias. Na figura 3.8 é apresentado o nimero de condicionamento 6timo da
matriz de autovetores de G(jw), Cop[WW], obtido resolvendo-se o problema de otimi-

zagao (3.7), onde pode ser visto que para freqiiéncias baixas o sistema nao é normal,
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assim como para freqiiéncias altas. A discrepancia nas altas freqiiéncias entre a o-
normalidade e a v-normalidade se deve ao fato de que G(jw) — O para freqiiéncias
superiores a 10 rad/s. Isto mostra que a medida do desvio da normalidade 6(G) nao
é, nesse exemplo, confiavel para medir a sensibilidade dos lugares caracteristicos da
funcao de transferéncia do sistema em malha aberta G(s)K(s), uma vez que para
um controlador comutativo K (s) projetado de forma que G(jw)K (jw) nao seja mais
aproximadamente igual a uma matriz nula para w = 10 rad/s, entao pelo ntimero de
condicionamento dos autovetores de G(jw), pode-se concluir que G(jw)K (jw) sera
uma matriz nao-normal.

Supondo que o objetivo seja tornar a planta pré-compensada aproximadamente
normal na maior faixa de freqiiéncias possivel, serd projetado um pré-compensador
dindmico. Para tanto, o projeto é feito de acordo com o algoritmo 3.1. Uma vez que
m = 3 (a dimensao de G(s)), o primeiro passo é formar 2™~ = 4 matrizes diagonais

Ky com 1 e —1 na sua diagonal principal. Portanto, K tem as seguintes formas:
Kq, = I3, K4, = diag{—1,1,1}, K,, = diag{1,—1,1} e K,, = diag{1,1,—1}. (3.71)

Além disso, existem [ = m! = 6 matrizes de permutacao P, e, portanto, os passos 3 e

4 do algoritmo 3.1 serao repetidos 6 vezes para cada matriz K, i = 1,...,4, dadas
pelas expressoes (3.71). O proximo passo é obter K7 e P para cada freqiiéncia

wk, levando a uma resposta em freqiiéncia desejada K, (jwy), como mostrado na
figura 3.9 (linha marcada com x). Note que, para o K,(jw) obtido, a planta pré-
compensada GK, é aproximadamente alinhada para quase todas as freqiiéncias,
conforme pode ser visto na figura 3.10 (linha trago-pontilhada). Isto implica, de
acordo com os teoremas 3.7 e 3.8, que GK, é também, nessas mesmas freqiiéncias,
aproximadamente d-normal como mostrado na figura 3.11 e aproximadamente v-
normal como mostrado na figura 3.12 (linhas trago-pontilhadas).

O ultimo passo (passo 8) no projeto do pré-compensador é encontrar fungoes
de transferéncia racionais, proprias e estaveis para cada elemento de K,(s), tal que
a magnitude da reposta em freqiiéncia de seus elementos se aproxime da magnitude

dos elementos diferentes de zero de K,(jw), mostrados na figura 3.9, para cada
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w (rad/s)

Figura 3.7: Medidas de normalidade 6(G(jw)) (linha continua) e desalinhamento
m(G(jw)) (linha trago-pontilhada).

10

Numero de condicionamento 6timo de W (jw)

w (rad/s)

Figura 3.8: Numero de condicionamento 6timo da matriz de autovetores de G(jw),
W (jw).
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Figura 3.9: Magnitude de K,(jw) (linha marcada com x) e para a aproximacao
racional K),(jw) (linha continua).

freqiiéncia w. Note que, neste exemplo, os elementos de K,(s) podem ser escolhidos
como uma fungao de transferéncia de primeira ordem nas baixas freqiiéncias, de
forma que esses elementos sejam aproximadamente iguais, em magnitude, aos ele-
mentos diferentes de zero de K,(jw), indo para zero nas altas freqiiéncias, e outra
fungao de transferéncia que se aproxime em magnitude dos elementos de K, (jw)
diferentes de zero nas altas freqiiéncias, e seja igual a zero nas baixas freqiiéncias.

Um pré-compensador dindmico que satisfaz esses requisitos é dado por:

0,1 s
0 s+0,1 s+5
. 0,1 s
Kp(s) = 5+0,1 s+5 0 : (3.72)
s 0,1
s+5 s+0,1

Note, a partir da figura 3.9, que as magnitudes de cada elemento de K,(jw) e
K,(jw) se aproximam bastante, o que leva a um pré-compensador dinamico K,(s)
aproximadamente unitario nas baixas e altas freqiiéncias. Como pode ser visto nas
figuras 3.12 e 3.11, exceto na vizinhanga das freqiiéncias onde ocorrem saltos nas
respostas em freqiiéncia dos elementos de K, as medidas de normalidade e o nimero
de condicionamento 6timo da matriz dos autovetores de GK,, (linhas continuas) sao

muito proximas das desejadas (linhas trago-pontilhadas). Portanto, também neste
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exemplo, obtém-se uma planta pré-compensada aproximadamente normal (v-normal
e d-normal) em quase todas as freqiiéncias, e o método do lugar caracteristico pode

ser aplicado a planta pré-compensada.

35 T T T T T
3
2.5
2

15

m(G), m(GKy), m(GKp)

o
o

107 107 107 10° 10" 107 10

w (rad/s)

Figura 3.10: Medidas de desalinhamento m(G) (linha tracejada), m(GK,) (linha
trago-pontilhada) e m(GK,) (linha continua).

0(G), 6(GKu), 6(GKp)

10 10

w (rad/s)

Figura 3.11: Medidas de normalidade §(G) (linha tracejada), 6(GK,) (linha trago-
pontilhada) e 6(GK,,) (linha continua).

3.5 Pré-compensadores normalizantes estaticos

Na secao anterior, pré-compensadores foram projetados para tornar a planta pré-
compensada aproximadamente normal na maior faixa de freqiiéncias possivel. Para
tanto, pré-compensadores dindmicos sao necessarios, uma vez que, em geral, nao é
possivel normalizar a planta em todas as freqiiéncias com um tnico pré-compensador
estatico. Desta forma, uma estrutura simples para o pré-compensador projetado a
cada freqiiéncia deve ser adotada para que seja possivel obter-se uma boa aproxi-

macao por um pré-compensador dindmico, o que implica em uma restricao quanto
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Figura 3.12: Numeros de condicionamento 6timos das matrizes de autovetores de
G(jw) (linha tracejada), G(jw)K,(jw) (linha trago-pontilhada) e G(jw)K,(jw) (li-
nha continua).

a forma do pré-compensador, que pode ser muito conservadora. Além disso, no mé-
todo de normalizacao por alinhamento das direcoes principais de entrada e de saida
da planta, a normalizacao nao é obtida diretamente, e como o alinhamento aproxi-
mado é uma condicao apenas suficiente para garantir a normalizagao, é possivel que
existam plantas que nao sejam aproximadamente alinhadas, mas que sejam ainda
aproximadamente normais.

Visando contornar esses problemas, nesta se¢ao, baseado no problema de oti-
mizacao formulado na secao 3.4, uma nova metodologia de projeto de pré-compensa-
dores ¢é apresentada. Este novo método é baseado no fato de que a pré-compensagao
normalizante, como sera visto na préoxima subsecao, € necessaria somente em uma
faixa de freqiiéncias, e nao em todas as freqiiéncias, o que permite o projeto de
um pré-compensador estatico ao invés de um pré-compensador dinamico. Este fato
torna possivel o projeto de pré-compensadores mais simples, uma vez que, agora,
sdo matrizes reais, e ndo possuem restrigdes quanto a sua forma (como no projeto
dos pré-compensadores estéticos a cada freqiiéncia da se¢ao anterior), permitindo

que seja utilizada uma maior classe de pré-compensadores estaticos.

3.5.1 Formulacao do problema

Para verificar que a pré-compensacgao normalizante pode ser limitada a apenas uma

faixa de freqiiéncias, nao sendo necessaria em todas as freqiiéncias, é necessério
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mostrar primeiro que os ntameros de condicionamento 6timos das matrizes de auto-
vetores de G(jw)K (jw) e K(jw)G(jw) podem ser usados para fornecer um limitante
superior para a variagao da robustez do sistema em malha fechada, considerando-
se incerteza multiplicativa na saida e na entrada da planta, respectivamente. Para
tanto, note, de acordo com o teorema do pequeno ganho (teorema 2.3), que uma
condicao necessaria e suficiente para estabilidade robusta do sistema realimentado,

com perturbacgao na saida da planta, ¢ dada por:

7 {G(jw)K (jw) [I + G(jw)K (jw)] '} < ,Yw € R. (3.73)

pa(jw)
A partir da inequagdo (3.73), na subsecao 2.3.2 foi obtida a seguinte condi¢ao ne-
cessaria, em funcao dos autovalores do sistema em malha aberta, para a robustez

do sistema em malha fechada com perturbacao multiplicativa na saida da planta:

MGw)K (jw)} 1
M TENGU@K(w) |~ paGw)” (3.74)

Visando, agora, obter uma condigao suficiente para a estabilidade robusta, é neces-

sario apresentar o seguinte resultado.

Lema 3.5 Seja A uma matriz quadrada, m x m, e suponha que A = WAV},
onde V), = ng, seja uma decomposicao espectral de A em que W, tem o menor
nimero de condicionamento possivel. Entao,

a{A}
C(Wa)

< max |M{A}]. (3.75)
Prova. Note que

5{14} = 5{WAAAVA} S&{WA}ﬁ{AA}ﬁ{VA}
- Z%ﬁa{m}:c<wA)mag;M{A}|. (3.76)

O
A partir do teorema do pequeno ganho e do lema 3.5, a seguinte condigao
suficiente para a robustez do sistema em malha fechada, considerando-se incerteza

multiplicativa na saida da planta, pode ser obtida.
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Teorema 3.9 Seja G,(s) = [I + Ay(s)]G(s), onde A,(s) é tal que g[A,(jw)] <

te(jw), para todo w € R. Entao, se K(s) estabiliza G(s) e

MGUWEGw)} | _ 1
1+ MGUw)K(jw)} |~ pe(w)[l + v(jw)]

(3.77)

para cada w € R, onde v(jw) = C[W(jw)] — 1 com W (jw) denotando a matriz de
autovetores de G(jw)K (jw), entdo K (s) estabiliza Gp(s).

Prova. A prova é imediata e sera omitida. O

Observagao 3.5 Resultados similares aos do teorema 3.9 e inequagao (3.74) po-
dem ser obtidos considerando-se incerteza multiplicativa na entrada da planta, ou
seja, Gp(s) = G(s)[I + Ai(s)]. Nesse caso, os limitantes superiores sdo obtidos em
fungao dos autovalores de K (jw)G(jw) e do nimero de condicionamento da matriz

de autovetores de K (jw)G(jw). O

O teorema do pequeno ganho, o teorema 3.9 e a inequagao (3.74) fornecem
toda a informagao necessaria para o projeto de controladores comutativos confidveis

do ponto de vista de robustez. Note que:

(i) Nas freqiiéncias altas, G(jw)K (jw) — O. Logo, \|G(jw)K (jw)] — 0, i =

1,2,...,m. Portanto, as condigoes (3.74) e (3.77), tornam-se, respectivamente:
1 1
e<—ee<— €—0, (3.78)
I pa(l+v)

que sao satisfeitos para valores arbitrariamente elevados de ug. Isto implica
que nao ha necessidade de normalizacao em freqiiéncias elevadas (Postlethwaite,

1982).

(77) Nas freqiiéncias baixas, em geral, é utilizada uma acao integral como visto na
subsegao 2.2.1, o que implica que G(jw)K (jw) torna-se infinito e portanto, de
acordo com a inequacao (3.73), ue < 1 torna-se uma condigao necessaria e su-
ficiente para a estabilidade robusta do sistema em malha fechada. Isto implica
que a condigao suficiente dada pela inequagao (3.77), que leva em consideracao

o desvio de G(jw)K (jw) da normalidade, é conservadora. Conseqiientemente,
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a normalizagao nao é um requisito crucial para a baixa sensibilidade dos luga-

res caracteristicos nas baixas freqiiéncias.

(74i) Nas freqiiéncias proximas da freqiiéncia de corte (wy), a condigdo (3.77), além
de suficiente, é também necessaria quando v — 0, isto ¢, se G(jwy) K (jws) €

aproximadamente v-normal.

A discussao acima mostra que se é possivel encontrar um pré-compensador
estatico que torne a planta pré-compensada aproximadamente normal na faixa de
freqiiéncias em torno da freqiiéncia de corte wy, entdao nao é necessario o uso de
pré-compensadores dinamicos, o que reduz a ordem do controlador final a ser im-

plementado, uma vez que agora passa a ser dado por:
K(s) = K,K.(s), (3.79)

onde, agora, K, € R™*™.
De acordo com o teorema 3.4, em uma dada freqiiéncia wy, para obter a exata
normalidade de G (jwo) K (jwo) e K (jwo)G(jwy) poder-se-ia escolher qualquer matriz

diagonal nao-singular ® e obter K, fazendo:
Ky = U(jwo) @Y (jwo)", (3.80)

onde U(jwp) e Y (jwo) s@o obtidas a partir de uma decomposi¢ao por valores singu-
lares de G(jwo):
G(jwo) =Y (jwo)X(jwo) U (jiwo). (3.81)

Porém, K, deve ser uma matriz com coeficientes reais e, portanto, somente em casos
especiais é possivel obter-se K, real escolhendo-se ®, uma vez que U(jwp) € Y (jwo)
sao, em geral, matrizes complexas m x m. Em Hung e MacFarlane (1982) o projeto
de pré-compensadores estaticos com estrutura dada por (3.80) é considerado em dois
casos em que € possivel obter-se pré-compensadores reais, ou seja, na freqiiéncia d.c.
(wp = 0) e em freqiiéncias muito elevadas (wy — 00). Em ambos os casos, as matrizes
U(jwo), Y (Jwo) € R™™. Contudo, como mostrado anteriormente, a necessidade de

normalizagao é maior nas freqiiéncias proximas do ponto critico —1 + 50, isto é, na
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freqiiéncia de corte, que é usualmente definida nas especificagoes desejadas para o
sistema em malha fechada, como, por exemplo, na velocidade de resposta desejada a
um degrau unitario. Como a exata normalidade de G(jwo) K (jwo) € K (jwo)G(jwo)
nao é normalmente obtida para freqiiéncias préoximas da freqiiéncia de corte, entao
¢ mais realista tentar obter uma normalizagao aproximada. Os resultados a seguir
relacionam a v-normalidade de G(jw)K (jw) e K (jw)G(jw) com a v-normalidade de

G(jw)K, e K,G(jw), respectivamente.

Teorema 3.10 Seja K (s) dado pela equagao (3.79) e seja wy uma freqiiéncia dada.
Entao, G(jwo)K (jwy) ¢ aproximadamente v-normal se G(jwy)K, ¢ aproximada-

mente v-normal.

Prova. A prova é imediata e ¢ devida & hipotese de que K.(jwp) comuta exatamente

com G(jwo)Kp. O

Teorema 3.11 Sob as mesmas hipoteses do teorema 3.10, e supondo que todos
os autovalores de K,G(jwp) sao distintos, entao K (jwo)G(jwy) é aproximadamente

v-normal se K,G(jwy) é aproximadamente v-normal.

Prova. Seguindo os mesmos passos da prova do teorema 3.5 e utilizando as mesmas

defini¢oes, pode-se mostrar que uma decomposicao espectral para KG é dada por:
KG = UMWZMACAZM‘/gMMilU*. (382)

Note, agora, que usando a equagao (3.81) e o fato de que M = U*K, )Y, entdao K,G

pode ser escrito como:

K,G=UMXU* =UMSMM™'U*. (3.83)
Substituindo XM = Wy Asy Vey na equacao acima, resulta em:

K,G = UMWsyAsp Ve MU, (3.84)

que pode ser visto como uma decomposicao espectral de K,G. Suponha, agora,

que todos os autovalores de K,G sejam distintos. Entao, a matriz de autovetores
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de K,G ¢& igual a UMWy, e pode ser escalonada para ter o menor ntmero de
condicionamento possivel (definigdo 3.1). Portanto, se a matriz de autovetores de
K,G tem ntimero de condicionamento aproximadamente igual a um, isto ¢, se K,G
¢ aproximadamente v-normal, e uma vez que KG e K,G possuem a mesma matriz
de autovetores, entao K G é também aproximadamente v-normal. O

Os teoremas 3.4, 3.10 e 3.11 levam a formulacao do seguinte problema de
otimizacao para o calculo de um pré-compensador real K, que torne G(jwy)kK, e

K,G(jwy) aproximadamente v-normais:
min || K, — U2Y”|7, (3.85)

sujeito a & € C™ ™ ser uma matriz diagonal nao-singular, e K, € R™*™. Note
que este problema de otimizagao é muito parecido com o problema de otimizagao
(3.53) formulado na segao 3.4, com a substitui¢do da matriz diagonal e/© por ® e
sem restrigoes na estrutura de K,. Assim como o problema de otimizagao (3.53)
pode levar a G(jwy) K, aproximadamente v-normal, como mostrado no teorema 3.8,
¢ possivel mostrar que o problema de otimizacao (3.85) pode levar G(jwo)K, e

K,G(jwy) a serem ambas aproximadamente v-normais.

Teorema 3.12 Sejam G = YXU* uma decomposicao por valores singulares de G,
® ¢ C™™ uma matriz diagonal e K, € R™*™. Defina £ = U*K,Y — ®. Entao, se
7 = X® for uma matriz diagonal com todos os elementos da diagonal principal z;

distintos e se

. |Zz - Zé|
min ———— > 2v/m||E|| 7, 3.86
E, v R 350
parai=1,....mel =1,... m, entao GK, e K,G sao ambas matrizes aproxima-

damente v-normais.

Prova. Para mostrar que GK, ¢ aproximadamente v-normal quando || E||+ satisfaz
a condigao (3.86), basta substituir na prova do teorema 3.8, K, por K, e ¢/© por ®.
Para mostrar que K,G é aproximadamente v-normal quando || E||r satisfaz (3.86),
deve-se substituir na prova do teorema 3.8, K, por K,, ¢/© por ® e fazer a matriz
de autovetores de K,G, Wp, igual a UY, onde T é ainda uma matriz com todas as

colunas com norma euclidiana igual a um. a
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3.5.2 Solucao do problema de otimizacao
Defina a fungao custo do problema (3.85) como:
Iy ®) = 1K, — UBY* 2. (3.87)

Entao, aplicando a defini¢ao da norma de Frobenius na equagao (3.87), e apos

algumas manipulacoes algébricas simples, obtém-se:
J(Kp,®) = tr(K,K]) — 2Re{tr(U*K,Y ®*)} + tr(®*®). (3.88)

Sejam Ugr (Uy), Yr (Y1), e ®r (P;) as partes reais (imaginérias) de U, Y, e &,

respectivamente. Logo:

U(jw) = Ug(jw) + jUr(jw),
Y(jw) = Yr(jw)+jYr(jw), (3.89)
P(jw) = Pr(jw)+ jPr(jw).

Usando, agora, as equagoes (3.89), entdo é possivel escrever a equagao (3.88) da
seguinte forma:
J(Kp,®) = tr(K,K]) — 2H + tr(®*®), (3.90)
onde
H = Re{trl(UL — JUD)K,(V + Y1) — 1)} (391)

Apo6s algumas manipulagoes algébricas simples na equagao (3.91), tem-se que:

H = tr(ULK,Yp®r) + tr(ULK,Y1®;) — tr(Uf K,Yr®;)

+ tr(Uf K,Y1®R). (3.92)

Note que cada termo do lado direito da equagao (3.92) tem a mesma estrutura dada
por tr(U TKP?@)), onde U , Y e ® sdo iguais as partes reais ou imaginarias de U, Y
e ®, respectivamente.

Defina, agora, o vetor é como o vetor coluna formado com os elementos da

diagonal principal de d. Além disso, denote as colunas de K, por k;, para ¢ =

1,...,m e forme o vetor k = [ElT Eg . EﬂT Assim sendo, denotando as colunas
de U por u,;, para ¢ =1,...,m e os elementos de Y por g;;, pode-se verificar que:
tr(UTK,Y ®) = k" A, (3.93)
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onde

Ui1Y11 WlY12 - Uy Yim
UWiYo1  UgYor .. Uyl
=1 =2 YUmI2m
A= . . . . (3.94)
Qlyml QQym2 cee memm

Portanto, definindo os vetores ¢ R € ¢, como os vetores coluna formados com os ele-
T
mentos da diagonal de &y e @, respectivamente, e formando o vetor ¢ = [gbg gbﬂ ,

entao a equagao (3.88) pode ser reescrita como:
J(k¢) =K'k —2k" A + 6" ¢, (3.95)

onde

A=[ App+An Apr— A |, (3.96)

com as matrizes Arg, Arr, Arr € Agy formadas de acordo com a equacao (3.94),
onde o primeiro indice representa a parte real (R) ou imaginaria (I) de U e o segundo
indice representa a parte real (R) ou imaginaria (I) de Y. Portanto, A € R™ *2m
pERMekeR™.

A partir da equagao (3.95) pode ser visto que, fixando-se os valores dos ele-
mentos do vetor ¢, a funcao custo J(k,¢) descreve um paraboléide com minimo dado
por:

onde k = fl@ e, portanto, o problema de minimizar J(k,$), dado pela equagao (3.95),

¢é equivalente ao seguinte problema de otimizagao:

ngn@Tuz—ATA%g (3.98)

sujeito a ¢ ser tal que ® ¢ uma matriz nao-singular.
Observagao 3.6 Note que a funcao custo do problema (3.98) é equivalente & norma

definida na equacio (3.87). Portanto, a matriz (I — ATA) é , em geral, positiva

definida (a matriz pode ser também positiva semi-definida). O

Uma vez que ® deve ser uma matriz nao-singular, entao a norma euclidiana

do vetor ¢ deve ser diferente de zero. Logo, suponha que [|¢||2 = 1. Entao, usando
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o principio de Rayleigh-Ritz (Horn e Johnson, 1990, p. 176) e a observagao 3.6, é
possivel verificar que o minimo do problema (3.98) é obtido para ¢ = v, onde v,
denota o autovetor associado ao menor autovalor, A, da matriz (I — ATA). Além

disso, o valor minimo da fun¢ao custo do problema (3.98) é dado por A;.

Observacgao 3.7 Em geral, o autovetor v, associado ao menor autovalor A\; de
(I — flel), leva a uma matriz ® nao-singular. Contudo, se a matriz ® associada a
v, € singular, entao sempre ¢ possivel realizar uma combinacao linear dos autoveto-
res de (I — AT A), de forma a obter um vetor , tal que éT(I - flel)é = \; e anova
matriz ®, obtida a partir de é, seja nao-singular. Entao, é deve ser normalizada
levando a um valor de custo Jiin(9,) = A/||9]3, onde b, = ¢/||9]l2. Uma outra
situacao em que pode ser necesséria a escolha de uma matriz @, diferente daquela
obtida pelo autovetor v,, ¢ quando, apesar de \; ser um valor pequeno, a matriz
pré-compensada G(jw)K, ndo possui matriz de autovetores com nimero de con-
dicionamento aproximadamente igual a 1. Neste caso, uma mudanc¢a na matriz ¢
pode ser feita na tentativa de satisfazer a condi¢ao do teorema 3.12, levando a uma
planta pré-compensada aproximadamente r-normal. Como sera visto na subsegao
3.5.4, para os trés exemplos considerados, o problema de otimizagao (3.98) leva a sis-

temas pré-compensados aproximadamente v-normais na freqiiéncia de corte, como

desejado. O

Em alguns casos a solugdo do problema de otimizagao (3.98) para uma unica
freqiiéncia nao leva a uma planta pré-compensada aproximadamente normal em toda
a faixa de freqiiéncias de interesse. Nesses casos, mais de uma freqiiéncia na faixa de
freqiiéncias de interesse devem ser utilizadas para calcular o pré-compensador K,
levando a um problema de otimizacao multi-freqiiencial, a ser tratado na subsegao

seguinte.

3.5.3 Problema de otimizacao multi-freqiiencial

Suponha que sejam escolhidas [ freqiiéncias distintas w; na faixa de freqiiéncias

proximas da freqiiéncia de corte. Entao, a funcao custo do problema de otimizacao
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(3.85) pode ser modificada para calcular o pré-compensador normalizante K, da

seguinte forma:
!

J(Kp®i) = pill K, — Un® Y7 %, (3.99)
k=1
onde {px}, k = 1,...,l, € um conjunto de pesos, sendo cada p, um escalar real e

positivo, K, € R™™ &, € C™™ ¢é uma matriz diagonal, e Uy, Y} sao tomados
a partir de uma decomposigao por valores singulares de G(jwy), para k = 1,... L.
Note que, se o valor da funcao custo (3.99) puder ser feito suficientemente pequeno,
entdo G(jwi) K, e K,G(jwy) serdo aproximadamente v-normais nas freqiiéncias se-
lecionadas wy,.

A minimizacao de J(K,,Px) ¢ também um problema de autovalor, que pode
ser facilmente resolvido. Para tanto, note, de acordo com a equagao (3.95), que a
equagao (3.99) pode ser reescrita como:

l
J(k,) = pe(k"k — 26" Avd + 61 0)), (3.100)

k=1
onde Qk é o vetor formado com os elementos da diagonal de &, e flk ¢ a matriz
formada, de acordo com a equacao (3.96), a partir das diregdes principais de entrada
e de saida de G(jwy), Uy, e Yi, respectivamente, para k = 1,...,l. Note que a equagao

(3.100) pode ser também escrita como:

plél
T Tr A i P29,
J(ko,) = (pr+po+. . +p)k"k—2k"[ A Ay - A ) |(3.101)
p@l
AU ST T AR
Logo, definindo
A=A A - 4], (3.102)
e
Pl?l
= Pl | (3.103)
no,



entao, pode ser visto que, fixando o valor de é, o minimo de J (@,@k) é obtido para:

k= L[@. (3.104)

Zic:l Dk

Portanto, substituindo k, dado pela equacao (3.104), na equagcao (3.101), e seguindo
0s mesmos passos utilizados no caso para uma tnica freqiiéncia, obtém-se o seguinte
problema de otimizacao:

Pg, (3.105)

.=
B
[-©-1

onde .
P_l ]2m )
p_2 IZm ].

- ————A"4, (3.106)
D=1 Ph

1

P 2m

com I, denotando a matriz identidade de ordem 2m. E importante ressaltar que
encontrar a solugao para o problema de otimizagao (3.105) é equivalente a encontrar
a solugao para o problema (3.99), o que implica que P deve ser uma matriz positiva
definida ou positiva semi-definida. Desta forma, supondo que é tenha norma eucli-
diana fixa igual a um, entdo o minimo do problema (3.105) é obtido para é = Up,
onde vp, € o autovetor de P associado ao menor autovalor, Ap,. Além disso, o menor
valor para a funcdo custo do problema (3.105) é dado por Ap,.

O desenvolvimento acima mostra que tanto o caso multi-freqiiencial quanto
o caso de uma unica freqiiéncia podem ser resolvidos como um problema de se
encontrar o menor autovalor e o autovetor correspondente de uma determinada

matriz simétrica.

3.5.4 Exemplos

Nesta subsecao trés exemplos serao utilizados para ilustrar o projeto de pré-com-
pensadores normalizantes estaticos. Sera inicialmente revisto o exemplo 3.1 e, em
seguida, sera apresentado o exemplo de uma turbina a gas automotiva, usado em
Nobakhti e Munro (2004) para ilustrar uma nova metodologia de projeto de con-
troladores multivaridveis robustos baseado no Método das Cadeias de Nyquist. O
terceiro exemplo serd o modelo linearizado da dinamica vertical de um aviao apre-

sentado anteriormente no exemplo 3.2.
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Exemplo 3.3 Considere novamente a planta apresentada no exemplo 3.1:

1 —ATs+2 565
-t . 1
) = G DG | 425 50s+2 (3.107)

Como visto anteriormente esta planta possui niimero de condicionamento 6timo da
matriz de autovetores elevado para todas as freqiiéncias, exceto na freqiiéncia dc,
e possui, portanto, lugares caracteristicos muito sensiveis a variagoes. Isto mostra
a necessidade do projeto de um pré-compensador normalizante para que se possa
utilizar o MLC.

Suponha que a freqiiéncia de corte seja especificada como w, = 1 rad/s. Por-
tanto, para freqiiéncias proximas de 1rad/s, é desejado que os lugares caracteristicos
nao sejam sensiveis a perturbagoes multiplicativas na entrada e na saida da planta,
uma vez que na faixa de freqiiéncias em torno da freqiiéncia de corte, os lugares carac-
teristicos estarao mais proximos do ponto critico —14 70. Para projetar, portanto, o
pré-compensador normalizante, o problema de otimizagao (3.98) é formulado. Logo,

considere a seguinte decomposicao por valores singulares de G(j1):

GO =YDEGEHUGL), (3.108)
onde
.y | —0,6970 — 0,26525 0,0270 — 0,66567
Y = [ —0,6318 — 0,21125 0,0003 + 0,74587 } (3109)
e
. 0,6431 0,7658
Uil = [ —0,7652 — 0,0317]  0,6425 + 0,0266 ] ! (3.110)
e forme a matriz A, de acordo com a equagio (3.96):
—0,4482  0,0207 —-0,1706 —0,5097
i 0,5417 —0,0004  0,1809 —0,4284 (3.111)

—0,4063  0,0003 -0,1358  0,5711
0,4901  0,0201  0,1416  0,4792

Calculando, agora, o menor autovalor de (I — /~1T/~1), A1, € 0 autovetor v, obtém-se:

A = 44389 x 1079 e v, = [ 0,6710 0,0004 0,2232 —0,7071 |",  (3.112)
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o que mostra que (/ —ATA) é singular e o menor valor para fun¢ao custo do problema

(3.98) ¢ igual a zero. Entao,

0,0216
~ 0,7068
k=A¢ = 07068 | (3.113)
0,0216
e, portanto, o pré-compensador estatico 6timo é dado por:
K, = 0,0216 —0,7068 (3.114)

0,7068  0,0216 |

Pode-se verificar que os niimeros de condicionamento 6timos das matrizes de
autovetores de G(jw)K, e K,G(jw), Copt[W,(jw)] € Copt[W,(jw)], respectivamente,
sdo iguais a um para todas as freqiiéncias, ou seja, G(jw) K, e K,G(jw) sdo ambas
matrizes normais. Portanto, o MLC pode ser, entao, aplicado de forma confiavel a

matriz de transferéncia G(s)K, de forma a calcular o controlador comutativo K(s)

que satisfaga as especificacoes desejadas de projeto.

Exemplo 3.4 Considere agora a matriz de transferéncia de uma turbina a gés de

um automovel dada por:

0,8065 + 0,264 155 — 1,42
2+ 1,155 + 0,202 $* + 12,852 + 13,65 + 2,36
Gls) = 1,955% + 2,125 + 0,49 7.1452 + 2585 + 9,35 ’
3 19,1552 + 9,305 + 1,62 s + 20,855 + 116,452 + 111,65 + 18,8

(3.115)
e suponha, como especificado em Nobakhti e Munro (2004), que o sistema em malha
fechada tenha uma freqiiéncia de corte proxima de 1 rad/s.

O namero de condicionamento 6timo da matriz de autovetores de G(jw),
Copt[W (jw)], € apresentado na figura 3.13 (linha continua), onde pode ser visto
que Copt[W (jw)] € um pouco elevado para freqiiéncias proximas da freqiiéncia de
corte, sendo aproximadamente igual a 2,6 na freqiiéncia de 0,5 rad/s. Portanto, é
desejavel também neste exemplo projetar um pré-compensador normalizante para a
planta. Assim sendo, considere a decomposigao por valores singulares de G(j1) =
Y (j1)2(y1)U(51)*, onde:

[ —0,5612+ 0,8181j —0,1101 — 0,0606

YUD = | 00454 — 0,1172] —0.8857 + 0.4470;

(3.116)
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Nuameros de condicionamento

-

S~ ~
1 I I S

w (rad/s)
Figura 3.13: Nameros de condicionamento 6timos da matriz de autovetores de G (jw)
(linha continua), G(jw)K, (linha tracejada) e K,G(jw) (linha traco-pontilhada)
para o exemplo 3.4.

e
Uil) = 0,82&0;54(1)??689j —0,52;5(6)’§—3(7),21103j ’ (3.117)
e forme a matriz A, de acordo com a equacio (3.96):
0,3069 0,0921  0,4474 —0,0507
Ao —0,5984 0,0523 —0,5760 —0,0446 (3.118)

0,0248 0,7415 —0,0641  0,3742
-0,0174 0,5237  0,1037  0,1417

Calculando o menor autovalor de (I — ATA), A1, € 0 autovetor associado a Ay, vy,

obtém-se:
AL = 0,0001 e v, = [ 04750 —0,6514 0,5238 0,2751 ] . (3.119)

Portanto, k£ ¢ dado por:

—0,4262
~ 0,5642
k=A¢p= 05642 | (3.120)
—0,4262
que leva ao seguinte pré-compensador 6timo:
K, — —0,4262 —0,5642 (3.121)

0,5642 —0,4262 |-
Na figura 3.13 é mostrado o niimero de condicionamento 6timo da matriz de auto-

vetores de G(jw)K, (linha tracejada) e de K,G(jw) (linha traco-pontilhada), onde
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A

pode ser visto que Cop[W,(jw)] € Copt[W,(jw)] s@o novamente iguais para todas as
freqiiéncias. Além disso, os ntimeros de condicionamento sao iguais a um na freqiién-
cia de corte de 1 rad/s como desejado, e na vizinhanga dessa freqiiéncia, Cop[W,(jw)]
e Copt|W,(jw)] sio aproximadamente iguais a um.

Uma vez que a normalizacao foi obtida na faixa de freqiiéncias desejada, o

MLC pode ser entao aplicado de forma confiavel a planta pré-compensada G(s) K.

Exemplo 3.5 Considere novamente a matriz de transferéncia do exemplo 3.2:

7111(8) n12<8) n13(8)

G(s) = ﬁ noi(s)  mas(s)  mas(s) | . (3.122)
nzi(s)  naa(s)  nss(s)
onde
d(s) = s°+1,5953s* +1,7572s% + 0,1112s% + 0,0561s
ni(s) = —1,5750s% —1,1190s* + 1,5409s — 0,0816
nia(s) = 0,2909s% + 0,2527s + 0,3712
nis(s) = 0,0732s% — 0064652 — 1,2125s — 0,0204
noi(s) = —0,12s* — 0,0739s% — 0,5319s% — 0,2458s
noa(s) = s*+1,5415s% 4 1,6537s>
nas(s) = —0,0052s% + 0,1570s% + 0,1828s
nai(s) = 4,4195% + 1,6674s% + 0,1339s
nze(s) = 0,0485s% + 0,3279s
ns3(s) = —1,6650s® — 1,1574s% — 0,0918s.

Suponha que neste exemplo se deseja uma freqiiéncia de corte em torno de 10
rad/s (Maciejowski, 1989). Portanto, como visto no exemplo 3.2, é possivel ver que
proximo da freqiiéncia de 10 rad/s, o sistema nao é normal, necessitando de pré-
compensagao. Isto é confirmado na figura 3.14 (linha continua) onde é mostrado o
niamero de condicionamento 6timo da matriz de autovetores de G(jw) (linha conti-
nua), calculado de acordo com a equagao (3.7), podendo ser verificado que o ntimero
de condicionamento da matriz de autovetores de G(510) é aproximadamente igual
a 7. Assim, é importante que seja projetado um pré-compensador que normalize a
planta na vizinhanca da freqiiéncia de corte escolhida.

Uma decomposigao por valores singulares de G(j10) é dada por G(j10) =
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Figura 3.14: Numeros de condicionamento 6timos das matrizes de autovetores
de G(jw) (linha continua), G(jw)K,, (linha tracejada) ¢ K, G(jw) (linha trago-
pontilhada) para o exemplo 3.5.

Y (j10)2(510)U(510)*, onde

—0,0239 + 0,0007j —0,3064 — 0,0297] —0,9494 — 0,0582;

Y(j10) = | 0,1005 — 0,9924j —0,0076 40,0704 —0,0031 + 0,00175
0,0662 40,0086  0,9417 +0,11615  —0,3076 — 0,0271;
(3.123)
(&
—0,1473 —0,9343 —0,3245

U(j10) = | 0,9845+ 0,09445 —0,1417 —0,01385 —0,0390 — 0,0032;5 | . (3.124)
0,0097 — 0,00025  0,3266 + 0,0094;5 —0,9447 — 0,02697

Formando a matriz A, e calculando o menor autovalor A; de (I— AT A), e o autovetor

associado a A1, v, obtém-se:

AL = 0,0001 e v, = [ —0,0002 0,0523 1,7298 0,0244 0,0060 0,0663 " .
(3.125)

O vetor v, leva ao seguinte pré-compensador:

0,5493  0,0052 0,1265
K, = | 0,0666 —0,0240 0,0138 |, (3.126)
1,5508  0,0046 0,5213

para o qual o nimero de condicionamento da matriz de autovetores de G(jw)K,,,
Copt[Wp(jw)], é também mostrado na figura 3.14 (linha tracejada), onde pode ser

visto que G(jw)K,, é aproximadamente v-normal para a faixa de freqiiéncias de
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interesse. Porém, esse pré-compensador leva a um niimero de condicionamento 6timo
da matriz de autovetores de K, G, Copt[Wp( jw)], (linha trago-pontilhada na figura
3.14) elevado proximo da freqiiéncia de corte, sendo aproximadamente igual a 4 na
freqiiéncia de 2 rad/s. Portanto, neste exemplo, é necessario considerar mais de uma
freqiiéncia na faixa de freqiiéncias de interesse, ou seja, é necessario formular um
problema de otimizac¢ao multi-freqiiencial (3.105).

Logo, escolhendo duas freqiiéncias w; = 1 rad/s e wy = 10 rad/s, e os pesos

p1 = 1 e pp = 1, entdo pode-se formar de acordo com a equagao (3.106), a matriz

12 x 12, P, e calcular o seu menor autovalor Ap, e o autovetor associado a Ap,, vp,:

Ap, = 0,0335, (3.127)

vp, = [ —0,0343 0,0067 —0,3704 0,5157 —0,2771 —0,1238

0,0039 0,5190 —0,3928 —0,2759 0,0591 —0,0146 } (3.128)

A partir da equagao (3.104) e do vetor vp, obtido, encontra-se o seguinte pré-com-

pensador 6timo:
0,1851 —0,0817 —0,9711
K, =] —0,0683 0,5303 —0,1237 | . (3.129)
—0,7982 —0,1022  0,0072

Na figura 3.15 sao mostrados os niimeros de condicionamento 6timos das matrizes de
autovetores de GK,, (linha tracejada) e K,,,G (linha trago-pontilhada), onde pode
ser observado que, agora, ambas as matrizes sao aproximadamente r-normais na
faixa de freqiiéncias proximas da freqiiéncia de corte (o nimero de condicionamento
das matrizes de autovetores é menor do que 1,5 para todas as freqiiéncias maiores
que 0,8 rad/s).

E importante observar, ainda neste exemplo, que é possivel obter-se um pré-
compensador estatico diferente de K, e que é capaz de tornar a planta pré-compen-
sada aproximadamente normal na faixa de freqiiéncias em torno da freqiiéncia de
corte wp, = 10 rad/s. Para tanto, basta utilizar o procedimento do algoritmo 3.1 para
a obtencao de normalizagao por alinhamento das dire¢oes principais de entrada e de

saida da planta somente para esta faixa de freqiiéncias. Procedendo desta maneira
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Figura 3.15: Numeros de condicionamento das matrizes de autovetores de G(jw)
(linha continua), G(jw)K,, (linha tracejada) e K,,G(jw) (linha trago-pontilhada)
para o exemplo 3.5. Problema de otimizacao para duas freqiiéncias.

é possivel ver que o pré-compensador:
0 01
K,,=1010], (3.130)
1 00

é capaz de normalizar a planta em torno de wy, = 10 rad/s, como pode ser observado
na figura 3.16, onde sao mostrados os ntimeros de condicionamento 6timos das ma-
trizes de autovetores de G(jw)K,, e K,,G(jw) (linha continua), que sdo iguais para

todas as freqiiéncias.

3.6 Comentarios finais

Neste capitulo, dois métodos originais de normalizagao da matriz de transferéncia da
planta sao apresentados, sendo ambos mais simples que outro método existente na
literatura. O primeiro desses métodos é baseado no alinhamento das diregoes prin-
cipais de entrada e de saida da planta levando ao projeto de um pré-compensador
com estrutura definida como uma matriz unitéria obtida a partir de permutagoes
das colunas da matriz identidade, enquanto o segundo método, baseado no mesmo
problema de otimizacao, leva ao projeto de pré-compensadores estaticos sem restri-
¢oes na sua estrutura. Exemplos extraidos da literatura sao utilizados para mostrar

a eficiéncia de ambos os métodos.
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Figura 3.16: Nameros de condicionamento 6timos das matrizes de autovetores de
G(jw)K,, (linha continua), G(jw)K,, (linha tracejada) e K,,G(jw) (linha trago-
pontilhada) para o exemplo 3.5.

A pré-compensacao visando a normalizacao da planta torna possivel a apli-
cacao do MLC sobre o sistema pré-compensado e, portanto, deve ser considerada
como uma etapa inicial do projeto dos controladores comutativos estabilizantes nos

capitulos a seguir.

88



Capitulo 4

Controladores Comutativos
Estabilizantes

No capitulo 3, o problema de sensibilidade dos lugares caracteristicos da matriz
de transferéncia do sistema em malha aberta foi abordado e projetos de pré-com-
pensadores normalizantes foram propostos. Assim sendo, dado que a matriz de
transferéncia da planta pré-compensada seja aproximadamente normal na faixa de
freqiiéncias de interesse, pode-se entao utilizar, de modo confiavel, do ponto de vista
de estabilidade robusta, o método do lugar caracteristico (MLC) no sistema pré-
compensado. Neste capitulo, portanto, as matrizes de transferéncia da planta serao
consideradas sempre aproximadamente normais.

O MLC consiste em projetar controladores que comutam com a matriz de
transferéncia da planta, 7.e., controladores que possuem as mesmas matrizes de au-
tovetores e autovetores duais que a planta. Em seguida, as fungoes de autovalores
do controlador sao escolhidas, sendo, em geral, fungoes de transferéncia de com-
pensadores por avanco ou por atraso de fase, ou PID, de forma que os sistemas
realimentados sejam estaveis, com margens de estabilidade relativas satisfatorias,
e satisfacam requisitos de desempenho tais como rejeicao de perturbacao, rastre-
amento do sinal de referéncia e resposta transitoria. Quando outros objetivos de
controle como estabilidade robusta e desempenho robusto (que sao usualmente for-
mulados como problemas de otimizagao H,) sao considerados, é necessario primeiro
garantir a estabilidade interna do sistema em malha fechada. Recentemente (Basilio

e Kouvaritakis, 1995), uma condigdo necesséaria para a estabilidade interna de um
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sistema compensado com um controlador comutativo foi apresentada, i.e., desde que
nao haja cancelamentos entre polos e zeros instaveis das matrizes de transferéncia
do controlador e da planta, entao o sistema em malha fechada é internamente estavel
se o critério de Nyquist generalizado for satisfeito.

Um outro problema com relagao ao MLC é que a matriz de autovetores da
planta é, em geral, irracional, o que faz com que o controlador seja também irraci-
onal, a menos que sejam impostas restricoes sobre as func¢oes de autovalores para
torné-lo racional. Este problema foi inicialmente contornado utilizando-se aproxi-
macoes racionais para a matriz de autovetores e de autovetores duais da planta
(MacFarlane e Kouvaritakis, 1977; Cloud e Kouvaritakis, 1987; Kouvaritakis e Basi-
lio, 1994; Basilio e Kouvaritakis, 1995). Mais recentemente Bandeira (2000) e Basilio
et al. (2002) propoem uma outra abordagem para a obtenc¢ao de um controlador ra-
cional que comute com a planta. Utilizando-se a parametrizagao de Youla-Kucera e
a teoria de bases polinomiais minimas, é obtida uma parametrizacao para todos os
controladores racionais estabilizantes que comutam exatamente com a planta, sendo
também apresentada uma caracterizacao de todos os graus de liberdade disponiveis
nesta parametrizagao.

Apesar da existéncia do controlador comutativo racional estabilizante ser ga-
rantida em Bandeira (2000) e Basilio et al. (2002) para o caso de plantas com ma-
trizes de transferéncia estaveis, a existéncia do controlador comutativo estabilizante
nao ¢ garantida quando a matriz de transferéncia da planta é instéavel. Visando
estender este resultado para plantas instaveis, uma condig¢ao necessaria e suficiente
para a estabilidade interna de um sistema realimentado com um controlador co-
mutativo racional é apresentada em Moreira et al. (2005). Contudo, a condi¢do
apresentada em Moreira et al. (2005), tem elevado custo computacional, uma vez
que requer o calculo de uma base polinomial minima para o espaco nulo de uma
matriz polinomial.

Neste capitulo, a parametriza¢ao descrita em Basilio et al. (2002) sera revista,
e seré apresentada uma condi¢ao necesséria e suficiente para a existéncia de con-

troladores comutativos estabilizantes (Moreira et al., 2006) para plantas modeladas
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por matrizes de transferéncia instaveis, baseada explicitamente na matriz de trans-
feréncia da planta. Esta condicao leva a uma forma mais simples de se verificar a
existéncia dos controladores comutativos racionais estabilizantes do que a apresen-
tada em Moreira et al. (2005).

Este capitulo esta estruturado da seguinte forma. Na secao 4.1, é feita uma
breve revisao sobre alguns fundamentos tedricos necessarios para a obtencao da pa-
rametrizagao dos controladores comutativos racionais estabilizantes e da condigao
necessaria e suficiente para a sua existéncia. Entre esses fundamentos esté a teoria de
bases polinomiais minimas, quando também sera apresentado um algoritmo numeri-
camente robusto para o calculo de uma base polinomial minima para o espaco nulo
de uma matriz polinomial (Basilio e Moreira, 2004). Em seguida, na se¢ao 4.2, uma
parametrizacao para todos os controladores comutativos racionais estabilizantes é
apresentada, sendo também caracterizados todos os graus de liberdade disponiveis
nesta parametrizacao. Ainda na secao 4.2, uma condi¢ao necessaria e suficiente
para a existéncia de controladores comutativos racionais estabilizantes para plantas
instaveis é apresentada. Os resultados deste capitulo sao ilustrados através de dois

exemplos na secao 4.3. Finalmente, na secao 4.4 as conclusoes sao apresentadas.

4.1 Fundamentos tedricos

4.1.1 Base polinomial minima para o espago nulo de uma
matriz polinomial

Sejam RP*9[s] e RP*9(s), os conjuntos das matrizes polinomiais e racionais, respec-
tivamente, p X ¢. Além disso, suponha que uma matriz A(s) € RP*[s] (p < ¢ por

simplicidade) tenha a seguinte forma de Smith:

afs) 0 ... 0 0 ..0
0 e(s) ... 0 0 ...0

R e @)
0 0 ... &(s) 0 ... 0

onde €(s) = 0 para k = p —n+1,...,p. Neste caso, a matriz A(s) é dita ter um
espaco nulo de dimensao n = g — p+n, levando a seguinte defini¢ao de posto normal

de uma matriz polinomial.
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Definicao 4.1 O posto normal de uma matriz A(s) ¢ o ntmero inteiro r tal que

maxec p[A(s)] = r, onde p(.) denota o posto de uma matriz complexa. O

A partir da definigao 4.1, duas importantes observag¢oes podem ser feitas: (i)
A(s) tem posto menor do que o posto normal, r, somente para um nimero finito de
valores de s, isto é, para os zeros dos polindmios invariantes €;(s), ¢ = 1,2,...,r; (i1)
é sempre possivel encontrar 77 = g — r vetores polinomiais f (s) sobre o corpo das
fungoes racionais tais que A(s)f(s) = 0. A observagao (i7) leva a seguinte defini¢ao

de base polinomial minima para o espac¢o nulo de uma matriz polinomial.

Definicao 4.2 (Forney, 1975)Seja A(s) uma matriz com posto normal 7 e seja
F(s) = [L(s) fy(s) - iﬁ(s)], onde gr[f (s)] = ¢;, uma matriz polinomial tal que
A(s)F(s) = O. Entao, F(s) forma uma base polinomial minima para o espago nulo

de A(s) se e somente se Y7, ¢; é minimo. O

Para a obtengao de uma base polinomial minima para o espago nulo de A(s),
o primeiro passo é determinar o posto normal de A(s). Para tanto, pode-se utilizar
o algoritmo para redugdo por coluna proposto em Basilio e Kouvaritakis (1997a)
e Basilio (2002). O uso deste algoritmo leva a uma matriz reduzida por coluna
com nimero de colunas com elementos todos nulos igual & dimensao do seu espago
nulo. Uma vez calculado o posto normal (r) de A(s), entdo a matriz A(s) tem
um espago nulo de dimensao 7 = g — r, ou seja, é sempre possivel encontrar um
conjunto de 7] vetores polinomiais linearmente independentes f Z(3) de graus minimos,
sobre o corpo das fungoes racionais, tais que A(s) L(s) = 0. Para a obtengao de
um método numericamente robusto para o calculo dos vetores L(s) ¢ necessario

apresentar primeiro o seguinte resultado.

Teorema 4.1 Seja F(s) = [L(s) iﬁ(s) , onde gr(f (s)] = ¢;, ¢ uma matriz

polinomial tal que A(s)F(s) = O. Entao, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:
1. F(s) é uma base polinomial minima para o espago nulo de A(s).

2. F(s) ¢ reduzida por coluna e irredutivel.
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3. F(s) tem ordem minima, i.e. Y 7, ;.

Prova. Ver Kailath (1980), teorema 6.5-10, p. 458. O

O teorema 4.1 sugere a seguinte forma para calcular uma base polinomial
minima para o espago nulo de A(s): encontre um vetor polinomial f (s) nao-nulo,
com o menor grau possivel ¢y, tal que A(s)f 1(5) = 0; em seguida, encontre um vetor
f,(s) satisfazendo A(s)f,(s) = 0, com menor grau possivel ¢, > ¢, entre todos os
vetores que sao linearmente independentes de f 1(s); continuando desta forma, 7
vetores polinomiais L(s) com graus ¢ < ¢y < ... < ¢y serao obtidos.

Quando a dimensao do espago nulo de uma matriz polinomial for conhecida,
entdo o problema de encontrar o espago nulo de uma matriz polinomial A(s) pode ser
transformado no problema de se calcular o espaco nulo de uma matriz de coeficientes

reais (Basilio e Moreira, 2004). Para tanto, escreva A(s) = Ags®+ A;s* 1 +.. .+ A,
e f(s)=f 8"+ f 87 4. + [ Al ERPXCe f € RY Definindo

[ Ay 0 .o 0T
A A .. 0
.1 .0 ) ) Lio
' ' o (i) fa
C¢i (A) = Aa Aa,1 e AO (§] i = . s (42)
0 Aa Al :
: ; R Ld)”
0 0 ... A, ]

onde Cy, (A) € Rrle+éitxa(@itl) o £ ¢ Ra(GHD) entio, ¢ claro que

A(s)f,(s) = 0= Cy (A SO = 0. (4.3)

<4

A matriz Cy,(A), acima, é usualmente chamada de matriz de convolugao de A(s) de

ordem ¢;. O seguinte resultado pode ser entao enunciado.

Teorema 4.2 Uma condi¢ao necessaria para que um vetor polinomial L(s) de grau
¢; seja um elemento da base polinomial minima do espago nulo de A(s) é que Cy,(A)
nao tenha posto completo e o vetor f @ formado empilhando-se os coeficientes dos

vetores f.(s), como na equagio (4.2), pertenga ao espago nulo de Cy, (A). O

Os teoremas 4.1 e 4.2 juntos podem ser usados para gerar um algoritmo nu-

mericamente robusto para o célculo de uma base polinomial minima para o espago
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nulo de uma matriz polinomial, i.e., a busca por um vetor polinomial da base pode
ser feita calculando-se uma decomposicao por valores singulares de Cy,(A), ou seja,
Cyi(A) = Y¢i2¢iU¢:§ . Vetores polinomiais candidatos para formar uma base poli-
nomial minima para o espago nulo de A(s) serao formados a partir das colunas de
Uy, associadas aos valores singulares de Cy, (A) iguais a zero, ou ainda, se Cy, (A)
tem mais colunas do que linhas, a partir das colunas correspondentes ao excesso de
colunas. Logo, uma matriz F'(s) = [f,(s) f,(s) ... iﬁ(s)], cujas colunas formam
uma base polinomial minima para o espago nulo de A(s), pode ser calculada da

seguinte forma:

Algoritmo 4.1 Seja 77 a dimensao do espago nulo de A(s).

PAsso 1: Faga i =1 e defina gr[f (s)] = ¢; = 0.

PASSO 2: Forme a matriz Cy,(A) de acordo com a equagao (4.2) e calcule sua
decomposigao por valores singulares Cy, (A) = Yy, 55,U] .

PASSO 3: Seja ngy, a dimensdo do espago nulo de Cy,(A), que é dado pelo ntimero
de valores singulares iguais a zero de Cy,(A) mais o nimero de colunas em excesso.
Se ng, = 0, faca ¢; = ¢; + 1 e volte para o passo 2.

Se ng, > 0, entao existem até ngy, vetores polinomiais de grau ¢; que podem ser
inseridos na base. Esses vetores serao formados pelas tltimas ny, colunas de Uy, .
Quando ng, > 0 e i =1 um vetor f 1) sera usado para formar um vetor polinomial
da base desde que ao menos um de seus primeiros ¢ elementos seja diferente de
zero. Além disso, uma vez que F'(s) tem que ser reduzida por coluna, entdo, quando
ng, > 1, outros vetores polinomiais serao também vetores da base polinomial minima
se a matriz formada pelos coeficientes de maior grau da matriz polinomial, formada
com os vetores polinomiais que ja pertencem a base, e aquele formado a partir
da coluna apropriada de Uy,, tenha posto completo (isto pode ser feito de maneira
numericamente robusta calculando-se os valores singulares da matriz dos coeficientes
de maior grau). Repita este passo até que todos os possiveis vetores formados a partir
de Uy, tenham sido verificados, ou até a base estar completa. Faca ¢ =i+ 1, a cada
vez que um vetor polinomial tiver sido adicionado a base.

PASSO 4: Se ¢ < 7, entao facai =1+ 1 e ¢; = ¢; + 1 e retorne ao passo 2. O
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Observacgao 4.1

1. O teorema 4.1 sugere que a busca pelo vetor polinomial da base pode ser feita
aumentando-se de um em um os graus dos vetores polinomiais. Quando estes
vetores formam uma matriz reduzida por coluna, é imediato ver que os vetores
sao linearmente independentes e, portanto, de acordo com o teorema 4.1, esses
vetores também pertencem a base polinomial minima. Além disso, de acordo
com o teorema 4.2, os vetores de coeficientes reais formados empilhando-se os
coeficientes dos vetores polinomiais devem satisfazer a equacao (4.3). Isto é o

que é feito no passo 3 do algoritmo 4.1.

2. Neste trabalho, o calculo de bases polinomiais minimas terao um papel chave
na parametrizacao dos controladores comutativos estabilizantes. Outras apli-
cacgoes de bases polinomiais minimas podem ser encontradas na literatura.
Neste trabalho seré apresentada uma outra aplicagao do calculo de uma base
polinomial minima para o espago nulo de uma matriz polinomial: a solugao
numericamente robusta para identidade de Bezout polinomial generalizada

(Basilio e Moreira, 2004). Esta aplicagao é apresentada no Apéndice A. O

4.1.2 Polos e zeros de uma matriz de transferéncia

Seja G(s) uma matriz de transferéncia m x m. Entao existem matrizes unimodulares

Hgs(s) e Js(s) tais que:

G(s) = Hs(s)Ms(s)Js(s), (4.4)

onde )
= [ o0 o @
onde 7 é o posto normal de G(s) e Mg(s) = diag [;11((‘1)), ;22((88)), Ce ;:((?) com {¢(s),
1;(s)} coprimos para i = 1,...,r. A matriz Mg(s) é unica e é chamada de forma

de Smith-McMillan de G(s). A partir da forma de Smith-McMillan pode-se, entéo,

definir os polos e zeros de G(s).
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Definigao 4.3 Os zeros finitos de G(s) sao definidos como o conjunto de todos os

zeros do conjunto de polindémios {¢;(s) : ¢ =1,...,r}. Os polos de G(s) s@o definidos
como o conjunto de todos os zeros do conjunto de polinémios {¢;(s) :i=1,...,r}.
O

A partir da definigao 4.3 é possivel obter entao o polinémio dos polos de G(s), pa(s),
pels) = TL (o) (4.6)
=1
e o polinomio dos zeros de G(s), zg(s),
z26(s) = HQ(S) (4.7)

E importante ressaltar que os polindémios pg(s) e zg(s) nao sdo necessariamente

coprimos.

Observagao 4.2 Uma forma alternativa para a obtencao de pg(s) e zg(s) é apre-
sentada em Kontakos (1973), evitando-se o célculo da forma de Smith-McMillan de
G(s), qual seja: (i) pa(s) € o minimo multiplo comum entre todos os denominado-
res, de todos os menores diferentes de zero, de todas as ordens de G(s); (ii) zg(s)
¢ o méaximo divisor comum dos numeradores de todos os menores de G(s) de or-
dem r, sendo que todos os menores devem ser ajustados de forma a ter pg(s) como

denominador comum. O

4.1.3 Poblos e zeros de funcgoes caracteristicas

Definicao 4.4 Considere a equagao algébrica associada a funcao caracteristica j‘gi (s):
bio($)AT + byt () A1+ L+ bys, (s) = 0. (4.8)

Suponha, sem perda de generalidade, que bj(s) # 0 e b;s,(s) # 0. Dessa forma,
os polos da fungao caracteristica S\Qi(s) sao definidos (MacFarlane e Postlethwaite,

1977) como os valores de s que satisfazem:

bi0(8> = O, (49)



enquanto que os zeros sao definidos como os valores de s que satisfazem:

bis, () = 0. (4.10)

Portanto, considerando de acordo com o capitulo 2 que existem k£ < m fungoes ca-
racteristicas irredutiveis para G(s), tem-se, a partir da defini¢ao 4.4, que o polinémio
cujas raizes sao os polos das fungoes caracteristicas de G(s) é dado por:

k

pa,(s) = [ bu(s), (4.11)

i=1
enquanto que o polinomio cujas raizes sao os zeros das fungoes caracteristicas de

G(s) é igual a: .
26,(s) = H bis, (s). (4.12)

4.1.4 Modos fixos de um sistema multivariavel

Para obter condigoes necessarias e suficientes para a estabilidade do sistema rea-
limentado, é fundamental observar que, em alguns casos, os polos do sistema em
malha aberta nao sao poélos das suas fungoes caracteristicas. Para ver este fato,
é importante recordar que poélos e zeros das fungoes caracteristicas de uma matriz

G(s) sao obtidos a partir da equagao:
det[Ag(s)I — G(s)] = AT" + ar(s)A0 " 4 ax(s) A0 2 + .. 4 am(s). (4.13)
Uma vez que

det[\g(s)I — G(s)] = AI" — [trago G(s)] A"

+ [Z menores principais de G(s) de ordem 2 )\79”_2 — ...+ (=1)™det G(s),

entdo pode-se verificar que os coeficientes a;(s) sao todos obtidos a partir de somas
de menores principais de G(s). Desta forma, o polinémio pg,(s) da equacao (4.11)
¢ o minimo multiplo comum entre todos os denominadores, de todos os menores

principais, de todas as ordens de G(s). Como pg(s) é, de acordo com a observagao
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4.2, o minimo miltiplo comum entre todos os denominadores, de todos os menores
diferentes de zero, de todas as ordens de G(s), entdo, se e(s) é um polinémio moénico

cujos zeros sao polos de G(s) que nao sao polos de \y(s), tem-se que:

pa(s) = e(s)pg,(s). (4.14)

Além disso, pode-se verificar que (MacFarlane e Postlethwaite, 1977)

za(s) = e(s)zq,(s). (4.15)

Dessa forma, observa-se que e(s) é um polinémio cujos zeros sao polos de G(s) que
nao sao polos de nenhuma de suas fungoes caracteristicas. Esse fato leva a seguinte

definicao de modos fixos.

Definigao 4.5 Os polos p; € C de G(s) tais que e(p;) = 0 sdo chamados de modos
fixos de G(s). 0

Uma importante caracteristica dos zeros de e(s), que justifica o nome de modos

fixos, é apresentada no lema a seguir.

Lema 4.1 Os modos fixos de G(s) s@o o conjunto de polos que permanecem fixos

sob qualquer realimentacao por um escalar kI, onde k£ € R.
Prova. Ver Smith (1981). O

4.2 Uma parametrizacao para todos os controlado-
res comutativos estabilizantes

4.2.1 Formulacao do problema

Considere o sistema com realimentagao unitéria negativa apresentado na figura 4.1,
onde G(s) € R™*™(s) é a matriz de transferéncia da planta e K(s) € R™*™(s) é a

matriz de transferéncia do controlador a ser projetado. Considere também que

G(s) = N(s)M~(s) = M~Y(s)N(s) (4.16)
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Figura 4.1: Sistema multivaridvel com realimentacao unitaria negativa.

é uma fatoragao duplamente coprima de G(s) sobre RHZ**™ (o conjunto de todas as
matrizes racionais, proprias e estaveis). Desta forma, existem matrizes X (s), Y (s),

X(s) e Y(s) € RH™™ que satisfazem a identidade de Bezout generalizada

5 IR ][9] e

Em Basilio et al. (2002) o problema de projetar um controlador comutativo, isto é,

um controlador K (s) tal que G(s)K(s) = K(s)G(s) ou, equivalentemente,
G(s)K(s) — K(s)G(s) = O, (4.18)

que estabiliza internamente o sistema em malha fechada da figura 4.1 é abordado e
uma parametrizagao para todos os controladores comutativos racionais estabilizantes
¢é apresentada. Para tanto, ¢ utilizada a conhecida parametrizagao de Youla-Kucera
(Youla et al., 1976; Kucera, 1979) para a classe de todos os controladores, K (s), que

estabilizam internamente o sistema em malha fechada, sendo dada por:

K(s) = U(s)V'(s) =V (s)U(s)
= [Y(s) + M(5)Q(5)] [X(5) = N(5)Q(s)]
= [X() - QNG [F(s) +QUe)n(s)]. (419)
onde Q(s) € RH™™. Portanto, substituindo G(s) = N(s)M~(s) = M~'(s)N(s)
e K(s)=U(s)V " (s) = V-(s)U(s) na equagio (4.18), obtém-se:
M=Ys)N(s)U(s)V~Y(s) = V" Hs)U(s)N(s)M~(s) = O. (4.20)

Pode-se verificar que pré-multiplicando e pés-multiplicando a equagao (4.17) por

Lo e Lo %)
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respectivamente e, em seguida, definindo U(s), V(s), U(s) e V(s) de acordo com
(4.19), entao a identidade de Bezout generalizada (4.17) ainda é vélida. Logo, as

seguintes equagoes podem ser obtidas:
N $)U(s)=1—M(s)V(s) e U(s)N(s) =1—V(s)M(s). (4.21)

Substituindo-se (4.21) em (4.20) e apds algumas manipulagoes algébricas, a equagao

(4.20) é reduzida a

V(s)M(s) — M(s)V(s) = O. (4.22)

Finalmente, fazendo V (s) = X (s)—N(s)Q(s) e V(s) = X(s5)—Q(s)N(s) na equacio

(4.22) acima, obtém-se:

N()Q(s)M(s) — M(5)Q(s)N(s) = C(s), (4.23)

onde
C(s) = X(s)M(s) — M(s)X(s). (4.24)
Escrevendo Q(s) = [ ¢,(s) q,(s) ... g (s) [eC(s)=[ ci(s) ¢(s) ... cn(s)],
onde gi(s) e ¢(s), i = 1,2,...,m, denotam, respectivamente, as colunas de Q(s) e

C(s), tem-se que a equagao (4.23) é equivalente a:
P(s)q(s) = c(s), (4.25)

onde

q(s) = [di(s) di(s) - d (s) ], (4.26)

onde ® denota o produto de Kronecker. Portanto, a partir de (4.25) e (4.26), uma
condigao necessaria e suficiente para a existéncia de um controlador comutativo
racional estabilizante pode ser expressa da seguinte forma: existe K (s) que estabiliza
e comuta com a planta G(s) se e somente se existe um vetor ¢(s) € RH™ 1 tal

que a equagao (4.25) seja satisfeita.
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E importante ressaltar que as matrizes racionais N(s), M(s), N(s), M(s),
X(s), X(s), Y(s) e Y(s) podem ser sempre formadas de modo que tenham todas
o mesmo polinémio no denominador, utilizando, para tanto, o método descrito em
Nett et al. (1984). Para tanto, suponha que a matriz de transferéncia da planta

((s) tenha a seguinte representagdo em espago de estados:

A| B
C|D

onde A, B, C'e D sdo matrizes reais com o par (A,B) estabilizavel e (C,A) detectavel.

G(s)=C(s—A)'B+D= : (4.27)

Escolhendo-se duas matrizes reais Fr e Hg tais que Ap = A+ BFre Ay = A+ HgC
sejam estaveis (todos os autovalores com parte real negativa) e com 0s mesmos
autovalores e definindo-se as matrizes Cr = C' 4+ DFr e By = B 4+ HgD, entao é
possivel mostrar (Nett et al., 1984) que as seguintes matrizes satisfazem a identidade

de Bezout generalizada (4.17):

M(s) = =17 | N(s) = ool
F
3 Ay | H N Ay | B
M(s) = —;—I], N(s) = Jﬁ(j’ l
) ) (4.28)

Ap | —H Ap | H '
X(s) = o7 | Y(s) = ol

'
By Ay | =By 3 [ Ay | H
X =TT Y = e o

Desta forma, é sempre possivel considerar na equacao (4.25), P(s) € R™*m’[s]
e ¢(s) € R™[s]. Portanto, o problema de encontrar um controlador comutativo
racional estabilizante pode ser formulado como: encontre um vetor ¢(s) € RH 0722“
tal que (4.25) seja satisfeita, com P(s) e c(s) matrizes polinomiais formadas de
acordo com (4.26). Em seguida, a partir do vetor g(s) obtido, forme a matriz
Q(s) € RHI*™ e calcule, utilizando a parametrizacao de Youla-Kucera (equagao
4.19), o controlador comutativo racional estabilizante K (s).

Uma observacao deve ser feita para o caso em que a matriz de transferéncia

da planta G(s) é estavel. Quando isto ocorre, uma fatora¢ao duplamente coprima
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sobre RH2*™ pode ser obtida fazendo-se:

N(s)=N(s)=G(s), M(s)=M(s)=1,X(s)=X(s)=1,Y(s)=Y(s) = O,
(4.29)
o que é equivalente a fazer Fr = Hg = O nas equagoes (4.28). Com essas definigoes
pode-se verificar que a matriz C(s), dada pela equagao (4.24), é uma matriz com
todos os elementos iguais a zero e, dessa forma, a condi¢ao sobre a matriz Q(s) para
a comutatividade entre a planta e o controlador, dada pela equagao (4.23), passa a
ser dada por:
G(s)Q(s) — Q()G(s) = O, (4.30)
o que mostra que para o caso da planta G(s) ser estavel, o controlador K (s), obtido
a partir da equagao (4.19), comuta com relacao & multiplicacdo com a planta, se
e somente se o parametro livre ((s) da parametrizagdo de Youla-Kucera também
comuta com a planta. Logo, escrevendo G(s) = @Ng(s) e Qs) = @NQ(S),
onde dg(s) e dg(s) sao, respectivamente, os polinémios formados pelos minimos
multiplos comuns entre todos os denominadores de G(s) e de Q(s), e Ng(s), No(s) €

R™*™ (5], entao a equagao (4.30), pode ser reescrita da seguinte forma:
Ng(S)NQ(S) - NQ(S)Ng(S) = 0. (431)

Portanto, para o caso de plantas estaveis, a equagao (4.25) pode ser modificada
obtendo-se uma condigdo mais simples para a comutatividade entre G(s) e K(s).
Para tanto, denote por ng (s), para i = 1,...,m, as colunas da matriz polinomial

Ng(s). Logo, como C(s) = O, a equagao (4.25) pode ser reescrita como:
Pe(s)ng(s) =0, (4.32)
onde
P.(s) = I@Na(s) = Ng(s) @1,
ng(s) = [nh,(s) nh,(s) ... nh (s)]". (4.33)

Portanto, quando G(s) é estavel, o problema de encontrar um controlador

comutativo racional estabilizante para a planta G(s) pode ser formulado como o
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problema de encontrar uma matriz racional propria e estavel Q(s) = dQl(s) Ng(s),

tal que Ng(s) satisfaca a condi¢do de comutatividade dada pela equacao (4.32) e,

em seguida, obter o controlador K (s) utilizando a parametrizacao de Youla-Kucera
que, de acordo com as definigbes apresentadas nas equagoes (4.29), passa a ser dada

por:

K(s) = Uls)V"'(s) = V" (s)(s)
— Q) [ - G(s)Qs)] !
— 1= Q)G(s) 7 Qls). (4.34)

Note que, nesse caso, a matriz de transferéncia do sistema em malha fechada, T, (s),

passa a ser dada por (Doyle et al., 1992):
T.(s) = G(s)K(s) [I + G(s)K(s)] " = G(s)Q(s), (4.35)

onde, supondo que Q(s) satisfaga a equagao (4.32), entao G(s) e Q(s) comutam com
relacao a multiplicacao. Este fato mostra, entao, que as fungoes de autovalores do

sistema em malha fechada sao iguais ao produto das fungoes de autovalores de G(s)

e Q(s).
4.2.2 Existéncia de controladores comutativos estabilizantes

Um controlador comutativo estabilizante K (s) sempre existe quando a matriz de

transferéncia da planta G(s) é estavel (Basilio, 1995). Neste caso,

Qe(s) = —M7Y(s)Y(s) = =Y (s)M~*(s) € RH™™ (4.36)
e satisfaz a condi¢do de comutatividade (4.23). Porém, uma vez que os poélos ins-
taveis da planta sao também polos de Q.(s), entdo, quando G(s) nao é estavel,
Q.(s) € RHT*™. Assim, para abordar o caso geral de plantas instéveis, é necessario
caracterizar o espago gerado por todas as solugoes da equagao (4.25). Para tanto,

escreva

q(s) = ﬁm(éﬁ, (4.37)
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onde ng(s) € R™[s] e dg(s) € um polindmio. Substituindo q(s), dado pela equagao

(4.37), na equagao (4.25), resulta:

P(S)dQ<S)nQ(S) = c(s), (4.38)
ou equivalentemente,
T(s) [%8 } = 0. (4.39)
onde
T(s)=[ P(s) —c(s)]. (4.40)

Portanto, as solugoes (estaveis e instaveis) da equagao (4.25) serdo definidas pelo
espago nulo a direita de T'(s) e serdo obtidas a partir de combinagoes lineares dos
elementos de uma base polinomial minima para o espaco nulo de T'(s). Assim, é

imperativo obter a nulidade de T'(s). Para tanto, o seguinte resultado ¢ necessario.

Lema 4.2 Seja A € C"™*™ uma matriz diagonalizavel e suponha que cada autovalor
distinto de A, )\;, i = 1,...,l, tenha multiplicidade n,. Entao, existem Zizl n?
matrizes linearmente independentes sobre o corpo dos nimeros complexos (C) que

comutam, com relacao a multiplicagao, com A.

Prova. Seja A = WA W ™! uma decomposigao espectral de A onde A4 = diag{A4,,
k=12,...,l}, Aa, = NIy, com I, denotando a matriz identidade de ordem 7, e
considere a matriz B que comuta com relacao & multiplicacao com A. Portanto, se
AB = BA, entao

WAAW B = BWA,W L, (4.41)

ou equivalentemente:

Ay(WBW) = (W 'BW)A,. (4.42)

Fazendo B = (W~!BW), entdo, a partir da equacao (4.42), pode-se observar que B
comuta com A se e somente se B comuta com A,. E possivel verificar também que
B deve ser bloco diagonal, ou seja, B = diag{ By, k = 1,2,...,l}, onde B, € C"*"k,
Além disso, uma vez que Ay, ¢ uma matriz diagonal, A4, comuta com qualquer

matriz By. Considere que E;; denota uma matriz cujos elementos sao todos iguais
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a zero exceto pelo elemento (7,£), que é igual a 1. E imediato ver, entdo, que todas

as matrizes Bj podem ser expressas como uma combinagao linear de Ej, 1.e.,

Mk Tk

Bi=3_ > by Fu. (4.43)

i=1 (=1
onde Bz(f) denota o elemento (i,) de By, definindo assim 7? matrizes linearmente
independentes que comutam com Ay,. Portanto, uma vez que existem [ blocos
distintos Ay, , ¢ facil ver que existem 22:1 n? matrizes linearmente independentes
B que comutam com A. O
A partir do lema 4.2 é possivel se obter a nulidade de P(s) a partir das fungoes

de autovalores da planta, conforme seré visto a seguir.

Teorema 4.3 Seja G(s) a matriz de transferéncia da planta e suponha que G(s)
tenha [ funcoes de autovalores Ay, (s) distintas com multiplicidade 7;. Entao, o posto
normal de P(s) é igual a m? — 7, onde 7j = Zi:l n?. Além disso, a nulidade de T'(s)

¢ igual a 7+ 1.

Prova. Para que P(s) tenha posto normal r < m?, devem existir 7 = m? —r vetores

polinomiais «a(s) € R™ [s], linearmente independentes, tais que:

a'(s)P(s) =0, (4.44)
onde of(s) = [a}(s) ab(s) at (s)], a;(s) € R™[s]. Definindo
a;(s)
Als) = %:(8) , (4.45)
ajy(s)

pode-se verificar que a equagao (4.44) sera satisfeita se existir uma matriz A(s),

formada de acordo com a equagao (4.45), que satisfaga:

M(s)A(s)N(s) — N(s)A(s)M(s) = O. (4.46)

Multiplicando-se a equacdo (4.46) a esquerda por M~'(s) e a direita por M~'(s),

resulta:

A(s)N(s)M~(s) — M~ (s)N(s)A(s) = O. (4.47)
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Como G(s) = N(s)M~'(s) = M~'(s)N(s) e escrevendo-se G(s) = Ng(s)/da(s),

tem-se que a equagao (4.47) é equivalente a:

——Na(s)A(s). (4.48)

Uma vez que G(s) tem, por hipotese, | fungoes de autovalores Ay, (s) distintas com
multiplicidade 7;, entdo para um ntmero infinito de freqiiéncias wy, Ng(jwy), tem [
autovalores distintos e cada um com multiplicidade n;. Seja wy tal que jwi nao é um
zero de dg(s). Entao, a equagao (4.48) é satisfeita se e somente se A(jwy) comuta
com Ng(jwy). Como, de acordo com o lema 4.2, existem Zi‘:l n? matrizes linear-
mente independentes que comutam com Ng(jwy), entdo para um niamero infinito
de valores wy, a nulidade de P(jwy) é 7 = 22:1 n?, ou equivalentemente, o posto
de P(jwy,) é igual a m? — 7 para um nimero infinito de valores wy, € R. Assim, de
acordo com a definigao 4.1, o posto normal de P(s) é m? — 7.

Finalmente, note que a condi¢do de comutatividade dada pela equagao (4.23)
é sempre satisfeita para Q(s) = Q.(s) dada pela equagao (4.36), o que implica que
o vetor ¢(s) sempre pertence ao espago gerado pelas colunas de P(s). Portanto,
supondo que a matriz polinomial P(s) tenha nulidade 7, entdao T'(s), dado pela

equacgao (4.40), tera nulidade 7 + 1. a

Observacao 4.3 Note que o lema 4.2 também leva a dimensao para o espaco nulo
da matriz P,.(s) definida pela equac@o (4.33). A partir da equagao (4.31) pode-se
observar que o numero de vetores linearmente independentes pertencentes ao espaco
nulo de P,(s) é igual ao nimero de matrizes linearmente independentes que comutam
com relagao a multiplicagdo com Ng(s). Portanto, seguindo os mesmos passos da
prova do teorema 4.3 e utilizando o lema 4.2 conclui-se que a dimensao do espaco
nulo de P.(s) é também igual a 7 = Zizl n?, onde 7; denota a multiplicidade da

i-ésima fungao de autovalor de G(s). O

De acordo com o teorema 4.3, a caracterizacao de todas as solucoes da equacao
(4.39) é dada pelo espago nulo de T'(s) que possui dimensao 77+ 1, e pode ser gerado

pelos vetores de uma base polinomial minima. Desta forma, denotando por H(s), a
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matriz polinomial de dimensao (m? + 1) X (74 1) cujas colunas formam uma base
polinomial minima para o espago nulo de 7'(s), entao T'(s)H(s) = O. Logo, todos os

vetores q(s) que satisfazem a equacdo (4.39) podem ser obtidos da seguinte forma:

no(s) | _ s)Y(s
Bl | = e (1.49)

onde ¥(s) ¢ um vetor polinomial. Particionando-se H(s) como

H(s) = { Z;f((j)) ] , (4.50)

entdo dg(s) é dado por:
n+1
do(s) =Y hu,(s)(s), (4.51)
i=1
que é uma equagao Diophantina generalizada. Logo, a equagao (4.25) tem solucao
estavel se e somente se existem polinomios ¥;(s), ¢ = 1,2,...,7 + 1, tais que dg(s)
seja um polindmio de Hurwitz e Q(s), formada a partir da equagao (4.49), seja
propria. Portanto, o problema de se encontrar um controlador comutativo racional
estabilizante para uma dada planta G(s) se transforma no problema de se encontrar
um polinémio dg(s) de Hurwitz de forma que Q(s) seja uma matriz propria.
Um importante resultado que relaciona os poélos da matriz de transferéncia
da planta com o vetor h,(s), definido na equagao (4.50), é apresentado a seguir.
Esse resultado sera usado para se obter uma condigao necessaria e suficiente para a

existéncia de controladores comutativos racionais estabilizantes.
Lema 4.3 Se hj(so) = 0%, para algum s, € C, entdo sy ¢ um poélo de G(s).

Prova. Note que, uma vez que Q.(s) = —M(s)Y(s) satisfaz a equagao (4.23),

entao o vetor racional ¢ (s), construido a partir de Q.(s) de acordo com a equagao

(4.26), satisfaz a equagao (4.25). Logo, escrevendo g (s) = ng,(s), ¢ imediato

do, (s
perceber que, uma vez que os polos de G(s) s@ao os polos de Ci((s)), os zeros de dg, (s)
sao os polos de G(s). Portanto, se algum valor de s = sq for tal que hi(sq) = 0,
entao sy sera um polo da planta. O

Antes de apresentar uma condicdo necessaria e suficiente para a existéncia

de controladores comutativos racionais estabilizantes, é necessario ainda apresentar

alguns resultados. Para tanto, a seguinte definicao é necessaria.
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Definicao 4.6 O grau de um vetor polinomial h(s), denotado por gr[h(s)], é igual

ao maior grau dos elementos do vetor h(s). O
De acordo com a defini¢cao acima, os seguintes resultados podem ser apresentados.

Lema 4.4 Seja H(s) uma matriz polinomial com todas as colunas linearmente in-

dependentes e, para qualquer vetor polinomial ¥(s), defina

p(s) = H(s)(s). (4.52)

Entao, H(s) ¢ reduzida por coluna se e somente se

grip(s)] = | max {grlhi(s)] + grivi(s)l} (4.53)

onde 1;(s) e h;(s) denotam, respectivamente, o i-ésimo elemento do vetor ¥ (s) e a

i-ésima coluna de H(s).
Prova. Ver Kailath (1980, p. 387). O

Lema 4.5 Seja H(s) uma base polinomial minima para o espaco nulo de 7T'(s),
definida de acordo com a equagao (4.40). Entao, pelo menos uma das colunas de

H(s), hy(s), é tal que gr(h, (s)] < gr{hy,(s)], para algum k € {1,2,...,7+1}.

Prova. A partir da equagao (4.49), observa-se que ng(s) e dq(s) sdo sempre obtidos
a partir de uma combinagao linear das colunas de H(s) e, como H(s) é uma base
polinomial minima (portanto, reduzida por coluna), tem-se, de acordo com o lema

4.4, que:

dg(s) i:bi (5)70

Suponha que todos os elementos do vetor h,(s) possuam grau menor do que o grau da

gr[ @Q(S>] — max {grlhi(s)] + grlin(s)]} (4.54)

coluna de H(s) correspondente, isto &, gr{hs,(s)] < gr(h,,(s)], parai =1,2,...,7+1.

Entao, gr(h,(s)] = grlh,,(s)] e, dessa forma, a equagao (4.54) pode ser reescrita como:

no(s) | _ .
m[é@]iﬁ&JMQ@HWWUH. (4.55)

Por outro lado, é imediato verificar que

grlde(s)] < X {gr[hs,(s)] + grl;(s)]} - (4.56)

108



De acordo com a equagao (4.55), para que Q(s) seja propria, entao o grau de dg(s)
deve ser dado por:
grldo(s)] =  max {gr[hy, ()] + grla(s)]} - (4.57)
Neste caso, a partir da inequagao (4.56) e da equagao (4.57), tem-se que:
max rlhy. ()] + grlv;(s)|+ > max rlh, (s)| + gr|v:(s)]} . 4.58
e {grlin, (0] + 9r 091} > ma (ol )+ o]} (459
Suponha que o valor maximo do lado esquerdo da desigualdade acima seja atingido

para ¢ = k. Entao:

grln(s)] + grivn(s)] = max {grih,(s)] + gr{vi(s)]} 2 grihy, (s)] + grive(s)),

(4.59)
e, desta forma, gr|hy, (s)] > gr(h, (s)]. Note que essa desigualdade nunca ¢ satisfeita,
uma vez que, por hipétese, grihy,(s)] < grlh,(s)], i = 1,2,...,7 + 1. Assim, pode-
se concluir que quando gr{hs,(s)] < gr[h,(s)], para i = 1,...,7 + 1, entdo todos
os vetores [nb)(s) dQ(s)}t, obtidos a partir da equacao (4.49), devem satisfazer a
desigualdade gr[dg(s)] < grlng(s)] e, portanto, devem sempre levar a matrizes Q(s)
improprias. Contudo, Q.(s) satisfaz a condigao de comutatividade (4.49) e, além
disso, ¢ uma matriz prépria, o que contradiz o fato de que gr{hs,(s)] < gr[h,(s)],

para i = 1,...,7 + 1. Conseqiientemente, pelo menos uma das colunas de H(s),

hy(s), satisfaz a condicao gr{hy, (s)] > gr(h, (s)]. 0

Lema 4.6 Sejam pi(s), p2(s), ..., pn(s) polindomios e suponha, sem perda de gene-
ralidade, que esses polindmios sejam coprimos. Suponha também que ¥ (s), ¥a(s),
.+, ¥y(s) sejam polindmios, e seja d(s) o polindmio formado a partir da seguinte

equagao Diophantina generalizada:

d(s) = p1(8)¥1(s) + pa(s)a(s) + ... + pu(8)Pn(s). (4.60)

Portanto, supondo que o grau de 1;(s) seja escolhido de forma que gr[d(s)] =
gr[pr(s)r(s)], entdo sempre é possivel encontrar ¢;(s), para i = 1,2, ... ,n, tais que

d(s) seja um polinémio de Hurwitz.
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Prova. Para provar este resultado considere inicialmente a equagao Diophantina

formada somente com os polinémios pg(s) e p;(s), i # k:

dii(s) = pr(s)Ur(s) + pi(s)i(s), (4.61)

onde v (s) e 1;(s) sdo polinomios tais que gr[vy(s)] > gr[vi(s)] e seja di;(s) um

polinémio de Hurwitz de grau igual a gr{px(s)] + gr[¢x(s)] e defina:

pi(s) = pres™ +pesP T4+ Dk, (4.62)
pl<8) = piosﬁ2 + i, SﬂQil + ... +piﬁ27 (463)
V(s) = Urgs™ 4 s A g, (4.64)
Vi(8) = thigs™ + U s® T Ly, (4.65)

Entdo, supondo que gr[px(s)Yr(s)] > gr[pi(s)vi(s)] pode-se verificar que resolver a
equagao Diophantina (4.61) é equivalente a resolver a seguinte equagdo matricial

com elementos reais:

Ay, =dy;, (4.66)
onde
[ Dy o ... 0 0 0 ... 0 ] B
YU Pko c. 0 0 0 c. 0 i Qéko ]
A : Y
pkgl pk@1,1 CEa pk:o pi() 0 e O 7
A= 0 Py, oo P i Dig .- 0, @m = Zf/ljm o (4.67)
. . . Fio
0 0 oo DPry Dig, o Ui,
0 0 oo Prs 00 Dig, oo Dig :
S Lo [ Vi,
| 0 0 oo Drg, O 0 ... Dig, |

e d,,; ¢ o vetor formado pelos coeficientes do polinomio de Hurwitz dy;(s) desejado.
Note que A é uma matriz de ordem (o + 51 + 1) X (ag + g + 2). Portanto, para
que A seja quadrada é necessario que as = 31 — 1. Além disso, suponha que o grau
de vy (s), a1, seja qualquer nimero inteiro maior ou igual a B, — 1. Quando isto

ocorre, é possivel ver que a matriz A passa a ter a seguinte estrutura:

A:{é g}, (4.68)
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onde L é uma matriz quadrada, triangular inferior, com todos os elementos da
diagonal principal iguais a pg,, O é uma matriz de ordem (a1 + 51 — as — [B2) X fi,
com todos os elementos iguais a zero, e S é a matriz de Sylvester formada pelos
coeficientes dos polinomios de pi(s) e p;(s). Portanto, como, por hipotese, pi(s) e
pi(s) sdo coprimos, entao A é nao-singular, o que implica que qualquer polindémio
de Hurwitz de grau igual a soma dos graus de pi(s) e 1x(s) pode ser obtido. E
importante ressaltar ainda que o grau de 1;(s), o, tem um valor fixo que depende
do grau de py(s), enquanto que o grau de ¥ (s), a1, pode ser qualquer niimero inteiro
maior ou igual a 35 — 1.

Para mostrar agora que o polinomio d(s), obtido a partir da equagao (4.60),
pode ser sempre feito igual a um polindmio de Hurwitz, basta observar que para
todo ¢ # k e ¢ # i, & possivel repetir o procedimento acima com dg;(s) e pe(s),
formando uma nova equacdo Diophantina dyi¢(s) = dii(8)rie(s) + pe(s)ibe(s), de
forma a garantir que o grau de dgi(s) seja igual & soma dos graus de di;(s) e de

Yrie(s). Note que, utilizando a equacdo (4.61), resulta:
dyie(s) = Pr(8)0k(8)Unie(5) + Pi(8)0i(5)Urie + pe(s)1e(s). (4.69)

Assim, por construgao, gr{drie(s)] = gr[pe(s)] + grite(s)] + gr[theie(s)]. Repetindo o
procedimento acima para todo 7, obtém-se o resultado desejado. O
O lema 4.6 acima sugere uma maneira de se obter sempre um polinémio de

QQ(S)] = gr[do(s)], levando, portanto, a uma matriz
dQ(S) g [ Q( )]7 » P )

Hurwitz dg(s) tal que gr [
Q(s) € RHI™.

Para entender o mecanismo proposto no lema 4.6 acima, considere o seguinte

exemplo.

Exemplo 4.1 Suponha que 77 = 1 e que os graus das colunas de Hy(s) e hj(s),

sejam dados por:

grib, (s)] grihy, ()] | _[4 7
gr(he,(s)] - gr{he,(s)] } B { 4 2 } ’ (4.70)

onde hy, (8) € hy,(s) sdo coprimos. Procedendo de acordo com o lema 4.6, entao deve-

se escolher griys(s)] = 3. Isso fara com que gr(yi(s)] > 6 para que gring(s)|] <
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grldo(s)]. Deve-se ressaltar ainda que quando griys(s)] > 6 e grya(s)] = 3, a
matriz A (equagao 4.67) sera sempre quadrada e ndo-singular e, portanto, dg(s)

pode ser feito igual a qualquer polinémio de Hurwitz onde gr{dg(s)] > 10. 0

A partir dos lemas 4.3, 4.5 e 4.6 uma condicdo necesséria e suficiente para
a existéncia de controladores comutativos racionais estabilizantes pode ser agora

apresentada.

Teorema 4.4 Seja G(s) a matriz de transferéncia da planta. Entdo, existem con-
troladores comutativos racionais estabilizantes para G(s) se e somente se h!(sq) # 0,

para todo sg igual a um poélo instavel da planta.

Prova. (=) Note que nao existem 1;(s), i = 1,2,...,7 + 1, que fazem com que
do(s) seja Hurwitz se e somente se o maximo divisor comum de hy,(s), para i =
1,2,....7+ 1, x(s), tiver um zero instéavel, ou seja, x(so) = 0 e sy possua parte real
nao-negativa. Isto significa que nao existem controladores comutativos estabilizantes
se hy(so) = 0! para algum sy, € C com parte real ndo-negativa. De acordo com o
lema 4.3, se hj(so) = 0" entdo sy é um polo da planta.

(<) Suponha que h}(sq) # 0° para todo s, igual a um poélo instavel da planta.
Entao, sempre é possivel obter-se um polinomio de Hurwitz, dg(s), a partir da
equagao Diophantina generalizada (4.51). Dessa forma, a unica restri¢ao para que
exista um controlador comutativo estabilizante, é que os polindmios ;(s) que levam
ao polindmio dg(s) Hurwitz sejam tais que Q(s), obtida a partir da equagao (4.49),
seja propria. De acordo com o lema 4.5, pelo menos para uma das colunas de H(s),
hy(s), o grau de hy, (s) é maior ou igual ao grau de h (s). Dessa forma, para garantir
que Q(s) seja propria basta fazer uma restrigdo nos graus de 1;(s) de forma que
grldq(s)] = grlhy, (s)] + grlw(s)] e que grldo(s)] = max; {gr(h,(s)] + gri(s)]}.
Esta restrigdo nao impede que sejam obtidos ainda polindmios dg(s) de Hurwitz
uma vez que, como hi(sg) # 0' para todo sy igual a um poélo instavel da planta,
entao sempre é possivel resolver equagoes Diophantinas de forma a modificar os

zeros instaveis de hy,(s), para i = 1,...,7 + 1, levando a um polinémio de Hurwitz,
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como mostrado no lema 4.6. Além disso, a restrigao nos graus de ¢y (s) e de dg(s)

garantem que ()(s), obtida a partir da equagao (4.49), seja propria. O

Observagao 4.4 Note que quando hj(sy) = 0, para algum sy igual a um polo
instavel da planta, entdo toda matriz Q(s) (propria ou impropria), que satisfaca
a condigdo de comutatividade dada pela equagao (4.23), possui o poélo instavel de

G(s), sp, como um polo. O

Embora o teorema 4.4 tenha levado a uma condi¢ao necessaria e suficiente
para a existéncia de controladores comutativos racionais estabilizantes, nenhuma
propriedade da planta é explicitamente associada a esta condi¢ao. Além disso, o uso
desta condicao tem elevado custo computacional uma vez que requer o calculo de
uma base polinomial minima para o espago nulo de T'(s) para, em seguida, verificar
os valores do vetor hj(so) para cada polo instavel da planta s = sq. Portanto, torna-
se mais interessante encontrar uma condigao, baseada explicitamente na matriz de
transferéncia da planta, para a existéncia de controladores comutativos racionais
estabilizantes que seja mais simples de ser verificada do que a fornecida pelo teorema

4.4. Para obter essa condigao é necessario primeiro apresentar o seguinte resultado.

Lema 4.7 Seja sy € Ce Re(sg) > 0. Entao so € um zero do polinémio caracteristico
do sistema em malha fechada, se e somente se sg é um polo de Q(s), o parametro livre
na parametrizacao de Youla-Kucera (equacao (4.19)), associada com um controlador

proprio K (s) nao-estabilizante.

Prova. Seja K(s) a matriz de transferéncia de um controlador proprio nao-estabi-
lizante, e seja Q(s) a matriz, obtida de acordo com a equagao (4.19), associada a

essa escolha de K (s). Considere a matriz diferenga de retorno F'(s), dada por:

F(s) =1+ G(s)K(s). (4.71)
Como mostrado no capitulo 2,
_ ap6(5>
det[F(s)] = o) (4.72)



onde a € R, e p.(s) e p,(s) denotam, respectivamente, os polindmios caracteristicos
do sistema em malha fechada e em malha aberta. Seja G(s) = M~'(s)N(s) uma
fatoragdo coprima a esquerda de G(s) sobre RH™*™ e seja K(s) = U(s)V1(s)

obtida de acordo com a equagao (4.19). Logo,

det[F(s)] = det[I + M (s)N(s)U(s)V(s)]
= det|M~*(s)|det[M(s)V (s) + N(s)U(s)]det[V " (s)]

= det[M~Y(s)]det[V1(s)]. (4.73)

Definindo pg(s) e pk(s) como os polinémios dos polos de G(s) e K(s), respectiva-
mente, e p,;(s) e py(s) como os polinémios dos pélos de M(s) e V(s), e combinando

as equagoes (4.72) e (4.73), resulta em:

pc(s)px(s) _ po(S)' (4.74)

pir(s)pv(s)  pe(s)

Supondo que G(s) e K(s) ndo possuem modos escondidos (modos nao-observaveis

e/ou nao-controlaveis), entao a equagao (4.74) leva a

Pe(s) = pyy(s)pv(s). (4.75)

Note que, uma vez que M(s) € RHI™, entdo py(s) é um polinémio de Hurwitz
e assim, uma vez que por hipétese o sistema em malha fechada é instavel, entao os
zeros instaveis de p.(s) sdo zeros de py(s), ou equivalentemente, sdo polos instéaveis

de V(s). De acordo com a equagao (4.19),
V(s) = X(5) - Ns)Q(s), (476)

e, portanto, uma vez que X(s), N(s) € RH?*™ entao todos os polos instaveis de
V (s) sao polos de Q(s). Por outro lado, é sabido que se Q(s) tem um polo instavel
entao o sistema em malha fechada ¢ instavel, o que significa que p.(s) ndo ¢ um
polinémio de Hurwitz. a

O teorema 4.4, a observagao 4.4 e o lema 4.7 levam ao seguinte resultado.
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Lema 4.8 Suponha que nao existam controladores comutativos racionais estabili-
zantes para G(s). Entao, para todo K (s) proprio comutativo, o polindémio caracte-
ristico do sistema em malha fechada, p.(s), possui um zero instéavel igual a um polo

instavel de G(s).

Prova. A prova pode ser obtida de forma imediata a partir do teorema 4.4 e do
lema 4.7. O
Uma vez que o lema 4.8 associa a existéncia de controladores comutativos racionais
estabilizantes com os modos instaveis da matriz de transferéncia da planta G(s),
entao é possivel obter uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia de
controladores comutativos racionais estabilizantes tendo como base esses modos.

Isso é feito no teorema a seguir.

Teorema 4.5 Seja G(s) a matriz de transferéncia da planta. Entdo, nao existem
controladores comutativos racionais estabilizantes para G(s) se e somente se G(s)

tem um modo fixo instavel.

Prova. (=) Suponha que G(s) possua um modo fixo instavel so. Entdo, se K(s)
comuta exatamente com G(s), entdao K (s) e G(s) tém a mesma matriz de autovetores
W (s), ou seja, se G(s) = W(s)Ag(s)V (s) é uma decomposigao espectral de G(s),
onde V(s) = W™1(s), entdao K(s) = W(s)Ag(s)V(s) é uma decomposi¢io espectral
para K(s). Dessa forma, a matriz de transferéncia do sistema em malha aberta

T,(s) = G(s)K(s), possui a seguinte decomposi¢ao espectral:
To(s) = W(s)Ag(s)Ak(s)V (s), (4.77)

que mostra que as fungées de autovalores de T,(s) sdo iguais ao produto das fungdes
de autovalores de G(s) e K(s). Portanto, os polos das fungoes de autovalores de
T,(s) sdo os polos das fungoes de autovalores de G(s) e de K(s). Porém, como sq é
um modo fixo de G(s), entao, como observado na subsegao 4.1.4, sy é um polo de
G(s) que nao é polo de nenhuma de suas fungdes de autovalores, o que implica que
sp nao pode ser um poélo das fungdes de autovalores de T,(s). Portanto, se so € um

polo de T,(s), sp € um modo fixo de T,(s), e de acordo com o lema 4.1, sy é um zero
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de p.(s). Por outro lado, se sy nao é um poélo de T,(s), entdo, uma vez que sy é um
polo de G(s), sp € um modo escondido de T,(s), o que também implica que sy é um
zero de p.(s).

(<) Suponha que G(s) nao possua modos fixos instéveis e que ndo existam
controladores comutativos racionais estabilizantes para G(s). De acordo com o lema
4.8, se ndo existem controladores comutativos racionais estabilizantes para G(s),
entdo, para toda matriz de transferéncia do controlador K(s) propria que comuta
exatamente com G(s), o polindémio caracteristico do sistema em malha fechada tem
um zero igual a um polo instavel de G(s), so. Considere o seguinte controlador
comutativo préprio kI, onde £ € R. FEntao, de acordo com o lema 4.8, se nao
existe um controlador comutativo estabilizante, entao o poélo instavel de G(s), so,
permanece inalterado sob qualquer realimentacao por um escalar kI, o que, de

acordo com o lema 4.1, implica que sy ¢ um modo fixo de G(s). O

4.2.3 Solugao geral e caracterizagcao dos graus de liberdade

A solugéo geral para o problema de encontrar uma matriz Q(s) € RHT*™, que leva
a um controlador comutativo racional estabilizante K (s), formulado na subsecao

4.2.1, é apresentada a seguir.

Teorema 4.6 Seja G(s) € R™*™(s) e suponha que G(s) satisfaca as condigdes im-
postas pelo teorema 4.5 para a existéncia de um controlador comutativo racional
estabilizante. Entao, a classe de todos os controladores comutativos racionais esta-

bilizantes é parametrizada pela matriz de transferéncia racional, prépria e estavel

Q(s) cujas colunas gi(s), i =1,2,...,m sao obtidas da seguinte forma:
q,(s)
q,(s) 1
o) = | 7 | = s (4.78)
q (s)
onde

1. H(s) = [ zlg((j; } ¢ uma matriz (m? + 1) x (7 + 1) polinomial cujas colunas

formam uma base polinomial minima para o espa¢o nulo da matriz T'(s) =

[P(s) — c(s)], definida na equagao (4.40);
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2. 9(s) ¢ um vetor de dimensao () + 1) cujos elementos sdo polinémios, sendo
os graus de liberdade disponiveis na solugao geral a serem empregados para
obter um polinémio de Hurwitz dg(s) = 7 hy, (s)1(s), onde hy,(s) é um

elemento do vetor h,(s). O

Note que o teorema 4.6 leva a uma parametrizacao para todos os controladores
comutativos racionais estabilizantes considerando-se tanto plantas estaveis quanto
plantas instaveis. Contudo, para o caso especial de plantas estaveis, uma parame-
trizagdo mais simples pode ser obtida se a fatoragdo duplamente coprima de G(s)

for definida de acordo com as equagoes (4.29), como apresentado a seguir.

Corolario 4.1 Seja G(s) uma matriz de transferéncia estavel e considere a fatoragao
duplamente coprima para G(s) sobre RH*™ dada pelas equagoes (4.29). Entao,
a classe de todos os controladores comutativos estabilizantes serd parametrizada
pela matriz de transferéncia racional, propria e estavel Q(s) = @NQ(S), onde as
colunas de (s) s@ao obtidas da seguinte forma:

q,(s)

()= | 2% | 2 B0 ) (4.79)

q,,(s)
onde
1. H.(s) ¢ uma matriz m? x 7 polinomial cujas colunas formam uma base polino-

mial minima para o espago nulo da matriz P,(s), definida na equagao (4.33);

2. we(s) ¢ um vetor de dimensao 7 cujos elementos sao agora fungoes racionais de

s, sendo os graus de liberdade disponiveis na solucao geral a serem empregados

para obter uma @)(s) racional, propria e estavel. O

A partir do corolario 4.1, pode-se verificar que para a obtengao de Q(s) racio-
nal, propria e estavel basta escolher adequadamente o grau relativo de cada elemento
do vetor ye(s) e fazer com que todos os polindmios dos denominadores dos elementos
de ge(s) sejam polindmios de Hurwitz. Isto mostra que para o caso de plantas esta-
veis nao hé mais a necessidade de se resolver uma equacgao Diophantina generalizada

como no caso de plantas instéveis.
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4.3 Exemplos

Nesta se¢ao, os exemplos 3.1 e 3.4 sao novamente considerados e uma parametrizagao
para a classe de todos os controladores comutativos estabilizantes, em fung¢ao de uma

matriz Q(s) € RHZ*™ obtida de acordo com a equagao (4.78), é apresentada.

Exemplo 4.2 Considere a matriz de transferéncia da planta apresentada no exem-

plo 3.1:
G(s) = 757 Vol
onde dg(s) = (s—1)(s+2) e
—47s+2  56s
No(s) = { —42s 505 + 2 1 '

Na secao 3.4 é projetado o seguinte pré-compensador K, que torna a matriz de

transferéncia G(s)K, aproximadamente v-normal em todas as freqiiéncias:

K, = { _? (1) 1 . (4.80)

Desta forma, G(s)K, é dado por:

G(s)K, = dG(S)NG(s)Kp (4.81)
onde
N K — —56s —47s+2
o)y = { —(50s + 2) —42s } '

De acordo com o teorema 4.5, existe um controlador comutativo estabilizante para
G(s) se e somente se G(s) nao possui modos fixos instaveis. Note que a forma de

Smith-McMillan de G(s)K, é dada por:

Ms(s) = diag { = 1)1(3 s j i_ i} : (4.82)

de onde se pode verificar que G(s)K, possui dois pdlos instaveis iguais a 1. Uma
vez que este polo nao ¢ um zero de G(s)K,, entdo esse modo instavel ndo pode ser
um modo fixo. Portanto, a condi¢ao do teorema 4.5 é satisfeita e a existéncia de

controladores comutativos racionais estabilizantes para G(s)K, esta garantida.
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Considere, agora, o problema de se encontrar uma parametrizacao para todos
os controladores comutativos racionais estabilizante para G(s)K,. O primeiro passo
é calcular uma fatoragdo duplamente coprima para G(s)K, sobre RHI*™, i.e.,
calcular matrizes estaveis N(s), M(s), N(s), M(s), X(s), Y(s), X(s) e Y(s) €
RHI*™ que satisfagam a identidade de Bezout generalizada (4.17). Para tanto,
utilizando-se as expressoes (4.28) de forma que todas as matrizes da identidade de
Bezout generalizada possuam modos iguais a —1, com multiplicidade dois, e —2, com
multiplicidade 1, e, em seguida, formando-se, de acordo com as equagoes (4.26a) e
(4.26¢), a matriz polinomial P(s) = [p;;(s)] e o vetor polinomial ¢(s), obtém-se

P(s) = [pi;(s)] € R***[s] onde:

= 828985 4+ 117565% — 4823,25% — 117565 — 3466,6

= —50s° — 878325 — 9484,95% + 7981,55% + 9534,95 + 801,72
= 475° +5931,25* 4+ 5035,55% — 6732,95> — 5082,55 + 801,72
= —8289.8s' — 117565° + 4823,25% + 117565 + 3466,6

= —475° +6943,35* + 9966,2s° — 4014,45%> — 9919,2s — 2928.9
= 14s° — 7352,85* — 8057,9s + 6675,85% + 8043,9s + 677,06

= 4968,1s* +42915% — 5645,15* — 42915 + 677,06

(s)

(s)

(s)

(s)

(s)

()

(s)

pan(s) = 47s° — 6943 3s* — 9966,25 + 4014,45% + 9919,2s + 29289

(s) = 50s° + 7686,4s* + 11185s® — 4087,55* — 112355 — 3598,9

(s) = —7592,8s* —8371,95% + 6813,85% + 8371,9s + 779,06

(5) = —14s" 4+ 4985,65* + 4234,65> — 5764,7s* — 4220,65 + 779,06

(s) = —50s° — 7686,4s* — 111855 + 4087,55% 4 112355 + 3598,9

(s) = 6437,7s* +9478,4s> — 3397s% — 9478,45 — 3040,7
(s) = 50s° —6353,2s* — 7111,1s> 4 5695,35% + 7061,1s + 657,91
(s) = —47s" +4173,3s* + 3609,4s> — 4831,25* — 3562,4s + 657,91
(s)

= —6437,7s" —9478,45% + 3397s% + 947845 + 3040,7
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—224,465* — 439,2153 4 9,705252 + 439,215 + 214,75

o(s) = 165,16s* + 201,46s5° — 128,855 — 201,465 — 36,305
= —92,402s* — 56,0965° + 128,715 + 56,0965 — 36,305
224,465 4+ 439,215% — 9,70525% — 439,215 — 214,75

A partir de P(s) e ¢(s) forma-se a matriz polinomial T'(s) = [P(s) — ¢(s)] e calcula-
se uma base polinomial minima (H(s)) para o espago nulo a direita de T'(s). De
acordo com o lema 4.3, a nulidade da matriz polinomial P(s) é 7 = S_'_ 72, onde
cadan;, i =1,...,l denota a multiplicidade de cada uma das [ fung¢oes de autovalores
distintas de G(s)K,. Logo, como neste exemplo G(s) é uma matriz 2 x 2 e nao é
diagonal, entdo G(s) tem duas fungoes de autovalores distintas e a nulidade de P(s)
é 7 = 2. Portanto, como a nulidade de T'(s) é igual a 7 + 1, entdo a nulidade de
T(s) € 3, o que significa que o algoritmo para obtengao de H(s) deve parar quando
forem obtidos trés vetores polinomiais. Procedendo de acordo com o algoritmo 4.1,

obtém-se:

—0,4284  0,1552s + 0,4077  0,3992s — 0,1471

0,5100 —0,1849s — 0,4824 —0,4753s + 0,1758

H(s)=| 04794 —0,1738s—0,4423 —0,4467s + 0,1805
—0,5712  0,2070s +0,5234  0,5322s — 0,2160

0,0148  0,0007s — 0,0011 —0,0107s + 0,0090

De acordo com o teorema 4.6, a classe de todos os controladores comutativos es-
tabilizantes pode ser parametrizada por uma matriz Q(s), obtida a partir de H(s),
formando-se um polinémio dg(s) de Hurwitz para garantir que Q(s) € RHI™.
Desta forma, os graus de liberdade disponiveis para a obtencao de Q(s), ¥(s), de-
vem ser escolhidos de forma que dg(s) = 0,0148¢4(s) + (0,0007s — 0,0011)1po(s) +
(—0,01075+0,0090)%5(s) seja Hurwitz e que o grau de dg(s) seja igual a gr(dg(s)] =
max;{he, (s)i(s)}-

Para ilustrar o procedimento para a obtencao de um controlador comutativo
estabilizante para G(s)K,, suponha que 11, ¥, e ¥3 devam ser escolhidos de forma a
satisfazer dg(s) = s+ 15. Uma solugdo para essa equacao Diophantina generalizada
é Y1 = 1064,8, ¢y = —109,5 e Yp3 = —100. A partir desses valores obtém-se, de

acordo com a expressao (4.49), a seguinte matriz Q(s) € RHI*™:

1 —56,9184s — 486,1498  63,7144s + 540,8471

Qls) = s+ 15 | 67,7812s + 578,2878  —75,8972s — 643,9797 |~ (4.83)
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Substituindo Q(s), dada por (4.83), na parametrizagao de Youla-Kucera (equagao
(4.19)), obtém-se o seguinte controlador comutativo estabilizante K (s) para a planta
pré-compensada G(s) K,

K.(s) = Ng(s)Mg'(s) (4.84)

onde

Ny @){‘19’725232 — 184,2235s — 505,1254  6,6894s3 + 77,8471s2 + 307,8451s + 368,4355]
23,150452 + 209,45145s 4+ 577,7823  —7,7488s% — 85,8247s% — 341,6025s — 414,2844
(4.85)
€

My (s)= 16,8832 + 287,3528s + 324,5373  —10,7072s% — 194,4218s% — 411,7944s — 232,7026
K= 14,77265% + 251,9651s + 283,536 —9,4602s3 — 172,0369s2 — 365,4252s — 206,8108 |
(4.86)

E facil verificar que o controlador acima é estavel e, como a planta tem dois
polos instaveis, entao para que o sistema em malha fechada seja internamente estével
é necessario que os lugares caracteristicos da matriz de transferéncia em malha
aberta T,(s) = G(s)K,K.(s), tenham dois envolvimentos em sentido anti-horario
do ponto critico —1 4+ 70. Os lugares caracteristicos de T,(s) s@o apresentados na
figura 4.2, onde claramente se verifica que o ponto critico —1+30 é, de fato, envolvido
duas vezes em sentido anti-horario. Além disso, note que os lugares caracteristicos
da matriz de transferéncia do sistema em malha aberta possuem boas margens de
ganho e de fase.

Considere agora a mesma medida de comutatividade utilizada em Basilio et al.

(2002):
Ao, (Jw) = Ag, (J0) Ak, (Jw)|
Ao, ()]

que representa o erro percentual entre os lugares caracteristicos de T,(s) (A, (jw)) e

100%, i = 1,2,

ei(w) =

os produtos dos lugares caracteristicos de G(s)K), (A, (jw)) e Kc(s) (A, (jw)) a cada
freqiiéncia w. A partir da figura 4.3, verifica-se que o erro percentual para ambos os
lugares caracteristicos ¢ extremamente pequeno (inferior a 1,5 x 1075% para todas

as freqiiéncias), o que mostra que G(jw)K, e K (jw) realmente comutam. O

Exemplo 4.3 Considere novamente a matriz de transferéncia da planta, G(s), e o
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Im[Xo(jw)]

-1.8 -1.6 -14 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2
Re[Ao(jw)]
Figura 4.2: Lugares caracteristicos do sistema em malha aberta T,(s) =

G(s)K,K.(s). Lugar caracteristico nimero 1 (linha tracejada) e lugar caracteris-
tico ntimero 2 (linha continua).

15

e1(w)

107 107 107 10° 10" 10° 10°
x10°
15
— L i
3 1
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o
8]
05+ -
O L + L L L
07 107 0™ 10° 10 10° 10°
w (rad/s)

Figura 4.3: Erro percentual entre os lugares caracteristicos de T,(s) = G(s)K,K(s)
e o produto dos lugares caracteristicos de G(s)K, e K.(s) a cada freqiiéncia w.
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pré-compensador estatico projetado no exemplo 3.4 (equagao 3.121):

i _ [ 04262 —0.5642
P 05642 —0,4262 |-

Com este pré-compensador a matriz de transferéncia da planta passa a ser dada por:

1 nip N
G(s)K, = 7o) { ot Tios ] , (4.87)

onde

fin = —0,3435s° — 22,0757s* — 436,0301s> — 3469,8946s% — 9946,6229s — 1581,2751

Mg = —0,4547s% — 11,6274s* — 89,0115 — 134,4061s> + 425,0820s — 846,0852

figg = —0,8311s° — 22,8883s" — 202,8125® — 537,338 + 407,8101s + 263,9556

figy = —1,1002s” — 38,6751s* — 463,3311s> — 2097,6357s* — 2496,4211s — 672,8259.
e dg(s) = s® + 40,4555 + 618,3115s* + 4337,3012s% + 13060,7233s% + 10781,8782s +
1784,6301. Como esta planta é estavel, entao existem controladores comutativos
estabilizantes e uma parametrizacao pode ser obtida considerando-se a fatoracao
duplamente coprima para G(s) sobre RHZ*™ dada pelas equagoes (4.29). Dessa
forma, de acordo com o corolario 4.1, uma parametrizacao para todos os controlado-
res comutativos estabilizantes pode ser obtida encontrando-se uma base polinomial
para o espaco nulo de P,(s). Como as fungoes de autovalores de G(s) sao distintas
entdo a nulidade de P,(s) ¢ igual a dois, e uma base para o espago nulo de P,(s) pode
ser formada pela matriz identidade e pelo proprio Ng(s)K,. Na verdade, pode-se
verificar que estas duas matrizes formam uma base polinomial minima para o espaco
nulo de P,(s) neste exemplo.

Na figura 4.4 sdo apresentados os lugares caracteristicos de G(s)K,, de onde
se pode observar que um dos lugares caracteristicos passa extremamente perto do
ponto —1 + j0. Portanto, multiplicando-se G(s)K, por —1, obtém-se o grafico
da figura 4.5, onde pode ser visto que agora os lugares caracteristicos da planta
estdo suficientemente afastados do ponto —1 + j0. E importante ressaltar que,
assim como no método do lugar caracteristico tradicional, ¢ interessante tornar o
sistema compensado internamente estavel, quando possivel, em um primeiro estiagio
do projeto do controlador, ou seja, na escolha do pré-compensador normalizante
estatico K,. Isto, em geral, facilita o projeto do controlador comutativo racional

estabilizante nas etapas seguintes.
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0.6

0.4r B

0.2 4

-0.6 q

-0.8 I I I I I
-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2

Re[Ao(jw)]

Figura 4.4: Lugares caracteristicos de T,(s) = G(s)K,. Lugar caracteristico nimero
1 (linha tracejada) e lugar caracteristico namero 2 (linha continua).

0.6

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Re[Ao(jw)]

Figura 4.5: Lugares caracteristicos de T,(s) = G(s)(—K,). Lugar caracteristico
namero 1 (linha tracejada) e lugar caracteristico nimero 2 (linha continua).
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4.4 Comentarios finais

Neste capitulo, uma parametrizagao para todos os controladores comutativos que
estabilizam internamente um sistema em malha fechada com realimentacao unitaria
negativa ¢ apresentada. Baseado nesta parametrizacao uma condi¢ao necesséria e
suficiente para a existéncia de controladores comutativos estabilizantes é obtida.
Esta condigao pode ser verificada de forma simples analisando-se os modos instaveis
da planta: se a planta nao possuir modos fixos instéveis entao existem controladores
comutativos racionais estabilizantes.

Uma vez obtida a parametrizagao para todos os controladores comutativos
estabilizantes, o préoximo passo é incorporar os objetivos de projeto, como, por
exemplo, rastreamento do sinal de referéncia, rejeicao de ruidos, baixa interacao
entre entradas e saidas e robustez. Para tanto, os graus de liberdade disponiveis
na parametrizacao devem ser utilizados para o projeto do controlador comutativo
racional estabilizante. No capitulo seguinte sao apresentados resultados preliminares
visando obter uma maneira sistematica de posicionar os lugares caracteristicos do
sistema em malha aberta de forma a atender varios objetivos de projeto, incluindo
o objetivo de estabilidade robusta.

E importante ressaltar, ainda, que os resultados com relacdo a parametrizacao
apresentados neste capitulo também sao validos para sistemas discretos no tempo.
Neste caso, é necessario a obtencao de uma solucao para a identidade de Bezout
polinomial generalizada. No apéndice A é apresentada uma maneira numericamente

robusta para se obter essa solugao (Basilio e Moreira, 2004).
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Capitulo 5

Fundamentos para o projeto de
controladores comutativos robustos

Em Basilio (1995) é proposto o projeto de controladores comutativos que atendam
a objetivos de robustez, utilizando-se, para tanto, idéias associadas ao projeto de
controladores robustos H,,. Através de alguns exemplos, é mostrado em Basilio
(1995) que, ao restringir o projeto de controladores que maximizam a tolerancia do
sistema a incertezas na planta a controladores comutativos, ainda assim é possivel
obter sistemas em malha fechada com grau de robustez proximo do obtido através
da teoria de controle robusto H,,. Contudo, outros objetivos de projeto como, por
exemplo, rastreamento e rejeicao de sinais externos de perturbacao nao foram con-
siderados, o que torna os sistemas realimentados obtidos nos exemplos apresentados
em Basilio (1995) questionaveis com relagao a sua implementacao. Assim sendo, em
Basilio (1995) é sugerido como um trabalho futuro, formular uma estratégia de pro-
jeto de controladores comutativos estabilizantes robustos, relaxando-se os requisitos
de robustez e, em seguida, utilizar os graus de liberdade gerados por este relaxa-
mento para projetar controladores comutativos que atendam a mais de um objetivo
de projeto.

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas formas para abordar o pro-
blema de se projetar um controlador comutativo estabilizante robusto, baseadas nas
idéias apresentadas em Basilio (1995) e nos resultados obtidos nos capitulos ante-
riores. Além disso, uma limitacao a aplicacao do método, que pode surgir devido

ao mau-condicionamento da planta é apresentada. Os resultados deste capitulo sao
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ilustrados através de dois exemplos extraidos da literatura.

Este capitulo esta estruturado da seguinte forma. Na secao 5.1, os objetivos
de projeto comumente formulados para um sistema multivariavel realimentado sao
apresentados e formas para alcancar estes objetivos através de um posicionamento
adequado dos lugares caracteristicos do sistema em malha aberta sao apresentadas.
Na segao 5.2, dois exemplos sao utilizados para ilustrar os resultados apresentados

na se¢ao H.1. Conclusoes sao apresentadas na se¢ao 5.3.

5.1 Resultados preliminares

Uma das principais vantagens com relacao ao uso do método do lugar caracteristico
para o projeto de sistemas de controle realimentados é a possibilidade de se obter,
para o caso multivaridvel, uma anélise simples com relagao ao desempenho nominal e
a estabilidade robusta do sistema através do posicionamento dos lugares caracteristi-
cos do sistema em malha aberta. Isto significa que é possivel traduzir especificagoes
de desempenho do sistema no dominio do tempo em especificacoes no dominio da
freqiiéncia. Nesta secao, serao considerados os principais objetivos formulados para
um sistema realimentado multivariavel: (i) estabilidade robusta; (i7) rastreamento
de sinais de referéncia; (7ii) rejeicao de sinais externos de perturbagao; (iv) baixa
interagao entre entradas e saidas; (v) e desempenho robusto. Além disso, sera visto
como estes objetivos podem ser atingidos através de um adequado posicionamento
dos lugares caracteristicos do sistema em malha aberta. Para tanto, sera suposto

que o controlador sera dado por:
K(s) = K,K.(s),

onde K, ¢ um pré-compensador normalizante obtido por uma das técnicas apre-
sentadas no capitulo 3, e K, (s) comuta exatamente com a planta pré-compensada

G(s)K, e estabiliza o sistema realimentado.
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Figura 5.1: Sistema com realimentagao unitaria negativa.

5.1.1 Estabilidade Robusta

Considere o diagrama de blocos apresentado na figura 5.1 onde y(s), d(s) e c(s) sao,
respectivamente, as transformadas de Laplace dos sinais de saida, perturbacao e de
referéncia. Seja Gp(s) a matriz de transferéncia da planta modelada com incerteza
multiplicativa na entrada ou na saida de G(s). De acordo com o teorema 3.9,
supondo que o controlador K (s) estabiliza a planta nominal G(s) internamente em
malha fechada, entdo uma condigao suficiente para que o controlador K (s) estabilize
a planta com perturbacao G,(s) ¢ dada pela inequagdo (3.77), repetida a seguir por
conveniéncia:

MEU)E () i
O MGG K@)} |~ @)+ v’ (5-1)

para cada w € R, onde v(jw) = C[W(jw)] — 1 com W (jw) denotando a matriz
de autovetores de G(jw)K (jw) (K (jw)G(jw)), para a incerteza modelada na saida
(entrada) da planta. A partir da condi¢ao expressa pela inequagao (5.1), um projeto
de pré-compensadores normalizantes estaticos K, ¢ proposto no capitulo 3, visando
tornar a planta pré-compensada, G(jw) K, aproximadamente v-normal na faixa de
freqiiéncias proximas da freqiiéncia de corte. Dessa forma, suponha que G(jw)K,
seja aproximadamente v-normal. Entao, a inequagao (5.1) mostra que para alcangar
um determinado grau de estabilidade robusta, deve-se posicionar todos os lugares
caracteristicos do sistema em malha aberta suficientemente afastados do ponto cri-
tico —1 + j0. Portanto, supondo que C(W) & 1, entao uma regiao nao conservadora

de robustez no plano complexo pode ser obtida de forma grafica para o posiciona-
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Figura 5.2: Familia de circulos M.

mento dos lugares caracteristicos do sistema em malha aberta. Para tanto, basta

notar que, definindo-se z = x + jy € C e considerando o contorno definido por

z
142

=, (5.2)

onde b € R é um valor fixo, é possivel tragar uma familia de circulos parametrizados
por b. Estes circulos sao usualmente chamados na literatura de circulos-M. Uma
familia de circulos-M ¢é apresentada na figura 5.2, onde se pode verificar que a medida
que se aproximam do ponto critico —1 4 j0, os circulos se tornam menores e o valor
de b maior. Assim, como o que se deseja é maximizar ug(jw) para todo w € R, pode-
se definir um limitante superior para g (jw), denotado por dg, para todo w € R, e
tracar os lugares caracteristicos desejados do sistema em malha aberta de forma a

nao interceptar o circulo obtido fazendo-se b = [ ! na equacao (5.2).

V(W) +1]bc

Como observado no capitulo 3, supondo que o controlador seja especificado
com ganho elevado nas baixas freqiiéncias, normalmente sendo utilizado para tanto
uma acao integral, entao, para atingir o objetivo de estabilidade robusta, somente
na faixa de freqiiéncias em torno da freqiiéncia de corte é necessario satisfazer a

restrigdo de que os lugares caracteristicos de G(s)K(s) ndo interceptem o circulo

. _ 1
obtido para b = DB
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5.1.2 Rastreamento de sinal de referéncia e rejeicao de sinais
externos de perturbacao na saida da planta

Como o controlador K (s) comuta exatamente com a planta pré-compensada G(s) K,
entdo a matriz de transferéncia do sistema em malha fechada, T,(s), possui a mesma
matriz de autovetores que G(s) K, e os seus lugares caracteristicos sdo obtidos a par-

tir dos lugares caracteristicos do sistema em malha aberta T,(s), ou seja,

T.(jw) = T(jw)lI +T,(jw)]™

= W(iw)Ao(jw)[I + Ao(jw)] 7V (jw). (5-3)

Portanto, os lugares caracteristicos de T.(jw), denotados por A (jw), para i =

1,...,m, sao definidos como:

N )‘oz'(jW)
Ae; (Jw) = H—A—o(jw)

(5.4)
Note, de acordo com a equagao (5.4), que se os modulos de todos os lugares ca-
racteristicos A, (jw) possuirem valores elevados em uma determinada freqiiéncia,
entao a matriz de transferéncia do sistema em malha fechada sera aproximadamente
igual & matriz identidade, e entradas senoidais com esta mesma freqiiéncia serao
devidamente rastreadas. Se o objetivo de projeto é o rastreamento de sinais do tipo

degrau, entao deve-se ter os lugares caracteristicos do sistema em malha aberta com

modulos elevados em w = 0. Isto é obtido incorporando-se um integrador em T,(s),

_ To(s)

isto é, fazendo-se T,(s) , onde T,,(s) nao deve possuir zeros em s = 0.

A rejeicao de sinais externos de perturbagao na saida da planta também requer
que os modulos dos lugares caracteristicos em malha aberta sejam elevados. Isto
pode ser verificado observando-se, a partir da figura 5.1, que a matriz de transferéncia

que relaciona a saida y(s) e o sinal de perturbacao d(s), ¢ a matriz de sensibilidade

S(s), dada por:
S(s)=[T+T,(s)] " =W(s)I+ Ay(s)] 'V (s). (5.5)
Portanto, os lugares caracteristicos de S(s), s, (jw), satisfazem a seguinte equagao:

(5.6)



Logo, de acordo com a equagao (5.6), ¢ imediato ver que se |\, (jw)| — oo para i =
1,...,m, entdao a matriz S(jw) se aproxima de uma matriz com todos os elementos
nulos, o que significa que posicionar os lugares caracteristicos de T,(s) com modulos
elevados implica tanto em um adequado rastreamento do sinal de referéncia, quanto
na rejeicao da perturbacao de saida.

E importante ressaltar ainda que, usualmente, os valores singulares da matriz
de sensibilidade S(s) sao utilizados para medir o desempenho nominal do sistema
realimentado, sendo desejado que para freqiiéncias baixas o maior valor singular de
S(s) seja suficientemente pequeno. O objetivo de desempenho nominal é alcangado
projetando-se os lugares caracteristicos de T,(s) para terem todos modulos elevados

nas baixas freqiiéncias, como pode ser observado a partir da equagao (5.6).

5.1.3 Interagao

Em geral, um sinal aplicado na i-ésima entrada do sistema, ¢;, faz com que todas
as saidas y;, para j = 1,...,m, do sistema respondam aquela entrada. Este com-
portamento ¢ chamado de interagao. Em algumas aplicagoes é desejado suprimir
a interacao de forma que somente a i-ésima saida responda a i-ésima entrada do
sistema, permanecendo as demais dentro de um limite aceitavel.

A partir da equagao (5.4) tem-se que quando o modulo de todos os lugares ca-
racteristicos do sistema em malha aberta é suficientemente grande, entao a matriz de
transferéncia do sistema em malha fechada se aproxima da identidade. Dessa forma,
uma maneira de se reduzir a interacao entre entradas e saidas do sistema em malha
fechada é fazer com que o sistema em malha aberta tenha os lugares caracteristicos
com mobdulos elevados. Contudo, nas altas freqiiéncias isto nao é possivel, uma vez
que a necessidade de satisfazer o critério de Nyquist generalizado usualmente forca
os lugares caracteristicos de T,(s) a serem pequenos em modulo.

Para contornar o problema de alta interagao nas altas freqiiéncias, em Mac-
Farlane e Kouvaritakis (1977) ¢ sugerido o uso do algoritmo ALIGN (capitulo 2)
para projetar um pré-compensador estatico Kj,, que se aproxima de G~(jwy,) para

uma determinada alta freqiiéncia w,. A motivacao para o projeto de Kj é baseada
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no fato de que, como em altas freqiiéncias os lugares caracteristicos de G(s)K(s)
possuem modulos arbitrariamente pequenos, entao, a matriz de transferéncia do
sistema em malha fechada T.(s) serda aproximadamente igual a G(s)K(s). Logo,
se as diregoes caracteristicas de G(s)K (s) estiverem alinhadas com as colunas de
uma matriz identidade de ordem m, entao uma entrada em uma direcao igual a
c(jwp)t =10 ... 0 ¢ O ... O]t, produzird uma saida na mesma dire¢ao, ou seja,
y(jwr)! =10 ... 0y 0 ... 0. Assim, em MacFarlane e Kouvaritakis (1977), &

definida a seguinte medida do alinhamento das diregoes caracteristicas de G(s) K (s)

com a base candnica:
| < wk(ﬂ“‘j)agi > |

cosb; = -, (5.7)

< w(jw)w(jw) >2
onde < .,. > denota produto interno, e, é a i-ésima coluna da matriz identidade
e k é escolhido tal que w, seja o autovetor que faz com que o angulo 6; seja o
menor possivel. Dessa forma, em MacFarlane e Kouvaritakis (1977), a interagao é
determinada nas baixas freqiiéncias por 6; ou pelo médulo dos lugares caracteristicos,
e nas altas freqiiéncias pelo desalinhamento angular entre as diregoes caracteristicas
de G(s)K(s) e a base canonica.

Uma outra forma de contornar o problema de reduzir a interacao nas altas
freqiiéncias é sugerida em Hung e MacFarlane (1982), onde é proposto ‘balancear’
os lugares caracteristicos de T,(s) de forma a torna-los aproximadamente iguais nas
altas freqiiéncias. Desta forma, como de acordo com a equagao (5.4), A\, (jw) =
%, entdao ao fazer todos os lugares caracteristicos de T,(s) aproximadamente
iguais, obtém-se todos os lugares caracteristicos de T,(s) aproximadamente iguais e,

portanto, T.(jw) se aproxima de uma matriz escalar, reduzindo assim a interagao

entre entradas e saidas de T,(s).

5.1.4 Desempenho robusto

Uma vez alcangados os objetivos de estabilidade robusta do sistema em malha fe-
chada e desempenho nominal, o proximo objetivo a ser alcancado é o desempenho
robusto, ou seja, garantir que o sistema em malha fechada tenha um comporta-

mento proximo do desejado, mesmo considerando-se incertezas no modelo nominal
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da planta. Como medida para o desempenho robusto é usualmente utilizado o maior
valor singular da matriz de sensibilidade do sistema considerando-se a planta mo-
delada com incerteza (Doyle et al., 1992). Neste capitulo o desempenho robusto do
sistema realimentado serd analisado para plantas com incertezas multiplicativas na
entrada e na saida da planta.

Em Skogestad et al. (1988) e Skogestad e Havre (1996) é mostrado que no caso
de sistemas multivariaveis, para plantas com niimero de condicionamento elevado, é
possivel que os objetivos de estabilidade robusta e desempenho nominal sejam satis-
feitos e, no entanto, para uma pequena perturbacao na entrada da planta, o sistema
realimentado tenha um desempenho muito deteriorado. Para verificar este resul-
tado, seja S;(s) a funcao de sensibilidade para o sistema realimentado apresentado
na figura 5.2, supondo-se perturbacio multiplicativa A;(s) na entrada da planta. E

imediato verificar que S;(s) sera dada por:
S;=[I+GI+A)K] ™" (5.8)
Apos algumas manipulagoes algébricas em (5.8) obtém-se:

S; = [T+GI+A)K]™
= [[+GK+GAK]™
= {[{+GAK(I+GK) [+ GK]}!

= S+ GAK(I+GK)™Y (5.9)

Supondo que a matriz de transferéncia da planta seja invertivel, entao a equacao

(5.9) pode ser escrita como:
S; = SG[I+ N K(T+GK) ‘GG (5.10)

Definindo T; = KG(I+ KG)™! e observando que K(I+GK)™'G = KG(I+ KG)™!,

entdo a equagao (5.10), pode ser reescrita como:

S; = SG(I +AT)'G™ 1. (5.11)
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Aplicando, agora, propriedades dos valores singulares na equagao acima, obtém-se:

5[S] = &[SG(I +AT) G
< G[SIC[Glell + AT
a[S]
- C[G]m' (5.12)

Apesar da inequacao (5.12) ser conservadora, ela mostra que, se o nimero de con-
dicionamento da planta for elevado, entdao mesmo supondo que &[T;] = 1 e que
a|A;] seja pequeno, o maior valor singular de S; pode ser muito maior do que o
maior valor singular de S, para freqiiéncias em que 7[S] seja diferente de zero. As-
sim, mesmo que o sistema em malha fechada tenha um bom desempenho nominal,
uma pequena perturbacao na entrada da planta pode deteriorar significativamente
a resposta transitoria do sistema multivariavel, levando a uma deterioracao do de-
sempenho do sistema realimentado.

E importante observar, ainda, que o desempenho robusto nao é significativa-
mente deteriorado quando a incerteza é modelada na saida da planta. Para verificar
este fato, denote por S,(s) a matriz de sensibilidade considerando incerteza multi-

plicativa A,(s) na saida da planta. E facil mostrar que:
So =T+ (I+A,)GK]™". (5.13)

Utilizando propriedades dos valores singulares e apoés algumas manipulacoes algeé-

bricas simples, obtém-se:

s8] < — 213 (5.14)

— 1-0[Ao[T.]
Portanto, a inequagao (5.14) mostra que quando G[A,] é pequeno o maior valor
singular de S,(s) nao é significativamente deteriorado, para freqiiéncias onde o[T,] ~
1.

Embora neste trabalho nao se tenha obtido um método sistemético para que os
objetivos de projeto definidos nesta segao possam ser alcancados utilizando-se a para-
metrizagao proposta no capitulo 4, os exemplos 4.2 e 4.3 sao novamente considerados

na préxima secao para ilustrar os resultados aqui obtidos.

134



5.2 Exemplos

Nesta se¢ao os exemplos 4.2 e 4.3 serao analisados levando-se em consideracao cada

um dos objetivos de projeto apresentados na sec¢ao 5.1.

Exemplo 5.1 Considere novamente a matriz de transferéncia da planta pré-com-
pensada G(s) K, dada pela equacao (4.81), e o controlador comutativo estabilizante
K.(s) dado pelas equagoes (4.84) a (4.86). Suponha que o objetivo de estabilidade
robusta seja incorporado ao projeto do controlador comutativo K.(s) e que um
determinado grau de robustez, medido pela norma infinito da matriz de transferéncia
do sistema em malha fechada T.(s), seja desejado para o sistema, i.e., suponha que
um dos objetivos de projeto seja projetar um controlador comutativo robusto tal que
| Te]|oo < %, para um determinado valor d;. Além disso, considere que uma outra
especificacao de projeto seja a de se ter uma freqiiéncia de corte aproximadamente
igual a 1 rad/s.

Para alcancar o objetivo de estabilidade robusta, ¢ mostrado na subsecao 5.1.1
que, uma vez que o sistema pré-compensado é aproximadamente v-normal na faixa
de freqiiéncias em torno da freqiiéncia de corte desejada, entao é suficiente posicionar
os lugares caracteristicos do sistema em malha aberta 7, (s) de modo a nao inteceptar

o circulo parametrizado por b onde b = [ . Como verificado no exemplo 3.1,

W)+l
a planta pré-compensada G(s)K, possui nimero de condicionamento da matriz de
autovetores aproximadamente igual a 1 para todas as freqiiéncias, ou seja, v(jw) é
aproximadamente igual a zero para todo w € R. Portanto, para alcancar o grau de
robustez desejado i basta posicionar os lugares caracteristicos do sistema em malha
aberta de forma a nao interceptar o circulo parametrizado por b, para b = %. Na
figura 5.3 os lugares caracteristicos de G(s)K,K.(s) e o circulo com maior valor de
b (b = 2,2807) que tangencia os lugares caracteristicos sao apresentados. Suponha,
agora, que o custo H, desejado seja 1,4 ( 0¢ = 0,7143). Neste exemplo, é possivel
verificar que ao multiplicar-se os lugares caracteristicos de G(s) K, K.(s) por qualquer

valor superior a 1, o sistema em malha fechada permanece internamente estéavel e o

custo H,, pode ser reduzido. Desta forma, multiplicando-se os lugares caracteristicos
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Figura 5.3: Lugares caracteristicos do sistema em malha aberta T,(s) =
G(s)K,K.(s). Lugar caracteristico nimero 1 (linha tracejada) e lugar caracteris-
tico nimero 2 (linha continua). Circulo parametrizado por b, onde b = 2,2807 (linha
trago-pontilhada).

de T,(s) por 2, obtém-se a figura 5.4, onde pode ser visto que o circulo para b = 1,4
(0¢ = 0,7143) nao é interceptado e, portanto, para este exemplo, o objetivo de
estabilidade robusta pode ser alcancado por um controlador racional comutativo
estabilizante.

Suponha, agora, que, além do objetivo de estabilidade robusta, seja especifi-
cado que o sistema em malha fechada deve rastrear assintoticamente sinais iguais ao
degrau aplicado na sua entrada c(s). Neste caso, de acordo com a subsecao 5.1.2, ¢
necessario adicionar ao controlador K.(s), projetado no exemplo 4.2, uma agao in-
tegral. Como é desejado que o controlador seja ainda comutativo, esta agao integral

serd introduzida pelo seguinte controlador escalar:

1
Ki(s) = 2207, (5.15)

as

onde a € R é um numero positivo e escolhido de forma a tornar K;(s) aproximada-
mente igual a identidade para freqiiéncias elevadas. Incorporar a acao integral faz
com que o sistema seja capaz de rastrear o degrau unitério, rejeite perturbacoes na

saida do sistema e tenha pequena interacao entre entradas e saidas como mostrado
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Figura 5.4: Lugares caracteristicos do sistema em malha aberta T,(s) =
2G(s)K,K.(s). Lugar caracteristico nimero 1 (linha tracejada) e lugar caracte-
ristico namero 2 (linha continua). Circulo parametrizado por b, onde b = 1,4 (linha
trago-pontilhada).

na subsecao 5.1.3. Considerando que a freqiiéncia de corte desejada para esse sistema
seja aproximadamente igual a 1 rad/s, entao é desejavel que a ac¢ao integral nao afete
os lugares caracteristicos para freqiiéncias proximas de 1 rad/s. Portanto, « sera
escolhido igual a 5. Para esta escolha de K(s) obtém-se os lugares caracteristicos de
To(s) = G(s)2K,K.(s)K;(s) mostrados na figura 5.5 (linha continua e tracejada),
onde pode ser também vista uma representagao da imagem dos lugares de T,(s) a
medida que s percorre o caminho formado por {s = ee/? : 5<0¢< 37“, 0<ex 1}
(linha trago-pontilhada). Note que, com a agao integral, o sistema em malha aberta
passa a ter quatro polos instaveis e, portanto, o sistema realimentado sera interna-
mente estavel se e somente se os lugares caracteristicos de T,(s) envolverem o ponto
—1 4 70 quatro vezes em sentido anti-horario. Isto é observado na figura 5.5, o que
mostra que o sistema em malha fechada é ainda internamente estavel. Além disso,
pode-se verificar que o maior circulo parametizado por b, tangenciado pelos luga-
res caracteristicos, é obtido para b = 1,4643, o que nao significa uma deterioracao

significativa do custo H,, desejado.

137



15

Im[Xo(jw)]

-10+

,155 L L 1
Re[Ao(jw)]

Figura 5.5: Lugares caracteristicos do sistema em malha aberta T,(s) = G(s)K (s).
Lugar caracteristico niimero 1 (linha tracejada) e lugar caracteristico nimero 2 (linha
continua).

Assim sendo, o controlador obtido ao final é de sexta ordem, sendo dado por:

K(s) = WKPKC(S), (5.16)

onde K, e K.(s) sdo dados pelas equagoes (4.80) e (4.84) a (4.86), respectivamente.

E importante ressaltar ainda que, como pode ser observado a partir da figura
5.6, o sistema em malha aberta possui um grau de desalinhamento elevado dos seus
autovetores com a base canonica, medido pelo angulo #; obtido de acordo com a
equacao (5.7), o que pode levar a uma alta interacao de T.(s). Note, porém, a partir
da figura 5.7, que os lugares caracteristicos de G(s) K (s) sdo aproximadamente iguais
na faixa de freqiiéncias em torno da freqiiéncia de corte. Portanto, de acordo com o
exposto na subsecao 5.1.3 (Hung e MacFarlane, 1982), é esperado que o sistema em
malha fechada tenha uma pequena interacao entre entradas e saidas.

A figura 5.8 mostra os valores singulares de 7.(s) (linha continua), onde pode
ser verificado que, de fato, os lugares caracteristicos do sistema em malha aberta
podem ser utilizados como indicadores confiaveis da estabilidade robusta do sistema

em malha fechada. Na figura 5.9 sao apresentadas as respostas ao degrau unitario,
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Figura 5.6: Angulos de desalinhamento entre os autovetores de G(s)K, e a base
canonica.

Im[Ao(jw)]
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Figura 5.7: Lugares caracteristicos do sistema em malha aberta T,(s) = G(s)K (s).
Lugar caracteristico ntimero 1 (linha tracejada) e lugar caracteristico nimero 2 (linha
continua). Circulo obtido para b = % (linha trago-pontilhada).
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Figura 5.8: Valores singulares de T.(s) (linha continua).

up(t), aplicado nas entradas do sistema em malha fechada ¢;(t) e ¢3(t), onde pode
ser observado a baixa interagao entre entradas e saidas para o controlador final dado
pela equagao (5.16), além de um adequado rastreamento do sinal de referéncia.

A qultima caracteristica a ser investigada é o desempenho robusto do sistema
em malha fechada. Como pode ser observado na figura 5.10 o nimero de condici-
onamento da matriz de transferéncia da planta G(s) é muito elevado proximo da
freqiiéncia de corte obtida (C[G] & 4000 para wy, ~ 4 rad/s). Portanto, é esperado
que uma pequena perturbacao na entrada da planta leve a uma deterioragao sig-
nificativa do desempenho robusto do sistema realimentado. Para ilustrar este fato

considere a seguinte perturbacao diagonal na entrada da planta:

0,01 0
s 8 510

Para esta pequena perturbagao na entrada da planta obtém-se a figura 5.11 onde
sao apresentadas as respostas do sistema em malha fechada para um sinal igual ao
degrau unitéario aplicado em cada uma das suas entradas. Note, agora, que o regime
transitorio das respostas foi muito deteriorado. Este exemplo mostra que, quando a

planta possui nimero de condicionamento elevado, o controlador projetado, mesmo
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Figura 5.9: Respostas do sistema realimentado, y;(t), para uma sinal igual ao degrau
unitario, ug(t), aplicado em cada uma das entradas do sistema ¢;(t) para i = 1,2.

5000

4500

4000 -

3500 -

3000 -

2500 -

2000 -

1500

Numero de condicionamento de G(s)

1000

0 n n L L Ll " Ll " Lol L Lo
10° 107 10" 10° 10 10° 10°
w (rad/s)

Figura 5.10: Numero de condicionamento da planta G(s), C[G].
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Figura 5.11: Respostas do sistema realimentado, y;(t), para uma sinal igual ao
degrau unitario, wug(t), aplicado em cada uma das entradas do sistema c¢;(t) para
1 = 1,2, considerando o sistema com perturbacao na entrada da planta.

atendendo satisfatoriamente aos objetivos de estabilidade robusta e desempenho
nominal, pode nao ter um bom desempenho robusto. De fato, é sabido que plantas
mal-condicionadas s@o naturalmente dificeis de serem controladas (Skogestad et al.,
1988; Maciejowski, 1989) e, portanto, o método de projeto proposto nesta tese nao
leva necessariamente a resultados piores do que os que seriam obtidos por outros

métodos como, por exemplo, os Métodos das Cadeias de Nyquist.

Exemplo 5.2 Considere agora a matriz de transferéncia da planta pré-compensada
apresentada no exemplo 4.3, dado pela equagao (4.87). Como foi observado no exem-
plo 4.3, multiplicando-se G(s) K, por —1, obtém-se um sistema em malha aberta em
que os lugares caracteristicos estao todos no semi-plano da direita do plano com-
plexo C. Desta forma, a estabilidade robusta é alcancada para valores relativamente
elevados de d¢ (0g = 1,9146).

Suponha que, também neste exemplo, seja desejada uma freqiiéncia de corte
aproximadamente igual a 1 rad/s e que o sistema deva rastrear sinais iguais ao
degrau aplicados na entrada de referéncia do sistema realimentado. Para tanto, é

necessario introduzir uma acao integral. Como ¢é necessario manter a comutatividade
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entre a planta pré-compensada e o controlador, entdo um controlador K;(s) dado
pela equagao (5.15) é utilizado. Para satisfazer aproximadamente a freqiiéncia de
corte desejada o seguinte controlador PI é projetado:

(s+1)

Ki(s) =25 I (5.18)

Para este controlador o sistema em malha fechada é ainda internamente estével e
na figura 5.12 sdo mostrados os lugares caracteristicos para T,(s) = —G(s) KK (s).
Na figura 5.13 sao mostrados os modulos dos lugares caracteristicos de T.(s) (linha
tracejada) e os valores singulares de T.(s) (linha continua), onde é possivel ver que
de fato, também neste exemplo, o moédulo dos lugares caracteristicos sao indicadores
confidveis da robustez do sistema. Note ainda que com o controlador K;(s), dado
pela equagao (5.18), o custo H,, torna-se igual a 1,0541.
Assim, o controlador projetado obtido neste caso é de segunda ordem, sendo
dado por:
K(s) = —K,K;(s), (5.19)

onde K, e K;(s) sao dados pelas equacoes (3.121) e (5.18), respectivamente.

Na figura 5.14 sao mostrados os angulos de desalinhamento da matriz de au-
tovetores de G(s)K,, com a base candnica, onde se pode observar que, préximo da
freqiiéncia de corte, w, = 3,3 rad/s, esses angulos sao pequenos e, portanto, é es-
perado que o sistema em malha fechada tenha pequena interacao entre entradas e
saidas. Isto pode ser confirmado através da figura 5.15, onde sao mostradas as res-
postas y;(t) e y2(t) do sistema realimentado para um sinal igual ao degrau unitario
uo(t) aplicado nas entradas c¢;(t) e cao(t).

Neste exemplo, nao ocorre o problema de deterioragao do desempenho quando
incertezas sao introduzidas na entrada da planta nominal. Isto ocorre porque o
ntmero de condicionamento da planta, apresentado na figura 5.16, nao é elevado na
faixa de freqiiéncias em torno da freqiiéncia de corte, sendo aproximadamente igual

a 2.

E importante ressaltar que embora os dois exemplos considerados nesta secao

tenham sido utilizados apenas para ilustrar os resultados apresentados na secao
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Figura 5.12: Lugares caracteristicos do sistema em malha aberta T,(s) = G(s) K (s).
Lugar caracteristico ntimero 1 (linha tracejada) e lugar caracteristico nimero 2 (linha
continua).
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Figura 5.13: Médulos dos lugares caracteristicos de T.(s) (linha tracejada) e valores
singulares de T.(s) (linha continua).
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Figura 5.14: Angulos de desalinhamento entre os autovetores de G(s)K, e a base
canonica.
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Figura 5.15: Respostas do sistema realimentado, y;(t), para uma sinal igual ao

degrau unitario, wug(t), aplicado em cada uma das entradas do sistema c¢;(t) para
i=12.
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Figura 5.16: Numero de condicionamento da planta G(s), C[G].

5.1, eles sugerem que, na parametrizacao obtida no capitulo 4, existem graus de
liberdade suficientes para que sejam projetados controladores comutativos de forma
a satisfazer os objetivos de projeto comumente exigidos para um sistema de controle

realimentado.

5.3 Comentarios finais

Neste capitulo, foram apresentadas maneiras de se definir o posicionamento dos lu-
gares caracteristicos de um sistema em malha aberta de forma a atender objetivos
de projeto usualmente formulados para sistemas de controle multivariaveis realimen-
tados. Além disso, dois exemplos foram utilizados para ilustrar como esses objetivos
podem ser satisfeitos. Embora os controladores projetados nao tenham sido obti-
dos diretamente a partir da parametrizacao de todos os controladores comutativos
estabilizantes, eles sugerem que na parametrizacao obtida no capitulo 4, existem
graus de liberdade suficientes para que todos os objetivos de projeto considerados
neste capitulo possam ser satisfeitos. Obter uma metodologia que utilize de forma
sistemética os graus de liberdade da parametrizacao de todos os controladores ra-

cionais comutativos estabilizantes é um dos trabalhos futuros sugeridos no préoximo
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capitulo.
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Capitulo 6

Conclusoes e trabalhos futuros

O Método do Lugar Caracteristico permite uma abordagem para o projeto de sis-
temas de controle multivariaveis quadrados, em que os objetivos de projeto podem
ser considerados de forma similar aos de sistemas monovariéveis, substituindo-se a
resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia em malha aberta (sistemas mono-
variaveis), pelos lugares caracteristicos da matriz de transferéncia em malha aberta,
desde que os lugares caracteristicos do sistema em malha aberta sejam pouco sensi-
veis a variagoes nos parametros da matriz de transferéncia da planta. Neste trabalho,
alguns avancos foram obtidos no sentido de tornar o Método do Lugar Caracteris-
tico uma ferramenta de projeto de controladores multivariaveis capaz de considerar
incertezas na matriz de transferéncia da planta e, portanto, tornar o MLC capaz de
projetar controladores comutativos robustos.

O primeiro resultado importante obtido foi a normalizacao, por pré-compen-
sacao, em que a matriz de transferéncia do sistema em malha aberta passa a ser
pouco sensivel a incertezas multiplicativas modeladas tanto na entrada quanto na
saida da planta. E importante ressaltar que os pré-compensadores normalizantes
apresentados no capitulo 3 sao obtidos a partir de problemas de otimizacao cujas
solugoes sao simples, tanto para a técnica que busca o alinhamento das diregoes
principais de entrada e de saida da planta, quanto para o pré-compensador estéatico
cuja solucao é obtida a partir do calculo do menor autovalor e do correspondente
autovetor associado de uma matriz simétrica com coeficientes reais.

Uma vez feita a normalizagao da matriz de transferéncia da planta pré-com-
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pensada, uma parametrizacao para todos os controladores comutativos racionais
estabilizantes é obtida no capitulo 4. Uma caracterizacao de todos os graus de liber-
dade existentes nesta parametrizacao também é obtida, a partir do conhecimento
da nulidade de uma determinada matriz polinomial, sendo dada em fun¢ao das mul-
tiplicidades das fun¢oes de autovalores da planta pré-compensada. No capitulo 4 é
também obtida uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia de controlado-
res comutativos racionais estabilizantes, baseada somente na matriz de transferéncia
da planta pré-compensada, qual seja, existem controladores comutativos racionais
estabilizantes se e somente se a matriz de transferéncia da planta pré-compensada
nao possui modos fixos instaveis. Esta condi¢ao mostra que somente para um con-
junto muito restrito de matrizes de transferéncia nao é possivel obter controladores
comutativos racionais estabilizantes.

A partir da parametrizacao obtida, e supondo-se que a pré-compensagao seja
capaz de tornar o sistema pré-compensado aproximadamente normal na faixa de
freqiiéncias de interesse, entao os objetivos usualmente considerados no projeto de
sistemas de controle multivariaveis podem ser abordados a partir de um posicio-
namento adequado dos lugares caracteristicos do sistema em malha aberta. No
capitulo 5, é mostrado como os objetivos de estabilidade robusta, rastreamento do
sinal de referéncia, rejeicao de sinais externos de perturbacao e baixa interagao po-
dem ser alcangados dessa forma. Exemplos sao utilizados para ilustrar que os lugares
caracteristicos sao, de fato, uma ferramenta capaz de lidar com os objetivos con-
flitantes de estabilidade robusta e desempenho nominal. Além disso, é mostrado
que podem ocorrer dificuldades com relagao ao método de projeto de controladores
multivariaveis sugerido neste trabalho quando a matriz de transferéncia da planta é
mal-condicionada. Neste caso, mesmo que o sistema em malha fechada seja robusto
com relagao a incertezas na entrada da planta, uma deterioracao significativa do
desempenho do sistema pode ocorrer quando existir alguma incerteza na entrada da
planta. Contudo, é importante observar que plantas mal-condicionadas sao dificeis
de serem controladas e outros métodos de projeto, baseados nos lugares caracteris-

ticos do sistema em malha aberta, sofrem igualmente do mesmo problema.
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Os objetivos alcangados neste trabalho sao resumidos a seguir:

Foram obtidas duas novas formas de pré-compensagao normalizante mais sim-

ples que outra existente na literatura.

Foi obtido uma parametrizacao de todos os controladores racionais que co-
mutam perfeitamente com a planta e estabilizam internamente o sistema em

malha fechada.

Foi mostrado que o nimero de graus de liberdade disponiveis nesta parame-

trizagao pode ser conhecido a partir da matriz de transferéncia da planta.

Um algoritmo numericamente robusto para o calculo de uma base polinomial
minima para o espago nulo de uma matriz polinomial foi obtido. Este algo-
ritmo é importante uma vez que a parametrizacao para todos os controladores
comutativos racionais estabilizantes é baseada na obtengao de uma base poli-

nomial minima para o espago nulo de uma determinada matriz polinomial.

Uma condigao necessaria e suficiente para a existéncia dos controladores comu-
tativos racionais estabilizantes foi obtida, que mostra que esses controladores
existem se e somente se a matriz de transferéncia da planta nao possui modos

fixos instaveis.

Por fim, foi mostrado como posicionar os lugares caracteristicos do sistema
em malha aberta de forma a satisfazer objetivos usualmente formulados para
sistemas de controle realimentados, como, por exemplo, o objetivo de estabi-

lidade robusta.

Neste trabalho também foi obtida uma maneira numericamente robusta de

se calcular a identidade polinomial de Bezout generalizada, sendo esse resultado
uma aplicagao do método de célculo de bases polinomiais minimas desenvolvido
neste trabalho. Deve-se ressaltar que o problema de resolver a identidade de Bezout
polinomial generalizada tem um papel fundamental quando da aplicacao da teoria

aqui desenvolvida a sistemas discretos.
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Apesar dos exemplos apresentados no capitulo 5 nao terem sido obtidos a partir
de um método sistematico de projeto de controladores comutativos racionais esta-
bilizantes, eles sugerem que na parametrizacao obtida no capitulo 4 existem graus
de liberdade suficientes para que isso seja possivel. Dessa forma, como um trabalho
futuro, sugere-se que um método sistematico de projeto, baseado na parametriza-
¢ao de todos os controladores comutativos racionais estabilizantes seja desenvolvido.
Uma idéia inicial para alcancar este objetivo seria encontrar aproximagoes racionais
para as funcoes de autovalores da matriz de transferéncia da planta pré-compensada,
para, em seguida, projetar as fungoes de autovalores desejadas para o controlador.
Nesta etapa, essas fungoes de autovalores do controlador poderiam ser obtidas uti-
lizando técnicas como, por exemplo, a sintese de controladores H., para sistemas
monovariaveis, que é mais simples de ser utilizada do que para sistemas multiva-
ridveis. O controlador comutativo seria obtido utilizando-se a parametriza¢ao do
capitulo 4, utilizando-se ferramentas como o "Loop-Shaping".

Um outro possivel topico de pesquisa serd uma nova abordagem para o projeto
de pré-compensadores utilizando idéias de realimentacao em espaco de estados. Para
tanto, suponha que se tenha um sistema cuja representacao em espacgo de estados
seja:

i(t) = Az(t) + Bu(t)

onde A = 0 (todos os poélos na origem) e B = G(jwy) € C™™ (wy denota a
freqiiéncia onde se deseja normalizar G(s)). O problema de projeto de um pré-
compensador normalizante pode, entao, ser enunciado da seguinte forma: encontre
K, € R™™ tal que os médulos dos autovalores de B K, sejam iguais aos seus valores

singulares.
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Apéndice A

Uma solucao numericamente robusta
para a identidade de Bezout
polinomial generalizada

Um importante problema envolvendo matrizes polinomiais, tanto do ponto de vista
matematico (Gohberg et al., 1982; Gantmacher, 1959) quanto da teoria de sistemas
(Kailath, 1980; Stefanidis et al., 1992; Wolovich, 1974), é a solugao da identidade
de Bezout generalizada, sendo uma de suas aplicagoes a obtencao de uma parame-
trizacao para todos os controladores estabilizantes para plantas discretas.

O problema de se resolver a indentidade de Bezout polinomial generalizada
pode ser formulado da seguinte forma: seja G(s) uma matriz pertencente a RP*9(s),
encontre matrizes N(s), M(s), N(s), M(s), X(s), Y(s), X(s) e Y(s) € R™"[g],
de dimensoes apropriadas, onde m e n podem assumir os valores de p ou ¢ quando

apropriado, tais que
G(s) = N(s)M~(s) = M~ (s)N~1(s), (A1)

e satisfazem a identidade de Bezout generalizada

RO R Rt

onde I,,, n = p,q denota a matriz identidade de ordem n. Note que a equagao (A2)
implica que as matrizes polinomiais N(s) e M(s) (N(s) e M(s)) sejam coprimas a
direita (esquerda) e, por este motivo, as matrizes polinomiais da equacao (A2) sao

usualmente referidas na literatura como uma fatoragao (DFM) duplamente coprima

de G(s).
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A forma usual de calcular as matrizes M(s), N(s), M(s), N(s), X(s), Y(s),
X(s) e Y(s) que satisfacam as equacoes (A1) e (A2) é a seguinte: (i) encontre descri-
¢oes por fragoes de matrizes coprimas a direita e a esquerda para G(s); (ii) encontre
matrizes polinomiais X (s), Yi(s), X (s)e f/(s) que satisfazem, independentemente,

—Y(s)N(s) = I, e M(s)X,(s) — N(s)Ya(s) = I;
(i) defina Q(s) = X(s)Yi(s) — Y(s)X1(s) e faca X(s) = Xi(s) — N(s)Q(s),
Y(s) = Yi(s) — M(s)Q(s). E facil verificar que as matrizes M(s), N(s), M(s),

as equacdes de Bezout X (s)M(s)

N(s), X(s) e Y(s) satisfazem a equacdo de Bezout generalizada (A2). O calculo
da DFM coprima a direita e a esquerda de uma dada matriz racional pode ser re-
alizado de diversas formas, por exemplo, Basilio e Kouvaritakis (1997a), enquanto
algoritmos para solucionar a identidade de Bezout sao apresentados em Feinstein e
Bar-ness (1984), Lai (1989), Fang e Chang (1990), Fang (1992b) e Yamada et al.
(1995).

O problema de solucionar diretamente a identidade de Bezout em um tnico
passo foi somente considerado por Fang (1992a), que apresentou formas fechadas
para os elementos da equagao (A2). O problema do algoritmo apresentado por Fang
é que ele é baseado na alocacao de multiplos autovalores de uma matriz de estados
na origem. E sabido, porém, que a alocacao de polos miltiplos leva, usualmente, a
sérias dificuldades numéricas.

Neste apéndice, o problema de solucionar a identidade de Bezout polinomial
generalizada é considerado, sendo propostos algoritmos para o calculo de todos os
elementos da equagao (A2) (Basilio e Moreira, 2004). Os algoritmos sdo baseados no
calculo de uma base polinomial minima para o espaco nulo de determinadas matrizes
polinomiais e por este motivo o algoritmo 4.1 terd, neste apéndice, fundamental
importancia. Como o algoritmo 4.1 utiliza decomposicoes por valores singulares
de matrizes reais (as matrizes de convolugdo formadas pelos coeficientes de uma

determinada matriz polinomial), ele pode ser considerado numericamente robusto.
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A.1  Calculo das matrizes M(s), N(s), M(s) e
N (s)

Seja G(s) € RP*9(s) e suponha que G(s) seja expressa da seguinte forma:

G(s) = ——Nal(s), (A3)

d(s)
onde Ng(s) € RP*[s] e d(s) ¢ um polinémio (o minimo multiplo comum de todos
os polinémios dos denominadores dos elementos de G(s)). Além disso, suponha que
G(s) seja propria, i.e., lim_,o G(s) = G (finito). Uma descri¢ao por fragoes de
matrizes nao-coprimas a esquerda, A~1(s)B(s), para G(s) pode ser definida como
A(s) = d(s)I, e B(s) = Na(s), onde I, denota a matriz identidade de ordem p. Seja
G(s) = N(s)M~'(s) uma DFM coprima a direita para G(s). Entdo, as matrizes

polinomiais N(s) e M(s) devem satisfazer:
(B A ]| Vo) | =0, (A4

o que mostra que todas as DFM coprimas a direita de G(s) sdo geradas a partir de

bases polinomiais minimas do espacgo nulo de

Ti(s)=[ B(s) —A(s) ]. (A5)
Isto leva ao seguinte resultado.

Teorema A1l Seja F'(s) uma base polinomial minima para o espaco nulo de 7Ti(s),
i.e., T1(s)F(s) = O e suponha que as colunas de F'(s) tém graus por coluna organi-

zados em ordem decrescente, isto ¢, gr[f (s)] > gr[ij(s)], j > i. Escrevendo

F<S) = [ N (s) 1 ) (AG)
entdo M(s) e N(s) sdo coprimas a direita. Além disso, M (s) é reduzida por coluna.

Prova A primeira parte da prova é uma conseqiiéncia do fato de que F'(s), sendo uma

base polinomial minima, ¢é irredutivel e, portanto, tem forma de Smith equivalente

all, O]
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Para provar que M (s) é reduzida por coluna, note que uma vez que as colunas
de F(s) definem uma base polinomial minima para o espago nulo de 7j(s), entdo

F(s) é reduzida por coluna e, portanto, a matriz

My,
ic:|:N::|

formada pela matriz dos coeficientes de maior grau de F(s) tem posto completo.
Suponha agora que My, seja singular. Logo, existe uma matriz unimodular U(s)
(Basilio e Kouvaritakis, 1997a; Basilio, 2002) tal que o grau da primeira coluna
de Mi(s) = M(s)U(s) é¢ menor do que o grau da coluna correspondente de M(s).
Como conseqiiéncia, dois fatos podem ocorrer: (i) o grau da primeira coluna de
Ni(s) = N(s)U(s) decresce, o que implica que existe um outro vetor polinomial
pertencente a uma base de grau menor do que a base dada pelas colunas de F(s),
contradizendo a hipdtese de que F'(s) é uma base polinomial minima; (ii) o grau
da primeira coluna de N;(s) é maior ou igual ao grau da coluna correspondente de
M;(s), o que implica que, ou a hipotese de que F(s) é uma base polinomial minima,
ou a hipdtese de que G(s) é propria, é contradita. Assim sendo, M. tem que ser
nao-singular, o que completa a prova. O

Considere, agora, o calculo de uma DFM coprima a esquerda M ! (s)N(s) para

((s). Para tanto, note, a partir da equacao (A2), que

[~ W16 ][ N ] =0 =136 e ][ 4 ] =0, 4o

o que mostra que M(s) e N(s) podem também ser calculadas aplicando-se direta-

mente o algoritmo 4.1 & matriz polinomial

Ty(s) = [ —NT(s) M7(s)]. (AS8)

A.2 Calculo de X(s), Y(s), X(s) e Y(s)

Considere, inicialmente, o calculo de X (s) e Y (s). A partir da equacio (A2), pode-se
escrever:

MT ()X (s) = NT(s)YT(s) = I, = O, (A9)
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ou equivalentemente,
[MT(S) —NT(s) —]q] ?T(s) = 0. (A10)

Como ¢é mostrado em Lai (1989), a equagao (A9) tera uma solugao se e somente se é
possivel encontrar [f( (s) Y(s) C }T, com C' nao-singular, que resolve a equagao
(A10). Como N(s) e M(s) sao, por construgao, coprimas a direita, entdo a equagao
(A10) sempre tera solugao e, portanto, sempre havera uma matriz nao-singular C.
Desta forma, o problema de encontrar X (s) e Y (s), solucdo para a equacio (A9),

é equivalente ao problema de se calcular uma matriz polinomial (p + 2q) X ¢, F(s),

cujas colunas pertencem ao espaco nulo a direita de
Ts(s) = MT(s) —NT(s) —I, ] (A11)

com a restricado de que todas as submatrizes formadas com as tltimas ¢ linhas
das matrizes dos coeficientes de F'(s) devam ser iguais a zero, exceto a matriz dos
coeficientes que independem de s, cujas ¢ tltimas linhas devem formar uma matriz

nao-singular. Por exemplo, se F(s) tem grau ¢, entao

F(s) = Fys® + Fys* '+ ..+ ]3’(1),13 + F, (A12)
onde - top)
op
{]g } =0, 6—1
F; = =4 (A13)

foltor) 7 '
o ]

onde C deve ser uma matriz ¢ X ¢ ndo-singular. E importante ressaltar que o calculo
de X(s) e Y(s) niio requer que uma base polinomial minima para o espaco nulo
a direita de T3(s) seja encontrado. Além disso, a matriz de convolugao formada a
partir de T3(s) terd uma forma especial, uma vez que ela deve garantir que F} tenha
a forma dada por (A13). Por essa razao, essa matriz de convolugao serd denotada
por Cy, (T3) e sera referida como a matriz de convolucdo modificada de Ts(s). Para

se obter Cy,(T3), defina

~

Ty(s) = M*T(s) —NT(s) ]. (A14)
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Logo, a matriz de convolugao modificada de T3(s) sera formada da seguinte maneira:

A T O, a)gXx
C¢z‘(T3) = C¢z‘(T3) _(Id:;—’_ Jaxa ) (A15)

onde av ¢ o grau de Ts(s) e Cy,(Ts) ¢ obtida de acordo com (4.2). Portanto, os ¢
vetores polinomiais que satisfazem a equagao (A10) podem também ser encontrados
buscando-se no espaco nulo a direita de Cy,(T3), definido em (A15), vetores cujos
q ultimos elementos formam matrizes com posto cheio por coluna. Uma pequena
modificacao do algoritmo 4.1 leva a uma maneira sistematica de realizar essa busca,

conforme sera mostrado a seguir.

Algoritmo A1l

~

PAsso 1: Fagai =1 e deg[f.(s)] = ¢; = 0.

24

PASSO 2: Forme a matriz Cy,(T3) de acordo com a equacao (A15) e calcule sua

decomposigao por valores singulares, ¢.e., é¢i(T3) =Yy, 24, U,

PASsO 3: Suponha que ny, denote a dimensao do espago nulo de CA'@. (T3), que é
dado pelo niimero de valores singulares iguais a zero de Cy, (T3) mais o nimero
de colunas de T35 em excesso.

Se ng, = 0, faca ¢; = ¢; + 1 e volte para o passo 2.

Se ny, > 0, entao existem até ng, vetores polinomiais de grau ¢; que podem
satisfazer a equacao (A10). Esses vetores serao formados pelas ng, ultimas
colunas de Uy,. Quando ¢ = 1, i(l) serd escolhido entre as tltimas n,, colunas
de Uy, para as quais pelo menos um dos tltimos ¢ elementos seja diferente de
zero. Quando ng, > 1, outros vetores polinomiais irao satisfazer também a
equagao (A10) desde que a matriz formada com os tltimos ¢ elementos dos
vetores i(i), que ja foram escolhidos, e os tultimos ¢ elementos do vetor em
consideracao, tenha posto cheio por coluna. Repita este passo até que todos
os vetores possiveis de serem formados a partir de Uy, tenham sido verificados
ou até que a base esteja completa. Faca ¢+ = ¢+ 1, a cada vez que um novo

vetor polinomial tenha sido adicionado a base.
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PASSO 4: Sei < g, facai =1+1e ¢; = ¢;+1 e volte para o passo 2. Caso contréario,
suponha que max(¢;) = ¢ e denote F\(s) = Fys® + F1s*~ '+ ...+ F,_1s+ F}.
Forme, de acordo com a equagao (A13), a matriz C' com as ultimas ¢ linhas

de F, e calcule F(s) = F(s)C". O

Considere, agora, o calculo de X (s) e Y (s). Uma vez que M(s), N(s), X(s) e
Y (s) ja foram calculadas entéo, de acordo com a equacio (A2), X (s) e Y(s) devem

satisfazer { f((?) ¥ (s) } [ Y(s) } _ [ O } 7 (A16)

ou, equivalentemente,

o 7 Y(s)
XN(S) —NY(S) O 9 | =
N e ) S e A
Portanto, definindo ) .
| X(s) =Y(s) O
n=| Ny e ) .

é facil ver que o problema de calcular X (s) e Y(s) é equivalente ao problema de se
encontrar p vetores polinomiais, pertencentes ao espago nulo a direita de Ty(s), tais
que a matriz formada pelos p tltimos elementos destes vetores tenha posto completo.
Esse problema ¢ similar ao problema de se calcular X (s) e Y (s) e portanto, o mesmo
procedimento para encontrar os vetores polinomiais do espago nulo a direita de T3(s),
que satisfazem a equagdo (A10), pode ser seguido para se obter X(s) e Y(s) que
resolvem a equagao (A17). De fato, definindo-se

A X(s) —Y(s)

T4(S) = —N(S) M(S) ) <A19>
entdo a matriz de convolugao modificada de Ty(s) (Cy, (T})) sera dada por:
. . O(gi+a) (o) xp
C¢i(T4) = C¢Z(T4> OqXp ) <A2O>
—I,

onde a ¢ o grau de Ty(s) e C,, (1)) ¢ formada de acordo com (4.2). Portanto, se
for possivel encontrar matrizes polinomiais X (s) e Y (s) que satisfagam a equagao
(A16), entao o algoritmo A1l pode ser também usado para encontrar p vetores po-

linomiais pertencentes ao espago nulo a direita de Ty(s) com as restrigdes impostas
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pela equacao (A17). Como é sabido, tais matrizes existem (a abordagem usual para
encontra-las foi descrita na introducdo deste apéndice). Além disso, elas sdo tnicas

como mostrado no teorema a seguir.

Teorema A2 Suponha que as matrizes polinomiais N (s), M(s), N(s), M(s), X(s)
e Y(s) que satisfazem as equacdes (A7) e (A9) sdo dadas. Entdo, as matrizes
polinomiais X (s) e Y(s) que solucionam a equacao (A16) sdo tnicas. Além disso,

elas sao dadas por:
X(s) = [T+ N(s)Y(s)]M~(s) e Y(s) = M(s)Y (s)M~(s). (A21)

Prova Uma vez que M(s) e N(s) sdo coprimas a esquerda, entdo existem duas
matrizes polinomiais X;(s) e Y;(s) tais que M(s)X1(s) — N(s)Yi(s) = I,. Usando-
se as equagoes (A7) e (A10), entao a equagao (A2) deve ser modificada da seguinte

forma:

0 Y[ ][5 40) e

X(s) ~Y(s)
—N(s) M(s)
polinomiais X (s) e Y'(s) que solucionam a equagao (A16) sdo unicamente determi-

Xo]-[50 wa ] (8} e

Suponha, agora, que X (s) e Y (s) tenham sido calculadas de acordo com a equagao

A equagao (A22) implica que [ } ¢ unimodular. Logo, as matrizes

nadas como:

(A23). Entao, X(s) e Y (s) satisfazem também a identidade de Bezout generalizada

(A2). Reescrevendo a equagao (A2) em ordem inversa, i.e.,

N XL w16 2]

entao as seguintes relagoes podem ser obtidas:
—M(s)Y(s)+Y(s)M(s) =0 e — N(s)Y(s) + X(s)M(s) = I,

que apo6s algumas manipulagdes algébricas levam as equagoes (A21). O

Observacao A1 O teorema A2 nao somente prova a existéncia e unicidade das

matrizes polinomiais X (s) e Y(s) que satisfazem a equagdo (A16), mas também
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apresenta uma outra forma de calcular X (s) e Y(s). Isto ocorre porque, uma vez
que M (s) é reduzida por coluna, entdo o algoritmo proposto em Basilio (2002) para
o calculo de inversas de matrizes polinomiais pode ser usado para calcular M ~1(s).

O

A.3 Exemplos

O algoritmo proposto neste apéndice sera ilustrado com dois exemplos. No primeiro
exemplo, sera utilizada uma matriz racional 2 x 2, sendo enfatizado em detalhes
todos os passos dos algoritmos propostos. No segundo exemplo, os algoritmos serao

aplicados em uma matriz racional 5 x 3.

Exemplo A1 Considere a seguinte matriz racional 2 x 2 (Basilio e Sahate, 2000)

1 1 —54,32s —4Ts + 2

G(s) = @NG(S) T d(s) | 48,55 — 1,94 —42s |’

(A24)

onde d(s) = s* + s — 2. Suponha que se deseje obter uma descrigao por fragoes de
matrizes duplamente coprima de G(s), i.e. G(s) = N(s)M~*(s) = M~'(s)N(s), e
as matrizes X (s), Y(s), X(s) e Y(s) que satisfacam a identidade de Bezout genera-
lizada.

Note que G(s) ja esté expressa na forma requerida pela equagao (A3). Logo,

a matriz T} (s) definida na equacdo (A5) sera dada por:

—54,32s —47s + 2 —(s*+5—2) 0

Ti(s) = —48,55 — 1.94 —42s 0 —(s24+5-2) |

De acordo com a se¢ao A.1 e o algoritmo 4.1, o calculo de M(s) e N(s) é feito
através do calculo do espago nulo a direita de Cy, (1), onde ¢; varia de 0 até que
sejam obtidos dois vetores linearmente independentes pertencentes ao espago nulo de
Ti(s). Para tanto, faga, inicialmente, ¢; = 0 e forme a matriz de convolu¢ao Cy(77)
(6 x 4). Essa matriz tem os seguintes valores singulares: 96,3368, 2,9041, 2,4494, e
0,6809, que sao claramente diferentes de zero. Logo, seu espago nulo tem dimensao
zero, o que implica que a base polinomial minima para o espago nulo de Ti(s)

nao tem um vetor polinomial com grau zero. Seguindo o algoritmo 4.1, o proximo
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passo é incrementar ¢;. Procedendo desta maneira, seja agora ¢; = 1. Formando a
matriz de convolugao correspondente C(77) (uma matriz 8 X 8) e calculando-se uma
decomposigao por valores singulares Y;3,U{ para C;(T}), entdao é possivel ver que
essa matriz tem os seguintes valores singulares: 96,3784, 96,3414, 2,8102, 2,6454,
2,2365, 0,9997, 0,0770 e 0,00000000000000. Uma vez que C1(7}) tem somente um

valor singular zero, entao com a coluna de Uy,

O =103840 —04345 0 0 —0,3840 04345 —04345 —0,3724 ",

correspondente ao valor singular zero, é possivel formar somente um vetor perten-

cente a base polinomial minima de T} (s), sendo dado por:

0,3840s — 0,3840
| —0,4345s +0.4345
L,(s) = —0,4345
—0,3724

De acordo com os passos 4 e 5 do algoritmo 4.1, deve-se incrementar ¢ e ¢; em 1,
sendo agora i = 2 e ¢ = 2. Em seguida, forma-se a matriz de convolugao (10 x 12)
Co(Ty) e calcula-se uma decomposicao por valores singulares YoYU para Co(T).
Pode-se verificar que Cy(77) tem os seguintes valores singulares: 96,3858, 96,3785,
96,3384, 2,8311, 2,8076, 2,5947, 1,8086, 0,9997, 0,0887, 0,00000000000001, o que
implica que, uma vez que Cy(77) tem mais duas colunas do que linhas, seu espago
nulo tem dimensao trés. Portanto, existem 3 vetores candidatos a formar a base, ou

seja, as ultimas trés colunas de U;. Formando com a tltima coluna de Us,

P =[-01920 02345 0 0 —0,0309 0,0523 —0,5942
—0,5389 0,2229 —0,2868 0,2868 0,2162 |,

o vetor polinomial

—0,1920s2 — 0,0309s + 0,2229
f () = 0,23455% + 0,0523s — 0,2868
Lo —0,59425 + 0,2368 ’
—0,5389s + 0,2162

entao f 2(5) serd também um elemento da base polinomial minima para o espaco

nulo de 77 (s) se e somente se a matriz



for reduzida por coluna. De fato, formando a matriz dos coeficientes de maior grau

de F(s),
0,3840 —0,1920
—0,4345 0,2345
0 0 ’
0 0

pode ser verificado que Fj,. nao possui valores singulares nulos, sendo, portanto, uma

ic:

matriz com posto cheio por coluna. Conseqlientemente, as colunas de F'(s) formam
uma base polinomial minima para o espago nulo de T} (s). Além disso, particionando

F(s) apropriadamente, entao uma fatoragao coprima a direita de G(s) sera dada por:

M(s) = 0,3840s — 0,3840 —0,1925? — 0,0309s + 0,2229
| —0,4345s + 0,4345 0,2345s? 4 0,0523s — 0,2868

N(s) = —0,4345 —0,59425 + 0,2868
| —0,3724  —0,5389s + 0,2162 | °

O calculo das matrizes coprimas a esquerda N(s) e M(s) é realizado da mesma
forma que para N(s) e M(s); a diferenga é que é necessario encontrar uma base
polinomial minima para o espago nulo da matriz T5(s), definida na equagao (AS).

Portanto, utilizando-se o algoritmo 4.1, obtém-se:

Ji(s) — | 038235 +0,3823 0,4369s — 0,4369
~ | 0,1359s — 0,1359 0,0147s% — 0,1406s + 0,1258
€
Fi(s) = —0,4238 —0,3823
| —0,71475 +0,1221  —0,6189s + 0,1359 |-

Considere, agora, o calculo de X(s) e Y(s). Este problema é um pouco dife-
rente do anterior, i.e., nao é necessario calcular uma base polinomial minima para
o espacgo nulo de T3(s), definida na equagao (A11), sendo suficiente encontrar dois
vetores polinomiais no espaco nulo de Tj(s) tais que: (i) Ts(s)F(s) = O e; (i) a
matriz formada com as duas tltimas linhas de F¢ (definida de acordo com a equa-
¢ao (A13)) seja nao-singular. Essa busca é feita de acordo com o algoritmo Al,
da seguinte forma. Faca i = 1 e ¢; = 0 e forme a matriz Cy(T3) (uma matriz

6 x 6). Calculando uma decomposi¢ao por valores singulares YoXoU} de éO(Tg),

pode ser visto que seus valores singulares sao: 1,5007, 1,0004, 0,7102, 0,4927, 0,0101
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e 0,00000000000000, o que implica que a dltima coluna de U, formara a primeira
coluna de F (s) desde que pelo menos um dos seus dois ultimos elementos seja di-
ferente de zero. Isto realmente ocorre e, portanto, a primeira coluna de F(s) tera

grau zero, sendo dada por:

}l(s):[o 0 —0,6714 0,7402 0,0160 —0,0325]T.

Seguindo o algoritmo A1, o proximo passo é incrementar i e ¢;, i.e. it =2e ¢y = 1. A
matriz de convolugao modificada Cy (T3) tem os seguintes valores singulares: 1,5630,
1,1900, 1,0004, 0,7687, 0,6456, 0,3640, 0,0101 ¢ 0. Uma vez que C’l(Tg) ¢ uma
matriz 8 x 10, entao existem trés vetores candidatos para L(s). Calculando uma
decomposi¢ao por valores singulares Y1 Y,U} para Ch (T3), e selecionando a tultima
coluna de Uy, entao, junto com o vetor anteriormente escolhido, forma-se a seguinte

matriz 2 x 2:

C— 0,0160  0,0028
| =0,0325  0,0302 |’

que é claramente nao-singular. Conseqiientemente, a segunda coluna de F'(s) sera

dada por:

—0,5320 |

—0,4583

JAc (s) = —0,0602s + 0,4630

<2 0,0565s — 0,5338
0,0028
0,0302 |

A base estd agora completa e, entao, de acordo com o passo 4 do algoritmo Al,

F(s) = F(s)C~'. Finalmente, particionando F(s) apropriadamente, obtém-se:

S(s) = | 301282 250407
T | 14,8571 —12,7987

}7(3) | 3,4090s + 9,1368 —3,1970s — 8,7549
| 1,6814s — 16,1615 —1,5768s 4 18,4703 | °

Para o calculo de X(s) e Y'(s) o mesmo procedimento acima pode ser seguido.
A tnica diferenca é que agora as matrizes CA’@. (Ty), i = 1,2, devem ser formadas

de acordo com a equagao (A20). Seguindo os passos do algoritmo Al, com T}
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substituindo 73, encontra-se as seguintes matrizes:

X(s) = 2,6132s — 24,8330 —13,9018
| 2,3700s — 22,5223 —12,6083

Y(s) = 0,8443s% — 12,1547s — 10,7858 —4,4913s + 21,9808
| —1,0313s% + 14,4766 + 13,6655 5,48665 — 24,8750 |-

Exemplo A2 Considere a seguinte matriz racional 5 x 3 (Kouvaritakis et al., 1979):

0 0 0 —1,5750 0 0,0732
1 —0,12 1 0 —0,0739  1,5415  —0,0052
G(s) = — 0 0 0 st | 4,4190 0 —1,6650 | s°
d(s) 4,4190 0 —1,6650 1,6674  0,0485 —1,1574
1,5750 0 —0,0732 6,1213  —0,2909 —1,8201
[ —1,1190  0,2909 —0,0646 ] 1,5409 0,2527 —1,2125
—0,5319  1,6537  0,1570 —0,2458 0 0,1828
+ 1,6674  0,0485 —1,1574 | s>+ | 0,1339 0,3279 —0,0918 | s
0,1339  0,3279 —0,0918 0 0 0
| 0,3466  —0,1978 —0,0977 | 0,2332 0  —0,0835
[ —0,0816 0,3712 —0,0204
0 0 0
+ 0 0 0
0 0 0
0 0 0

onde d(s) = s° +1,5953s* 4+ 1,7572s% + 0,1112s? + 0,0561s. O problema considerado
agora é, como no exemplo 1, o cédlculo de uma descrigao por fragoes de matrizes
duplamente coprima de G(s), i.e. G(s) = N(s)M~(s) = M~'(s)N(s), e as matrizes
X(s), Y(s), X(s) e Y(s) satisfazendo a identidade de Bezout generalizado (A2).

Os algoritmos propostos neste apéndice levam as seguintes matrizes:

0 —0,0140 0,1326 0 —0,0776  0,1471
M(s)= | 0 —0,3375 0,2029 | s*+ | 0,6452 —0,5654 —0,1503 | s
0 -0,0679 0,0839 0 —0,2319 0,0433

0,1369 —0,0875 0,1999
+ | 0,0511 —0,0348 0,0560
0,3822 —0,2832 0,2184

Y

0 0 0 0 00170 —0,2027
0 —0,3358 0,1870 0,6452 —0,5392 —0,1637
Nis)=|0 0 0 |s+ 0 00513 04462 |,
0 0,0513 0,4462 0 0 0
0 —0,0170 0,2027 0 00581 0,5051
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0 —0,2447 —0,5788 —0,2418 0,4617
0 0,6490 —0,2527 —0,0632 0,2323
M(s) = 0 —0,0994 —0,2922 0,0985 0,2463 | s
0 —0,0161 0,4458 —0,0678 0,2895
—0,5633 —0,0644 —0,0485 —0,0046 0,0883
0 0,1329 —0,0419 —0,1143 0,0890
0 0,1056 0,1111 —0,0460 0,0496
+ 10 00615 —0,0170 0,1172 02757 |,
0 0,0866 —0,0028 —0,8087 0,1311
0 0,0224 0,6266 —0,0485 —0,5028
—0,3119 —0,2447  0,3688
0,0088  0,6490  0,0882
N(s)=| 08352 —0,0994 —0,1821 |,
0,1585 —0,0161 0,0916
0,1264 —0,0644 0,0012
0 0 0 0 0
—0,4658 —1,4202 1,1373 5,7122 —15,7290
X(s) = 0 0 0 0 0 ,
0,4644 02067 0,4094 —1,2546 0
0,1364 —0,0762 0,2950 0,1342 —1,7754
[ 0,0840 —0,0618 0,2006 0,1371 —1,2858
Y(s)= | —0,4557 —1,4276 1,1614 5,7286 —15,8833 | s
| —0,0560 —0,2881 0,2865 1,1175 —3,4127
—0,5924 —0,7609 —1,0040 1,1772 —4,1629
+ 1 03525 —1,4804 02379 0,4954 —1,2206 |,
—3,2578 —2,2201 —0,3374 3,8039 —10,4265
000
X(s)=10 0 0|,
000
—19,9990 —1,5499 —25,1971 —5,5880 13,7315
Y(s)= | —24,7947 0 —11,2627 0 0
2,8522 0 —0,9455 0 0

Por razoes de espaco, somente quatro casas decimais foram utilizadas em todas
as matrizes polinomiais M(s), N(s), M(s), N(s), X(s), Y(s), X(s) e Y(s) obtidas
acima. Porém, se 15 casas decimais sao utilizadas, entao as matrizes acima satisfa-
zem a equagao (A2) com um erro de 4,3521 x 107! em magnitude (i.e. 0o maximo
valor absoluto das diferencas entre todos os coeficientes da matriz polinomial obtida
a partir da multiplica¢@o do termo a esquerda da equagao (A2) e a matriz identidade

de ordem oito), mostrando a exatidao do algoritmo.
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Observagao A2 No exemplo 2, a matriz X (s) é igual a zero. Nao é dificil verificar
que uma condigao necessaria para que isto ocorra ¢ a matriz racional G(s) néo ter
zeros finitos (i.e. nao perde posto para nenhum valor finito de s € C), uma vez
que, neste caso, N(s) tera posto cheio por coluna para todo s € C. Uma vez que
N(s)M~'(s) e M~'(s)N(s) sio, respectivamente, descricdes por fracoes de matrizes
coprimas a direita e a esquerda de G(s), entao os zeros de G(s) serdo também os
valores de s € C para os quais N(s) perde posto. Note que, N(s) aqui obtida tem
somente coeficientes reais e tem posto cheio por coluna, mostrando a consisténcia

do resultado. O
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