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Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessérios
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Este tese apresenta uma classe de sistemas dinamicos hibridos assincronos com
restricoes nas taxas de ocorréncia de configuracoes discretas. A introducao de re-
stricoes nas taxas de ocorréncia de configuragoes discretas, ao contrario de restricoes
nas taxas de eventos proposta recentemente na literatura técnica, apresenta vanta-
gens na analise de estabilidade quadratica de sistemas dinamicos hibridos assincronos.
Especificamente, o uso de restricoes nas taxas de configuracoes discretas leva-nos a
desigualdades matriciais bilineares com parametros que podem ser interpretados dire-
tamente na analise de sistemas dinamicos hibridos assincronos. Além disso, um menor
nimero de parametros é necessario na analise de estabilidade quando comparado com a
metodologia utilizando taxas de eventos, o que proporciona a importante consequéncia
de obtermos desigualdades matriciais bilineares mais trataveis. Um algoritmo numérico
para analise de estabilidade quadratica, baseado em métodos de pontos interiores para
solucao de desigualdades matriciais lineares e algoritmo genético é proposto. Aplicacoes
em diversos problemas desde sistemas de controle em rede com perda de pacotes a con-

vergencia de algoritmos paralelos sao apresentadas.
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This thesis introduces a class of asynchronous hybrid dynamical systems with rate
constraints on discrete configurations. The introduction of rate constraints on the
discrete configurations, as opposed to event rate constraints proposed earlier in the
technical literature, is shown to have advantages in the quadratic stability analysis
of asynchronous hybrid dynamical systems. Specifically, using configuration rate con-
straints leads to bilinear matrix inequalities in parameters that can be interpreted
directly in terms of the asynchronous hybrid dynamical system being analyzed. In
addition, a smaller number of parameters is involved in the stability analysis, when
compared with the event rate approach, and this has the important consequence of
leading to bilinear matrix inequalities that are more tractable. A numerical algorithm
for quadratic stability analysis, based on a combination of an interior-point based lin-
ear matrix inequality solver and a genetic algorithm, is also proposed. Applications
to diverse examples ranging from networked control systems with packet dropout, to

convergence of asynchronous fixed point iterations are described.
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Capitulo 1

Introducao

Os avancos tecnoldgicos em sistemas digitais, sistemas de comunicacao, e rede de da-
dos, estimularam o aparecimento de sistemas nos quais os periodos de amostragem
sao distintos em partes diferentes destes sistemas, denominados na literatura como
sistemas dinamicos hibridos assincronos ou dessincronizados. Estes sistemas tém des-
pertado muito interesse nao sé na area de controle como também em telecomunicacoes
e computacao. De fato, com o aumento da complexidade dos sistemas desenvolvidos,
a dificuldade de sincronizacao de todos os elementos destes sistemas aumenta consid-

eravelmente, sendo muitas vezes inviavel.

Sistemas dinamicos hibridos assincronos podem modelar uma grande variedade de
sistemas, como por exemplo, sistemas de controle nos quais sinais sao transmitidos
através de uma rede de comunicacao assincrona; sistemas de controle distribuidos re-
sultantes de varios subsistemas que interagem entre si, onde cada um dos subsistemas
tem seus proprios objetivos, sensores, recursos e variaveis de decisao; e algoritmos
numéricos paralelizados, nos quais um problema de grande porte é decomposto em
varios subproblemas de porte menor que sao resolvidos concorrentemente, porém nao

necessariamente de maneira sincronizada, em diferentes processadores.

De forma simplificada, sistemas dinamicos hibridos assincronos sao sistemas que
incorporam simultaneamente dinamicas discretas e continuas, com dinamicas discretas
governadas por automatas finitos, e dinamicas continuas representadas por equacoes
diferenciais (ou a diferenca) ordinérias em cada configuracao discreta. Supde-se que as

configuracoes discretas ocorrem de forma assincrona, porém com taxas fixas.



1.1 Objetivos

No presente trabalho, serao apresentadas contribuicoes a teoria de sistemas dinamicos
hibridos assincronos desenvolvida inicialmente por Hassibi et al em (Hassibi, Boyd &
How 1999). A introdugao do conceito taza de ocorréncia de configuracio discreta neste
trabalho permite a reducao de termos bilineares presentes em problemas de analise e
sintese de sistemas dinamicos hibridos assincronos. Além disso, com o conceito taza de
ocorréncia de configuracao discreta, o numero de parametros utilizados nos problemas
é reduzido e estes passam a apresentar uma relacao direta com as configuragoes discre-
tas, isto é, passam a representar as taxas de decaimento individuais das configuracoes
discretas, facilitando, desta forma, sua interpretacao e calculo, como serd visto mais

adiante.

O estudo da estabilidade de sistemas dinamicos hibridos assincronos via funcoes de
Lyapunov quadraticas geralmente leva a formulacao de problemas de otimizacao envol-
vendo desigualdades matriciais bilineares. Desigualdades matriciais bilineares possuem
complexidade maior que as desigualdades matriciais lineares, pertencendo, de modo

geral, a classe de problemas NP-dificeis (Toker & Ozbay 1995).

Para a resolugao de problemas de analise e sintese de sistemas dinamicos hibridos
assincronos, serda proposto um algoritmo combinando métodos de pontos interiores e
algoritmos genéticos. O objetivo desta combinacao é permitir que, uma vez feita uma
decomposicao adequada do problema, uma parte do problema seja tratada como um
problema de otimizagao convexa e resolvida por técnicas eficientes de otimizacao local.
Uma técnica de otimizagao metaheuristica (de maior custo computacional) é aplicada

somente a outra parte nao-convexa do problema com dimensoes reduzidas.

Com o aparecimento de diversos problemas envolvendo assincronismo na liter-
atura, diferentes técnicas foram utilizadas para resolucao destes problemas. Entre
as quais podemos citar: matrizes ndo-negativas e indugdo matemética (Chazan &
Miranker 1969), fung¢oes de Lyapunov do tipo diagonal (Kaszkurewicz, Bhaya & Siljak
1990), analise probabilistica (Verkama 1996) (Leland 1994), anélise sincrona utilizando
aproximacao racional (Ritchey & Franklin 1989) e matrizes de transicao de estados
(Kleptsyn, Kozyakin, Krasnosel’skii & Kuznetsov 1984a) (Kleptsyn, Kozyakin, Kras-

nosel’skii & Kuznetsov 1984b). Neste trabalho , problemas da literatura envolvendo



assincronismo e tratados inicialmente com as técnicas citadas, serao revisitados e es-
tudados sobre o enfoque unificado de sistemas dinamicos hibridos assincronos, ratifi-
cando a importéncia e abrangéncia da metodologia proposta inicialmente em (Hassibi
et al. 1999).

Nao s6 na area de sistemas dinamicos hibridos assincronos, como também em outras
areas, a possibilidade de vérios problemas de controle na literatura serem formulados
como problemas de otimizacao envolvendo desigualdades matriciais bilineares, estimula
o desenvolvimento de algoritmos préaticos para a resolucao de desigualdades matriciais
bilineares ( “Bilinear Matriz Inequalities - BMIs”). No apéndice A, a titulo de exemplo,
o algoritmo combinado proposto neste trabalho sera utilizado no problema de Sintese
de controladores Hy/H,,. Neste problema, o fato de trabalharmos simultaneamente
com critérios quadraticos e restricoes H,,, impede que as BMIs existentes sejam trans-
formadas em desigualdades matriciais lineares ( “Linear Matriz Inequalities - LMIs”)

através de mudancas de varidveis (Boyd, Ghaoui, Feron & Balakrishnan 1994).

1.2 Revisao Bibliografica

Trabalhos anteriores sobre sistemas dinamicos hibridos assincronos priorizaram o es-
tudo sobre os critérios de estabilidade para estes sistemas. Chazan e Miranker (Chazan
& Miranker 1969) foram os primeiros a estudar a estabilidade de um sistema linear
discreto sujeito a atrasos variantes no tempo e possivelmente nao-limitados em um
contexto chamado por estes autores de computacgao iterativa cadtica, onde a palavra
cadtica significava a variacao arbitaria de atrasos no sistema. O trabalho desen-
volvido por estes autores apresentou condicoes de estabilidade utilizadas posterior-
mente para garantir a convergéncia de algoritmos numéricos assincronos (Bertsekas &
Tsitsiklis 1989).

Pelo fato dos sistemas dinanicos hibridos assincronos ou dessincronizados apre-
sentarem diversos periodos de amostragem, alguns trabalhos também denominam estes
sistemas como sistemas assincronos multi-taxa. A partir de fenémenos observados no
funcionamento de sistemas digitais, Kleptsyn et al (Kleptsyn, Kozyakin, Krasnosel’skii
& Kuznetsov 1983, Kleptsyn, Kozyakin, Krasnosel’skii & Kuznetsov 1984¢, Kleptsyn,
Kozyakin, Krasnosel’skii & Kuznetsov 1984d, Kleptsyn, Krasnosel’skii, Kuznetsov &



Kozjakin 1984) apresentaram um modelo para o estudo de sistemas dinamicos hibridos
assincronos, baseado nas matrizes de transicao de estado associadas aos instantes de
atualizacao das varidaveis do sistema. Na colecao de artigos citados anteriormente,
Kleptsyn e co-autores definiram duas classes para os tipos de assincronismo que po-
dem ocorrer no modelo proposto por estes autores, classificando os sistemas como
assincronos em fase e assincronos em frequéncia, baseado na relacao racional ou nao
existente entre os diferentes periodos de amostragem.

Kleptsyn e co-autores forneceram alguns critérios de estabilidade, apesar de evi-
denciarem a dificuldade de se obter critérios de estabilidade para sistemas de ordem
elevada, devido ao crescimento exponencial dos calculos a serem realizados. Especifi-
camente em (Kleptsyn, Krasnosel’skii, Kuznetsov & Kozjakin 1984), foi apresentado
o algoritmo de Kleptsyn para sistemas assincronos em frequéncia de segunda ordem,
consistindo de uma série de passos que permitem fazer uma andlise da estabilidade do
sistema, sem aumento excessivo da complexidade matematica.

No modelo proposto por Ritchey e Franklin (Ritchey & Franklin 1989) para sis-
temas de controle dessincronizados, sao definidos como assincronos somente os sis-
temas de controle que apresentam uma relacao irracional entre os diferentes periodos
de amostragem existentes no sistema. A partir do modelo proposto e da idéia de
aproximar um numero irracional utilizando fragoes racionais, é apresentada uma analise
sincrona aproximada fazendo uso de uma sequéncia de matrizes de transicao de estados
discretizadas, o que leva a obtencao de uma condigao suficiente para a estabilidade do
sistema. A principal restricao existente desta abordagem é a necessidade da hipotese
de que todas as matrizes de transicao de estado sejam diagonalizaveis.

Outra visao sobre assincronismo é apresentada por Krtolica et al (Hassibi et al.
1999) na andlise de estabilidade de um sistema de controle distribuido onde uma rede
de comunicacao é utilizada na transferéncia de informagcoes entre planta e controlador.
O assincronismo do sistema de controle apresentado é caracterizado pela natureza
randomica de possiveis atrasos na comunicacao entre planta e controlador.

Krtolica et al (Krtolica, Ozgiiner, Chan, Goktas, Winkelman & Liubakka 1994) rela-
cionam a estabilidade do sistema com sequéncias bindrias que representam parametros
de atrasos de comunicacao. O aumento dos atrasos na rede de comunicagao do sis-

tema causa um aumento no nimero de sequéncias bindrias a serem analisadas, o que
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restringe o uso do método na verificagao de estabilidade para um nimero pequeno de
atrasos. Ainda em (Krtolica et al. 1994), os autores também apresentam uma andlise
do comportamento do sistema de controle com atrasos aleatérios utilizando uma cadeia
de Markov.

Devido aos diferentes tipos de modelagem de assincronismo, muitas vezes restritos
a casos particulares, tornou-se clara a necessidade de se unificar as teorias existentes
com o objetivo de se obter critérios de estabilidade mais abrangentes para os sistemas
dinamicos hibridos assincronos. Em sua tese (de Medeiros 2001), Medeiros mostra que
os modelos de assincronismo apresentados em (Ritchey & Franklin 1989) e (Krtolica
et al. 1994) podem ser vistos como casos especiais do modelo estudado por Kleptsyn
et al (Kleptsyn et al. 1983, Kleptsyn, Kozyakin, Krasnosel’skii & Kuznetsov 1984c,
Kleptsyn, Krasnosel’skii, Kuznetsov & Kozjakin 1984).

Com o desenvolvimento de computadores paralelos, a computacao cientifica tem
sido outra drea a estimular o aumento de pesquisas sobre assincronismo (Cassandras
1993). Kaszkurewicz e co-autores apresentam um modelo matemético descrito por
equagoes de estado para uma classe de métodos iterativos assincronos em (Kaszkurewicz
& Bhaya 1999). Utilizando este modelo, que generaliza varios modelos do tipo Chazan-
Miranker (Chazan & Miranker 1969), Kaszkurewicz et al. mostram que a convergéncia
exponencial destes métodos iterativos assincronos pode ser garantida através de fungoes
de Lyapunov diagonais.

Se por um lado existe a facilidade de modelar uma variedade de problemas como
sistemas dinamicos hibridos assincronos, o mesmo nao pode ser dito sobre a complex-
idade do comportamento destes sistemas. Muitos problemas sobre estes sistemas sao
conhecidos ou conjecturados como sendo computacionalmente intratdveis ("NP-hard”)
(Garey & Johnson 1983) (Papadimitriou & Steiglitz 1982) . Em (Hassibi et al. 1999),
Hassibi et al introduzem uma teoria baseada nas técnicas de Lyapunov para andlise e
controle de sistemas dinamicos hibridos assincronos. Hassibi e co-autores mostram que
o calculo de funcoes de Lyapunov para provar algum nivel de performance ou projeto
de controladores para os sistemas dinamicos hibridos assincronos pode ser visto como
um problema de otimizagao envolvendo desigualdades matriciais lineares ( “LMIs”) e
desigualdades matriciais bilineares ( “BMIs”).

Na teoria classica de Lyapunov, é preciso que a funcao de Lyapunov decresga mono-



tonicamente ao longo das trajetorias do estado do sistema para provarmos estabilidade.
Porém, Hassibi e co-autores (Hassibi et al. 1999) propdem o uso de uma fungao tipo Lya-
punov que decresce na média ao longo das trajetérias dos estados do sistema dinamico
hibrido assincrono. A teoria apresentada por Hassibi et al (Hassibi et al. 1999), também
foi utilizada pelos autores de (Zhang, Branicky & Phillips 2001) na analise de sistemas
de controle em rede, onde os dados entre planta e controlador sao enviados utilizando

uma rede de comunicagao sujeita a possiveis perda de pacotes de dados.

1.3 Estrutura da Tese

O presente trabalho esta estruturado da forma descrita a seguir.

No Capitulo 2 é apresentada uma definicao formal para sistemas dinamicos hibridos
assincronos com restricoes na ocorréncia de eventos desenvolvida por Hassibi et al
(Hassibi et al. 1999). Em seguida, a estabilidade destes é analisada utilizando uma
teoria baseada nas técnicas de Lyapunov. Através de um exemplo mostra-se que,
mesmo tendo uma descricao simples, estes sistemas podem apresentar um comporta-
mento muito complexo. No final do capitulo, como uma das contribuicoes desta tese,
é proposta uma alteragdo no modelo proposto em (Hassibi et al. 1999), descrita nos
teoremas (2.3) e (2.4), que permite achar um conjunto limitado para os paramétros
envolvidos na andlise de estabilidade e ainda reduzir o nimero de termos bilineares
presentes em problemas de andlise de estabilidade e sintese de controladores.

No Capitulo 3, diferentes problemas envolvendo assincronismo, serao revisitados sob
o enfoque proposto de sistemas dinamicos hibridos assincronos. Resultados obtidos com
o uso do algoritmo combinado serao comparados com os resultados originais para estes
problemas. E assim, ratificando mais uma contribuicao desta tese.

No Capitulo 4 serao apresentadas as definicoes sobre desigualdades matriciais lin-
eares e bilineares. A seguir, discutiremos sobre a complexidade computacional em
problemas de otimizacao envolvendo desigualdades matriciais lineares e bilineares.
Mencionaremos alguns programas nimericos utilizados para solucao de desigualdades
matriciais lineares e a técnica de otimizacao global utilizada para solucao de desigual-
dades matriciais bilineares. Uma visao geral sobre algoritmo genético e o seu fun-

cionamento é mostrado procurando fornecer subsidios para compreensao de outra con-



tribuigao desta tese, ou seja, o algoritmo combinado que sera apresentado no capitulo.

Ainda no Capitulo 4, serd mostrada uma aplicacao do algoritmo combinado em
problemas envolvendo desigualdades matriciais bilineares nao provenientes de sistemas
dinamicos hibridos assincronos. O problema estudado serd o problema de Sintese de
Controladores Hs/H,, no qual o fato de trabalharmos simultaneamente com critérios
quadraticos e restricoes H,,, impede que as BMIs existentes sejam transformadas em
LMIs através de mudangas de varidveis (Boyd et al. 1994). No final do capitulo,
problemas gerais envolvendo BMIs sao resolvidos fazendo uso somente de Algorit-
mos Genéticos, para isto, determinamos uma representacao cromossomica para todo o
espaco de busca nestes problemas gerais envolvendo BMIs. Os resultados encontrados
serao comparados com resultados obtidos através de uma implementacao do algoritmo
”branch and bound” (Goh, Safonov & Papavassilopoulos 1995), o qual, apesar de garan-
tir convergéncia global, apresenta eficiéncia computacional questionavel.

No Capitulo 5 serao apresentadas algumas conclusoes a respeito do trabalho desen-
volvido, bem como indicagoes de tépicos para investigagoes futuras.

No Apéndice A as duas principais técnicas, presentes na literatura para a resolugao
de problemas envolvendo BMIs serao mostradas.

No apéndice B serao fornecidos detalhes dos seis componentes fundamentais de
algoritmo genético utilizado neste trabalho.

Cépias de artigos (Rabello & Bhaya 2002) (Rabello & Bhaya 2003) publicados
no ACC2002 e no periédico IEE Proceedings-Control Theory and Applications estao

presentes no apéndice C.






Capitulo 2

Sistemas Dinamicos Hibridos
Assincronos com Restricoes nas
Taxas de Ocorréncia de

Configuracoes Discretas

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar uma definicao formal, para sistemas dinamicos
hibridos assincronos com restricoes na ocorréncia de eventos, desenvolvida por Hassibi
et al (Hassibi et al. 1999). Em seguida, a estabilidade destes é analisada utilizando
uma teoria baseada nas técnicas de Lyapunov. Através de um exemplo mostra-se que,
mesmo tendo uma descricao simples, estes sistemas podem apresentar um comporta-
mento muito complexo. No final do capitulo, apresentamos uma modificagao ao mod-
elo proposto em (Hassibi et al. 1999), com a introdugao de restrigbes na ocorréncia
de configuracoes discretas, que permite definir um espago de busca limitado para
os parametros envolvidos na andlise de estabilidade. Estes parametros, a partir da
modificacao proposta, passam a representar taxas de decaimento do sistema dinamico
hibrido assincrono nas configuracoes discretas, com significado diretamente interpretavel

em termos do sistema na andlise de estabilidade.



2.2 Definicao de um sistema dinamico hibrido
assincrono com restricoes na ocorréncia de even-
tos

Sistemas dinamicos hibridos assincronos sao sistemas que incorporam, ao mesmo tempo,
dinamicas continuas e discretas, com dinamicas continuas representadas por equacoes
diferenciais ou a diferenca ordinarias, e dinamicas discretas representadas por automatos
finitos. A dinamica discreta representada por automatos finitos esta condicionada a
ocorréncia de eventos discretos que ocorrem de forma assincrona, porém com taxas
fixas.

O diagrama de bloco da Figura 2.1 a seguir representa um sistema dinamico hibrido

assincrono.

GO
E Autdmato ‘egg S(t) S
({1,...N}, R)I)
conjunto de
sistemas dinamicos n
continuos ou (R,F) X(t)
discretos >
& = fs(x) x(k+1)
Trpr = fs(Tk)

FicUurA 2.1: Diagrama de blocos de um sistema dinamico hibrido assincrono

Nesta tese, um sistema dinamico hibrido assincrono com restrigoes nas taxas de

ocorréncia de eventos é definido como uma 7-upla

A=(R.,{1,..,N},R",E,R,T, F) (2.1)

onde R, é o tempo, {1,..., N} é o conjunto de configuragoes discretas, R™ é o espago de

estados continuos, £ ¢é o conjunto de eventos, R é o conjunto de taxas de ocorréncia dos
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eventos, Z : {1,..., N} — 2F ¢ a funcdo que relaciona evento a configura¢io discreta,

e F' é o conjunto de funcoes que representa o sistema dinamico continuo. A seguir,

detalha-se esta notacao.

Tempo. Representado pelo conjunto R, onde a varidvel utilizada é

denominada como t.

Configuragao discreta, estado continuo, espago de estado. As configuracoes disc-
retas e o estado continuo no instante de tempo ¢ sao representados por s(t) e x(t)
respectivamente. Para todo ¢, s(t) € {1,..., N} e z(t) € R". O espago de estado
de A é o conjunto {1,..., N} x R".

Conjunto de funcgoes do sistema dindgmico continuo. F = {fi,..., fy} onde f; :
R" — R" i = 1,...,N. Estas funcoes determinam a dinamica de z em cada

configuracao discreta s = 1.

Conjunto de Eventos. E = {Fy, ..., Ey} é o conjunto de possiveis eventos Fj,

i=1,.., M.

Funcoes indicadoras de eventos. Define a i-ésima funcao indicadora do evento

e;j: Ry — {0,1} parai=1,..., M onde

1, se E; ocorreu no tempo ¢

0 caso contrario.
Tazxa de eventos. R = {ry,...,rp}, cadar;, i = 1, ..., M satisfazendo 0 < r; <1, ¢é
a taxa de ocorréncia do evento F; no tempo. Ou seja, em um intervalo de tempo

[t,t + T] supondo T suficientemente grande, r;7" é a quantidade total de tempo

que o evento E; ocorreu. Em outras palavras,

1 (4T
lim — / ei(T)dr = 170 (2.3)
T Ji

T—o00

Congjuntos configuracoes-eventos discretos. A fungao Z : {1,..., N} — 2F rela-
ciona um conjunto de eventos a cada configuragao discreta. Por defini¢ao Z(s) é

0 s-ésimo conjunto configuracao-evento discreto. Supoe-se que
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I(s) = {Es, Egyy ooy Egy } (2.4)

onde F; € F para j = 1,..,M;. Ou seja, Ey;) é o j-ésimo evento do s-
ésimo conjunto configuracao-evento discreto. Os conjuntos configuracoes-eventos
discretos determinam a evolucao da configuracao discreta segundo a influéncia

dos eventos. Ou seja, s(t) =i se e somente se os eventos de Z(i) ocorreram.

e Dinamicas do estado. A evolucao do estado continuo z no tempo é dada pela

equagcao

o(t) = /0 *Fym(@)dr + 2(0).

Isto é, em cada configuracao discreta s, as dinamicas continuas sao governadas
pela equagao dinamica & = fy(z). A evolugao da configuragao discreta s é tal
que s(t) = i se e somente se Z(i) é o conjunto de eventos ocorridos no instante
de tempo ¢. A configuragao discreta s(¢) permanece inalterada até a ocorréncia
de um novo evento fazendo com que Z(j) seja o novo conjunto de configuragao-
evento discreto. Neste instante s(¢) muda para j. Isto também vale quando a

evolucao do estado x é governada pela equacao a diferengas z. 1 = fi(xg).

e Trajetoria. Uma trajetéria de A é uma funcdo (s,z) : Ry — {1,..., N} x R"

onde s e x satisfazem as dinamicas discretas e continuas de A respectivamente.

e Diagrama de transicdo. Associa-se A a um grafo G(A) chamado diagrama de
transicao. Neste grafo os nds representam as configuracoes discretas e os arcos
entre os nds correspondem aos eventos que mudam a configuracao discreta de um
no6 para outro. Qualquer trajetoria de estado discreto do sistema corresponde a
uma sequeéncia de nés através dos arcos em G(A). Na Figura 2.2 é mostrado um

exemplo de diagrama de transicao.

Os conceitos acima propostos por Hassibi e Boyd em (Hassibi et al. 1999) deter-

minam o funcionamento de sistemas dinamicos hibridos assincronos. Em uma anélise
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F1GURA 2.2: Exemplo de diagrama de transicao de um sistema dinamico hibrido
assincrono

criteriosa, observamos que o uso do conceito taxza de eventos leva a uma maior complex-
idade na formulacao de problemas de andlise e sintese de sistemas dinamicos hibridos
assincronos. Posto isto, lembrando que a ocorréncia de eventos discretos determina
diretamente a ocorréncia de configuragoes discretas em um sistema dinamico hibrido

assincrono, apresentamos os seguintes conceitos adicionais.

e [Funcoes indicadoras de configuracoes discretas. Define a i-ésima funcao indi-

cadora da configuracao discreta é; : R, — {0,1} parai=1,..., N onde

. 1, se s =1 ocorreu no tempo %
0, caso contrario.

e Tazas de ocorréncia de configuragoes discretas. R = {ry,...,7x} é o conjunto de
taxas de ocorréncia de configuracoes discretas, onde cada 7; satisfaz 0 < 7; < 1e
SN, 7 =1, e representa a taxa de ocorréncia da configuracio discreta s = i. Ou
seja, em um intervalo de tempo [¢,¢+ T] no qual T é suficientemente grande, 7;T

é a quantidade total de tempo que o estado discreto s = ¢ ocorreu. Em outras

palavras,
o1 T X
jlgrolof/t é;(T)dr = ;. (2.6)

O uso de taxa de ocorréncia de configuragoes discretas, como sera visto na Se¢ao 2.6,

permite um reducao dos termos bilineares presentes em problemas de analise e sintese

13



de sistemas dinamicos hibridos assincronos. Além de facilitar a definicao de espacos
de busca para os parametros utilizados nestes problemas, visto que estes parametros
passam a representar taxas de decaimento para cada um dos sistemas formados em
cada configuracao discreta.

A defini¢ao apresentada para sistemas dinamicos hibridos assincronos pode ser facil-
mente estendida para casos mais gerais: por exemplo, considerando entradas e saidas
na dindmica continua de cada evento discreto ou seja, & = fi(z,u) e y = g;(x,u). Pode-
mos supor também que em um determinado intervalo de tempo a taxa de ocorréncia

do evento ¢, denotada r;, seja limitada da seguinte maneira:
T, —0; <1, <T; +0; (27)

onde 7; e d; sao dados.

2.3 Exemplos de Sistemas Dinamicos Hibridos

Assincronos

Nesta secao, a titulo de esclarecer as definicoes apresentadas na secao anterior, apre-

sentamos alguns exemplos de sistemas dinamicos hibridos assincronos.

2.3.1 Sistema de controle em rede com perda de pacotes

Com os avancos nos sistemas digitais, sistemas de comunicao e rede de dados, sistemas
de controle onde as malhas de controle sao fechadas utilizando rede de comunicacao
de dados em tempo real estao ficando cada vez mais importantes. Estes sistemas sao
classificados como sistemas de controle em rede, onde a caracteristica principal é o
fato de que as informacoes, por exemplo, entradas de referéncia, saidas da planta e en-
tradas de controle, sdo trocadas entre os componentes do sistema de controle (sensores,
controladores, etc) utilizando uma rede de comunicagao de dados.

A insercao de redes de comunicacao de dados nas malhas de controle torna a analise
e sintese de sistemas de controle em rede mais complexa. Em (Zhang et al. 2001), os

autores mostram que nao s6 os atrasos induzidos pela rede tém que ser levados em
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consideracao, como também a perda de pacotes de dados. Estas perdas de pacotes de
dados representam tanto as possiveis colisoes de pacotes, como também as possiveis
falhas nos nos da rede. Quando ocorrem colisoes de pacotes, do ponto de vista de
controle, pode ser vantajoso nao retransmitir o pacote antigo, porém transmitir um
novo pacote que contenha informacoes mais recentes.

Sistemas de controle em rede com perda de pacotes podem ser facilmente modelados
como sistemas dinamicos hibridos assincronos com restricoes nas ocorréncias de eventos

(Hassibi et al. 1999), possibilitando o estudo da estabilidade destes sistemas.

i(kh) Planta :E(kh)

x((k+1)h=p x(kh)+ T u(kh)
Sy S,

Controlador

-K z(kh)

FiGUrA 2.3: Sistema de controle em rede com perda de pacotes.

A Figura 2.3 apresenta um exemplo de um sistema de controle em rede com perda
de pacotes, onde supoe-se que o sistema em malha fechada é estavel e que uma rede de
comunicacao de dados conecta a planta ao controlador em ambos os sentidos. A rede
é modelada como o par de chaves S e S que comutam com certas taxas ;. Quando
as chaves estao fechadas, os pacotes de dados sao transmitidos na rede sem atrasos.
Quando as chaves estao abertas, as saidas das chaves mantém os valores recebidos an-
teriormente e os pacotes de dados transmitidos sao perdidos. O diagrama de transicao
do sistema é apresentado na Figura 2.4, onde E, e E, correspondem aos eventos de
fechar e abrir respectivamente a primeira chave e Fy e Ey correspondem aos eventos
de fechar e abrir respectivamente a segunda chave. No Capitulo 4 retornaremos a este
exemplo, mostrando como a dinamica do sistema em cada estado discreto ou né do

diagrama de transicao pode ser descrita e analisaremos o comportamento do mesmo.

15



F1GURA 2.4: Diagrama de transicao do sistema de controle em rede com perda de
pacotes

2.3.2 Escalonamento de sistemas de controle em rede

A insercao de uma rede de comunicacao para interligar os componentes de malhas
de controle realimentadas torna a andlise e projeto de sistemas de controle em rede
complexa. Esta insercao, faz com que o desempenho da malha de controle nao dependa
somente do projeto do algoritmo de controle, mas também do escalonamento do recurso

de rede compartilhado.

O problema de escalonamento da rede em sistemas de controle em rede consiste
em definir uma sequéncia de transmissdo para cada entidade transmissora (sensor,
controlador, atuador) conectada na rede baseada em um algoritmo de escalonamento.
Este algoritmo de escalonamento é formado por um conjunto de regras que definem

qual a mensagem que pode ser transmitida num dado instante.

Considere um conjunto de sistemas de controle em rede os quais sao conectados
via rede, conforme a Figura (2.5), onde para efeitos de simplificacdo a planta e o
controlador sao lineares e a comunicacao via rede é feita somente entre os sensores da
planta e o controlador. Cada planta transmite os dados dos seus sensores com um
periodo de transmissao h;(t), possibilitando a determinagao de limites para os periodos
de transmissao que garantem estabilidade para cada planta individualmente (Zhang
et al. 2001). Contudo, como o meio de transmissao é compartilhado entre os sistemas
de controle em rede, um escalonamento para transmissao de dados das plantas torna-se

necessario.

Poderemos verificar, no Capitulo 4, que este escalonamento também pode ser estu-
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dado sobre o enfoque de sistemas dinamicos hibridos assincronos, melhorando resulta-

dos existentes na literatura.

S1,2

Planta 1 —/

x((k+1)h=D x(kh)+I" u(kh) g
1,1

\ 4

Controlador 1

-KX(kh)
[
[
[
SN2
PlantaP _/
" x((k+1)h=® x(kh)+ " u(kh) g
N,1

Controlador P
-KR(kh)

FicurA 2.5: Escalonamento de sistemas de controle em rede.

2.3.3 Algoritmos paralelos

Uma maneira de achar solucgoes de sistemas de equacoes lineares, consiste em encontrar
sucessivas aproximacoes da solucao resolvendo o problema de ponto fixo xy 1 = Axp+b.
Em uma implementacao sincrona, este problema de ponto fixo converge para o ponto
fixo z = (I — A)~'b a partir de qualquer solugao inicial se e somente se os autovalores
da matrix A apresentarem mddulo menor que um.

Em (Hassibi et al. 1999), os autores propoem uma implementagao paralelizada para
o problema de ponto fixo, onde o mesmo é decomposto em dois problemas locais que

sao resolvidos em dois processadores diferentes P e P concorrentemente, tendo como
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@X"
2/

A2

FIGURA 2.6: Versao assincrona com dois processadores para o problema de ponto fixo

objetivo reduzir o tempo de processamento necessario para resolver o problema. Esta
implementagao pode ser vista na Figura (2.6), onde o processador P é responsavel pela
atualizacdo de uma parte do vetor z, enquanto P fica responsivel por outra parte.
O assincronismo surge neste exemplo porque, para realizar outra iteracao nenhum
dos processadores tem que esperar até que a informacao do outro processador esteja
disponivel. A tnica restricao feita é que o processador P disponibilize sua parte do
vetor x para o processador P com uma taxa r; e que o processador P disponibilize sua

parte do vetor x para o processador P com uma taxa rs.

2.4 Analise de Estabilidade dos Sistemas Dinamicos
Hibridos Assincronos

Em (Hassibi et al. 1999), os autores apresentam uma teoria baseada nas técnicas de Lya-
punov para analise de estabilidade dos sistemas dinamicos. Enquanto na teoria cldssica
de Lyapunov, é necessario que a funcao de Lyapunov decres¢ca monotonicamente através
das trajetérias do sistema para provar estabilidade, Hassibi e co-autores, por outro lado,
utilizam uma funcao tipo Lyapunov que decresca nao estritamente, porém apenas na

média, ao longo das trajetérias do sistema dinamico hibrido assincrono.

2.4.1 Estabilidade exponencial: caso continuo

Assumindo que a evolucao do estado continuo x seja descrita por equacoes diferenciais

ordindrias, segundo (Hassibi et al. 1999), um sistema dinamico hibrido assincrono é
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denominado exponencialmente estavel se :
: at _
Jim e[|z (2)]| =0, (2.8)

para algum o > 0, onde o maior « possivel é chamado de taza de decaimento do
sistema, servindo como uma medida do grau de estabilidade do sistema. Assim como
na teoria classica, estabilidade exponencial implica em estabilidade assintética.

O resultado principal de Hassibi e co-autores é uma condicao suficiente para esta-

bilidade exponencial:

Teorema 2.1 Dada uma funcdao tipo Lyapunov V : R™ — R, continuamente dife-
rencidvel tal que
Bllzl]* < V(2) < Boll|f?, (2.9)
onde 12 > 0, a taza de decaimento exponencial de um sistema dindmico hibrido
assincrono serd maior do que «, se existirem escalares aq,qo,...,apr tais que
rioy +roog o Fryan > a >0 (2.10)

e a derivada de V' ao longo das trajetdrias denotada (DV (x)fs(x))

DV(l')fs(ZC) < —2(0451 + g, +"'+a5Mi)V(x) (211)

para s =1,..,N , onde s; para j =1,..., My sao definidos em (2.4).

Prova: Considerando que as transicoes das configuracoes discretas de qualquer tra-
jetéria do sistema ocorrem nos instantes 0 = ¢ < ty < t3 < ---, segue que s(t)
permanece constante no intervalo [tg, t;41]. Logo, reescrevendo a condigao (2.11) para

t € [tg, tx+1[ obtemos

V) _

Vi(z(t) — (s, + a, +"'+aSMS)’

ou ainda,
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InV(2(tpy1)) —InV(2(tr)) < =200, (tpgr — tr) + - + gy (Ergr — te)- (2.12)

Pela equagao (2.3), os escalares «; estao relacionados diretamente aos eventos FE;.
Logo, para qualquer ocorréncia de um evento FE; , teremos a contribuicao do termo
a;(try1 — tx) no lado direito da desigualdade (2.12). Portanto, somando-se estas de-

sigualdades para k =1,2,..., K — 1 :

K-1

InV(z(tg)) + ;; InV(z(ty)) — kz_ InV(z(ty)) —InV(z(0)) <

tempo de tempo de
—2C¥1 — = QCYM (213)

ocorréncia de E, ocorréncia de Ej,

Observando o cancelamento dos somatérios e sabendo que no limite, o tempo total

que o evento E; ocorre é igual a r;tx com K — 0o, obtemos

InV(z(tgx)) —InV(2(0)) < —2aq7ritx — -+ — 2amrmik. (2.14)

Utilizando (2.10) tem-se

InV(z(tgx)) — InV(2(0)) < —2at, (2.15)

logo

V(z(tg)) < e 25V (2(0)). (2.16)

Fazendo uso de (2.9) obtemos

ot | <\ Zlle(O)] (2.17)

A

que implica
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lim e®||z(t)|| = 0. (2.18)

t—o00

Comentario:

As condigoes (2.10) e (2.11) afirmam que a funcdo escalar V' nao precisa necessaria-
mente decrescer monotonicamente com uma taxa « através das trajetorias dos estados,
mas sim decrescer com uma taxa o na média. Isto permite que, por exemplo, em um de-
terminado estado discreto ¢ a fungao V' cresga, ou seja, as, +as, +- - - +as,, < 0. Porém
como o sistema apresenta uma taxa média positiva, isto é, riay +roa + - -+ ryrans >

a > 0, este permanece exponencialmente estavel.

2.4.2 Estabilidade exponencial: caso discreto

Supondo que a evolugao do estado x seja representada, agora, por equacoes a diferenca,
segundo (Hassibi et al. 1999), um sistema dinamico hibrido assincrono é exponencial-

mente estavel se :

. k .
Jim o|z(k)[| = 0, (2.19)

para algum « > 1, chamado também de taxa de decaimento do sistema.

O teorema a seguir resume os resultados encontrados em (Hassibi et al. 1999):

Teorema 2.2 Se existir uma fungdo tipo LyapunovV : R" — R, diferencidvel tal que

Billzrll® < Viwe) < Ballal?, (2.20)

onde Bi1o >0, a taza de decaimento de um sistema dindmico hibrido assincrono serd

mator do que «, desde que existam escalares aq,ao,...,cpr > 0 tais que

artan?---aff > a > 1 (2.21)

e a derivada discreta de V' ao longo das trajetorias DV (zy) fs(zg) serd dada por

DV (z1) fs(z) < (o720 a2 — 1)V (xy) (2.22)

i1 12 iMi
para s =1,..,N , onde s; para j =1,..., My sao definidos em (2.4).
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Prova: Supondo que as transicoes das configuracoes discretas de qualquer trajetéria
do sistema ocorrem nos instantes 0 = t; < ty < t3 < ---, portanto s(¢) permanece

constante no intervalo [tg, tx11]. Logo, reescrevendo a condigao (2.22) para t € [ty, tgi1]

obtemos
Viz(k+1)) < (a,a,” - -Oz;js)V(x(k)), (2.23)

ou ainda
InV(z(k+1)) < —2(Inay, +Ina,, +---+1Inay, ) +InV(zk)). (2.24)

Visto que na definicao sobre sistemas dinamicos hibridos assincronos, Hassibi e
co-autores utilizam taxas de ocorréncia de eventos, os escalares «a; estao relacionados
diretamente ao evento E;. Logo, a ocorréncia de um evento FE; , implicard a con-
tribuicao do termo «; no lado direito da desigualdade (2.24). Portanto, somando-se

estas desigualdades para k =1,2,..., K — 1:

K-1

InV(z(tg)) + ;; InV(z(ty)) — kz_ InV(z(ty)) — InV(z(0)) <

tempo de tempo de
-2 lnag —--- =2 In apr.(2.25)

ocorréncia de E, ocorréncia de Ejy

Observando o cancelamento dos somatorios e sabendo que no limite, o tempo total

que o evento E; ocorre é igual a r;tx com K — 0o, obtemos

InV(z(K)) —InV(z(0)) < =2rmKlna; — -+ —2ry K Inay,. (2.26)

Fazendo uso de (2.21)

InV(z(K)) —InV(z(0)) < —2K In«, (2.27)
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portanto

V(x(K)) < o 2KV (2(0)). (2.28)

Utilizando novamente (2.9)

Ba

o fla(K)|| < ﬁ—va(U)II, (2.29)
1
que implica
lim o]z (k)|| = 0. (2.30)
k—o00

2.5 Estabilidade Exponencial como Problema de
Otimizacao

Dada a conhecida dificuldade de achar funcoes de Lyapunov, um artificio comum é
restringir o espago de procura da funcao de Lyapunov, a determinadas classes de
funcoes candidatas. Feita a restricao, a procura por uma funcao de Lyapunov para
o sistema pode ser tratada como um problema de otimizacdao. Entre as diferentes
classes de funcoes comumente utilizadas na teoria de controle podemos citar funcoes
de Lyapunov quadraticas, funcoes de Lyapunov quadraticas somadas a uma integral
de nao-linearidade, funcoes de Lyapunov quadraticas por partes, fungoes de Lya-
punov quadréticas com restri¢oes integrais quadraticas (Boyd et al. 1994, Megretski &
Rantzer 1997, Hassibi & Boyd 1998).

Restringimos o espago de busca a classe de funcoes de Lyapunov quadraticas descritas

por

V(z) =2" Pz, P >0, (2.31)

onde a expressao P > 0 indica que a matrix P é positiva definida. Por hipdtese, as
funcgoes f, sao lineares, em cada estado discreto do sistema dinamico hibrido assincrono,

isto é,
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t=Asx, s=1,...,N. (2.32)

Conforme visto acima, um sistema dinamico hibrido assincrono é exponencialmente

estavel se

rioq 4+ reg + -+ ryrans > a > 0, (2.33)

:CT(AZP + PAS)‘/'C < —2(0451 T Qg+t CVSMi)V(x)a (234)

onde para V em (2.31), a condigao (2.34) é equivalente a desigualdade matricial

ATP+ PA, < =2(ay, + @y, + -+ i, ) P. (2.35)

Logo, podemos constatar que a andlise de estabilidade exponencial, a partir das
condicoes (2.33) e (2.35) com P > 0, pode ser vista como um problema de otimizacao
envolvendo desigualdades matriciais bilineares (Hassibi et al. 1999) nos parametros «;
e P. Ou ainda, como um problema envolvendo desigualdades matriciais lineares (Boyd

et al. 1994), se fixarmos a varidvel P ou as varidveis a; separadamente.

Novamente, supondo que a evolucao do estado x seja representada por equacoes
a diferenca lineares xy,1 = Aszk, no lugar de equagoes diferenciais #(t) = Asx(t), e
dada uma fungao de Lyapunov candidata definida segundo (2.31), as condigoes para
estabilidade exponencial de um sistema dinamico hibrido assincrono podem ser escritas

como :

artalt-calf > a>1, (2.36)
el (AT PA, — P)x < (a, a2 = 1)V (2). (2.37)

Sendo que (2.37) pode ser reescrito como a seguinte desigualdade matricial

ATPA; — P < (aa,} ;2 —1)P, (2.38)

D) SM.
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envolvendo as variaveis o, e P.

Nesta altura, dois pontos devem ser enfatizados: a presenca de desigualdades ma-
triciais nao-lineares em (2.35) e (2.38). De modo geral, problemas de otimizacao envol-
vendo este tipo de desigualdades pertencem a uma classe de problemas de otimizagao
que nao podem ser resolvidos em tempo polinomial (Garey & Johnson 1983) (Toker &
Ozbay 1995). O préximo capitulo estd voltado para uma apresentacao detalhada sobre
problemas envolvendo desigualdades matriciais bilineares e os métodos existentes para
obtencao de solugoes locais ou globais nestes tipos de problemas.

Outro ponto que chama a atencao, confirmado o grau de complexidade das desigual-
dades matriciais (2.35) e (2.38), é a representagao proposta por Hassibi e co-autores
(Hassibi et al. 1999), relacionando os parametros «; diretamente com a ocorréncia de
eventos. Na préxima secao serd mostrado como é possivel utilizar outra definicao para
as variaveis oy, a fim de facilitar a obtencao de um conjunto vidvel para as variaveis

desejadas.

2.6 Analise de Estabilidade Exponencial
Empregando o conceito de Taxa de ocorréncia

de configuracoes discretas

Com o objetivo de mostrar as vantagens no uso de tazxa de ocorréncia de configuragoes
discretas, recorremos ao uso do exemplo a seguir.

Consideremos um sistema dinamico hibrido assincrono composto de 4 configuracoes
discretas, com um diagrama de transicio de estados, onde E, e E, representam a
ocorréncia e a auséncia de eventos respectivamente.

Restringindo-se a classe de funcoes de Lyapunov quadréticas representadas por

(2.31), supoe-se as funcoes f, sao lineares, isto é,
T=Agx, s=1,..,4,

em cada estado discreto do sistema dinadmico hibrido assincrono.

As condicoes suficientes para estabilidade exponencial do sistema dinamico hibrido
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FicuraA 2.7: Exemplo de diagrama de transicao de um sistema dinamico hibrido
assincrono

assincrono podem Ser expressas por

riaq 4 maq + roag 4 iy > a > 0, (2.39)
ATP + PA, < —2(a, + ay)P, (2.40)
ATP + PAy =< —2(a; + )P, (2.41)
ATP + PA3 < —2(ay + az) P, (2.42)
ATP 4+ PA; = —2(aq + ap)P. (2.43)

onde i, au, @) e @ sdo as taxas de ocorréncia dos eventos Fy, E,, F, e F, respecti-
vamente.

A utilizagdo do conceito de taxas de ocorréncia de eventos (Hassibi et al. 1999),
tem como consequéncia, o aparecimento de dois termos bilineares, (por exemplo a; P e
azP em (2.43)), em cada uma das quatro desigualdades matriciais bilineares. Dada a
dificuldade de resolucao de desigualdades matriciais bilineares, qualquer representacao
diferente da proposta em (Hassibi et al. 1999) que reduza o nimero de termos bilineares,

torna-se relevante.
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O outro inconveniente da escolha das taxas de ocorréncia de eventos em (Hassibi
et al. 1999), é a presenca dos parametros «; na forma de uma soma, impossibilitando
relacionar diretamente estes parametros com taxas de decaimento em cada uma das
desigualdades matriciais bilineares.

Observando o diagrama de estados na Figura (2.7), podemos constatar que a
ocorréncia de eventos determina diretamente a ocorréncia de configuragoes discretas no
sistema dinamico hibrido assincrono. Isto motivou a introducao dos conceitos Funcoes
Indicadoras de Configuracoes Discretas e Taxa de Configuragoes Discretas, segundo as
equagoes (2.5) e (2.6), respectivamente.

Utilizaremos taxas de ocorréncia de configuracoes discretas, ao invés das taxas
ocorréncia de eventos originalmente propostas em (Hassibi et al. 1999). As condigoes
suficientes para estabilidade exponencial do sistema dinamico hibrido assincrono podem

agora, ser expressas através do teorema a seguir.

Teorema 2.3 Dada uma funcdo tipo Lyapunov V : R™ — R, continuamente dife-

rencidvel tal que
2 2
Bullzll” < V() < Ballz], (2.44)
onde 12 > 0, a taza de decaimento exponencial de um sistema dindmico hibrido
assincrono serd maior do que o, Se existirem escalares aq,Qs,...,as tais que

Froy + Foog + -+ - + Ty > a0 > 0 (245)

e a derivada de V' ao longo das trajetdrias denotada (DV (x)fs(x))

DV (x)fs(x) < =20,V (x) (2.46)

para s =1,...,N.

Prova: Considerando que as transicoes das configuracoes discretas de qualquer tra-
jetéria do sistema ocorrem nos instantes 0 = ¢; < to < t3 < ---, segue que s(t)
permanece constante no intervalo [tg, tx41]. Logo, reescrevendo a condigao (2.11) para

t € [tg, tx+1[ obtemos
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ou ainda,

InV(x(tps1)) —InV(z(te)) < —20s(tpr1 — te)- (2.47)

Pela equagao (2.6), os escalares oy estao relacionados diretamente as configuragoes
discretas s. Logo, para qualquer ocorréncia de uma configuracao discreta s , teremos a
contribui¢ao do termo a,(tg1 — tx) no lado direito da desigualdade (2.47). Portanto,

somando-se estas desigualdades para k =1,2,..., K —1:

K—1 K—1
InV(z(tx)) + > InV(z(ty) — Y. ImV(z(ty) — InV(2(0)) <
k=2 k=2
tempo de tempo de
—QOél — e = 2C¥N (248)
ocorréncia de s = 1 ocorréncia de s = N

Observando o cancelamento dos somatorios e sabendo que no limite, o tempo total
que a configuracao discreta s = i, ¢ = 1,..., N, ocorre é igual a 7;tx com K — oo,
obtemos

InV(z(tg)) —InV(x(0)) < 20171t — -+ — 2anTNtk. (2.49)

Utilizando (2.45) tem-se

InV(z(tg)) —InV(z(0)) < —2at, (2.50)

logo

V(z(ty)) < e 25V (2(0)). (2.51)
Fazendo uso de (2.44) obtemos
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Ba

el (tx)| < ﬁ—llx(o)ll (2.52)
1
que implica
: at _
Jim e |=(¢)|| = 0. (2.53)

Restringindo-se a classe de funcoes de Lyapunov quadréticas representadas por

(2.31), supoe-se as funcoes f; sao lineares, isto é,

T=Ax, s=1,..4,

em cada configuracao discreta do sistema dinamico hibrido assincrono.
As condicoes suficientes para estabilidade exponencial do sistema dinamico hibrido

assincrono podem ser expressas por

Flo + Tooig + TFyarg + Faay > a > 0, (2.54)
ATP + PA; < —2a, P, (2.55)
ATP 4+ PAy < —20,P, (2.56)
ATP 4+ PAs < —2a3P, (2.57)
ATP + PAy < —2a4P. (2.58)

onde os parametros a, correspondem agora as configuracoes discretas existentes no
sistema e 7, s = 1,...,4 sao as taxas de ocorréncia de configuragoes discretas.

Como pode ser visto, mesmo com o uso de taxas de ocorréncia de configuracoes disc-
retas na analise de estabilidade exponencial de sistemas dinamicos hibridos assincronos,
permanecem as desigualdades matriciais bilineares. Contudo, o uso destas taxas prop-

icia um reducao neste caso pela metade do niimero de termos bilineares presentes nas
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condicoes suficientes para estabilidade exponencial. Além disto, o fato de somente um
dos parametros q; estar presente em cada uma das desigualdades matriciais bilineares,
permite que, ao olharmos cada uma destas desigualdades matriciais bilineares isolada-
mente, estes parametros passem a representar as taxas de decaimento das trajetérias de
cada um dos subsistemas que existe em cada configuracao discreta do sistema dinamico
hibrido assincrono. Desta forma podemos encontrar um conjunto viavel para cada um
dos parametros utilizados na andlise de estabilidade exponencial e nao somente re-
stricoes para a soma dos mesmos.

No caso de dinamicas discretas em cada configuracao discreta, e utilizando no-
vamente taxas de ocorréncia de configuracoes discretas, as condicoes suficientes para
estabilidade exponencial do sistema dinamico hibrido assincrono podem ser expressas

através do teorema a seguir.

Teorema 2.4 Se existir uma fungdo tipo Lyapunov V : R" — R diferencidvel tal que

Bullzill® < V(zk) < Ballzell?, (2.59)

onde 12 >0, a taza de decaimento de um sistema dindmico hibrido assincrono serd

mator do que o, desde que existam escalares aq,qa,...,an > 0 tais que

alal? o > a > 1. 2.60
1 Qg N

e a derivada discreta de V' ao longo das trajetorias DV (zy) fs(zg) serd dada por
DV (z) fs(z) < (o, — 1)V (24) (2.61)
para s =1,...,N.

Prova: Supondo que as transicoes das configuracoes discretas de qualquer trajetéria
do sistema ocorrem nos instantes 0 = t; < ty < t3 < ---, portanto s(¢) permanece
constante no intervalo [tg, tx11]. Logo, reescrevendo a condigao (2.22) para t € [ty, tpi1]

obtemos

V(z(k+1)) < (a;2)V(2(k)), (2.62)



ou ainda

InV(z(k+1)) < -2(nay) +InV(z(k)). (2.63)

Visto que os escalares a,, s = 1,..., N, estao relacionados diretamente as con-
figuracoes discretas, logo, a ocorréncia de uma configuracao discreta, implicard a con-
tribui¢do do termo «; no lado direito da desigualdade (2.63). Portanto, somando-se

estas desigualdades para k =1,2,..., K — 1:

K-1

InV(z(tg)) + ;; InV(z(ty)) — kz_ InV(z(ty)) — InV(z(0)) <

tempo de tempo de
-2 lnag —---—2 Inay.(2.64)

ocorréncia de s=1 ocorréncia de s=N
Observando o cancelamento dos somatérios e sabendo que no limite, o tempo total
que a configuracao discreta s = i, ¢ = 1,..., N, ocorre é igual a 7;tx com K — oo,
obtemos
InV(z(K)) —InV(z(0)) < =21 Klna; —--- — 2iyK Inay. (2.65)

Fazendo uso de (2.60)

InV(z(K)) —InV(z(0)) < —2K Ina, (2.66)

portanto

V(z(K)) < a 25V (2(0)). (2.67)

Utilizando novamente (2.59)

o lz(K)| < %II!E(U)II, (2.68)

que implica
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lim o*||z(k)|| = 0. (2.69)

k—o00

Restringindo-se a classe de funcoes de Lyapunov quadraticas representadas por

(2.31), e as fungoes f; representadas por equagoes a diferenca lineares, isto é,
Tpp1 = Agxg, s=1,...,4,

em cada configuracao discreta do sistema dinamico hibrido assincrono.

As condicoes suficientes para estabilidade exponencial do sistema dinamico hibrido

assincrono podem Ser expressas por

aflaaFalt > a > 1, (2.70)
ATPA, — P < (a;2 - 1)P, (2.71)
ATPAy — P = (a2 = 1)P, (2.72)
ATPAs — P < (3% —1)P, (2.73)
ATPA;— P < (a;> —1)P. (2.74)

onde os parametros «a, correspondem agora as configuracoes discretas existentes no

sistema, e 75, s = 1, ..., N sao as taxas de ocorréncia de configuracoes discretas.

Assim como ocorre no caso em que as funcoes fs sao representadas por equagoes
diferenciais ordindrias, também quando estas funcoes f, sao representadas por equacoes
a diferencas, o uso de taxas de ocorréncia de configuragoes discretas permite que seja
reduzido o nimero de termos bilineares na anélise de estabilidade de sistemas dinamicos
hibridos assincronos. Os parametros o, passam a estar relacionados com cada um dos
subsistemas de cada configuracao discreta, representando a taxa de decaimento de cada

subsistema individualmente. Novamente, fica facilita a definicao de intervalos factiveis
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para o calculo dos mesmos.

Os Teoremas (2.3) e (2.4) mostraram que com o uso do conceito de taza de ocorréncia
foi possivel reduzir o niimero de termos bilineares presentes na analise de estabilidade.
Contudo, mesmo que em numero menor, a andlise de estabilidade leva a problemas
envolvendo desigualdades matriciais bilineares.

O fato de problemas envolvendo desigualdades matriciais bilineares pertencerem
a uma classe de problemas de otimizacao que nao podem ser resolvidos em tempo
polinomial no pior caso (Garey & Johnson 1983), nao torna impossivel a existéncia
de algoritmos para a solucao dos mesmos. Algoritmos eficientes para estes tipos de
problemas existem e envolvem tipicamente aproximacoes, heuristicas, “branch-and-
bound”, ou busca local (Braatz, Young, Doyle & Morari 1994, Garey & Johnson 1983,
Papadimitriou & Steiglitz 1982).

No capitulo 4, esclareceremos formalmente o que sao desigualdades matriciais lin-
eares e bilineares. Além disso, serd apresentado um algoritmo pratico para resolucao
de desigualdades matriciais bilineares combinando os métodos de pontos interiores

(Nesterov & Nemirovskii 1994) e algoritmos genéticos (Goldberg 1989).

2.6.1 Sintese de controlador e andalise de estabilidade expo-

nencial simultaneas

E possivel simultaneamente projetar um controlador que permita obter um determi-
nado nivel de desempenho referente a taxa de decaimento de um sistema dinamico
hibrido assincrono, e determinar uma funcao de Lyapunov que prove a estabilidade
exponencial para o nivel referido. Para tanto, as matrizes que representam o sistema
em malha-aberta em estudo, devem ser substituidas pelas matrizes que representam o
sistema em malha-fechada contendo os parametros do controlador desejado.

A inclusao do projeto do controlador faz com que as desigualdades matriciais ap-
resentem termos bilineares compostos da matriz P e dos parametros do controlador.

Utilizando taxas de ocorréncia de configuracoes discretas e admitindo:

e dinamicas lineares continuas,

e realimentacao de estado,
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ou seja:

t=Asx + Bsu, us=—-Kx, s=1,...,N,

em cada configuracao discreta do sistema dinamico hibrido assincrono. As condigoes
suficientes para estabilidade exponencial do sistema dinamico hibrido assincrono po-

dem, ser expressas através do teorema a seguir.

Teorema 2.5 Supondo a existéncia de uma funcdo de Lyapunov candidata do tipo
(2.31), a taza de decaimento do sistema dinamico hibrido assincrono é maior do que

a, se existirem escalares o, e as matrizes P e K, tais que

N
Y s> a >0, (2.75)
s=1

(A, — ByK,)"P + P(A, — B,K,) < —2a,P, (2.76)

onde os s = 1,..N e o0s parametros ag correspondem as configuragoes discretas eris-

tentes no sistema.

Para o caso de dinamicas discretas em cada configuragao discreta do sistema dinamico

hibrido assincrono, ou seja:

Tpy1 = Asxp + Bsugs, ups = —Kgxp, s=1,...,N,

as condicoes suficientes para estabilidade exponencial do sistema dinamico hibrido

assincrono podem ser expressas através do teorema a seguir.

Teorema 2.6 Supondo a existéncia de uma funcdo de Lyapunov candidata do tipo
(2.81), a taza de decaimento do sistema dindmico hibrido assincrono é maior do que

«, se existirem escalares o, e matrizes P e K tais que

N
Il e >a>1, (2.77)
s=1

(A; — B,K,)"P(A; — B{K,) — P < (a;2 — 1) P, (2.78)
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onde 1 = 1,...N e os parametros «; correspondem agora as configuragoes discretas

existentes no sistema.

As provas dos teoremas (2.5) e (2.6) sao idénticas as provas dos teoremas (2.3)
e (2.4), exceto pelo fato de utilizarmos as matrizes A; — B;K,, s = 1,..., N para
representar as dinamicas de cada configuracao discreta em malha fechada.

Em ambos os casos de dinamicas continuas e dinamicas discretas para as con-
figuracoes discretas do sistema dinamico hibrido assincrono, o fato de utilizarmos uma
matriz simultanea P gera certo conservadorismo nos resultados encontrados. Contudo,
o uso desta matriz simultanea P é o que permite o cancelamento dos termos somatorios,
vital para a prova de andlise estabilidade exponencial de sistemas dinamicos hibridos
assincronos, admitindo-se a utilizacao da funcao de Lyapunov quadratica.

Visto que a inclusao do projeto de um controlador em conjunto com a andlise de
estabilidade exponencial em um sistema dinamico hibrido assincrono causa um aumento
do numero de termos bilineares nas desigualdades matriciais, temos aqui mais uma
motivacao para o uso do conceito taxa de configuracoes discretas, a qual permite uma
representagao com reduzido nimero de termos bilineares nas desigualdades matriciais

bilineares.
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Capitulo 3

Aplicacoes em Controle e Métodos

Iterativos

3.1 Introducao

Neste capitulo, diferentes problemas existentes na literatura envolvendo assincronismo,
serao revisitados e analisados sob a perspectiva de sistemas dinamicos hibridos assincronos
apresentada neste trabalho. A andlise de estabilidade e sintese de controladores nestes
exemplos serao feitas com a ajuda do algoritmo combinado proposto no capitulo 4. Em
particular, para um exemplo da literatura, do chamado assincronismo em frequéncia
(Kleptsyn, Krasnosel’skii, Kuznetsov & Kozjakin 1984), serd mostrado que a estabili-
dade deste sistema pode ser decidida solucionando um problema de autovalor general-

izado.

3.2 Analise de estabilidade em sistemas de controle

em rede sujeitos a perda de pacotes

Nesta secao mostraremos a utilizagao do Teorema 2.4 e do algoritmo combinado pro-
posto no Capitulo 4 para a analise de estabilidade, no contexto de sistemas de controle
em rede sujeitos a perda de pacotes.

Retornando ao exemplo mostrado na Figura 2.3, considere uma planta com o

seguinte modelo (Zhang et al. 2001):
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l.'l 0 1 T 0

= —+ u,
(3.1)
X1
v=[1 0
T2
E utilizada uma realimentacao proporcional de estados continuos v = —Kx, onde

K =[3.75,11.5]. Para um periodo de amostragem h = 0.3s, obtemos

1 0.2955 - 0.0045
0 09704 | 0.0296

e a matriz (® — 'K), que representa o sistema em malha fechada, possui todos os

autovalores dentro do circulo unitario.

De acordo com a posi¢ao das chaves (estados T e %), as suas dinamicas podem ser

modeladas como

Si: z(kh) = a(kh),
So: w(kh) = z((k - 1)h),
Si: #(kh) = —Ka(kh),
Sy: #(kh) = @((k - 1)h).

No caso de perda de pacotes na transmissao de dados da planta para o controlador
e do controlador para a planta, a dinamica da configuracao discreta ou estado discreto

correspondente do sistema dinamico hibrido assincrono pode ser expressa como:

z((k+1)h) ® 0T z(kh)
((k+1h) |=]0 I 0 z(kh) (3.2)
#((k + 1)h) 0 0 I || akh

No caso de transmissao de dados da planta para o controlador e do controlador para
a planta sem perda de pacotes, a dinamica da configuragao discreta ou estado discreto

correspondente do sistema dinamico hibrido assincrono pode ser expressa como:
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z((k +1)h) ® 0 T z(kh)
z((k+1h) |=|® 0 T z(kh) (3.3)
z((k+1)h) 0 —K 0 z(kh)

No caso de perda de pacotes na transmissao de dados da planta para o controlador
e transmissao de dados do controlador para a planta sem perda de pacotes, a dinamica
da configuracao discreta ou estado discreto correspondente do sistema dinamico hibrido

assincrono pode ser expressa como:

z((k+1)h) ® 0 T z(kh)
#(k+1h) | =0 I 0 || z(kh) (3.4)
#((k +1)h) 0 —K 0 || 2(kh)

No caso de perda de pacotes na transmissao de dados do controlador para a planta
e transmissao de dados da planta para o controlador sem perda de pacotes, a dinamica
da configuracao discreta ou estado discreto correspondente do sistema dinamico hibrido

assincrono pode Ser expressa como:

2((k + 1)h) ® 0 T || x(kh)
z(k+1h) |=|® 0 T || z(kh) (3.5)
#((k + 1)h) 0 0 I || &kh)

Concatenando os vetores de estado da planta e do controlador obtemos o vetor:

2(kh) = [oT (kh), 27 (kh), &7 (kh)]T,

o que permite que o sistema de controle em rede com perda de pacotes seja representado

pelo seguinte sistema variante o tempo :

2((k 4+ 1)h) = ®,2(kh),

onde s =1,---,4.

Com a seguinte dinamica do sistema,
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® 0T ® 0 T

> =071 0|, &= |2 o0 :
00 I 0 —K 0
® 0 T 3 0

® =0 I 0|, @ = |® 0 ,
0 —K 0 01

para cada uma das quatro configuracoes discretas.

correspondendo as chaves nas posicoes Sy e So, S; e Sy, 51 e Sy, S1 e S, respectiva-

mente.

A rede de comunicacao de dados utilizada no problema apresenta perda de 5% dos
pacotes de dados. Ou seja, as chaves S e S sdo fechadas com taxas 71 = r, = 0.95. Se
utilizdssemos estas taxas de ocorréncia de eventos, terifamos uma maior complexidade
na analise de estabilidade exponencial do problema, conforme o que foi mostrado no
capitulo 2. Porém, a partir destas taxas, lembrando que a ocorréncia dos eventos é
independente, facilmente obtemos as seguintes taxas de ocorréncia dos quatro estados

discretos possiveis no problema, :

71 = (1 —0.95)(1 — 0.95) = 0.0025, 7y = 0.95% = 0.9025,
73 = (0.95)(1 — 0.95) = 0.0475, 74 = (1 — 0.95)(0.95) = 0.0475.

(3.6)

Para uma fungao de Lyapunov candidata quadratica descrita em (2.31), a anélise
de estabilidade exponencial do sistema de controle em rede pode ser representada pelo
seguinte problema de otimizacao :

1 fo

max a4 a5’ s’ oyt

sujeito a
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TPP,— P < (a;>2—1)P , s=1,2,3,4
(3.7)
0 < P,

onde as taxas 7 e os parametros a; estao relacionados as configuragoes discretas do
sistema dinamico hibrido assincrono.

Visto que os parametros oy representam agora as taxas de decaimento de cada
subsistema, existente em cada uma das configuracoes discretas do sistema dinamico
hibrido assincrono, podemos facilmente definir o seguinte espaco de busca viavel para

estes parametros :

0 S g S ]-7
1 < ap < 1.1362,
(3.8)
0 S a3 S 17
0 S Oy S 1

Os valores limites do espaco de busca para cada um dos parametros a; sao obtidos
através da solucao de problemas de autovalor generalizado (Boyd et al. 1994) para cada

subsistema, isto é:

min ;% — 1 (3.9)

sujeito a

onde s =1, ...,4.

Problemas de autovalor generalizado pertencem a classe de problemas de otimizagao
quasi-convexos, os quais sao solucionados de forma eficiente utilizando métodos de
pontos interiores.

Utilizando o algoritmo proposto no capitulo 4, com uma representacao cromossomica
utilizando numeros reais, os operadores genéticos recombinacao aritmética e mutacao
uniforme, o esquema de selecao chamado escalonamento geométrico normalizado com

8% de probabilidade par escolha do melhor individuo, uma populacao de 20 individuos
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e 50 geracoes como critério de parada, obtemos para o problema de otimizacao os

seguintes valores:

ap = 0.5714, ay = 1.1326, az = 0.7158, oy = 0.7074,

13.02  26.19 —-4.21 -10.33 0.61
26.19 6767 —9.99 -29.14 1.72
P = —-4.21 =999 459 1148 -0.04 |,
—10.33 —29.14 1148 33.65 —0.13
0.61 1.72  —-0.04 -0.13 0.14

e como consequeéncia, uma taxa de decaimento para o sistema de controle em rede com

perda de pacotes igual a :

4
I] ofs = 1.0818,

s=1

comprovando que o mesmo ¢ exponencialmente estdvel segundo Teorema 2.2.

Comentdrio:

No exemplo original mostrado em (Hassibi et al. 1999), os autores assumiram so-
mente uma rede de comunicacao na transmissao de dados da planta para o controlador.
Aqui, assumimos que existem redes de comunicacao para a transmissao de dados, seja
da planta para o controlador como do controlador para a planta. O fato de Hassibi e co-
autores utilizarem o conceito de taxa de eventos faz com que os mesmos nao detalhem
a questao dos parametros ag. Com o uso do conceito tazxa de configuracoes discretas,
podemos observar uma relacao entre os parametros «; e as configuracoes discretas do
sistema dinamico hibrido assincrono, determinando facilmente um intervalo viavel para
o projeto dos mesmos. A seguir, incluiremos a questao da sintese de um controlador no
problema em questao. Apdés uma simples inclusao no algoritmo combinado, obteremos
um controlador que melhora a taxa de decaimento do sistema de controle em rede com

perda de pacotes.
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Procedimento geral para andlise de estabilidade de sistema de controle em
rede sujeito a perda de pacotes

Notamos que para qualquer sistema de controle em rede sujeito a perda de pa-
cotes, podemos aplicar a mesma sequéncia de passos para a analise de estabilidade dos

mesmos. A saber:

(i) Determinar as configuragoes discretas,
(ii) Determinar as dindmicas do sistema nas configuragoes discretas,

(iii) Determinar as taxas de ocorréncia das configuracoes discretas a partir das taxas

de perdas de pacotes,

(iv) Determinar o espago de busca dos parametros «; solucionando problemas de

autovalor generalizado para cada configuracao discreta segundo (3.9),
(v) Formular o problema de otimizacao (Exemplo: problema (3.7)),

(vi) Solucionar problema de otimizac¢ao com o uso do Algoritmo Combinado (Cap. 4).

3.2.1 Analise de estabilidade e sintese do controlador
simultanea para sistemas de controle em rede com perda

de pacotes

No exemplo apresentado de sistemas de controle em rede com perda de pacotes (Zhang
et al. 2001), foi utilizada uma realimentacao proporcional de estados pré-determinada
para um sistema de controle convencional, isto é, sem a rede de transmissao de dados.

Observando o problema proposto para a analise de estabilidade do sistema de cont-
role com perda de pacotes, é interessante analisar a possibilidade de reformular o prob-
lema, de forma que seja possivel incluir a sintese do controlador desejado no mesmo.
Com isso, os efeitos causados na dinamica da planta pelo uso de um sistema de controle
em rede com perda de pacotes também podem ser levados em consideracao na sintese
do controlador.

Reescrevendo o problema de otimizagao (3.7), para além da andlise de estabilidade

exponencial, incluir a sintese de um controlador proporcional obtemos:
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max o' oy’ as® oy

sujeito a

TP - P < (a7?-1)P,
Py (K)'POy(K) - P =< (a2 —1)P
O3(K) ' PO3(K)— P < (a32—1)P (3.10)
dTPP, — P < (a;?2-1)P,
0 < P.

Fazendo uso do algoritmo proposto no Capitulo 3 modificado para incluir o con-
ki ko

genéticos. A partir do seguinte espaco de busca escolhido:

trolador K =

, no espaco de busca que serd codificado utilizado algoritmos

0 S S ]_,
1 < ap < 1.5,
0 S a3 S 17
(3.11)
0 S Oy S ]-7
0 < k < 15,
0 < ky < 15,

onde os limites do espaco de busca para cada um dos parametros a,; sao obtidos
através da solucao de problemas de autovalor generalizado (Boyd et al. 1994) para
cada subsistema e os limites de ganhos do controlador sao definidos segundo o pro-
jeto. Para taxas de ocorréncias de configuragoes discretas (3.6), utilizando uma repre-
sentacao cromossoOmica com numeros reais, os operadores genéticos recombinacao ar-
itmética e mutacao uniforme, o esquema de selecao chamado escalonamento geométrico
normalizado com 8% de probabilidade par escolha do melhor individuo, uma populagao
de 20 individuos e 50 geragoes como critério de parada, obtemos para o problema de

otimizacao os seguintes valores:

ap = 0.5532, ay = 1.2319, a3 = 0.6506, oy = 0.4697,
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K = 45805 9.6586 |,

27.89  33.17 —1445 —-14.30 0.93

33.17  57.69 —13.83 —24.66 1.76

P = —14.45 —-13.83 13.16 11.28 —0.14
—14.30 —24.66 11.28 1878 —0.35
I 0.93 1.76 —-0.14 —-0.35 0.10 J

e como consequeéncia, uma taxa de decaimento para o sistema de controle em rede com

perda de pacotes igual a :
4 ~
H oy = 1.1393,
s=1

melhor que a encontrada inicialmente com o controlador pré-determinado e compro-

vando que o mesmo é exponencialmente estavel.

Procedimento geral para andlise de estabilidade e sintese do controlador

stmultanea para sistemas de controle em rede com perda de pacotes

A insercao da sintese de um controlador proporcional em conjunto com a analise
de estabilidade, visto o aumento dos termos bilineares no problema de otimizacao,
torna necessaria a codificagao cromossomial também dos parametros do controlador.
A seguir, reescrevemos a sequéncia de passos que podemos aplicar na analise de esta-
bilidade de sistemas de controle em rede sujeitos a perda de pacotes incluindo agora a

sintese simultanea de um controlador proporcional. A saber:

(i) Determinar as configuragoes discretas,
(ii) Determinar as dindmicas do sistema nas configuragoes discretas,

(iii) Determinar as taxas de ocorréncia das configuragoes discretas a partir das taxas
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de perdas de pacotes,

(iv) Determinar o espago de busca dos parametros «; solucionando problemas de

autovalor generalizado, conforme exemplo (3.9),

(v) Definir o espago de busca dos parametros do controlador a partir das carac-

teristicas do projeto,
(vi) Formular problema de otimizagao (Exemplo: problema (3.7)),

(vii) Solucionar problema de otimizac¢ao com o uso do Algoritmo Combinado (Capitulo 4).

3.3 Escalonamento em sistemas de controle
em rede

A insercao de uma rede de comunicacao para interligar os componentes de malhas
de controle realimentadas torna a andlise e projeto de sistemas de controle em rede
complexa. Esta insercao, faz com que o desempenho da malha de controle nao dependa
somente do projeto do algoritmo de controle, mas também do escalonamento do recurso
de rede compartilhado.

O problema de escalonamento da rede em sistemas de controle em rede consiste
em definir uma sequéncia de transmissdo para cada entidade transmissora (sensor,
controlador, atuador) conectada na rede baseada em um algoritmo de escalonamento.
Este algoritmo de escalonamento é formado por um conjunto de regras que definem
qual a mensagem que pode ser transmitida num dado instante.

Considere um conjunto de sistemas de controle em rede os quais sao conectados via
rede, conforme a Figura 3.1, onde para efeitos de simplificacao a planta e o controlador
sao lineares e a comunicacao via rede é feita somente entre os sensores da planta e o
controlador. Cada planta transmite os dados dos seus sensores com um periodo de
transmissao h;(t), onde i = 1,..., P e P é o niimero de sistemas de controle em rede,
possibilitando a determinacao de limites para os peridos de transmissao que garantem
estabilidade para cada planta individualmente (Zhang et al. 2001). Contudo, como
o meio de transmissao é compartilhado entre os sistemas de controle em rede, um

escalonamento para transmissao de dados das plantas torna-se necessario.
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Si2

Planta 1 —/

> x((k+1)h=P x(khy+I" u(kn) g
1,1
Controlador 1
—KX(kh)
o
o
o
Sp,z
Planta P /.
" x((k+1)h=D x(kh)+ " u(kh) Sp
1

Controlador P

-KR(kh)

FiGurA 3.1: Escalonamento de um conjunto de sistemas de controle em rede.

3.3.1 O algoritmo de escalonamento RM (Rate Monotonic)

Em (Liu & Layland 1973), Liu e Layland estudaram o problema de escalonamento
preemptivo priorizavel para um conjunto de tarefas periédicas independentes em tempo
real. Estes autores desenvolveram o algoritmo RM ( Rate Monotonic), o qual atribui
de forma fixa maior prioridade as tarefas periddicas cujos periodos sao menores. Além
disso, pode ser preemptivo, ou seja, a execucao de uma tarefa corrente é mantida até o
seu término, mesmo que ocorra a chegada de uma outra tarefa com um periodo menor.

O algoritmo RM ¢é 6timo no sentido de que se um conjunto de tarefas é escalonavel
por qualquer algoritmo arbritario, também o é por RM. Em seus estudos, Liu e Lay-
land estabeleceram uma condicao suficiente que garante que um conjunto de tarefas é

escalondvel pelo algoritmo RM (Teorema 6.11, (Liu & Layland 1973)):

47



Teorema 3.1 Um conjunto de P tarefas periddicas independentes, preemptivas, pode

ser escalondvel pelo algoritmo RM se o fator de utilizacdo de rede, U, satisfaz

G < pRYr 1),

>=

P
Uu=>

i=2

onde h; € o periodo da tarefa e c; € o tempo de computacao do processo i.

Segundo este teorema, o fator de utilizacao decresce monotonicamente de (.83
quando P = 2 até In2 = 0.693 quando P — oo. Logo, qualquer conjunto de tare-
fas periddicas pode ser escalondvel se o algoritmo RM é usado e o fator de utilizacao
total for inferior a 0.693.

Para o caso de um algoritmo de escalonamento RM de um conjunto de tarefas
peridédicas nao-preemptivas, Sha et al (Rajkumar, Sha & Lehoczky 1990) apresen-
taram um teorema ( Teorema 16 (Rajkumar et al. 1990)), o qual fornece uma condigao

suficiente que garante o escalonamento:

Teorema 3.2 Um conjunto de P tarefas peridodicas independentes, ndo-preemptivas
(indexadas em ordem decrescente de prioridades com i = 1 sendo a prioridade mais

alta e i = P sendo a de prioridade mais baiza), é escalondvel se para todo i =1, ..., P

G A ¢ | b 1/i
— 4+ — 4+ —+ =<2 =1 3.12
h1+h1+ +hi+hi_l( ), (3.12)

onde by; € o maior tempo computacional entre das tarefas com prioridades mais baizas,

18to é:

bj; = max c;.
@ max LG

3.3.2 Escalonamento via algoritmo RM em sistemas de cont-
role em rede com perdas de pacotes
O algoritmo de escalonamento RM pode ser implementado em redes baseadas em pri-

oridades como por exemplo CAN e DeviceNet, onde a prioridade da mensagem pode

ser incorporada no identificador da mensagem.
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Como foi visto no exemplo anterior, um sistema de controle em rede pode sofrer
uma certa perda de pacotes de dados, e ainda assim manter estabilidade. Esta idéia
pode ser aplicada também no escalonamento de um conjunto de sistemas de controle
em rede. Ou seja, se um conjunto de sistemas de controle em rede nao é escalondvel
quando a entrega de todos os pacotes de dados é garantida, é possivel que, admitindo
certa quantidade de pacotes perdidos de alguns dos sistemas de controle em rede, o

conjunto de sistemas de controle em rede seja escalonavel.

Voltando a analisar um conjunto de sistemas de controle em rede conforme mostrado
na figura 3.1. Para um o conjunto de plantas escalares representado por & = ax + u
com a = 25,20,5 e K = 50,45, 30 respectivamente. Observamos que todos os trés
sistemas apresentam o mesmo desempenho em malha fechada para uma realimentacao
de estado u = —Kz ( pélo em —25). Os periodos de transmissao dos trés sistemas de
controle em rede sao h; = 0.01 s, hy = 0.015 s, e hy = 0.06 s. Os sistemas de controle
em rede tém o mesmo tempo de computagao ¢; = ¢a = c¢3 = 0.004 s. Na figura (3.2) é

mostrada a sequéncia individual de transmissao dos sistemas de controle em rede.

A perda de pacotes
3 Ny v 4 Ny v 4
s [ = >
1 0.01 0.03 0.05 o
X(
N\
0.015 0.045
SCR 3
006
Escalonamento
acotes =
P 0.03 0.06 t(s)

FIGURA 3.2: Sequéncia de transmissao dos sistemas de controle em rede (NCS).

Utilizando o Teorema 3.2 (Rajkumar et al. 1990), podemos observar que o conjunto
de sistemas de controle em rede nao é escalonavel:
&1 51,1

T

=08<1(2'-1)=1,
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C1 Co l_?z 2
— 4+ — 4+
hi  he ho

= 0.9333 > 2(2Y/2 — 1) = 0.8284.

Colisoes de mensagens no conjunto sistemas de controle em rede ocorrem em 0.06 % j
s envolvendo os 3 sistemas. E em 0.06 * 7 + 0.03 s envolvendo os sistemas 1 e 2 onde
j=0,1,.... O escalonamento e a perda de pacotes para os 3 sistemas é mostrada no
ultimo grafico da figura 3.2. A perda de pacotes ocorre em 0.06 % j s para os sistemas
1 e 2 enquanto em 0.06 * j + 0.03 s somente o sistema 1 perde pacotes de mensagens.

Com isso obtemos as seguintes taxas de perda de pacotes:

sistema de controle em rede: 1 2 3

taxa de perda de pacotes: | 33% | 256% | 0%

Discretizando cada um dos sistemas de controle em rede com os seus respectivos

periodos de transmissao obtemos:

®, =1.284, T, =0.011,

B, = 1.455, Ty = 0.018,

$; = 1.345, T3 = 0.070.

A rede de comunicacao é modelada seguindo a idéia apresenta no exemplo anterior.
Contudo, agora cada um dos sistemas de controle em rede apresenta sua chave. Quando
a chave de um dos sistemas de controle em rede estiver fechada, o pacote contendo a
informacao do estado deste sistema é transmitido. Caso contrario, os pacotes sao
perdidos e o ultimo valor transmitido continua a ser utilizado pelo sistema de controle
até a chegada de um pacote contendo uma informacao atualizada. Determinando que
Si1 seja a chave do i-ésimo sistema de controle em rede na posigao fechada e S; o seja
a chave do i-ésimo sistema de controle em rede na posicao aberta. A dinamica das

chaves dos sistemas de controle em rede ( estado #;) pode ser modelada segundo:
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E;

FicurA 3.3: Diagramas de transicao dos sistemas de controle em rede com perda de
pacotes.

Si,l : i‘l(kh) = .'L’Z(kh),

onde © = 1,2, 3 representa cada um dos sistemas de controle em rede.

O diagrama de transicao para os sistemas de controle em rede com perdas de pacotes
é apresentado na Figura 3.3. FE; e E; correspondem aos eventos de fechar e abrir
respectivamente da chave do i-ésimo sistema de controle em rede, onde 7 = 1,2, 3.

Concatenando os vetores de estado da planta e do controlador obtemos o vetor:

zi(kh) = [wi (kh), @] (kh)]",

0 que permite aos sistemas de controle em rede serem representados pelo seguinte

sistema variante no tempo:

onde ¢ = 1,2, 3 representa cada um dos sistemas de controle em rede e j = 1,2 rep-
resenta as posicoes possiveis das chaves para cada um dos sistemas de controle em
rede.

Para o sistema de controle em rede ¢ = 1, quando a chave que modela a rede

comunicacao esta fechada (S; ), obtemos:
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Quando no sistema de controle em rede ¢ = 1, a chave que modela a rede comu-

nicagao estd aberta (S5)2), obtemos:

o, —INKy
0 I

D9 =

O mesmo procedimento permite determinar para os sistemas de controle em rede

1 = 2,3 as seguintes matrizes:

. B, —ToK, | - ®y —T,K,
Dy = , Boo = )
B, —T,K, 0o I
i Oy —I3K; | - ®; —I3K;
D3, = , B30 =
®; —I3K; 0o I

A partir das taxas de perda de pacotes mostradas anteriormente, facilmente obtemos
as taxas de ocorréncia das duas configuracoes discretas possiveis para cada um dos

sistemas de controle em rede:

721’1 - 067, 721’2 == 033,
fg,l = 075, f272 = 025,

r31 =1, T2 =0,

onde 7; ; representa a taxa de ocorréncia da j-ésima configuragao discreta possivel no
1-ésimo sistema de controle em rede.

Através do Teorema (2.4), utilizando uma fungao de Lyapunov candidata quadratica
do tipo (2.31), para o sistema de controle em rede i = 1, podemos formular o seguinte
problema de otimizagao para analisar se o escalonamento do sistema de controle em

rede com perdas de pacotes é estavel:
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sujeito a

1,1 71,2 1

T Pd, — P < (ai2-1)P (3.13)
&){2]31&)1,2 -P = (ai% - 1P

PN

Baseados na mesma metodologia, para o sistema de controle em rede i = 2, podemos
formular o seguinte problema de otimizacao para analisar se o escalonamento do sistema
de controle em rede com perdas de pacotes é estavel:

Pa1 T2
max oy 1 iy 5

sujeito a

To,1 T2
Qo1 Qo9 1

OF Prboy = Py < (ap] —1)P (3.14)
&)£2P2(i)2,2 - P = (a;% —1)P,

PN

E ainda, para o sistema de controle em rede ¢ = 3, podemos formular o seguinte
problema de otimizacao para analisar se o escalonamento do sistema de controle em

rede com perdas de pacotes é estavel:

73,1 T332
max o} (i35

sujeito a

73,1 F32

Q3 O35 > 1
(i)%:lpg,(ig,l — P3 j (Oé:):% - ].)P3 (315)
&)%:2]33&)3’2 — P3 j (CY?;% — 1)P3

Unificando os problemas de otimizagao (3.13), (3.14) e (3.15), de cada um dos

sistemas de controle em rede, podemos formular o problema de otimizacao a seguir
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para analisar se o escalonamento dos sistemas de controle em rede com perdas de

pacotes é estavel:
3 ~ ~
T T
max » ;5 a;y
i=1

sujeito a

7i,2

Off,iilai,z > 1
N P®;, — P < (a;f-1)P, (3.16)
OT,Pdi — P, = (a5 — )P

onde 7 = 1,2, 3, representa cada um dos sistemas de controle em rede.

Visto que os parametros ;1 e ;2 representam taxas de decaimento de cada sub-
sistema, existente em cada uma das possiveis configuracoes discretas nos sistemas de

controle em rede, podemos definir o seguinte espaco de busca para estes parametros :

1 < an, < 1.3624,
0 < ap < I,
1 S 21 S 15504,
(3.17)
0 < ap < 1,
1 < ay, < 1.3245,
0 < a3; < 1

Utilizando o algoritmo proposto no capitulo 4, com uma representacao cromossomica
utilizando nimeros reais, os operadores genéticos recombinac¢ao aritmética e mutagao
uniforme, o esquema de selecao chamado escalonamento geométrico normalizado com
8% de probabilidade para a escolha do melhor individuo, uma populacao de 20 individuos
e 50 geragoes como critério de parada, obtemos para o problema de otimizacao os

seguintes valores:

11 = 13231, 12 = 05843, Qg1 = 15046, Q9o = 044]_7, 31 = 13245, 3o = 01442,
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15.2121  —11.9942

P1 —
—11.9942 11.4825
12.1012 —10.3186

P2 -
—10.3186 11.6616
5.3734  —6.7656

P3 -

—6.7656  9.0446

e taxas de decaimento para cada sistema de controle em rede com perda de pacotes

iguais a :

7 7
O{ljilaljéQ — 10104
s 72,

73,1 732
asi gy = 1.3245

Os resultados comprovam que o escalonamento dos sistemas de controle em rede
admitindo perda de pacotes é estavel.

Uma redugao no periodo de transmissao dos sistemas de controle em rede pode
acarretar em um fator de utilizacao da rede U superior a 1. E assim, a rede em questao
nao sera escalonavel. Neste caso, o mérito do uso de certo percentual de perda de
pacotes fica evidente, visto que com este enfoque serd possivel tornar a rede escalonavel
sem que a mesma perca estabilidade.

Como exemplo, para o mesmo problema apresentado, com os periodos de trans-
missao hy = 0.008s, ho = 0.012s, hy = 0.016s, o conjunto de sistemas de controle em

rede nao é escalonavel, pois seu fator de utilizacao de rede é:

c¢i 0.004 0.004 0.004
U = e —
Z h;  0.008 - 0.012 - 0.016

=1

= 1.0833 > 1.

Contudo, para uma sequéncia de transmissao dos sistemas de controle em rede
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mostrada na figura (3.4), o conjunto de sistemas de controle em rede é escalondvel com

as respectivas taxas de perdas de pacotes:

sistema de controle em rede: 1 2 3

taxa de perda de pacotes: | 17% | 25% | 33%

A
SCR 1 5%
S =
0.008 0.024 0.040 (0.048
SCR 2 ‘;H*’
/ \ H
7 T
0.004 0.028 L0052
—— 4 .
SCR 3 R
0.012 . 0.044 0.060
Escalonamento
com perda de
acotes — — e J
’ i(s)

FIGURA 3.4: Sequéncia de transmissao dos sistemas de controle em rede (NCS).

A partir destas taxas de perda de pacotes, obtemos as seguintes taxas de ocorréncia

das duas configuracoes discretas possiveis para cada um dos sistemas de controle em

rede:

721’1 - 083, 721’2 - 017,
foq = 0.75, 799 = 0.25, (3.18)
fg,l = 067, f272 = 033,
onde 7; ; representa a taxa de ocorréncia da j-ésima configuragao discreta possivel no
1-ésimo sistema de controle em rede.

Com os novos periodos de transmissao, as matrizes discretizadas dos sistemas de

controle e rede sao :

®, = 1.2214, T, = 0.0089,
®, = 1.3500, I, = 0.0140, (3.19)
®; = 1.0833, T3 =0.0167.

56



Solucionando novamente o problema de otimizagao (3.13) com os valores apresen-

tados em (3.18) e (3.19) obtemos:

Q11 = 11884, Q12 = 05860, Qg1 = 12595, Qg2 = 05433, Q31 = 12493, Q3o = 06584,

4.3627 —2.7988
—2.7988 2.5955

12.1012 —10.3186
—10.3186 11.6616

P =

3.0308 —2.1632
—2.1632 2.6542

P3:

e taxas de decaimento para cada sistema de controle em rede com perda de pacotes

iguais a :

Py i
Fo1 fa
O{2?ila2’2é2 — 10207

7 7
a?;?il 03?; — 10113

Os resultados comprovam que o conjunto de sistemas de controle em rede com perda
de pacotes é agora escalonavel sem perder estabilidade.
Comentario Geral

O estudo do escalonamento de sistemas de controle em rede com perda de pacotes
no contexto de sistemas hibridos assincronos, permite a obtencao de resultados menos
conservadores. Tal fato pode ser explicado, supondo a possibilidade de perda de pacotes
na transmissao de dados, determinado as taxas de perda destes pacotes, é possivel
avaliar a estabilidade de cada um dos sistemas de controle que compartilham a rede de
comunicacao.

No exemplo apresentado, apesar do fator de utilizacao de rede indicar que os sis-
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F1GURA 3.5: Versao assincrona com dois processadores para o problema de ponto fixo

temas de controle em rede nao sao escalonaveis, com o enfoque de sistemas dinamicos
assincronos , ainda que permita a perda de pacotes na transmissao de dados, foi possivel

confirmar a estabilidade dos sistemas de controle em rede.

3.4 Algoritmos paralelos

Uma maneira de achar solucgoes de sistemas de equacoes lineares, consiste em encontrar
sucessivas aproximagoes da solucao resolvendo o problema de ponto fixo xy1 = Axp+b.
Em uma implementacao sincrona, este problema de ponto fixo converge para o ponto
fixo 2 = (I — A)~'b a partir de qualquer solucao inicial se e somente se os autovalores
da matrix A apresentarem modulo menor que um.

Em (Hassibi et al. 1999), os autores propoem uma implementagao paralelizada para
o problema de ponto fixo, onde o mesmo é decomposto em dois problemas locais que
sao resolvidos em dois processadores diferentes P e P concorrentemente, tendo como
objetivo reduzir o tempo de processamento necessario para resolver o problema. Esta
implementacao pode ser vista na figura 3.5, onde o processador P é responsavel pela
atualizacdo de uma parte do vetor z, enquanto P fica responsavel por outra parte.
O assincronismo surge neste exemplo porque, para realizar outra iteracdo nenhum
dos processadores tem que esperar até que a informacao do outro processador esteja
disponivel. A tnica restricao feita é que o processador P disponibilize sua parte do
vetor = para o processador P com uma taxa r; e que processador P disponibilize sua

parte do vetor x para o processador P com uma taxa rs.
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Baseados nas condicoes suficientes para a estabilidade exponencial de sistemas

dinamicos hibridos assincronos podemos decidir se esta implementacao assincrona para

(0]

problema de ponto fixo com dois processadores é estavel e converge para z = (I—A)'b.
Sejam a matrix A e o vetor b sejam particionados da seguinte forma:
A A by

A= b= : (3.20)
A21 A22 b2

e os estados de P e P no instante k representados respectivamente por :

X1,k _ L1,k
Tk Tk

De acordo com a posicao das chaves, 4 tipos de iteracoes podem ocorrer em P e

P determinando as 4 configuracoes discretas possiveis neste sistema dinamico hibrido

assincrono .

Quando as duas chaves estao abertas, cada um dos processadores continua a atu-

alizacao dos seus estados sem utilizar informacao do outro processador, ou seja :

Tipt1 = Anxg + Az, + by

T2 k+1 = T2k

_ Tip41 = Tk
P:

To 1 = Ao T + AgoTo g + bo.

No caso de ambas as chaves estarem fechadas, os processadores atualizam seus

estados, fazendo uso de informacao do outro processador, isto é:

Tipe1 = Az + Aoy + by

To k41 = Tok
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_ Tip41 = Tk
P

Topt1 = Aaxy + Ay + by.

No caso de somente a chave do processador P estar fechada, este atualiza seus esta-

dos sem informagcao de P, enquanto P atualiza seus estados fazendo uso da informacao

disponibilizada por P :

Tipt1 = Az + Aok + b

Tok+1 — Lok

_ Tip41 = Tk
P

Topt1 = Aaxy + Ay + by.

Adotando o mesmo procedimento para o caso onde somente da chave do procesador

P estar fechada obtemos:
Tipt1 = Az + AeZogk + by
Tok+1 = Tok

_ Tkl = Tik

P

Topt1 = Ay + Ay + by.
Concatenando os vetores de estados dos processadores P e P da seguinte maneira:
T
Rk = |: T Tg :| ,

a versao assincrona com 2 processadores para o problema de ponto fixo pode ser rep-

resentada por :

Zk-l—l - AsZk,
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onde s = 1,...,4 corresponde as quatro configuracoes discretas possiveis para este

sistema dinamico hibrido assincrono, e as matrizes

Ay A 0 0] (A 00 Ay |
. 0 1 0 0 . 0O 0 0 1
AIZ ) AQZ )
0 0 1 0 1 0 0 0
i 0 0 Agl AQQ ] _A21 0 0 A22 ]
Ay Ap 00 (A 0 0 Ap |
. 0 1 0 0 . 0O 0 0 1
A3: ) A4: )
1 0 0 0 0O 0 1 0
_A21 0 0 Ay | i 0 0 Ay Ay |

representam as dinamicas agregadas correspondentes.

Para uma funcao de Lyapunov candidata quadratica segundo (2.31), a anédlise de
estabilidade exponencial da versao assincrona com 2 processadores para o problema de
ponto fixo pode ser representada pelo seguinte problema de otimizacao:

PR P
max a;' ay’as*a,

sujeito a

ATPA,—P =< (a;2-1)P , 5s=1,2,3,4
(3.22)
0 < P,

onde as taxas ; e os parametros a; estao relacionadas as configuracoes discretas do
sistema dinamico hibrido assincrono.
Considere para o problema de ponto fixo
0.8558 —0.2895
Tpt1 = A!L‘k, A= )
0.7295 —0.6558
que ¢ estavel para uma implementacao sincrona e converge para o ponto x = (0 quando

k — oo, pelo fato da matriz A possuir os autovalores 0.7 e —0.5. Supondo agora que os
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processadores se comunicam de forma assincrona com taxas r; = ry = 0.9, facilmente
obtemos as seguintes taxas de ocorréncia das quatro configuracoes discretas possiveis

no problema :

i =001, 7y=0.81, 73=0.09, 74 =0.09.

Lembrando que os parametros a; representam agora as taxas de decaimento das
trajetorias de cada subsistema, podemos facilmente definir o seguinte conjuto viavel

para estes parametros :

0 S aq S ]-7
1 < ap < 1.4286,
(3.23)
0 S Qg S ]-7
0 S iy S 1

Utilizando o algoritmo proposto no capitulo 4, com uma representacao cromossomica
utilizando nuimeros reais, os operadores genéticos recombinacao aritmética e mutacao
uniforme, o esquema de selecao chamado escalonamento geométrico normalizado com
8% de probabilidade par escolha do melhor individuo, uma populacao de 20 individuos
e 50 geracoes como critério de parada, obtemos para o problema de otimizacao os

seguintes valores:

a; = 0.4910, ap = 1.4121, a3 = 0.7163, aqy = 0.7072,

72.7961  4.4454 —32.7549 —17.7848 ]
4.4454 9.3635 —8.9705  4.1317
—32.7549 —8.9705 35.4242 —16.3742
| —17.7848 41317  —16.3742 63.3014

determinando uma taxa de decaimento para a versao assincrona com 2 processadores

para o problema de ponto fixo igual a:

~ o~ o~ o~

— AT T2 T3 T4
a = oy oy’ az’ayt = 1.2352.
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O raio espectral da matrix A utilizada é igual a 0.7, enquanto o raio espectral de |A]
é igual a 1.2261, o que nao atende critério de convergéncia para iteragoes assincronas
lineares proposto por Chazan e Miranker (Chazan & Miranker 1969), isto é, p(|A]) < 1.
O nao atendimento desta condicao necessaria e suficiente para estabilidade de iteragoes
assincronas lineares, como pode ser visto em (Bertsekas & Tsitsiklis 1989) e (Su, Bhaya,
Kaszkurewicz & Kozyakin 1998), permite que a presen¢a de pequenos atrasos no sis-

tema cause iteracoes assincronas instaveis.

O enfoque adotado neste exemplo nao leva em consideracao atrasos que ocorram na
comunicagao entre os processadores. Contudo o estudo de estabilidade de algoritmos
paralelos, através da andlise de estabilidade de sistemas dinamicos hibridos assincronos,
permite que os processadores nao se comuniquem durante todo o tempo, porém apenas

assincronamente com as taxas r; e ry apresentadas.

Mesmo supondo que os processadores se comunicam assincronamente com as taxas
ri1 e ro apresentadas, baseados na condicao suficiente de estabilidade exponencial para
sistemas dinamicos hibridos assincronos é possivel obter resultados menos conser-
vadores quando comparados com os obtidos com critério de convergéncia para iteracoes

assincronas lineares proposto por Chazan e Miranker (Chazan & Miranker 1969).

3.5 Sistemas de controle distribuido com atrasos

Em (Krtolica et al. 1994), os autores estudam o assincronismo existente em um sistema
de controle distribuido onde as informacoes entre planta e controlador sao transmitidas
por uma rede de comunicacao. O problema apresenta similaridades com o exemplo de
sistema de controle em rede apresentado anteriormente. Porém, Krtolica e co-autores
em sua analise levam em consideragao o carater randomico dos possiveis atrasos que
podem ocorrer na rede de comunicacao relacionando-os com sequéncias binarias. Como
pode ser visto na Figura 3.6, os atrasos podem ocorrem durante a transmissao de
dados da planta para controlador como também durante a transmissao de dados do

controlador para a planta.

A dinamica do sistema de controle pode ser descrita por:
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CONTROLADOR
P
k

F1GURA 3.6: Sistema de controle distribuido com atrasos de comunicacao

Tpp1 = Az + Buy,

Planta (3.24)

Ye = Cay

= Fp, + Gw
Phs1 P ‘ Controlador (3.25)

vy = Hpp + Kwy,

D
wp = > Bi(k)vg—

k= Lizo Ailk)ve-n atrasos (3.26)

wy = Y025 i (k)yk—1

onde as matrizes A,B,C,F,G,H, K sao constantes com dimensoes apropriadas, e §;(k),

vi(k) € {0,1}, k =0,1,2, ..., sendo que

Ez‘D:lo i(k) =1, Ez‘D:20 i(k) = 1.
Substituindo (3.26) em (3.24) e ( 3.25) obtemos:

Tp1 = Ay, + Buy,

wir1 = C 2% %i(k + 1) ki1

Pr1 = Fpr + Guy

wppr = H Y2 Bi(k + Dprgr—i + K 2% Bi(k + 1)wpes1—;

(3.27)

Supondo por simplicidade que D; = Dy = 1 e concatenando os vetores de estados

segundo
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z(k) = Ty Wi PpPr Uk

a dinamica do sistema pode ser expressa por

2(k+1) = 0,z(k),

(3.28)

onde ©;, com i = 1,2, correspondem as matrizes de estado do sistema quando nao

existem atrasos (D; = Dy = 0) e quando os atrasos sao unitdrios (D; = Dy = 1)

respectivamente.

A partir de (3.27) para D; = Dy = 0 obtemos

4 0 0o B |
CA 0 0 CB
0, = , (3.29)
0 G F 0
| KCA HG HF KCB |
e na presenca de atrasos unitdrios (D; = Dy = 1)
(A4 0 0 B ]
6 0 0O 0
0,=| o (3.30)
0 G F 0
| 0 01 O O |
onde :
0o = v (k +1)CB,
Ou1 = Bo(k + 1)y(k + 1)KCA + By(k + 1) (k + 1) BC,
012 = Bo(k +1)HG + fi(k + 1)K,

Podemos notar que a matriz ©; é constante e independente de k, enquanto O,
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depende de k, devido a presenca das sequéncias bindrias f;(k + 1) e v;(k + 1) que

representam os atrasos de comunicagao do sistema.

3.5.1 Analise de estabilidade usando realimentacao de estado

e atraso unitario

Krtolica e co-autores, em sua analise de estabilidade, optaram por focalizar o seu estudo
sobre um modelo simplificado, onde é utilizado um controlador proporcional e possiveis
atrasos unitarios ocorrem somente nos dados enviados da planta para o controlador,
ouseja F=G=H =0, Dy =0e D; =1. Posto isto, as equacoes (3.27) podem ser

reescritas como:

Tpp1 = Ay, + Buy,

yr = Cxy,
Vi — —Kwk

u = Bo(k)vr + [1 — Bo(k)]ve—1, J
onde K foi substituido por —K, por conveniéncia. Eliminando agora varidveis redun-

dantes, obtemos :

Tht1 = ALL‘k + Buk
ye = Cay (3.32)
U = —50(k)Kyk - [1 - ﬂo(k)]Kykfla

Definindo dj_; = 1 se o atraso ocorrer no k-ésimo intervalo de tempo e dy_; = 0,

caso contrario. Podemos entao obter

W = [CA —+ dk,IC([n — A)].%‘k,I — (1 — dk,l)C’BKwk,l. (333)
Concatenando novamente os vetores segundo
T
Z(k):[% wk] ;

a dinamica do sistema pode ser expressa por
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2k 4+ 1) = Aiz(k), (i=1,2), (3.34)

onde

A  -BK
Ag = , (3.35)
CA —CBK
A ~BK
A = , (3.36)

CA+C(I,—A) 0
correspondem as matrizes de estado do sistema quando nao existe atraso (dy = 0), e

quando o atraso é unitario (dy = 1), respectivamente.

O sistema de controle apresentado ainda pode ser escrito como

2(k +1) = (Ag + dyA,)2(k), (3.37)

onde

A, = , (3.38)
C(I, —A) CBK

observando a relacao A; = Ay + A..

A estabilidade do sistema (3.37) depende nao s6 das matrizes A; e Ay, como também
da sequéncia bindaria d. Mesmo que A; e Ay sejam estaveis, nao existem garantias de
que, por exemplo, para uma sequéncia bindria dj, = {0,0,0, 1, ....}, a matriz de estado

apos os quatro primeiros passos

@(4) - AlA()A()AU,

seja estavel.

Com o objetivo de contornar a nao praticidade de examinar todas sequéncias
bindrias possiveis, os autores optaram por utilizar a teoria classica de Lyapunov na

andlise de estabilidade do sistema (3.37).

A partir de fungao candidata
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‘/;c(z) = ZTsza

o sistema (3.37) é exponencialmente estavel se

AVi(z) = szIJ;;FPkH(I)kz — TPz = 2T Q2

onde Py e )y sao sequencias de matrizes simétricas positivas definidas.

(3.39)

(3.40)

Substituindo as matrizes variantes no tempo Py e (0 por matrizes invariantes P e

(@ e assumindo que A, é estavel, podemos escrever:

AFPAy— P =—-Q.

Considerando agora uma funcao de Lyapunov candidata

Ve(2)=2"Pz, k=0,1,2,...

(3.40) pode ser reescrita como:

AVi(2) = Vi(®z) — Vi(2)

= 2T[(Ap + dpA)TP(Ag + dyA.) — Pz
= TATPAy + AT Py A, + dATPAy + d2ATP A, — Pz
= T[ATPAy — P+ d,(ATPA, + ATPA, + ATPA,)]z

lembrando que di = dj. Definindo

G:=A'PA, + ATPAy + ATPA,,

e usando em (3.43) obtemos:

AVi(z) = 2T[-Q + dpG]z.

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

A partir de (3.45), Krtolica e co-autores apresentam uma condi¢ao suficiente para

estabilidade do sistema (3.37) na forma do teorema a seguir.
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Teorema 3.3 O estado de equilibrio z. = 0 do sistema (3.37) é exponencialmente

estavel para todas as sequéncias dy, k =0,1,2, ..., se
p(Q'G) <1 (3.46)
onde p(-) € raio espectral da matriz correspondente.

O grande problema existente no sistema estudado em (Krtolica et al. 1994), con-
forme dito anteriormente, encontra-se na quantidade infinita de valores que a sequéncia
bindria d; pode assumir. Outra forma apresentada por Krotlica e co-autores para con-
tornar este problema, consiste em uma andlise estocastica do sistema, onde grupos de
sequéncias sao especificadas por probabilidades. Para isto, os autores utilizam uma
cadeia de Markov com dois estados X; e X5 que correspondem a dy = 0 e d, = 1,
respectivamente, e uma matriz de probabilidades condicionais referente aos atrasos
aleatorios.

Contudo, voltando nossas atencoes para a equacao (3.34), podemos observar que o
sistema apresentado por Krtolica e co-autores pode ser colocado facilmente no contexto
de sistemas dinamicos hibridos assincronos, onde poderiamos definir como eventos dis-
cretos a presenca ou nao de atrasos no sistema. Maiores detalhes serao apresentados

no exemplo a seguir, retirado de (Krtolica et al. 1994).

3.5.2 Exemplo numérico

O exemplo apresentado por Krtolica e co-autores consiste de uma rede de comunicacao,
com dois computadores acoplados. A analise de estabilidade do sistema, a partir de um
ganho estimado, ¢é feita com relacao aos periodos de atualizagdo e um possivel atraso
de um intervalo de tempo na transmissao de dados.

Uma planta continua é simulada num computador analégico, com a seguinte dinamica:

T 0 1 Ty 0
= —+ u,
.ft'g 0 —0.7 9 1
(3.47)
Xy
v=[1 0
)
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Um dos computadores, através de um conversor A-D, capta o valor medido e o
coloca na rede. Este valor é recebido no outro PC, multiplicado pelo ganho e enviado
para a planta analdgica por meio de um conversor D-A. Conforme mostrado anterior-
mente, obtemos, para o sistema equivalente discreto em malha fechada, as matrizes

A —BK A —-BK
Ay = , A=
CA —-CBK C 0
onde Ay representa o sistema sem atraso e A; representa o sistema quando o atraso
uniario ocorre.
Assumindo que o ganho de realimentacao seja K = 36 e variando os instantes de

atualizacao, os resultados apresentados pelos autores foram:

(i) para um periodo de amostragem Ty = 4ms, o equivalente discreto da planta

continua é representado por:

= u
zo(k + 1) 0 0.9972 o (k) 0.004
1 (k)

y(k)Z[l 0]

Os autores concluem que o sistema é estavel para todas as sequéncias bindrias.

(ii) para um periodo de amostragem T, = 7ms, o sistema continua estavel para todas

as sequeéncias bindrias pelo método de Krtolica et al.

(iii) j4 para o caso de T, = 10ms o sistema é estavel na auséncia de atrasos, mas como
p(A;) > 1, nao se pode provar estabilidade para todas as sequéncias pelo método

de Krtolica et al.

Analisando este exemplo no contexto de sistemas dinamicos hibridos assincronos,
as duas configuracoes discretas possiveis no sistema sao determinadas pela presenca ou
nao de atrasos. Especificamente, para o caso de T, = 10ms e K = 36 o equivalente

discreto da planta continua é representado por:
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= —+ u,
2ok +1) 0 0.993 | | z2(k) 0.01
Il(k)
v =[1o]|

definindo as seguintes matrizes para cada estado discreto do sistema:

1 0.01 0 1 0.01 0
Ao= 10 0993 —036 |, A =|0 0993 —0.36 |,
1 0.01 0 1 0 0

Para uma funcdo de Lyapunov candidata quadratica segundo (2.31), a anédlise de
estabilidade exponencial no contexto de sistemas dinamicos hibridos assincronos para
o sistema de controle distribuido com atrasos pode ser representada pelo seguinte prob-

lema de otimizacao:

7o i1
max o’ oy

sujeito a

ATPA;— P < (o2=-1)P , s=0,1
(3.48)

Supondo que a taxa de ocorréncia de atrasos é igual a 20%, ou seja, 7o = 0.8 e
71 = 0.2, nao precisamos mais analisar cada uma das sequéncias bindrias possiveis.
Neste caso, todas as sequéncias binarias que atendam a restricao da taxa de ocorréncia

de atrasos estao incluidas na analise.

Recordando que os parametros «; representam taxas de decaimento de cada sub-
sistema, correspondente a cada configuracao discreta do sistema dinamico hibrido

assincrono, podemos facilmente definir o seguinte conjunto viavel para estes parametros
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IA

ap < 1.0021,
(3.49)

0 < a; < 0.9992

Utilizando o algoritmo proposto no capitulo 4, com uma representacao cromossomica
utilizando nimeros reais, os operadores genéticos recombinac¢ao aritmética e mutagao
uniforme, o esquema de selecao chamado escalonamento geométrico normalizado com
8% de probabilidade par escolha do melhor individuo, uma populacao de 20 individuos
e 50 geracoes como critério de parada, obtemos para o problema de otimizacao os

seguintes valores:

oy = 10021, Q= 09992,

81.2219  0.8311 —20.3836
P = 0.8311 1.6960  —0.4714 |,
—20.3836 —0.4714 20.3704

e como consequéncia, uma taxa de decaimento para o sistema de controle distribuido

com atrasos igual a :

1
II ais = 1.0015,
s=0

comprovando que o mesmo ainda é exponencialmente estavel para um periodo de

amostragem 7T, = 10ms.

O resultado encontrado garante estabilidade exponencial sem a necessidade de
analise de todas as possiveis sequéncias binarias, desde que os atrasos satisfacam os
limites impostos na taxa de ocorréncia. Apesar de garantir estabilidade somente para
as sequeéncias binarias que obedecam a taxa de ocorréncia em questao, o resultado su-
pera o obtido por Krtolica et al (Krtolica et al. 1994) | no qual para o caso T, = 10ms,
nao se pode provar estabilidade para o sistema de controle em rede independente da

sequéncia binaria.
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3.6 Sistemas lineares assincronos

A partir de fenomenos observados no funcionamento de sistemas digitais, Kleptsyn et
al (Kleptsyn et al. 1983, Kleptsyn, Kozyakin, Krasnosel’skii & Kuznetsov 1984¢, Klept-
syn, Kozyakin, Krasnosel’skii & Kuznetsov 1984d, Kleptsyn, Krasnosel’skii, Kuznetsov
& Kozjakin 1984) apresentaram um modelo para o estudo de sistemas dinamicos
hibridos assincronos, baseado nas matrizes de transicao de estados associadas aos in-
stantes de atualizacao das variaveis do sistema.

Os sistemas estudados sao descritos pelas equagoes

(T = S agay () i=1,2,..,N. (3.50)

Toda variavel x; pode ser tanto um escalar como um vetor de dimensao d;. A funcao
z;(t) permanece constante no intervalo 7" < ¢t < T/"*' . O sfmbolo a;; representa
nimeros no caso de variaveis escalares, enquanto no caso de varidaveis vetoriais matrizes
retangulares ou quadradas com dimensoes adequadas.

Na colecao de artigos citados anteriormente, Kleptsyn e co-autores definiram duas
classes de sistemas dessincronizados ou assincronos que podem ocorrer no modelo pro-
posto por eles, segundo a relagao existente entre os instantes de atualiza¢io em (3.50).
No caso de T* = nh + 7; onde todos os nimeros 7; ndo sao iguais, o sistema (3.50)
é classificado como assincrono em fase e os niimeros 7; representam os deslocamentos
de fase. Se T" = n(h + §;) onde todos o0s ¢; nao sao iguais, o sistema (3.50) é classifi-
cado como assincrono em frequéncia e os nimeros §; representam os deslocamentos de
frequéncia. Nas préximas secoes veremos que pelo fato de existir um periodicidade nos
instantes de atualizacao de sistemas assincronos em fase, sua analise de estabilidade ap-
resenta similaridades com a andlise de sistemas sincronos. Por outro lado, para sistemas
assincronos em frequéncia, a auséncia desta periodicidade nos instantes de atualizacao
dificulta a andlise de estabilidade do mesmo. Em exemplo especifico, mostraremos que
sistemas assincronos em frequéncia podem ser estudados sobre o enfoque de sistemas
dinamicos hibridos assincronos.

A principio, o exemplo numérico servira para mostrar que como estudar estabilidade
de sistemas assincronos em frequéncia, utilizando o algoritmo combinado proposto

nesta tese. Contudo, veremos que supondo certas simplificagoes, serd possivel obter
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FIGURA 3.7: Sequéncia assincrona em fase para N = 2.

resultados sobre a estabilidade do problema resolvendo um dos problemas padrao LMIs,

chamado problema de autovalor generalizado.

3.6.1 Sistemas assincronos em fase

A partir do modelo descrito em (3.50), vamos assumir que todos os subsistemas apre-

sentam o mesmo periodo de atualizacao h, porém com a presenca de assincronismo de

fase, isto é:

Th=nh+7, 1<i<N, n=0,1,2,.., (3.51)

onde 7; representa o deslocamento de fase de cada subsistema.

Substituindo (3.51) em (3.50), obtemos:

zil(n+Dh+ 7] =S az;(nh+ 1), i=1,2

3 g neny

N. (3.52)

A figura (3.7) exemplifica para um valor especifico de N = 2 a evolugao do sistema

(3.52) em relagao as fases 11 e Ty.
Como os valores das fases sao diferentes, definindo

ai;p Q12 A 1 0
) 2 =

0 1 21 A92

A1:

podemos observar com a ajuda da figura (3.7), a seguinte sequéncia de movimento:
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l'(4) == AQAlAQAll'(O) .

Generalizando agora para o caso de N subsistemas, assumindo todos os 7;, 1 <1 <
N, distintos e por simplicidade ordenados de forma crescente, onde :
0<T<T<13<---<7n5 <h. (3.53)

O sistema (3.52) pode ser expresso por :

z(n+1) = B(n)z(n), (3.54)

onde

B = ANAN—I te A2A1, Vn. (355)

A periodicidade entre os instantes de atualizacao, permite que o sistema assincrono
de fase seja visto como um sistema sincrono segundo (3.54) e (3.55). A estabilidade do
sistema pode ser facilmente determinada através de uma inspecao do autovalores da

matriz B, ou seja, o sistema assincrono de fase é estavel se

p(B) < 1, (3.56)

onde p(-) é raio espectral da matriz correspondente.

A andlise acima também pode ser utilizada no caso em que nem todos os 7; sao

distintos, isto é:

0<n<n<n< - <71y <h. (357)

A coincidéncia de fase acarreta atualizacoes simultaneas de subsistemas, proporcio-
nando alteragoes nas matrizes que determinam B, mas a periodicidade, que caracteriza

o sistema assincrono em fase, continua presente.
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3.6.2 Sistemas assincronos em frequéncia

O que diferencia o assincronismo de fase do assincronismo de frequéncia é a periodici-
dade dos instantes de atualizacao, presente nos sistemas assincronos de fase e ausente

nos sistemas assincronos em frequéncia.
No assincronismo em frequéncia os instantes de atualizacao sao representados por :

TP =nh;, 1<i<N, n=0,1,2,.., (3.58)

2

onde h; caracteriza o periodo de atualizacao do i-ésimo subsistema segundo

sendo que ¢; corresponde ao deslocamento de frequéncia do i-ésimo subsistema .

Reescrevendo (3.50), obtemos:

zil(n +1)h] = X0, ajxj(nh;) 1<i< N (3.60)

No caso dos periodos de atualizacao hy, hs, ..., hy serem comensuraveis, é possivel
achar um valor A* > 0 minimo, multiplo de todos os h;, e uma matriz de transicao C*
onde x(h*) = C*z(0), os quais permitem um a anélise do sistema baseada nos critérios
de estabilidade para sistemas sincronos. Porém, ao assumirmos que os periodos de
atualizacao hy, ho, ..., hy sao incomensuraveis, ou seja, nao existe relacao racional
entre quaisquer par deles, o mesmo procedimento ja nao é possivel.

Uma alternativa, consiste em escolher um nimero H e considerarmos os intervalos

de tempo definidos por:

T" =nH, n=0,1,2,.., (3.61)

para expressar o estado do sistema segundo as atualizagoes em cada intervalo (T, T"!].
Na figura (3.8), supondo por exemplo que N = 2, podemos observar que devido a
relacao entre os valores hy e hy a sequéncia de instantes de atualizacao difere de um

intervalo para o outro.

Considerando os intervalos de tempo definidos em (3.61), a dindmica do sistema
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FIGURA 3.8: Sequéncia assincrona em frequéncia para N = 2.

poder ser reescrita como:

w(nH + H) = D, (H)z(nH), (3.62)

onde D, (H) é a matriz de transi¢ao do estado x(nH) para o estado z(nH + H).

O fato do numero de atualizacoes ser limitado em um intervalo de tempo H, de-
termina um numero finito Dy, Ds,..., D,, de matrizes possiveis. Segundo Kleptsyn
e coautores (Kleptsyn, Kozyakin, Krasnosel’skii & Kuznetsov 1984d), admitindo que
n(n,i) seja o nimero de matrizes do tipo D; na sequéncia de intervalos e definindo para

cada matriz D;,

()
pi = lim — (3.63)
como sendo a frequéncia média de surgimento da matriz D;. Lembrando que
p1_|_p2_+_...—+—pm:]_’ (364)

o sistema descrito em (3.50) é assintoticamente estavel para o assincronismo de frequéncia

se

q(H) = [[Do[["* || Daf P2 - - - [[ Dy [P < 1. (3.65)

Por outro lado, se
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d(H) = | det Dy [P | det Dy[?? - - - | det Dy [P > 1, (3.66)

o sistema (3.50) é instavel.

A facilidade de uso das grandezas ¢(H) e d(H) na andlise de estabilidade de sistemas
assincronos de frequéncia é inversamente proporcional ao aumento dos valores de H e
N, visto que o aumento dos valores de H e N ocasionam um crescimento exponencial
no numero matrizes D; possiveis, dificultando a obtencao das mesmas e das respecti-
vas frequéncias médias de surgimento. Uma maneira alternativa para a obtencao das
frequéncias p; é apresentada pelos autores para o caso especifico de 3 instantes de atu-
alizacao utilizando um processo grafico para analisar os possiveis arranjos de matrizes
existentes.

Especificamente para o caso de 2 instantes de atualizacao, os autores ainda apre-
sentam algoritmos para a andlise de estabilidade de sistemas assincronos de frequéncia
com os periodos de atualizagao comensuraveis ou nao.

A seguir, através de um exemplo, serd mostrado como estes sistemas lineares dess-
incronizados podem ser analisados como sistemas dinamicos assincronos. Em alguns
casos, ainda é possivel formular o problema de estabilidade de tais sistemas como um
problema de otimizagao quase-convexa, chamado problema de autovalor generalizado.
Tais problemas podem ser solucionados de forma eficiente através de métodos de pontos

interiores (Boyd et al. 1994)

3.6.3 Exemplo numérico

Consideremos um sistema com assincronismo de frequéncia descrito por (3.50) apre-
sentado em (Kleptsyn, Krasnosel’skii, Kuznetsov & Kozjakin 1984), com a respectiva

matriz

0.6 04 —04
A= -04 06 04 |, (3.67)
04 —04 —0.1

contendo 3 amostradores com os seguintes periodos de atualizacao
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h/l = ]-7 h/2 = \/57 h3 = \/g (368)

Observando que os instantes de atualizacgao sao incomensuraveis, para uma escolha

de H = hj, e definindo :

0.6 0.4 —0.4

A= 0 1 0 |, (3.69)
0 0 1
1 0 0

Ay =1 -04 06 04 |, (3.70)
0o 0 1
1 0 0

Az=1 0 1 0 . (3.71)

04 —-04 -0.1

Kleptsyn e coautores (Kleptsyn, Krasnosel’skii, Kuznetsov & Kozjakin 1984) mostram
que existem 10 possiveis matrizes D; e determinam as respectivas frequéncias médias

de surgimento.

0.040  0.640 —0.040
Dy =AA/A=| —0.096 —0.056 0216 |, p1 =0,
0.400 —0.400 —0.100

0.440  0.560  0.040
Dy = AsA1A3=| —0.016 0.216 —0.056 |, p2=0.104,
0.400 —0.400 —0.100

0.340  0.336  0.024
D3 = A1AsA3 = | —0.240 0.440 —0.040 |, p3 = 0.104,
0.400 —0.400 —0.100
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0.104 0.896  0.064

Dy=AA1A1A3=| 0.118 0.082 —0.066 |, ps=0.061,
0.400 —0.400 —0.100
—0.050 0.538  0.038

Ds=A1A1AsA3 = | —0.240 0.440 —0.040 |, ps=0.061,

0.400 —0.400 —0.100

0.344  0.336  0.024
Dg = A2 A1 A3 A3 = | —0.122 —0.030 —0.074 |, ps = 0.06,
0.400 —0.400 —0.100

0.098  0.582 0.042

D; = A1 AsA1A3 = | —0.016 0.216 —0.056 |,
0.400 —0.400 —0.100

pr = 0.416,

0.098 0.582  0.042
Dy = AsA1 A3 A1A3 = | 0.111 —0.263 —0.090 |, ps = 0.036,
0.400 —0.400 —0.100

—0.050 0.538 0.038

Dy = AgA1A1AsA3 = 0.036 —0.111 —0.079 |, py = 0.093,

0.400 —0.400 —0.100
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—0.002 0.349  0.025
Dy = A1 A3A1A3A3 = | —0.122 —0.030 —0.074 |, pio = 0.036.
0.400 —0.400 —0.100

Para a uma escolha de norma infinita obtemos:

D1 [|oo = 0.900, || Dy]|s0 = 1.040,
|1 Ds|s = 0.900, || D4l|oo = 1.064,
D500 = 0.900, || Ds]|s0 = 0.900,
|1 D7]|00 = 0.900, || Dg||so = 0.900,
1Ds]loc = 0.900, [ D1gllos = 0.900,

e consequentemente as quantidades q(H) e d(H) encontradas foram:

q(H) = 0.923, d(H) = 0.0247, (3.72)

significando que o sistema é estavel.

Este exemplo pode ser analisado no contexto de sistemas dinamicos hibridos
assincronos. As matrizes D;, onde i = 1,...,10, determinam a dindmica do sistema
para cada uma das configuracoes discretas possiveis no mesmo. As frequéncias de
surgimento p; das matrizes D; sao, na verdade, as taxas de ocorréncia 7; das respectivas

configuracgoes discretas possiveis no sistema dinamico hibrido assincrono.

Para uma funcdo de Lyapunov candidata quadratica segundo (2.31), a anédlise de
estabilidade exponencial no contexto de sistemas dinamicos hibridos assincronos para
este exemplo de assincronismo de frequéncia pode ser representada pelo seguinte prob-

lema de otimizacao:

10 s
max [T~ o]

sujeito a
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D'PD,— P < (af?-1)P , s=1,10

S

0 < P,

(3.73)

onde a; representa a taxa de decaimento da s-ésima configuracao discreta.

Neste instante, o proximo passo seria a aplicacao do algoritmo proposto no capitulo
4 de forma a obter algum resultado que confirmasse a estabilidade do sistema. Porém,
vamos optar por pela analise do pior caso supondo que todos os parametros «; sao

iguais. Lembrando que
10
Sl
s=1
o problema pode ser reescrito da seguinte forma :

max «

sujeito a

DTPD, < aP , s=1,10
(3.74)
0 < P
Substituindo agora a2 = X em (3.74) obtemos:
min A
sujeito a
DTPD, < AP , s=1,10
(3.75)

0 < P

O problema de otimizagao (3.75), é conhecido na literatura especializada como
problema de autovalor generalizado, onde o maximo autovalor generalizado de um
par de matrizes que dependem linearmente de uma varidvel é minimizado, tendo uma
desigualdade matricial linear como restricao. O problema de autovalor generalizado é

um problema de otimizacao quase-convexo, e corresponde a um dos problemas padroes
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que podem ser resolvidos utilizando métodos de pontos interiores (Boyd et al. 1994).
Recorrendo agora ao uso do programa MATLAB, especificamente ao pacote uti-
lizado na solucao de desigualdades matriciais lineares, obtemos como solucao para o

problema (3.75):

3.0799 —0.8363 —0.2283
A=0.3801, P=| —0.8363 7.8370 0.8676 |. (3.76)
~0.2283 0.8676  1.8723

O que determina para o problema uma taxa de decaimento o = 1.6219, confir-
mando que o sistema é estavel, sem a necessidade de calcular as frequéncias médias de
surgimento das matrizes D;, apesar de um maior conservadorismo ao supor que todas
as taxas de decaimento das configuracoes discretas possiveis sao iguais.

O resultado encontrado confirma que o sistema é estavel, ratificando por outro
método a informagao sobre estabilidade obtida em (Kleptsyn, Krasnosel’skii, Kuznetsov
& Kozjakin 1984).

Este exemplo confirma que problemas de assincronismo em frequéncia também po-
dem ser avaliados sobre o enfoque de sistemas dinamicos hibridos assincronos, per-
mitindo que a estabilidade de tais problemas seja analisada através da formulacao de

problemas de otimizacgao.
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Capitulo 4

Resolucao de Desigualdades
Matriciais Bilineares Através de um

Algoritmo Combinado

4.1 Introducao

No capitulo 2 verificamos o surgimento de desigualdades matriciais bilineares na andlise
e sintese de sistemas dinamicos hibridos assincronos e a necessidade de obtermos

solucoes para tais problemas.

Sera apresentado um algoritmo pratico combinando métodos de pontos interiores
e algoritmos genéticos para a resolucao de problemas envolvendo desigualdades ma-
triciais bilineares referentes a analise de sistemas dinamicos hibridos assincronos. A
metodologia é geral e podera ser aplicada para resolucao de problemas de andlise de es-
tabilidade e sintese simultanea em sistemas dinamicos hibridos assincronos, bem como
para a resolucao de outros problemas envolvendo desigualdades matriciais bilineares.

Inicialmente neste capitulo serao apresentadas as defini¢oes sobre desigualdades
matriciais lineares e bilineares. A seguir, discutiremos sobre a complexidade com-
putacional em problemas de otimizacao envolvendo desigualdades matriciais lineares
e bilineares. Mencionaremos alguns programas ntimericos utilizados para solucao de
desigualdades matriciais lineares e a técnica de otimizagao global utilizada para solugao

de desigualdades matriciais bilineares. Os dois principais algoritmos utilizados na
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literatura para a resolucao de desigualdades matriciais bilineares poderao ser encon-
trados em detalhes no apéndice A.

Uma visao geral sobre algoritmo genético e o seu funcionamento serao mostra-
dos procurando fornecer subsidios para compreensao do algoritmo combinado que serd
apresentado. Detalhes sobre cada um dos componentes fundamentais utilizados no

algoritmo genético poderao ser encontrados no Apéndice B.

4.2 Desigualdades matriciais lineares

Uma variedade de problemas existentes na teoria de controle e sistemas pode ser re-
duzida a problemas-padrao de otimizagao envolvendo desigualdades matriciais lineares
(LMIs). A grande motivagao desta redugao é que estes problemas, por pertencerem
a classe de problemas convexos, podem ser resolvidos numericamente utilizando os
métodos eficientes de pontos-interiores (Nesterov & Nemirovskii 1994).

Desigualdades matriciais lineares podem ser descritas da seguinte maneira:

Supode-se que F(z) é uma fungao afim dos elementos de z.

F(z)=Fy+ Y z;F; - 0, (4.1)

i=1
onde z € R™, F; = FI' € R"™™, e a desigualdade denotada = 0 significa que F(x) é

uma matriz positiva definida. Isto é:

Z'F(z)z >0, Y2#0, z€ R" (4.2)

As matrizes simétricas F; sao especificadas (dados do problema) e o vetor z é a
incognita.

A desigualdade (4.1) é classificada como uma desigualdade matricial linear estrita.
Se assumirmos que a fungao F'(x) em (4.1) seja somente positiva semi-definida, teremos
entao uma desigualdade matricial linear nao-estrita. Desigualdades matriciais lineares
nao-estritas viaveis podem ser reduzidas a desigualdades matriciais lineares estritas
viaveis equivalentes, através da eliminacao das restricoes de igualdades implicitas, que
permite a reducao as desigualdades matriciais lineares resultantes com a remocao do

espaco nulo constante (Boyd et al. 1994).
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4.3 Desigualdades Matriciais Bilineares

Apesar de LMIs serem uma ferramenta capaz de resolver uma ampla variedade de
problemas de otimizacao e controle de forma eficiente (Boyd et al. 1994), existem
muitos problemas de controle que nao podem ser formulados em termos de LMIs, porém
através de uma formulagao conhecida como desigualdade matricial bilinear (BMI=
iniciais em inglés de Bilinear Matriz Inequality) (Tuan & Apkarian 2000a). Por nao
serem convexos, problemas envolvendo BMIs sao fundamentalmente mais dificeis que
problemas envolvendo LMIs, nao existindo algoritmos globalmente convergentes que

apresentem a mesma eficiéncia obtida pelos métodos de pontos interiores na solucao

de LMIs.

Desigualdades matriciais bilineares podem ser descritas da seguinte forma:

F(l‘, y) = F() + Z‘TZE + Zijj + Z Zl‘iyjHij b 0, (43)

i=1 j=1 i=1j=1

onde F; = F', G; = Gj, Hyj = H

i T €R™ey € R"

Notamos que a BMI se transforma em uma LMI em x para valores fixos de y e
em LMI em y para valores fixos de x, porém quando consideramos que x e y sejam

variaveis, temos uma desigualdade matricial nao-convexa.

Consideremos, por exemplo, para x e y escalares, a seguinte BMI

1—zy >0, (4.4)

que representa uma desigualdade bilinear. Os pontos (z, y) iguais a (0.1,7.9) e (7.9,0.1)
satisfazem a desigualdade bilinear (4.4), porém a combinagdo convexa dos mesmos
(0.5(0.1,7.9) + 0.5(7.9,0.1) = (4,4)) nao satisfaz a desigualdade bilinear: 1 —4 -4 =

—15 < 0, demonstrando a nao convexidade do conjunto solugao de (4.4).

E possivel transformar determinadas desigualdades quadraticas e polinomiais em
BMIs (Parrilo 2000). Por exemplo, considere a desigualdade polinomial ndo-linear
2?4+ yz > 1, (4.5)

definindo 2 = w, e © = v, é equivalente a :
b b
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1l—2w—yz>0

r—v>0
v—2>0 (4.6)
w—vxr >0

ve —w > 0.

O conjunto de desigualdades (4.6) esta claramente na forma BMI.

4.4 Complexidade computacional de problemas de

otimizacao envolvendo LMIs e BMIs

Muitos problemas de otimizacao e controle podem ser formulados em termos de busca
por uma solu¢ao viavel para um conjunto de LMIs ou BMIs. Ou ainda, em termos de
otimizacao de uma funcao objetivo simples sujeita a restricoes descritas por LMIs ou
BMIs. A seguir serd mostrada a relagao entre convexidade e complexidade computa-
cional evidenciando a diferenca relativa a complexidade entre problemas de otimizacao
envolvendo LMIs e BMIs.

Problemas de otimizacao sao classificados em duas classes: P e “N P-hard” (Garey
& Johnson 1983) (Papadimitriou & Steiglitz 1982), segundo a complexidade computa-
cional apresentada por eles. A grosso modo, problemas nos quais o tempo necessdrio
para resolve-los pode ser sempre limitado por uma tnica funcao polinomial na quanti-
dade de dados necessarios para definir o problema, pertencem a classe P. Isto é, podem
ser resolvidos em tempo polinomial. Por outro lado, a classe de problemas “N P-hard”
ainda apresenta uma questao aberta fundamental na teoria sobre complexidade com-
putacional. Geralmente é aceito que um problema “/N P-hard” é aquele onde a solucao
nao pode ser calculada em tempo polinomial no pior caso.

E importante ressaltar que a propriedade “N P-hard”diz respeito aos problemas
e nao aos algoritmos utilizados para solugao dos mesmos. O fato de problemas per-
tencerem a classe “/N P-hard”, nao torna impossivel a existéncia de algoritmos praticos
para solucao dos mesmos. Algoritmos praticos para problemas “N P-hard”existem e

envolvem tipicamente aproximacoes, heuristicas, “branch-and-bound”, ou busca local
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(Braatz et al. 1994, Garey & Johnson 1983, Papadimitriou & Steiglitz 1982).

Conforme mostrado anteriormente, desigualdades matriciais lineares representam
restricoes convexas, e podem ser utilizadas na formulacao de problemas de controle
em termos de problemas de otimizagao convexa. A vantagem em se utilizar esta for-
mulacao esta no fato de que uma ampla variedade de problemas de otimizacao convexa
pertencer a classe P (Nesterov & Nemirovskii 1994). E sendo assim, estes proble-
mas podem ser resolvidos eficientemente em um computador em tempo polinomial.
Por outro lado, problemas escritos em termos de desigualdades matriciais bilineares
sao “NP-hard”(Toker & Ozbay 1995), implicando que seja altamente improvavel a
existéncia de um algoritmo que resolva estes problemas em tempo polinomial. Al-
goritmos existentes atualmente para solucao de problemas de otimizagao envolvendo
BMIs, devido a complexidade descrita acima, estao limitados a problemas de tamanhos

modestos.

4.5 Programas numéricos para solucao de

problemas envolvendo LMIs

Como visto anteriormente, os problemas padrao envolvendo LMIs sao convexos. Todos
sao trataveis dos pontos de vista tedrico e pratico, e podem ser resolvidos em tempo
polinomial, e, na pratica, de forma eficiente utilizando os algoritmos de pontos interiores

desenvolvidos recentemente (Nesterov & Nemirovskii 1994).

Diferentes grupos de pesquisa desenvolveram pacotes de programas para a solucao
de problemas envolvendo LMIs. Entre este pacotes podemos citar o LMI-Lab (Gahinet
& Nemirovskii 1991) escrito por Gahinet e Nemirovskii e mais tarde incorporado ao
programa MATLAB como uma ferramenta LMI Toolbox. Fujisawa e Kojima de-
senvolveram o pacote SDPA (Fujisawa & Kojima 1995) baseado no método de pon-
tos interiores primal-dual invidvel tipo preditor-corretor, enquanto Vandenberghe e
Boyd produziram o programa SP (Boyd & Vandenberghe 1994), baseados em uma
implementagao do método de redugao de potencial primal-dual para programacao

semidefinida de Nesterov e Todd.
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4.6 Solucao de problemas envolvendo BMIs

A flexibilidade da formulacao BMI em representar diferentes tipos de problemas, causa
um onus no problema de otimizacao resultante, visto que o mesmo agora é nao-convexo.
Apesar disto, a falta desta propriedade nao necessariamente quer dizer que nao seja
possivel a solucao de problemas envolvendo BMIs. Visto que o problema é bilinear,
uma maneira 6bvia de se obter solugoes locais é resolver BMIs alternando entre LMIs.
Outros procedimentos de otimizacao locais podem ser utilizados e junto a escolha de
boas condigoes iniciais geralmente podem obter resultados significativos, porém nao
garantidamente globalmente 6timos.

De modo geral, para a solucao de problemas envolvendo BMIs, o uso de técnicas
de otimizacao globais se faz necessario. Nesta area, os algoritmos “branch and bound”

tém se destacado (Goh et al. 1995). Os algoritmos "branch and bound” sao

considerados como uma maneira inteligente de particionar o espaco de busca itera-
tivamente, reduzindo a diferenca entre os limites superior e inferior da solucao para
problema em questao, até atingirmos a solugao global do problema dentro de uma certa
tolerancia. No Apéndice C, serao mostrados em detalhes os dois principais algoritmos

utilizados na literatura para solucao de desigualdades matriciais bilineares.

4.7 Algoritmo genético

O algoritmo genético é utilizado na solucao de problemas de otimizagao que nao podem
ser resolvidos com o uso de técnicas tradicionais que utilizam caracteristicas dos
problemas, como por exemplo: linearidade, diferenciabilidade e convexidade.

O algoritmo genético mantém e manipula uma familia, ou populacao, de solucoes
e implementa uma estratégia baseada na sobrevivéncia dos individuos mais aptos, na
busca por solugoes melhores. Estes algoritmos sao classificados como algoritmos de
busca e otimizagao probabilisticos (Michalewicz 1994), que se mostram mais eficientes
do que as técnicas de busca e otimizacao locais, ou do que aquelas baseadas em buscas
puramente aleatorias, quando aplicados a espacos de busca complexos. O algoritmo
genético é insensivel a forma da fungao objetivo, sendo igualmente eficiente em funcoes

descontinuas, ruidosas, multidimensionais e multimodais (Davis 1991) (Goldberg 1989)
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(Holland 1975) (Michalewicz 1994).

A partir de uma populacao inicial de solugoes para um dado problema de otimizacao,
gerada aleatoriamente ou segundo alguma heuristica, um algoritmo genético executa

os seguintes passos (Goldberg 1989, Park, Kandel & Langholz 1994):

1. Avaliacao da qualidade de cada uma das solugoes da populacao atual e, com
base nesta informacao, definir probabilidades de sobrevivéncia correspondentes
para estas solugoes. As melhores solucgoes, de acordo com o critério de aptidao,
terao maior probabilidade de selecao para continuarem na préxima populagao,

enquanto que as solucgoes ruins terao menor probabilidade de selegao.

2. Enquanto o critério de término do algoritmo genético nao for satisfeito:

a- Seleciona duas solugoes da populacao atual, de acordo com as probabilidades

pré-definidas.

b- Aplica os operadores genéticos recombinacao e mutacao a estas solucoes,

gerando duas novas solugoes para a nova populagao.

Os critérios de término ou parada para o algoritmo genético mais utilizados sao:

e Nimero méaximo de populagoes geradas,

e Convergéncia para uma solucao aceitavel.

Com o uso dos mecanismos da genética e selecao natural descritos acima, o algo-
ritmo genético tende a convergir a uma populagao contendo cada vez mais individuos
aptos (solugoes boas).

O uso do algoritmo genético requer a determinacao de seis componentes funda-
mentais: representacao cromossomica, tamanho da populacao, funcao de selecao, os
operadores genéticos responsaveis pela execucao da funcao de reproducao, criacao da
populacao inicial, critério de término ou parada, e a funcao objetivo. Detalhes sobre

cada um destes componentes poderao ser encontrados no Apéndice B.

91



4.8 Algoritmo combinado proposto para resolucao
de problemas de otimizacao envolvendo

desigualdades matriciais bilineares

Entre os métodos usados para resolucao de problemas envolvendo desigualdades ma-
triciais bilineares, o algoritmo branch and bound tem-se destacado por garantir con-
vergeéncia global dentro de uma certa tolerancia pré-estabelecida. Contudo o nimero de
termos nao-convexos influencia diretamente a aplicagao pratica de tal algoritmo (Tuan
& Apkarian 20000).

Como alternativa para resolucao de problemas de otimizacao envolvendo desigual-
dades matriciais bilineares, é proposto nesta secao um algoritmo combinado. A idéia
basica deste algoritmo consiste na utilizacao de uma combinacao de algoritmos genéticos
e algoritmos de pontos interiores na resolu¢cao de um mesmo problema, de modo a obter
desempenho superior ao obtido utilizando-se cada um dos algortimos isoladamente, seja
em termos de eficiéncia ( menor esfor¢o computacional) e/ou eficicia ( capacidade de
obter soluc¢ao ou qualidade da solugao obtida).

O conceito de algoritmos combinados foi anteriormente empregado na literatura
em aplicagoes de sistemas de poténcia (Dusonchet, Talukdar & Sinnot 1971) (Almeida,
Bhaya, Falcao & Kaszkurewicz 2001), e no contexto de computadores paralelos, no
qual diferentes computadores cooperam na resolucao do problema utilizando algoritmos
diferentes (Ramesh, Quadrel, de Souza & Talukdar 1991).

O algoritmo combinado proposto visa a resolucao de problemas de otimizacao en-

volvendo desigualdades matriciais bilineares descritos por:

max J(z,y) (4.7)
sujeito a
F(l‘, y) = FO + Z lEZE + Z ijj + Z Zl‘iyjHij b 0, (48)
i=1 j=1 i=1j=1

onde F} = F', G; = G}, H;; = Hjj

ii» v € ™ y € R e J(z,y) é uma fungao convexa

ou nao, nas incégnitas (z,y), denominada funcao objetivo do problema de otimizagao.
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Descrito o problema de otimizagao envolvendo desigualdades matriciais bilineares,
a idéia consiste em particionar as variaveis x e y do problema em dois subconjuntos
disjuntos, de modo que o problema seja considerado convexo na variavel x, quando se
fixam valores constantes para a variavel y.

Um particionamento adequado, torna o nimero de varidveis de decisao a serem
tratadas pelo algoritmo genético substancialmente menor que o nimero de varidveis
de decisao do problema original. Tal particionamento implica que somente uma parte
das variaveis de decisao responsavel pelos termos bilineares ¢ tratada pelo algoritmo
genético.

O algoritmo combinado proposto é formado por dois algoritmos, um algoritmo
principal e outro secundario responsavel por avaliar a funcao objetivo do problema.

O algoritmo principal emprega os mecanismos de genética e selecao natural, a partir
de uma populacao de solugoes candidatas, na busca de solugoes para o problema original
com um ntimero de variaveis de decisao reduzido.

Durante a execucao do algoritmo principal, as varidveis de decisao tratadas neste
sao repassadas ao algoritmo secunddrio responsavel por avaliar a funcao objetivo do
problema.

O algoritmo secundério decodifica a solugao candidata e avalia a viabilidade das
desigualdades matriciais lineares obtidas para esta solucao candidata com o uso de
métodos de pontos interiores. Se as desigualdades matriciais lineares forem vidveis, é
calculado o valor da funcao objetivo para a solucao candidata. Caso estas desigualdades
nao sejam viaveis, é atribuido um valor a funcao objetivo que garanta que a solucao
candidata nao seja descartada totalmente, pois esta pode estar proxima de solucoes
viaveis e talvez da solucao étima para o problema em questao.

Na Figura (4.1) é mostrada a estrutura bésica do algoritmo combinado. A seguir,
sao apresentados os algoritmos principal e secundario que compoem o algortimo com-
binado.

Algoritmo 1: Principal
Inicio

Definir uma populagao inicial de solugoes candidatas codificando como genes

somente a variavel de decisao z
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Algoritmo Principal

\ 4

Algoritmo Secundario

Algoritmo Genético viabilidade, Método de
y e J(X,y) Pontos Interiores

A

solucao final

—_ = X5 J(XNY) y* ( — —

FIGURA 4.1: Estrutura do Algoritmo Combinado

Para cada solucao candidata, avaliar sua aptidao através da funcao objetivo:
Enquanto o critério de parada nao for satisfeito,

Selecionar solucoes pais para préxima geracao, de acordo com a sua
aptidao.

Recombinar os genes pais para produzir uma nova geracao de solucoes.

Aplicar o operador mutacao as novas solucoes.

Para cada solucao, avaliar a funcao de selecao.
Fim
Admitir a solucao candidata com maior valor na funcao de selecao como a

solucao final.
Fim
Algoritmo 2: Viabilidade e valor da funcao objetivo para solucao candidata.
Inicio
Decodificar a varidvel de decisao = dos genes da solugao candidata.

Resolver o problema de viabilidade em y para LMI(4.8) assumindo como

constante a variavel de decisao z:
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Se (4.8) for vidvel, calcular o valor da fungao objetivo (4.7).

Senao definir o valor da funcao de selecao como o menor valor calculado dentro

do espaco de busca das variaveis x e y.
Fim

Um critério simples de parada para o algoritmo combinado pode ser o término do

algoritmo ap6s um nimero especifico de geracoes.

4.9 Sintese de controladores H,/H,, utilizando Al-
goritmo Combinado

Diferentes problemas de controle podem ser escritos em termos de problemas de
otimizacao envolvendo desigualdades matriciais bilineares. Fato este que estimula o
desenvolvimento de algortimos préaticos para a resolucao de desigualdades matriciais
bilineares. Nesta secao, serd mostrada uma aplicacao do algoritmo combinado para
resolucao de problemas envolvendo desigualdades matriciais bilineares fora do contexto
de sistemas dinamicos hibridos assincronos.

O problema estudado serd o problema de sintese de controladores Hy/H,. No qual,
o fato de trabalharmos simultaneamente com critérios quadréticos e restricoes Hoo,
impede que as BMIs existentes sejam transformadas em LMIs através de mudancas de
varidveis (Boyd et al. 1994).

O problema H,/H,, é um problema de controle 6timo sobre sistemas lineares
com critérios quadraticos e restricoes incorporando a classe de controladores desejada
através da parametrizacao de Youla e parametrizagoes derivadas, acrescido de outras
especificacoes envolvendo normas Hy e H,,entre as quais as de margem de estabilidade

do sistema com relacao a perturbacoes em sua funcao de transferéncia.

4.9.1 O Problema de Controle H, usando LMIs

Os artigos de Youla (Jabr, Youla & Jr. 1975, Jabr, Youla & Jr. 1976) sao considerados
na literatura como os precursores do problema H,, onde os critérios quadraticos sobre

sistemas lineares foram definidos de tal forma que a varidvel de otimizagao passa a ser

95



o controlador linear representado no dominio da frequéncia. Para que o critério
continuasse quadratico, o conjunto de controladores estabilizantes da planta foi parametrizado
de forma afim por matrizes reais, racionais, préprias e estaveis, sendo chamada de

parametrizacao de Youla.

A norma H, é definida como a energia da resposta ao impulso h(¢) de um sistema

G:
16 o= ([ W@k = (5 [~ H (o) BT ()dw) >

Para um sistema continuo

T = Az -+ Bu
y = Cr+ Du

com uma fungdo de transferéncia G(s) = C'(sI—A) "' B+ D devemos assumir D = 0

para obtermos a norma || G || finita.

Seja H;(t) = Ce'B; a i-ésima coluna da resposta ao impulso de G, entao

1G3 = il hi 13
= %, [ BeAtCTCe Bt
= traco BT (> eA"tCTCetB;dt)B.

A matriz
P, = /OOO eATtC’TC’eAtdt,

é a solucao Gramiana de observabilidade para a equacao de Lyapunov
ATP,+ PA+CTC =0,

logo

| G ||3= tracoB" P, B,
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onde se (A, C') é observavel entao Py > 0.

Definindo a matriz Gramiana de controlabilidade
P = /0 C A BB At
como a solucao para equacao de Lyapunov
AP, + PAT + BBT =,
obtemos a seguinte expressao dual para a norma Ho:
| G ||3= tracoC' P,C™.

Definidas as expressoes para norma Hs podemos reescrevé-las como desigualdades

martriciais lineares:

| G l5= min traco BTPB (4.9)
sujeito a :
ATP+ PA+CTC =0,
P> 0.
| G 3= min tracoCQCT (4.10)
sujeito a :

AQ+ PAT + BBT <0
Q=0

4.9.2 Controle Hy com realimentacao de estado

Seja o sistema continuo linear e invariante no tempo em malha aberta
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T = Ax+ B,w+ B,u
z = Cyoe+ D,,w—+ D,,u

com o controlador de realimentacao de estados
u=Kzx

obtemos o sistema em malha fechada

t = (A+B,K)x+ B,w
z = (C,+ D,,K)x+ D,,w

com a funcao de transferéncia

G(s) = Doy + (C. + D, K)(sT — A — B,K)'B,

entre os sinais w e z.

A especificacao de desempenho H, é definida como

G l2< 7,

sendo que para um ganho finito devemos ter D,,, = 0.

A sintese do controlador H, consiste na busca de uma matriz de realimentacao de

estados K que minimize o indice de desempenho 7, atendendo as seguintes desigual-

dades:

traco(C. + D K)Q(C, + Do K)" < 7

(A+ B,K)Q+ Q(A+ B,K)" + BB" <0

A desigualdade (4.11) pode ser reescrita como
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traco(C, + D,,K)Q(C, + DZUK)T < tragoW < 7, (4.13)
para uma matriz W tal que:

|44 (C,+ D,,K)Q

= 0. (4.14)

Definindo a varidvel auxiliar Y = K@), obtemos a seguinte formulagao envolvendo

desigualdades matriciais lineares para o problema de sintese do controlador H:

min 7 (4.15)

sujeito a

w C,Q+ D,Y
QCT +YTDT, Q
trago(W) < 72,
AQ + QAT + B,Y +YTBT + B,BL <0,
Q >0,

resultando numa matriz de realimentacao de estados K = Y Q™.

4.9.3 O Problema de Controle H,, usando LMIs

As restrigoes H,, surgiram na literatura no contexto de robustez de plantas face as
perturbagoes, em relacdo a propriedade de estabilidade (Doyle & Stein 1981, Zames
1981). Uma descricao completa deste problema pode ser encontrada no artigo de

Francis (Francis 1987). A norma H, é definida como o ganho de energia induzido :

IG llw= sup || Gz ;= sup || G(jw) |

llz[]2=1

Para um sistema continuo linear e invariante no tempo descrito por:

= Ax + Bu
y=Cx+ Du

99



com a fungio de transferéncia G(s) = C(sI — A)"'B + D, temos || G(5) [|oo< Yoo S€

existe uma matriz Py, > 0 solucao para a seguinte desigualdade matricial linear

ATP+ PA+C"C PB+CTD
B'P+DTC  DTD-A~2T

<0

Ou ainda, recorrendo ao complemento Schur,

ATP+PA PB (C7T
BTP  —~, DT | =<0.
C D —Voo

4.9.4 Controle H,, com realimentacao de estado

Seja o sistema continuo linear e invariante no tempo em malha aberta

T = Ax+ B,w + B,u
z = C,o+ D,,w—+ D,,u

com o controlador de realimentacao de estados
u= Kz

obtemos o sistema em malha fechada

t = (A+B,K)x+ B,w
z = (C,+ D,,K)x+ D, ,w

com a funcao de transferéncia

G(s) = Doy + (C. + D, K)(sT — A — B,K)'B,

entre os sinais w e z.

A especificacao de desempenho H,, é definida como

G lloo< Yoo,
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sendo que para um ganho finito devemos ter D,,, = 0.

A sintese do controlador H,, consiste na busca de uma matriz de realimentacao de

estados K que minimize o indice de desempenho 7., atendendo as seguinte desigualdade

matricial bilinear:

(A+ B,)"Py + Py(A+ B,K) PyB, (C,+ D,K)"
BTP,, ool 0 <0
C,+ D, K 0 — Yool

(4.16)

Definindo a varidvel auxiliar Q@ = P! e Y = KQ, podemos transformar esta de-

sigualdade em LMI, obtendo a seguinte formulacao envolvendo desigualdades matriciais

lineares para o problema de sintese do controlador H:
min ¥y
sujeito a

AQ+ QAT +B,Y +Y"B" B, (C.Q+ D,Y)"
Bg — Yool 0 <0

resultando numa matriz de realimentacao de estados K = Y Q™.

4.9.5 Problema de controle Hy/H,,

(4.17)

O problema H,/H,,, conjugando critérios quadraticos com restri¢oes de robustez em

estabilidade na norma H, foi inicialmente proposto por Bernstein e Haddad (Bernstein

& Haddad 1989) e por Glover e Mustafa (Glover & Mustafa 1989). Desde entao uma

grande variedade de problemas e diferentes métodos de resolucao surgiram na literatura.

Estes problemas podem ser inicialmente classificados em duas categorias distintas, de

acordo com o critério de otimizacao adotado, considerando se o critério quadratico

original foi modificado ou nao em funcao das restricoes H.

Na primeira classe enquadram-se os métodos propostos por Bernstein e Haddad
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(Bernstein & Haddad 1989), Khargonekar e Rotea (Khargonekar & Rotea 1991) e
por Glover e Mustafa (Glover & Mustafa 1989). Os dois primeiros substituem as
equagoes de Lyapunov do problema H, original por equagoes algébricas de Riccati (ou
de Lyapunov) convenientemente adaptadas utilizando um lema de Willems (Willems
1971), gerando limitantes superiores do critério Hy englobando as restri¢oes Ho,. O
método proposto por Khargonekar e Rotea (Khargonekar & Rotea 1991) propoe uma

mudanca de variavel levando a um problema de otimizacao convexo.

4.9.6 O problema de controle Hs/H, com realimentacao de

estado

Seja o sistema continuo linear e invariante no tempo em malha aberta contendo duas

saldas

r = Az + B,w + B,u
Roo = C10033‘ + Dooww + Doyt (418)
Zo = 021' —+ Dgww + Dguu

com o controlador de realimentacao de estados

uw=Kzx

obtemos o sistema em malha fechada

A (A+ ByK)x + Byw
200 = (Coo + Doy K)x 4+ Dooyyw
Z9 = (CQ + DguK)l' + Dwa.

Definidas as especificacoes desempenho

I Goo(8) lloo< Yoor | Ga(5) [l2< 72,

relacionadas as funcgoes de transferéncia de w para z,, e 25 respectivamente, o objetivo

neste problema Hy/H,, é encontrar uma matriz de ganhos de realimentacao K que

102



minimize a norma H, de w para z, enquanto a norma H., de w para 2z, é menor que
um valor previamente definido v,. A partir dos problemas (4.15) e (4.17), obtemos
a seguinte formulacao envolvendo desigualdades matriciais bilineares para o problema
de controle Hy/H:

min 7 (4.19)

sujeito a

AQw + QAT + BuKQw + QuKTBT B,Quw (C.Qs + DKQu)T

QOOBZ; _7001 0 <0
W C.Q2 + Dy, KQ <0
@:C" + QK" D3, Q2 ’

traco(W) < 75
AQ: + QAT + BuKQ> + Q2 KB} + B,B], < 0,
QZ - 0; Qoo > 07

Como podemos observar no problema (4.19), a linearizagao feita nos problemas
anteriores especificos de Hy e H,, nao pode ser aplicada neste caso. Isto ocorre porque
nao podemos linearizar simultaneamente os termos K@)y ¢ KQ-.

Em (Khargonekar & Rotea 1991), os autores optaram por utilizar uma tinica ma-
triz de Lyapunov (Q« = @2), permitindo assim através de linearizagao reescrever o
problema (4.19) de forma que o mesmo envolva somente desigualdades matriciais lin-
eares. Esta opcao apesar de permitir a linearizacao causa um maior conservadorismo
nos resultados encontrados como veremos posteriormente.

Definido o problema (4.19), utilizaremos agora a metodologia do algoritmo com-
binado para soluciond-lo. Os resultados serao comparados com os encontrados pelo

método de (Khargonekar & Rotea 1991).

No sistema descrito em (4.18), definimos os seguintes valores como exemplo em

(Khargonekar & Rotea 1991):
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—1.40 —-0.49 -1.93
A=1|-1.73 -1.69 —1.25 |,
0.99 208 —2.49

—-0.16 —1.29 0.25
By,=1 081 096 B,=1| 041 |,
0.41  0.65 0.65

Coo = { —0.41 0.44 0.68 } ;
Co = { —-1.77 0.5 —-0.40 ] ;

D=1 Dy=1 np=2

Lembrando que as desigualdades matriciais bilineares envolvem as variaveis K, (),

e (2, escolhemos a matriz de ganhos de realimentacao K =

ki ko ks ] para receber

uma representacao cromossomica. Para isto arbitramos os seguintes espagos de busca:

-1 S kO S ]-7
1<k <1, - (4.20)

_1§k2§17

O algoritmo combinado aplicado neste problema de otimizagao apresenta as seguintes
caracteristicas: representacao cromossomica utilizando niimeros reais, os operadores
genéticos recombinacao aritmética e mutagao uniforme, o esquema de selecao chamado
escalonamento geométrico normalizado com 8% de probabilidade para escolha do mel-

hor individuo, uma populacao de 20 individuos e 50 geracoes como critério de parada.

104



Definidos os parametros para o algoritmo combinado, obtemos com a sua utilizagao

os seguintes resultados:

K

1 —0,6727 —0,3639 |,

10.8871 11.9586  0.0964
Qe = | 11.9586 13.8566 —0,4168 |,
0,0964 —0,4168 14,6247

8.5439  9.9142 —0,5738
Q=] 9,9142 12,3822 —1,9244 |,
—0,5738 —1,9244 11,7169

e um indice de desempenho para a norma H, igual a v, = 1, 50.

O resultado obtido supera aquele encontrado em (Khargonekar & Rotea 1991), onde
admitindo-se ()3 = @), foi obtido um indice de desempenho para a norma H, igual a
v = 2.55. O que mostra que com o uso do algoritmo combinado na resolucao de prob-
lemas envolvendo desigualdades matriciais bilineares é possivel melhorar resultados de
problemas na literatura onde até o momento, os autores preferem acrescentar um certo

conservadorismo aos resultados a ter que resolver desigualdades matriciais bilineares.

4.10 Solucao de Problemas BMIs Através de Algo-

ritmos Genéticos

As principais vantagens na formulacao de problemas envolvendo BMIs sao a simplici-
dade e generalidade. A formulacao de problemas envolvendo BMIs oferece uma inter-
pretacao direta das varidveis desejadas em problemas de controle. Contudo problemas
envolvendo BMIs sao nao-convexos e em geral dificeis de serem resolvidos em tempo
polinomial.

Na aplicacao ja apresentada, com o uso do algoritmo combinado somente uma parte
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do espaco de busca dos problemas recebeu uma representacao cromossomica. Com isso,
numa segunda etapa, para cada conjunto de possiveis solu¢oes candidatas continuamos
resolvendo problemas contendo desigualdades matriciais lineares através de métodos

de pontos interiores.

Nesta se¢ao optamos por uma representagao cromossomica para todo o espago de
busca em problemas BMI, com o objetivo de solucionar esses problemas fazendo uso
somente de algoritmos genéticos. Os resultados encontrados serao comparados com re-
sultados obtidos através de uma implementagao do algoritmo “branch and bound” (Goh
et al. 1995), o qual apesar de garantir convergéncia global, apresenta eficiéncia com-

putacional questionavel.

Inicialmente estudaremos um problema BMI simples utilizado por Goh em (Goh
et al. 1995) para verificar o funcionamento do algoritmo “branch-and-bound” proposto
no mesmo artigo. A seguir, serao estudados problemas BMI gerados randomicamente,
os quais também serao resolvidos pelo algoritmo “branch-and-bound” proposto por Goh
em (Goh et al. 1995) e pelo uso de Algortimos Genéticos. Os objetivos sao avaliar os
resultados obtidos pelos dois métodos e comparar os tempos computacionais gastos

pelos mesmos.

4.10.1 Um problema BMI simples com duas variaveis

O primeiro exemplo consiste de um problema BMI simples com duas varaveis, proposto
por Goh (Goh et al. 1995) como um exemplo de problema BMI que apresenta multiplos

minimos locais. O problema é descrito como:

min vy (4.21)

sujeito a:

F(x,y) — 1 <0,

(z,y) € [-0.5,2] x [-3,7],
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onde:

~10 —0.5 -2 ~1.8 —0.1 —0.4
Flz,y)=| 05 45 0 |+y| -01 12 -1
—2 0 0 —04 -1 0

9 05 0 0 0 2

+r05 0 -3 |+zy|0 55 3

0 -3 —1 2 3 0

O problema apresenta os seguintes minimos locais no dominio:

(z,y) = (0.0049, —2.0253) — v = 3.3886
(z,y) = (0.4436,4.0174) — v = —0.4434
(z,1) = (1.0488,1.4179) — v = —0.9565

Através de uma implementacao do algoritmo ”branch and bound”

baseada em (Goh et al. 1995), com um critério de parada

Yupperbound — Vlowerbound S 0-0017upperbound;
obtemos:

Yupperbound = _095657 Ylowerbound = _095737

(%, Y)otimo = (1.0510, 1.4141).

Para atingir estes valores o algoritmo precisou 105 iteracoes em 74.14 segundos.

Usando o algoritmo genético obtemos para o mesmo problema:

(2, Y)otimo = (1.0510, 1.4141)  ~,timo = —0.9565,
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apos o funcionamento do mesmo durante 51.93 segundos. Os parametros usados pelo
algoritmo genético foram: representacao cromossomica com niimeros reais, operadores
genéticos recombinacao aritmética e mutacao uniforme, escalonamento geométrico nor-
malizado com 9% de probabilidade de escolha do melhor individuo, uma populacao de
50 individuos e 100 geragoes como critério de parada.

Os resultados mostram que mesmo para um problema BMI reduzido como o que foi
mostrado, o algoritmo genético conseguiu atingir o 6timo global com um menor tempo

de processamento.

4.10.2 Problemas BMI gerados randomicamente

Neste exemplo utilizaremos problemas BMI gerados randomicamente com a seguinte

forma:
min 4.22
e Y (4.22)
sujeito a:
Ny No N1 N,
Fo+ > xiFio+ Y yiFo; + > xiyFyj — I <0,
i=1 j=1 i=1j=1

onde Fy, Fi, Fyj;, e Fi; € R™*™ sao matrizes constantes simétricas gerandas randomi-
camente. Com ¢ =1,..., Ny e j =1,..., N5. Cada um dos coeficientes das matrizes sao
escolhidos randomicamente no intervalo [—10, 10]. Todas as varidveis, z;(i = 1, ..., Nq)
e y;(i = 1,..., N2) sao restritas ao intervalo [0.1, 10].

Inicialmente, para cada problema gerado randomicamente, o minimo global foi cal-
culado utilizando uma implementacao do algoritmo ”branch and bound” proposto por

Goh (Goh et al. 1995). O critério de parada utilizado foi

Yupperbound — VYiowerbound S 0-0017upperbound-

Obtidos estes valores, o algoritmo genético foi utilizado para a obtencao de solucoes
para os mesmos problemas. Para cada problema, o algoritmo genético foi executado

10 vezes seguidas e o valor da solucao definido como valido, assim como o tempo
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computacional necessario, corresponde a média aritmética destas execucoes. Este teste

foi aplicado em 3 diferentes tipos de problemas:
1) Fy, Fjj € R¥® ez, y € R (10 problemas )
2) Fy, Fjj € R** ez € R?, y € R (10 problemas )

3) Fy, F;; € R*3 ex € R3 y € R (10 problemas )

A tabela (4.10.2) a seguir contém um resumo dos resultados obtidos pelo algoritmo

"branch and bound”e o algoritmo genético.

Tempo médio computacional gasto | Erro

Dimensoes dos Problemas Algoritmo Algoritmo | médio
Branch-and-Bound Genético (%)

Fy, Fje R ex,ye R 94.34s 67.79s 0.61
Fy, Fje R*exe R’ yeR 249.36s 71.90s 1.21
Fy, Fije R ez e R yeR 643.85s 78,47s 0.98

Tabela (4.10.2): Resumo de resultados obtidos com o uso dos algoritmos "branch-and-
bound” e genético.

O termo Erro médio é definido como o erro percentual entre o valor 6timo obtido
pelo algoritmo Branch-and-Bound e o valor 6timo médio obtido através do algoritmo
genético.

Os resultados mostrados na Tabela 4.10.2 indicam que mesmo no caso de x e y
serem escalares, o tempo computacional gasto pelo algoritmo genético é menor do
que o apresentado pelo algoritmo Branch-and-Bound. Com o aumento da dimensao do
vetor z, podemos constatar um aumento expressivo no tempo computacional gasto pelo
algoritmo Branch-and-Bound enquanto o tempo computacional gasto pelo algoritmo
genético pouco sofre influéncia deste aumento dimensional.

Os erros médios percentuais obtidos mostram a validade do uso do algoritmo
genético na solucao de desigualdades matriciais bilineares. Existindo a necessidade de
se obter valores menores de erro, visto o pequeno tempo computacional gasto pelo Algo-

ritmo Genético comparado ao algoritmo Branch-and-Bound, ainda é possivel refinar os
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resultados obtidos inicialmente sem perder o foco no critério de tempo computacional

gasto.
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Capitulo 5

Conclusao

Este trabalho teve como objetivo fornecer contribuicoes para a analise de estabilidade
e sintese de controladores no ambito de sistemas dinamicos hibridos assincronos. A

seguir, explicitamos estas contribuicoes e seus respectivos comentarios:

e Introducao do conceito de Taxas de Configuragoes Discretas em prob-

lemas de analise e sintese de sistemas dinamicos hibridos assincronos.

A partir do modelo proposto por Hassibi et al em (Hassibi et al. 1999), foi intro-
duzido o novo conceito de Tazxa de Configuracoes Discreta que permitiram reduzir o
nimero de termos bilineares presentes em problemas de andlise e sintese de sistemas
dinamicos hibridos assincronos. Além disso, o uso deste conceito Taza de Configuragoes
Discreta possibilitou que parametros utilizados na analise de estabilidade e sintese de
controladores representem as taxas de decaimento individuais para cada uma das con-
figuracgoes discretas facilitando a determinacao de intervalos factiveis, necessarios para a
resolucao dos problemas de otimizagao envolvendo desigualdades matriciais bilineares,

formulados para sistemas dinamicos hibridos assincronos.

e Anadlise de estabilidade e sintese de controladores simultanea em sis-

temas de controle em rede

No caso especifico de Sistemas de Controle em Rede com perda de pacotes, a abor-
dagem feita abrange comunicacao nao apenas na transmissao de dados da planta para

o controlador, como também na transmissao de dados do controlador para a planta.
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A questao da analise de estabilidade e sintese de controladores simultanea em tais sis-
temas também foi abordada, ampliando a formulacao proposta para tais sistemas em

(Zhang et al. 2001).
e Estudo unificado de problemas envolvendo assincronismo

Diferentes problemas envolvendo assincronismo, existentes na literatura, e que até
o momento utilizavam diferentes técnicas no seu estudo, foram revisitados no contexto
da nova proposta de forma unificada sobre o enfoque de sistemas dinamicos hibridos
assincronos. Os resultados obtidos ratificaram a capacidade de sistemas dinamicos
hibridos assincronos em englobarem diferentes tipo de problemas envolvendo assincro-

nismo. Em alguns casos foram obtidos resultados melhores do que os existentes.

e Algoritmo combinado para resolugcao de problemas envolvendo de-

sigualdades matriciais bilineares

Apesar do uso de novos conceitos, problemas de andlise e sintese em sistemas
dinamicos hibridos assincronos continuam sendo formulados como problemas de otimizagao
envolvendo desigualdades matriciais bilineares. Para resolucao de tais problemas foi
proposto neste trabalho o uso de um algoritmo combinando métodos de pontos in-
teriores e algoritmos genéticos. O objetivo desta combinacao foi permitir que parte
dos problemas fosse tratada por técnicas de otimizacao local mais eficientes, enquanto
técnicas de otimizac¢do ndo-convexa (de alto custo computacional) eram utilizadas em

subproblemas de dimensoes reduzidas.
e Sintese de Controladores H,/H,, utilizando algoritmo combinado

A possibilidade de se formular como problemas de otimizacao envolvendo desigual-
dades matriciais bilineares diferentes problemas de controle nas mais diversas dreas,
aumenta a necessidade de desenvolvimento de algoritmos praticos para a resolugao
de desigualdades matriciais bilineares. Uma aplicacao do algoritmo combinado para
resolucao de problemas envolvendo desigualdades matriciais bilineares fora do con-
texto de sistemas dinamicos hibridos assincronos também foi apresentada. O problema
escolhido foi o problema de Sintese de Controladores Hs/H.,, no qual o fato de tra-

balharmos simultaneamente com critérios quadraticos e restricoes H,,, impede que as
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BMIs existentes sejam transformadas em LMIs através de mudancas de varidveis (Boyd

et al. 1994).
e Avaliagao de algoritmos genéticos na resolucao de BMIs

As duas principais técnicas para resolucao, existentes na literatura, sdo: o algoritmo
de minimizacao alternada e o algoritmo branch and bound. A primeira nao garante que
a solucao encontrada pelo algoritmo seja a solucao global. Por outro lado, o algoritmo
branch and bound, apesar de garantir que a solucao encontrada pelo algoritmo seja a
solucao global , apresenta sérias limitacoes quanto a sua praticidade, visto que o niimero
de iteragoes para obtencao da solucao depende fortemente da dimensao do espaco de
busca. Neste trabalho, avaliamos também o uso somente de algoritmos genéticos para
solucionar problemas envolvendo BMIs, para isto optamos por uma representacao cro-
mossomica para todo o espaco de busca em tais problemas. Os resultados encontrados
foram comparados com resultados obtidos através de uma implementacao do algoritmo
”branch and bound” (Goh et al. 1995), o qual apesar de garantir convergéncia global,
apresenta eficiéncia computacional questionavel.

Sao sugeridos alguns tépicos que merecem uma posterior investigacao em pesquisas

futuras:

Estudo de sistemas assincronos com caracteristicas aleatérias (Verkama 1996)

(Leland 1993) no contexto de sistemas dinamicos hibridos assincronos.

e Investigar a eficiéncia computacional do Algoritmo Combinado em problemas
de controle descentralizado do amortecimento de oscilagoes eletromecanicas em

sistemas de poténcia (de Almeida 2003).

e Aprofundar estudo comparativo com outros algoritmos de otimizacao global no

contexto de desigualdades matriciais bilineares (Tuan & Apkarian 20000).

e Analise e propriedades de convergéncias para o algoritmo combinado apresentado,
através da teoria de cadeias de Markov utilizada para andlise de convergéncia de

algoritmos genéticos (Suzuki 1995).
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Apéendice A

Outras Técnicas de Otimizacao

para Problemas Envolvendo BMlIs

A seguir, serao apresentados dois algoritmos existentes na literatura para a resolucao
de problemas BMIs descritos segundo:
min ¢’z + d'y (A1)

sujeito a

F(z,y) >0

onde F(x,y) é definido em (4.3), = € [a,b] C R™, y € [r,s] C R",c € R™ e d € R".

A.1 Minimizacao alternada

Claramente, para valores fixos de = e y alternadamente, o problema (4.3) transforma-
se em um problema de programacao semidefinida em x e y respectivamente, para os
quais existem varios algoritmos eficientes conforme dito anteriormente. Baseado nesta

propriedade do problema, o seguinte algoritmo é proposto:

Algoritmo A.1
e Definir: k=0e 20 € R™,

e Repetir:
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— Atualizar k = £ + 1.
— Encontrar y*®) = argmin{c"z*=Y 4 d"y|F(z*1,y) = 0 e y € R"}.

— Encontrar #® = arg min{c"z + d"y® |F(z,y®) = 0 e z € R™}.
e Enquanto : F(z*1 y®) = 0 ou F(z® y*) = 0.

Infelizmente a minimizacao alternada nao garante que a solucao encontrada pelo

algoritmo seja a solugao global para o problema (A.1) (Goh et al. 1995).

A.2 Algoritmo Branch and Bound

Virias referéncias podem ser encontradas na literatura sobre algoritmos “branch and
bound”, aplicados a problemas envolvendo desigualdades matriciais bilineares, por ex-
emplo: (Goh et al. 1995, Lim & Papavassilopoulos 1996, Fujioka & Hoshijima 1997).
Goh e coautores foram os primeiros a apresentarem um algoritmo “branch and bound”
de propésito geral. Este algoritmo foi melhorado posteriormente em (Fujioka & Hoshijima
1997), com o uso de uma relaxa¢ao baseada em resultados de programacao quadratica
indefinida (Al-Khayyal 1990, R. & Tuy 1996, McCormick 1976, McCormick 1982). O
particionamento exigido nos algoritmos apresentados em (Goh et al. 1995, Fujioka &
Hoshijima 1997) , é feito no espago de busca de todas as varidveis (z,y), o que causa
sérias limitagoes na praticidade dos mesmos, visto que, em geral, o niimero de iteracoes
de um algoritmo “branch and bound” depende principalmente da dimensao do espago
particionado.

Com o objetivo de reduzir esta dependéncia, em (Tuan & Apkarian 2000a), os
autores apresentam um algoritmo “branch and bound”, onde o particionamento fica
restrito somente ao conjunto de varidveis responsaveis pela nao-convexidade no prob-
lema. A seguir serd apresentado um algoritmo “branch and bound”, similar aquele ap-
resentado em (Tuan & Apkarian 2000a), onde o particionamento fica restrito somente
as variaveis x;. O algoritmo proposto alterna entre dois problemas que representam os
limites inferior e superior para o problema (4.3).

Dado M = [p, q] C [a, b], o limite inferior de (4.3) para x € M pode ser representado

pelo seguinte problema:
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ming . ¢’ © +d"y
Fo+ X oiF + X5 y;Gy + X0, S5 wiHy >0, ¢ LB(M) (A.2)

reM, yepq.

O fato das nao-convexidades serem omitidas em (A.2) ao utilizarmos as variadveis
livres w;;, garante que o problema representa um limite inferior de (A.1).
Admitindo que (z(M),y(M),W(M)) seja uma solucao 6tima de (A.2), o limite

superior de (4.3) pode ser representado pelo seguinte problema:

mingy ., ¢’ (M) +d"y
Fo+ X w(M)F; + X5, 4Gy + Sy iy wi(M)y; Hy; > 0, ¢ UB(M)  (A.3)

y € [p,q-

O limite superior dado pelo problema (A.3), consiste em uma LMI em y para valores

fixos de (M) de uma solucao 6tima de (A.2).

Algoritmo A.2

1 Definir My = [a,b] , 7° = +oo , a solugao viavel (z°,4°) qualquer, S; = N; =
{MU} ek=1.

2 Paracada M € Ny resolver (A.2) para obter o valor 6timo (M) e a solugao 6tima
(z(M),y(M), W (M)). Resolver (A.3) para atualizar o melhor valor corrente "

com a solugao (z*, y*) corrente correspondente.

3 Em S, deletar todo M tal que 3(M) > v*—e¢. Sendo Ry o conjunto de retangulos
restantes. Se R, = 0, finalizar o algoritmo e ¥ é o valor e-sub-6timo com a

correspondente solugio (z¥, y¥).

4 Escolher M € argmin{3(M)|M € Ry} e dividi-lo em dois retangulos menores

M1, M5 segundo a regra de subdivisao:
— Definir
* Hi = mln{l‘l(M) — Diyq; — l‘l(M)}a 7/ - ]-7 27 o '7N17
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* ZM — argizlg’___’Nl max ,U/Z

— Subdividir M pelo segmento de reta x;,, = x;,, (M).

Determinar N1 = {Mg1, Mo}, Sk+1 = (Re\Mg)UNgi1. Determinar k& < k+1

e retornar ao item 2.
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Apéendice B
O Algoritmo Genético Basico

Neste apéndice sao mostrados em detalhes os seis componentes fundamentais do algo-
ritmo genético utilizado neste trabalho.

Os algoritmos genéticos representam uma classe de procedimentos de busca e otimizacao,
baseados nos mecanismos da genética e sele¢ao natural (Goldberg 1989). Estes algorit-
mos manipulam uma populacao de solucoes codificadas, dentro de um certo dominio
de definicao do problema de otimizacao, utilizando os operadores genéticos a par-
tir da informacao fornecida pela funcao de selecao (Goldberg 1989) (Kristinsson &
Dumont 1992).

O uso dos algoritmos genéticos requer a determinacao de seis componentes funda-
mentais: representacao cromossomica, tamanho da populacao, funcao de selecao, os
operadores genéticos responsaveis pela execucao da funcao de reproducao, criacao da
populagao inicial, critério de término ou parada, e a funcao objetivo. A seguir cada

um destes componentes é descrito.

B.1 Representacao cromossémica

Em qualquer algoritmo genético, é necessaria uma representacao cromossomica para de-
screver cada individuo em uma populacao de solucoes. O esquema de representacao de-
termina como o problema é estruturado no algoritmo genético e os operadores genéticos
que sao utilizados. Cada individuo ou cromossomo é formado por uma sequéncia de
genes descritos em termos de um certo alfabeto, que pode consistir de digitos binarios

(0 e 1), nimeros em ponto flutuante, inteiros, simbolos, matrizes, etc.
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O trabalho original de Holland (Holland 1975), faz uso de um alfabeto limitado a
digitos bindrios. Contudo, deste entao, o tipo de representacao tem sido muito inves-
tigado. Em (Michalewicz 1994), o autor mostra que representacoes mais naturais sao
mais eficientes e produzem melhores solucoes. Uma representacao muito utilizada para
os individuos ou cromossomos é aquela que utiliza um alfabeto formado por niimeros em
ponto flutuante com valores dentro dos limites superiores e inferiores de cada variavel do
problema. Ainda em (Michalewicz 1994), experimentos comparando a representacao
cromossomica com valores reais e a com digitos binarios mostram que o algoritmo
genético com uma representacao com valores reais é uma ordem de magnitude mais
eficiente em termos de tempo de processamento, além de oferecer maior precisao e

resultados mais consistentes.

B.2 Tamanho da populacao

Populagoes muito pequenas nao representam amostras significativas do espaco de solucoes
para o problema de otimizagao, implicando em convergéncia rapida para solugoes po-
bres. Por outro lado, populacoes grandes, apesar de representarem amostras signi-
ficativas do espaco de solucoes e tornarem o processo de busca do algoritmo genético
mais informado, requerem um tempo de processamento maior, resoltando em taxas
de convergéncia maiores para o algoritmo. Desta forma, o tamanho das populacoes
representa um compromisso entre a quantidade de informacao a ser manipulada pelo

algoritmo genético e o tempo computacional necessario para processar as informacoes.

B.3 A funcao de selecao

A selecao de individuos para produzir sucessivas geragoes é uma regra extremamente
importante em um algoritmo genético. A selecao é probabilistica e baseada no grau de
aptidao dos individuos. Quanto maior o grau de aptidao do individuo, maior proba-
bilidade este tera em ser selecionado. Existem varios esquemas utilizados no processo
de selecao, como por exemplo: selecao baseada em roleta e suas extensoes, técnicas de
escalonamento e modelos elitistas (Goldberg 1989) (Michalewicz 1994).

A selegao baseada em roleta, desenvolvida por Holland (Holland 1975), foi o primeiro
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método de selecao. A probabilidade de escolha, P;, de cada individuo é definida como:

F;
PopSize )
> Iy

J=1

P = (B.1)

onde F; é o valor da aptidao do individuo i. O uso de selecao baseada em roleta limita
o algoritmo genético para maximizacao de funcoes objetivo positivas, porém extensoes,
tais como janelamento e escalonamento, tém sido propostas permitindo minimizacao e
negatividade de funcoes objetivo.

Técnicas de escalonamento requerem somente o mapeamento de solucoes para con-
juntos parcialmente ordenados, permitindo minimizacao e negatividade da funcao ob-
jetivo. O método de escalonamento geométrico normalizado (Joines & Houck 1994)

define P; para cada individuo como

P=p'(1—p)*, (B.2)

onde :

p é a probabilidade de selecao do melhor individuo,

g ¢é o valor normalizado do individuo, onde 1 é o melhor,

e S é o tamanho da populacao,

P = =i

B.4 Os operadores genéticos

Os operadores genéticos sao a base do mecanismo de busca dos algoritmos genéticos.
Uma vez avaliada a qualidade das solucoes da populacao corrente, os operadores sao
utilizados para gerar uma nova populacao baseados nestas solucoes da populacao cor-
rente. Existem dois tipos basicos de operadores : recombinacao e mutacao. O operador
recombinacao gera duas novas alternativas de solucoes, a partir de dois individuos da
populacao corrente, enquanto o operador mutacao altera um individuo para produzir
uma nova alternativa de solucao. A aplicacao deste dois tipos basicos de operadores e

suas variacoes depende do tipo de representacao cromossomica utilizada.
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Assumindo que X e Y sdo dois vetores-linha de dimensdo m correspondendo a
individuos (pais) da populagao. Para X e Y bindrios, sao definidos, a seguir, os oper-

adores recombinacao simples e mutacao binaria.

O operador recombinagao simples gera um ntimero randomico r, de uma dis-

tribui¢ao uniforme de 1 até m e cria dois novos individuos ( X' e Y’ ) segundo:

Ty, sei<7Tg

Yi, caso contrario,

Yi, se i <Tg
[
Yi = . (B.4)
T;, C€aso contrario.

A mutacao binaria troca cada bit em todo individuo na populagao com probabili-

dade p,, conforme:

o 1—m;, seU(0,1) < pp (B.5)
Ti, caso contrario.

Operadores para representacao utilizando um alfabeto de nimeros reais foram de-
senvolvidos por Michalewicz (Michalewicz 1994). Assumindo valores reais para X e Y,
e a; e b; como sendo os limites inferior e superior, respectivamente, de cada variavel
i, a seguir os seguintes operadores sao definidos: mutacao uniforme, mutacao nao-
uniforme, mutacao limite, recombinacao simples, recombinacao aritmética e recom-

binacao heuristica.

O operador mutacao uniforme seleciona randomicamente uma variavel j, e altera

seu valor para um nimero randoémico distribuido uniformemente no intervalo [a;, b;]:

U(a;,b;), sei=7
2 = Ulanb) / (B.6)

x;, caso contrario.

O operador mutacao limite seleciona randomicamente uma variavel j, e altera seu

valor para o seu limite inferior ou superior, onde r, = U(0, 1):
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a;, sei =7, <0.5
=1 b = 4,1, > 0.5 (B.7)
P i, Se1=7"7T =ZU. :
xr;, caso contrario.
Na mutacgao nao-uniforme, uma variavel j é selecionada randomicamente, e assume

um valor igual ao nimero randéomico nao-niforme:

1= 2+ (2 +a) f(G), ser] 205 (B:8)

Zi, caso contrario,

onde

o f(G)=(7(1—52))"

Gmax

ri e r} sdo niimeros randomicos entre 0 e 1,

G é a geracao atual,

e (Guae € 0 nimero maximo de geracoes,

b é um parametro.

A recombinagao simples com valores reais é idéntica a versao binaria. J4 a recom-

binag¢ao aritmética produz duas combinagoes lineares dos pais, onde r, = U(0, 1):

X'=rnX+(1-n)Y (B.9)
X'=1-rm)X+nYy (B.10)

Na recombinacao simples sao produzidas extrapolagoes lineares de dois individuos.
O novo individuo X', é criado segundo (B.11), onde 7, = U(0,1) e X é uma solugao
de qualidade melhor do que Y. Se X' for invidvel, segundo (B.13), entdo é gerado um
novo nimero randémico e criada uma nova solugao utilizando a equacgao (B.11). Se
apoés t tentativas ainda ocorrer inviabilidade, o valor da nova solugao assume o valor

do individuo pai.

X'=rX+nX-Y) (B.11)
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V=X (B.12)

o 1, sex;>a;z; <b, Vi
viabilidade = (B.13)

0, caso contrario.

B.5 Inicializacao, Critério de parada e
funcao objetivo

A populagao inicial utilizada no algoritmo genético é mais comumente gerada aleato-
riamente.

O critério de parada mais frequentemente utilizado é o limite superior no nimero
maximo de geragoes criadas. Outro critério também utilizado baseia-se em estatisticas
da populacao: quando a soma dos desvios entre os individuos fica menor do que um
determinado valor, o algoritmo pode ser finalizado. Outro método para finalizacao do
algoritmo pode ser baseado na falta de melhora na melhor solugao, apés um especificado
nimero de geragoes.

Os algoritmos genéticos podem ser aplicado a funcoes objetivo de diferentes for-
matos bastante variados, sendo que em alguns casos é necessario o mapeamento destas
fungoes em conjuntos parcialmente ordenados com o objetivo de atender as carac-

teristicas dos algoritmos genéticos.
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Abstract

A class of asynchronous dynamical systems with rate
constraints that is a modification of the class defined
by Hassibi and coworkers is introduced. A numerical
procedure for a quadratic stability analysis, based on
a combination of LMI and a genetic algorithm is pro-
posed. Applications to networked control systems with
packet dropout and to convergence of asynchronous
fixed point iterations are described. The results ob-
tained are put in perspective as well as compared with
those obtained earlier in the literature.

1 Introduction

Due to the very rapid advances in digital systems, com-
munication systems, and data networks, feedback con-
trol systems in which control loops are closed through
a real-time network are becoming increasingly impor-
tant. Such systems are called networked control sys-
tems (NCS). The defining feature of an NCS is that in-
formation (reference input, plant output, control input,
etc.) is exchanged using a network that connects con-
trol system components (sensors, controller, actuators,
etc). Design that choose to use a networked control sys-
tem architecture are motivated by cost, maintenance,
and reliability, rather than performance.

The insertion of a communication network in the feed-
back control loop makes the analysis and design of an
NCS rather complex. Conventional control theory with
many ideal assumptions, such as synchronized con-
trol and sensing and actuation without delays, must
be reevaluated before it can be applied to NCSs. In
[17], the authors show that when using an networked
control system, not only networked-induced delay, but
also data packet dropout must be considered. Packet
dropout refers to packet collisions and network node
failures. A networked control system with data packet
dropout is modelled as an asynchronous dynamical sys-
tem with rate constraints on events (8].

0-7803-7298-0/02/$17.00 © 2002 AACC
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The basic feature of Lyapunov-based theory for a class
of asynchronous dynamical systems proposed in [8], is
that the Lyapunov function is not required to decrease
monotonically along the state trajectories, but only on
the average. This theory was applied to asynchronous
iterations [4, 2, 11] and it was concluded in (8] that the
condition given by [4] can be relaxed, assuming that
there are no delays when processors communicate and
that the latter communicate at a fized rate.

This paper modifies the definition of exponential stabil-
ity for the class of rate constrained models considered
by Hassibi et al. [8] relating the design parameters not
to the rate of occurrence of events but rather to the rate
of occurrence of discrete states of a dynamical system.
This leads to a simplification in the problem description
as well as the design procedure. The decay rate of the
system is still determined by nonlinear matrix inequal-
ities and is calculated using genetic algorithms, that
have been used to solve difficult problems with objec-
tive functions that do not possess nice properties such
as continuity, differentiability, etc. Examples show that
the Lyapunov-based theory for a class of asynchronous
dynamical systems can be used to find sufficient con-
ditions for stability of linear desynchronized systems
[12] and networked control systems with data packet
dropout [17].

2 The rate-constrained model

#(kh) Plant x(kh)
xttes )= D xiiey+ Tugrn)
S Sy
S 1 gg
Controller T ( k h)

~Kx(kh)

Figure 1: NCS with data packet dropout.
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Fig. 1 illustrates a simple networked control system
with data packet dropout, where it is assumed that the
closed-loop system (& — I'K) remains stable with the
continuous controller and furthermore that the network
connects the plant to the controller and vice-versa. The
network is modelled as a pair of switches S and §
that close at certain rates r;. When the switches are
closed, the network packets are transmitted without
delay, whereas when they are open, the output of the
switches is held at the previous value and the packets
are lost. Thus the dynamics of the switches (states Z
and &) can be modelled as

S F(kh) = z(kh),
Sa: z(kh) = z((k—1)h),
Sy: #(kh) = -Kz(kh),
Sy @(kh) = &((k - 1)h).

Concatenating the state vectors of the plant and con-
troller to obtain a global vector:

z(kh) = [xT (kh), 2T (kh), 2T (kh)]T,

the networked control system with data packet dropout
is represented as the following time-varying system:

2((k 4+ 1)h) = ®;2(kh),

where 7 = 1,---,4. When the switches are in positions
Sg and Sg,
~ 0 I
0 0 [
when the switches are in positions S and Si,
) [& 0 T ]
q)z = (] 0 T ;
| 0 -K 0 |
when the switches are in positions S; and S,
} [@ 0 T ]
P; = 0 I 0 ;
|0 -K 0 |
when the switches are in positions S; and S,
~ ® 0 T
b, = ¢ 0 T
0 0 I

The particular matrices ®; that occur at each instant
can be worked out as functions of k, given the rates of
switching r;. Furthermore, it is clear that if the rates r,
and 7o are commensurable, then the states z(kh) from
the plant become available to controller with certain
periodic delays, and the states Z(kh) from controller
also become available to the plant with periodic delays.
If the rates are incommensurable, then the delays will
be aperiodic but bounded. Thus the rate constrained
model is a special case of the model of asynchronous
iterations [4]. Readers wishing further details on the
two kinds of model should consult (8, 15].
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3 Models of asynchronous dynamical systems

In their derivation of exponential stability for a class of
asynchronous dynamical systems, Hassibi et al. [8] used
the rates of occurrence of the events directly. The first
switch is closed at rate vy and therefore 100(1 — )%
of the plant data is lost in the network. The second
switch is closed at rate ro and therefore 100(1 — r2)%
of controller data is lost in the network. The transition
diagram of the networked control system with packet
dropout is given in Figure 2, where E; and E; denote
the events of closing and opening the first switch, and
E5 and E; denote the events of closing and opening the
second switch. Using these rates, a sufficient condition

E; B,

Figure 2: Transition diagram of the networked control
system with packet dropout

for exponential stability is obtained by the use of a
simple quadratic Lyapunov function given by
V(z)=2TPz, P>0. (1)

One obtains the following set of matrix inequalities
dTPP, - P < (a7%ay? - 1)P,

TP, - P < (aj%a;% - 1)P,

2
3T Pd; - P < (a7%a52 - 1)P,
T Pd, — P < (a7%a;2 - 1)P,
and
o a;’&{'”d;_” > 1, (3)

where ay, g, &1, and a; correspond to the events Ej,
E,, Ey and E, respectively, and ®;, i = 1,---,4 cor-
respond to the configurations shown in the previous
section.

In (2), the inequalities contain the product of three
variables of the problem, e.g. a1_2a{ 2p , and a feasi-
ble set of ay, as, @i, and &y is difficult to find. An
alternative approach arises from the realization that
specification of a rate of switching defines, implicitly, a
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rate of occurrence of the corresponding discrete system
defined, in the example above, by one of the matrices
&;. The benefits of doing this are explored in the next
section.

4 Exponential stability using Lyapunov-based
theory

Before proceeding, a basic stability definition from [8]

is repeated here:

The asynchronous dynamical system is said to be ez-

ponentially stable if its trajectories satisfy:
lim o||zx]| =0, (4)
k—o00

for some o > 1. The largest such « is referred to as the

decay rate of the system. It is clear that exponential

stability implies uniform asymptotic stability.

A sufficient condition for exponential stability is the
existence of a Lyapunov function V : R® — Ry,

Bulzl®> < V(@) < Bol=l? (5)
where By 2 > 0 satisfying the following conditions:
(1) there exist a; >0, i =1,...,m, such that:
V(zie1) = Vizi) < (o7 = DV (), (6)
and (ii) the ass satisfy:
m -
[lefi>a>1, (™

i=1
where m is the number of discrete states of the system.
The proof is as follows. Suppose that the discrete state
transitions of any trajectory of the system occur at

times 0 = t; <ty < t3 < ---. Then, for t € [tx,txs1],
condition (6) gives

V(2(trs1)) < o7 2V (2(th))

or
In V(Il:(tk+1)) < —2Ine; +1n V(:L'(tk)) (8)

Note that whenever an discrete state of the asyn-
chronous dynamical system occurs we have a contribut-
ing term «; on the right hand side of (8). Hence, sum-
ming up these inequalities for k = 1,2,---, K — 1, in
the limit, the total time that one discrete state occurs
is equal to 7K as K — oo. Therefore

InV(z(K)) - InV(z(0)) <
-2/ Khnay —--- — 27, KIna,,
or by (7)
I V(z(K)) - In V(2(0)) < 2K Ina
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so that
V(z(K)) < o~ 2KV (2(0)).

Now using (5) we get

o |lz(K)|| < %nx(mu
1

or
lim o*|zy|l = 0.
k-0

Defining #; as the rate of occurrence of the matrix &;
that corresponds to one of the four configurations of
switches described in the section two, it is clear that
they must satisfy the equation below

if@. =1 (9)
i=1

5 Maximization of decay rate using quadratic
Lyapunov function

This section presents a formulation for the problem of
maximization of decay rate for the networked control
system with packet dropout introduced above.

For the quadratic Lyapunov function (1), using the suf-
ficient condition for exponential stability given above,
the problem of maximization of decay rate can be de-
fined as :

max ail o af? alf
such that’
TPd, - P < (of2-1)P , i=1,2,3,4
0 < P,

(10)
where the rates #; and the parameters o; refer to the
discrete states of the asynchronous dynamical system,
and the relation between ¢ and the configuration of the
switches described in the section two is shown below:

i stitch stitch
1 off Off
2 On On
3 Off On
4 On Off

The nonlinear matrix inequalities in (10) can also be
written as bilinear matrix inequalities [16] in P and
log a}s, showing that the computational complexity
of this type of optimization problem belongs to class
defined as NP-hard [6][14]. In addition, a BMI de--
scribes sets that are not necessarily convex. It is im-
portant to understand that being a NP-hard is a prop-
erty of the problem itself, not of any particular algo-
rithm. It is also important to understand that if a


amit
Text Box
128


problem is NP-hard, this does not imply that prati-
cal algorithms to solve it cannot exist. Pratical algo-
rithms for NP-hard problems exist an typically involve
approximation, heuristcs, branch-and-bound, or local
search(3, 6, 14]. In this paper we attack this optimiza-
tion problem using genetic algorithms.

6 Maximization of decay rate via genetic
algorithms

Genetic algorithms have been used to solve difficult
problems in control with objective functions that do
not posses “nice” properties such as continuity, differ-
entiability, satisfaction of the Lipschitz condition, con-
vexity [1]. These algorithms maintain and manipulate
a population of solutions and implement a survival-of-
the-fittest strategy in their search for the better solu-
tions.

Genetic algorithms have been shown to solve linear
and nonlinear problems by exploring all regions of the
state space and exponentially exploiting promising ar-
eas through mutation, crossover, and selection opera-
tions applied to individuals in the population[13]. A
more complete discussion of genetic algorithms can be
found in the books [5, 7, 9, 13].

The problem of maximization of the decay rate, as for-
mulated in this paper, can be observed to have an ob-
jective function that is homogeneous in P of degree
zero that we can determine easily a feasible convex set
for the als. Algorithms 1 and 2 illustrate how the al-
gorithm works.

Algorithm 1: main procedure

Begin

Set up initial population of candidate solutions

For each candidate solution, evaluate fitness
function:

While the termination criterion is not satisfied,
Select parent solutions for the next gener-
ation, according to fitness.

Crossover parent genes to produce a new
generation of offspring solutions.

Subject offspring solutions to random mu-
tation.

For each solution, evaluate fitness function.
End

Take the candidate solution with highest fitness
value as the final solution.

End
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Algorithm 2: Fitness function for a candidate solution

Begin

Decode parameters «;s from candidate solution
genes.

Solve the feasibility problem of LMI in (10):

if (10) is feasible, the set fitness value to
[Tz, o
else set fitness value to lower value than the low-

est value possible in the feasible set of a;s
(13).

End

When there does not exist a feasible P , the set of
als is not discarded, but this individual is assigned a
fitness value lower than the lowest value possible in the
feasible set of a/s (13). It is important not to discard
infeasible solutions that are near feasible solutions and
perhaps near the optimal solution.

7 Examples and Numerical results

7.1 Example 1
Consider the state-space plant model [17] :

@] _[o 1 z |, [ 0
i | |0 —01 2 01 |
_ z
y=[1 0]},
(11)
A continuous-state feedback controller is v = — Kz,

where K = [3.75,11.5].When the plant is sampled with
a sampling period h = 0.3s, we obtain

oo hom) v

and the closed-loop system (® —I'K) is still stable with
the continuous controller.

1 0.2955
0 09704

0.0045
0.0296

Each a; refers to the decay rate of individual systems
represented for the matrix ®;, so that we can define the
feasible set of a}s as :

01 < oy < 1

1 < ap < 11362

01 < a3 < 1 (12)
01 < ag < 1

The real lower bounds of a;, a3, and a4 are actually
zero, but the value 0.1 is used in order to obtain a
feasible matrix P.

Consider the setup shown in Fig. 1, which differs from
that of [17] since it permits packet dropout from plant
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to controller and vice-versa, whereas only the former
is considered in [17]. Assuming that the switches S
and S are closed at rates 7 rp = 0.9, the rates
of occurrence of the four matrices corresponding to the
four configuration of switches are: #; = 0.01, 7o = 0.81,
73 = 0.09 and 74 = 0.09.

Using a floating point representation for each individ-
ual or chromosome, the genetic operators arithmetic
crossover and uniform mutation [13], normalized geo-
metric ranking [10] as scheme for selection process with
8% of probability of selection the best individual, pop-
ulation size of 20 individuals and 50 generations as a
simple termination criterion, we obtained, via a genetic
algorithm, the following values:

a) = 0.6524, Qg = 1.1361, a3 = 0.7288, Qy = 0.7247,

19.08 2273 -14.16 -12.70 0.42

22.73 5429 —-1299 -3046 1.26

P = —-14.16 -12.99 15.11 15.75  0.07
-1270 -30.46 15.75 3944 0.26

0.42 1.26 0.07 026 0.15

and the decay rate of networked control system with
packet dropout is given by:

4
11 =1.0425.

i=1

The results show that networked control system with
packet dropout at two locations is stable, generalizing
the example of [17].

7.2 Example 2
Consider the parallelized asynchronous fixed point
problem (8] with the matrix:

Note that the spectral radius of A is 0.7, while the
spectral radius of |A4| is 1.23, so that the sufficient con-
dition of [4] for convergence of asynchronous iterations
(p(JA4]) < 1) is not satisfied.

_ [ 08558
=1 07205

—0.2895

A —0.6558

The situation is shown schematically in Figure 3, in
which it is assumed that P carries out the iteration
for the top half of the vector  and P for the bottom
half. Neither processor waits for information to become
available from the other, so the idle time of processors is
minimized, implying that they are used more efficiently.
It is only assumed that P makes its state vector zy
available to P at rate r; and that P makes its state
vector T available to P at rate 7,.

We will suppose the rates of communication between
processors P and P are r; = ro = 0.9. So the rates
of occurrence of the four matrices corresponding to the
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A \\}—)/_

Figure 3: Asynchronous two processor implementation of
iteration for fixed point problem

four configuration of switches are:

i Pswitch Pswitch ?i
1 Off Ooff 0.01
2 On On 0.81
3 Off On 0.09
4 On Off 0.09

Each a; refers to the decay rate of individual systems
represented for the matrix A;, so that we can define
the feasible set of als as :

01 < oy < 1

1 < as < 14281

01 < a3 < 1 (13)
01 < a7 < 1

The real lower bounds of a;, a3, and a4 are actually
zero, but the value 0.1 is used in order to obtain a
feasible matrix P.

Using a floating point representation for each individ-
ual or chromosome, the genetic operators arithmetic
crossover and uniform mutation [13], normalized geo-
metric ranking [10] as scheme for selection process with
8% of probability of selection the best individual, pop-
ulation size of 20 individuals and 50 generations as a
simple termination criterion, we obtained, via a genetic
algorithm, the following values:

oy = 0.4910, as = 1.4121, a3z = 0.7163, ay = 0.7072,

72.7961 44454 327549 -17.7848
P = 4.4454 9.3635  —8.9705 4.1317

—32.7549 —8.9705 354242 —16.3742

—17.7848 4.1317 -16.3742 63.3014

and the decay rate of parallelized asynchronous fixed
point problem:

—ala2atalt =
a = ajlay?ar’oyt = 1.2352.

The results show that parallelized asynchronous version
of fixed point problem using two processors is stable,
even when the Chazan-Miranker sufficient condition is
not satisfied.
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8 Concluding remarks

This paper has shown that rate-constrained asyn-
chronous dynamical systems introduced in [8] can be
redefined in order to produce a set of bilinear matrix
inequalities that can determine the stability of the sys-
tem via a quadratic Lyapunov function. Applications
to networked control systems with packet dropout and
to the convergence of asynchronous fixed point itera-
tions are described. The class of rate-constrained asyn-
chronous iterations is one for which it is possible to
obtain a convergence condition that are weaker than
the classical Chazan-Miranker condition (p(|A|) < 1).
This is interesting because only very few classes of asyn-
chronous systems of this type are known. On the other
hand, many issues remain to be investigated. Using ge-
netic algorithms it is possible to check whether a given
matrix and communication rates leads to a stable asyn-
chronous iteration, but the class of matrices and rates
has not been characterized. The generalization to iter-
ations with n processors and to general asynchronous
dynamical systems need further work.
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LINEAR MATRIX INEQUALITIES

Stability of asynchronous dynamical systems with
rate constraints and applications

A. Rabello and A. Bhaya

Abstract: A class of asynchronous dynamical systems with rate constraints is introduced. A
numerical procedure for a quadratic stability analysis, based on a combination of linear matrix
inequalities and a genetic algorithm is proposed. Applications to networked control systems with
packet dropout and to convergence of asynchronous fixed point iterations are described. The results
obtained are put in perspective as well as compared with those obtained earlier in the literature.

1 Introduction

Due to rapid advances in digital systems, communication
systems, and data networks, feedback control systems in
which control loops are closed through a real-time network
are becoming increasingly important. Such systems are
called networked control systems (NCSs). The defining
feature of an NCS is that information (reference input, plant
output, control input, etc.) is exchanged using a network that
connects control system components (sensors, controller,
actuators, etc). Designs that choose to use a NCS
architecture are motivated by cost, maintenance and
reliability issues rather than performance.

The insertion of a communication network in the
feedback control loop makes the analysis and design of an
NCS rather complex. Conventional control theory with
many ideal assumptions, such as synchronised control and
nondelayed sensing and actuation, must be re-evaluated
before it can be applied to NCSs. In [1], it is shown that
when using a NCS, not only networked-induced delay, but
also data packet dropout must be considered. Packet dropout
refers to packet collisions and network node failures. An
NCS with data packet dropout is modelled as an
asynchronous dynamical system with rate constraints on
events [2].

The basic feature of a Lyapunov-based theory for a class
of asynchronous dynamical systems proposed in [2] is that
the Lyapunov function is not required to decrease mono-
tonically along the state trajectories, but only on the
average. This theory was applied to asynchronous iterations
[3-5] and it was concluded in [2] that the condition given
by [3] can be relaxed, assuming that there are no delays
when processors communicate and that the latter commu-
nicate at a fixed rate.
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We modify the definition of exponential stability for the
class of rate constrained models considered by Hassibi er al.
[2] relating the design parameters not to the rate of
occurrence of events but instead to the rate of occurrence
of discrete states of a dynamical system. This leads to a
simplification in the problem description as well as the
design procedure. The decay rate of the system is still
determined by nonlinear matrix inequalities and is calcu-
lated using genetic algorithms, that have been used to solve
difficult problems with objective functions that do not
possess helpful properties such as continuity, differentia-
bility, etc. Examples show that the Lyapunov-based theory
for a class of asynchronous dynamical systems can be used
to find sufficient conditions for stability of linear desyn-
chronised systems [6] and NCSs with data packet
dropout [1].

2 The rate-constrained model

Figure 1 illustrates a simple networked control system with
data packet dropout, where it is assumed that the non-
networked system is stable and that the network connects
the plant to the controller and vice-versa. The network is
modelled as a pair of switches S and S that close at certain
rates r;. When the switches are closed, the network packets
are transmitted without delay, whereas when they are open,
the output of the switches is held at the previous value and
the packets are lost. Thus the dynamics of the switches
(states ¥ and X) can be modelled as:

S x(kh) = x(kh)

S,: ®(kh) = x((k — Dh)
Si: %(kh) = —Kx(kh)
S,: ®(kh) = %((k — 1)h)

Concatenating the state vectors of the plant and controller to
obtain a global vector:

z2(kh) = [xT (kh), %" (kh), &7 (kh)]"

the networked control system with data packet dropout is
represented as the following time-varying system:

IEE Proc.-Control Theory Appl., Vol. 150, No. 5, September 2003
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” plant
X(kh) X(kh)
x((k+1)h) = dx(kh) + Tu(kh)
-
5, 5,
controller i(kh)
—KX(kh)

Fig. 1 NCS with data packet dropout

2((k + 1)h) = Dz(kh)

where i = 1,...,4. When the switches are in positions S,
and S,:

~ b 0 I

b, =10 I O

0 0 I
When the switches are in positions S; and S;:

b 0

r
P 0 I
-K 0

ézz[
0

When the switches are in positions S; and S,:
® 0 I

&>3=[0 I 0]
0 -K 0

When the switches are in positions S; and S,:

) & 0T
&,=|® 0T

0 0 I

The particular matrices @; that occur at each instant
can be worked out as functions of k, given the rates of
switching r;. Furthermore, it is clear that if the rates r; and r,
are commensurable, then the states x(kh) from the plant
become available to the controller with certain periodic
delays, and the states X(kh) from the controller also become
available to the plant with periodic delays. If the rates are
incommensurable, then the delays will be aperiodic but
bounded. Thus, the rate-constrained model is a special case
of the model of asynchronous iterations [3]. Readers
wishing further details on the two kinds of model should
consult [2, 7].

3 Models of asynchronous dynamical systems

In their derivation of exponential stability for a class of
asynchronous dynamical systems, Hassibi et al. [2] used the
rates of occurrence of the events directly. The first switch is
closed at rate r; and therefore 100(1 — r;)% of the plant data
is lost in the network. The second switch is closed at rate r,
and therefore 100(1 — r,)% of controller data is lost in the
network. The transition diagram of the networked control
system with packet dropout is given in Fig. 2, where E; and
E, denote the events of closing and opening the first switch,
and E, and E, denote the events of closing and opening the
second switch.
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Fig. 2 Transition diagram of the NCS with packet dropout

Using these rates, a sufficient condition for exponential
stability is obtained by the use of a simple quadratic
Lyapunov function given by:

Vix)=x"Px,P >0 (1)
One obtains the following set of matrix inequalities:
& PD P < (a7, — 1P
@, PD, - P < (a7%0;" — 1P
@,Pd, —P < (a7%a;" - 1P
O, PP, —P < (o] — )P )
and
o agaay " > 1 3)

where o, o, &, and @, correspond to the events E;, E;, E,
and E, respectively, and @;, i = 1,...,4 correspond to the
configurations shown in the preceding Section.

In (2), the inequalities contain the product of three
variables of the problem, e.g. aj>a;°P, and a feasible set of
ay, ,, @y, and @, is difficult to find. An alternative
approach arises from the realisation that the specification of
a rate of switching defines, implicitly, a rate of occurrence
of the corresponding discrete system defined, in the example
above, by one of the matrices @;. The benefits of doing this
are explored in the following Section.

4 Exponential stability using a Lyapunov-based
theory

Before proceeding, a basic stability definition from [2] is
repeated here:
The asynchronous dynamical system is said to be
exponentially stable if its trajectories satisfy:
lim o*|lx ]l = 0 4
k—o00
for some o > 1. The largest such « is referred to as the
decay rate of the system. It is clear that exponential stability
implies uniform asymptotic stability.
Defining 7; as the rate of occurrence of the configuration
described by the matrix @, it is clear that the 7;s must satisfy
the equation below:

(&)

M=
N.l
I
-

Il
-
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With this definition of rate of occurrence, we can derive a
result for exponential stability.

Theorem 1: If there exists a Lyapunov function V : R" —
R,:

Billell® < V) < Byllll® (6)
where 3, > 0 and V satisfies the following conditions:
(i) there exists a; > 0,7 = 1,...,m, such that:
V) = V) < (077 = DV(x) (7
and
(ii) the qs satisfy:
l_[ ol >a>1 (3
i=1

where m is the number of discrete states of the system, then
the asynchronous dynamical system z((k + 1)h) = @Dz(kh),
where @; occurs with rate 7, i = 1,...,m is exponentially
stable in the sense of definition (4).

Proof: Suppose that the discrete state transitions of
any trajectory of the system occur at times 0 =1, < 1, <
t3 < ... Then, for t € [t, 1], condition (7) gives:

V(i) < o *V(x(®)
or

©))

Note that whenever a discrete state of the asynchronous
dynamical system occurs we have a contributing term «; on
the right-hand side of (9). Hence, summing up these
inequalities for k = 1,2,...,K—1, in the limit, the total
time that one discrete state occurs is equal to ;K as K — 0.
Therefore:

InV(x(t,11)) £ 2Ina; +1In V(x(#))

In V(x(K)) —In V(x(0)) <
-2hKInay— - - - =27, KIna,
or, by (8)
In V(x(K)) — In V(x(0)) < —2KIna
so that
Vx(K)) < o™ V(x(0))

Now using (6) we get:

5,

Kl < ll(0)|
B
or
lim ol =0

completing the proof.

5 Maximisation of the decay rate using a
quadratic Lyapunov function

This Section presents a formulation for the problem of
maximisation of the decay rate for the NCS with the packet
dropout introduced above.

For the quadratic Lyapunov function (1), using the
sufficient condition for exponential stability given before,

548
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the problem of maximisation of the decay rate can be
defined as:

PP Py
max o' oy’ o’ iy
such that

& PP —P<(aP- 1P i=1,2,3,4

0O<P (10)

where the rates 7; and the parameters «; refer to the discrete
states of the asynchronous dynamical system, and the
relation between i and the configuration of the switches
described in Section 2 is listed in Table 1.

The nonlinear matrix inequalities in (10) can also be
written as bilinear matrix inequalities (BMIs) [8] in P and
log «;s, showing that the computational complexity of this
type of optimisation problem belongs to class defined as NP-
hard [9, 10]. In addition, a BMI describes sets that are not
necessarily convex. It is important to understand that being
an NP-hard is a property of the problem itself, not of any
particular algorithm. It is also important to understand that if
a problem is NP-hard, this does not imply that pratical
algorithms to solve it cannot exist. Practical algorithms for
NP-hard problems exist and typically involve approxi-
mation heuristics, branch-and-bound, or local search
[9-11]. We will attack this hard optimisation problem
using genetic algorithms.

6 Maximisation of decay rate via genetic
algorithms

Genetic algorithms (GAs) have been used to solve difficult
problems in control with objective functions that do not
posses helpful properties such as continuity, differentia-
bility, satisfaction of the Lipschitz condition, convexity
[12]. These algorithms maintain and manipulate a popu-
lation of solutions and implement a survival-of-the-fittest
strategy in their search for the better solutions.

GAs have been shown to solve linear and nonlinear
problems by exploring all regions of the state space and
exponentially exploiting promising areas through mutation,
crossover, and selection operations applied to individuals in
the population [13].

The use of GAs requires the determination of six
fundamental issues: (i) chromosome representation; (ii)
selection function; (iii) the genetic operators making up the
reproduction function; (iv) the creation of the initial
population; (v) termination criteria; and (vi) the evaluation
function.

Convergence is another important issue in the theoretical
study of GAs. Many papers [13—16] have analysed the
convergence of GAs using the results of Markov chain
theory. Markov chains offer an appropriate theoretical
model to analyse the global convergence of GAs, although
the convergence analysis of a specific GA using this theory
is still quite difficult. A more complete discussion of GAs
can be found in [13, 17-19].

Table 1: The relationship between i and the switch
configuration

i sti tches sti tches
1 Off Off
2 On On
3 Off On
4 On Off
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The problem of maximisation of the decay rate, as
currently formulated, can be observed to have an objective
function that is homogeneous in P of degree zero, so that we
can determine easily a feasible convex set for the «;s. Thus,
chromosome representation was only used for the o;s. Each
individual of each population has information about the «;s
codified in its gene. The fitness function tests if there is a
feasible matrix P for the set of o;s of each individual. If the
test has a affirmative answer, then the fitness function is
equal to the objective function of the maximisation problem.
When there does not exist a feasible P, the set of ;s is not
discarded, but this individual is assigned a fitness value
lower than the lowest value possible in the feasible set of
«;s. It is important not to discard infeasible solutions that are
near-feasible solutions and perhaps near the optimal
solution. Algorithms 1 and 2 illustrate how the algorithm
works.

Algorithm 1: Main procedure

Begin
Set up initial population of candidate solutions
For each candidate solution, evaluate fitness function:
While termination criteria is not satisfied,
Select parent solutions for the next generation,
according to fitness.
Crossover parent genes to produce a new generation of
offspring solutions.
Subject offspring solutions to random mutation.
For each solution, evaluate fitness function.

End
Take the candidate solution with highest fitness value as
the final solution.

End

Algorithm 2: Fitness function for a candidate solution

Begin
Decode «s from candidate solution genes.
Solve the feasibility problem of linear matrix inequalities
in (10): )
if (10) is feasible, then set fitness value to [iL; o}’
else set fitness value to a value lower than that of the
lowest value possible in the feasible set of «;s.

End

A simple termination criteria is to stop the algorithm after
a specified number of generations.

7 Applications in control and iterative methods

7.1 NCS
Consider the state-space plant model [1]:

X1 0 1 0

. + u,
X 0 —0.1 0.1
(11

A continuous-state feedback controller is u = —Kx, where
K = [3.75,11.5]. When the plant is sampled with a
sampling period & = 0.3/s, we obtain:

(p:[l 0.2955] F:[

0 0.9704
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and the closed-loop system (@ — I'K) is still stable with the
continuous controller.

Each a; refers to the decay rate of individual systems
represented for the matrix @;, so that we can define the
feasible set of s as:

0.1<a; <1
1<a,<1.1362
0.1<a;<1

0.1<a,<1 (12)

The real lower bounds of a4, a3, and a4 are actually zero,
but the value 0.1 is used in order to obtain a feasible
matrix P.

Consider the setup shown in Fig. 1, which differs from
that of [1] since it permits packet dropout from plant to
controller and vice-versa, whereas only the former is
considered in [1]. Assuming that the switches S and S are
closed at rates r; = r, = 0.9, the rates of occurrence of the
four matrices corresponding to the four configura-
tion of switches are: # = 0.01, #, = 0.81, 73 = 0.09 and
74 = 0.09.

Using a floating point representation for each individual
or chromosome, the genetic operators arithmetic crossover
and uniform mutation [13], normalised geometric ranking
[20] as scheme for selection process with 8% of
probability of selection the best individual, population
size of 20 individuals and 50 generations as a simple
termination criteria, we obtained, via a GA, the following
values:

ay = 0.6524 a, = 1.1361 a; = 0.7288 oy = 0.7247

19.08 2273 -—14.16 —12.70 0.42

22773 5429 -1299 -30.46 1.26
P=|-1416 -1299 15.11 15.75  0.07
—12.70 -30.46 1575 39.44 0.26

0.42 1.26 0.07 026 0.15

Thus, the decay rate of the NCS with packet dropout is
given by:

[ e} = 1.0425

i=1
The results show that the NCS with packet dropout at two
locations is stable, generalising the example of [1].

7.2 Parallel asynchronous computation

Consider the parallelised asynchronous fixed point problem
treated in [2] with the matrix:

oo

Note that the spectral radius of A is 0.7, while the spectral
radius of |A| is 1.23, so that the sufficient condition of [3] for
convergence of asynchronous iterations (p(JA]) < 1) is not
satisfied.

The situation is shown schematically in Fig. 3, in which
it is assumed that P carries out the iteration for the top
half of the vector x and P for the bottom half. Neither
processor waits for information to become available from
the other, so the idle time of processors is minimised,
implying that they are used more efficiently. It is only
assumed that P makes its state vector x, available to P at
rate 7, and that P makes its state vector X, available to P
at rate r,.

0.8558

0.7295

—0.2895
—0.6558
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Fig. 3 Asynchronous two processor implementation of iteration
for fixed point problem

We will assume that the rates of communication between
processors P and P are r, =r, =0.9. So the rates of
occurrence of the four matrices corresponding to the four
configuration of switches are as listed in Table 2.

Each q; refers to the decay rate of an individual system of
those represented by the matrix A;, so that we can define the
feasible set of cs as:

0.1<a <1
1<a,<1.4281
0.1<a;<1

0.1<y <1 (13)

The real lower bounds of «, a3, and ay are actually zero,
but the value 0.1 is used in order to obtain a feasible
matrix P.

Using a floating point representation for each individual
or chromosome, the genetic operators arithmetic crossover
and uniform mutation [13], normalised geometric ranking
[20] as schemes for selection process with a probability of
8% of selecting the best individual, population size of 20
individuals and with 50 generations as a simple
termination criteria, we obtained, via a GA, the following
values:

a; = 04910 a, = 1.4121 a3 = 0.7163 a4 = 0.7072

72.7961  4.4454 327549 —17.7848
p— 4.4454 9.3635  —8.9705 4.1317

—32.7549 —8.9705 35.4242 —-16.3742

—17.7848 4.1317 —16.3742 63.3014

and a decay rate for the parallelised asynchronous fixed

point problem of:
a=alafald] =12352

The results show that the parallelised asynchronous

version of the fixed point problem using two processors

is stable, even when the Chazan-Miranker sufficiency

condition is not satisfied.

Table 2: The rates of occurrence of the matrices for the
switch configurations

P for the P for the
i S switches S switches Fi
1 Off Off 0.1x0.1=0.01
2 On On 0.9x0.9=0.81
3 Off On 0.9x0.1=0.09
4 On Off 0.9x0.1=0.09
550

136

8 Conclusions

It has been shown that the event rate-constrained asynchro-
nous dynamical systems introduced in [2] can be redefined
as discrete state rate-constrained asynchronous dynamical
systems in order to produce a set of BMIs that can determine
stability via a quadratic Lyapunov function. Applications to
NCSs with packet dropout and to the convergence of
asynchronous fixed point iterations have been described.
The class of rate-constrained asynchronous iterations is one
for which it is possible to obtain a convergence condition
that is weaker than the classical Chazan—Miranker
condition (p(|A|) < 1). This is interesting because only a
few classes of asynchronous systems of this type are known.
However, many issues remain to be investigated. For
example, using GAs, it is possible to check whether a given
matrix and communication rate leads to a stable asynchro-
nous iteration, it would be interesting to characterise the
class of matrices and rates for which this occurs.
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