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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
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Nesta dissertacao, é desenvolvida uma estratégia adaptativa baseada no con-
trole super-twisting para sistemas incertos na presenca de incertezas/perturbagoes
possivelmente nao-lineares e dependentes do estado, cujos limitantes superiores sao
desconhecidos. Uma versao generalizada da estratégia adaptativa de camada du-
pla recentemente proposta ¢é introduzida, permitindo incorporar a mesma a uma
familia de algoritmos multivaridveis baseados no super-twisting. Utilizando uma
analise por fungao de Lyapunov, sao demonstradas formalmente propriedades de
convergéncia global em tempo finito. Além disso, ainda por meio de fungdes de
Lyapunov, demonstra-se que a estratégia adaptativa proposta garante uma escolha
de ganhos nao-conservadora, atenuando os efeitos do chattering e evitando sinais
de controle desnecessariamente elevados. Outra importante contribuicao desta dis-
sertacao é o desenvolvimento de abordagens de controle baseadas em modos des-
lizantes capazes de lidar com ataques cibernéticos em sistemas ciber-fisicos. Com
o uso de algoritmos inspirados no super-twisting, propoe-se o desenvolvimento de
monitores de ataques aos estados e a saida de sistemas ciber-fisicos incertos. Apds
a reconstrugao dos mesmos, o problema de rastreamento de saida é considerado,
no qual compensadores baseados em modos deslizantes de segunda ordem garantem
a rejeicao dos ataques e a convergéncia do erro de rastreamento em tempo finito.
Resultados de simulagao ilustram a efetividade das técnicas de controle baseadas no

super-twising apresentadas nesta dissertacao.
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In this dissertation, an adaptive strategy based on super-twisting control is de-
signed for uncertain systems in the presence of possibly nonlinear state-dependent
uncertainties/disturbances, whose upper-bounds are unknown. A generalized ver-
sion of the recently proposed adaptive dual-layer strategy is presented, allowing it to
be incorporated into a family of multivariable algorithms based on super-twisting.
Using a Lyapunov approach, properties of global finite-time convergence are for-
mally demonstrated. Furthermore, still using a Lyapunov approach, it is shown
that the proposed adaptive strategy ensures a non-overestimated choice for gains,
mitigating the effects of chattering and avoiding unnecessarily high control signals.
Another important contribution of this dissertation is the development of control
approaches based on sliding modes, capable of dealing with cyber-physical systems
under attack. Using algorithms inspired by super-twisting, the development of at-
tack monitors for state and output attacks in uncertain cyber-physical systems is
proposed. After their reconstruction, the output tracking problem is considered,
in which compensators based on second order sliding modes guarantee the attack
rejection and the finite time tracking error convergence. Simulation results show the

effectiveness of the techniques based on super-twisting presented in this dissertation.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos principais tépicos abordados na literatura de teoria de controle esta re-
lacionado ao projeto de controladores capazes de garantir que a saida de um dado
sistema rastreie um determinado sinal de referéncia. Note que, sobre um outro ponto
de vista, este tema pode ser interpretado como um problema de estabilizagao, onde a
trajetéria de referéncia passa a ser incorporada ao estado do sistema [2]. No entanto,
em aplicacoes praticas, disturbios externos e incertezas no modelo matemaético do
sistema podem ocorrer, interferindo no desempenho do controlador projetado. En-
tre tais interferéncias encontram-se dinamicas nao-modeladas, desgastes dos compo-
nentes do sistema, causadores de variacoes paramétricas, e o uso de aproximacgoes
para o comportamento do sistema, com o intuito de simplificar o modelo. Nota-se,
portanto, a necessidade de projetar um controlador capaz de rejeitar tais sinais e
garantir o desempenho desejado para o sistema [I], 3].

Entre os métodos mais populares para o projeto desta classe de controladores,
encontra-se o controle por modos deslizantes, visto que esta abordagem possui ca-
racteristicas vantajosas para este tipo de problema, como rejeicao de perturbagoes
externas e/ou incertezas casadas, comportamento satisfatério durante o transitério,
e, principalmente, robustez em estabilidade e em desempenho [I}, 3]. Todavia, os tra-
balhos pioneiros sobre esta abordagem consideravam leis de controle descontinuas,
que quando usadas em aplicacoes reais, com a presenca de fenomenos fisicos, como,
por exemplo, atraso, geravam um sinal chaveado de alta frequéncia, conhecido como
chattering [4], que, para determinadas aplicagoes tornava-se indesejavel, visto que
o mesmo poderia excitar dinamicas nao-modeladas de alta frequéncia do sistema,
reduzindo seu desempenho ou até instabilizando-o [4, [].

Com o objetivo de atenuar a limitagao apresentada acima, desenvolveu-se pos-
teriormente o conceito de modos deslizantes de ordem superior, que representa uma
generalizacao da abordagem convencional, enquanto garante suas vantagens origi-
nais [0]. Controladores baseados nesse novo conceito apresentam, em casos ideais,

acuracia superior e leis de controle com menor presenca de chattering, sendo até em



determinados casos livre do mesmo [7].

1.1 Tema: Controle por Modos Deslizantes

O controle por modos deslizantes (Sliding Mode Control) é uma técnica nao-linear
a estrutura variavel popular no controle de sistemas incertos devido as suas proprie-
dades de robustez e insensibilidade a perturbacoes externas e incertezas do sistema
[3, B]. Por ser uma técnica a estrutura varidvel, sua lei de controle é caracterizada
por um sinal descontinuo que pode garantir em certas aplicacoes que a dinamica em
malha fechada do sistema transite entre estruturas distintas, gerando um perfil de
movimento conhecido como modo deslizante [II, B, §]. O objetivo desta técnica é as-
segurar que as trajetorias do sistema convirjam e se mantenham sobre uma determi-
nada superficie de interesse, denominada superficie de deslizamento, onde a mesma
¢ definida de tal modo que a dinamica do sistema em malha fechada satisfaga algum
critério de desempenho desejado. Logo, quando as trajetérias do sistema alcancam
essa superficie, garante-se o desempenho em malha fechada citado e, consequente-
mente, a rejeicao de certas classes de perturbacoes externas e incertezas no modelo,
inerentes ao sistema. Devido ao uso de uma lei de controle descontinua, a presenca
de perturbagoes e incertezas pode induzir o surgimento do chattering, que como ja
apresentado, pode interferir no desempenho do sistema em malha fechada [4], [5].

Com a introducao do controle por modos deslizantes de ordem superior ( Higher
Order Sliding Mode) a teoria de controle, o conceito de modos deslizantes conven-
cional pode ser generalizado. Diferente da estratégia original, onde a lei de controle
atuava sobre a primeira derivada temporal da varidavel de deslizamento, este novo
conceito permite que a lei de controle atue sobre as suas derivadas temporais de
ordem mais alta. Desse modo, nao sé se garante a convergéncia da variavel de
deslizamento como de suas derivadas temporais de ordem inferior. Observa-se, por-
tanto, que as mesmas propriedades de robustez e desempenho da técnica original
sao mantidas, porém com acuracia superior, uma vez que as derivadas temporais da
variavel de deslizamento também sao consideradas. Note ainda que este conceito
considera uma lei de controle continua, logo, em casos ideais, os efeitos provocados
pelo chattering na dinamica do sistema em malha fechada sao atenuados.

Com a consolidacao desta abordagem, novas técnicas de controle surgiram, como
o controlador Twisting, desenvolvido através de métodos geométricos [9] e posteri-
ormente usando a teoria de sistemas homogéneos [10]. Embora essa estratégia apre-
sentasse um avanc¢o no sentido de atenuacao do chattering sobre a lei de controle,
o conhecimento da derivada temporal da variavel de deslizamento é requerido, res-
tringindo sua aplicagao em casos onde esse sinal nao seja disponivel. Esta restricao

é superada com o desenvolvimento do algoritmo Super-Twisting, que baseado no



mesmo conceito, propoe uma lei de controle dependente apenas da variavel de inte-
resse, capaz de garantir o o seu deslizamento e de sua primeira derivada temporal
em tempo finito [6].

Além de apresentar avancos na atenuacao do chattering, este algoritmo se destaca
entre as demais técnicas de modos deslizantes de ordem superior por nao depender
de derivadas temporais da variavel de deslizamento. Esta caracteristica permitiu que
importantes contribuicoes de interesse pratico fossem obtidas, como o rastreamento

exato de trajetdrias e o projeto de diferenciadores exatos [7].

1.2 Revisao da Literatura

Motivada pelas contribuicoes obtidas com o algoritmo Super-Twisting, observou-
se um interesse crescente na comunidade de controle pelo estudo de controladores
baseados em modos deslizantes de ordem superior, com énfase no algoritmo em
questao. Entretanto, o fato de sua analise de estabilidade ser baseada em métodos
geométricos e na teoria de sistemas homogéneos dificultava o desenvolvimento de
técnicas de controle baseadas no Super-Twisting [I1]. Visando a ampliar a classe
de sistemas abordadas e reduzir o conjunto de hipdteses adotadas, uma estratégia
alternativa para a andlise de estabilidade deste algoritmo é entao proposta em [I1],
onde a mesma ¢ feita baseada em funcgoes Lyapunov, permitindo que o algoritmo
fosse estendido de forma sistematica para outras aplicacoes, como a inclusao de
termos lineares [I11, 12], e de ganhos varidveis [I3] [I4]. Note que com esta mudanga,
sistemas em malha fechada nao homogéneos passam a ser englobados, permitindo
que uma classe mais ampla de sistema seja considerada.

E valido frisar que esta nova forma de analise também favoreceu o desenvolvi-
mento de controladores baseado nesse algoritmo para sistemas multivariaveis aco-
plados [15], onde posteriormente ganhos varidveis também foram incluidos [16].

Nota-se que uma hipotese em comum assumida pelas contribuigoes citadas acima
é o conhecimento de limitantes superiores para as perturbacoes e incertezas associ-
adas ao sistema. Este conhecimento a priori permite que os ganhos sejam definidos
de forma que as propriedades inerentes ao modo deslizante de ordem superior sejam
garantidas. Embora estes limitantes possam ser constantes ou fungoes variaveis no
tempo, observa-se que essa limitacao restringe a implementacao desses algoritmos
em aplicagoes onde nao ha tal conhecimento.

Uma alternativa para contornar esta limitacao baseia-se no uso de ganhos adap-
tativos, onde a dinamica dos mesmos é projetada de modo que as propriedades do
algoritmo Super-Twisting sejam preservadas. E valido destacar que o uso de es-
tratégias adaptativas nao se restringe a técnicas baseadas em modos deslizantes de

ordem superior. Por exemplo, em [I7] e [I§], leis de adaptagao para os ganhos de



controladores baseados em modos deslizantes de primeira ordem foram propostas.

O uso de estratégias adaptativas para os ganhos do Super-Twisting também pode
ser incentivado por outros motivos, como assegurar o desempenho do sistema en-
quanto se reduz o esforco de controle e o desconhecimento de limitantes superiores
para perturbacoes externas e estados nao medidos do sistema, por exemplo. Em
[19], o problema de rastreamento exato de saida para sistemas SISO incertos com
grau relativo arbitrario é abordado. Como assume-se que parte dos estados nao
sao medidos, a dinamica das derivadas temporais do erro de rastreamento nao sao
disponiveis para fins de controle. Através do uso de técnicas baseadas no controle
adaptativo por modelo de referéncia (Model Reference Adaptive Control - MRAC)
e em diferenciadores baseados em modos deslizantes de ordem superior, esta res-
tricao pode ser contornada e o grau relativo do sistema com relacao a variavel de
deslizamento torna-se unitario. Com relagao a lei de controle, o Algoritmo Super-
Twisting com Ganhos Variaveis foi utilizado, sendo o ajuste dos ganhos baseado em
um observador para a norma dos estados.

Com relagao ao comportamento dos ganhos, de modo geral, as estratégias adap-
tativas para o Super-Twisting sao dividas em duas categorias. A primeira consi-
dera ganhos crescentes para o algoritmo. Quando a superficie de deslizamento é
alcancada, os ganhos se tornam constantes até que um novo disturbio tire as tra-
jetérias do sistema da superficie. Neste caso, os ganhos voltam a crescer até que a
mesma seja alcancada novamente. Estratégias pertencentes a esta categoria volta-
das para sistemas escalares nao-lineares sao propostas em [20], [21], e [22]. Em [20],
assume-se que embora o formato do distirbio seja conhecido, seu limitante nao é. A
estratégia adaptativa considerada atua sobre ambos os ganhos do algoritmo, garan-
tindo que, com uma escolha adequada dos parametros do controlador, as variaveis
de deslizamento convirjam para a origem. FKEsta estratégia, no entanto, somente
garante esta condicao com uma escolha conservadora dos ganhos adaptativos. Vi-
sando generalizar a estratégia citada, o termo de entrada passa a ser considerado
incerto em [21]. Além disso, demonstra-se que com uma estratégia adaptativa menos
conservadora pode-se garantir a limitacao das variaveis de deslizamento.

Em [22], é proposto um controlador baseado no algoritmo Twisting, que é uma
técnica de modos deslizantes de segunda ordem que antecede o Super-Twisting.
Como esta técnica utiliza a varidvel de deslizamento e sua derivada temporal, que
nem sempre é conhecida, o Super-Twisting é empregado como um diferenciador de
primeira ordem da variavel de deslizamento, permitindo assim, que o controlador
proposto possa ser implementado. Para lidar com perturbagoes limitadas cujo ma-
jorante é desconhecido, é proposta uma estratégia adaptativa que permite que os
ganhos do controlador crescam até que o modo deslizante de segunda ordem seja

alcancado em tempo finito. Apds esse intervalo, a adaptacao para e o ganho perma-



nece constante, voltando a crescer caso o modo deslizante seja perdido.

Por sua vez, a segunda categoria de estratégias adaptativas para os ganhos
do Super-Twisting consideram escolhas nao conservadoras, permitindo que os ga-
nhos sejam reduzidos enquanto garantem que a superficie de deslizamento seja al-
cangada. Entre as principais contribui¢oes nesse contexto encontram-se [23] e [24],
onde distirbios limitados porém com limitantes desconhecidos sao considerados. A
ideia geral dessas estratégias adaptativas é permitir que um ganho especifico do
algoritmo cresca até que a superficie de deslizamento seja alcangada. Apés este ins-
tante, o ganho passa a se comportar como um limitante superior nao-conservador
do disturbio, garantindo assim, uma acao de controle menos conservadora. Esta
estratégia adaptativa recebe o nome de camada dupla, uma vez que é baseada em
duas leis de adaptacao associadas.

No entanto, uma vez que somente um dos ganhos ¢ adaptado, o ajuste dos de-
mais ganhos ainda requer o conhecimento de limitantes superiores para os disturbios,
introduzindo conservadorismo na acao de controle adotada. Para contornar esta
limitacao, a estratégia de camada dupla foi estendida para ambos os ganhos do al-
goritmo Super-Twisting escalar [25], onde, através da inclusdo de um novo termo
linear, resultados globais de convergencia foram obtidos, diferentemente das versoes
anteriores. E vélido frisar que outra aplicacao relevante desse algoritmo é no pro-
blema de estimacao de distiurbios em sistemas livres de incertezas no modelo, visto
que a estratégia de camada dupla garante que o mesmo seja reconstruido a partir
do momento em que as trajetorias do sistema sao mantidas sobre a superficie de
deslizamento.

Baseado nessa estratégia adaptativa, foi proposto recentemente em [26] a
aplicacao dessa técnica na versao multivariavel do algoritmo Super-Twisting con-
siderado em [23| 24]. Entretanto, assim como em sua versao escalar, considera-se
que somente um dos ganhos é adaptado pelo esquema citado, enquanto o outro ga-
nho é ajustado grande o suficiente. Logo, as mesmas limitagoes da versao escalar
sao observadas. Visando a contornar tais limitacoes, é proposto nesta dissertacao a
aplicagao de uma versao generalizada da estratégia adaptativa citada em ambos os
ganhos de uma familia de algoritmos baseados no Super-Twisting Multivariavel.

Devido as propriedades de robustez apresentadas acima para controladores por
modos deslizantes, observa-se que esses algoritmos sao, de modo geral, indicados
para o controle de sistemas incertos e/ou sob efeito de perturbagoes externas [II, 3].
Entre suas aplicagoes observa-se o problema de controle tolerante a falhas [27] e a
detecgao e compensacao de ataques cibernéticos em sistemas ciber-fisicos [28], 29].

Esta ultima aplicacao ganhou notoriedade apds determinados ciber-ataques cau-
sarem graves danos a sistemas de significativa importancia [30, [31]. Portanto, o

estudo desta classe de sistemas tem recebido cada vez mais atengao da comuni-



dade de controle. Sistemas ciber-fisicos sao caracterizados por integrarem processos
fisicos, estruturas de comunicacao e recursos computacionais [32]. Essa classe de
sistema pode ser encontrada em redes de transporte, sistemas inteligentes e geragao
de energia [33].

Entre as principais contribuicoes baseadas em modos deslizantes para sistemas
ciber-fisicos estao [28] e [29], onde assume-se que uma classe desses sistemas podem
ser modelados como sistemas lineares, continuos e invariantes no tempo. Além disso,
considera-se que os ciber-ataques ocorrem aos estados ou as saidas de tais modelos.

Nota-se, portanto, que tais ataques podem ser interpretados como perturbagoes
externas de entrada ou saida, respectivamente. Logo, sobre determinadas hipdteses,
controladores baseados em modos deslizantes podem garantir rejeicao de tais
disturbios, além de reconstrui-los em tempo finito. Em [28] e [29], a detecgao de tais
sinais é feita através de uma estratégia similar ao controle por modos deslizantes
convencional. Verifica-se, portanto, um grande potencial para o uso de técnicas ba-

seadas em modos deslizantes de ordem superior no controle desta classe de sistemas.

1.3 Objetivo

Nesta dissertacao, serd abordado o problema do controle Super-Twisting aplicado
em sistemas incertos passiveis de caracteristicas nao lineares relevantes. O foco cen-
tral deste trabalho serd considerar casos praticos no qual a modelagem do sistema
e seu controlador possam ser desenvolvidas através de uma abordagem nao-linear
e/ou multivaridvel de maneira vantajosa, tendo como objetivo a generalizagdo da
estratégia adaptativa de camada dupla para os ganhos de uma familia de contro-
ladores multivariaveis baseados no algoritmo super-twisting. A estratégia desen-
volvida deve ser capaz de atender uma classe mais ampla de sistemas, garantindo
desempenho satisfatorio independentemente de possiveis incertezas relacionadas a
implementagao, como chattering, perturbagoes externas, dinamicas nao-modeladas,

o desconhecimento a priori de limitantes superiores para tais sinais, entre outros.

1.4 Contribuicoes

Uma das contribuicoes a serem apresentadas nesta dissertacao é a generalizacao da
estratégia adaptativa de camada dupla proposta em [25] para os ganhos de uma
familia de controladores multivariaveis baseados no algoritmo super-twisting, ga-
rantindo propriedades distintas de acordo com o controlador considerado [15, [16]. A
partir de uma analise de estabilidade baseada em funcoes de Lyapunov, demonstra-
se que caso a derivada da perturbagao/incerteza do sistema seja limitada embora

desconhecida, o modo deslizante de segunda ordem é alcancado em tempo finito



com uma escolha nao conservadora dos ganhos. E vélido frisar que a estratégia
ainda é capaz de lidar com determinadas perturbagoes ilimitadas embora possuam
majorantes desconhecidos, ao custo de ganhos ilimitados. A extensao do caso es-
calar apresentado em [25] para o caso multivaridvel através da metologia proposta
resultou em um artigo aceito para a publicacao no IFAC 2020 [34].

Outra contribuicao desta dissertagao ¢ o estudo de caso de controladores basea-
dos em modos deslizantes para uma classe de sistemas ciber-fisicos sobre ataques aos
estados e a saida. Baseado na classe de sistemas abordada em trabalhos anteriores
[28, 29], sao desenvolvidas aqui técnicas baseadas no algoritmo super-twisting para
a deteccao e compensacao de ciber-ataques para tais sistemas. Entre as técnicas
aplicadas, estao o Algoritmo Super-Twisting com ganhos variaveis (Variable Gain
Super-Twisting - VGSTA) multivaridvel [16] e a estratégia adaptativa de camada
dupla generalizada, citada acima. Comparado com a literatura existente de estima-
dores e controladores baseados em modos deslizantes para esta classe de sistemas
ciber-fisicos, os controladores propostos neste trabalho além de garantirem desempe-
nho superior na reconstrucao dos ataques e no problema de rastreamento de saida,
reduzem o numero de hipdteses consideradas, alcancando uma classe de sistemas
e de perturbagoes/incertezas mais ampla. O desenvolvimento do estimador e do
controlador para sistemas ciber-fisicos baseado em VGSTA resultou em um outro

artigo aceito para a publica¢do no IFAC 2020 [35].

1.5 Conceitos preliminares

Nesta dissertacao, assume-se a definicao de Filippov para a solucao de equacgoes
diferenciais descontinuas [36]. A norma euclideana para vetores e a norma induzida
para matrizes é representada por || - ||. O posto de uma matriz S é dado por r(5),

enquanto a margem de estabilidade para uma matriz A real é dada por
A = min{—Re()\;)}
j

onde \; sao os autovalores de A. A matriz A é Hurwitz se A\,, > 0. A margem de
estabilidade de uma matriz de transferéncia de dimensoes m x p dada por G(s) =
C(sI — A)~!B é definida por

Y = mjin{—Re(%')} (1.1)

onde ~y; sdo os pdlos de G(s). O sistema com matriz de transferéncia G(s) é BIBO
estavel se e somente se 7, > 0. Por sua vez, a matriz identidade de ordem n ¢é

representada como [,,, enquanto o menor e o maior autovalor de uma matriz S sao



representados por Apin(S) € Apaz(S), respectivamente.

O produto interno entre dois vetores a, b € R™ é representado por a - b.

O operador ® representa o produto de Kronecker. Esta operacao é realizada entre
duas matrizes de dimensdes arbitrarias resultando em uma matriz de blocos [37].
Para fins ilustrativos, considere duas matrizes arbitrarias, A € R™*" ¢ B € RP*9,

onde
a3 - Aip

A=
Am1 = Amnp

Logo, o produto de Kronecker A ® B é uma matriz de blocos de dimensao mp x ng
dada por

apnB - a,B

A® B = :

amlB amnB

As propriedades deste operador usadas durante esta dissertacdao sao apresentadas

no Apéndice [A.]

1.6 Organizacao da dissertacao

Esta dissertacao é organizada da seguinte forma:

e No Capitulo 2 sao apresentados os principais fundamentos e aspectos do con-
trole a estrutura varidvel por modos deslizantes, incluindo sua generalizagao
para o caso de ordem superior e os principais trabalhos inerentes a esse caso

desenvolvidos a partir do Algoritmo Super-Twisting.

e No capitulo 3, é apresentado o esquema de adaptacao de camada dupla para
o caso escalar proposto em [25], seguido da generaliza¢ao do mesmo para uma
familia de algoritmos baseados no super-twisting multivaridvel, proposta neste
trabalho.

e Por sua vez, o capitulo 4 apresenta a classe de sistemas ciber-fisicos para o qual
se propoe projetar um monitor de ataques e um controlador para o problema
de rastreamento de saida, sendo ambos os projetos baseados em técnicas de

modos deslizantes de segunda ordem.

e No capitulo 5, sao apresentadas as conclusoes gerais sobre as contribuicoes

propostas e os trabalhos futuros que as mesmas podem proporcionar.



Capitulo 2
Controle por Modos Deslizantes

O controle por modos deslizantes (Sliding Mode Control - SMC) é uma técnica
nao-linear conhecida por seu bom comportamento durante o transitorio, robustez
e insensibilidade a perturbacgoes externas e incertezas no modelo do sistema. Sua
estrutura permite que a dinamica do sistema em malha fechada transite entre di-
ferentes estruturas de acordo com a trajetéria do sistema no espago de estados,
gerando um movimento denominado modo deslizante [8, [9]. Baseado em suas cara-
teristicas, é possivel desenvolver uma estratégia de chaveamento onde as trajetérias
do sistema sejam conduzidas e mantidas em uma superficie de interesse que definira
o comportamento do sistema em malha fechada, denominada superficie de desli-
zamento. Uma vez que esta estratégia define como o sistema em malha fechada
se comportara durante o modo deslizante, garante-se que os efeitos causados pelas
perturbagoes externas e incertezas do sistema serao rejeitados. Esta caracteristica é
referida na literatura de controle como propriedade da invariancia.

A capacidade mencionada acima de transitar entre determinadas estruturas, é
obtida através do uso de leis de controle descontinuas. No entanto, quando este con-
trolador ¢é aplicado em sistemas incertos, o sinal gerado pela lei de controle torna-se
um sinal chaveado de frequéncia finita, porém elevada. Este fenomeno é conhecido
como chattering, sendo em determinadas aplicacoes praticas prejudicial ao desem-
penho do sistema, visto que o mesmo pode excitar certas dinamicas nao-modeladas
da planta [4, 5]. Com o desenvolvimento da teoria de modos deslizantes de ordem
superior (Higher Order Sliding Mode- HOSM), obtido através da generalizagdo do
conceito de modos deslizantes, este fenomeno pode ser mitigado [6]. Técnicas de
controle baseadas nesta abordagem atuam sobre as derivadas de ordem mais alta da
variavel de deslizamento, enquanto a estratégia convencional atuava somente sobre a
primeira derivada. Deste modo, além de garantir as propriedades naturais do SMC,
como rejeicao de disturbios, convergéncia em tempo finito e desempenho satisfatério
durante o transitorio, obtém-se maior acuracia, visto que nao somente a variavel de

deslizamento converge para uma superficie de interesse, mas suas derivadas até certa



ordem também. Além disso, como tais técnicas possuem sinal de controle continuo,
o problema causado pelo chattering pode ser atenuado [9].

Entre as principais técnicas desenvolvidas com essa abordagem, encontra-se o
algoritmo Super-Twisting, que tornou-se popular no controle de sistemas com grau
relativo unitario por ser capaz de atenuar o efeito do chattering enquanto requer
somente o conhecimento da varidvel de deslizamento [0, 9]. Os primeiros trabalhos
envolvendo esta técnica desenvolveram a andlise de estabilidade por meio da teoria
de sistemas homogéneos e métodos geométricos, garantindo que as trajetorias do
sistema se manteriam entre curvas limitantes. No entanto, como este método se ba-
seava em sistemas homogéneos, determinadas contribuigoes eram restringidas pela
forma de andlise proposta. Apds o desenvolvimento da analise de estabilidade por
fungoes de Lyapunov [Tl 2], novas contribuigoes puderam ser feitas de maneira
sistemaética, estendendo a aplicacao da técnicas para uma classe mais ampla de sis-
temas e disturbios. Entre tais contribuigoes encontram-se o uso de ganhos variaveis
[13, [14], aplicagao em sistemas multivaridveis [15], [16] e o uso de ganhos adaptativos
[211, 138].

Neste capitulo serao apresentados os principais conceitos relacionados ao controle
por modos deslizantes, que servirao como base para os conteudos abordados nos
capitulos seguintes. Visando a tornar a apresentacao deste conceitos didatica, os
mesmos serao ilustrados através de exemplos simples. Posteriormente, os conceitos
de controle equivalente e a solucao de Fillipov para equagoes diferenciais com lado
direito descontinuo serao apresentados. Em seguida, o projeto de controladores
baseados em modo deslizantes sera descrito, incluindo a escolha da superficie de
deslizamento e o caso multivariavel. Finalmente serao apresentados o conceito de
modos deslizantes de ordem superior e as principais estratégias baseadas no super-

twisting, obtidas com a andlise de estabilidade por fungoes de Lyapunov.

2.1 Conceitos Basicos

Por questoes praticas, a modelagem de sistemas fisicos apresenta determinadas dis-
crepancias em relagao ao sistema original, dadas por dinamicas nao-modeladas, va-
riagoes paramétricas, aproximacgoes do comportamento do sistema e perturbagoes
externas. Por esses motivos o estudo de controladores robustos a tais distirbios se
torna relevante.

Para exemplificar, considere o seguinte sistema de segunda ordem

T 1 1| |x 0
= Yo U (e d(, w0, 1) (2.1)
I —1 1| |xo 1
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onde x1(t), z2(t) € R sdo os estados do sistema, u(t) € R é o sinal de controle e
d(x1,rs,t) € R representa possiveis perturbagoes externas e incertezas do sistema
tal que |d(z1,22,t)] < D, com D > 0 sendo uma constante limitada e conhecida.
O objetivo do controle é garantir que ambos os estados convirjam assintoticamente
para zero, apesar do distirbio presente no sistema. Note que inserindo uma lei de

controle linear por realimentacao de estados da forma
U(t) = —klxl(t) — ]{?Q.TQ(t) (22)

obtém-se a seguinte dinamica em malha fechada

[Z] - [(—11—k1) (1—1k2)] 2 | e, (2.3)

onde k1, ks € R sdo ganhos do controlador e A, € R**2. Note que embora os ganhos
do controlador possam ser definidos tal que A seja Hurwitz, nao é possivel garantir
a convergéncia dos estados do sistema com d(z1, xo,t) # 0. Isto pode ser observado
caso seja interpretada como a dinamica de um filtro estavel para o sinal de
entrada d(xy, z2,t), cuja saida serdo os estados z1(t) e x2(f). Como a perturbagao
é limitada, pode-se demonstrar que os estados também serao, mas nota-se que para
d(x1,xe,t) #Z 0 0s mesmos Nao convergirao para zero. E ilustrado na Figura 0
desempenho deste controlador com k1 = 8 e ky = 7 e d(t) = sen(4t). A condigao
inicial adotada foi z1(0) = 0.5 e 25(0) = —0.5. Verifica-se que apesar da limitacao
dos estados ser garantida, sua convergéncia nao é alcancada devido a presenca da

perturbagao.

X(t)

_08 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 2.1: Desempenho da lei de controle via realimentacao linear de estados apli-
cada ao sistema linear de segunda ordem em estudo.
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Considere agora a seguinte lei de controle nao-linear

u(t) = —(k—=1)x1(t) — (k + 1) zo(t) — psign(o),
o(xy1,x9) = KTy + 9
I,se o(x) >0

sign(o) =
—1,se o(x) <0

onde p e k sao constantes de projeto a serem definidas. Para fins didaticos, tratare-
mos inicialmente o caso onde d(z1,xg,t) = 0. Substituindo (2.4]) em (2.1)), nota-se
que a dinamica do sistema em malha fechada é alterada de acordo com o valor de
o(xq1,x2). Na regiao o(z1,x2) > 0, a estrutura do sistema em malha fechada é dada
por

Ty =21+

.1 1 2 (2.5)

Lo = —RIT1 — KTy — pP
enquanto na regiao o(zy,x2) < 0 o sistema em malha fechada apresenta a seguinte

estrutura

1’1: Ty + X9 (26)
To = —KT1 — KTy +p '

As Figuras e [2.3] apresentam o plano de fase de cada estrutura isoladamente,
com p = 1e x = 2. Apesar de e apresentarem dinamicas instaveis
quando estudadas isoladamente, observa-se que em suas respectivas regioes, isto é,
o(z1,23) > 0 e o(zy,22) < 0, todas as trajetérias do sistema convergem para a
superficie 0 = kx1+2 = 0, que esta tracejada nas Figuras e

Com ambas as regioes estudadas, serd agora apresentado o comportamento das
trajetorias do sistema sobre a superficie em questao. Como sobre essa superficie
ocorre o chaveamento, é valido interpretar as consequéncias de atrasos sobre o
mesmo, isto é, os efeitos sobre o sistema quando o sinal de controle nao é alte-
rado instantaneamente de regiao para regiao. Logo, quanto menor for o atraso,
mais proximo o sistema estara de seu comportamento ideal. E mostrado na Figura
a trajetoria do sistema e o sinal de controle para uma determinada condigao ini-
cial com atrasos de 0.2s, 0.1s, e 0.01s, respectivamente. Embora o sinal de controle
apresente frequéncias mais altas para atrasos menores, conforme o atraso diminui,
as trajetérias do sistema se mantém por mais tempo sobre a superficie de chave-
amento. Logo, para o caso sem atraso espera-se um sinal de controle descontinuo
com a trajetéria do sistema confinada sobre esta superficie. Por este resultado é
possivel inferir que em aplicagoes praticas a presencga do chattering é esperada, visto
que o chaveamento ocorrera em frequéncia elevada porém finita. Note ainda que
caso a frequéncia nao seja alta o suficiente ao ponto de ser atenuada pelo sistema,

dinamicas nao-modeladas podem ser excitadas e interferir na sua performance.
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Figura 2.2: Plano de fase do sistema (2.5, para p = 1 e k = 2. A reta tracejada
descreve a superficie 0 = kx1 + 29 = 0.

Verifica-se, portanto, que no caso ideal apds um tempo finito t; > 0, as trajetorias
do sistema alcancarao esta superficie e se manterao sobre a mesma, garantindo que o
comportamento do sistema em malha fechada seja dado pela dinamica da superficie,

que possui ordem reduzida quando comparada ao sistema e é dada por

o(r1,m3) =kr1+ a2 =21+ 22+ (k—1) 21 =0

(2.7)
:.7{31+</€—1)I1:0 YVt >t
resolvendo esta EDO, note que a solugao é dada por
1) = x4 (t)e—(E—D(E—t1)
n(t) =ai{tr)e V> (2.8)
To(t) = —kay(t)e” D)

onde a solucao de z5(t) é obtida do fato de que sobre a superficie o(zq1,22) = 0,
zo(t) = —kx1(t). Como k é uma constante de projeto, nota-se que definindo xk > 1
garante-se a convergéncia exponencial de ambas as varidveis de estado. Note que
este movimento é observado exclusivamente sobre esta superficie, sendo denominado

como modo deslizante. Por sua vez, a superficie

S = {(z1,22) € R* | o(z1,22) =0} (2.9)
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Figura 2.3: Plano de fase do sistema (2.6), para p = 1 e k = 2. A reta tracejada
descreve a superficie 0 = kx1 + 29 = 0.

onde este movimento ocorre, e a fun¢do o(z1,x5) em (2.7)), que descreve a dindmica
desejada em malha fechada, sao referidas na literatura como superficie e variavel
de deslizamento, respectivamente. O plano de fase completo para o caso sem per-
turbacoes é apresentado na Figura [2.5]

Considere agora o problema original onde a perturbagao d(x,zs,t) # 0 estd
inclusa. Substituindo em , obtém-se o seguinte sistema em malha fechada

T = T1+ T2 (2.10)
Ty = —k (21 + x2) — psign(o) + d(z1, 22, 1) |

o objetivo do controlador utilizado continua sendo garantir a convergéncia assintética
para ambos os estados. No entanto, como agora trata-se de um sistema sob o efeito
de perturbagoes externas, o controlador deve ser capaz de rejeitar tais disturbios
enquanto garante o desempenho desejado. Para tal, a escolha da variavel p deve ser
feita de modo que as trajetérias do sistema sejam globalmente atraidas em tempo
finito para a superficie S, onde sabe-se por que o desempenho desejado para

os estados do sistema é obtido. Portanto, considere a seguinte fungao de Lyapunov
V(o) = — (2.11)
note que esta funcao é positiva definida e radialmente ilimitada. Sua derivada tem-
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Figura 2.4: Trajetoria do sistema linear de segunda ordem com o sinal de controle
por modos deslizantes com os seguintes atrasos no chaveamento: (a,b) 0.2s; (c,d)
0.1s; (e,f) 0.01s.

poral é dada por

V(U) =06 =0 (ki) + &9)

=0 (k (21 + 22) — K (21 + 22) — psign(o) + d(z1, 22, 1))

(2.12)
= —p|0'| + d(.fCl, T2, t)O'
< (=p+ld(z1,22,1)]) o]
Como, por Hipétese, |d(x1,x2,t)| < D, (2.12)) possui um limitante dado por
V() < (—p+ D)o(t)] = —puv/2V (2.13)

onde p é definido tal que p = p — D > 0. Como a solucao da equagao diferencial

8(t) = —py/20(0)

é dada por
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Figura 2.5: Plano de fase do sistema linear de segunda ordem em estudo com a lei
de controle por modos deslizantes, onde d(x,t) =0, p=1e k = 2.

sabe-se pelo principio da comparagao [39] que

V(o(t) < % (~u(t —t0) + V2V (a(10))) - (2.14)

Definindo t, = 0, sabe que (2.14) pode ser reescrita como

V(D) - VIV(o(0) < —put (2.15)

Logo, conclui-se que a fungao V(o) e consequentemente o(t) convergem para zero

em um tempo finito ¢; dado por

tp < Y2LOU) (2.16)

Note que apds o instante de tempo ¢y garante-se que o modo deslizante ¢ alcangado,
e portanto a dinamica dos estados do sistema passa a ser regida por . Observe
que durante este movimento a dinamica do sistema torna-se insensivel a perturbacao
d(xy1,x9,t) e, portanto, pode-se garantir a convergéncia exponencial dos estados do
sistema.

Visando a ilustrar os conceitos acima apresentados, a Figura [2.6] apresenta a
dindmica em malha fechada do sistema com d(t) = sen(4t). Como |d(t)| <1,
os parametros do controlador foram definidos como p = k = 2. Como esperado,
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nota-se que a variavel de deslizamento o0 = 2x; 4+ x5 converge para zero em tempo
finito, enquanto os estados do sistema convergem exponencialmente. Apds o sistema
entrar em modo deslizante, observa-se que o sinal de controle passa a chavear em
uma frequéncia elevada, porém finita o que indica a presenca de chattering. Note que
por se tratar de uma perturbacao casada, este fenomeno teoricamente nao deveria
ocorrer, no entanto, como essa simulacao foi implementada em um computador
digital, é necessario a utilizagao de integragao numérica. Dessa forma, a discretizagao
produz um sinal de controle continuo por partes e com uma frequéncia elevada porém

finita. Portanto, o chattering visto nessa acao de controle é exclusivamente numérico.

) N

Figura 2.6: Desempenho da lei de controle por modos deslizantes, com p = k = 2,
aplicada ao sistema linear em estudo, sob o efeito da perturbagao d(t) = sen(4t).

2.2 Controle Equivalente

Quando o modo deslizante é alcangado, uma acao de controle descontinua surge, tor-
nando a analise da dinamica sobre a superficie de deslizamento mais desafiadora. No
entanto, ha um sinal continuo capaz de substituir tal lei de controle durante o modo
deslizante e manter as trajetérias do sistema sobre a superficie de deslizamento.
Este sinal ¢ definido como controle equivalente |4, [§].

Embora tal conceito seja abstrato, sobre o ponto de vista de analise ele torna-se

relevante, visto que o mesmo facilita a obtencao de uma expressao para a dinamica
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do sistema durante o deslizamento, simplificando a anédlise de estabilidade do sistema
em malha fechada.

Considere o sistema a seguir

T =a(z,t)+ bz, t)u+d(x,t) (2.17)

onde a(x,t) : R" x RT — R"™ e b(z,t) : R*" x Rt — R™™ sdo fungdes suaves
conhecidas que compdem a dinamica do sistema, d(z,t) : R* x R¥ — R” representa
perturbagoes externas e incertezas no modelo, e u € R™ é uma lei de controle
possivelmente descontinua capaz de conduzir as trajetorias de para a superficie
de deslizamento S = {z € R" | o(z) = 0}. Considere ainda que o(z) : R* — R™
seja uma funcao continuamente diferenciavel e que d(z,t) seja uma funcio limitada
e desconhecida. Como, por definicao, o controle equivalente ¢ um sinal continuo
capaz de manter as trajetorias do sistema sobre a superficie de deslizamento, o

mesmo pode ser obtido pela seguinte igualdade

0
o) = Zi=0
gi (2.18)
= o (a(@,1) + (2, ey + d(w, 1)) =0
logo, assumindo-se que %b(:p,t) € R™*™ ¢ invertivel, obtém-se o seguinte sinal
equivalente
Ueg = — @b(:p t) B 9o (a(z,t) + d(z,t)) (2.19)
“ or o ’ ’ '

Como pode-se observar, este sinal nao possui relacao com a lei de controle u, que
pode apresentar uma acao descontinua sobre determinadas condigoes. Note ainda
que como tal sinal é composto pelo sinal desconhecido d(x,t), o mesmo ndo pode ser
implementado no lugar de u. Substituindo ([2.19) em (2.17)), infere-se que a dindmica

do sistema em malha fechada durante o modo deslizante é dada por

T = (In —b(x,t) (Z—Zb(:v, t)) : g—g) (a(z,t) + d(z,1)) (2.20)

Considere agora, que d(z,t) seja uma perturbacio/incerteza casada, isto é, d(z,t) =
b(x,t)d(x,t). Observe que isto ocorre sempre que as incertezas estao associadas a
matriz de entrada b(x, t) ou caso a perturbagao externa seja incorporada a dinamica
do sistema por meio do sinal de controle. Sobre esta nova consideracao, por (|2.20)

nota-se que a dinamica do sistema em malha fechada durante o deslizamento pode
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ser reescrita como

T = ([n —b(x,t) (%b(w,t)>_ g—;) a(x,t) (2.21)

Verifica-se portanto, que durante o modo deslizante, o sistema em malha fechada
torna-se insensivel & perturbagoes/incertezas casadas, visto que a dinamica do sis-
tema nao possui mais relacdo com d(x,t). Esta caracteristica positiva do controle
por modos deslizantes que lhe concede robustez para esta classe de disturbios é
denominada propriedade de invariancia.

Visando a ilustrar tal conceito, considere novamente o sistema apresentado em
no exemplo a seguir

Exemplo 2.1. Considere o sistema com a lei de controle dada por (12.4)).
Para t > t1, sendo t; o instante onde o modo deslizante é alcancado e as trajetorias
sao mantidas sobre a superficie S = {(x1,22) € R? | 0(x1,22) = k1 + 22 = 0}, 0
controle equivalente é definido por , com

+
a(x,t) = S

—X + T2 X

, bz, t) = [(1)] . d(x,t) = b(z,t)d(z,1), ? = |:H', 1}

onde
Ueg = —(k — D)xy — (K + 1)zo — d(z, 1)

substituindo em ([2.19)), segue que

e (wy,a2) € S (2.22)
To = —k(T1 + 2)

Como esperado para uma perturbacao casada, nota-se que esta EDO nao depende

de d(x,t), garantindo o principio da invaridncia. Note ainda que a solucdo da mesma
para t > tq, é dada por (2.8)).

2.3 Solucao de Filippov

Uma das principais caracteristicas de sistemas a estrutura varidvel é a modelagem
por equacoes diferenciais com lado direito descontinuo com relacao aos estados do sis-
tema. Esta descontinuidade implica na impossibilidade do uso da teoria classica para
a solugao de equagoes diferenciais ordinarias, visto que as condigoes de existéncia e
unicidade obtidas pela condicao de Lipschitz nao podem ser aplicadas. Esta restricao
torna-se ainda mais complexa pelo fato das leis de controle baseadas nesta aborda-

gem nao serem devidamente definidas sobre a superficie de deslizamento, impedindo
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o modo deslizante de ser formalmente interpretado.

Para lidar com esta classe de equagoes diferenciais, foi proposto por Filippov o
conceito de solugao de equagoes diferenciais com lado direito descontinuo [36, 40],
onde o campo vetorial sobre a descontinuidade é definido como uma combinagao
convexa dos campos vetoriais obtidos por aproximacoes ao redor de tal ponto. Para
melhor compreensao deste importante conceito, considere um sistema definido pela

seguinte equagao diferencial
i(t) = g(x,t) (2.23)

onde x € R", e g(x,t) : R" x Rt — R™ é uma fungdo definida em quase todo
ponto em um dominio E do espago (z,t), sendo mensuravel no sentido de Lebesgue.
Adicionalmente, em qualquer subconjunto E; C E do espago (z,t), existe uma

fungao W(t) integravel e finita em quase todo ponto (x,t) do subconjunto, tal que

lg(z, DI < ¥(7)

A solugao de Filippov para equagoes diferenciais com lado direito descontinuo [36}, 40]

¢ formalmente apresentada a seguir

Defini¢ao 2.1. (Solugdo de Filippov) Uma funcgdo z(.) € solugcdo de no in-
tervalo [t, ty], se x(.) € absolutamente continua em [t, tp], e se, para quase todo

t € [ta to], tem-se a sequinte inclusao diferencial:
€ G(z)

com

G@) = M @{g(B.()\N, 1)} (2:24)

r>0 uN=0

onde p € a medida de Lebesque, B,.(x) representa uma bola de raio v centrada em
x, co{-} denota o fecho convexo, g(B.(x)\N,t) € o conjunto de todos os valores
de g(,t) para x € B.(z)\N, e a notagdo (),y_y denota a intersecio de todos os

conjuntos N de medida nula no sentindo de Lebesque.

Por esta definigao infere-se que, para um ponto sobre a descontinuidade, G(z)
representa o conjunto convexo minimo de todos os valores de g(x,t) na vizinhanga
de x, com exce¢ao do conjunto de medida nula. A ideia geral da solucao de Filippov
é, portanto, definir G(x) para um ponto = pertencente a uma certa superficie de
descontinuidade em funcdo de pontos na vizinhanga do mesmo, nos quais g(x,t) é
uma funcao definida, excluindo, consequentemente, pontos de medida nula para os
quais g(x,t) ndo é definida. Note que a aplicacdo deste conceito para um ponto z;
nao pertencente a descontinuidade resulta num conjunto convexo minimo composto

por um tnico elemento, o préprio campo vetorial g(x1,t).
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Visando a ilustrar a definicao apresentada, considere novamente o sistema
(2.23) e uma superficie de descontinuidade em seu dominio dada por S; =
{r € R" | o(z) = 0}, sendo o(x) : R” — R uma fun¢ao continuamente diferenciavel,

onde

9
ox

Considere ainda que a superficie S; particiona o espago de estados em duas regioes

lo(z)] = V,o(z) #0, Vo € 5

independentes na qual a dinamica do sistema é definida pela seguinte equacao dife-

rencial

(2.25)

. gt (z,t), e Gt
Tr =
g

“(z,t), x€G™
onde,

Gr={zeR"|o(x)>0} e G ={reR"|o(x) <0}

Como a dinamica do sistema em questao transita entre duas estruturas, apre-
sentadas em ([2.25)), pela Defini¢ao pode-se mostrar que a solucao do sistema no

sentido de Filippov é dada em func¢ao da seguinte inclusao diferencial
i € G(x), (2.26)
Vx € S, onde, por , sabe-se que
G(z)={(1—-a)g"(z,t) +ag (z,t) | a €[0,1]} (2.27)

Para a determinacao do campo vetorial sobre a superficie de descontinuidade, con-

sidere o seguinte vetor normal a mesma no ponto xg, apontando de G~ para G+

Vig(z,), se VIo(x,) aponta de G~ para G,
oy [Tt 50 TEo(e) ot de G- para G s

~VZ%o(x,), caso contririo,

Por sua vez, pode-se inferir que as projegoes normais dos campos vetoriais g*(z, )

e g~ (z,t) em relagao ao vetor Ny(z4) sao dadas por

) = gf(:(:s,t) - No(as), (2.29)
g

sy b
Iy (x5, ) = g (xs,t) - N(xs).

Baseado na inclusao diferencial , sabe-se que caso a trajetéria de estados do
sistema esteja sobre a superficie de descontinuidade S, a mesma deixara a superficie
se gx (25, t)gn (s, t) > 0. Isto é, caso a proje¢ao normal de ambos os campos vetoriais
apontarem em direcao a uma das regices, G* ou G~. Todavia, caso observe-se que

nenhuma projecao normal aponta em direcao oposta a superficie de descontinuidade
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e pelo menos uma delas apontam em direcao a superficie, garante-se que a trajetéria
do sistema permanecera sobre S7, sendo tangente a mesma no ponto em questao.
Em termos algébricos, esta condigao ocorre se gk (z.,t) < 0 e gy(xe,t) > 0, com
gn (e, t) — g (ze, 1) > 0. Para o caso de interesse, isto é, onde a trajetéria ¢ mantida
sobre a superficie, a constante a, utilizada na combinagao convexa que definira

o campo vetorial ¢g°(x,t) sobre S; pode ser obtida através da seguinte igualdade
gs(xcat) : Ns<x) - 07 (230)

uma vez que ¢g°(x,t) é tangente a S;. Substituindo (2.27) em ([2.30]), sabe-se, por
E29), que

((1 —ag)g T (w,,t) + asg_(wc,t)) - Ng(z.) =0
(1= as) g (e, t) + asgy(@e,t) =0
Isolando a, segue que
+
e b
a, = gn (e, 1) (2.31)

g0 (e, t) = gy (e t)

Para fins ilustrativos, a Figura apresenta a construcao geométrica do campo
vetorial ¢°(x,t) sobre a superficie de descontinuidade S; para o caso particular onde
g < 0e gy > 0. Para um dado ponto z, € S;, nota-se que ¢g°(z,t) é obtido pela
interse¢ao do hiperplano tangente a S; e o segmento de reta que representa o fecho

convexo que incluem g~ (z,t) e g™ (x,t).

S1

Figura 2.7: Construgao geométrica do campo vetorial ¢°(x, t) da solucao de Filippov
sobre a superficie de descontinuidade S;.

O exemplo a seguir apresentara a aplicagao dessa solucao ao problema estudado

na segao 2.1]

Exemplo 2.2 Considere o sistema a estrutura varidvel em malha fechada ([2.10)),
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com d(zy,x2,t) = 0. Observe que sua dinamica em cada estrutura pode ser inter-

pretada como os campos vetoriais g (z,t) e g~ (z,t)

SL‘1+I2 I1+$2

—R (-Tl + l’g) - p] ’ gi(x?t) N [—H (.1'1 + $2) +p (232>

g (x,t) = [

permitindo deste modo que (2.10]) seja escrito na forma de (2.25). Como, por de-

finigdo o(x1,x2) = KTy + 22, sabe-se que

Ny(z) = V(o) = H (2.33)
visto que VI (o) aponta de G~ para GT. Por (2.29)), sabe-se que as projecoes normais
de gt (z,t) e g~ (x,t) sdao dadas por

gn(@,t) = —p, gy(z.t)=p (2.34)

Como gj; < 0 e gy > 0, garante-se que as trajetérias do sistema estarao confinadas

sobre a superficie 0 = kx; + x5. Tendo posse de tais projecoes, é possivel inferir o
valor de a, por (2.31)),

-p 1
—p—p 2

ag =

Portanto, por (2.27) observa-se que o campo vetorial sobre a superficie de desconti-

nuidade é dada pela média entre os campos g* (z,t) e g~ (z,t)

s 1 T+ o 1 T, + T
g(l’,t):— + =
2| —k(x1+x2)—p| 2|—k(z1+mz2)+p

T + i)
—K (1 + x9)

Resolvendo a equacao diferencial & = ¢*(x,t) com ¢ > ¢, onde ¢; é o instante onde o
modo deslizante é alcancado, é possivel verificar que a solugao da mesma é dada por
(2.8). Note ainda que as componentes de ¢g°(x,t) estao associadas de acordo com a
definicao da superficie de deslizamento , para o = 0.

E importante frisar que as condicoes descritas até o momento sao condigoes ne-
cessarias para garantir a existéncia da solucao no sentido de Filippov para equagoes
diferenciais com lado direito descontinuo. Porém, uma condicao suficiente que ga-
rante a unicidade da solucao é a de que, se g(x, t) for continua por partes e os campos
vetoriais g™ (x,t) e g~ (x,t) forem localmente Lipschitz em x nas regices Gt e G,
respectivamente, entao a solugao sera unica se pelo menos uma das desigualdades

abaixo for satisfeita Va € S;.

g}f,(a:,t) <0, gy(z,t)>0
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2.4 Controle por Modos Deslizantes

Controladores baseados em modos deslizantes de primeira ordem sao, de modo ge-
ral, projetados em dois estagios [3]. Inicialmente, deve-se projetar uma superficie
de deslizamento que garanta que a variavel de deslizamento ¢ possua grau relativo
uniforme e unitario com relacao a acao de controle u. Adicionalmente, deve-se asse-
gurar que, quando as trajetérias do sistema alcancem a superficie de deslizamento
escolhida, o modo deslizante obtido garanta a dinamica desejada para o sistema em
malha fechada. Note que esta condicao pode ser verificada através do conceito de
controle equivalente, apresentado na Secao [2.2]

Com a superficie de deslizamento definida, o passo seguinte é a escolha de uma lei
de controle descontinua, capaz de assegurar que a superficie de deslizamento adotada
seja, no minimo, localmente atrativa, garantindo que as trajetérias do sistema a
alcangarao em tempo finito.

As subsecoes seguintes serao voltadas para o estudo dos dois estagios descritos
acima, necessarios para o projeto de controladores por modos deslizantes de primeira

ordem.

2.4.1 Superficie de Deslizamento

Conforme ilustrado na escolha da superficie de deslizamento em ([2.9)), seu projeto

baseia-se em assegurar que as seguintes condig¢oes sejam satisfeitas

(A1) A varidvel de deslizamento o(x) possuira grau relativo uniforme e unitario com

relacao ao sinal de controle wu.

(A2) A dinamica em malha fechada obtida durante o modo deslizante deve garantir

a convergéncia exponencial das varidveis de estado envolvidas em o(z).

Note que a escolha de o (1, x2) feita em ([2.7)) possui dinamica dada por
0(z1,22) = ki + 32 = (k — D)y + (K + 1)zo + u + d(xq, 29, 1)

Portanto, verifica-se que a condicao (A1) é satisfeita V(xy,75) € R?. Por sua vez,
note que tal escolha também garante a convergéncia exponencial dos estados do

sistema, como pode ser visto em (2.8). Logo, a condi¢ao (A2) também é satisfeita.

2.4.2 Controle Vetorial Unitario

Caso a lei de controle seja projetada de modo que a superficie de deslizamento S seja
globalmente atrativa, pode-se mostrar pelas hipéteses adotadas na Subsecao [2.4.1

que o sistema de controle em questao sera globalmente exponencialmente estavel,
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com as suas trajetérias convergindo em tempo finito para S. Uma forma de ga-
rantir o comportamento descrito acima é através da condicao a seguir, denominada

condicao de alcancabilidade

df|o]| oo T
< —p < —p < - , 2.35
i SR e ST o= allell (2.35)
onde 1 > 0 é uma constante de projeto e || - || corresponde a norma euclidiana de

um vetor, ou a norma induzida para uma matriz. Ao integrar a desigualdade acima,
segue que

eIl = leO)I| < —pt (2.36)

Assumindo que t, seja o instante de tempo finito no qual o modo deslizante é al-

cangado, por (2.36) pode-se obter um limitante superior para este tempo dado por

e (0)]|
< (2.37)

Pelos resultados obtidos acima infere-se que, caso a lei de controle se baseie nessa
condicao, a superficie de deslizamento sera alcancada em tempo finito e o modo
deslizante serda mantido V¢ > t.

Visando a ilustrar o projeto de tal lei de controle, considere o seguinte sistema

= Az + B (u+d(z,u,t))

o= Sz

(2.38)

onde z € R™ é o estado do sistema, u € R™, com 1 < m < n é uma lei de controle
descontinua e d(x,u,t) : R" x R™ x R™ — R™ engloba todas as incertezas e per-
turbagoes externas e nao-linearidades associadas ao sistema. Além disso considera-se
que embora este sinal seja desconhecido, possui um limitante superior limitado dado
por

1, u, )] < mllul| + d(z, ), (2.39)

onde 0 < k, < 1 é uma constante conhecida e d(z,t) : R" x Rt — R é uma funcio
positiva conhecida. Por sua vez, as matrizes A € R™*" B € R™™ e S € R™*" sao

dadas por
An An
Az Az

A: 7B:

Eg ] 5= [Sl 52} (2.40)

m

onde as dimensoes das submatrizes de A, B, e S sao definidas de acordo com x =
T

[xf xﬂ ,com x; € R"™™ e x5 € R™. Adicionalmente, assume-se que B,, € R™x™

¢ uma matriz nao-singular e que o par (A,B) é controlavel.

Note que o sistema apresentado em (2.38)) estd em sua forma normal, de acordo
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com ([2.40f). No entanto, pode-se provar que sistemas cuja a matriz B possui posto
completo, podem assumir a forma de através de uma transformacao ho-
mogénea no espaco de estados [3]. Portanto, o sistema ilustrado aqui nao se restringe
a uma classe especifica de sistemas que ja estao na forma normal apresentada, mas
sim a todos aqueles cuja a matriz B possua posto completo.

De acordo com a Hipdtese (A1) apresentada na Subsegéopara a definicao da
superficie de deslizamento, nota-se que o projeto da matriz S deve ser desenvolvido

R™*™ gseja nao-singular, garantindo assim grau

de tal modo que o produto S3B,, €
relativo uniforme e unitario.
Note que por (2.38)), a dinamica da varidavel de deslizamento pode ser escrita

COo1mo

0=_95t=SAr+ SB (u+d(z,u,t)) = SAx + SeByu + SeBpd(x,u,t)  (2.41)

Substituindo (2.41)) em ({2.35)), segue que

ol'e = o (SAx + SyByu + Sy Bd(z,u,t)) (2.42)

Definindo S, = B! e
u=v— SAz, (2.43)

pode-se reescrever ([2.42)) como
T. _ T T
o d=0 (v+d(z,u,t)) <|lo|| ||dz,u,t)|| + 0 v (2.44)
Por (2.39)), sabe-se que a seguinte desigualdade é valida Vo € R™

o7 < lol| (ullull + d(z,1)) + o™
) . (2.45)
< lloll (xu (1S Az]| + loll) + d(2,8)) + o™

Note que a variavel de controle disponivel tem como objetivo introduzir uma agao
de controle descontinua sobre o sistema, de modo que as suas trajetorias alcancem
e se mantenham sobre a superficie S; = {z € R" | o(z) = 0}. Para o caso escalar,
isto é, m = 1, este sinal poderia ser definido como v = —psign(c). Note ainda que
até mesmo em casos multivaridveis desacoplados tal acao de controle ainda poderia

ser adaptada, definindo

T
v= (v Vg .. Um| , Ui = —pisign(o;),

onde o; representaria o i-ésimo elemento do vetor o(x). No entanto, como o caso

estudado pode possuir acoplamento, este sinal descontinuo deve ser generalizado
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para o caso multivariavel. Considere, portanto o seguinte sinal descontinuo

o
v=—p(x,t)— (2.46)

[lol]
onde p(z,t) : R x RT — R é uma func¢ao de modulagao positiva de projeto. Note
que, para m = 1, ||o|| = |o|, portanto este sinal pode ser reescrito como v =

—p(x,t)sign(o), que é seu equivalente para o caso escalar. Substituindo (2.46]) em
[2.45), segue que

T

575 < |lo] ( (HSA:cH " HpiH) +c2’<x,t>) ki
[o]] [o]] (2.47)
< llol (mullS Azl + d(z, 1) = (1 = Ku)p)
Definindo a funcao de modulacao como
1 -
pla,t) = ——— (rkullSAzl| +d(z,t) + 1) (2.48)

u

verifica-se que a condigao de alcancabilidade descrita em ([2.35)) é satisfeita.
Exemplo 2.3. Considere o sistema apresentado em ([2.38))-(2.40)) com os seguin-

tes valores numeéricos

L _1] ,B:[O _1] ,S:Blzlg 1] (2.49)
2 1 1 3 -1 0

Considere ainda que a perturbacao d(z,u,t) possui um limitante superior dado por
(2.39), com £, = 0.75 e d(z,t) = ||z|| + 1. Note que embora este sistema néo esteja

na forma normal, ainda é possivel desenvolver a estratégia proposta, uma vez que

A=

B possui posto completo.

Uma vez que S possui posto completo e ¢ uma matriz quadrada, segue que
c=Sr=0 = x=0,Vres

Logo, caso a lei de controle seja definida de tal forma que a superficie S; =
{r € R" | o(z) = 0} seja alcancada em tempo finito pelas trajetérias do sistema,

garante-se que os estados x; e xo convergirao para zero em tempo finito. Baseado

em ([2.43)) e (2.46)), a seguinte lei de controle foi projetada

(B

g

x+ p(x,t)—) (2.50)

il
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com func¢ao de modulagao dada por

¥

onde p = 0.25. Logo verifica-se que a condicao de alcancabilidade é satisfeita glo-

X

p(x,t) =3 + 4 (||x|| + 1.25) (2.51)

balmente e a superficie S; sera alcancada em tempo finito, garantindo assim a con-
vergéncia dos estados do sistema em tempo finito para qualquer condigao inicial
21(0) e 22(0). Os resultados deste exemplo sdo apresentados na Figura 2.8 onde

pode-se verificar que os estados do sistema convergem em tempo inferior a 7" = 0.15s,

como esperado por ([2.37)).

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2.8: Desempenho da lei de controle por modos deslizantes aplicada ao sistema
do Exemplo 2.3, com fungao de modulagao dada por (2.51)). A perturbacao d(x, u,t)
considerada é definida em (|2.52)).

Para este exemplo, a perturbacao foi definida como

111 =2 4 10 =2 1| e
d(x,u,t) == U+ — T+ = 2.52
( ) 7 [3 —3] 10 !0.5 1 ] 2 [86%(7‘(’t)] (2:52)
Como esperado, observa-se na Figura que, no momento em que o modo desli-

zante é alcancado, o sinal de controle comeca a chavear em uma frequéncia elevada.

Este fenomeno ocorre justamente devido aos atrasos na implementacao discreta as-
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sociados & descontinuidade na lei de controle adotada.

2.5 Modos Deslizantes de Ordem Superior

O conceito de modos deslizantes de ordem superior consiste na generalizacao do
conceito de modos deslizantes convencional [, 6]. Diferente dos controladores ba-
seados no modo deslizante convencional, essa nova abordagem tem como objetivo
atuar nas derivadas de ordem mais alta da varidavel de deslizamento, de modo que
nao somente a mesma seja igual a zero, mas suas derivadas de ordem inferior a
citada também. Dessa forma, além de garantir as propriedades inerentes do modo
deslizante convencional, como insensibilidade a disturbios casados e convergéncia
em tempo finito para a varidvel de deslizamento, obtém-se maior acuracia e uma lei
de controle continua e, portanto, com os efeitos do chattering mitigados [1 [6], 41].
Essa nova abordagem define a ordem do deslizamento de acordo com o grau de
suavidade da dinamica de cada derivada temporal na vizinhanga das superficies de
deslizamento, incluindo a de ordem zero fjng = 0. Note que, de acordo com esta
classificacao, a estratégia por modos deslizantes convencional se enquadra como
modo deslizante de primeira ordem, visto que a descontinuidade é observada na
primeira derivada da varidavel de deslizamento. A definicao formal desse conceito é

dada a seguir

Definicao 2.2. [1, (9] Considere a sequinte equacdo diferencial descontinua

i = f(z)

cuja solugao € entendida no sentido de Filippov, com fungao de restrigio o(x) suave.

Suponha que as sequintes condigoes sao satisfeitas

(a) As derivadas temporais 0,0,...,0 Y sdo funcées continuas do estado .

(b) O conjunto
S,={reR" |o=6=..=0""Y =0} (2.53)

€ um conjunto integral nao vazio, isto €, consiste em trajetorias de Filippov.

(c) O conjunto de campos vetoriais admissiveis de Filippov nos pontos pertencentes

a contém mais de um vetor.

Entao, o movimento no conjunto ¢ dito existir em um modo deslizante de
ordem r, e o conjunto ¢ denominado conjunto deslizante de ordem r. O caso
nao-autonomo € reduzido ao caso considerado acima introduzindo o estado ficticio

t, cuja dinamica € dada port = 1.
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Infere-se, portanto, que o deslizamento ocorre sobre o conjunto deslizante (2.53)),
com dimensao r no espago de estados. Note ainda que diferente do modo deslizante
de primeira ordem, no qual a superficie de deslizamento precisava ser alcancada em
tempo finito para que o modo deslizante ocorresse, a convergéncia para um conjunto
deslizante como em com r > 2 pode também ser assintética. Para ilustrar,
considere um sistema de segunda ordem no qual um controlador baseado em modos
deslizantes de primeira ordem garante que as trajetorias do sistema alcangam em

tempo finito e se mantém sobre a seguinte superficie
S={(z,3) €R* | o4(z, &) =x + i =0} (2.54)

Considere agora uma nova restricdo dada por oy(x, ) = x. Note que para esta
funcao as condicoes impostas na Definicao sao satisfeitas para r = 2. Portanto,
sabe-se por que quando o modo deslizante de segunda ordem ocorrer, oy =
0, = 0. Como o controlador utilizado garante que a superficie ¢é alcancada em
tempo finito, consequentemente o modo deslizante de segunda ordem sera alcancado
exponencialmente.

Visando a ilustrar o conceito de modos deslizantes de ordem superior, considere a
Figura que representa um modo deslizante de segunda ordem sendo alcancado.
E possivel observar a intersecao das restricoes ¢ = 0 e 0 = 0, isto é, o conjunto
descrito em para r = 2. Note que o ponto M possui dois campos vetoriais,
ilustrando o item (c) na Defini¢ao 2.2}

Figura 2.9: Modo Deslizante de Segunda Ordem [I].

A acurdcia com que as trajetérias do sistema sao mantidas sobre uma determi-
nada restricao possui relacao direta com o intervalo de tempo 7 entre as medigoes
(ou o atraso no chaveamento, como visto em . Como em um modo deslizante
de primeira ordem a descontinuidade é observada na primeira derivada temporal

da varidvel de deslizamento, a acurdcia com que a restricdo o(z) = 0 é mantida
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é proporcional a 7. Pelo mesmo raciocinio, infere-se que em um modo deslizante
de ordem r, a restricdo oY = 0 é mantida com precisdo proporcional a 7, o que
implica que as outras restricoes, isto é, "7 =0, j = 1, ..., r, apresentam acuracias
proporcionais a 7/, garantindo, assim, acurdcia superior para ¢ = 0 em técnicas
baseadas em HOSM. Note, no entanto, que como esta caracteristica é observada so-
mente durante o deslizamento, é necessario que o modo deslizante de ordem superior
seja alcancado em um tempo finito.

De modo geral, em sistemas de controle, o conceito de grau relativo estd as-
sociado ao numero de diferenciagoes temporais que devem ser feitas sobre a saida
desse sistema até que se observe diretamente o efeito da acao de controle. Logo,
sistemas de controle baseados em modos deslizantes cujas descontinuidades sejam
exclusivamente associadas ao sinal de controle, podem ter seu grau relativo definido
de acordo com o numero de derivadas temporais da saida necessarias para que se
observe um sinal descontinuo. Portanto, verifica-se que o grau relativo e a ordem
do modo deslizante estao intimamente relacionadas, conforme serd apresentado a
seguir

Considere o seguinte sistema dinamico

&= a(z,t) + bz, t)u

ol ) (2.55)

onde r € R™", y € R, e u € R sao os estados, a saida e o sinal de entrada do sistema,
respectivamente. Por sua vez, o(z,t) : R" x RT = R, a(z,t) : R" x Rt — R" e
b(z,t) : R" xRt — R" sdo fungoes suaves. Aumentando o sistema com a introdugao
do estado ficticio t = 1 e definindo 77 = |:.CL'T t]T, sua dinamica passa a ser dada

por

a(x,t) b(x,t) o
. + 0 a(z) +b(z)u (2.56)

&I
Il
I
Il

com saida dada por y = o(Z). Deve-se destacar que embora a introdugao do tempo
como um estado ficticio simplifique a definicao de grau relativo do sistema, ela pode
gerar outras dificuldades, uma vez que a norma do estado passa a ser ilimitada. Por
exemplo, a definicao de estabilidade tem que ser modificada para tratar adequada-
mente esse caso.

Como, por definicao, o grau relativo da saida o com relagao a uma entrada v em
um dado ponto Z é equivalente a ordem da derivada total de o na qual a entrada u
surge pela primeira vez acompanhada de um coeficiente nao-nulo, é possivel calcula-

lo pela diferenciagao direta da saida do sistema. Sua primeira derivada temporal é
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dada por

;= %f — Vao() - (a(@) + B(@)u) = Lao (@) + Lio(@)u

onde L;o(z) = Vzo(z) - f(z) corresponde a derivada de Lie de ¢(Z) com respeito
a f(z) [42], considerando uma funcédo diferencidvel o(Z) com respeito a um campo
vetorial f(Z) em um dado ponto Z. Portanto, caso exista algum ponto Z, onde
Lyo(Z) # 0, entao o sistema possuird grau relativo unitario neste ponto. Caso em
uma vizinhanca do mesmo Lo (Z) = 0, entdo implica que seu grau relativo pode ser

maior e deve-se portanto analisar sua segunda derivada:
6 =Ly {Lao(T)} + Ly {Lac(Z)}u = L20(Z) + LyLao(T)u

Caso L3L;0(Z) # 0 em um ponto Z,., implica que o grau relativo de ¢ em z, é igual
a dois. Estendendo este raciocinio, pode-se formalizar o conceito de grau relativo

através da definicao a seguir

Definicao 2.3. [/3] Considere o sistema , com entrada u € R e saida o € R.

Assuma que as sequintes hipoteses sao satisfeitas:

(a) LyLio(z,) =0, comi=0,1,...,7 —2, em todo ponto T em dada vizinhanca

de z,.
(b) LiLy lo(z,) #0

Entao, € dito que o sistema possui grau relativo v no ponto TL =

T

[ij tr} .
Considerando a defini¢ao acima para o sistema (2.55)) com grau relativo constante

e igual a r, isto é, com o mesmo grau relativo para todo ponto z, € R" de seu

dominio, infere-se que as derivadas temporais da saida do sistema serao dadas por

{Uu) = Lio(z), i=1,..,r—1 (2.57)

o™ = Lr0(z) + L;LY Vo (z)u

onde Egﬁ(({_l)a(:i) # 0. Portanto as derivadas temporais de o com ordem inferior a
r serao fungoes continuas de z. Como o sinal de controle atua da r-ésima derivada
temporal em diante, verifica-se que que a restricao o = 0 sé pode ser garantida com
um modo deslizante de ordem r ou superior. Caso a ordem escolhida seja r* > r,
a lei de controle deve ser projetada de tal forma que possua sinal descontinuo na
derivada de ordem r, para que assim seja possivel garantir o deslizamento de ordem

superior.
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Entre os controladores por modos deslizantes de ordem superior com lei de con-
trole continua, destaca-se o algoritmo Super-Twisting (Super-Twisting Algorithm-
STA) [6]. Sua popularidade entre tais técnicas deve-se ao fato de nao depender do
conhecimento da primeira derivada temporal da varidvel de deslizamento para sua
implementagao. Seu principal objetivo é atenuar o efeito do chattering em sistemas
com grau relativo unitario. Apesar dos beneficios citados, a primeira versao deste
controlador baseava-se na teoria de sistemas homogéneos e em métodos geométricos
[11], o que limitou o desenvolvimento de técnicas baseadas no STA. Com o uso de
fungoes de Lyapunov para a andlise de estabilidade desse algoritmo [111, 12], ele pode
ser estendido para novas aplicagoes, como o uso de ganhos varidveis [13] 14], o caso
multivariavel [15] [16] e o uso de ganhos adaptativos [24, 25]. Nas subsegoes a seguir,
serd apresentado o algoritmo Super-Twisting baseado em funcoes de Lyapunov e as

principais contribuicoes desenvolvidas através dele, incluindo suas generalizagoes.

2.5.1 Super-Twisting

Baseado em modos deslizantes de segunda ordem, o Super-Twisting é um algo-
ritmo cujo o objetivo é atenuar o efeito do chattering em sistemas com grau relativo
unitario [I, [6, 9]. A aca@o de controle descontinua, presente em algoritmos baseados
em modos deslizantes, é encontrada em sua derivada temporal, o que permite que
sua lei de controle seja definida como um sinal continuo. Uma das principais carac-
teristicas da aplicacao deste algoritmo em sistemas de controle é o movimento em

espiral em torno da origem do plano de fase (o, ), como ilustrado na figura

0.51

-0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 2.10: Modelo de trajetéria no espago de estados de um super-twisting.

O fato de nao depender do conhecimento de ¢ no projeto de sua lei de controle,

fez com que o Super-Twisting ganhasse popularidade entre as técnicas baseadas
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em modos deslizantes de segunda ordem. Entre as suas aplicagoes encontram-se a
diferenciagao robusta e exata em tempo real [44] e o controle de sistemas de interesse
prético [45-47].

Os primeiros trabalhos baseados no Super-Twisting faziam uso de métodos
geométricos e da teoria de sistemas homogéneos para a andlise de estabilidade do
algoritmo [0, T0]. A andlise geométrica consiste em garantir que, caso os ganhos do
algoritmo sejam definidos grandes o suficiente, as trajetorias do sistema em malha
fechada serao mantidas entre curvas limites. No entanto, além dos ganhos defini-
dos através dessa analise poderem ser conservadores, a convergéncia ¢ garantida
somente em uma vizinhanca da origem. A Figura [2.11] ilustra a presenca de uma
das curvas limitantes usadas na analise de estabilidade do Super-Twisting. Uma
condicao suficiente para garantir a convergéncia do algoritmo por esta analise é que

a desigualdade |d,;/00] < 1 seja satisfeita para cada curva em estudo [9.

Figura 2.11: Curva limitante utilizada na anélise geométrica do super-twisting.

Visando a simplificar a andlise geométrica, o método homogéneo considera o
uso de inclusoes diferenciais homogéneas no processo de analise de estabilidade do
algoritmo, padronizando as formas de demonstracao com a inclusao do conceito de
homogeneidade de deslizamento [10].

Embora tais trabalhos tenham contribuido para o desenvolvimento do algoritmo,
a forma de andlise adotada trazia certas limitagoes, visto que eram usados em casos
particulares. A anélise por métodos geométricos exigia uma abordagem especifica de
acordo com o algoritmo, restringindo o desenvolvimento de uma andlise sistematica.
Por sua vez, o método baseado em homogeneidade limitava-se ao estudo de sistemas
homogéneos e, portanto, tinha seu alcance limitado.

Visando contornar tais restri¢goes, uma nova forma de andlise baseada em fungoes
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de Lyapunov foi proposta em [II]. Além de garantir ao algoritmo novas proprie-
dades, como convergéncia global, permitiu que a andlise fosse feita de forma sis-
tematica. Como consequéncia, novas contribuicoes baseadas no Super-Twisting fo-
ram desenvolvidas, estendendo sua aplicagao para uma classe mais ampla de sistemas

e perturbacoes.

2.5.2 Super-Twisting com termos lineares

Considere o algoritmo Super-Twisting apresentado em [I1], no qual a andlise por

funcoes de Lyapunov foi introduzida

& = —ki|o|2sign(o) — kyo + z + dy (0, t)

. . (2.58)
2= —kssign(o) — kyo + ds(0,t)

onde 0 € R corresponde a varidavel de deslizamento, z € R é uma variavel in-
terna do algoritmo, ki, ko, k3, ks € R sao ganhos constantes a serem projetados e
di(o,t),ds(o,t) : R x RT — R representam todas as perturbagoes e incertezas asso-
ciadas ao sistema. Adicionalmente, considera-se que tais distirbios sao globalmente

limitados por
|dy(0,t)] < 51‘O'|% + d3la| , |da(o,t)| < 9y + 40| (2.59)

onde as constantes d1, do, 93,94 > 0 sdo conhecidas. Note que o algoritmo estudado
em [9], cuja a anélise de estabilidade é feita por métodos geométricos, estd incluido
em ([2.58). Isto pode ser verificado adotando ky = k4 = 0, visto que a presenca
de tais termos torna o sistema em questao nao homogéneo. Baseado no algoritmo

acima e na classe de perturbagoes adotada, o teorema a seguir é enunciado

Teorema 2.1. [I1] Considere o sistema sob o efeito de per-
turbagoes/incertezas di(o,t) e dy(o,t), que possuem limitantes superiores dados por
. Entao, os ganhos k; podem ser projetados grandes o suficiente tal que a ori-
gem o = 0 seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estdvel e todas

as trajetorias convirjam em tempo finito para a origem
Demonstragao. Ver Apéndice O

Visando ilustrar o algoritmo apresentado, considere o seguinte exemplo
Exemplo 2.4. (Robust Ezact Differentiator- RED). Considere um integrador
simples

Tr=u

onde x € R corresponde ao estado deste sistema e u € R a entrada do mesmo. O

objetivo em questao é rastrear em tempo real a derivada de um sinal base fy(t) :
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R* — R em tempo finito. Pela dinamica natural do integrador, isto pode ser obtido
através do proprio sinal base. Definindo 0 = z — fy como o erro de estimacao desse

sinal, obtém-se a seguinte dinamica para o

o=u-— fo
Definindo a lei de controle como
u= —k1|0|%sign(a) —kyo + v (2.60)
0 = —kgsign(o) — ko
onde v = — fti(kgsign(a) + kyo)dt, obtém-se o sistema descrito em (2.58]), com

z=v—fo,di(0,t) = 0edy(o,t) = —fy. Adicionalmente, considerando que | fo| < C,
garante-se pelo Teorema que um modo deslizante de segunda ordem o0 = ¢ = 0
¢ alcancado em tempo finito se os ganhos k;, © = 1,...,4 satisfizerem as seguintes

desigualdades

ky > 2V C
ks > 0

ks > C

9 Kk 5

ey > 2 )2
A7 T —C g™

(2.61)

que atendem simultaneamente as condigoes e . Com os ganhos defini-
dos de acordo com ({2.61)), garante-se que, apés um tempo finito 7', as seguintes

igualdades serao validas

oc=20 f(]:ilf

z=0 .. fo = /t (—kgsign(a) — ]C40') dt =v

to

(2.62)

Note, portanto, que a derivada temporal do sinal base é rastreada em tempo finito
por u e pelo sinal auxiliar v, que sao, por definicao, sinais continuos. A Figura
apresenta os resultados obtidos em simulagao para a estimacao da derivada
do sinal base fo(t) = cos(3t) + e *sen(t), utilizando o derivador de primeira ordem
apresentado. Os ganhos foram definidos como k1 = 7.5, ko = 0.5, k3 = 20 e
ks = 6. Observe que ap6s um tempo 7' < 0.5 o modo deslizante de segunda ordem
o0 = ¢ = 0 é alcancado. A partir desse instante, as igualdades apresentadas em
sdo satisfeitas. E vélido frisar que o sinal de controle u é continuo Vi > 0,

tornando-se, portanto, menos propenso ao chattering.
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Figura 2.12: Desempenho do RED proposto, estimando a derivada do sinal base
fo(t) = cos(3t) + e *sen(t).

2.5.3 Super-Twisting com ganhos variaveis

Como apresentado na Subsecao [2.5.2] a andlise de estabilidade e convergéncia por
fungoes de Lyapunov permitiu que novas contribui¢oes pudessem ser feitas de forma
sistematica para o algoritmo Super-Twisting, como a inclusao de termos lineares
em [I1], que garantem o deslizamento para uma classe de perturbagoes/ incertezas
linearmente dependentes da variavel de deslizamento. No entanto, tais contribuicoes
permitiam apenas compensar distirbios com derivadas limitadas por constantes
conhecidas a priori.

Visando lidar com uma classe de perturbagdes/incertezas mais ampla, uma
generaliza¢ao do algoritmo Super-Twisting foi proposta em [I3, 4], no qual ga-
nhos varidaveis foram incluidos. Esta extensao ficou conhecida como Algoritmo
Super-Twisting com Ganhos Varidveis (Variable Gain Super-Twisting Algorithm -
VGSTA). Além de preservar as propriedades do algoritmo apresentado na Subsegao
[2.5.2] esta técnica permite a compensagao de forma exata de uma classe mais abran-
gente de disturbios, cujas derivadas temporais sejam limitadas por fungoes continuas
previamente conhecidas, devido aos ganhos variaveis.

Considere o seguinte sistema

£=Af+ B(u+d(E 1)) (2.63)
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onde & € R™ é o estado, u € R™, 1 < m < n, é o sinal de controle, e
d(&,t) - R" x Rt — R" é uma fungao absolutamente continua que engloba to-
das as perturbagoes externas e incertezas no modelo casadas e nao-linearidades do
sistema. Por sua vez, considere que a matriz B € R™*" possui posto completo e o
n—m)xn

par (A, B) seja controldvel. Sobre estas condicoes, existe uma matriz B, € R(

de posto completo tal que B, B = 0. Portanto, existe uma transformacao de estados

T
T2

que reescreve o sistema em sua forma normal

homogénea
By

(BTB)™' BT :

1 = Anzy + Az
(2.64)
To = Aoy + Agowo + u + d(xy, 29, 1)

onde z; € R"™, x5 € R™. Por simplicidade, serd considerado deste ponto em
diante que m = 1, isto é, o caso escalar. Note, no entanto, que a extensao dessa
abordagem para o caso multivaridvel pode ser feita de forma direta [15].

O objetivo da lei de controle para o sistema em estudo é garantir que a superficie

de deslizamento Sy = {(z1,22) € R? | 0 = ¢ = 0} com
o(x1,x9) = 29 — K14 (2.65)

seja globalmente atrativa. Note que a escolha da varidavel de deslizamento proposta
em ([2.65]) assegura grau relativo uniforme e unitério de o com respeito a u e dinamica

de ordem reduzida durante o modo deslizante, visto que

1= (A + ApK)x
1= (A 12K) &1 V (x1,29) € Sy (2.66)

To = K[El

Além disso, pode-se concluir que com uma escolha apropriada de K, garante-se
convergencia exponencial para x; e xo. Esta escolha pode ser feita baseada em
métodos como alocagao de polos ou minimizagao linear quadrética [1I, [14].

Como a superficie de deslizamento garante as condigoes apresentadas na
Subsecao [2.4.1], deve-se projetar uma lei de controle que garanta que as trajetodrias
do sistema alcancem a superficie S, em tempo finito e se mantenham sobre a mesma.

Uma vez que a dinamica da varidvel de deslizamento é dada por

o= <A21 — KA11>£C1 + (AQQ — KAlg).I'Q +u + d(%l,xg,t>, (267)
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considere o seguinte sinal de controle

u = —(Agl — KAH).%‘l — (Agg — KAlg).IQ + v (268)

Substituindo ([2.68]) em (2.67) e considerando ([2.64)), pode-se reescrever a dinamica

do sistema em malha fechada por

1= (A1 + ApK) x4+ Ao

(2.69)
c=v+d(z, Kxy+0,t)

A fim de garantir o modo deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0, a variavel de
controle v serd definida de acordo com o Variable Gain Super-Twisting Algorithm
[13, [14], dado por

v=—ki(x,t)p1(0) — / ko(x, T)po(0)dT, (2.70)

to

com

. 1 3 1
¢1(0) = |0|%szgn(0) + k3o, ¢o(0) = Eszgn(a) + §k3|a|észgn(a) + k3o, (2.71)

onde k3 é uma constante positiva de projeto. Comparando os algoritmos apresen-
tados, note que o ganho k3 em ([2.70) tem fungao semelhante aos ganhos ky e ky
em ([2.60]), uma vez que ambos introduzem os termos nao homogéneos em seus res-
pectivos algoritmos, permitindo que os mesmos compensem incertezas linearmente

dependentes de o e convirjam mais rapidamente para a origem.

Baseado em ([2.70)) e (2.71)), o termo d(zy, Kz1 + 0,t) é reescrito como

d(&?l,Kﬂfl + o, t) = d(.ﬁCl,Kﬂfl + o, t) — d(.fL'l, le,t) —Fd(l'l, Kﬁ[’l,t) (272)

- 7 S

g

g1 (xlvo'rt) 92(11 »t)

onde g;(z1,0,t) = 0. Considere ainda que as seguintes desigualdades sao satisfeitas
Vo € R

|g1(l‘170', t)| < Ql(xvt)l(bl(o-)‘? %[92(I17t)]’ < 92(Ivt)‘¢2(a)|7 (27?))

onde g1(x,t) > 0 e go(x,t) > 0 s@o fungdes continuas conhecidas. Portanto, substi-
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tuindo (2.70) em ({2.69)), pode-se reescrever o sistema em malha fechada como

1 = (A1 + ApK)x, + Ao

o =—ki(z,t)p1(0) + 2 + gi(x1,0,t) (2.74)
= k(e )62(0) + 5 o201, 0]

onde ;
VARS —/t kQ(fE, T)¢2(0')d7- + gg(l’l, t) (275)

Baseado nas condigoes apresentadas, o comportamento do sistema ([2.74)) é descrito

pelo seguinte teorema

Teorema 2.2. [13, [1j]. Considere o sistema em malha fechada (2.74). Assuma
que as desiqualdades sejam satisfeitas para determinadas funcgoes continuas
conhecidas 90y > 0 e oo > 0. FEntao, as trajetorias do sistema serao globalmente
atraidas em tempo finito para um modo deslizante de sequnda ordem o = o = 0, se

os ganhos varidaveis forem definidos como

1(1
ki(z,t) =9+ 5 {4—6 2601 + 02)” + 200 + € + 26 + 01] (B + 462)}

ko(z,t) = B+ 4e* + 2¢ky (1)

(2.76)

onde 9, 3, € sdo constantes positivas arbitrdrias.

Demonstracao. O apéndice apresenta a andlise de estabilidade do sistema ([2.74])
e a convergéncia em tempo finito para o conjunto Sy = {(z1,72) € R? | 0 =6 = 0}

proposta em [13], [14], baseada em fungoes de Lyapunov. O

O exemplo a seguir ilustrara a aplicacao do algoritmo apresentado

Exemplo 2.5. Considere o sistema na forma normal apresentado em ([2.64)),

-1

e d(zy,x2,t) pode ser reescrito como (2.72)), onde as desigualdades impostas em
(2.73) sao satisfeitas com

onde
Ay A

A21 A22

1 5)
Ql(x7t) :]{3_3, 92(x7t) :1O|ZL‘1|+4+?
3

Definindo K = 3 em , nota-se por que a dinamica em malha fechada
durante o deslizamento é exponencialmente estavel. A lei de controle utilizada é
baseada no Variable Gain Super-Twisting, apresentado em e . Definindo
os ganhos variaveis do algoritmo de acordo com , onde 8 = 50, § = 0.5,
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e =1, e k3 = 1, um modo deslizante de segunda ordem ¢ = ¢ = 0 é alcancado,
conforme apresentado na Figura [2.13] Os resultados desta simulagao foram obtidos

considerando a seguinte perturbagao externa/incerteza no modelo

d(xy1, xo,t) = 221 + T + CcOs <2t + %) (2.77)

que pode ser reescrita conforme (2.72)), com

g1(x1,0,t) =0, ga(x1,t) = dxy + cos <2t + %)

Como esperado, a presenca dos termos lineares em permitem que perturbacoes
linearmente dependentes de o possam ser compensadas, permitindo que um modo
deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0 seja alcangado em um tempo inferior ou
igual a T = 1s. Apds este tempo, nota-se que os estados do sistema convergem

exponencialmente para zero, com dindmica dada por ([2.66]).

50 T T T T T T T T
o
SE—
KS L //ﬁ\\
g O ; =
/
/
/
50 el 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
4 T T T T ? T T T
kot
2r R
5 0h S E————
A==
20\ il E
AN rd
4 =~ 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
t
50 T T T T T T T T T
s O
-50 1 1 1 1 1 1 1 1 1 7
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Figura 2.13: Desempenho da lei de controle por realimentagao de estados associada
ao VGSTA aplicada ao sistema linear na forma normal apresentado no Exemplo 2.5.

2.5.4 Super-Twisting Multivariavel

Em determinadas aplicacoes, o controle de sistemas multivaridaveis com m entradas
pode ser decomposto no controle de m sistemas escalares. Em tais casos, técnicas

escalares baseadas em modos deslizantes podem ser aplicadas para esses problemas,
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como as técnicas apresentadas nas Subsecoes e . No entanto, se o aco-
plamento entre os estados do sistema for muito forte, a estratégia sugerida pode
apresentar desempenho inferior ou até mesmo falhar. Neste sentido, outra contri-
buicao de destaque baseada no algoritmo Super-Twisting foi o desenvolvimento de
uma estratégia multivariavel [15], na qual a anélise de estabilidade e convergéncia é
feita através da generalizacao da fungao de Lyapunov usada em [I1], [12] para o caso
multivariavel. Esta contribui¢ao permitiu que perturbagoes/incertezas acopladas em
relacao aos estados do sistema pudessem ser compensadas, estendendo a classe de
disturbios rejeitadas pelo Super-Twisting.

Considere o seguinte sistema multivaridvel de grau relativo uniforme e unitario

T =a(x,t)+b(z, t)u

2.78
o=o(z,t) (278)

onde z € R” sao os estados, u € R™ é o sinal de controle, e ¢ € R™ ¢ variavel de
deslizamento. Suponha que a(x,t) : R" x RT — R", b(z,t) : R" x RT — R™™ e
o(x,t) : R" x Rt — R™ sejam fungoes suaves. Assuma ainda que a dinamica da

variavel de deslizamento possa ser escrita como
o= f(z,t)+ g(z, t)u (2.79)

onde g(z,t) = %2b(x,t) € R™™ é uma matriz de posto completo e f(z,t) = 2 +
do

5za(z,t) € R™ pode ser reescrito como

f(xat):fl(x’t)+f2(x’t) (280)

onde fi(x,t), fo(z,t) € R™ sdo fungdes suaves que satisfazem as desigualdades a

seguir

13Go 1 < ulloll || et 0] < (281

onde d; e d9 sdo constantes positivas conhecidas. Definindo uma lei de controle u
como
u=g (z,t)u (2.82)

onde @ é uma variavel de controle a ser definida, pode-se reescrever (2.79)) como
o= filz,t)+ fo(z,t) +w (2.83)

O objetivo ¢é definir o sinal auxiliar de controle @ de modo que um modo deslizante
de segunda ordem o = ¢ = 0 seja alcangcado em tempo finito. Para isto, considere

a seguinte estrutura multivariavel acoplada baseada no algoritmo Super-Twisting

42



[15], chamada de MIMO STA

o t g
U= —]{51 T — ]{?20' — / (kg— + ]{340') dr (284)
o] |2 o\ |lo]|

Note que, definindo m = 1, este algoritmo se reduz a estratégia apresentada na

Subsecao Sua extensao ao caso multivariavel foi possivel devido a genera-
lizagao da funcao sign(-) para a fungao vetorial unitaria, apresentada na Subsecao

2.4.2 Substituindo ([2.84)) em ([2.83)), pode-se reescrever a dinamica do sistema em

malha fechada como

o=—k — koo + z + fi(x,t)

T
o]l

(2.85)
Z= —k3ﬁ — k4o + % [fa(,1)]

onde

¢
z = —/ (kgi + k40) dr + fo(z,t)
to

o]

As propriedades de estabilidade e convergéncia de ([2.85|) sdo apresentadas no teo-

rema a seguir

Teorema 2.3. [15] Considere o sistema em malha fechada . Suponha que as
desigualdades sao satisfeitas para determinadas constantes positivas conheci-
das 01 e 0. Entao, existem intervalos de valores para os ganhos kq, ko, k3, e ks tais
que as trajetorias do sistema sejam globalmente atraidas em tempo finito para um

modo deslizante de sequnda ordem o = o = 0.
Demonstragao. Ver [15]. O

Sobre as condi¢oes impostas no Teorema [2.3] um intervalo de valores para os
ganhos do algoritmo Super-Twisting multivaridvel (2.84]) que garantem as propriedas
listadas é definido por [15]

b > V28 ke > 20 ko> max( AT}, ko> max(L R} (280
com
i = o 2 - kj%é’“f;);) it 2+ bty
ki = % + 2k3 + 21@51, kY = ag(k:i 5 n 2@;21 _+ 2&;;25%
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onde

9(]{3151)2
16ky

o =

9(k161)? 1 2 ,
aé—]{;;(kz-l—ﬁ&) ; a2:/€2(/€3+2k%—52)_ (2k3+§/{;%) 5 —

3 2
B = (ﬁk‘%l@ + 352k2) . Bo = k3k? — 265 — 302k

Logo ajustando os ganhos de (2.84)) de acordo com ([2.86]), garante-se a ocorréncia
de um modo deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0 em tempo finito.
Visando a ilustrar o algoritmo apresentado, considere o seguinte exemplo

Exemplo 2.6. Considere o sistema multivaridvel apresentado em ([2.78]) com

a(w,t)—% [_1 2]“}1 [?’Sin@)J, b(z,t) = [32 _41] o(z,t) ==

1 1 —cos(2t

onde a(z,t) engloba incertezas/perturbagoes associadas ao sistema. Note que, neste

caso, a dinamica da variavel de deslizamento coincide com a dinamica do sistema.

Portanto, segue que a(z,t) = f(x,t) e b(x,t) = g(x,t). Como g(z,t) apresenta posto

completo Vo € R?, pode-se verificar que o possui grau relativo uniforme e unitdrio.

Note que os termos na diagonal secundaria de a(x,t) impedem que uma abordagem

desacoplada seja utilizada, portanto o controlador MIMO STA sera empregado.
Definindo, baseado em , as perturbacoes

1[-1 2 1 3sm(t)]
2

file. D) =3 [ 1 1] T ol ) = 4 [—005(215)

verifica-se que as desigualdades ([2.81]) sao satisfeitas para d; e J, definidos como

1]1-1 2
211 1

Por sua vez, definindo-se os ganhos k;, i = 1,...,4 de acordo com ([2.86]), obtém-
se as propriedades enunciadas no Teorema Os ganhos foram definidos como
ki = 1.5, ko = 3, ks = 18.9, ky = 38.5. A Figura [2.14] apresenta os resultados de

simulacao deste exemplo com o controlador MIMO STA. Pode-se observar que um

0 =

|7 52:1

modo deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0 ocorre a partir de 7" = 0.5 segundos,
apesar da presenca de perturbagoes acopladas e linearmente dependente dos estados,
comprovando a eficacia da estrutura multivariavel apresentada. Nota-se também que
o sinal de controle utilizado é continuo durante toda a simulagao, sendo, portanto,

menos propenso ao chattering.
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Figura 2.14: Controlador MIMO STA aplicado ao sistema nao-linear multivariavel
apresentado no Exemplo 2.6.

2.5.5 Super-Twisting Multivariavel Generalizado

O desenvolvimento de algoritmos inspirados no Super-Twisting cuja a andlise foi
baseada em fungoes de Lyapunov permitiu que novos problemas associados a sis-
temas de controle pudessem ser abordados, uma vez que classes mais amplas de
perturbagoes/incertezas foram consideradas [11} 4], [I5]. No entanto, como cada
algoritmo introduzia novas propriedades a estratégia e considerava novas classes de
disturbios, novas fungoes de Lyapunov precisavam ser desenvolvidas para cada caso.
Como consequéncia direta, quando desejava-se implementar algum desses algorit-
mos, além de se verificar se o sistema em questao correspondia a classe de sistemas
estudada, devia-se garantir que as perturbagoes/incertezas se adequavam ao pro-
blema em questao.

Visando contornar este problema, uma abordagem generalizada multivaridvel
para o algoritmo Super-Twisting foi desenvolvida, de modo que os principais algo-
ritmos baseados no STA pudessem ser obtidos por uma escolha particular de seus
parametros [48]. Com analise de estabilidade e convergéncia desenvolvida por uma
funcao de Lyapunov generalizada, a ideia principal desta estrutura é garantir que a
escolha do algoritmo pudesse ser feita de forma direta, definindo seu parametros de
modo que a classe de perturbagdes/incertezas do problema em questdo pudesse ser

compensada e garantisse as propriedades associadas ao Super-Twisting.
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Considere o seguinte algoritmo

o(t) = —Ki¢1(0) + K32(t) + p1(0, 2, 1)

(2.87)
2(t) = —Kaga(0) + p2(0,t)

onde o(t), z(t) : Rt — R™ sao as varidveis de deslizamento, K7, Ks, K3 € R™" sao
matrizes de projeto, os termos p;(o,z,t) : R x R" x Rt — R" e py(o,t) : R" X
R* — R" correspondem & todas as perturbagoes/incertezas associadas ao sistema

de controle, e as fungoes ¢1, po(+) : R™ — R™ satisfazem as seguintes hipéteses

(A1) A fungao ¢, é diferenciavel em quase todo ponto, exceto, possivelmente, em um
conjunto de medida nula S C R™ de seu dominio. De forma similar, a fungao
¢o é continua em quase todo ponto, exceto possivelmente em S. Assume-se

ainda que as solugoes de ([2.87)) atravessam o conjunto S\{0}.
(A2) A funcio ¢1(0) = 0 se e somente se 0 = 0, e ||¢1(0)|| = 0o quando ||o|| — oc.

(A3) A fungao ¢ é dada por
¢2(0) = J(0)¢1(0)
com J(o) >0, Vo€ R™\S, onde

J(0) :=Vyp1(0) (2.88)

(A4) Os termos py(0o, z,t) e pa(o,t) podem ser escritos em fun¢do de matrizes pos-

sivelmente desconhecidas porém com elementos limitados

pi(o, 2, 1) = Gi(t)d1(0) + G(t)z

(2.89)
pa(0,t) = Ga(t)$a(0)
(A5) A seguinte propriedade é satisfeita
Ly(t)J (o) = J(0o)La(t), Vt,0 € R™\S (2.90)
| =Lat) Ls(t)| | -Ki K3 Gi(t) Gs(t)|
L(t) :== [—Lz(t) 0 ] = [—Kz 0 Gty 0 |- A+G(t) (2.91)
X ZON

onde L(t), A, G(t) € R¥*2n,

A Hipétese (A1) permite que, embora (2.87) possa apresentar lado direito des-

continuo, suas solug¢oes nao permanecam no conjunto S\{0}, permitindo que o Teo-
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rema de Lyapunov generalizado para inclusoes diferenciais [49] seja usado na anélise
de estabilidade e convergéncia do algoritmo.

Por sua vez, a Hipdtese (A4) descreve o formato das perturbagoes consideradas,
que sao dependentes de ¢, ¢o, € z. Além disso, note que as matrizes G;(t), 1 =1,2,3
podem ser variantes no tempo, embora seus elementos sejam funcoes limitadas.

Substituindo (2.89) em (2.87), o algoritmo pode ser reescrito como

0= —Li(t)p1(0) + Ls(t)z

| (2.92)
Z = —Lo(t)pa(0)
uma vez que, por (2.91), L = A+ G(¢). Além disso, note que, definindo
T
= a0+ (2.93)

e levando em conta a Hipotese (A3), a seguinte dedugao pode ser obtida

o) | —Lit)  Ls@)| |bulo)|  |In O
[Z<t)] - [_LQ(t>J(0> 0 ] [Z(t)] N [O J(o’)] L(t)((o, 2) (2.94)

onde [, representa uma matriz identidade de ordem n. O Teorema a seguir apresenta

as propriedades de estabilidade e convergéncia do algoritmo apresentado.

Teorema 2.4. [/§] Considere as Hipdteses (A1)-(A5). Além disso, suponha que

exista uma matriz P = PT > 0 tal que
W:=—(P[L®J(o)| L(t)+ L (t) [L® J"(s)] P) > 0, (2.95)

VYt > 0,0 € R™\S, e para todas as matrizes G(t), onde L(t) e G(t) sdo definidas
em (2.91). Entdo, a origem de é globalmente assintoticamente estdvel com a

funcao quadrdtica de Lyapunov
V(o,z) =¢"P¢

Demonstragao. Ver [48], Teorema 1. O

Note que a generalizacao do algoritmo Super-Twisting apresentada acima in-
clui alguns dos algoritmos apresentados nas subsecoes anteriores, como a estratégia
com ganhos varidveis proposta em [I3], 14]. Pode-se mostrar que com determinados
ajustes sobre os ganhos, a generalizacao apresentada também pode ser aplicada aos
algoritmos descritos nas Subsecoes e 2.5.4] desde que os termos lineares nao
sejam incluidos na escolha das funcoes ¢ e ¢o.

Embora a estrutura apresentada permita a generalizacao da analise de estabili-
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dade e convergéncia para algoritmos baseados no Super-Twisting, percebe-se ainda
a necessidade de se verificar quais desses algoritmos satisfazem as Hipdteses (A1)-
(A5). Visando tornar esta verificagao mais simples e permitir o desenvolvimento de
novos algoritmos, é proposto em [48] a construcao de fungoes ¢ e ¢o generalizadas,

para o caso multivariavel desacoplado e acoplado, que serao mostradas a seguir.

Estados desacoplados

Este cenario permite que o problema de controle multivariavel possa ser interpretado
como n problemas escalares. Portanto, o desenvolvimento de algoritmos escalares
baseados no Super-Twisting podem ser projetados de modo que cada um dos estados
possua desempenho distinto.

Considere o algoritmo com as fungoes ¢1(0) e ¢o(0) definidas como

¢1,(03) = (ailo|'™7 + Bilos| + viloi] ) sign(oy)
Ji(oi) = ai(1 = pi)|og| ™ + Bi + (1 + q;)|oi| " (2.96)
P, (05) = ji(0:) b1, (04)

comi=1,...n,a; >0, 5;,7 >0e

¢11 jl 0 -~ 0 ¢21
P L IR0 T L I L (2.97)
o1, 0 0 - Jn b2,

Note que definindo n =1, p; = %, Bi = ks e v; = 0, as fungoes ¢ e ¢, descritas em
(2.71)) s@ao obtidas. Por sua vez, mantendo os valores de n, p; e v e tornando §; = 0,
pode-se reescrever (2.58) com uma escolha apropriada de «;. O corolédrio a seguir

apresenta as propriedades associadas para a estrutura apresentada

Corolario 2.1. [{§] Considere o cendrio descrito no Teorema [2.4 Além disso,

assuma que os ganhos K; e G;(t), Vi € [1, 3] sejam diagonais. Finalmente, considere

que as fungoes ¢1 e ¢ sao definidas por e , com
1 .
0<p,-§§, ¢ >0, Vie[l,n].

Entao, a origem de ¢ um ponto de equilibrio estdavel alcancdvel em tempo

finito para qualquer condi¢ao inicial ((0), z(0)).

Demonstracao. Ver [48], Coroldrio 1. O
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Estados acoplados

Este caso apresenta uma estrutura acoplada que pode ser interpretada como uma
generalizacao direta do algoritmo Super-Twisting multivariavel [I5], apresentado
em (|2.84)). Nesta generalizacao, além da inclusao de termos novos, os ganhos desta
estratégia podem ser variaveis.

Considere o algoritmo (2.87)) com as fungoes ¢1(0) e ¢o(co) definidas como

61(0) = (allo]| 7 + 8 +~llo]7)o
T
J(o) = (ellol| ™ + 8 +llol ) L + (alollt — apllol| ") T, (2:98)

P2(0) = J(0)¢1(0) = (a(l = p)llo]|" + 5+ (1 + g)l|o]|")é1

com a > 0, #,v > 0. Quando uma estratégia escalar é estendida ao caso multi-
variavel, certas propriedades nao podem ser mantidas, como, por exemplo, reali-
zar comutacao entre variaveis indiscriminadamente, que é uma pratica comum no
caso escalar. Entre uma das extensoes multivaridveis que se adequa a escolha das
fungoes ¢ e ¢ proposta em , estd o Algoritmo Super-Twisting Multivariavel
com Ganhos Varidveis ( Variable Gain Super-Twisting Algorithm - VGSTA) [16], que
representa uma extensao do algoritmo apresentado na Subsegdo 2.5.3] A estratégia
em questao pode ser reconstruida definindo-se « =1, B =k3, y=0,ep = %

O corolario a seguir descreve as propriedades do sistema para a escolha
das fungoes ¢ e ¢ proposta em ([2.98))

Corolario 2.2. [/§] Considere o cendrio apresentado no Teorema onde as
matrizes A e G(t) definidas em sao compostas por blocos de matrizes, cujo

0s blocos sao matrizes diagonais, isto €,
K; =k;l,, G;=g;t),, Vje€ll,3 (2.99)

Assuma ainda que as fungoes ¢ e ¢ sao definidas como em , com (0 <p< %
e q > 0. Entao, a origem de ¢ um ponto de equilibrio estdvel alcang¢dvel em

tempo finito para qualquer condi¢ao inicial (o(0), z(0)).
Demonstracao. Ver [48], Corolério 2. O

Visando a ilustrar a técnica apresentada, considere o seguinte exemplo
Exemplo 2.7. Considere o algoritmo apresentado em ([2.87)) sujeito as seguintes

perturbagoes
pi(0,t) = cos(2t)pr (o), pa(t) = [sen(t)|dz(0) (2.100)

com

&1(0) (|lolI72 +1l011*) 0, 62(0) = J(0)1(0)
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onde 0 € R? e J(0) ¢ definido em . Uma vez que o disturbio em questao
apresenta acoplamento, infere-se que a estratégia desacoplada nao é recomendada.
Portanto as fungoes ¢, e ¢ serao escolhidas de acordo com . Definindo o =
v =1e =0, note que as igualdades apresentadas em sao satisfeitas, com

G = , Ga=0-1

0 cos(2t) 0 |sen(t)|

cos(2t) 0 ] Gy = [|Sen(t)| 0

onde, por (2.99)), sabe-se que —1 < ¢;(t) <1 e 0 < go(t) < 1. Escolhendo os ganhos
de (2.87) de acordo com [[48], Apéndice Al]

50 2 0 10
K, = . Ky = 2.101
1 [ 02] 3 H 2101

; 2 —
0 5
garante-se que um modo deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0 é alcangado em

um tempo finito inferior a T" = 1s, como mostrado na Figura [2.15, Note ainda que
a estratégia utilizada apresenta robustez a perturbacgoes dependentes das fungoes ¢,

e ¢9, permitindo que uma classe mais ampla de perturbagoes possa ser considerada.

— — — 0y

- —— =&

Figura 2.15: Desempenho do algoritmo generalizado baseado no super-twisting mul-
tivariavel sujeito a perturbacgoes p;(o,t) = cos(2t)p1(0) e pa(t) = |sen(t)|ps2(o) .
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Capitulo 3

Super-Twisting Multivariavel
Generalizado com Ganhos

Adaptativos

Como apresentado no Capitulo 2, o desenvolvimento da extensao multivaridvel para
o algoritmo Super-Twisting teve grande influéncia na literatura de controle por mo-
dos deslizantes. Entre as consequéncias desta contribuicao estao o desenvolvimento
da versao multivaridvel com ganhos varidveis [16] e a generalizagdo do algoritmo
Super-Twisting [48], apresentada na Subsegao Com o desenvolvimento de
novas técnicas de controle baseadas em modos deslizantes, novas classes de per-
turbagoes/incertezas passam a ser consideradas, ampliando a aplicabilidade de tais
algoritmos em aplicacoes praticas.

Embora cada contribuicao introduza novas propriedades e novas aplicagoes aos
algoritmos baseados no Super-Twisting, o conhecimento a priori de limitantes su-
periores para os distiurbios é uma hipdtese comum aos algoritmos até entao apre-
sentados. Note, no entanto, que em determinadas aplicagoes o conhecimento destes
limitantes pode nao ser disponivel antes da implementacao. Um exemplo natural
de tais casos ocorre em sistemas ciber-fisicos sob ataque [29, [33]. Como o sinal em
questao tem natureza danosa, nao se pode prever seu perfil a priori.

Para contornar tal limitacao, estratégias adaptativas para os ganhos de contro-
ladores por modos deslizantes foram desenvolvidas, onde leis de adaptacao baseadas
na variavel de deslizamento ajustavam os ganhos on-line, de modo a garantir que
o modo deslizante fosse alcangado apesar das perturbagoes/incertezas presentes no
sistema [21], 25].

O uso de leis de adaptacao para os ganhos de algoritmos baseados em modos
deslizantes pode ser dividido em duas categorias. Na primeira, os ganhos sao adap-

tados de modo que crescam o suficiente até que garantam o modo deslizante. Deste
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ponto em diante, a adaptagao para e os ganhos permanecem constantes. Caso um
novo distirbio faca com que o deslizamento seja perdido, os ganhos voltam a crescer
até que a superficie de deslizamento seja alcangada novamente. Estratégias perten-
centes a essa categoria conservadora sao usadas em algoritmos baseados em modos
deslizantes convencional [38] e de ordem superior [20] 21].

A segunda categoria de estratégias adaptativas tem como objetivo o uso de ga-
nhos nao conservadores, de forma que sejam os menores possiveis enquanto garantam
o deslizamento. Essa classe de técnica foca na utilizacao de informacgoes sobre os
disturbios do sistema, obtidas de forma on-line. Uma das principais técnicas inclu-
sas nessa categoria é a estratégia adaptativa de camada dupla [23H26]. Baseado no
conceito de controle equivalente, a ideia dessa estratégia é garantir que os ganhos do
algoritmo crescam até que o deslizamento seja alcancado. A partir deste momento,
o conceito de controle equivalente é utilizado para se obter uma aproximacao do
disturbio, garantindo que durante o modo deslizante os ganhos se comportem como
limitantes superiores nao conservadores da perturbacao. Os primeiros trabalhos ba-
seados nesse método aplicam a estratégia adaptativa em somente um dos ganhos do
algoritmo Super-Twisting [23], 24]. No entanto, como a escolha dos demais ganhos
baseava-se em limitantes superiores, certo conservadorismo ainda é introduzido na
acao de controle. Baseado nessa técnica, o uso da estratégia de camada dupla foi
estendida a sistemas multivaridveis desacoplados [26], porém mantendo a adaptagao
de camada dupla limitada a um unico ganho. Portanto, além de ainda exigir o
conhecimento a priori de limitantes para os disturbios, as principais caracteristicas
associadas a sistemas multivariaveis que os diferem de sistemas escalares nao sao
consideradas, como o efeito do acoplamento entre os estados.

A adaptacao de ambos os ganhos por meio desse método foi introduzida em
[25], onde uma nova estrutura foi considerada e aplicada no problema de controle
de sistemas escalares, servindo de referéncia para a contribuicao apresentada neste
capitulo.

Este capitulo tem como objetivo generalizar a estratégia adaptativa de camada
dupla proposta em [25] para o caso multivaridvel, permitindo que os ganhos de
uma familia de algoritmos baseados no Super-Twisting multivariavel possam ser
adaptados de acordo com esta estratégia. Utilizando uma funcao de Lyapunov
generalizada mostra-se teoricamente que é possivel garantir um modo deslizante de
segunda ordem em tempo finito apesar do desconhecimento de quaisquer limitantes
a priori para os disturbios do sistema. Note, portanto, que a contribui¢ao proposta
estende a classe de perturbagoes/incertezas rejeitadas pela familia de algoritmos
Super-Twisting estudados. Além disso, a partir de uma andlise formal, demonstra-
se que a estratégia adaptativa de camada dupla generalizada proposta garante uma

escolha nao-conservadora dos ganhos.
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Visando a tornar a apresentacao do conteido didatica, o algoritmo proposto em
[25] serd inicialmente apresentado na Segao [3.1] para entdo apresentar a genera-

lizagao proposta nesse trabalho na Segao [3.2]

3.1 Algoritmo Super-Twisting com Ganhos

Adaptativos Monovariavel

Considere o seguinte sistema SISO, proposto em [25]

5(t) = —a(t)|o(t)|2sign(o(t) + 2(t) + (o, )

(3.1)
—B(t)sign(o(t)) + d(t)

N
—
~
S~—
Il

onde o(t) e z(t) € R sao as variaveis de deslizamento e d(t) € R é uma perturbacao
de entrada desconhecida porém limitada tal que |d(t)| < ag, onde ag é uma constante

positiva desconhecida. Os ganhos varidveis «(t) e 5(t) € R sao fungdes dadas por
at) = agy/ L(t) e f(t) = BoL(t) (3.2)

onde g, fy € R sao constantes positivas e L(t) é um parametro adaptativo que serd
apresentado posteriormente. Por sua vez, o termo adicional ®(o,t) é dado por

O(o,t) = —%a(t) (3.3)
Note que, definindo L(t) como uma constante positiva, ®(o,t) =0e se reduz ao
Algoritmo de Super-Twisting convencional proposto em [50]. Além disso, definindo
L(t) grande o suficiente tal que L(t) > |f(t)|, os ganhos definidos em podem
ser projetados tal que o modo deslizante de segunda ordem o(t) = &(t) = 0 seja
alcancado.

Portanto, o objetivo da lei de adaptacao proposta para L(t) é garantir que,
embora o limitante ag seja desconhecido, o modo deslizante de segunda ordem seja
alcan¢ado com uma escolha nao conservadora dos ganhos «(t) e B(t), apesar da
presenga do termo d(t).

Visando a andlise de estabilidade e convergéncia das variaveis de deslizamento
de , assume-se a seguinte Hipotese

(A1) O ganho L(t) ¢é diferencidvel, limitado e satisfaz a seguinte desigualdade para
todot >0
L(t) > maz(|d(t)], o)

onde [y € R é um parametro de projeto positivo que serd definido posterior-
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mente.

Considere agora as trés matrizes a seguir

:z é] By — m Co = [1 0} (3.4)

e a seguinte matriz simétrica positiva definida

AOZ

P= (3.5)

pP1 P2
P2 D3

onde py,p2, p3 € R, p1,p3 > 0 e p1ps > pi.

Teorema 3.1. Assuma que a Hipdtese (A1) seja satisfeita. Entdo, o modo desli-
zante de sequnda ordem ocorre fazendo a superficie o(t) = &(t) = 0 ser alcancada

em tempo finito se 0s ganhos g e [y forem escolhidos de modo que exista uma
matriz P = PT > 0 na forma de tal que

PAy+ AL P + 6P + PByBi P+ CiCy < 0 (3.6)

onde €9 > 0 € um parametro escalar.
Demonstragao. ver Apéndice [C.1] O

Como se trata do caso escalar, sabe-se por [51] que o uso do Bounded Real
Lemma em ([3.6) é equivalente a restrigao no dominio da frequéncia ||Go(s)||oo < 1,

onde
1

~ 292 + ags + By

Note que definindo 3y > 1 esta restricao é satisfeita. O fato de [y ser maior que um

Go(s) 2 Co(sI — Ag) ' By (3.7)

sera explorado posteriormente.

Uma vez que os resultados apresentados no Teorema sao baseados na
Hipétese (Al), o problema se torna definir uma lei de adaptagao para o ganho
L(t) de modo que esta hipdtese seja satisfeita. Esta adaptagao serd baseada em
uma variacao do esquema de Camada Dupla apresentado em [24].

Este esquema baseia-se no conceito de controle equivalente [4], permitindo que
o ganho L(t) possa crescer e decrescer. Note que quando o modo deslizante é al-
cangado, o(t) =0 e d(t) = z(t) = 0. Logo, de (3.1)), sabe-se que

p(t)sign(o(t))]e, = d(t) (3-8)

onde S(t)sign(o(t))|,, ¢ um sinal continuo capaz de substituir 3(¢)sign(c(t)) e man-

ter o modo deslizante.
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Embora o conceito de controle equivalente seja exclusivamente tedrico, ele pode

ser aproximado aplicando um filtro passa-baixas ao sinal original
. 1, :
Ueq(t) = — (—Tieq(t) + B(¢)sign(o(t))) (3.9)

onde e, (t) € R e 7 € R é uma constante positiva pequena. E importante frisar que
apesar de U, (t) ser apenas uma aproximacao do sinal equivalente, esta diferenca
pode ser reduzida através da diminuicao do parametro 7, ao custo da passagem de
frequéncias mais altas pelo filtro (3.9) [I]. Embora antes do deslizamento, isto é,
durante a fase de alcance, nao haja relagdo entre tais sinais, o sinal filtrado (%)
também serd considerado no esquema de adaptacao durante esta etapa.

Considere a seguinte variavel escalar

o(t) = L(t) — a—ﬁo\aeq(zﬁ)] —€ (3.10)
onde as constantes a, € sao definidas tais que 0 < a < 1 com afy < 1 e e > 0. Assim
como em [24], estes parametros sdo margens de seguranga com a fungao de garantir
que

1 €
a—ﬁolueq(t)l + 5 > lue(t)] (3.11)

O esquema de adaptagao para o ganho L(t) é dado por
L(t) =1y +1(t) (3.12)

onde [y é uma constante de projeto positiva apresentada na Hipdtese (A1) e I(t) é

uma funcao escalar com dinamica dada por

i(t) = —p(t)sign(5(1)) (3.13)

com p(t) = rog + r(t), onde 1y é uma constante positiva de projeto e r(t) é uma

funcao positiva que evolui de acordo com (|3.14))

7 (t) = 710(t)| (3.14)

com o parametro de projeto v > 0 € R. O seguinte teorema apresenta as proprie-

dades desta lei de adaptacao.

Teorema 3.2. Considere o sistema sujeito a incertezas/perturbagoes d(t) que
satisfacam as sequintes restrigoes |d(t)| < ag e |d(t)] < a1, onde aq e ay sdo constan-
tes finitas mas desconhecidas. Entdo, o Esquema de Adaptacdo de Camada Dupla,
apresentado em (3.9),(3.10), (3-19)-(3-14) garante L(t) > |d(t)| em tempo finito.
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Demonstragao. ver Apéndice [C.2] O

E valido citar que a estratégia de adaptacao apresentada no Teorema garante
a convergéncia assintética da varidvel 6(t). Portanto, por e sabe-se que
quando 0(t) se aproxima de zero, o ganho adaptativo “rastreia”o termo |d(t)|, de tal
forma que conforme |d(¢)| diminui, L(¢) diminui, evitando desta forma uma escolha
conservadora para os ganhos.

Conforme apresentado em [25], note ainda que as margens de seguranga a e €
definidas em estabelecem, apds um tempo finito, um cone de seguranga ao
redor de |ue,(t)| dado por

_ 1—afy, _ €
L(t) > |tieq(t)] + ——=—tieg ()| + 5 (3.15)
aﬂo 2
onde % e 5 sao termos que embora introduzam certo conservadorismo a estratégia

adaptativa, também garantem robustez a mesma, tornando-se cruciais ao método
visto que |ue,(t)] é estimado exclusivamente por |t (t)].

Considere o intervalo T, = [t; t3] durante o qual as varidveis de deslizamento
ainda estao na fase de alcance, isto é, antes do modo deslizante ser alcancado. Neste
intervalo, sabe-se que para quase todo t € T, |sign(o(t))| = 1. Portanto, de ([3.9)
segue que |Ue,(t)| é uma versao filtrada de B(¢). Além disso, existe um intervalo de

tempo Ty, = [ty t3] C T, onde, para quase todo t € Ty, sabe-se que

ey (t)] = aB(t) = aBoL(t), 0 < a < 1 (3.16)

Substituindo (3.16)) em (3.10]) tem-se que

d(t) < L(t) — a—ﬁoL(t) —e< —¢ (3.17)
afo

Portanto, de , conclui-se que para quase todo t € Ty, L(t) = I(t) = r(t)+ro > 0,
o que garante que em um intervalo de tempo inferior a i—g, L(t) crescera o suficiente
a ponto de induzir o modo deslizante. Note que apds esta etapa, isto é, durante o

deslizamento, este ganho passa a rastrear |d(t)|, conforme descrito acima.
Como §(t) converge assintoticamente para zero, nota-se de (3.14]) que em im-
plementagoes fisicas, 7(t) > 0 V¢. Para contornar esta limitacao, pode ser

substituido por

I CLC G OIE? o1

0, caso contrario.

onde 9y > 0 € R é um parametro de projeto pequeno. Note que esta estrutura cria

uma zona morta na qual 7(¢) assume valor constante dentro da mesma, evitando
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assim imperfeicoes na integracao numérica e limitagoes envolvendo ruidos. Assim
como em [25], infere-se que como ([3.15) requer apenas que |§(t)| < §, a convergéncia
para zero de nao é necessaria, e portanto o esquema proposto em nao
interfere na estratégia de adaptagao proposta no Teorema |3.2]

Visando a evitar ambiguidade, a estratégia adaptativa proposta em [25], apresen-
tada acima, serd denominada como estratégia adaptativa de camada dupla escalar,
enquanto a versao proposta nesta dissertacao, que sera apresentada posteriormente
serd denominada como estratégia adaptativa de camada dupla generalizada.

Exemplo 3.1. Considere o seguinte sistema predominantemente linear

SReE

Yy = 2x1 + x4,

1

X1

+ d(t)

T2

(3.19)

onde z1,75 € R sao os estados, u € R é a acao de controle, y € R ¢é a saida e
d(zq1,x9,t) : R x R x RT — R representa perturbagoes/incertezas associadas ao
sistema de controle em questao. Além disso, sabe-se que as seguintes desigualdades

sao satisfeitas
d(t)] < ao, [d(t)] < as (3.20)

onde ag e a; sao constantes positivas limitadas porém desconhecidas. Considerando
que somente os sinais y e u sao disponiveis, o objetivo é desenvolver um estimador
de estados capaz de reconstruir exponencialmente ambos os estados do sistema, isto

é, r1 e xy. Para tal, considere o seguinte estimador nao-linear

AL LB

U = 231 + g,

0
1

(%

(3.21)

onde v é uma variavel de controle que sera definida posteriormente. Definindo os

erros de estimacao como
€L =T1 —T1, €==Ty— Ty, € =Y—7
verifica-se por (3.19) e (3.21) que a dinamica dos erros de estimagao é dada por

1[0

ey = 2e1 + e

€1

+ [—v +d(t)]

€2

(3.22)

Definindo a variavel de deslizamento como o = e,, note que o sistema (3.22) pode
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ser reescrito em funcao da dinamica de o

él = —361 +0o (3 23)
6= 30 —v+dt) '

Note que garantindo um modo deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0 em tempo
finito, garante-se por a convergencia exponencial de e;. Por sua vez, como
durante o deslizamento, 0 = 0, o erro de estimacao e; também converge para zero
exponencialmente.

Entretanto, note por que como nao ha limitantes superiores conhecidos
para as derivadas da perturbacao, nao é possivel empregar nenhuma das técnicas
baseadas no Super-Twisting apresentadas no Capitulo 2 Portanto, uma agao de
controle baseada em é proposta

v =30+ aft )|0|2szgn / B(1)sign(o)dr — ®(o,t) (3.24)

onde af(t), (t), e ®(o,t) sdo definidas em (3.2) e (3.3). Substituindo (3.24) em

(3.23), tem-se que a dindmica em malha fechada do sistema em questao é dada por

él = —361 +o0o
& = —a(t)|o|2sign(a) + 2(t) + (o, t)
i = —B(t)sign(o) +d(t)

onde z = ft T)sign(o)dt + d(t). Os resultados de simulagao sdo apresentados
na Figura [3.1] Note que apdés um tempo finito, um modo deslizante de segunda
ordem ¢ = ¢ = 0 ¢é alcangado através de um sinal de controle continuo. Apds
este tempo, verifica-se a convergéncia exponencial de ambos os erros de estimagao,
apesar da perturbacao adotada d(t) = 2sen (%t) Os termos constantes ag e [y
foram definidos como ag =3 e Sy = 1.1.

Por sua vez a Figura apresenta o comportamento da estratégia adaptiva por
camada dupla, com parametros definidos por a = 0.8, 7 = 0.01, Iy = 1y = € = 0.1,
e 7 = 5. Note que até que o modo deslizante seja alcangado, o ganho L(t) continua
crescendo, porém, ao alcancar o deslizamento, 0 mesmo passa a se comportar como

um limitante superior nao conservador para |d(t)].
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Figura 3.1: Desempenho da lei de controle baseada no algoritmo super-twisting com
ganhos adaptativos monovariavel, aplicada ao problema de estimacgao de estados.

3.2 Generalizacao do Algoritmo Super-Twisting

com Ganhos Adaptativos Multivariavel

Baseado na secao anterior, é proposta a seguir uma generalizacao do algoritmo
Super-Twisting multivaridvel cujos ganhos adaptativos sao baseados em uma va-
riagao do esquema de camada dupla, que serd proposta neste trabalho.

Considere o sistema nao-linear MIMO incerto descrito por:

q.
—~
~
N—
I

—a(t)gi(o) + O(t, ¢1) + 2(t)
2(t) = =B(t)p2(0) + d(o,t),

(3.25)

onde o(t) e z(t) € R™ sdo as variaveis de deslizamento, a(t) e 5(t) € R sao ganhos

escalares variaveis dados por

Oé(t) = Qo L(t>7 B(t) = BOL(t>7 (326)

onde L(t) > 0 € R é um ganho adaptativo que serd definido posteriormente. O termo
d(o,t) : R" x RT — R™ é uma funcao absolutamente continua que engloba as per-
turbagoes/incertezas casadas presentes no sistema. Assume-se que a perturbagao e
sua derivada no tempo, d(a, t), ndo possuem limitantes conhecidos a priori, podendo

d(o,t) ser ilimitada para certas classes de perturbacao descritas posteriormente.
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Figura 3.2: Variaveis associadas a estratégia adaptativa de camada dupla escalar.

O vetor ®(t,¢1) € R™ é dado por

- -1
o(t.00 =37 () anlo) (327
Note que, assim como na Secao para um valor constante de L(t), ®(¢,¢1) = 0.
Logo, com uma escolha apropriada das fungoes ¢1(c) e ¢o(0) € R™, pode ser
reduzido para algoritmos multivariaveis baseados em Super-Twisting conhecidos,
como [48], [16], [52], e [I5], onde outras estratégias sdo apresentadas para o projeto
dos ganhos.

Neste trabalho, as fungoes ¢1(0) e ¢o(0) sao definidas tais que as seguintes

hipéteses sejam atendidas:

(A1) A funcao ¢;(o0) é sempre diferencidvel, exceto, possivelmente, em um conjunto
de medida nula S C R", de seu dominio. Por sua vez, a fungao ¢,(o) é quase
sempre continua, exceto, possivelmente, em S. Adicionalmente, assume-se que

as solugoes de nao podem se manter em S/{0} permanentemente.
(A2) ||p1(0)]] = o0 se ||a(t)|| — oo, e ¢1(0) = 0 se e somente se o(t) = 0.
(A3) As fungoes ¢1(0) e ¢o(0) estao relacionadas por

52(0) = 26,(0), Volt) RS (3.28)
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onde ¢ (o) = ¢1 € R™" é uma matriz simétrica, isto é,
T
¢1(0) = (¢(0))
A4) Para todo o(t) € R™\S, a funcao ¢,(o) pode ser reescrita como
( G p

$2(0) = Amin (¢1(0)) ¢1(0) (3.29)

(A5) A fungao ¢o(o) possui um limitante inferior constante e positivo Vo (t) € R™\S:

[

[p2(0)l] = (3.30)
Note que embora tenha um lado direito possivelmente descontinuo, a
Hipdtese (Al) garante que sua solugdo apenas atravessa o conjunto S/{0}, per-
mitindo estudar a estabilidade de suas trajetérias conforme apresentado em [12].
De acordo a Hipdtese (A.2), sabe-se que Vo (t) = 0, ¢1(0) = 0. Portanto, garante-se
por e que quando o modo deslizante de segunda ordem ¢ alcancado
(o(t)=0(t) =0), 6(t) =v=0.

Considerando a Hipétese (A3) e a desigualdade de Rayleigh, a seguinte proprie-
dade é garantida para n > 2.

(P1) Para todo o(t) € R™\S, é vélido que

Amaz (01(0)) [[0]* > 0" @ (0)v > Ain (¢1(0)) [[0][*, Yo € R, (3.31)

onde
Amin (97 (0)) = H¢' H >0, Vo(t) e R"\S (3.32)
Amaz (81(0)) = [|¢1(0)]] > 0, Vo(t) € R™\S (3.33)

Em [I6], um caso particular do algoritmo Super-Twisting é estudado, onde uma
analise de convergéncia e estabilidade para as variaveis de deslizamento é proposta
usando as Hipéteses (A3) e (A4) e a propriedade (P1). No presente trabalho, esta
andlise é generalizada para uma familia de algoritmos baseados no Super-Twisting
que satisfacam as Hip6teses (A1)-(A5).

A estratégia proposta para a analise do algoritmo (|3.25) é dividida em duas
etapas: Primeiramente, assume-se que o ganho L(t) presente em e

possui uma lei de adaptacao na qual a seguinte hipdtese é satisfeita:
(A6) A funcao L(t) > 0 ¢é diferencidvel e satisfaz a seguinte desigualdade para todo
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teR*:
lo, V0 <t <t
L(t) > (3.34)
ld(o, )], V t =t
onde [y é uma constante positiva que sera definida durante o projeto de

adaptagao de L(t), assim como o tempo finito ¢, > 0.

Sobre esta hipdtese e com uma escolha apropriada dos ganhos ag e By garante-se
o surgimento do modo deslizante de segunda ordem (o(t) = () = 0) em tempo
finito. Em sequéncia, propoe-se uma lei de adaptagao de forma que a Hipdtese (A6)
seja satisfeita e garanta uma escolha nao-conservadora para os ganhos de .

As propriedades de estabilidade e convergéncia do algoritmo Super-Twisting
MIMO generalizado com ganhos adaptativos proposto neste trabalho sao apresen-

tadas a seguir:

Teorema 3.3. Considere o sistema multivaridvel e suponha que as Hipoteses
(A1)-(A6) sejam satisfeitas. Entao, o sistema € globalmente uniformemente estdvel
e suas trajetorias sao atraidas globalmente e em tempo finito para a superficie de
deslizamento o(t) = &(t) = 0 se os ganhos ay e [y descritos em forem

definidos tais que:

2 92 2,2
55 K

g+ pPo+c 4k—1)

e Bo > max(1,c) (3.35)

onde k > 1 € um parametro de projeto e o termo constante ¢ é descrito em .
Demonstragdo. ver Apéndice O

Em [25], a andlise das varidveis de deslizamento ¢ feita através de uma fungao de
Lyapunov e de um Lema baseado em desigualdades matriciais lineares, denominado
Bounded Real Lemma. No entanto, embora essa analise possa ser estendida para
o caso multivaridvel, a escolha dos ganhos ag e [y seria feita de forma implicita,
dificultando uma implementacao direta do algoritmo. Visando a simplificar o projeto
dos ganhos, a analise proposta no Apéndice considera uma nova abordagem
baseada em uma funcao de Lyapunov generalizada, na qual os ganhos aq e 5y podem
ser obtidos de forma explicita, como pode-se observar em .

Uma vez que as analises de estabilidade e convergéncia das varidveis de desliza-
mento sao baseadas na Hipétese (A6), a lei de adaptacdo para o ganho L(t) deve

garantir sua validade.
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3.2.1 Esquema Generalizado de Adaptacao de Camada Du-
pla

O esquema proposto neste trabalho apresenta uma variacao da estratégia adapta-
tiva apresentada na Secao|3.1, onde o conceito de controle equivalente é considerado,
permitindo que o ganho L(t) seja projetado como um “limitante superior’nao con-
servador para ||d(o,t)||. Para tal, o termo ((t)¢s(0) é utilizado.

Note de que quando o modo deslizante é alcangado, ¢(t) = z(t) = 0. Logo,

B(t)ga(0)l,, = d(o,1) (3.36)

onde (3.36) é um sinal continuo equivalente que pode substituir o sinal original
B(t)p2(0) e ainda manter o modo deslizante [4],[53].
Assim como em ([3.9)), seu valor tedrico pode ser aproximado em tempo real por

um filtro passa-baixas, que neste caso, é multivariavel

lieg(t) = T (—lieg(t) + B(t)pa(0))

(W 0 - 0 0]
0 T2
3.37
. (3.37)
0 - 7,1 O
0 0

onde e, (t) € R*, T € R™" é uma matriz diagonal e 7y, ..., 7,, sdo constantes posi-
tivas pequenas.

Observe, portanto, que durante o modo deslizante, d(o,t) pode ser estimado em
tempo real através de ., (f). Embora esse sinal filtrado aproxime o controle equiva-
lente somente durante o deslizamento, t.,(t) também serd empregado na estratégia
de adaptacao durante a fase de alcance, isto é, enquanto o modo deslizante ainda
nao foi alcancado.

E vélido frisar que, assim como no caso escalar, durante o modo deslizante a
diferenca entre o controle equivalente, u.,(t), e sua aproximacao, we,(t), pode ser
minimizada através da reducao de 7;. Entretanto, esta reducao implica na passagem
de frequéncias mais altas através do filtro. Portanto, caso o comportamento em
frequéncia do sinal d(o,t) seja conhecido, ele pode ser usado para uma escolha
apropriada dos parametros do filtro.

Caso este comportamento nao seja conhecido, uma possivel solucao é alcancada
definindo todos os parametros do filtro iguais, isto é, 4 = --- = 7, = 7 e realizando

simulagoes e ensaios experimentais para o ajuste dos mesmos.
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Considere agora a seguinte variavel escalar, adaptada de (3.10))

b
0(t) = L(t) — —||tey (V) || — €, 3.38
(t) = L(t) a/60|| ol (3.38)
ondee >0€ R, 1>a>0€eR,eb>1c¢€ R sao variaveis de projeto escalares,
onde a é definido tal que a—go > 1 e b seja tal que, em todo o subespago R™\S,
bllg2(o)]| = 1.

Note que, diferente do esquema de adaptagao proposto em [25], o termo b foi
introduzido na defini¢ao da variavel auxiliar (3.38)) de tal modo que este esquema de
adaptacao possa lidar com valores diferentes de ||¢2(0)||, permitindo sua aplicacao
em uma classe mais ampla de algoritmos baseados no Super-Twisting. Por sua
vez, as variaveis de projeto a e € continuam sendo interpretadas como margens de

seguranca com a funcao de garantir que

IOl + 5 2 g0l + 5 > ()] (3.39)
De e nota-se que embora as variaveis b e ¢ possuam funcgoes similares,
estas sao definidas para situacoes distintas. Suponha que c seja definido igual a b.
Uma vez que, por definicao, b > 1, a escolha de ag e [y em pode se tornar
conservadora em casos onde a Hipétese (A5) é satisfeita com ¢ < 1. O mesmo
argumento ¢ valido para o caso inverso, uma vez que ¢ pode ser menor que um e,
por definicao, b > 1.
Assim como em (3.12]), o ganho L(t) é definido como

L) = 1(t) + 1 (3.40)

onde lp > 0 € R é um parametro de projeto constante apresentado na Hipdtese (A6),

e [(t) é uma funcao escalar com derivada temporal dada por
[(t) = —p(t)sign(4(t)), (3.41)

com p(t) =rg+r7r(t) e
F(t) =10 (2)], (3.42)

onde v,79 > 0 € R sao parametros de projeto constantes.
Baseado no esquema generalizado descrito acima, pode-se apresentar o seguinte

Teorema

Teorema 3.4. Considere o sistema sujeito a perturbagdo de entrada d(o,t),
que satisfaz ||d(o,t)|| < ay, onde a constante positiva ay € finita porém desconhecida.
Entao, o Esquema Generalizado Adaptativo de Camada Dupla (3.57), (3-38), (3-40),
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15.41), e (3.42) garantem L(t) > ||d(o,t)|| em um tempo finito ty.

Demonstragao. ver Apéndice [C.4] O

E vélido frisar que a analise de estabilidade apresentada no Apéndice apre-
senta diferengas em relacao a anélise da estratégia de camada dupla original, apresen-
tada no Apéndice visto que por se tratar de uma generalizacao de controladores
multivariaveis, o uso de parametros de projeto adicionais e sinais multivariaveis sao
considerados. No entanto, de modo geral, pode-se observar que ambas as analises
seguem 0S Mesmos Passos.

Baseado na Hipdtese (A5), nota-se que antes do deslizamento ser alcangado, isto
¢, durante a fase de alcance, hd um intervalo de tempo [t,, t.] onde [[¢2(0)|| > 1 para
todo t € [t,, t., onde o(t) € R"\S. Baseado no filtro onde 7; Vi = 1,...,mn
sdo constantes pequenas, o sinal @.,(t) é uma versao filtrada pelo filtro passa-baixas
de B(t) ||p2(0)]||. Além disso, existe um intervalo de tempo [t,, t.] C [ta, t] no qual

||teq(t)|| > ap(t)/c para quase todo t € [t, t.], onde a é uma constante positiva
menor que um apresentada em (3.38]). Portanto, segue de (3.26)) e (3.38) que

d(t) < L(t) — aiﬁo (M) —€

c
Definindo
b =mazx(l,c) (3.43)
note que ([3.39)) é satisfeita e
max (1, c)
O(t) < L(t) — ——=L(t) —e < —¢
c

Portanto, de sabe-se que Vt € [y, t.], onde o(t) € R"\S, L(t) = i(t) = p(t) >
0. Logo, definido I(ty) > 0, garante-se por que durante o intervalo descrito
acima, L(t) > lo.

Por sua vez, pode-se inferir em (3.42) que p(t) = 7(t) > vle|, o que garante
que p(t) cresce como uma rampa de inclinagao superior a 7|e|. Consequentemente,
L(t) cresce, no minimo, como uma parabola. Como pelo Teorema sabe-se que
a dindmica de d(o,t) é limitada por uma constante, a mesma nao pode crescer
mais rapido que uma rampa. Portanto, garante-se que apdés um tempo t, > 0,
L(#) > [ld(o, D)l

A partir deste instante, garante-se pelo Teorema que o modo deslizante de
segunda ordem ¢é alcangado. Por ({3.41)), infere-se que como 4(t) pode assumir valores
positivos Vt > t,, o ganho L(t) pode decrescer, assumindo seu valor minimo em

b b €

L = 5 Bea®)ll + € > o leq (] +

i (3.44)



uma vez que, se L(t) < L,,, entao §(t) < 0, garantindo por (3.41)) e (3.42)) que

L(t) > 0, e que L(t) volte a crescer consequentemente. Note ainda que mesmo
em seu valor minimo, o ganho L(t) continua sendo superior a ||d(o,t)||, visto que
a desigualdade ([3.39) é satisfeita. Baseado nos resultados acima e nos resultados

obtidos no Teorema [3.4] pode-se concluir que

lg, se 0 <t <t
L(t) >
l|d(o,t)||, set >t

satisfazendo, deste modo, a Hipétese (AG).

Por sua vez, observe que a imposigao apresentada no Teorema [3.4] sobre a deri-
vada temporal de d(o,t) ainda permite que perturbagoes ilimitadas sejam rejeitadas
através do esquema de adaptacao proposto. Este resultado estende a aplicabilidade
do Esquema Adaptativo de Camada Dupla proposto em [25] para uma classe mais
ampla de perturbacoes e incertezas.

E importante frisar que de acordo com a Hipétese (A6), a rejeicio de per-
turbagoes ilimitadas requer que o ganho L(t), e consequentemente «(t) e 5(t), se
tornem ilimitados. Note, no entanto, que de acordo com o Teorema[3.3] o(t) e &(t)
permanecem limitados.

Além disso, de (3.38)), é possivel mostrar que um limitante superior para L(t) ¢
dado por

[L()] = LX) < [o(1)] + a%oHﬂeq(t)H te

i
< |5<t>\+a—§0||d<a,t>u+e

onde ¢ > 1 é uma margem de seguranca constante capaz de garantir que ||, (t)|| <
dl|d(e,t)||. Portanto, para perturbacoes de entrada limitadas, o ganho L(t) per-
manece limitado. E vélido frisar que a margem de seguranca ¢ é um parametro
considerado exclusivamente em andlise. Portanto, seu desconhecimento nao inter-
fere na estratégia adaptativa de camada dupla generalizada proposta.

Assim como na Secao [3.1], os parametros a e € sao interpretados como margens
de seguranca [25], sendo responsaveis por criarem um cone similar ao apresentado
em para o caso generalizado. Note, entretanto, que se a inclusao do termo
b em (13.38) nao for considerada na escolha de a, o esquema adaptativo pode se
tornar conservador para b > 1. Para contornar tal comportamento e garantir que
0 < a < 1, define-se 5y > b, conforme . Sobre esta condicao, note que como
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por definicao a ¢é tal que % > 1, tem-se

i>1.'.1>£>a>0 (3.45)
afo Bo
e portanto a satisfaz com um ajuste nao-conservador das margens de segu-
ranca.

Por sua vez, a modificacao sugerida em para implementacgoes praticas
continua sendo valida para este caso.

Combinando os Teoremas [3.3]¢[3.4] o principal resultado desta se¢ao ¢é alcangado.
Vale ressaltar que o modo deslizante de segunda ordem ocorre em tempo finito para
uma familia de algoritmos multivaridveis baseados no Super-Twisting que satisfacam
as Hipoteses (A1)-(A5), apesar da perturbacao de entrada considerada. Conforme
d(t) converge para zero, L(t) se torna um limitante superior préximo a ||d(o,t)]|,
garantindo o deslizamento e prevenindo escolhas conservadoras para os ganhos do

algoritmo generalizado do Super-Twisting, proposto em (3.25)).

3.2.2 Casos particulares

Nesta subsecao serao apresentados algoritmos multivariaveis baseados no Super-
Twisting, no qual a estratégia adaptativa de camada dupla generalizada pode ser
implementada. Além dos algoritmos que satisfazem diretamente as Hipéteses (Al)-
(Ab), sdo apresentadas outras técnicas que, através de ajustes sobre as suas fungoes
01 e ¢o, também podem ser incluidas na familia de algoritmos baseados no Super-

Twisting capazes de utilizar a estratégia adaptativa proposta.

Versao multivariavel do Super-Twisting convencional

Considere a versao multivaridvel do algoritmo proposto em [6] e [54]

o(t) = —agi(o) + 2(1)

(3.46)
i(t) = —Bpa(0)
coma,3>0e
o o
¢1(0) = B e go(0) = Toll (3.47)
onde . . .
o) = 27 e Ain(@1(0))

In 5 TN
llollz — 2llal]2 2| (®)]]2
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Note que embora esta escolha satisfaga as Hipdteses (Al) e (A2), a escolha de ¢5(0)

nao satisfaz as Hipéteses (A3) e (A4). Portanto, propoe-se a seguinte alteragao

#0) = T ) = 3

= 1
[lo|]2

(3.48)

Embora a modificagdo seja simples, note que definindo ¢ = 2, as Hipdteses (Al)-
(Ab) sdo satisfeitas simultaneamente. Por sua vez, definindo a e 5 em como
em garante-se que os resultados do Teorema sejam validos para este caso.
Além disso, definindo b como em ([3.43)), note que ¢é satisfeita e o Esquema de
Camada Dupla pode ser implementado.

Note que o caso particular apresentado em (3.47), com n = 1, reconstréi o
algoritmo apresentado em (3.1)). Entretanto, como pode-se observar, esta escolha de
¢1(0) e ¢pa(0) restringe o uso direto das propriedades oriundas das Hipdteses (A3)-
(A4), que permitem a generaliza¢ao proposta neste trabalho.

Em [26], uma versao desacoplada deste caso particular é estudada, baseando-se
no Esquema de Camada Dupla apresentado em [23]. E valido frisar que embora um
dos ganhos seja baseado na estratégia adaptativa de camada dupla, o outro ganho
é projetado de acordo com um limitante superior para o distirbio. Além disso,
como esta técnica é voltada para sistemas multivariaveis desacoplados, poderia-se
utilizar a estratégia escalar proposta em [23] diretamente para cada componente.
Logo, percebe-se que além desta técnica contrastar com a filosofia do Esquema de
Adaptacao de Camada Dupla proposto aqui e em [25], os efeitos do acoplamento
entre estados, presente na grande maioria dos sistemas multivariaveis, nao é con-
siderado. Por sua vez, este trabalho propoe uma versao multivariavel generalizada
onde ambos os ganhos sao adaptados, evitando, portanto, uma escolha conservadora

para OS mesmeos.

Super-Twisting com termos lineares

Outra importante contribuicao associada ao algoritmo Super-Twisting foi apresen-
tada em [I6], onde ganhos varidveis foram incluidos na versao multivaridvel do algo-
ritmo. Considerando a estrutura genérica apresentada em (3.46)), o algoritmo citado

é obtido fazendo

o o ks o 9
— k = - k 4
T AT/ A=
sendo k3 > 0, e
1 ool 1
(o) = ks | - —— € Apin(i(0) = ——— +k
1) (Hauz ) 2[[o]|[3 ) = e T
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A inclusao dos termos lineares tem como funcao acelerar a convergéncia para casos
onde ha perturbagoes/incertezas linearmente dependentes da varidvel de desliza-
mento e em casos onde as trajetérias do sistema encontrem-se afastadas da origem,
o que garante um desempenho diferente daquele apresentado na Subsecao anterior.

Definindo ¢ = 2, verifica-se que as Hipdteses (A1)-(A5) s@o respeitadas simul-
taneamente e sem a necessidade de ajustes sobre as funcoes ¢; e ¢o. Por sua vez,
definindo v e # em como em , garante-se que o modo deslizante ocorre
em tempo finito. Além disso, com b definido de acordo com , o Esquema Ge-
neralizado de Adaptacgao de Camada Dupla garante uma escolha nao conservadora
para os ganhos.

Embora o algoritmo apresentado em [16] também faca uso de ganhos varidveis,
a forma como os mesmo sao definidos exerce influéncia direta no comportamento
da técnica. Enquanto o trabalho citado faz uso de fun¢des majorantes conhecidas
a priori para as perturbacoes de entrada do sistema, a estratégia adaptativa de ca-
mada dupla generalizada proposta nesta dissertacao nao depende de tais limitantes,
sendo, portanto, capaz de abranger uma classe maior de problemas, visto que menos
informagoes sobre o distirbio sao necessarias para a sua implementagao. Outra im-
portante disting¢ao é encontrada no conservadorismo dos ganhos, visto que enquanto
a estratégia adaptativa busca os menores valores possiveis capazes de manter o des-
lizamento, a técnica proposta em [I6] considera fungdes limitantes que podem ser

conservadores para o distiurbio em questao.

Super-Twisting multivariavel generalizado

Em [48] um algoritmo baseado no Super-Twisting Multivaridvel é apresentado, onde
a convergéncia em tempo finito é garantida por meio do conhecimento a priori de
fungoes limitantes para as perturbagoes/incertezas do sistema. Conforme apresen-
tado na Subse¢ao[2.5.5] a ideia geral desta estrutura é incluir os principais algoritmos
baseados no Super-Twisting em uma analise generalizada. Baseando-se em

O algoritmo pode ser descrito como

o1(0) = (kallo|| 77 + k2 + ks|al|?) o,

$2(0) = (allol|™ + callo|| ™ + esllol|*™ + ca + esllo]|” + collo|[*) o

(3.50)

onde,
o =ki(l—=p) ca=kk(2—p) cs=Fkks(2+q—p)
Cqy = k% Cy = ]{72]{?3(2 + Q) Cg = k%(l + Q)
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E possivel mostrar que ¢o(0) = Apin(¢,(0))¢1(0), uma vez que

O'O'T

o] |2

$1(0) = (kullol| ™" + k2 + ksllol|?) In + (ksqllol|* — kupllol| ")

Amin(91(0)) = k1 (1 = p)l|o ]| + kz + ks(1 + ) l|o ][,

com ky, ko, ks >0, >p>0eq>0.
Note que para todo o(t) € R™\S, a norma da fungao ¢,(o) é dada por

162(0)|] = arllo||' P +eallo || P+esllo|| P+l o] +es]lo]]T el o] |2 (3.51)

De , verifica-se que a Hipétese (A5) nao ¢é satisfeita para qualquer escolha de
p. Portanto, neste trabalho ele serda definido como p = % Logo definindo ¢ = ¢4,
verifica-se que as Hipdteses (A1)-(Ab) sao satisfeitas simultaneamente, e, portanto,
as propriedades relacionadas ao Teorema sao garantidas. Por sua vez, definindo
b como em (j3.43)), o Esquema Generalizado de Adaptacao de Camada Dupla garante
a adaptacao dos ganhos do Super-Twisting de maneira nao-conservadora.

E valido frisar que em [48] a perturbagao externa é definida como
d(o,t) = G(t)pa(0) (3.52)

onde G(t) € R™™ é uma matriz incerta de elementos limitados. Observe que esta
restricao sobre a classe de perturbacoes possui certas propriedades que dao liberdade
para a escolha de certos parametros, como a constante p. Por exemplo, considere que
> p > 0. Neste caso, por , sabe-se que conforme ||o(t)|| — 0, ||d(c,t)|| — 0.

Como a restricao imposta em (|3.52)) nao é necessaria para a estratégia proposta
neste trabalho, d(o,t) pode ser uma perturbacdo independente das varidveis de
deslizamento e, portanto, pode nao convergir para zero. Por esta razao, define-se
p=73

Note ainda que a implementagao do Esquema Generalizado de Adaptacao de
Camada Dupla proposto neste trabalho permite que o conhecimento de fungoes
limitantes para a perturbacao nao sejam mais necessarias, reduzindo as restrigoes
impostas em [48] para este algoritmo.

Exemplo 3.2: Estabilizacao de um satélite

Visando ilustrar as propriedades obtidas para o algoritmo proposto neste
Capitulo, considere o problema de estabilizacao do movimento de um satélite con-
trolado por propulsores. A seguinte equacao nao-linear descreve o movimento do
mesmo [15, B3]

W=J"T —wx Jw)+dt) (3.53)
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onde w € R? é a velocidade angular inercial do satélite, T € R? é o torque fornecido
pelos propulsores e d(t) € R? é uma perturbacao nao-linear que satisfaz a seguinte
desigualdade

1d(®)]] < ax (3.54)

onde a; é uma constante positiva limitada porém desconhecida. Por sua vez J €

R3*3 ¢ uma matriz conhecida a priori e dada por

1.2757  —0.0040 —0.0230
J=10%-|-0.0040 0.6597  0.0063 | kgm?*
—0.0230 0.0063  0.8750

O objetivo é projetar uma lei de controle continua capaz de garantir que as tra-
jetorias do sistema sejam atraidas globalmente para a superficie de deslizamento
w = w = 0, estabilizando o movimento do satélite. Uma vez que nao ha limitantes
superiores disponiveis para a perturbacao d(t), técnicas baseadas no super-twisting
multivariavel nao podem ser aplicadas. Entre elas encontram-se os algoritmos apre-
sentados nas Subsecoes e o Algoritmo Super-Twisting Multivaridvel
com Ganhos Varidveis [16], que serd introduzido no préximo capitulo. Portanto,
a seguinte lei de controle baseada no Algoritmo Super-Twisting Adaptativo Multi-

variavel Generalizado é projetada
t
T=wxJw+J (—a(t)gbl(w) — / B(T)p2(w)dr + P(t, gbl)) (3.55)
to

onde «a(t), B(t), e D(t,p;) sao definidos em (3.26)) e (3.27), respectivamente. Para

este caso, as fungoes vetoriais ¢1(-) e ¢o(-) serdao definidas de acordo com ([3.48)).

Substituindo (3.55)) em ({3.53]) obtém-se a seguinte estrutura em malha fechada

Y () + Ot w)
|w]|2
w _

Z= —5(t)m +d(t)

(3.56)

onde d(t) = d(t). Note que, considerando x = 2, os ganhos ag e By definidos como
ag = 2 e By = 3.5 satisfazem . Os resultados de simulacao sao apresentados na
Figura[3.3] para uma condigao inicial wy = [0.5 —0.2 9] rad/s e uma perturbacio
externa d(t) = [3cos(t) e 3sen(t) sen(3t)]T, que satisfaz a desigualdade (3.54)
vt > 0.

Nota-se que um modo deslizante de segunda ordem w = w = 0 é alcancado em
tempo finito, embora nao haja conhecimento de nenhum limitante superior para

a perturbacdo externa d(t). Observa-se ainda a presenca de um sinal de controle
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Figura 3.3: Desempenho da lei de controle baseada na generalizacao do algoritmo
Super-Twisting com ganhos adaptativos multivariavel aplicada ao problema de es-
tabilizacao de um satélite.

continuo e portanto menos propenso aos efeitos do chattering. Por sua vez, os
parametros utilizados na estratégia adaptativa de camada dupla generalizada foram
a=0541ly=rgo=€¢=0.1,7v=57=0.01ec=>b= 2 Note que a escolha
proposta para a e b garante por uma escolha nao conservadora das margens
de seguranca do esquema adaptativo. A Figura 7?7 apresenta o comportamento das
variaveis adaptativas do esquema proposto durante a simulacao.

Nota-se que, apés um tempo finito 7' = 2s, o ganho L(t) representa um limitante
superior ndo conservador para ||d(t)||. Considere agora que a margem de seguranga
a foi definida de acordo com a estratégia de camada dupla original [25], isto é, des-
considerando o parametro b em seu projeto. A Figura [3.5] apresenta os parametros
adaptativos para a = 0.25. Note que embora a convergéncia das variaveis de desliza-
mento sejam asseguradas, uma escolha conservadora para as margens de seguranca
adicionam conservadorismo nos ganhos, agindo em sentido contréario a filosofia da
estratégia de camada dupla.

Admita agora que a perturbagao aplicada ao sistema possui derivada tem-
poral ilimitada, isto ¢, d(t) ¢ um sinal ilimitado dado por d(t) = [(t4+1)3 ¢ sen()]7,

cuja derivada pode ser escrita como

dt) =[5 27 1 cost)]

3(t+1)

ol
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Figura 3.4: Variaveis associadas a estratégia adaptativa de camada dupla generali-
zada.
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Figura 3.5: Aplicacao de margens de seguranga conservadoras.

satisfazendo ([3.54) para todo t > 0. Os resultados de simula¢do sdo mostrados
nas Figuras e 3.7, onde os mesmos pardmetros utilizados na simulacao inicial
foram considerados. Note que embora o ganho adaptativo L(t) se torne ilimitado, o

esquema de adaptacao de camada dupla generalizada garante o surgimento de um
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modo deslizante w = w = 0 em tempo finito. Note que mesmo com perturbagoes
ilimitadas o esquema adaptativo garante uma escolha nao conservadora para os

ganhos do algoritmo.
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-10 ¢ T
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Figura 3.6: Desempenho da lei de controle baseada na generalizacao do algoritmo
Super-Twisting com ganhos adaptativos multivariavel para perturbacoes ilimitadas.
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Figura 3.7: Variaveis associadas a estratégia adaptativa de camada dupla generali-
zada.
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Capitulo 4
Sistemas Ciber-Fisicos

Uma classe de sistemas cada vez mais presente em aplicagoes praticas sao os sistemas
ciber-fisicos [33]. Encontrados nas principais estruturas da sociedade, como sistemas
inteligentes, geracao de energia e redes de transporte, sistemas ciber-fisicos integram
processos fisicos, estruturas de comunicagao e recursos computacionais [32]. Apesar
de aperfeicoar o desempenho do processo de interesse, esta classe de sistemas torna-
se mais suscetivel a ataques envolvendo o dominio cibernético, denominados como
ciber-ataques [56]. Como a principal forma de acesso ilegal ao sistema é através dos
canais de comunicagao, grande parcela dos ciber-ataques sao feitos desta maneira.
Entre os principais danos causados por essa classe de ataques estao os apagoes de
energia no Brasil [30], e o virus de computador Stuznet [31]. A ocorréncia des-
tes ataques comprovou que os mecanismos de segurangas ja usados precisavam ser
complementados por estratégias capazes de detectar e rejeitar tais ataques.

Note que do ponto de vista da teoria de controle, ciber-ataques podem ser in-
terpretados como perturbagoes externas, enquanto sistemas ciber-fisicos podem ser
classificados como sistemas de controle incertos. Como esta classe de sistema faz
parte de uma ampla drea de pesquisa com trabalhos relevantes, o uso de estratégias
de controle como mecanismos de seguranca em sistemas ciber-fisicos tornou-se fre-
quente.

Devido as suas caracteristicas de robustez e convergéncia em tempo finito,
técnicas de controle por modos deslizantes foram elaboradas para lidar com esta nova
classe de disturbios. Em [57] sistemas nao-lineares foram considerados. Através de
diferenciadores baseados em modos deslizantes de ordem superior, os ataques eram
aproximados através de técnicas de otimizacao. No entanto, esta técnica considerava
que todos os estados do sistema estariam disponiveis, o que em aplicagoes praticas
nem sempre é possivel. Por sua vez, foi proposto em [58] um controlador baseado
em modo deslizante integral capaz de garantir desempenho quase 6timo para siste-
mas incertos. Esta técnica, entretanto, considera que o sistema livre de ataques e

disturbios externos estara disponivel antes de sua implementacao.
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Baseado em [28], uma estratégia interessante baseada em uma aproximacao
continua do modo deslizante convencional foi proposta para o controle de siste-
mas ciber-fisicos lineares [29]. Além de estimar possiveis estados nao medidos do
sistema, esta técnica é capaz de detectar e reconstruir ataques aos estados e a saida
do mesmo. Para este fim, um monitor de ataques e um observador de estados é uti-
lizado. Por sua vez, a compensacao dos ataques é feita através de técnicas baseadas
em modos deslizantes de primeira ordem, e, portanto, propensas ao chattering.

Uma vez que esta técnica baseia-se em uma aproximacao da estratégia por mo-
dos deslizantes de primeira ordem, certas propriedades como convergéncia em tempo
finito nao sao garantidas. Consequentemente, o desempenho alcangado na recons-
trugao e compensacao dos ataques torna-se inferior ao obtido por técnicas de modos
deslizantes. Além disso, a estratégia proposta apresenta uma anédlise de estabilidade
local, o que restringe sua aplicacao em determinados sistemas de interesse pratico.
Uma possivel alternativa para contornar esses problemas seria o uso de técnicas
baseadas em modos deslizantes de ordem superior para o projeto de monitores e
compensadores de ataques.

Nesse sentido, na Secao sera considerada a mesma classe de sistemas ciber-
fisicos apresentadas em [29]. Nas Segéese propoe-se o projeto de monitores de
ataques baseados no Variable Gain Super- Twisting multivariavel [I6] e na estratégia
adaptativa de camada dupla generalizada, proposta na Secao para ataques aos
estados e a saida. Além disso, demonstra-se que na auséncia de disturbios externos,
os erros de monitoramento de ambas as técnicas convergem exponencialmente, em-
bora a técnica adaptativa proposta necessite de menos informagoes sobre o ataque.
Por sua vez, as Secoes e consideram o problema de rastreamento em siste-
mas ciber-fisicos sob efeito de ataques aos estados e a saida, respectivamente. Com
o desenvolvimento de compensadores baseados no Variable Gain Super-Twisting
multivariavel e na estratégia adaptativa de camada dupla generalizada proposta,
garante-se convergencia do erro de rastreamento em tempo finito, além do uso de
uma lei de controle continua e, portanto, menos propensa ao chattering.

E vélido frisar que o uso de ambas as técnicas para o problema de monitoramento
e compensacao de ataques ¢é considerado para fins de comparagao, visto que a forma
como os ganhos sao sintonizados tem efeito direto no desempenho do sistema em
questao. Além disso, como cada estratégia exige Hipoteses distintas, um conjunto
maior de problemas envolvendo o monitoramento e a compensacao de ciber-ataques

pode ser considerado.
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4.1 Apresentacao do problema

Considere o seguinte sistema nao-linear incerto

C(t) = AC(t) + Buu(t) + Brf (¢, 1) + Dad((, 1)

_ (4.1)
y(t) = CC(t) + Dyul(t) + Dy f(C, 1),

onde t € [0,00), ((t) € R™ é o vetor de estados, u(t) € R™ é a entrada do sistema e
y(t) € RP é a saida, com p > m. As matrizes A, B,, C e D, sdao plenamente conhe-
cidas e possuem dimensdes compativeis. O termo Dgd((,t) € R™ descreve qualquer
incerteza do modelo ou perturbagao externa. As matrizes By e D; sdo definidas de
acordo com os canais de estado/saida onde se deseja detectar um possivel ataque
f(G.1) € RY.

Assim como em [29] e [28], assume-se que o vetor de estados ((t) engloba as
variaveis fisicas e cibernéticas do sistema. Por sua vez, assume-se que as tunicas
varidveis disponiveis para estimacao e controle sao u(t) e y(t). Adicionalmente,

assume-se que o sistema definido em satisfaz as seguintes Hipoteses

(A1) O par (A, C) é completamente observavel.

(A2) r(CBy) =r(By), onde By é uma matriz de posto completo por colunas.
(A3) As matrizes B, e Dy possuem posto completo por colunas.

(A4) A matriz de transferéncia G(s) = C(sI — A)"'B, + D, é de fase mfnima.

(A5) Todos os ataques sao detectdveis, isto é, o sistema (A, By, C, Dy) nao possui

zeros invariantes.

Note que a Hipétese (A2) implica que ¢ < p. Logo a escolha de B 7 e Dy garante que
até p canais de estados/saidas sejam monitorados simultaneamente. A Hipétese (A3)
garante que nao ha entradas redundantes para o sistema, enquanto a Hipdtese (A5)
garante que todo ataque nao-nulo, seja ele persistente ou nao, pode ser detectado
por meio de um monitor de ataques. E vélido frisar que as Hipoteses apresentadas
acima sao as mesmas consideradas em [29] e [2§]

Como o sistema é conhecido com excecao do termo de perturbagao externa d(¢, t)
e as Hipdteses (Al)-(A5) sao satisfeitas, o objetivo é reconstruir os ataques aos
estados e as saidas através de um estimador de estados associado a um monitor de
ataques.

Em [29], a reconstrucao de tais ataques é feita de forma escalar, isto é, B reER"e
D; € RP. Como consequeéncia, utiliza-se um estimador de estados e um monitor para
cada um dos possiveis p ataques, tornando a estratégia custosa do ponto de vista

computacional. Neste trabalho, esta limitacdo é contornada propondo-se B F e R™P
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e Dy € RP*P. Desta forma, é necessario apenas um estimador de estados e um
monitor de ataques, que reconstruird um vetor f (0,t) € RP.

Note pela Hipétese (A2) que, como By € R™P, tem-se que p = r(By). Portanto,
garante-se a existéncia de uma matriz By, € R"™P*" tal que By, By = 0. Além
disso note pela mesma hipétese que uma escolha apropriada de B; garante que
C'B; € RP*? se torne uma matriz nao singular.

Logo, a transformagao linear de coordenadas de estado x = T'(, dada por

€
X2

onde T' € R™ " reescreve o sistema em sua forma normal

By,

o ¢ (4.2)

s (A Aw] 0] [B Dy
[3'?2(75) =4 Ay .21:2(75)_ + B, u(t) + D, d(xz,t) + flz,t) (4.3
y(t) = [O Ip: [Zg + Dyu(t) + Dy f(z,t) (4.4)

onde B = CB; € RP*P ¢ uma matriz nao-singular, e z1(t) € R*™? e x5(t) € R sdo
estados nao-medidos e medidos, respectivamente. Note ainda que a HipéGtese (A4)

garante que Ay;; € R"7P*"7P é uma matriz Hurwitz.

4.1.1 Classe de ataques ciber-fisicos

A seguranca de sistemas ciber-fisicos pode ser comprometida por diversos tipos de
ataques, que podem afetar tanto seus componentes fisicos quanto os seus cibernéticos
[29]. Entre os modelos de ataque mais estudados, destacam-se o ataque por negacao
de servigos (Denial of Service), ataques de repeticao (Replay Attacks), injecao de
dados falsos (False Data Injection), ataques fraudulentos (Deception Attacks) e ata-
ques aos sensores (Sensor Attacks) [33].

Em [33] e [B9], Deception Attacks sao definidos como ataques maliciosos para
sistemas de controle capazes de alterar o comportamento de atuadores e sensores,
comprometendo a integridade dos pacotes de controle ou das medidas obtidas pelos
sensores. Note portanto, que do ponto de vista da teoria de controle, esta classe de
ataque pode ser interpretada como uma perturbacao de entrada ou saida, de acordo
com quais sinais sao comprometidos.

Por sua vez, Sensor Attacks sao ataques exclusivamente relacionados aos senso-
res. Embora tenham o mesmo propdsito dos Deception Attacks, este tipo de ataque
também pode ser usado para atrasar ou até mesmo impedir a deteccao de ataques

aos pacotes de controle, podendo resultar na alteracao do regime nominal do sistema
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ou até mesmo no comprometimento de sua estabilidade [60]. Logo, quando ambos
os ataques ocorrem simultaneamente, nota-se que a detecgao dos mesmos pode ser
impraticavel [29].

Neste trabalho, o vetor f(x,t) pode representar os dois ataques citados acima.
No entanto, uma vez que a Hipétese (A5) garante que todos os ataques nao nulos

sao detectaveis, asssume-se a seguinte hipotese

(A6) Deception Attacks e Sensor Attacks nao ocorrem simultaneamente, isto é,
[1B¢[[11Ds] = 0.

Note que esta hipdtese associada as Hipéteses (A2) e (A3) implicam que By ou
Dy é uma matriz de zeros. Portanto, ciber-ataques representados por f(z,t) nao
podem afetar os estados e as saidas simultaneamente.

Sobre estas condicoes, as secoes seguintes apresentam os estimadores de estados

usados para ataques aos estados (B # 0, Dy = 0) e as saidas (By = 0, Dy # 0).

4.2 Deteccao e reconstrucao de ataques aos esta-

dos

De acordo com a Hipétese (A6), sabe-se que Dy = 0. Reescrevendo (4.3)) e (4.4))
segue que

i’l (t) = AH[L’l (t) + Algxg(t) + Blu(t) + Dld(l‘, t)

To(t) = Ag1z1(t) + Azwa(t) + Bau(t) + Bf(z,t) + Dad(z,1) (4.5)

y(t) = xo(t) + Dyu(t),
Uma vez que o modelo do sistema e os sinais u(t) e y(t) sdo conhecidos, propoe-se
o seguinte estimador
t) = Anda(t) + Bru(t) + Arz (y(t) — Duul(t))
Ba(t) = Ands(t) + Bou(t) + Bf + Ass(y(t) — Dyu(t)) (4.6)
§(t) = 2(t) + Dyuft),

onde f sera definido posteriormente como o monitor de ataques. Definindo os erros

de estimagao como



sabe-se por (4.5)) e (4.6) que a dinamica dos erros é dada por

Gl(t) = A11€1<t) + Dld(l'7t)

. 4.8
ey(t) = Aglel(t) + B <f(.CE, t) - f) + ng(ﬂf,t) ( )

uma vez que ey(t) = e,(t). Definindo o erro de estimacgdo de salda como a variavel

de deslizamento o,4(t), sua dindmica pode ser descrita como
G4(t) = —Bf 4+ Az, 1) (4.9)

com
A(el, 4, t) = A2161(t) -+ Bf(el, a4, t) —+ ng(el, q, t) (410)

onde embora o termo A(ey,04,t) = A(z,t) inclua perturbagdes/incertezas do sis-
tema e ciber-ataques, é tratado do ponto de vista de implementacao como uma
perturbagao nao-linear possivelmente dependente do estado. Logo, este termo pode

ser reescrito como em [16]

Aley,04(t),t) = gi(e1,04(t),t) + galer, t) (4.11)
sendo

gi1(e1,0a,t) =B (f(e1,04,t) — f(e1,0,t)) + Do (d(e1,04,t) — d(e1,0,t))

(4.12)
gQ(ela t) :A2161(t) + Bf(eh 07 t) + DZd(ela Oa t)

e gi(e1,0,t) = 0. Note que a derivada temporal de go(eq,t) pode ser escrita em

funcao de

% [ga(e1,t)] = Aa1Arre1(t) + Aoy Did(eq, 04,t) + B% [f(e1,0,t)] + Dg% [d(e1,0,1)]

(4.13)
Neste trabalho, propoe-se um monitor de ataques baseado em modos deslizantes de
ordem superior, de modo que seja possivel obter uma estimativa do ciber-ataque
apesar da presenca da perturbacao/incerteza d(eq,04,t) com acurdcia superior a
observada em [29]. Note em [16], por exemplo, que a implementacao de algoritmos de
ordem superior como o Super-Twisting, no qual nao hd nenhum esquema adaptativo
para os seus ganhos, exigem o conhecimento de funcoes limitantes superiores para

gi(e1,04,t) e L go(eq,t)]. Portanto, considere as seguintes hipdteses

(A7) O vetor de ataque e sua derivada temporal possuem limitantes superiores co-
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nhecidos a priori

| f(e1,04,0)|] < prler,0a,t) €

d
)E [f(€1>0d7t)]H < poler, a4, t) (4.14)
onde pi(e1, 04,t) e pa(e1,04,t) sao fungdes positivas.

(A8) O vetor de perturbagoes/incertezas e sua derivada temporal possuem limitan-

tes superiores conhecidos a priori

l|d(e1,0a,t)|| < paler,oq,t) e

d
‘E {d(el,()'d,t)]H S ﬁd(el,ad,t) (415)
onde pg(er,0q4,t) € paler, oq4,t) sdo fungoes positivas e py(er, 04,t) é um sinal

limitado.

Note de (4.12) que um limitante superior para g;(e1,0q4,t) pode ser obtido a partir
das Hipéteses (A7) e (A8)

lg1(e1, 00, t)[| < 2([|Bllp1(e1, 04, t) + || D1llpaler, oa, 1)) (4.16)

Por sua vez, nota-se por que um majorante para % [g2(e1,t)] requer o conhe-
cimento de um limitante superior para e;(t), que é um sinal desconhecido.

No entanto, sabe-se por que a dinamica é;(t) = Ajjei(t) é estavel, logo
e1(t) se comporta como um sinal filtrado de D;d(x,t). Associando a Hipétese (A8)
a dindmica de e;(t), nota-se que, ¥Vt > 0, e;(t) possui um limitante superior dado

por

t
llex(®)] < ane™|lex (0)]] +a/ e Dyl - [z, t)]|dT
0

t
Sale—vt’\el(0)||+a||pd‘|/ =17 o (2 t)dr (4.17)
0

< are”]er(0)|| 4 aol|Dyl| < p

onde aj, o, e p sdo constantes positivas limitadas. Em [29], o parametro p é
considerado conhecido e é usado no projeto do monitor de ataques proposto. Note,
no entanto, que como 1 (t) descreve os estados nao medidos do sistema, sua condigao
inicial, e consequentemente do erro e;(t), pode nao ser disponivel, o que impediria
o conhecimento direto de p. Para contornar esta limitacao, um limitante superior
para e (t) é obtido através de filtros de aproximagao de primeira ordem [16} 61]. O

projeto deste filtro pode ser feito através do Lema a seguir, extraido de [16]
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Lema 4.1. Considere um sistema linear e invariante no tempo descrito por
t=Ar+ Bu y=Cux,

onde v € R™ ¢ o estado, u € R™ € a entrada, e y € RP € a saida. Assuma que
a matriz A seja Hurwitz. Defina vo como a margem de estabilidade da matriz de
transferéncia H(s) .= C(sI — A)™'B ey := vy — 0y > 0, onde & € uma constante
positiva arbitraria menor que 7. Entdao, existem constantes ci,co > 0 tais que a

resposta ao impulso h(t) satisfaca
|h(®)]] < cie™, Yt >0
e que as sequintes desigualdades sejam validas, ¥t > ty > 0
1A(8) * u(®)]] < cre™ s [lu(®)]], (|20 < cre™™ * [Ju(t)]| 4 cae™ P00 (k)|

onde N\g > 0 € a margem de estabilidade da matriz A. Note que v = Ao para
realizagoes minimas {A, B, C'}.

Demonstragao. ver [[16], Lema 1]. O

Baseado neste Lema e na Hipdtese (A8) é possivel obter um limitante superior

para a norma de eq(t) pelo seguinte filtro de aproximagao
él (t) = —)\fél (t) + cfpd(el, od, t) (418)

como as matrizes do sistema (4.1)) sdo plenamente conhecidas, A; pode ser definido
como a margem de estabilidade de Ay e ¢y = ||D1|| + Ky, onde £y é uma constante

positiva arbitrdria. Considerando o Lema [1.T] a seguinte desigualdade é satisfeita
ler ()] < ex(t) + |mey (O, [me, (B)] = e, e, (to)[[e7 2 =)

onde ¢, Ay, > 0 € Re x,, = [elT éﬂT € R Pl Togo, infere-se que apds
um determinado tempo finito baseado nas condigdes iniciais de e;(tg) e é1(tp), um
limitante superior para % [g2(e1,04,t)] pode ser obtido de (]4.18[), (]4.14[), e (I4.15D

d . _
|t ler0)] | < N Aulea() + [ AnDillpa + [Bllon + 1llps (419
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4.2.1 Super-Twisting com Ganhos Variaveis Multivariavel

por Realimentacao de Saida

Com o conhecimento dos limitantes superiores e , é possivel definir o
monitor de ataques proposto em baseado em técnicas de modos deslizantes de
ordem superior. Neste trabalho, a estratégia proposta em [16] é considerada. Vale
frisar que a mesma ja considera o uso do filtro de aproximacao de primeira ordem
(FOAF) em sua andlise, permitindo assim a aplicagao direta da mesma para a classe
de sistemas ciber-fisicos estudada aqui.

Considere o seguinte monitor de ataques
R t
f(é1,00,t) = =B <_k51(é1;0d7t)¢1<0d) —/ kQ(é170d7t>¢2(0d>dt> , - (4:20)
to
onde

o4 1 o 3ks o
$1(0q) = — + ksoa, ¢P2(04) = B d 23 —dl + kgod (4.21)
|loallz Jloall ||oall

com k3 > 0 € R. Substituindo (4.20) em (4.8)), é possivel descrever o sistema

completo em malha fechada

él(t) = —Afél(t) + Cfpd(el, Od, t)
el(t) = A11€1 (t) + Dld(l', t)
O'd(t) = —/ﬁ(él, 04, t>¢1<0'd) + Z(t) —+ 91(61, Od, t)

92(617 t)]

(4.22)

2(t) = —ko(€1,0q,t)2(0q) + % [

onde z = — ftto ko(€é1,04,t)pa(0q)dt+ga(e,t), d1(0q) e P2(0q) sdo definidos em (4.21

enquanto g;(ey, 04,t) € % [g2(e1,t)] sdo definidos em 1) e 1 , respectivamente.
Para o sistema em malha fechada descrito em (4.22)), o seguinte teorema apre-

sentado em [16], é adaptado

Teorema 4.1. Considere o sistema em malha-fechada , com vetor de estado
Xe = [6(0)7 es()T oq(t)” z(t)T}T. Assuma que as Hipdteses (A1)-(A5) sdo
satisfeitas. Além disso, os limitantes superiores € sao conhecidos e

satisfazem as sequintes desigualdades

l91(e1, 00, )| < {o1(é1, 00, 1) + [ma ()|} d1(0a)]

| loten 01| < et + o Bliaten (4.25)

onde 01(é1,04,t), 02(é1,04,t) > 0 sao fungoes continuas conhecidas, enquanto |m(t)|
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e |ma(t)| sao termos exponencialmente decrescentes com intuito de representar a
presenca do FOAF na andlise de estabilidade. Neste caso, o sistema € globalmente
uniformemente assintoticamente estdvel, e suas trajetorias sao atraidas globalmente
e em tempo finito para a superficie de deslizamento 64 = o4 = 0, se os ganhos

variaveis forem escolhidos como

1(1
ki(é1,04,t) =6+ — {— [deor + 002)° + 2600 + € + [2¢ + 01] (B +462)}

G 4e (4.24)
k‘g(él, 04, t) = 6 + 462 + 2€k1(é1, 04, t)
onde (B, 0 e € sao constantes positivas arbitrdrias.
Demonstragao. ver [16], Teorema 4.2. ]

E valido frisar que as funcdes 01(€é1,04,t) € 02(é1,04,t) devem ser definidas de
acordo com os limitantes superiores e , de modo que as desigualdades
apresentadas em sejam satisfeitas. Desta forma garante-se que as proprie-
dades do Teorema para o sistema em malha fechada serao validas, e,
consequentemente, um modo deslizante de segunda ordem ¢, = o, = 0 ¢é alcangado
em tempo finito.

Note que durante o deslizamento segue de (4.8) que o monitor de ataques re-

construira o seguinte sinal
f(é1,04,t) = B~ (Agyeq(t) + Dad(er, 04, 1)) + f(e1,04,1) (4.25)

Consequentemente, é possivel mostrar que o erro de estimacao possui um limitante

superior dado por
1f(ers0a,8) = f(@r, 00 )] < 1B (| Aal] les(®)]] + [[Dal| [[d(er, oa, t)]]) - (4.26)

como por ([4.15) e (4.17) sabe-se que d(eq,04,t) e e1(t) sdo sinais limitados, pode-
se concluir que ||f(e1,0q,t) — f(é1,04,t)|| também serd limitado. Adicionalmente,
note que para os casos onde d(ey,04,t) := 0, garante-se a convergéncia exponen-

cial de ||f(er,0a,t) — f(é1,04,t)||, uma vez que (4.8) assegura que e;(t) converge
exponencialmente.

4.2.2 Algoritmo Super-Twisting com Ganhos Adaptativos

Multivariavel Generalizado

Visando a ilustrar o comportamento da estratégia adaptativa generalizada proposta

na Secao para o problema de deteccao e reconstrucao de ataques cibernéticos, o
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seguinte monitor de ataques é proposto.

Foa.0) = -5 (~a(0)61(0a) + B(oa) / Btodt). a2

onde as fungoes ¢; e ¢, sao definidas em ([3.48)), os ganhos adaptativos a(t) e (t) em
(3.26]) e o termo ®(o,t) em (3.27). Substituindo (4.27)) em (4.8]), pode-se reescrever

o sistema completo em malha fechada como

el(t) = A11€1(t) —+ Dld({lf, t)
ga(t) = —a(t)¢1(oa) + 2(t) + B(04, 1) + gi(e1, 04, 1) (4.28)

2(t) = —B(t)pa(0a) + CZ [92(e1,1)]

onde z = fto gbg 04)dt + go(eq,t) enquanto gi(e1, 4, t) e 4 [ga(e,t)] sdo defini-
dos em e (4.13), respectivamente. Note que para casos onde gi(e1,04,t) = 0
e % [gQ(el,t)] < g§ , sendo g5 um limitante superior constante possivelmente des-
conhecido, a estratégia adaptativa generalizada proposta no Capitulo [3| pode ser
aplicada ao problema de monitoramento de ataques. E possivel concluir de
que, caso gi(e1,0q4,t) = 0, entdao A(ey,o04(t),t) = ga(e1,t). Logo, de (4.13)), segue

que
d? d 2 d?
e [92(e1,t)] = riei(t)+rad(z, t)+7"3dt [d(e1, 0, t)]+7’4dt2 [f(el,(),t)]*'%ﬁ [d(e1,0,1)]

(4.29)
onde r; = Ay A%, ry = Ay Ay Dy, r3 = Ay Dy, ry = B, e 75 = Dy. Como pela
Hipétese (A8), d(x,t) é um sinal limitado, conclui-se de (4.17)), que e;(¢) também
é. Logo, a limitacao de % [g2(e1,t)] é dependente exclusivamente das derivadas
temporais de d(z,t) e f(z,t). Para que a técnica proposta nesta dissertacao possa ser
comparada com o algoritmo VGSTA apresentado na Subsecao 4.2.1, uma Hipotese

adicional é considerada

(A9) Os sinais < [d(z,1)], &

@i & [d(z,1)], e & [f(x,t)] sdo limitados.

) de? dt?

E valido frisar que como esta estratégia nao depende do conhecimento a priori
de limitantes superiores para as perturbagoes externas/ incertezas no modelo, a
Hipdtese (A7) nao é necessdria, assim como os majorantes apresentados na Hipdtese
(A8) . Logo, a estratégia proposta abrange uma nova classe de problemas envolvendo
o monitoramento de ciber-ataques.

Assumindo que as Hipdteses (A1)-(A6) e (A8)-(A9) sao satisfeitas, verifica-se
que as propriedades apresentadas no Teorema podem ser aplicadas ao sistema
em malha fechada . Portanto, pode-se assegurar por (4.8)) que apés o desli-

zamento ser alcancado em tempo finito, o sinal apresentado em (4.25)) serd recons-
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truido pelo monitor de ataques proposto. Além disso, pode-se concluir por (|4.26))
que na auséncia de disturbios externos, isto é d(z,t) = 0, o vetor de ataques sera
reconstruido exponencialmente.

Exemplo 4.1: Sistema de poténcia WECC

Considere o sistema de poténcia americano WECC apresentado em [33] que, apds
o processo de reducao de Kron [62] assume a seguinte formal simplificada, extraida
de [29]

6(t) = w(t)
Myi(t) = (LgLy ' Lig — Lgg) 0(t) — Dyw(t) — Ly Ly ' Py + P,

onde § e w € R? sao os angulos e as frequéncias dos rotores do gerador, respecti-
vamente, Fy e P, sao entradas conhecidas, M, e D, sao matriz diagonais com os
coeficientes de inércia e de amortecimento, enquanto as matrizes Ly, Ly, Lig e Lyg
sao submatrizes de uma matriz de Laplace de dimensoes apropriadas. Como menci-
onado anteriormente, um dos objetivos deste capitulo é ilustrar a superioridade das
técnicas propostas com relacao aos resultados obtidos em [29]. Dessa forma, para fins
de implementagao, os mesmos valores numéricos considerados na referéncia citada

serao usado neste exemplo. A matriz de saida é dada por
_ 100 00O
C =
000100
Uma vez que p = 2, sabe-se que até dois ataques podem ser detectados/reconstruidos
simultaneamente. Para este estudo de caso, o primeiro e o quarto canal serao mo-
nitorados, portanto By = CT. Note que, diferente do método apresentado em [29],

o estimador aqui proposto reconstréi todos os ataques com um unico observador.

Usando a seguinte matriz de transformacao, o sistema é escrito em sua forma normal

#.3)

000O01P0
01 00O0O
T 001000
000O0O0°1
000100
1 000 0 0]

As condigoes iniciais para a planta (4.3]) e para o estimador (4.6) sdo definidas de

acordo com [29):

T T
2(0)=[02 02 0 0 0 o} , @(0):[0.1 0100 0 0.1]
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Para esta simulagao, considera-se que o primeiro e o quarto estado sao corrompidos

por ataques ilimitados dados por

e

ft)=13t* 0 0 2(t+1)2 0 0 (4.30)
respectivamente. Uma vez que, por esséncia, ciber-ataques sao sinais cujo o perfil
nao é naturalmente conhecido, sera considerado somente o conhecimento sobre a
limitacao de sua segunda derivada temporal, embora nenhum limitante superior seja
conhecido a respeito de suas derivadas ou do proprio ataque. Sobre estas condigoes,
percebe-se que a estratégia proposta em [29] e o VGSTA apresentado na Subsecao
nao podem ser aplicados. Posteriormente outros cendrios serao considerados
nos quais essas técnicas poderao ser utilizadas. Por sua vez, note que como para
esse caso, d(x,t) =0e g—; [f(t)] é um sinal limitado, percebe-se que a Hipdtese (A9)
é satisfeita. Além disso, como f(t) nao depende da varidvel de deslizamento, de
segue que gi(e1,04,t) = 0. Portanto, conclui-se que a estratégia adaptativa
de camada dupla generalizada proposta na Se¢ao pode ser aplicada ao problema
considerado. O sistema em malha fechada pode entao ser reescrito na seguinte

forma

él t) = A1161 (t) + Dld(iﬁ, t)
Ga(t) = —a(t)by(0q) + 2(t) + B(og, 1)
4(t) = —B(t)p2(0a) + f(t)

onde as fungoes ¢; e ¢y sao definidas em ([3.48)) e os parametros usados em ([3.35)

para os ganhos fixos do algoritmo sao definidos como oy = 2 e fy = 3.5. Por sua

vez, os parametros usados na adaptacao dos ganhos foram v =5, [ = rg = € = 0.1,
7=0.01,b=c=2¢ea=0.54. O desempenho da técnica proposta é apresentado a
seguir

Como pode-se ver na Figura , verifica-se que e;(t) converge exponencialmente
para a origem, enquanto, como esperado, comprova-se a convergéncia em tempo
finito de e, (t). Além disso, verifica-se por que o ataque ilimitado é recons-
truido exponencialmente através da estratégia adaptativa proposta, como pode ser
observado na figura [4.1

Por sua vez, verifica-se na Figura o crescimento dos ganhos o e 3, com o
intuito de rejeitar a perturbagao ilimitada considerada em (|4.30)). E vélido frisar
que mesmo em casos onde o algoritmo deva rejeitar perturbacgoes ilimitadas, o modo
deslizante de segunda ordem é garantido. Além disso, pode-se observar que, con-
forme o Teorema a partir de um tempo finito t = 2 s, o ganho adaptativo L(t)

se torna um limitante superior nao-conservador da norma de f(t).
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Figura 4.1: Normas dos erros de observacao e reconstrucao de ataques aos estados
com a aplicagao do algoritmo super-twisting com ganhos adaptativos multivaridvel
generalizado.
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Figura 4.2: Evolucao das varidveis associadas a estratégia adaptativa de camada

dupla generalizada.
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4.3 Deteccao e reconstrucao de ataques as saidas

Satisfazendo a Hipétese (A6), define-se By = 0. Reescrevendo (4.3 e (4.4)), segue

que

((t) = AC(t) + Bu(t) + Dad((, t)

_ (4.31)
y(t) = CC(t) + Dyu(t) + Dy f(C, 1),

Como neste caso a saida do sistema esta contaminada pelo ciber-ataque, propoe-se

o seguinte filtro estével de saida [28§]

iy(t) = Apzs(t) +y(t)

4.32
yr(t) = (1) .

onde Ay € RP*P é uma matriz Hurwitz de projeto e z¢(t) € RP é um novo es-
tado introduzido no sentido de “ampliar”o sistema. Esta representacao estendida é

apresentada a seguir
w1 (t) = Awy (t) + Byu(t) + Dgd(ws, t)
Wo(t) = Cwy(t) + Ajws(t) + Dyu(t) + Dy f(wi, t) (4.33)
yr(t) = walt)

S

onde wy(t) = ((t) e wa(t) = z4(t). Para esta nova representacao, propoe-se o seguinte

estimador
w1 (t) = Al (t) + Byul(t)
Wo(t) = Cin (t) + Apys(t) + Dyu(t) + Dy f (4.34)

9(t) = @n(t),

Definindo os erros de estimacao como

€ (t) =
€uy (1) = wa(t) — o(t) (4.35)
ey, (1) = ys(t) — 95 (1)

sabe-se por (4.33)) e (4.34) que a dinamica dos erros é dada por

bw, (t) = Aey, (t) + Dgd(w:, 1)
éun(t) = Cew, (1) + Dy (flwr, 1) - f) (4.36)

Cyy (t) = Cuw, (t)7
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Comparando a , nota-se que embora a Hipdtese (A8) garanta a limitacao
de d(wy,t), percebe-se que a limitagao de e, () depende dos autovalores da matriz
A.

Uma estratégia semelhante a proposta para o caso de ataques aos estados pode
ser obtida caso a seguinte hipdtese para ataques a saida, extraida de [2§], seja

satisfeita
(A10) A matriz A, definida em (4.1)), 6 Hurwitz.

Sobre esta hipétese adicional, nota-se que uma dedugao semelhante a feita em
pode ser obtida. Porém, como os limitantes superiores obtidos desta deducao sao
desconhecidos, os mesmos nao serao considerados na estratégia de monitoramento
dos ciber-ataques.

Considere agora a varidvel de deslizamento o4(t) = e,,(f). Logo, por (4.36])

sabe-se que a dinamica de o4(t) é dada por

éw1( ) Aew ( >+Ddd(w17 )

4.37
ds(t) = f—‘f_ (ean ) ( )

com

Alew,,t) = Cew, (t) + Dy f(wr, 1) (4.38)

Assim como em (4.10)), A(e,, , t) serd interpretado como uma perturbacao nao-linear,
embora possa conter ciber-ataques. Da mesma forma, note que (4.38]) pode ser

reescrito como

Aley,,t) = gi(ew,, 05, t) + Go(€wy, t)

onde

G1(€wy,05,t) =0 € golew,,t) = Aley,,t) (4.39)

Note que o uso do sinal filtrado da saida garante que os ciber-ataques e as possiveis
perturbacoes externas nao tenham acesso a este sinal. Logo, o vetor A(e,,,t) se
torna independente da varidavel de deslizamento, como pode-se verificar em (4.39)).
Note ainda que a derivada temporal de gz(e.,,t) = A(ew,,t) é dada por

d

- - = d
% [§2(ewl,t)] = CAewl + C.Ddd((,dl, t) + Df% [f(wl, t)] (440)

Assim como em (4.13)), note que um limitante superior para (4.40) requer algum
conhecimento sobre um limitante superior de e, (t). Como A e D, sdo matrizes co-

nhecidas, neste trabalho propoe-se a aplicacao do Filtro de Aproximacao de Primeira

Ordem apresentado a partir do Lema

Euy (1) = —=Apéu, (1) + Eppa(wr, 1) (4.41)
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onde pg(w,t) é um limitante superior de d(wy,t) obtido pela Hipétese (A8). Por
sua vez, como a HipéGtese (A10) é satisfeita, S\f pode ser definida como a margem
de estabilidade de A, enquanto ¢; pode ser projetado como ||Dg4|| + f, onde r;
é uma constante positiva arbitraria. Baseado no Lema sabe-se que a seguinte

desigualdade é satisfeita

[lews ()] < €y (8) + 1Ty (D)), [y ()] = o[y (B0) [ ™2 7

com Cuy, Ay > 0 € Re zyy = [e, (1) &, (t)}T € R™". Portanto, garante-se que
ap6s um determinado tempo finito ¢y, associado as condicoes iniciais de e, (to) e
€ur (t0), €wr () > ||ew, (B)]], VE > tin. Logo, por e pelas Hipéteses (A7) e (AS)
sabe-se que um limitante superior para A(u)l, t) Vt >ty € dado por

|t leonst)]| < ICAN O + 1ODllpaer. )+ [Drlln(ent) (442

Assim como na Subsecao , note que como gi(ey,,0,t) =0e % [G2 (€., , )] possui
um limitante superior conhecido, o esquema de monitoramento para ataques ao
estado proposto em (4.20)) pode ser ajustado para atender ao problema em questao.

Para tal, considere o seguinte monitor de ataques a saida

f(éwugsat) = _D;I <_k1(éw17057t)¢1(0-5) _/ kQ(éw17087t)¢2(0-8)dt) ) (443)

to

onde ¢1(0s) e ¢a(0s) sdo definidos em (4.21). Substituindo (4.43) em (4.37), ¢é

possivel descrever o sistema completo em malha fechada como

t) j‘féwl (t) + Efpd(wla t)

Gwl

—~

6w1 t) Aewl( ) + Ddd(wl, t)
05(t) = —k1(Ew,, 0, 1)P1(0s) + 2(t) (4.44)
Z(t) = —kQ(éwl, Og, t)¢2(05) + % [gQ(wh t)]

onde z(t) = — [} ka(bu,, 04, t)$a(0)dt + Ga(ew,  1).

Note que definindo 91 (é,,0s,t) = 0 e ga2(é,,,t) de acordo com a rela¢ao imposta
em (4.23)), as propriedades do Teorema se tornam validas para o sistema em
malha fechada .

Por sua vez, baseando-se no monitor de ataques ao estado baseado na estratégia
adaptativa de camada dupla generalizada , percebe-se que uma das condigoes
necessarias para a sua implementacao neste caso é satisfeita naturalmente, uma
vez que de ([£.39), segue que gi(ew,,0s,t) = 0. Além disso, como a HipGtese (A8)

garante que d(wy,t) é um sinal limitado, pode-se mostrar de (4.37)) que e,, também
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¢ limitado. Portanto, considerando a Hipdtese (A9) e a igualdade , conclui-
se que o sinal % [G2(ew,,t)] é limitado e consequentemente a estratégia adaptativa
proposta pode ser aplicada ao problema de monitoramento de ataques a saida. Para
tal, considere o seguinte monitor, baseado na estratégia adaptativa de camada dupla

generalizada

~

flog,t) = =D;* (—a(t)¢1(os) + ®(0,,t) — /t B(t)¢2(as)dt) : (4.45)

onde ¢; e ¢y sao definidos em (3.48), os ganhos «(t) e (t) em (3.26) e o termo
® em (3.27). Substituindo (4.45) em (4.37), o sistema em malha fechada pode ser

reescrito como

by (1) = Aey, (t) + Dyd(wy, t)
os(t) = —a(t)p1(os) + 2(t) + (0, t) (4.46)

£(1) = ~B(1)6a(0) + & Galeo. 1)

Logo, pelo Teoremaconclui—se que um modo deslizante de segunda ordem o4(t) =

os(t) = 0 é alcancado em tempo finito. Além disso, baseando-se na estratégia

adaptativa de camada dupla uma escolha nao conservadora dos ganhos é obtida.
Quando o modo deslizante é alcancado, nota-se por 1) que f (€w,, 05, 1) TE-

constréi o seguinte sinal
flew,06,t) = fwi,t) + D' Cey, ()

Consequentemente, infere-se que o erro de monitoramento possui um limitante su-

perior dado por
[ F(ur00) = Flewr 00| | < IDFCI| flew, D] (4.47)

Como por (4.37) sabe-se que e, (t) é um sinal limitado, garante-se por (4.47)
que o erro de monitoramento é limitado. Note ainda que para d(wi,t) := 0, a

Hipétese (A10) garante a convergéncia exponencial de ey, () e, consequentemente,

~

(w00, t) = f(éw000)||

E valido observar que, diferente de [29], a abordagem apresentada neste capitulo

da norma do erro de monitoramento

baseada no VGSTA para o monitoramento de ataques a saida nao requer nenhum
conhecimento sobre limitantes superiores para os estados nao medidos, w;(t), e para
os ciber-ataques. Além disso, nota-se que a estratégia adaptativa de camada dupla
generalizada proposta na Secao requer ainda menos informacoes, visto que os

limitantes superiores dos distirbios nao sao necessarios. Logo, ambas as estratégias
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permitem abranger uma classe mais ampla de problemas de monitoramento de ata-
ques em sistemas ciber-fisicos. Outra diferenca em desempenho esta relacionada ao
erro de monitoramento em , visto que a abordagem proposta em [29] garante
apenas sua limitagao, apesar da auseéncia de perturbacoes externas.

Visando a tornar a apresentacao desta técnica didatica, a simulacao referente
ao monitoramento de ataque a saida serd apresentado junto ao compensador para
essa classe de ataques, proposto na Secao [4.5l Entretanto, é importante frisar que a
técnica apresentada em [29] nao poderd ser comparada com as estratégias propostas
nesta Subsec¢ao, uma vez que além do trabalho citado nao ter proposto um compen-
sador de ataques a saida, o estimador de estados apresentado possui erros em sua

formulagao que impossibilitam o monitoramento dessa classe de ataques.

4.4 Compensacao de ataques aos estados

Uma vez que o ciber-ataque foi reconstruido pelos monitores propostos na Se¢ao
, sua estimagao pode ser aplicada no problema de rastreamento de saida, de
modo a rejeitar o seu efeito no desempenho do sistema. Para este fim, neste tra-
balho serao propostos controladores baseados no super-twisting multivariavel com
ganhos varidveis, proposto em [I6] e no super-twisting multivaridvel generalizado
com ganhos adaptativos, proposto na Sec¢ao [3.2}

E importante frisar, no entanto, que a técnica escolhida requer que o sistema
possua, no minimo, grau relativo n* = 1. Isto é, a matriz de transferéncia direta em
, D, deve ser igual a zero. Note que esta é uma condicao necessaria apenas
para a compensagao dos ataques, sendo explorada em outros trabalhos [28], 29].

Sobre esta condicao, pode ser reescrito como

11 (t) = Ay (t) + Ao (t) + Byu + Dyd(z, t)
To(t) = Ag1x1(t) + Agexa(t) + Bou + Bf(x,t) + Dod(z,t) (4.48)
y(t) = x2(1),

Note que com esta modificagao, o sistema passa a possuir grau relativo unitario.

Considere agora o seguinte erro de rastreamento
ea(t) = y(t) — ya(t) (4.49)
sendo y4(t) € R? um sinal de referéncia gerado pelo seguinte modelo
Ya(t) = Apnya(t) + Kpr(t) (4.50)
onde A,, é uma matriz de projeto Hurwitz e r(¢) é uma entrada de referéncia limitada
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e continua por partes. Baseado em (4.7]), note que (4.49)) pode ser reescrito como
eq(t) = oq(t) + €(t) (4.51)

onde ¢; = y(t) — y4(t). Uma vez que para ambas as técnicas utilizadas no monitora-
mento de ataques aos estados a convergéncia em tempo finito de o4(t) é garantida,
note que a convergéncia de e4(t) passa a ser definida por €(t). Sua dinamica é dada
por

(1) = A (1) + Bou+ BF(2,1) + Assy(t) — u(t) (452)

E valido frisar que o sistema apresentado em 1) nao possui necessariamente um
nimero de entradas igual ou superior ao de saidas, isto é m > p. No entanto, verifica-
se pela Hipdtese (A3) que B, possui todas as colunas linearmente independentes.

Portanto, considere a seguinte variavel de deslizamento
o.(t) = Ge(t) (4.53)

onde a matriz G € R™*P é escolhida de tal modo que a matriz GBy € R™*™ possua
posto completo. Logo, sabe-se de (4.52)) que a dinamica de o.(t) é dada por

Go(t) = U(t) + GBu (4.54)

sendo ¥(t) = G (Aglfcl(t) + Bf(x,t) + Agpy(t) — yd(t)>. Como o sinal ¥(t) é com-

posto apenas por sinais conhecidos, considere o seguinte sinal de controle

u(t) = (GBy) ™ (—U(t) + @) (4.55)

Substituindo (4.55)) em (4.54), segue que a dinamica de o.(t) passa a ser dada por

o.(t) =u

Definindo .
w(oe,t) = —ki(oe, t)p1(0e) — / koo, t)po(o.)dt, (4.56)

to
nota-se que a dindmica em malha fechada de o.(t) é similar a dinamica de oy(t)

apresentada em (4.22), com ¢, (o.,t) = ¢g2(0.,t) = 0. Portanto, pelo Teorema ,
garante-se que a superficie o.(t) = d.(t) = 0 é alcangada em tempo finito se os ganhos

forem projetados de acordo com (4.24)), com g(0.,t) = p2(0.,t) = 0. De modo

similar, pode-se concluir que a estratégia adaptativa de camada dupla generalizada,
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proposta no Capitulo [3|também pode ser aplicada através da seguinte lei de controle

(0ert) = —a(t)pr(02) + B(00rt) — / B(E)ba (o)t

Neste caso, embora o sistema nao apresente distirbios, a técnica adaptativa proposta
se destaca por ajustar os ganhos do controlador de modo a obter um sinal de controle
menos conservador, enquanto garante o deslizamento de segunda ordem em tempo
finito.
Por sua vez, o Método 3 extraido de [29] considera um controlador baseado em
modos deslizantes de primeira ordem, dado por
o.(t)

u(o., t) = PO (4.57)

onde pf > 0 € R.

E vélido frisar que caso G seja definido com posto completo, a aplicacao dos
controladores apresentados acima em sistemas quadrados, isto é, m = p, garante
por (4.53) que €(t) = 0 sempre que o.(t) = 0. Note, no entanto, que embora o
controlador garanta a convergencia em tempo finito de o.(t) para zero, o erro
de rastreamento pode nao convergir para zero, visto que o monitor de ataques
apresentado em [29] garante somente a limitagdo de o4. Logo, o rastreamento em
tempo finito de y4(t) s6 ¢é alcangado com os controladores baseados no VGSTA e
na estratégia adaptativa de camada dupla generalizada. O esquema de estimacao e

compensacao de ataques aos estados apresentado acima é representado no diagrama
de blocos descrito na Figura

d(x,t) -
f(X, t) > y(t) Y ey(t) MOhItOF de R
> Planta > £(t) y(t)
> ataques > R
>»|Estimador (1)
r
. -
2 Gontrolador<
< ya(t), ¥alt)

Figura 4.3: Diagrama de blocos com a reconstrucao e compensacao de ataques aos

estados.

Exemplo 4.2: IEEFE 39 bus power system
Considere o sistema de poténcia IEEE 39 bus power system apresentado em [63),
64] com dez geradores. Através da redugao de Kron [62], uma representacao linear

no espaco de estados pode ser obtida. Neste exemplo, as simplificacoes adicionais
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e os valores numéricos adotados em [29] sdo considerados. Além disso, a matriz By
em (4.1)) é definida como Bf = [019 I1p]*. O sistema pode ser expresso na forma

co1m

- 0 I _ 0 _
A= 0 1 > Bu = 0 ) C= [-710 Ilo]
—0.1']10 —]10 10'[10

Note que neste caso a matriz By é quadrada e nao singular. Portanto, verifica-se
por que a matriz GG pode ser definida como a matriz identidade.

Assim como em [29], considera-se que o primeiro estado de é corrompido
por um ataque na forma f(z,t) = isen(0.27t)(|z11| + 1), iniciando-se em t = 2 s.
O objetivo da lei de controle sera, portanto, rastrear o sinal de referéncia y; =
[1 1 2 01x7]7 enquanto rejeita o efeito do ataque considerado.

Em relagao a reconstrucao do ataque, trés técnicas foram consideradas para o
monitoramento do mesmo: a estratégia adaptativa de camada dupla generalizada
proposta no Capitulo[3, o VGSTA apresentado neste capitulo e a estratégia proposta

em [29], que serd denominada deste ponto em diante como Método 3. Os limitantes
superiores apresentados em (4.17)) e (4.14]) sdo definidos como

p=25 pi(x,t) =175 po(x,t) =2

Note que a estratégia adaptativa proposta nao requer o conhecimento a priori desses
limitantes, visto que depende somente do conhecimento sobre a limitacao de suas
derivadas, conforme apresentado na Hipdtese (A9).

Por sua vez, as condicoes iniciais para a planta e o estimador (4.6)) sao

escolhidas de acordo com [29]

T
z(0) = [-0.5 11,5 0.25- 11><5] , 2(0) = O19x1

Os parametros usados para a estratégia adaptativa de camada dupla generalizada
foram os mesmo usados no Exemplo 4.1, enquanto os parametros do VGSTA foram

definidos como S =90 = =2, e

01(61,04,t) =0, 02(é1,04,t) = 2(||Az1 Av1||e1(t) + || B||p2)

Por sua vez, os parametros para o Método 3 foram k= 1.1,y =1.1,n=02e
e = 0.1. Os resultados referentes aos erros de estimagao e de monitoramento para

as técnicas em comparagao sdo apresentados nas figuras [£.4] e [£.5]
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Figura 4.5: Reconstrucao dos ataques aos estados através das técnicas em com-
paracao.

Pode-se observar através da Figura[4.4] que a convergéncia em tempo finito para

ey(t) = y(t) — y(t) é obtida com a adoc@o da estratégia adaptativa proposta e com
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o VGSTA, enquanto o Método 3 garante apenas sua limitagdo. Apos este tempo
finito, observa-se na Figura[4.5 que o erro de monitoramento converge exponencial-
mente para zero somente para a estratégia adaptativa e para o VGSTA. Os ganhos

adaptativos usados no esquema de camada dupla sao apresentados na Figura {4.0

15 T T T T T T T T T

= o+ | T L(t) 4

o, B, p, L(

Figura 4.6: Variaveis associadas a estratégia adaptativa de camada dupla generali-
zada para o problema de reconstrugao de ataques aos estados.

Para este exemplo, a compensagao ao ataque reconstruido por cada um dos trés
métodos sera baseado na mesma técnica usada para a estimacao, isto é, a com-
pensacao ao ataque reconstruido pelo VGSTA sera feita pelo controlador baseado
em VGSTA proposto em e assim por diante.

Os parametros para o controlador baseado na estratégia adaptativa proposta sao
definidos como oy = 2 e 5y = 3.5, com os parametros da estratégia adaptativa dados
por vy =51lg=1rg=€=01,7=001,0b=c=2ea= 0.54. Por sua vez, os
parametros do controlador VGSTA sao definidos de acordo com o Teorema 4.1} com
b =0 =€ = 2, enquanto a modulacao do controlador para o Método 3 foi
definido como py = 1. Os resultados sao apresentados nas Figuras Fi;?' e

Pode-se observar através da Figura que ambos os controladores baseados
no Super-Twisting produzem um sinal de controle continuo, e, portanto, menos
propenso ao chattering. No entanto, fica visivel o efeito conservador que o uso de
limitantes superiores para os distirbios provocam sobre a acao de controle. O uso
da estratégia adaptativa permitiu que um sinal de controle de amplitude significati-
vamente menor garantisse um desempenho similar no problema de rastreamento de
safda, como pode-se ver na Figura [£.8]

Comparando as Figuras e 1.8 nota-se que o sinal de controle gerado pelo
Método 3 é descontinuo, visto que se baseia em técnicas de modo deslizante conven-

cional. Embora os sinais de controle baseados na estratégia adaptativa e no Método
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Figura 4.7: Sinais de controle continuos projetados de acordo com: (a) Algoritmo
super-twisting com ganhos adaptativos multivariavel; (b) VGSTA.
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Figura 4.8: Sinal de controle baseado no Método 3 e a norma do erro de rastreamento
para cada técnica.

3 apresentem amplitude similares, os efeitos do uso de um sinal descontinuo podem

ser prejudiciais ao desempenho do sistema, como ja discutido no Capitulo Por
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fim pode-se observar que embora o Método 3 possa garantir que ¢, convirja para
zero em tempo finito, por segue que ey pode nao convergir para a origem,
uma vez o monitor de ataques proposto em [29] garante somente a limitagdo de
ey(t). Por sua vez, infere-se que ambos os controladores propostos neste Capitulo
garantem o rastreamento em tempo finito do sinal de referéncia 4, bem como do
erro de estimacao e,.

E valido destacar que a presenca de perturbacoes externas foi desconsiderada no
exemplo apresentado para que a reconstrugao exponencial do ataque fosse observada.
Seus efeitos para fins de estimacao e compensacao serao apresentados em exemplos

posteriores.

4.5 Compensacao de ataques a saida

O objetivo proposto na secao anterior sera aqui estudado para ataques a saida.
Como neste caso a saida esta contaminada pelo ciber-ataque, usa-la diretamente na
definicao do erro de rastreamento, como foi feito em , exigira o conhecimento
a priori da segunda derivada temporal do ataque em questao. Para contornar esta

restrigdo, considere o seguinte erro, baseado na saida do sistema filtrada por (4.32))

es(t) = yr(t) —ys,(t) (4.58)

sendo yy,(t) € R? um sinal de referéncia para y;(t) cuja dinamica é dada por

s, (t) = Apys(t) + ya(t) (4.59)

onde y4(t) € R? é um sinal de referéncia para a saida real do sistema, y(t). Por sua
vez, nota-se por (4.50) e (4.59) que a dinamica de e4(t) pode ser escrita como

és(t) = y(t) — ya(?)

Portanto, infere-se que uma estratégia de controle capaz de garantir que a superficie
es(t) = és(t) = 0 seja alcangada, garantird o rastreamento da saida do sistema para
um determinado sinal de referéncia. Para tal, note que pode ser reescrito
como

es(t) = os(t) + €f(t) (4.60)

onde €;(t) = y(t) — yy,(t). Como o monitor proposto em (|4.43) garante que a
superficie o4(t) = d4(t) = 0 é alcancada em tempo finito, observa-se que apds

este tempo, a convergéncia de e4(t) serd exclusivamente dependente de ef(t), cuja
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dinamica é dada por

Cin(t) + Apys(t) + Dyu + Dy f(ewy, 05, t) — 9y, (t)
Cy(t) + Dy f(ewy, 05, 1) — yalt) + Dyu

(1) (4.61)

Note que a varidavel de controle esta associada a matriz de transferéncia direta do
sistema original, D,. Como nao ha garantia de que suas colunas sao linearmente
independentes, a seguinte hipétese é considerada para o projeto do controlador para

ataques a saida.

(A11) A matriz de transferéncia direta, D, € RP*™ descrita em (4.1]), possui colunas

linearmente independentes.

Baseado nessa hipétese, considere a seguinte variavel de deslizamento
or(t) = Hes(t) (4.62)

onde a matriz H € R™*? ¢é definida tal que HD, € R™*™ seja nao singular. Por-
tanto, por (4.61)), sabe-se que a dinamica de o(t) é dada por

G4(t) = Z(t) + HDyu (4.63)

sendo E(t) = H (é@l(t) + Dsf(en,, 05, t) — yd(t)>. Uma vez que Z(t) é um sinal

conhecido, considere o seguinte sinal de controle

u(t) = (HD,) ™" (—2(t) + 1) (4.64)

Substituindo (4.64) em (4.63]) segue que

df(t) =1U

Definindo .
o7, 0) = ~kaloy, 00n(07) ~ | kalos, tn(op)dt (4.65)

to
nota-se que a dinamica em malha fechada de o¢(t) é igual a dinamica de o.(t).
Portanto, pelo Teorema garante-se que a superficie o¢(t) = os(t) = 0 é
alcangada em tempo finito se os ganhos forem definidos como em (4.24]), com
01(0f,t) = 02(0f,t) = 0. De modo similar ao proposto em , um compensa-
dor baseado na estratégia adaptativa de camada dupla generalizada também pode

ser proposto

u(oy,t) = —a(t)pu(oy) + @(oy, 1) —/t B(t)p2(op)dt (4.66)
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onde, como a dinamica de of(t) e o.(t) sdo iguais, garante-se pelo Teorema que
um modo deslizante de segunda ordem of(t) = d¢(t) = 0 surge em tempo finito,
com uma escolha dos ganhos baseadas na estratégia adaptativa de camada dupla
generalizada, apresentada no Teorema (3.4

Note ainda que a aplicagao de ambas as estratégias em sistemas quadrados, isto
¢ m = p, garante por que a superficie €5 = ¢y = 0 seja alcangada em tempo
finito com o deslizamento de o;(t). Portanto, pelos resultados acima obtidos, infere-
se que a superficie e,4(t) = é4(t) = 0 é alcangada em tempo finito, garantindo assim
o rastreamento da saida do sistema para ataques a saida. A estratégia descrita

acima ¢ representada no diagrama de blocos presente na Figura [4.9

at lf(x,t)
X, N
—> oxt) Xy | Filtrode |y, —ew(®Monitor de| f()
> Planta —>¢)> >
saida ataques
Lo ye(t)
Estimador

G (1)
|
u(t) %J

Controlador

< Yfa (t)

Figura 4.9: Diagrama de blocos com a reconstrucao e compensacao de ataques a

saida.

Exemplo 4.3. Considere o seguinte sistema ciber-fisico multivariavel sujeito a

ataques de saida representado na forma (4.1)) com

0O 1 1 O 1 -1
_ -2 - 1 _ 2 - -1 1
i 3 0 B, - 0 o= 0 0 0 D, - 0
0o 0 -1 3 1 0 0 1 0 3 01
0O 0 0 =2 0

Visando a detectar ataques em ambos os canais de saida, a matriz Dy serd definida
como Dy = I,. Aplicando o filtro estével proposto em (4.32)), obtém-se o sistema
aumentado (4.33)), com a dinamica do filtro definida por

: 0 1

Tp = [_5 | Ty yr =y

———
Ay

Como D, é uma matriz quadrada de posto completo, conclui-se por (4.62)) que a
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matriz H pode ser definida como sua inversa, isto é, a propria matriz identidade
para este caso.

Sera considerado que ambos os canais da saida sao corrompidos por ata-
ques senoidais comegando em ¢ = 0 s. O vetor de ataque é dado por f(t) =
[sen(t) cos(t)} T. Além disso, considera-se a presenca de uma perturbagao limitada
d(t) = [e7t s(t) 0 0], onde s(t) é um sinal com o formato "dente de serra®, con-
forme apresentado na Figura[d.10] Note que embora sua derivada temporal seja uma
fungao descontinua, ainda é limitada, e, portanto satisfaz a Hip6tese (A8). Quanto
a aplicagdo do monitor baseado na estratégia adaptativa, proposta na Segao .3,

note que a limitacao de j—;[gg(ewl,t)] também é assegurada.

s(t)

0.2

Figura 4.10: Perturbacao com o formato “dente de serra”.

O objetivo da lei de controle sera rejeitar o ataque considerado enquanto ga-
rante o rastreamento do sinal de referéncia y, apresentado em , com yu(t) =

2cos(t) sen(3t)] '

Em relagao a reconstrucao do ataque serao comparadas somente as técnicas base-
adas na estratégia adaptativa de camada dupla e no VGSTA, visto que o estimador
proposto em [29] apresenta erros de formulagao que inviabilizam sua aplicagao.

Como para este caso, a perturbacao externa é um sinal nao-nulo, a imple-
mentagao do monitor de ataques a saida baseado no VGSTA requer o conhecimento
de limitantes superiores para a derivada do ataque, e para o disturbio, apresentados
nas Hipéteses (A7) e (A8), respectivamente. Para esta simulagao considera-se que
pa(wi,t) = 2 e pg(t) = 2+ et com Dy = Is. Por sua vez, note que a estratégia
adaptativa proposta nao requer o conhecimento a priori de nenhum majorante, de-
pendendo somente do conhecimento da limitagao dos sinais apresentados na Hipotese

(A9) e da perturbagao externa. As condigoes iniciais para o sistema aumentado e o
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estimador sao dadas por
T
w(O):[—2 113 -3 5] . (0) = Ogrs

Os parametros usados para o projeto do monitor de ataques baseado na es-
tratégia adaptativa proposta sao os mesmos utilizados para o monitores de ataques

aos estados proposto no Exemplo 4.1, enquanto os parametros do monitor de ataques
baseado no VGSTA (4.43) sao definidos como f =0 =e¢=2e

01(buy, 05,1) = 0, 02(6wy, 0,1) = 2 ([ICA|léw, (1) + [|Clpa(t) + [|1Dyllp2(wr, 1)) -

Os resultados sao apresentados nas Figuras e[ 12

6 T T T T T T T T T
Camada Dupla
. — — — VGSTA
= '
|
=
= 2r T
0 \/l_\l I 1 1 1 1 1 1

Figura 4.11: Desempenho do FOAF e as normas dos erros de observagao e, e e, (t).

Pode-se observar pela Figura que, apos um tempo finito, o filtro de apro-
ximacao de primeira ordem proposto em age como um limitante superior da
norma de e, (t), que neste caso nao converge para zero, visto que a perturbagao
externa é nao-nula. Além disso, verifica-se que independente de perturbacoes exter-
nas, a convergéncia para zero da variavel de deslizamento o5 = e,, em tempo finito
¢é garantida para ambas as estratégias em comparacao .

Por sua vez, verifica-se na Figura [4.12] que embora o erro de monitoramento seja

limitado, a reconstrugdo nao ocorre, uma vez que d(t) # 0. Além disso observa-se,
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(b)

Figura 4.12: Reconstrugao dos ataques as saidas através do (a) Algoritmo super-
twisting com ganhos adaptativos multivaridvel; (b) VGSTA.

um erro de monitoramento consideravel durante o transitério para a reconstrucao
baseada no VGSTA, enquanto a estratégia adaptativa de camada dupla apresenta
um erro significativamente inferior. Os parametros adaptativos utilizados na es-
tratégia de camada dupla generalizada proposta sao apresentados na Figura

Com relagao a compensacao dos ataques, ambas as técnicas serao novamente
comparadas, sendo o ataque reconstruido pelo VGSTA compensado pelo controlador
(4.65) e o ataque reconstruido pela estratégia adaptativa proposta pelo controlador
. Mais uma vez, o método apresentado em [29] nado pode ser utilizado, visto
que um compensador de ataques a saida nao foi proposto.

Os parametros usado para o projeto do controlador baseado na estratégia adap-
tativa proposta e no VGSTA sao os mesmos aplicados nos controladores do Exemplo
4.1. Os resultados sao apresentados nas Figuras e

Assim como no problema de compensacao de ataques aos estados, verifica-se
pela Figura que embora ambos os sinais sejam continuos, o uso de limitantes
superiores no projeto dos ganhos do algoritmo Super-Twisting introduz conservado-
rismo no projeto da agao de controle. Observe ainda na Figura[£.15] que a estratégia
adaptativa de camada dupla garante desempenho similar ao obtido utilizando o
controlador VGSTA, exigindo um sinal de controle inferior em amplitude. E valido
destacar que mesmo na presenca de perturbacoes externas, o erro de rastreamento

converge para zero em tempo finito com o uso de ambos os compensadores propostos
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Figura 4.13: Varidveis associadas a estratégia adaptativa de camada dupla genera-
lizada para o problema de reconstrucao de ataques as saidas.

aqui.

Pelos resultados acima apresentados, verifica-se que a aplicacao da estratégia
adaptativa generalizada de camada dupla permite que uma nova classe de problemas
relacionados a deteccao e reconstrucao de ataques em sistemas ciber-fisicos seja
considerada, visto que um ntmero menor de informacoes sobre os ataques e as

perturbagoes externas ao sistema sao requeridas.
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Figura 4.14: Sinais de controle continuos projetados de acordo com: (a) Algoritmo
super-twisting com ganhos adaptativos multivariavel; (b) VGSTA.
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Figura 4.15: Erros de rastreamento obtidos de acordo com: (a) Algoritmo super-
twisting com ganhos adaptativos multivaridvel (b) VGSTA.
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Capitulo 5
Conclusao e Trabalhos Futuros

No Capitulo [3] uma estratégia adaptativa do controle super-twisting para sistemas
incertos foi proposta. Esta técnica consiste em adaptar os ganhos de uma familia
de algoritmos multivariaveis baseados no super-twisting através da generalizacao da
estratégia adaptativa de camada dupla [25]. A partir de uma anélise generalizada
por fun¢ao de Lyapunov, pode-se demonstrar propriedades globais de convergéncia
em tempo finito para o algoritmo proposto, apesar de perturbagdes/incertezas pre-
sentes no sistema cujos limitantes superiores sao desconhecidos a priori. Além disso,
baseado no conceito de controle equivalente, demonstrou-se formalmente que a es-
tratégia de adaptacao utilizada garante uma escolha nao-conservadora dos ganhos
para a familia de algoritmos considerada, reduzindo possiveis efeitos desvantajosos,
como sinais de controle desnecessariamente elevados e o chattering. As simulagoes
numéricas comprovaram os resultados tedricos obtidos, mostrando que o algoritmo
proposto é capaz de rejeitar uma classe de perturbagoes/incertezas mais ampla,
incluindo disturbios com limitantes desconhecidos limitados e ilimitados.

No Capitulo a reconstrucao e compensacao de ciber-ataques para a classe
de sistemas ciber-fisicos multivaridveis incertos apresentada em [29] foi considerada.
Mostrou-se que as duas estratégias propostas baseadas no algoritmo Super-Twisting
possibilitaram o desenvolvimento de monitores e compensadores com desempenhos
superiores aos apresentados em [29]. Visando a comparar os efeitos da sintonia
dos ganhos do super-twisting por estratégias adaptativas e baseadas em majorantes,
o projeto de monitores e compensadores de ataque, foram feitos considerando o
Variable Gain Super- Twisting multivariavel [16] e a estratégia adaptativa de camada
dupla generalizada proposta na Secao [3.2

Com o intuito de detectar e reconstruir os ataques cibernéticos, foram propostos
nas Seg()ese monitores para ataques aos estados e as saidas, respectivamente.
Observou-se que a aplicacao de ambas as técnicas garante limitacao no erro de
monitoramento e convergéncia exponencial para casos livres de distirbios externos.

Apébs a deteccao e reconstrucao dos mesmos, o problema de rastreamento de
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saida foi apresentado. Para tal tarefa, compensadores baseados nos algoritmos cita-
dos acima foram projetados, assegurando convergéncia do erro de rastreamento em
tempo finito e rejeicao dos ciber-ataques aos estados e a saida. Simulagoes numéricas
comprovaram os resultados tedricos, que garantem desempenho superior na recons-
trucdo e compensacao dos ataques para as técnicas propostas quando comparadas
a trabalhos recentes [28, 29] de controle de sistemas ciber-fisicos usando técnicas

baseadas em modos deslizantes.

Proposta de Trabalhos Futuros

Sao propostos os seguintes tépicos de pesquisa para continuagao dos trabalhos apre-

sentados nesta dissertacao de mestrado:

e Escolha 6tima dos ganhos fixos oy e f(y:

Embora a escolha de ag e 5y em ([3.35) garanta as propriedades apresentadas no
Teorema/3.3, uma escolha 6tima de tais parametros permitiria uma implementacao
ainda menos conservadora do algoritmo proposto, satisfazendo os principios da

abordagem adaptativa apresentada.

e Extensao da classe de sistemas ciber-fisicos considerada:

A classe de sistemas estudada no Capitulo [] tem relagao direta com as hipéteses
consideradas. O uso de novas estratégias de controle por modos deslizantes pode
permitir que tais hipdteses sejam ajustadas ou até mesmo reduzidas, estendendo,

assim, a classe de sistemas ciber-fisicos abordados.

e Aplicacao Pratica:

Uma aplicagao pratica do controle em uma planta real com todas as suas incer-
tezas, imperfeicoes de modelagem, nao-linearidades e ruidos poderia confirmar
o desempenho satisfatério das técnicas aqui apresentadas, verificado apenas por

meio de simulacoes.
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Apeéendice A

Produto de Kronecker

A.1 Propriedades

Considere quatro matrizes de dimensoes arbitrarias A, B, C', e D. As seguintes

propriedades sao sempre satisfeitas

A.1.1 Bilinearidade

AQ(B+C0)=AB+A®C ¢ (C+D)@A=CQA+D®A

A.1.2 Produto misto
(A® B)(C'® D) = AC ® BD

A.1.3 Transposicao

(Ao B = AT @ BT

A.1.4 Autovalores da matriz de blocos

Seja A € R™™"™ e B € R™*" duas matrizes quadradas arbitrarias, cujos autovalores
SA0 A1, A9, ..oy Ay € fi1, o, ..., [m, Tespectivamente. Logo, os autovalores de A ® B e

B ® A sao dados por
N = )\],Uk,

ondei=1,...mn,3=1,..nek=1..m.
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Apendice B

Algoritmo Super-Twisting

B.1 Demonstracao do Teorema 2.1
Demonstracao. Considere a seguinte funcao de Lyapunov
o, 1o 1 1. 2
V(o, z) = 2ks|o| + kyo® + 34 T3 (k:ﬂa]?szgn(a) + koo — z) (B.1)

Note que esta é uma funcao positiva, continua, porém nao diferenciavel em o = 0.
Definindo

o]z sign(o) [tk Rk
f - o y II = 5 /{31/{32 (2]{34 + k%) —kfg (B2)
z —]{Zl _k2 2

note que (B.1)) pode ser reescrito como
V(o 2) = £'TIE, (B.3)

cuja derivada temporal é dada por

. 1 1
V=- 1 §TQI§ - éTQ2€ + w?& + 1 wgf (B4)
o] ol
onde
(2ks + k2) 0 —ky (ks + 2k2) 0 0
Q, = 31 0 (2ky + 5k2) —3ky| , Qo = ky 0 (ks + k2) —ks
—ky —3ko 1 0 —ko 1
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T
wi = |k (B2dy — do) (B + 2ha)dy — hody —hodh

k2 k T
WQ:dl |:<2k3+?1> 0 ——1}

2

Uma vez que os termos de perturbacao sao limitados por (2.59)), segue que

wi € < %fTAﬁ + ETAsE, ngf < < 611 + 53) ISANTS

T T
o2 o2 o2
onde
(26 +%5) 0 & 5aky 0 0
Ay = 0 0 0|, Do=1] 0k (%0;5+64) + 6 (k3 +2ky) 0],
o 0 0 0 0 0
ko (62 + 2k101) 0 Lkad,
Ag = 0 53(]1'% + 2]{74) + ]C2(54 %k2(53
| %kz(sl %k’gég 0
Logo, (B.4) pode ser reescrita como
. 1 _ _
V= N |15T91€ — T8 (B.5)
ol2

onde Q; = Q; — Ay — 5171 e Qy = Oy — Ay — 53A,. NotequeV<OSe O, >0e
Qs > 0. A condicdo Q; > 0 é garantida se

k1 > 2max(dy, \/@)

5. 1 [9
ko > §53 + Z 153 + 8(54

Siky + 162+ 6
@>m11f81+2 (B.6)
2 (3k1 — 1)

ky [%kl (lﬁ + %51)2 (ng - %53]?2 — 54) + (ng + %53k2 + 54) pl]
2 (b1 = k1 (b + 301)°) (31 = 00)

1 1 1
s (Zk:f - 52) i (§k1 - 51) (Qk:g N §k§)

kq >

onde
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Por sua vez, a condicao €25 > 0 é satisfeita se

k’g > 253
_ (ki + 11165)° L 0o+ 30k1) iy — 2 (ks — 304) K
57 2ky (ko — 203) (ks — 203) (B.7)
ko (ko + 303) + 502 + 6
k4>k22(2+ 3) 503 4

ko — 03
Note que e (B.7) podem sempre ser atendidas simultaneamente Vd; > 0, i =
1,..,4.

Atendendo a ambas as condicoes, segue que

1

1
ol2

V<-

TS (B.8)

Como por , sabe-se que ; > 0 e pela desigualdade de Rayleigh
Main(QOIIENP < €70E < Mnaa(Q)[EIP VC € R?, (B.9)
(B.8) possui um limitante superior dado por

V<=L ()€ (B.10)

Como, por , tem-se que

Va(o,2)

1
o> < €]l <

Y

min

Uma vez que, pela desigualdade de Rayleigh,

Vv
2
<
I€IF < 53—
(IB.10)) pode ser reescrito como
V< V3 (B.11)

% _
onde v = %W

Considere agora a seguinte equagao diferencial
0(t) = —y/v(t) (B.12)

cuja solucao ¢é dada por



onde v(0) = vy > 0. Logo, pelo lema da comparagao, V (o, z) converge em tempo

finito para zero apdés um tempo 1" limitado por

Note que V (o, z) é uma fungao continua e diferencidvel exceto no conjunto S =
{(0,2) € R? | o(t) = 0}. Além disso, as trajetdrias de nao podem se manter
em S\0, uma vez que ¢ # 0. Logo, a partir do Teorema de Lyapunov para Inclusdes
Diferenciais [49], conclui-se que V/(o,z) é uma funcdo de Lyapunov para (2.58).
Além disso, garante-se por a convergencia em tempo finito para a superficie

oc=0=0.
O
B.2 Demonstracao do Teorema
Demonstrag¢ao. Considere a seguinte funcao candidata de Lyapunov [13], [14]
V(a,2) = (TP, (B.13)
com )
‘= lo|2sign(o) + kso Cp= B+ 4e? —2¢ (B.14)
z —2e 1

onde (3, € sao constantes positivas arbitrarias. Logo, infere-se que a funcao candidata

(B.13) é positiva, continua em todo ponto e diferencidvel V(o,2) € R?\S, onde
S ={(0,2) € R? | 0 = 0}. Sua derivada temporal é dada por

V =(TPC+¢TP¢ (B.15)

Para tornar a andlise mais concisa, a dinamica de ( serd estudada separadamente.

Por (B-d) e (Z73). segue que

o [6000] _ ot (~hale)on(o) + 2+ an(o. ) B16)
2 —ka(z,t)da + 5 [9a(2,1)]
onde ¢ = %. Sem perda de generalidade, note que os termos relacionados aos
distirbios do sistema, g;(z,0,t) e 4 [g2(2,t)] podem ser reescritos como
91 (‘T’ g, t) = 041(1', t)¢1 (U)
(B.17)

% [92(, )] = az(z,t)da(0)
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onde ay(x,t) e as(x,t) sdo fungdes desconhecidas limitadas por
(2, 8)] < oi(2, 1), |oa(z,1)] < 0o, 7). (B.18)

Note que as desigualdades apresentadas em ([2.73)) continuam sendo satisfeitas. Além
disso, as fungbes ¢1(0) e ¢o(0) apresentadas em ([2.71) possuem uma importante

relacao que sera explorada

$2(0) = ¢/1(U)¢1(<7> = ( ! 1 +k3> ¢1(0), V(o,2) € RQ\S (B.19)

2ol

Substituindo (B.17) e (B.19) em (B.16)), segue que

—(ki(z,t) — aq(z,t)) 1

—(ko(z,t) — ag(z,t)) O (B:20)

{ = (o) M(w,0)C, M(a,t) = [

para todo ponto (o, z) € R*\S. Substituindo (B.20)) em (B.15), note que a derivada

temporal de V (o, z) pode ser reescrita como

V= —¢,(0)¢"Q(x, )¢, (B.21)

com Q(x,t) € R**? dada por

QA t) == (MU PM@O) =0 i) ey — ) + (hy — ) de

2((8 + 4€2) (ky — a1) — 2¢e(ka — a2)] *]

Como P é uma matriz simétrica, nota-se que Q(z,t) é simétrica. Logo por questoes
visuais, o termo na diagonal secundaria de Q(z,t) foi omitido. Definindo ko(z,t) de
acordo com ([2.76]), nota-se que Q(x,t) assume a seguinte forma

Q1) = [ 2eqr; — Qg 4e

2 [k + 2eay — (26 + 1) (B + 4€%)]  2eq — a2]

Deste modo, caso kq(z,t) seja escolhido de acordo com (2.76)), a matriz simétrica

Q — 2] = [2 [5(5 + ﬁ(QEQl + 02)% + 2€(02 + o) + (01 — 1) (B + 462)} *]

260(1 — (9 2¢

sera positiva definida, dado que, por definicao, as desigualdades apresentadas em
(B.18)) sao satisfeitas. Logo, (B.21)) possui um limitante superior dado por

V < —2¢(0)¢¢ = —2¢ ( ~+ k3> IC11%, ¥(o,2) €RA\S (B.22)

2|02
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onde a norma Euclidiana de ¢ é dada por

1l = /87 + 22 =/ lo| + 2ol + Ko + 22

Como, pela desigualdade de Rayleigh,

)\mm(P)H<H2 S V(Ov Z) S )\maJ?(P)HCHZa

onde A\pin(P) e Apaz(P) representam o menor e o maior autovalor da matriz P

respectivamente, as seguintes relagoes podem ser deduzidas

[

25 Vgl _
IKIF 2 53— ol STl S s (B.23)

Incluindo (B.23) em (B.22), obtém-se a seguinte desigualdade V(o, z) € R?\S

V< —1Vi(o,z) — V(0 2), (B.24)
com
o« Amin(P) _ 2¢ks
N e (P) 7 P Nm(P)

Verifica-se, portanto, que além de V (o, z) ser uma fungao decrescente no subespago
R?\S, as trajetorias do sistema nao podem permanecer em S\{0} visto que
o =z # 0. Logo, conclui-se pelo Teorema de Lyapunov generalizado para inclusoes
diferenciais [49] que V(o,2) é uma funcao de Lyapunov para o subsistema (o, z).
Note que esta conclusao é possivel pois embora a funcao de Lyapunov escolhida nao
seja diferenciavel em todo ponto ela é continua em todos os pontos. Note ainda que,

uma vez que a solucao da equacao de comparagao

0(t) = —mvo(t) —v(?) (B.25)

¢ dada por

1 ~ 2
v(t) = e 20 {002 + (1 - e22t>] , Vt>0
72

com v(0) = vy > 0, pode-se estimar um tempo limite para a ocorréncia do modo

deslizante de segunda ordem

2 2 % g z
T< %m (1 + %V ((0), (0)))
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Apendice C

Algoritmo Super-Twisting com
esquema adaptativo de Camada

Dupla

C.1 Demonstracao do Teorema 3.1
Demonstracao. Seja a seguinte fungao candidata de Lyapunov para o sistema (3. 1)
V(t,o,z) = pr1L(t)|o] + 2par/ L(t)sign(a)|cr]%z + p32? (C.1)

onde p1, pa, € p3 sao defindos em (3.5). Considere a seguinte notacao

()= [ar o] = [VIsign(@)lolt <] (C.2)

Note que esta notacao permite reescrever (C.1) como V = (TP, com P > 0 dado
por (3.5). Uma vez que a Hipétese (Al) garante que L(t) > 0 é um sinal limitado,
infere-se que V' (¢, 0, z) é uma funcao positiva definida com respeito a (o, z), continua

e radialmente ilimitada. A derivada temporal de V (¢, 0, z) é dada por
V =(TP¢+ ¢TP¢ (C.3)

Portanto, a expressdo para V pode ser deduzida em funcio de é’l e é’g. Note de 1)
que Yo (t) # 0, ¢ é dado por

: (—a(t)sign<a>|a|% T @) (C.4)
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Definindo ®(¢,0) como em (3.3) e a(t) como em (3.2), note que (C.4) pode ser

reescrito em fungao da notacao proposta em ((C.2))

L(t)

o2

Gi(t) =

(=G +30) (C.5)
Como (»(t) = z(t), sabe-se por (3.1 que

Ga(t) = B(t)sign(o) + d(t) (C.6)

Definindo 5(t) como em (3.2)), note que Vo(t) # 0, (C.6) pode ser reescrito como

G(t) = L(®) (—ﬁm/L(t)sz'gn(a)|a|%+ o] d(t)

o2

1
lo|2

Definindo A(t,0) = 0]

d(t) e usando a notagao proposta em ((C.2) tem-se que

0 = Y (- + Afko) ©7)
Agrupando e , ¢(t) pode ser escrito como
0 =Y a0+ BA0) Vo) £ 9

onde Ag e By sdo dados por (3.4). Reescrevendo ((C.3) em fungao de (C.8)) obtém-se

a seguinte expressao

(¢ (PAg + AT P) ¢ + 2(TPB,yA) (C.9)

Uma vez que pela desigualdade de Young, 2(T PByA < |BI' P¢|? + |A(t, 0)/?, (C.9)

pode ser reescrito como

i < VIO

(¢" (PAo+ Af P+ PByBj P) ¢ + |A(t, 0)]?) (C.10)

o2

De acordo com a defini¢ao de A(t, o), como |(;|*> = L(t)|o| sabe-se que

At = {710 = (m) G
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Como a Hipdtese (A1) garante que |d(t)| < L(t) V¢t > 0, observa-se que um limitante
superior para |A(t, o)|* é dado por

|A(t, o) < 1G> = ¢TCFCo¢ (C.11)

onde Cy ¢é definido em (3.4)). Logo, substituindo (C.11)) em (C.10) segue que

. L(t
¢ <0 (o e e cloye e

o[>

Usando a desigualdade apresentada em 1D infere-se que V pode ser reescrito como

V<—e ‘L‘(lt)CTPC = —€o ‘L|<1t)v (C.13)
o2 a2

Pela desigualdade de Rayleigh, sabe-se que V' > \in(P)|[C]I? > Apin(P)|C1 %

Consequentemente, V'V > \/Anin(P)|G] = /i )\/L(t)|a|%, permitindo que

(C.13)) possua um limitante superior Vo (t) # 0 dado por

V < —EoL \/ mm \/_ V< —Egl()\/ mm \/_ = (014)

uma vez que, pela Hipdtese (A1), L(t) >l Vt > 0. E valido frisar que o resultado

apresentado acima é satisfeito sempre que o(t) # 0. Logo, a fungao V() descrita
em ((C.1]) é continua e diferencidvel exceto no conjunto S = {(o, z) : o(t) = 0}. Note
ainda que sempre que o(t) = 0, 6(t) = z(t). Portanto, as trajetérias de nao
podem permanecer em S\{0}, uma vez que ¢(t) # 0. Logo, a partir do Teorema de
Lyapunov para Inclusoes Diferenciais [49], conclui-se que V' (¢, 0, z) é uma funcao de
Lyapunov para o sistema (o, z). Além disso, garante-se por a convergencia
em tempo finito para a superficie ¢ = ¢ = 0. Finalmente, durante o deslizamento,
note que z(t) = a(t) = 0. O

C.2 Demonstracao do Teorema

Demonstracao. Considere a seguinte variavel auxiliar

e(t) = Z%) —r(t) (C.15)

onde ¢ > 1 é uma margem de seguranga constante e desconhecida responsavel por

garantir que |4 ||| < gay, com a; > 0 € R sendo um limitante superior de d(t),

conforme apresentado no Teorema Baseado em ([3.14)), a dinamica de (C.15)é
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dada por
ét) = —r(t) = =6 (t)] (C.16)

Por sua vez, a dinamica de 6(¢) pode ser obtida por (3.10))

5(t) = (1) ~ = 1) (€17)

O subsistema (d, e) sera agora analisado de acordo com a seguinte func¢ao candidata
de Lyapunov
5 e?
V(d,e) = 5t > (C.18)
Note que esta funcao é positiva definida, continua e radialmente ilimitada com res-

peito a (d, e). Sua derivada temporal é dada por

V =0(t)8(t) + ;e(t)é(t) (C.19)

Para fins didaticos, os termos d(¢)d(t) e e(t)é(t) serao estudados separadamente. Por
(C.17), note que a seguinte desigualdade é satisfeita

o . 5(t) d . 1 {(d, _
3(03(0) = 30)i0) ~ ) a0 < 3000 + - [ Gl 501 (€20

Como por definigao, |%|ﬂeq(t)|‘ < qay, 1} pode ser reescrito como

S)8(t) = s)i(t) + L2150t (C.21)

Reescrevendo [(t) como em (3.13) e usando a definicio de e(t) dada por (C.15),

tem-se que
3(£)(t) < —p(t)[a(6)] + %If?(t)l = —rol0(t)| + e(t)[5(t)] (C.22)

uma vez que p(t) = ro + r(t). Por sua vez, note que % (t)é(t) pode ser escrito em

fungao de (C.16])

el0ilt) = —e(0)l6r) (C.23)

Finalmente reescrevendo ((C.19)) em funcao de (C.22)) e (C.23)), tem-se que
V = —rold(t)] (C.24)

Como V < 0 e V(d,e) é uma funcao radialmente ilimitada, infere-se que ambas
as variaveis do subsistema (J(t),e(t)) s@o limitadas. Além disso, note de (C.15))

que a limitagao de e(t) implica que r(¢) também é um sinal limitado. De modo
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semelhante, por (3.10), um limitante superior para L(t) pode ser obtido baseando-
se nas restricoes impostas no Teorema |3.2
qao

L) <|6@)|+— +¢€

LI < o) + - 5,
onde ¢ > 1 € R novamente ¢ definido como uma margem de seguranca desconhecida
capaz de garantir que |ue,(t)| < gag. Como J(¢) é um sinal limitado, L(t) permanece
limitado. Similarmente é possivel inferir por (C.17) que () também é um sinal
limitado

d qa,

5@)| < |ie)] + 'Eﬂeq(tﬂ' < |p(t)| + aBo

Uma vez que 7(t) é limitado, p(t) também serd, portanto |6(¢)| é um sinal limitado.
Esta condic¢do garante que §(¢) é um sinal absolutamente continuo, logo por (C.24])

sabe-se que

—@fwwmzv@—V@
0 (C.25)

m/%@wgvm—vwsvw

Portanto, garante-se através do Lemma de Barbalat que, conforme ¢t — oo, §(t) — 0

39]. Logo, ha um tempo t; no qual |6(t)] < 5, V t > t;. Por sua vez, pode ser
g 2

inferido de (3.10) que a seguinte desigualdade é satisfeita, para todo t > t;

1
200) = ot~ | = 1000 < §
Entao 1
L(t) = - le(B)] =€ > =3

Como a e € sdo margens de seguranga definidas de acordo com (3.11f), sabe-se que

Concluindo, desta forma a demonstragao. m

C.3 Demonstracao do Teorema (3.3

Demonstragao. Seja a seguinte funcao candidata de Lyapunov para o sistema (3.25):

V(t,0,2) = prl|é1(0)|PL(1) = 20261 (0) " 2L(1)2 + ps] |2 (C.26)
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onde pi, p2, € p3 sao constantes positivas que garantem a positividade da matriz
simétrica

P =
—D2 b3

“_ﬂ]>a (C.27)

Considere a seguinte notacao:

o] e

Note que, com esta nova notagao, a funcao de Lyapunov (C.26]) pode ser reescrita
como

V=pP¢ P,=P®I, (C.29)

Uma vez que P = PT > 0, pode-se verificar por e que P, é uma
matriz positiva definida. Por sua vez, a Hipotese (A6) garante que L(t) > 0. Logo,
V (o, z,t) é uma fungao positiva definida, continua e radialmente ilimitada com res-
peito a (o(t), z(t)). Note ainda que V (o, z,t) é diferencidvel em todo ponto, exceto,
possivelmente, no conjunto S descrito na Hipé6tese (A1). Neste caso, segue de

que a derivada no tempo de ((t) é dada por:

. J_
o - [20] [V 5o
Ga(t) (1)

Por simplicidade, ¢,(t) e {,(t) serdo estudados separadamente. Utilizando a regra

da cadeia, note que

G = 2\/— o)+ L(t)¢) (o

Baseado em ((3.25)), temos que

: —ﬂ o ") (—a o)+ z
Gi(t) = 2m¢1( )+ VL) (o) (—a(t)pi(o) + 2(t) + D(t, ¢1))

E valido frisar que a Hipétese (A6) garante que L(t) > ||d(o,t)|| apés um tempo
finito ¢, pois assume que uma lei de adaptacao apropriada para este ganho ja foi
definida. Como essa lei ainda néo é conhecida, o termo L(t) niio pode ser expandido
e, consequentemente, incorporado na analise. Por este motivo, o termo &gbl (o)

2¢/L(t)
seré cancelado com uma escolha apropriada de ®(¢, ¢;), apresentada em ([3.27)).

Definindo «a(t) como em 3.26) e usando a notaciio proposta em (C.28), ¢ (t)
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pode ser reescrito como

G(t) = VL) (—aod (0)G (1) + ¢4 (0) (1)) (C.30)

Como (o(t) = £(t), definindo B(t) como em e aplicando em (3.25), tem-se que
G(t) = =BoL(t)ds(o) + d(o,1)

Isolando o termo +/L(t) e usando a Hipétese (A3), pode-se verificar que

Ga(t) = VL(t) <—ﬁ0¢/1(‘7)¢1(‘7) L(t) + d<2’(?))

Considerando a notacio apresentada em (C.28)), (5(t) pode ser reescrito como

G = VL (=od (0)Cu(t) + Alo, 1)) (C.31)
onde do.1)
Ao, t) = L’(t) (C.32)

Reescrevendo ((C.30) e (C.31)) em uma forma compacta, temos que Yo(t) € R™\S,

¢(t) é dado por

C(t) = VL()(AC(t) + BoA(o, 1)), (C.33)
onde
A():Ao@gb'l(a), A(): _(;O L (§ B():Bo@]n, B(]: (1)] (C34)
— M0

Portanto, a derivada temporal de V (o, z,t) para todo o(t) € R"\S é dada por

=V L(t) (" (P, Ao + AL P,) ¢+ 2¢" P, ByA) (C.35)
= VL(t) (C"Q¢ + 2¢T P, BoA)

onde Q = P,Ay+ AL P,. Note que usando as propriedades do produto de Kronecker
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[A.1.1] [A.1.2] e[A.1.3 pode-se reescrever ) como

= (P 1,)(Ao ® ¢ (0)) + (A ® ¢/ (0))" (P ® I,)

= (PAy® ¢(0)) + (A} ® ¢ (0)") (P ® I,)

= (PAy @ ¢(0)) + (A5 P @ ¢/ (o)) (C.36)
= (PAy+ Ag P) @ ¢ ()

=Q® ¢\ (0)

onde, de acordo com ((C.27)) e ((C.34)) sabe-se que

Q=PA + AP =

2(Bop2 — aop1)  p1+ P2 — Bops
1+ aop2 — Bops —2p

Definindo, por simplicidade, p; = SBops — agpe2, a matriz () pode ser escrita como

~ l2<<ﬁo +od)pz — aofops) O ]
Q —
0 —2p

Note que se p3 for definido tal que

504-040

p3 >
06050

(C.37)

entao, a matriz () se torna negativa definida. Neste caso, note que a Proprie-

dade (P1) garante que o termo quadratico ¢(¢)TQ((t) possui um limitante superior

dado por
T _ 2((Bo + a)p2 — apfops) ¢l (o) 0 Ci(t)
<y Q) = [ [ 0 —2pagh (a)] [@(t)]
= 2((Bo + ag)p2 — aofops)Si #1(0)C1 — 2pals ¢ (0)C (C.38)
< Amin (0'1(0)) (2((Bo + ag)p2 — a0Bops) |Gl |* = 2pal ¢l [?)
= Amin (¢1(0)) ¢TQC

_ T
onde {(t) = G| 1G]] €B*e@=QT <o.

Por sua vez, o termo 2¢* P, ByA(o,t) pode ser expandido através da propriedade
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do produto de Kronecker (A.1.2) como

2¢T" P, BoA(o,t) = 2" (P ® I,)(Bo ® I,)A
= 2" (PBy® I,) A
=2 (—pol{ A+ p3(5 A)
< 2 (p2l¢] Al + ps¢3 A])

(C.39)

Uma vez que, pela desigualdade de Schwarz, |zTy| < ||z|| ||ly|| Vz,y € R",
substituindo A(o,t) por (C.32)), (C.39)) possui um limitante superior dado por

ol lldll

2T P,ByA < ——
VI

2p2lGl] + 2ps||Gll) =7, Vo (t) € R"\S (C.40)

||¢ |

C.3.1 Forward Completeness

Para que as propriedades uniformes globais de estabilidade e convergéncia para a
superficie de deslizamento ¢ = ¢ = 0 sejam asseguradas, deve-se antes garantir

que as trajetérias do sistema (3.25) ndo podem escapar em tempo finito. Portanto,

considere as desigualdade (C.40). Note que (C.35) possui um limitante superior
dado por

V < (2p211G1 1] + 2] Ial]) [1dl|

<(

< (2pa2|Cul] + 2p2|Call + 2ps]|Gil| + 2ps]]Cal]) [Id]| (C.41)
= (2p2 + 2p3) (|G + [[¢l]) l[d]]

<(

4py + 4ps) [|C]] ||d]|

De acordo com o Teorema sabe-se que ||d(o,t)|| < a1, onde a; é uma constante

positiva limitada porém desconhecida. Logo, infere-se que

(e, H)l] < lld(o, t)]] < ax

t d t
—d@tﬁg/aﬁ
| i< [ o

ld(o, )] = [ld(a(to), to)|l < ar(t —to) < art, Vo = 0
||d(0’,t)|| S alt—i—do,Vt Z to

4
dt

onde dy > ||d(o(to),t0)|| > 0 é uma constante desconhecida. Substituindo esta

desigualdade em ((C.41]), segue que

V < (4ps + 4ps) (art + do) [[C]] (C.42)
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Uma vez que pela desigualdade de Rayleigh, V'V > \/Amin(Pp)||C|], é possivel rees-

crever ((C.42)) em fungao do seguinte limitante superior
V < VY (agt + do) (C.43)

onde k* = —2845_ ~ (). Resolvendo a equacdo de comparacio

v = kv (at+dy), v(tg) =vo>0

tem-se que
v(t) = % (KTt + Arikat® + Kat” + kat + k), VE >ty (C.44)
onde
k1 = Kk aq,
ko = k*dy,

1
Ky = 4/{3 — 4K Koty + 2&%753 + 8k11;
1
K4 = —8/{%750 — 4/@1/@% + 16K90§
1 1
ks = Akyts + Ak koty + KTty — 16katgud — 8kitavg + 16w,

Nota-se que v(t) nao diverge em tempo finito. Portanto, através do principio da

comparagcao, verifica-se que a funcao candidata em questao é limitada por
Vo, z,t) <wv(t), Vt >ty >0 (C.45)

Portanto, garante-se que as variaveis de estado o(t) e z(t) nao divergem em tempo
finito.

C.3.2 Convergéncia Global em Tempo Finito

Visando demonstrar a convergéncia global em tempo finito das trajetorias do sis-

tema (3.25)) para a superficie de deslizamento 0 = ¢ = 0, considere novamente a

relagio (C.40). De acordo com (C.28), ||¢1(1)|] = /L(t)||¢1(0)]|. Logo, como a

Hipétese (A6) garante que L(t) > ||d(o,t)|| Yt > ts, sabe-se que

2T P, By < ||¢_1|| (2Pl + 2pslICI NI (C.46)
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Por sua vez, note que a Hipdtese (A5) pode ser reescrita como

< ||¢2(0)]] = Amin (61(0)) [|61(0)]
Amin (¢(0))

[

(C.47)

—_

— _<e¢
[|¢1l]

Substituindo (C.47)) em ((C.46) tem-se

20T PuBoA < Ain (¢(0)) (2ep2/| G + 2eps| |21 11G11)

C.48
= Ain (,(0)) 7 FCP? Cp3] ¢ (C48)
cps 0

Reescrevendo V (o, z,t) em funcio de (C.38) e (C.48), segue que

) / 1 | 2(0fops — pa(ag + Bo +¢))  —cp3| -
Vv —\/z)\mzn r

< (1(0)) ¢ [ —eps 2 ] (C.49)
= VD ($4(0)) TWE

Note que definindo o e By de acordo com a desigualdade apresentada em ([3.35)) e

P3 COMO
KPp2

aofo
entao W se torna positiva definida. Note que a escolha de ps3 feita em satisfaz
(C.37). Portanto, no subespaco {(a, z) € R*"|o(t) € R™\S}, V(o z, t) é uma fungao
negativa definida, garantindo a limitacao das trajetorias de .

Pela desigualdade de Rayleigh, sabe-se que V¢ € R2, A\pin(W)|[C|]? < (TW( e

P3 (ozg + Bo + C) k> 1 (C.50)

Amin(P)|[CIIP < V (0, 2,) = (T Pul < Aaa(Po)[[C][* VC € R (C.51)

Como |[C()]] = |I<(@®)|], (C.49) possui um limitante superior dado por

)\maa: (PTL)

Note de (C.47) que, Yo(t) € R™\S, (C.52) pode ser reescrito como

= cf|dn]] Admae(Pr)

V < —VLAin (6 (0)) 4 (C.52)

v (C.53)

Uma vez que [I¢l| > |Gl = VElléa(o)l], sabesse por (C5I), que vV >
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VAmin(P)/L(1)||¢1(0)||. Portanto, (C.52) satisfaz a seguinte desigualdade

v (C.54)

Como a Hipétese (A6) garante que L(t) > Iy Vt < ts e por sabe-se que
L(t) > § Vt > t,, tem-se que V < —kVV ¥Vt > 0, onde & é uma constante positiva
dada por

min (lo, %) Amin(W)A/ Amin (Pr)

C /\max(Pn)

Note que a funcao candidata de Lyapunov definida em é continua e dife-
rencidvel em todo o(t) € R"\S. Como a Hipdtese (Al) garante que as trajetdrias
de nao podem permanecer em S/{0}, V (o, z,t) é uma func¢ao continuamente

decrescente. Por sua vez, o Teorema de Lyapunov generalizado para inclusoes di-

R =

ferenciais [49] garante que as trajetdrias do sistema sao atraidas globalmente para
a superficie o(t) = (t) = 0 em tempo finito. Este resultado é alcangado pois o
Teorema de Lyapunov generalizado exige apenas a continuidade e nao a diferencia-

bilidade da fungao V' (o, z,t). Adicionalmente, a solu¢ao da equagao de comparagao
U= —R\VU, V>t
onde v(tx) = v, > 0 é dada por
ot) = (vlt) — (1))
Logo V (o, z,t) converge em tempo finito para zero apés um tempo T limitado por

2V (o (ty), 2(tr), tr)

T <t + —
R

Finalmente, note que uma vez que a Hipétese (A6) garante que L(t) > 0 Vi >
0, V(o,2,t) = 0 implica o(t) = &(t) = 0. Portanto, as trajetérias do sistema
sao atraidas globalmente em tempo finito para a superficie de deslizamento o(t) =
(t) = 0. O

C.4 Demonstracao do Teorema (3.4

Demonstragao. Esta demonstragao segue os passos da prova proposta em [25], com

os devidos ajustes para o caso generalizado.
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Considere a seguinte variavel auxiliar

bgay
e(t)=——r(t), C.55
(1) =22 —r(t) (C.55)
onde ¢ > 1 representa uma margem de segurancga usada para garantir que
d. _ .
1T} < Mue(B)]] < gan.

Sabe-se, por (3.42), que a derivada no tempo de (C.55)) é dada por
é(t) = —v16(2)] (C.56)

Por sua vez, pode ser constatado por (3.38) que

5(0) = () = - I (C.57)

Conhecida as dinamicas de §(t) e e(t), considera-se a seguinte fungdo candidata de

Lyapunov para a analise de estabilidade e convergéncia destas variaveis.

79,20 (C.58)

V(d,e) = 5 2

Note que a funcao adotada em ((C.58) é positiva definida e radialmente ilimitada

com respeito a §(t) e e(t). Sua derivada temporal é dada por

) ) 1

V(5.0) = 2(0)3(E) + ~elt)e(t (C.59)
Baseado em e (C.57), tem-se que
5030 = —pOI5(0)] - L0
< o0l + 2| Lo (60
< —p(BI80)] + 2t 3(0)

Como p(t) = 1o+ r(t), baseado na definigao de e(t), (C.60) pode ser reescrito como

: bga, )
00 < =rolo| + | —= —7r(t) | |0
< —nbl+ (222 - @) 0

= —7o[d] + e(t)[9]

(C.61)
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Por sua vez, de ([C.56)), note que

ee

— = —e(®)ldl (C.62)

Entao, substituindo (C.61)) e (C.62f) em (C.59)), obtém-se um limitante superior para

V' (9, e) dado por
V < —rol6(t)] (C.63)

Baseado nos resultados acima, segue que V(5, e) <0, o que garante a limita¢ao dos
sinais 0(t) e e(t). Note ainda que uma vez que e(t) é limitado, por (C.55) infere-se
que r(t) também é limitado.
Observe que um limitante superior para 6 (t) pode ser obtido de 1'
. - b |d bgaq
S| < IO + — | =]t (D] < p(t) + ==
501 < 1O+ —o- | Fllnaol| < o0 + 2
Como 7(t) é um sinal limitado, consequentemente p(t) também é. Logo, |d(¢)| é um

sinal limitado, garantindo que () seja absolutamente continuo.
Como V(0(t),e(t)) > OVt, por (C.63), a seguinte desigualdade é satisfeita

- /t 6(t)|dt > V(t) — V(0)
0 (C.64)

. / S0l < V(0) — V() < V(0)

Uma vez que |§(t)| é absolutamente continuo, o Lema de Barbalat garante que
d(t) — 0 conforme t — oo [39]. Portanto, hd um tempo finito ¢, apresentado na
Hipétese (A6) onde [4(t)| < §,Vt > t;. Usando (3.38) pode-se concluir que o ganho
adaptativo L(t) satisfaz a seguinte desigualdade, para todo t > t;

b
L(t) = ol (0] — ¢ = 18] < 5
Logo, )
L(t) = ol ()]l =2 =3 (C.65)

Como, por definicao, a—go > 1, pode-se inferir de (3.39)), que

b €
L(t) = —|ltieg(1)]] + 5 > [lueg(D)|] = [ld(0, 1)]] (C.66)
aﬁg 2
concluindo, assim, a demonstragao. O
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