S ¥
Instituto Alberto Luiz Coimbra de U F RJ
Pés-Graduagéo e Pesquisa de Engenharia

ALGORITMO SUPER-TWISTING MULTIVARIAVEL PARA SISTEMAS COM
MATRIZ DE ENTRADA INCERTA SEM EXIGENCIA DE SIMETRIA

Timon Asch Keijock

Dissertacao de Mestrado apresentada ao
Programa de Pés-graduagao em Engenharia
Elétrica, COPPE, da Universidade Federal
do Rio de Janeiro, como parte dos requisitos
necessarios a obtencao do titulo de Mestre

em Engenharia Elétrica.

Orientadores: Eduardo Vieira Leao Nunes
Liu Hsu

Rio de Janeiro

Marco de 2019



ALGORITMO SUPER-TWISTING MULTIVARIAVEL PARA SISTEMAS COM
MATRIZ DE ENTRADA INCERTA SEM EXIGENCIA DE SIMETRIA

Timon Asch Keijock

DISSERTACAO SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO
ALBERTO LUIZ COIMBRA DE POS-GRADUACAO E PESQUISA DE
ENGENHARIA (COPPE) DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE
JANEIRO COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA A
OBTENCAO DO GRAU DE MESTRE EM CIENCIAS EM ENGENHARIA
ELETRICA.

Examinada por:

Prof. Eduardo Vieira Leao Nunes, D.Sc.

Prof. José Paulo Vilela Soares da Cunha, D.Sc.

Prof. Amit Bhaya, Ph.D

RIO DE JANEIRO, RJ — BRASIL
MARGCO DE 2019



Keijock, Timon Asch

Algoritmo Super-Twisting Multivaridavel para Sistemas
com Matriz de Entrada Incerta Sem Exigéncia de
Simetria/Timon Asch Keijock. — Rio de Janeiro:
UFRJ/COPPE, 2019.

X1} pl: il 29, 7em.

Orientadores: Eduardo Vieira Leao Nunes

Liu Hsu

Dissertacao (mestrado) — UFRJ/COPPE/Programa de
Engenharia Elétrica, 2019.

Referéncias Bibliograficas: p. [89—[03]

1. Sistemas Incertos. 2. Controle por modos
deslizantes. 3. Controle a Estrutura Varidvel. 4.
Controle Super-Twisting. 1. Nunes, Eduardo Vieira Leao
et al. 1I. Universidade Federal do Rio de Janeiro, COPPE;,
Programa de Engenharia Elétrica. III. Titulo.

il




v

Aos meus pais, Bahime e Thirza,

pelo incentivo.



Agradecimentos

Gostaria de agradecer aos meus pais, Thirza Christiane Asch e Bahime Velasques
Keijock, que me deram a visao de que estudo é prazeroso e que sempre fizeram o
melhor para que eu pudesse estudar e progredir na vida.

Ao meu orientador Eduardo Vieira Ledao Nunes, pela compreensao, suporte e
ensinamentos diante das dificuldades da vida.

Ao meu orientador Liu Hsu, pela criteriosa e valiosa avaliacao, e comentarios que
enriqueceram minha percepcao sobre como descrever melhor uma ideia.

Por fim, meus agradecimentos ao CNPq/CAPES pelo suporte financeiro, e a

COPPE pela oportunidade de realizar o mestrado.



Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)
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Nesta dissertacao, propoe-se um controlador multivariavel por modos deslizantes
de ordem superior para sistemas com matriz de entrada incerta e sem exigéncia de si-
metria. O esquema de controle é baseado no algoritmo Super- Twisting multivariavel,
e contorna as hipoteses bastante restritivas de simetria ou do total conhecimento da
matriz de entrada, anteriormente consideradas na literatura. Nesse contexto, a teo-
ria de estabilidade de Lyapunov é utilizada para mostrar que o controlador proposto
¢ capaz de assegurar propriedades globais de estabilidade e convergéncia em tempo
finito. Resultados de simulagao ilustram a efetividade da técnica proposta consi-
derando aplicagoes praticas. Adicionalmente, é feita uma comparagao com outra
estratégia recentemente proposta na literatura, que também é baseada no algoritmo

Super-Twisting, mas que considera que a matriz de entrada é simétrica.

vi



Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

MULTIVARIABLE SUPER-TWISTING ALGORITHM FOR SYSTEMS WITH
UNCERTAIN INPUT MATRIX AND WITHOUT SYMMETRY
REQUIREMENTS

Timon Asch Keijock

March /2019

Advisors: Eduardo Vieira Leao Nunes
Liu Hsu

Department: Electrical Engineering

In this dissertation, a higher order sliding mode controller is proposed for sys-
tems with uncertain input matrix, without symmetric requirements. The solution
is based on the multivariable Super-Twisting algorithm, and mitigate the necessity
of the rather restrictive hypotheses of symmetry or the total knowledge of the input
matrix of the system previously reported in the literature. In this context, the Lya-
punov Stability Theory is used to prove that the proposed controller is able to assure
global properties of stability and convergence in finite time. Simulation results illus-
trate the efectiveness of the proposed technique considering practical applications.
Futhermore, the eficiency of the proposed controller is compared with another strat-
egy recently proposed in the literature, which is also based on the Super-Twisting

algorithm but considers a symmetric input matrix.
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Capitulo 1

Introducao

Em casos praticos, os sistemas podem apresentar incertezas na modelagem ma-
tematica e possuirem pertubacoes externas, o que geralmente dificulta o desenvolvi-
mento do projeto do controlador e impacta negativamente no desempenho do sistema
em malha fechada. Assim, um dos desafios da engenharia de controle é projetar um
controlador capaz de assegurar que o desempenho do sistema seja independente das
pertubagoes e incertezas. Motivado por esse desafio, o desenvolvimento de métodos
de controle robusto vem se intensificando cada vez mais, e gerando diferentes formas
de abordagens. Em particular, uma das principais abordagens de desenvolvimento
de controle robusto é a técnica de controle por modos deslizantes [1].

O controle a estrutura varidvel por modo deslizante ( Sliding Mode Control -
SMC) apresenta um bom desempenho no controle de sistemas incertos por possuir
um bom comportamento no transiente, estabilidade exponencial global, insensibili-
dade a perturbacoes e incertezas casadas, além de ser robusto quanto a estabilidade e
desempenho, [2], [3], [4], [5]. Essa técnica consiste de uma lei de controle descontinua
que resulta em um sistema em malha-fechada capaz de alternar entre estruturas di-
ferentes, gerando um novo movimento no espago de estado, o modo deslizante, [4],
[51,[6]-

Uma das principais caracteristicas dos sistemas de controle a estrutura variavel é
a de apresentar equacoes diferenciais com lado direito descontinuo. Assim, as teorias
convencionais de existéncia e unicidade de solucoes nao podem ser aplicadas para
esse caso. Portanto, a definicao de Filippov para a solugao de equagoes diferenciais
com lado direito descontinuo é assumida [7] nessa dissertagao.

Um dos objetivos do SMC ¢ fazer com que as trajetorias do sistema alcancem e
se mantenham em uma superficie do espaco de estado projetada conforme o com-
portamento dinamico desejado, denominada superficie de deslizamento.

Devido a sua estrutura de controle descontinua, o SMC apresenta um chavea-
mento do sinal de controle em alta frequéncia, que idealmente deveria tender para

o infinito. Na pratica, sistemas de SMC apresentam caracteristicas, como atrasos e



histereses, que limitam a frequéncia de chaveamento. O chaveamento com frequéncia
limitada recebe o nome de chattering [§], e é considerado indesejével pois pode ex-
citar dinamicas ignoradas durante a modelagem, podendo levar a instabilidade do
sistema.

Buscando superar as dificuldades do chattering apresentadas no SMC, foi desen-
volvida uma generalizacao dessa estratégia de controle, chamada de modos deslizan-
tes de ordem superior (Higher Order Sliding Mode - HOSM) [9]. Essa generalizagao
faz o controle atuar nas derivadas temporais de mais alta ordem do desvio sobre a
superficie de deslizamento, causando um aumento artificial do grau relativo do sis-
tema. Assim, esse controle é capaz de preservar as principais caracteristicas do SMC
convencional com uma acurdcia ainda maior [10] . Além disso, o HOSM também é
capaz de utilizar uma lei de controle continua para gerar um sinal de controle suave,
o que implica na reducao do chattering [11], e retira a necessidade de modificagdes
como: observadores [12], filtros passa-baixas [13], malhas de predi¢ao [14] ou zonas
lineares [15].

Considerando as diferentes técnicas baseadas em HOSM desenvolvidas, o Algori-
timo Super-Twisting (Super-Twisting Algorithm - STA) vem despertando bastante
interesse da comunidade de controle a estrutura variavel, [I]. O STA foi desenvolvido
com o objetivo de remover o problema do chattering em sistemas com grau relativo
unitdrio, e gera um sinal de controle continuo. A principal vantagem desse algoritmo
com relacao aos demais é o fato dele nao necessitar de nenhuma informacgao sobre
a derivada temporal da variavel de deslizamento para sua implementacao. Essa ca-
racteristica aumentou sua relevancia no contexto de sistemas a estrutura variavel e
em importantes aplicacoes, como o problema da diferenciacao robusta e exata em
tempo real, [16].

Inicialmente o desenvolvimento das provas de convergéncia em tempo finito e
estabilidade eram baseadas em métodos geométricos [9], em que a ideia era majorar
as trajetorias do sistema por curvas limites, e na teoria de sistemas homogéneos [17],
sendo a convergeéncia valida em apenas uma determinada vizinhanga em torno do
ponto de equilibrio [I§].

Recentemente, a utilizagao da teoria de estabilidade de Lyapunov possibilitou no-
vos desenvolvimentos no STA e auxiliou na ampliacao da abrangéncia do algoritmo,
propiciando uma abordagem global da convergéncia do sistema [19],[20]. No en-
tanto, o desenvolvimento inicial restringia-se a sistemas monovariaveis e um grande
conhecimento da planta. Considerando uma abordagem desacoplada, os algoritmos
desenvolvidos para o caso monovariavel podem ser aplicados para o caso multi-
variavel, ao decompor o sistema em malhas escalares apropriadas. No entanto, essa
abordagem pode nao ser bem sucedida se o sistema possuir uma interacao forte

entre as variaveis do sistema e possuir um acoplamento significativo. Para resolver



esse problema, foi proposta em [21] uma extensao multivaridvel para o STA baseada
em um conceito similar similar ao do controle vetorial unitario, permitindo compen-
sar incertezas/perturbagoes nao-desacopladas com respeito as varidveis de estado.
Contudo, essa extensao necessita do conhecimento exato da matriz de entrada do
sistema. Tentando contornar essa restricao, um novo projeto para o STA multi-
variavel, baseado na extensao de [21], foi proposto em [22] considerando matrizes
de entrada simétricas e positivas definidas incertas. Nesse contexto, mostrou-se que
apenas o conhecimento de limitantes inferior e superior dos autovalores da matriz
de entrada era necessario para a implementacao a lei de controle.

Nesta dissertacao, sera abordado o problema de controle de sistemas incertos
de interesse pratico, onde existe a necessidade de se utilizar uma abordagem nao-
linear ou multivariavel no projeto de controle ou na modelagem do sistema. Assim,
o presente trabalho tem como objetivo desenvolver um esquema de controle por
modos deslizantes de segunda ordem baseados no algoritmo Super- Twisting, visando

ampliar a sua aplicabilidade.

1.1 Contribuicoes

Essa dissertacao amplia a aplicabilidade do STA multivaridvel ao considerar novas
classes de sistemas com matrizes de entrada incertas com caracteristicas nao antes
abordadas, principalmente matrizes de entrada nao simétricas. Tal abordagem é
expressa no Teorema [3.1] que concentra o principal resultado desse trabalho.

Recentemente, em [22], o STA multivaridvel foi empregado em sistemas cuja a
matriz de entrada deveria ser, por hipotese, ao mesmo tempo simétrica e positiva
definida. Aqui, o problema abordado faz uma generalizacao desse caso, ao relaxar
essa hipdtese, e considerar sistemas com matriz de entrada incerta sem exigéncia de
simetria. Para tanto, é proposto um esquema de controle STA multivariavel similar
aos apresentados em [22], e, para obter um resultado mais geral, é considerada uma
matriz simetrizante. A introducao da matriz simetrizante proposta neste trabalho
toma como base o valor real da matriz de entrada do sistema, implicando numa
matriz resultante predominantemente simétrica e positiva definida com uma pequena
parte antissimétrica.

Por meio de uma abordagem de Lyapunov mostra-se nesta dissertacao que o
controlador proposto é capaz de assegurar propriedades globais de estabilidade e
convergencia em tempo finito, usando apenas o conhecimento dos limitantes inferior
e superior dos autovalores da parte simétrica da matriz de entrada efetiva e do
limitante superior da norma de sua parte antissimétrica para que a lei de controle seja
implementada. Esta contribuigao resultou no artigo apresentado no XXII Congresso
Brasileiro de Automdtica 2018 - CBA 2018[23].



1.2 Conceitos Basicos

Esta secao resume alguns conceitos que servirao de base para esta dissertagao, tais
conceitos sao detalhados e apresentados nos livros (Isidori 1995 [24], Khalil 2002
[25], Utkin 1992 [§]).

1.2.1 Grau Relativo

Ao considerar uma funcao de transferéncia escalar, o grau relativo do sistema é a
diferenca entre o nimero de pélos e de zeros. Em termos de entrada e saida, repre-
senta o numero de vezes que a expressao da saida y(t) precisa ser diferenciada em
relagdo ao tempo até que o termo u(t) da entrada apareca explicitamente. Consi-
derando o caso multivaridvel, com uma representacao de espaco de estado (A,B,C)
de um sistema com funcao de transferéncia estritamente propria, o grau relativo p
pode ser obtido através dos parametros de Markov associados.

A descri¢ao dos parametros Markov seguem a definigao apresentada em (Kailath
1980 [26]). Os parametros de markov sao definidos de forma tnica pela matriz de

transferéncia associada ao sistema, G(s) = C(sI — A)~' B, sendo descritos por
g = CA™'B,
sendo obtidos pela expansao de G(s):
G(s) = X gis™

Assim, se CB #0entdao p=1,se CB=0e CAB # 0 entao p = 2, etc.

1.3 Organizacao da dissertacao

Esta dissertagao é organizada da seguinte forma:

e No capitulo [2| sao apresentadas as teorias, os principais conceitos, proprie-
dades do controle a estrutura variavel por modos deslizantes, SMC, e modos
deslizantes de ordem superior, com enfoque no algoritmo Super-Twisting. Sao
ainda apresentadas algumas das recentes modificagdes do STA propostas na
literatura. As técnicas apresentadas sao exemplificadas por meio de simulagoes

numeéricas.

e No capitulo|3 ¢ mostrado detalhadamente o desenvolvimento do novo esquema
STA proposto nesta dissertagao. A estabilidade global com convergéncia expo-

nencial é garantida por uma abordagem por Lyapunov, considerando sistemas



incertos com matrizes de entrada nao necessariamente simétricas. Sao ainda
apresentadas simulagoes numeéricas e praticas com o intuito avaliar o desempe-
nho do STA proposto, em que também é feita uma comparacao de desempenho

entre o novo esquema proposto e outro STA proposto na literatura.

As conclusoes gerais sobre o desenvolvimento apresentado, juntamente com

perspectivas futuras, sdo apresentadas no Capitulo [4
O Apéndice[A]apresenta uma anélise sobre a convergéncia do controlador STC.

Por fim, o Apéndice [B] apresenta as algumas proposigoes e propriedades veto-

riais que sao utilizados neste trabalho.



Capitulo 2
Sistemas a Estrutura Variavel

O controle por modos deslizante (SMC) é projetado com o objetivo de levar as tra-
jetorias do sistema para uma determinada superficie no espago de estado, chamada
de superficie de deslizamento, em um tempo finito, e garantir que nela permanecam.
O projeto de controle SMC, normalmente é divido em duas partes, o projeto da su-
perficie de deslizamento, que deve garantir as especificacoes de desempenho, e a
elaboracao da lei de controle, que deve garantir que a superficie de deslizamento
seja capaz de atrair as trajetérias do sistema [27].

Uma das caracteristicas do SMC é a utilizacao de uma lei de controle descontinua,
gerada pelo chaveamento entre um conjunto de fungoes das varidveis de estado da
planta. Esse tipo de controle permite alternar entre estruturas continuas da planta,
baseado na posicao das variaveis de estado no espaco de estado.

Assim, o controle em malha fechada consegue alternar entre um conjunto de es-
truturas projetadas. Além das trajetorias caracteristicas dos sistemas chaveados, sob
determinadas condigoes, o controle também é capaz de gerar um novo movimento no
espago de estado capaz de seguir um comportamento desejado, denominado modo
deslizante[4-0].

E interessante notar que embora o modo deslizante seja construido a partir de
um conjunto de estruturas relativas ao sistema, seu movimento no espago de estado
nao tem relacao direta com o movimento das trajetorias dos estados das estruturas
isoladas, mas sim com a regra de chaveamento projetada. Além disso, essa abor-
dagem permite muitas vezes combinar propriedades vantajosas das estruturas do
sistema, ou gerar novas propriedades que nao pertencem a nenhuma das estruturas
chaveadas.

O projeto da regra de chaveamento deve garantir que as trajetérias do sistema
sempre alcancem e, depois de um tempo, permanecam na superficie de deslizamento,
que é especificada conforme um comportamento dinamico desejado [6].

Ao se estabelecer o modo deslizante, a trajetoria fica confinada na superficie

de deslizamento, e o sistema passa a ser governado pela dinamica da superficie,



adquirindo a propriedade da invariancia, que garante insensibilidade a incertezas da
planta e a pertubacoes externas de algumas classes.

Idealmente, o SMC deve garantir que as trajetorias do sistema alcancem a su-
perficie de deslizamento, e nela permanecam, mas como o controle nao é capaz de
chavear com frequéncia infinita ocorre o problema de chattering, uma oscilacao em
alta frequéncia em torno do ponto de equilibrio desejado [8]. Na pratica, atrasos
de controle e limitacoes fisicas dos atuadores nao permitem a realizacao do controle
chaveado em alta frequéncia. O chattering implica em baixa acuracia, desgastes
na parte mecanica e superaquecimento na parte elétrica de sistemas. Em alguns ca-
sos, o chattering também pode acabar excitando dinamicas nao modeladas de alta
frequéncia, levando a perda de desempenho possivelmente levando a instabilidade
[3].

Com o intuito de reduzir o chattering em sistemas a estrutura variavel, foi in-
troduzido o conceito de modos deslizantes de ordem superior (Higher Order Sliding
Modes — HOSM) em [9]. Essa generalizacao do SMC convencional atua nao somente
na primeira derivada do desvio sobre a superficie de deslizamento, mas também nas
derivadas de mais alta ordem. Com isso, o HOSM ¢ capaz de preservar as princi-
pais vantagens do SMC convencional, e apresentar uma acuracia ainda maior e a
possibilidade de utilizar uma lei de controle continua, reduzindo o chattering [10].

Dentre os algoritmos de HOSM, vem se destacando nos ultimos anos um algo-
ritmo de controle baseado em modos deslizantes de segunda ordem, o algoritimo
Super-Twisting (Super-Twisting Algorithm- STA) [9]. Esse algoritmo foi desenvol-
vido com o objetivo de atenuar o chattering em sistemas com grau relativo unitario,
e possui a vantagem unica de nao necessitar de nenhuma informacao sobre a derivada

temporal do desvio sobre a superficie de deslizamento para sua implementacao.

2.1 Conceitos Basicos

Neste capitulo, primeiro sao apresentadas as nogoes basicas de controle a estrutura
variavel e sua relacao com o controle por modo deslizante convencional. Nesse
contexto, sao ainda apresentados os conceitos de superficie de deslizamento, e a
condicao de alcancabilidade-n do SMC para o caso escalar.

Em seguida, nas proximas sec¢oes, sao apresentados os conceitos de controle equi-
valente [5] e controle vetorial unitéario [28],[29], que dao base para a formulacao do
SMC para o caso multivariavel.

Posteriormente é formalizada a ideia de modos deslizante de ordem superior,
tendo enfoque no algoritmo Super-Twisting. Além disso, também é apresentada a
extensao multivariavel do Super-Twisting para sistemas incertos. Assim, o objetivo

deste capitulo é apresentar a base tedrica necessaria, em relacao ao controle por



modos deslizantes, para o entendimento da proposta de modificagao do projeto do
controlador Super-Twisting considerado nessa dissertacao, que sera detalhado no

capitulo [3|

2.1.1 Controle por estrutura variavel

Nessa secao as principais propriedades e conceitos de controle a estrutura varidavel
serao apresentados por meio de um exemplo simples e ilustrativo. O objetivo é
auxiliar o leitor a se familiarizar com tais conceitos, para posteriormente definido-
los de forma mais rigorosa [5].

Considere o exemplo de um sistema representado pela seguinte equacao de es-
tado:

(2.1)

Ty = —T1+ 2%
fj)Q = $1—2I2+U+d(t,$1,.§62>

onde x1 e x9 sdo os estados, u é a entrada de controle e d(t, z1,x2) é uma per-
turbagao limitada e tal que |d(t, 1, 22)| < L, e L é uma constante positiva. O pro-
blema reside em projetar uma lei de controle u(zy,z) de modo que x; e x9 sejam
levados para zero pelo menos assintoticamente, apesar da presenca da perturbagao
limitada d(t, x1, z2).

Considere o sistema de controle a estrutura varidvel definido por (2.1)) e pela

seguinte lei de controle descontinua:

{ u=—psgn(s) (2.2)

s(x1, ) = 1 + KTo

onde k e p sao constantes positivas a serem escolhidas no projeto do controlador.
Por simplicidade, inicialmente serd considerado o caso em que d(t,z1,z5) =
0. Note que ao utilizar a funcao sinal de s no controle, o sinal de controle fica
sendo expresso por duas regioes, podendo chavear o sistema entre duas estruturas
diferentes, dependendo da regiao do plano de fase em que os estados se encontram.

Na regiao s(x1,z2) < 0, o sistema possui a seguinte estrutura:

T = —x1 + 22
'1 1 2 (2.3)
To =41 —2T2+p

Na regiao s(x1,z2) > 0, o sistema possui a seguinte estrutura:
T =-—T1+ 22
.1 1 2 (2.4)
To =+T1 — 209 —p

Os planos de fase das duas estruturas isoladas sao ilustrados nas Figuras e2.2]

para p =k = 1.



0
Ty

Figura 2.1: Plano de fase para o sistema ([2.3)), com x = p = 1.

As Figuras e representam o comportamento das estruturas (2.3)) e (2.4),

respectivamente, com d(t,z1,x2) = 0, Kk = p = 1 e sem considerar o controle .
Note que considerar controle , resulta em trés regioes, s < 0,5 > 0 e s = 0.
Para k = 1, a regiao s < 0 pode ser vista na Figura [2.1| como a regiao abaixo da
reta pontilhada, enquanto a regiao s > 0 pode ser vista na Figura como a regiao

acima da reta pontilhada.

2

15

0.5

()
o

-0.5

* 77,77\\
=
e R \
] \
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

x1

Figura 2.2: Plano de fase para o sistema (2.4)), com x = p = 1.

Ambas as estruturas (2.3) e (2.4) sao instdveis quando consideradas isolada-
mente. Entretanto, ao se considerar o sistema ([2.1)) com o controle chaveado ([2.2)),
as trajetérias dos sistemas ([2.3)) e (2.4) sdo combinadas e, considerando a regiao de

validade considerada para cada sistema, todas as trajetérias apontam em direcao a



superficie de chaveamento definida como s(x) = x1 + kz3, representada pela linha
pontilhada em ambas as Figuras 2.1 e[2.2].

Contudo, para obter o plano de fase completo do sistema de controle a estrutura
variavel ainda é necessario saber o comportamento do sistema na superficie definida
por 8§ = {(z1,13) € R?|s(x1,22) = 0}, que define a reta de chaveamento.

Como o sinal de controle u(z) nao ¢ definido em s(z) = 0, serdo considerados
diferentes valores de atrasos no chaveamento, de modo que a mudanca do sinal
de controle nao seja instantanea, mas ocorra um tempo depois de a trajetéria do
sistema ultrapassar a reta de chaveamento. Com isso, quanto menor o atraso consi-
derado, mais proximo o comportamento do sistema estard do caso ideal sem atraso,

demonstrando o comportamento do sistema no em torno da superficie chaveada.

(a) (b) (c)

2 2 2
1.5 1.5 1.5
g 1 g 1 g 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
2 -1 0 -2 -1 0 -2 -1 0
il 1 1
(d) (e) (f)
1 1 |
0.5 0.5
S 0 S 0 S]
-0.5 -0.5 |
-1 -1
0 5 0 5

t t t

Figura 2.3: Trajetérias de estado do sistema ((2.1)) e sinal de controle (2.2), com
d(t,z1,29) = 0, k = p = 1, para os seguintes atrasos: (a),(d) atraso de 0,050s;
(b),(e) atraso de 0,025s; (c),(f) atraso de 0,010s.

A Figura mostra as trajetorias de estado para condigoes iniciais proximas de
S considerando atrasos de 0,050s, 0,025s e 0,010s, para ilustrar o efeito do chatte-
ring. Note que conforme o atraso é diminuido, maior é a frequéncia de chaveamento
do sinal de controle, e a trajetéria do sistema fica cada vez mais semelhante com a
reta de chaveamento. Considerando o caso ideal em que nao ocorre atraso no cha-
veamento, ¢ intuitivo notar que o movimento da trajetoria do sistema fica confinada

a superficie S.
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Nas pratica, um chaveamento instantaneo em sistemas reais é impossivel, ocor-
rendo na verdade um chaveamento em frequéncia alta e finita do sinal de controle,
gerando o problema de chattering no SMC. O chattering é considerado indesejavel,
pois pode levar o sistema a instabilidade ao excitar modos rapidos ignorados durante
sua modelagem.

Logo, apds um intervalo de tempo finito 7" > 0, o sistema passa a ser regido pela
dinamica da superficie de deslizamento. Nesta fase, também chamada de desliza-
mento, o sistema fica com ordem reduzida em relacao a sua dinamica original do

sistema em malha fechada, e é descrita pela seguinte equacao diferencial:

K-+ 2

3(3:):0 = 21+krkry=0 = ;1';1_1_( >g;1:0, t>T

Cuja a solucao é dada por

m =2y (T)e 5T,

> .
v —wMeteen, P21 2

Como k é por construcao uma constante positiva, o estado do sistema converge
exponencialmente para zero. Assim, conclui-se que este controle é capaz de gerar
um novo tipo de movimento no plano de fase que nao pertence a nenhuma das duas
estruturas consideradas, mas que tem relacao direta com a superficie projetada
para o chaveamento do controle. A superficie S, projetada para o chaveamento,
¢ denominada superficie de deslizamento, o movimento dos estados sobre ela
recebe o nome de modo deslizante, e a fungao s(z, x2), que define S, é conhecida

como variavel de deslizamento. Assim o plano de fase geral é apresentado na Figura

24

Figura 2.4: Plano de fase para o sistema (2.1]) e (2.2]), sem atraso no chaveamento e
com d(t,z1,29) =0, k =p = 1.
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2.1.2 Existéncia de Modo Deslizante

Para que o sistema entre em modo deslizante, as trajetérias dos sistema chaveado
devem apontar na direcao da superficie de deslizamento para assegurar que esta seja
pelo menos localmente atrativa para uma determinada vizinhanca.

Um critério matematico sucinto para expressar este fato é dado por:
55 <0 (2.6)

A condigao , denominada de condicao de alcancabilidade, apenas garante
que a superficie de deslizamento seja alcancada assintoticamente, o que nao é sufi-
ciente para assegurar que o sistema entre em modo deslizante.

Para que o sistema de controle por modos deslizantes seja globalmente expo-
nencialmente estavel, é necessario que a lei de controle u seja projetada de modo
que a superficie de deslizamento S seja globalmente atrativa, com as trajetorias de
estado do sistema convergindo em tempo finito para esta superficie. Para garantir
que a superficie de deslizamento seja alcancada em tempo finito e tenha atratividade
global, é considerada uma condigao mais restritiva muito utilizada na literatura, co-
nhecida como a condicao de alcancabilidade em tempo finito ou ainda condicao de

alcancgabilidade-7 [1]. Esta condigao é dada por:
ss < —nls| (2.7)

onde 7 é uma constante positiva.
A desigualdade (2.7 pode ser reescrita na forma:

ld_SZ < = ‘3‘
2dt =
ou ainda:
d 2
L)
2¢/(Isl?)
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Sendo assim, o tempo t, necessario para se alcancar a superficie de deslizamento
S = {z : s(x) = 0} satisfaz:

b < [5(0)] (2.8)

0 que assegura uma convergencia em tempo finito para a superficie de deslizamento.

Considerando novamente o exemplo do sistema , com controle , sera
considerado agora o caso mais geral onde agora d(t,z1,x2) # 0. Na fase de apro-
ximagao o sistema certamente sofre influéncia da perturbagao d(t,x;, z2), mas na
fase de deslizamento, o sistema passa a ser insensivel a incertezas paramétricas da
planta e a algumas classes de perturbacoes externas, devido a uma redugao de ordem
da dinamica do sistema.

Assim, deve-se garantir no projeto da superficie de deslizamento, que esta tenha
pelo menos atratividade local e convergéncia das trajetorias de estado em tempo
finito.

Deseja-se mostrar que se o ganho p for apropriadamente escolhido, e se a su-
perficie for globalmente atrativa o sistema em malha fechada resultante pode ser
globalmente exponencialmente estdvel. Considere a seguinte funcao positiva defi-
nida:

Vi(s) = 332,

cuja a derivada temporal é:
V(s) =55 = s{xy(k — 1) + 225(1 — k) — K p sgn (s) + kd(t, x1,22)},
Considerando x = 1 tem-se que
V(s) = s{—p sgn (s) +d(t, 1, 22)},
= —[sl{p sgn (s) — d(t,x1,25) sgn (s)}.

Como a pertubagao é limitada por d(t,x1,z5) < L, entao:
V< —(p—L)s| = —nv2V,

onde n > 0, e o ganho do controlador é escolhido como p = n + L. Com isso, o
tempo de convergéncia sera finito, como demonstrado em ([2.8]).

Uma vez que o modo deslizante tenha sido alcancado, o desempenho do sistema
torna-se insensivel a a perturbacao d(t, z1, x2) , devido ao sistema estar sendo regido
somente pela dindmica da superficie de deslizamento. Além disso, as trajetorias do
sistema ficam confinadas a superficie S, com os estados x1, r9 convergindo exponen-

cialmente para zero.
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2.1.3 Modos deslizante convencional - SMC

O projeto de um controlador por modos deslizantes pode ser entendido como um
projeto composto por duas etapas [I], [2]. A primeira é definir uma superficie S
de modo que a variavel de deslizamento tenha grau relativo uniforme e unitario
com respeito a lei de controle, e que a dinamica em modo deslizante corresponda a
dinamica desejada para o sistema em malha-fechada. A segunda é projetar uma lei
de controle descontinua de modo a tornar S ao menos localmente atrativa, seguindo
uma determinada condicao de alcancabilidade em tempo finito.

Assim, nesta subsecao serd apresentado a formalizacao de alguns conceitos vistos
na subsecao [2.1.1}, para descrever o controle por modos deslizantes para uma classe
de sistemas.

Seja um sistema escalar de controle dado por:

T = f(t,z)+ g(t,x)u (2.9)

Onde z € R" é o vetor de estados do sistema, f(t,z) e g(t, ) s@o fungoes suaves
e u € R é uma lei de controle descontinua.

Considera-se que s(z) é continuamente diferencidvel e que a superficie S definida
por

S ={z:s(x) =0}, (2.10)

é continua em x, satisfazendo a seguinte condicao de regularidade:

V.s(x) #0, VzeS

A superficie de deslizamento deve ser projetada de forma a atender a uma
dinamica desejada, ou seja, ao projetar a superficie deve-se observar o compor-
tamento do sistema quando restrito a S.

O controle descontinuo permite alternar entre sistemas de estruturas diferentes.

O sinal de controle descontinuo ¢ dado por:

Onde u™(z) e u™(x) sao fungoes continuas. Note ainda que u(x) nao é definido em
s(x) = 0. Porém, na pratica é necessario definir como é o comportamento de u(zx)
quando s(z) = 0, e consequentemente definir o comportamento geral do sistema .

Nessa dissertagdo, optou-se por definir que u(x) = 0, quando s(x) = 0. No
entanto, deve-se ressaltar que qualquer escolha para o valor da funcao sinal no

intervalo [—1, 1] seria apropriada e nao afetaria os resultados obtidos.
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2.2 Controle equivalente

Para analisar a dinamica na superficie de deslizamento em sistemas a estrutura
varidvel o conceito de controle equivalente, atribuido a Utkin [5], geralmente é utili-
zado por apresentar uma abordagem simplificada. O controle equivalente é definido
como a acao de controle continua necessaria para manter o modo deslizante ideal
sobre a superficie de deslizamento. Assim, esse conceito deve ser interpretado como
uma acao de controle abstrata para auxiliar a andlise de estabilidade do sistema
em malha-fechada. Além disso, o controle equivalente facilita a obtencao de uma
expressao para a dinamica em modo deslizante por explorar fato de que durante o
modos deslizante convencional ambos o = ¢ = 0.

Considere o seguinte sistema:
&= f(t,x) +g(t, x)u+ ot x) (2.11)

sujeito a uma acao de controle descontinua v € R™ capaz de garantir que o modo
deslizante seja alcangado na superficie de deslizamento S = {x € R"|o(x) = 0},
onde o(x) : R" — R™ é uma fungao continuamente diferenciavel, as fungoes f(¢,x) :
RT X R™ = R™ e g(t,z) : Rt x R" — R™™ sdo suaves, e ¢ : RT x R" — R™ é uma
pertubacao limitada desconhecida.

O controle equivalente ¢é a acao de controle continua que mantém a trajetéria do
sistema sobre a superficie S. Assim, durante o deslizamento, a restricao ¢ = 0 pode
ser escrita como: 56 d 3

(2, u) = 0—Zd—f - a—‘;ab —0, (2.12)
e o controle equivalente equivalente é, por definicao, a solucao dessa equacao
algébrica. Assim, expandindo #, tem-se

do Oo do
%f(t, x) + %g(t7 T)Ueq + %ga(t, x) =0, (2.13)

resultando em

wg == (Gpatta) ) GTUA ) + (e,

e assumindo que g—;g(t,x) é nao singular. Assim, a dinamica de malha fechada
pode ser obtida substituindo o controle equivalente ., na dinamica do sistema,

resultando em

i = (I —gtt.) (L0 m*g—;) {F(t.2) + olt.2)). (2.14)
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Note que pela analise por controle equivalente, u., foi obtido de forma algébrica
sendo uma solucao para . Esta solugao nao depende da agao de controle que é
efetivamente aplicada ao sistema, que pode ser de natureza descontinua. Além disso,
Ueq nao ¢ fisicamente implementédvel, por depender explicitamente da perturbacao
desconhecida ¢(t,z). Por tanto, o controle u., deve ser interpretado como um
conceito que ajuda na criagao da expressao de ordem reduzida do sistema, como em
, de onde pode-se fazer uma andlise da estabilidade da dinamica em malha
fechada.

Suponha agora que a perturbagao de entrada ¢(t,x) seja casada, e possa ser

escrita em fungao de g(t, x) tal que
olt, ) = glt, 2)d(t, 7). (2.15)

Neste caso, a dinamica em malha-fechada durante o deslizamento é reduzida a

o= (1= gt (Gat0)) G ) S 0) + gttt}

= (1= a0 (Gat0) "G ) )+ (olta) — gt adta). (210

= (1 - g(t,x)(?—ig(t,@) _1Z—Z>f(t,x)

uma vez que g(t,z)(%2g(t, x))_lg—gg(t, x) = g(t,z). Note que a dinamica resultante
é independente da pertubagao ¢(t,z). Além disso, durante o de modos deslizante,
o sistema adquiri a propriedade da invariancia, tornando o sistema insensivel a
perturbacoes e incertezas casadas. Essa caracteristica bastante desejavel foi um dos
grandes pontos que impulsionaram a pesquisa de controle por modos deslizante.
Outro ponto interessante é que a escolha da superficie definida por o = 0 afeta a
dinamica de ordem reduzida em e . Assim, em termos de controle, o
projeto da superficie de deslizamento S é de suma importancia.

O exemplo a seguir ilustra a propriedade da invariancia.

Exemplo 2.1. Considere o seguinte sistema linear multivariavel para ¢t > T, onde
T é o instante de tempo em que a superficie de deslizamento & = {(x1,xs,23) €

R3|0; (w1, T2, v3) = 0,7 = 1,2} ¢ alcancada. :

T1 = 4w + 2m0 + 13 — Uz + 01
ij = 21’2 + 3$3 + U — Uz + Y2 (217)

x'3:5a:1+x3—u1+g03,
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que pode ser escrito no formato (2.11)) considerando :

4 21 0 -1 o1(t,
ft,x)=10 2 3|z, gt,x)=]1 -1 o(t,z) = [pat, 1) (2.18)
5 0 1 -1 0 w3(t, )
e as superficies de saida
o1 = —X1q -+ T3

09 = X9 + T3

Aplicando o conceito de controle equivalente é possivel encontrar a dinamica de

modos deslizante na intersecao das superficies de saida o e g9, como:

01 =1 — 2T — Uy + Uz — Y1 + Q3

09 = Dx1 + 229 + 423 — Us + Y2 + 3

Pelas condigoes de invariancia ¢4 = 0, 01 = 0 e 09 = 0, g9 = 0, tem-se que o

controle equivalente é dado por:

Uteq = 621 + 423 — o1 + @2 + 203,
Ueq = ox1 + 2%2 + 4.1‘3 + Y2 + 3.

O controle equivalente obtido fornece a dinamica reduzida do sistema, que pode ser

escrita como:
I = I3,

— (219
T3 = —T1 — T3+ Q1 — P2 — P3

Considerando o caso particular em que ¢(t,z) pode ser escrito em fungao de
g(t, z), apresentado em ([2.15)), tem-se

O _1 —dg(t,l’)
dl(t,x)] ) [dl(t’ i)] = |di(t,z) — do(t, x)

—dy (ta .1')
Considerando d; = sen (t) e dy = cos(t), a perturbagao do sistema é dada por :

— cos(t)
@(t,z) = |sen (t) — cos(t)
—sen (t)

Considerando que as pertubagoes ¢;(t,z) do sistema (2.17) sdo casadas, pelo

desenvolvimento apresentado em ([2.16) que, assim como esse exemplo, considerou
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o fato de (2.15)), a dindmica do sistema (2.19)) fica insensivel a pertubagao apds
alcancar superficie de deslizamento, para quaisquer pertubacoes d; e dy. Assim, a

dinamica reduzida durante o deslizamento é dada por:

Ty = T3,
Ty = —T3,
i‘g = —T1 — X3

2.3 Controle por modos deslizante multivariavel

Para que o sistema de controle por modos deslizantes multivariavel seja globalmente
exponencialmente estavel, deve-se projetar uma lei de controle u que garanta que a
superficie de deslizamento S seja globalmente atrativa, com as trajetérias de estado
do sistema convergindo em tempo finito para esta superficie.

Para tanto, os conceitos de superficie de deslizamento , e a condicao de
alcancabilidade-n , sao expandidos nessa secao para o caso multivariavel. Além
disso, na secao [2.4] serd apresentado o conceito de controle vetorial unitéario [28],[29]
na definicao da lei de controle com uma abordagem inerentemente multivariavel.

Considere o seguinte sistema incerto multivaridvel:
&= Az + Blu+d(t, x)] (2.20)

onde r € R™ é o estado, u € R™, 1 < m < n é uma lei de controle descontinua
ed: Rt xR" - R™ é uma funcao desconhecida e limitada compreendendo todas
as nao-linearidades, incertezas, e perturbacoes presentes no sistema. Alem disso a
matriz B € R™™ possui posto completo, e o par (A, B) é controlavel.
Considere o formato da superficie de deslizamento, para o caso multivariavel,
definida por:
S ={r e R"o(x) =0} (2.21)

com o : R" — R™ sendo uma funcao linear do vetor de estados :

o(t) =Sz (2.22)

onde S € R™*™ possui posto completo. Considere ainda a lei de controle descontinua
dada por:

u=—[p(t,)sgn(0)], (2.23)

onde p : RT x R" — R, é uma funcao de modulacao positiva a ser escolhida. O
objetivo é projetar um controlador por modos deslizantes que assegure que o sis-
tema seja globalmente exponencialmente estavel, apesar da presenca da perturbacao
limitada d(t, x, u).

18



A condigdo de alcancabilidade-n para o caso multivariavel, garante que tra-
jetoérias de estado sejam atraidas globalmente e em tempo finito para S, e lei de
controle u pode ser projetada de acordo com essa condicao [2], [30]. Podendo ser

expressa como :
ole < —nllof| = ol = =77 (2.24)

onde 1 > 0 é uma constante positiva arbitraria. Integrando a desigualdade, obtém-

lo @) = lo(O) ]} < —nt,

e portanto o(t) converge para zero ap6s um intervalo de tempo 7', limitado por

lo(0)]
—

T<

Ao considerar a condi¢ao de alcangabilidade-n (2.24]) na lei de controle, o sistema é
globalmente exponencialmente estavel [1], [2].
Considere o caso em que 1 < m < n, e suponha que as componentes d;(¢, z) do

vetor de pertubagao d(t,x) sejam limitadas por:
di(t,z)| < di(t,x), i=1,2,..,m, (2.25)

onde d; : RT x R® — R é uma funcao positiva conhecida. Neste caso a condicao

([2.24)) é reescrita como:
O’Té' = JT{SAZE + SBu + SBd(t, :E)} < —77”0”.

A matriz S pode ser escolhida de tal forma que SB € R™*" seja uma matriz nao-
singular arbitraria, entao assuma que S seja tal que SB = I. Com isso o problema
de projetar uma lei de controle u € R™ pode ser resolvido equivalentemente ao
projetar m leis de controle u; € R desacopladas. Define-se entao as componentes da

lei de controle como:
w; = —[pi(t, ) sgn (0;) ], 1=1,2,...m,

onde p; : RT x R"” — R, é uma funcao de modulacio positiva a ser escolhida. Com
isso, tem-se
0:0; = 0;{S;Ax — p;(t,x)sgn (0;) + d;(t, z)}

< —loil{pi(t, z) = [SiAx| — di(t, 2)},
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e portanto se a funcao de modulagao for escolhida como
pi(t,x) = |S;Azx| + di(t, z) +n,
entao as seguintes desigualdades serao validas

1,2,....m, (2.26)

0;0; < —nloil, i

e a condigao ([2.24)) sera satisfeita.

2.4 Controle vetorial unitario

Uma caracteristica fundamental do projeto de controle por modos deslizantes é que
ele deve garantir que a superficie de deslizamento seja alcancada globalmente e em
tempo finito. Ao considerar um sistema com multiplas entradas, isso pode ser al-
cancado ao projetar a parte descontinua das componentes do vetor lei de controle
como fungdes sgn () das componentes correspondentes da variavel de deslizamento.
Assim, observando as modulacGes apropriadas, essa lei de controle é capaz de satis-
fazer as condigoes de alcancabilidade-n desacopladas .

No entanto, outro modo de abordar esse problema ¢ utilizando o conceito de con-
trole vetorial unitario [28],[29]. O objetivo desse controle é satisfazer a condi¢ao de
alcancabilidade-n , tendo como vantagem uma estrutura inerentemente multi-
varidavel. Nesse conceito, a fungao sgn (o) = |%|, do caso escalar, é generalizada para
o caso multivaridvel utilizando uma funcao vetor unitario do tipo ﬁ

Considere o sistema de controle por modos deslizantes definido por ,
e , e assuma que a pertubagao seja limitada por

ld(t, )| < d(t,x) (2.27)

onde d : Rt x R® — R é uma funcdo positiva conhecida. Note que, neste caso,
a pertubagao limitada compreende uma classe mais abrangente de perturbagoes do
que o caso desacoplado , sendo portanto uma generalizacao. Escolhendo a
matriz S de modo que SB = [ € R™*™  a condicao de alcancabilidade-n

pode ser reescrita como
ole =0 {SAz +u+d(t,z)} < —nla].

A lei de controle é definida como

u = —p(t, x)%" (2.28)
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onde p : RT x R" — R é uma funcao de modulacao positiva a ser escolhida. Logo

pode—se escrever

ole = JT{SAa: — p(t, x)ﬁ +d(t, a:)}
o

< —lloll{p(t, z) — | SAz|| - d(t, z)}.

Assim, se fungao de modulagao p(t, ) for escolhida como:
p(t,x) = [|SAz|| +d(t,x) + 1, (2.29)

entao a condigao de alcancgabilidade (2.24)) serd satisfeita.

Exemplo 2.2. Considere o sistema definido por (2.20), (2.21)), (2.22), com

-2 2 2 —1
CB=|*? sopr-t s (2.30)
-1 2 2 1 412 =2

e a perturbacado d(¢,z) é limitada por (2.27)), com

8 sen (27t)

d(t,x)zll?’ i]x+o,3lcos(2“>], d(t,a) = |lel| 4+ 0,3 (2.31)

Neste caso, o comportamento do sistema em modo deslizante é descrito por
o(z)=5Sr=0 < =0, VzeS§

uma vez que a matriz S é quadrada e nao-singular.
Projetando a lei de controle como em ([2.28)), dada por

o
o]l

o estado do sistema ird convergir em tempo finito para zero se a superficie de desli-

zamento S for alcancada em tempo finito. Para tanto, a funcao de modulacao pode

ser projetada como em ([2.29) com n = 0,7, resultando em

-1 4
-2 0
Assim, a condigao de alcancabilidade ([2.24]) é satisfeita globalmente, e o estado

do sistema converge globalmente e em tempo finito para zero.

z|| + ||z]| + 1. (2.33)

1
P=7

A Figura[2.5]ilustra os resultados da simulagao do sistema de controle por modos

deslizantes projetado neste exemplo, segundo a lei de controle vetorial unitério.

21



%, ()

xy(0)

T1, T2

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

(b)

o,

7,

01,02
o

U1, Us

£l | | I | | I | | I J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1:2 1.4 186 1.8 2

Figura 2.5: Desempenho da lei de controle por modos deslizantes ([2.32]), com fungao

de modulagao ([2.33)), aplicada ao sistema do Exemplo com perturbagao(2.31)):
(a) (o) estado xq,(e) estado zo; (b) () varidvel de deslizamento oy, (e) varidvel de

deslizamento o; (c) (®) acao de controle ug, (®) acao de controle us.

Note que a variavel de deslizamento converge para zero apds um intervalo de
tempo finito T" =~ 0,8s. Durante o deslizamento, a agao de controle chaveia em
alta-frequéncia para manter o estado do sistema igual a zero. Esse chaveamento
em alta-frequéncia ocorre devido ao fato de a lei de controle apresentar uma

descontinuidade em o = 0.

2.5 Atenuacao do Chattering no SMC

Anteriormente, foi apresentado como o SMC é capaz de reagir instantaneamente,
com um controle suficientemente intenso, para tentar manter o sistema sujeito a
restrigdo o(z) = 0, que define a superficie de deslizamento. Assim, utilizacao de
algoritmos de controle por modos deslizantes convencional permite a reducao da
ordem do sistema na superficie de deslizamento, convergéncia em tempo finito, e gera
uma robustez para pertubacoes casadas. Porém devido a impossibilidade pratica do
chaveamento em frequéncia finita, esse controle se torna sensivel ao chattering e
ruidos. Para contornar esse problema, foram propostas diversas abordagens com
base na ideia de suavizar a descontinuidade presente na fungao sinal, sgn (-), de

modo a obter aproximagoes arbitrariamente similares, porém continuas [2],[15].
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Os algoritmos SMC buscam fazer um chaveamento o mais préximo de relés ide-
ais, porém, em casos praticos, sao considerados a utilizacao de uma zona linear,
simulando um chaveamento em torno de uma regiao da superficie de deslizamento
[31]. Para o caso escalar, a zona linear pode ser implementada trocando a fungao

sgn (s) por uma saturacao ideal, apresentado na Figura e descrito pelo controle:

+M ,ses>1L
u(s) = —Ksat(s), onde sat(s)=4q %=  sels|<L (2.34)
—M ,ses<L
—+M
| |
-L +L
M+

Figura 2.6: Controle por saturagao ideal.

O controle por saturacao é uma tentativa de solucionar o problema do chattering,
sendo uma combinacao do controle por relé ideal e um controle linear de alto ganho
situado entre o dois limitantes.

Para o caso multivariavel, pode ser empregada uma estratégia analoga, ao fazer
uma substituicdo da funcdo descontinua sgn (-) pela funcao ”‘;—”, e em seguida fa-
zer uma aproximagao para uma outra func¢ao continua/suave, como por exemplo a
funcao sigmoide [1]. Assim, define-se:

o o

= ~
1 (7) = o7~ ol e

onde € € R é uma constante pequena e positiva. Além disso,

o o

lim =
=0 [lofl +¢ o]

(2.35)

quando o # 0.
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Considerando as adaptagoes para o caso escalar quanto para o caso multivariavel,
as trajetorias dos estados sao levadas para a regiao delimitada no entorno da su-
perficie de deslizamento, sendo forcadas a permanecer nela, porém nao sao forcadas
para a superficie s = 0 [3]. Como resultado o modos deslizante ndo existe dentro da
regiao delimitada.

Assim, o controle por saturacao ideal acaba sendo propenso a perder desempenho
na presenca de dinamicas nao modeladas. Para lidar com esse tipo pertubacao
esse controle tem que ser cuidadosamente modelado e considerado no projeto de
realimentacao para evitar instabilidade dentro da regiao limitada. Quando a regiao
inicial nao ¢ capaz de garantir isso, deve-se usar uma regiao mais abrangente, o que
prejudica a propriedade de rejeicao de pertubagao proveniente do SMC [32]. Assim,
pode-se dizer que o uso do controle por saturacao é capaz de atenuar o chattering
para altas frequéncias, porém perdendo a propriedade da invariancia.

Outras estratégias de aproximagcoes continuas foram desenvolvidas, embora estas

também tenham acurécia e robustez parcialmente degradadas [2, Segao 1.4].

2.6 Controle por modo deslizante de ordem supe-
rior - HOSM

O controle por modos deslizantes foi generalizado com a introducao do conceito de
modos deslizantes de ordem superior [9]. Essa generalizagao foi motivada pela ten-
tativa de eliminar o efeito de chattering no modos deslizante. O HOSM se difere de
outras estratégias propostas anteriormente na literatura por ser capaz de preservar
principais vantagens do SMC convencional, porém com acuracia ainda maior e a
possibilidade de uma lei de controle continua, o que possibilita a atenuagao do chat-
tering [10]. Além disso, se 0o HOSM for adequadamente projetado, sua convergéncia
é assintdtica e é capaz de remover totalmente o efeito chattering[33).

Nessa abordagem, o controlador atua também em funcao das derivadas temporais
de ordem superior do desvio em relacao a restricao da variavel de deslizamento, em
vez de influenciar apenas a primeira derivada como ocorre no controle por modos
deslizantes convencional. Assim, é removida também a restricao de que a saida de
controle u deve ser um termo da primeira derivada total de o.

A seguir é apresentada a definigao formal do HOSM:

Definigao 2.1. [30, (3] Considere a equagao diferencial descontinua

&= f(z),

entendida no sentido de Filippov , com fung¢ao de restri¢iao o(x) suave. Suponha que

as sequintes condigoes sejam satisfeitas:
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r—1)

(i) As derivadas temporais o, &, ..., ot sao funcoes continuas do estado x.

(ii) O conjunto
S,={reR"|o=¢=...=0"1 =0} (2.36)

¢ um congunto integral nao vazio ( i.e., consiste em trajetorias de Filippov).

(111) O congunto de campos vetoriais admissiveis de Filippov nos pontos pertencentes
a (2.36) contém mais de um vetor.

Entao, o movimento no conjunto (2.36) € dito existir em um modo deslizante de
ordem 1, e o conjunto (2.36) € denominado conjunto deslizante de ordem r. O caso
nao-autonomo € reduzido ao caso considerado acima introduzindo o estado ficticio

t, com dindmica dada port = 1.

Observando a definicao do HOSM, a ordem do deslizamento é dada pelo niimero
total de derivadas continuas de o com respeito ao tempo, incluindo a derivada de

ordem zero o(®

= 0, na vizinhanga do modo deslizante. O objetivo do HOSM pode
ser resumido em manter, além do desvio de ¢ = 0, as derivadas temporais de o até
uma determinada ordem, r. Desta forma, o modo deslizante de ordem r é definido

pelas igualdades

c=6=6=---=0""1 =0,

com dimensao r no espacgo de estado.

Note que, para um deslizamento de ordem r, as derivadas de ¢ de ordem zero
até o~ sdo funcoes continuas das varigveis de estado do sistema, enquanto que a
derivada ¢" nao é uma funcao continua. Logo, a ordem do deslizamento caracteriza
o grau de suavidade dinamica na vizinhanca do modo deslizante.

O controle por modos deslizante convencional, » = 1, é capaz de gerar solucoes
robustas e de alta acuracia para sistemas com incertezas. Entretanto, é exigido que
a restricao de o a ser satisfeita seja de grau relativo 1, o que implica que o termo
de controle deve estar explicitamente presente na expressao da primeira derivada
temporal da restricao de o. Além disso, o chaveamento em alta frequéncia torna a
aplicagao pratica muitas vezes inaceitavel devido aos efeitos de chattering.

Suponha que a restricao o = 0 deva ser obedecida e que o termo de controle esta
explicitamente presente na expressao de . O modo deslizante convencional pode
ser aplicado para resolver esse problema, porém o efeito de chattering provavelmente
resultaria em uma solugao nao aceitavel. Uma forma de contornar essa dificuldade é
considerar as derivadas do sinal de controle como uma nova variavel a ser controlada

no esquema de controle, mas sem ter efeito diretamente na planta.
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Figura 2.7: Modo Deslizante de Segunda Ordem. Figura extraida de [30].

Assim, utilizando um controle de modo deslizante de segunda ordem, r = 2, a
restricao o = 0 pode ser obedecida de forma exata, em tempo finito, utilizando um
controle continuo.

Outro ponto do modo deslizante convencional é que ele requer que a convergencia
para a superficie de deslizamento ocorra em tempo finito. No caso dos modo desli-
zante de ordem superior, todavia, a convergencia também pode ser assintotica.

A Figura[2.7 exemplifica um caso em que r = 2, onde é apresentado o movimento
do modo deslizante no conjunto . O conjunto de campos vetoriais, mencionado
no terceiro item de 2.1} é ilustrado pelos dois vetores de direcao em um ponto M da
superficie de deslocamento pelo conjunto .

A principal dificuldade na implementacao do HOSM, quando comparado com
o modos deslizante convencional é a necessidade da informagao das derivadas

m=1) para que o controle garanta o modos deslizante de ordem r. Ini-

0,6,...,0
cialmente esse problema foi resolvido de forma tedrica com a introducao dos dife-
renciadores exatos e robustos (Robust Ezact Differentiators - REDs), apresentados
em [33, [35, [36].

Para o caso de segunda ordem, r = 2, foram desenvolvidos diferentes controla-
dores, sendo alguns deles reunidos em [37, Bartolini et al.] e [0, Levant]. Dentre
eles, o algoritmo Super-Twisting (Super-Twisting Algorithm — STA) [9] tem tido
grande desenvolvimento na teoria de controle por modos deslizante. O STA atenua
o chattering em sistemas com grau relativo unitario, e se destaca dos demais por
ser o unico controlador baseado em modos deslizantes de ordem superior que nao
necessita de nenhuma informacao sobre a derivada da variavel de deslizamento para
ser implementado [11].

Na proxima secao sera detalhado o STA em sua forma bésica, os principais

desdobramentos e avancos na teoria desse controle.
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2.7 Super-Twisting

Desenvolvido com o objetivo de remover o problema do chattering em sistemas
com grau relativo unitario, o Super-twisting é um controle de modos deslizantes
de segunda ordem [9]. Sua principal caracteristica é nao necessitar de nenhuma in-
formacao sobre a derivada temporal da variavel de deslizamento para implementacao
da lei de controle. Esta particularidade fez com que o Super-Twisting atraisse con-
sideravel atencao no cenario de sistemas a estrutura variavel, tendo sido utilizado
com sucesso em importantes aplicagoes, como o problema da diferenciacao robusta e
exata em tempo real [16] e o controle de diversos sistemas de interesse pratico[38-40].

O objetivo deste esquema de controle é obter uma lei de controle dinamica em
que a agao descontinua do controle esteja presente apenas na derivada temporal do
sinal de controle. Assim, utilizando um sinal de controle continuo, o modo deslizante
de segunda ordem é capaz de obter uma convergéncia em tempo finito. Além disso,
o STA também possui robustez para pertubacoes limitadas.

Seu movimento caracteristico em forma de espiral ao redor da origem do plano
de fase (0,6) pode ser visto na Figura [2.§|

081
0.6

0.4

_08 L 1
-0.5 0 0.5 1

(&)

Figura 2.8: Exemplo de trajetéria no espaco de estados de um controlador Super-
Twisting.

Inicialmente o desenvolvimento das provas de convergéncia em tempo finito e
estabilidade do STA foi baseado em métodos geométricos [9], majorar as trajetérias
do sistema por curvas limites [I§] e teoria de sistemas homogéneos [17]. Porém,
tais analises apenas proporcionavam uma convergéncia valida em uma determinada
vizinhanga em torno do ponto de equilibrio.

Recentemente, foi introduzido por MORENO e OSORIO [19, 20] uma nova abor-

dagem de analise utilizando da teoria de estabilidade de Lyapunov. Essa nova abor-
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dagem auxiliou na ampliacao da aplicabilidade do STA ao garantir convergéncia
global para o sistema. Nesses trabalhos, foram formuladas fungoes de Lyapunov
que dependiam dos termos de controle. Assim, ao derivar essas fungoes candidatas
de Lyapunov para provar estabilidade, foi possivel obter relacoes de restrigoes que
garantiam estabilidade e envolviam os termos de controle.

A abordagem por Lyapunov representou um novo impulso nos estudos do Super-
Twisting, possibilitando desenvolvimentos de modificagdes no algoritmo de controle
e nas funcoes de Lyapunov associadas. Tais modificagoes, como a introducgao dos
novos termos no controle, permitiram considerar classes mais gerais de perturbacoes
e incertezas [41H43]. No entanto, os trabalhos ficaram restritos a sistemas mono-
variaveis.

Considerando uma abordagem desacoplada, os algoritmos desenvolvidos para
o caso monovariavel podem ser aplicados para o caso multivariavel, ao decompor
o sistema em malhas escalares apropriadas. No entanto, essa abordagem pode se
mostrar falha caso o sistema caso seja muito acoplado, i.e., tenha uma forte interagao
entre as variaveis de estado.

Para resolver esse problema, NAGESH e EDWARDS| [21] propuseram uma ex-
tensao multivaridavel para o STA baseada em controle vetorial unitario. Essa ex-
tensao também utilizou a abordagem por Lyapunov e, embora tenha sido aplicado
para uma classe de incertezas/perturbagoes, necessitava do conhecimento completo
da matriz de entrada do sistema para a implementacao da lei de controle.

Essa restrigao foi entao contornada por VIDAL et al.| [22] ao proporem um novo
projeto para o STA multivaridvel. Nessa abordagem as matrizes de entrada K, eram,
por hipotese, consideradas simétricas e positivas definidas incertas. Considerando
esta conjuntura, mostrou-se que apenas o conhecimento de limitantes inferior e
superior dos autovalores da matriz de entrada K, ¢ necessirio para implementar

a lei de controle.

2.7.1 Controle Super-Twisting - STC

Nesta subsecao serd apresentado a estrutura de controle STC em sua forma mais
bésica utilizada por |LEVANT]| [I8], bem como o principal teorema da andlise de
convergencia.

Considere que dinamica de um sistema seja do tipo:
T =a(t,z) + b(t, r)u, (2.37)
com estado x € R", controle u € R, e assuma que a(t,z) : RT x R* — R,

b(t,z) : RT x R™ — R"™ sejam fungdes suaves.
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Suponha que para algumas constantes positivas C, K, K,,, Up, q as seguintes

desigualdades sejam sempre verificadas:

|+ Unlb| <C,  0< K, <b(t,x) < Ky,  la/bl <qUy, 0<g<l.
(2.38)

Assim, a lei de controle STC é descrita como:

—u, |U| > UM,

, (2.39)
—kssgn(x), |u|l <Upy.

u=—k|z|"?sgn(z) + 2z, %= {
onde os ganhos de controle &y, k3 sdo escalares positivos. O controle (2.39) ndao neces-
sita de nenhuma informacao sobre a derivada temporal & para sua implementagao.
Além disso o algoritmo Super-Twisting fornece um sinal de controle continuo, e
portanto menos propenso ao chattering[9], [18]. O comportamento do sistema em

malha-fechada é enunciado pelo Lema a seguir.

Lema 2.1. [18] Quando K,,k3 > C e ki sao suficientemente grandes o controle
assequra o aparecimento de um modo deslizante de sequnda ordem, v = = = 0,
que atrai as trajetorias em tempo finito. O controle u entra em tempo finito no
segmento [—Uyr, Ups| permanecendo nele, e nunca sai do segmento se o valor inicial

esta contido no segmento desde o inicio.

Uma condicao suficiente para validar o Lema é:

ky > (2.40)

A trajetéria real consiste de um numero infinito de segmentos, onde em cada
um desses segmentos & varia monotonamente. Considerando a varidvel auxiliar
& =a(t,x)+b(t,x)z, a variacao total de £ é igual a >_ |4;|, e pode ser majorada por

uma série geométrica e portanto converge com um tempo total de :

Demonstragao. Ver a prova apresentada em [I§] O

Note que as desigualdades e restringem bastante os valores k; e ks
a serem escolhidos no controlador. Em sistemas reais, algumas varidaveis podem ser
incertas, o modelo nao ser preciso e os parametros K, K,,, C, a serem estimados,
sao muito maiores do que o valor real. Na pratica, quanto maior os parametros
do controlador, mais sensivel o controlador sera a imperfeicoes no chaveamento e
a ruidos de medicao. Assim, em algumas implementacoes pode ser necessario um

ajuste dos parametros do controlador durante a simulagao.
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A andlise das trajetérias do controlador Super-Twisting, mostrando uma pro-
priedade de contracao e convergéncia em tempo finito, sao detalhados no apéndice
ATl

Além disso, quando b(t, z) é constante no sistema , a seguinte modificacao
da lei de controle (2.39) pode ser feita, ao considerar Uy, — oo:

u=—ki|z|"?sgn (x) + 2, 2= —kysgn(x). (2.41)

Sendo b(t,z) constante, tem-se que b(t,z) = 0. O que em (2.38), resulta nas
condigoes:
la(t,z)| < C, 0 < K,,, <b(t,x) < K. (2.42)

para determinadas constantes positivas C, K,,, Kj;. Assim, se ki e k3 forem escolhi-
dos adequadamente, entao a lei de controle ([2.41]) também garante a convergéncia do
sistema em malha-fechada para um modo deslizante de segunda ordem ¢ = o = 0.

Esse resultado é enunciado no seguinte Teorema:

Teorema 2.1. [16] Seja o sistema em malha-fechada definido por e
com b(t,x) constante. Assuma que as desigualdades sejam satisfeitas . Se

K,ks > C e ki for suficientemente grande, entao o controlador garante o
aparecimento de um modo deslizante de sequnda ordem o = ¢ = 0 atraindo as

trajetorias do sistema em tempo finito.

Demonstragao. ver [16]. O

2.7.2 Controle Super-Twisting por Lyapunov

Nesta subsecao sera apresentado o algoritmo Super- Twisting considerado por MO-
RENO e OSORIO[19]. Nessa abordagem, algoritmo STA garante a estabilidade
global do sistema utilizando a teoria de Lyapunov como método de anélise.

O algoritmo de controle tem sua forma de inclusao diferencial dada por:

33:1 = —k’l‘$1|1/2 sgn (.171) + 2o + dl(.l?,t)

, (2.43)
To = —k3 sgn (1) + do(z, 1)

onde x; é um escalar representando a variavel de estado, k; sao os ganhos a serem
projetados e d; sao termos da perturbacao. Note que o sistema de interesse para
analise é o sistema , e que este pode ser compreendido como o sistema inicial
[2:37), com a lei de controle STA (2.39), quando a(t,z) = 0, b(t,z) = 1 e |u|] <
Uy, VE .

A ideia principal é utilizar uma funcao de Lyapunov para garantir a convergéncia

para zero em tempo finito de todas as trajetérias. Para alcancar isso, a fungao de
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Lyapunov é escrita em funcao dos ganhos de controle a serem projetados, o que gera
um grau de liberdade na manipulagao da fun¢ao. Quando os ganhos sao ajustados
adequadamente, pode-se obter uma fun¢ao de Lyapunov forte, isto é, que possui uma
derivada temporal negativa definida, para provar as propriedades de estabilidade do
sistema. Além disso, utilizando esse resultado, é possivel mostrar que para certas
classes de perturbagoes a funcao de Lyapunov continua tendo uma derivada negativa.

A funcao de Lyapunov dada por:
1 1
V(z) = 2ks|xy| + §x§ + §(k:1|x1|1/2 sgn (1) — x2)* (2.44)

é continua em todo lugar mas nao diferenciavel em x; = 0. O teorema a seguir

mostra que a funcao de Lyapunov (2.44) é uma funcao de Lyapunov forte para o

sistema ([2.43)) sem perturbagao.

Teorema 2.2. [19] Suponha que ki,ks > 0. Entdo todas as trajetdrias do sistema
sem perturbacao, dy = dy = 0, convergem em tempo finito para origem x = 0,
em um tempo t(xo) menor que T = 2VY/%(x0) /v , onde zy € o estado inicial e y ¢
uma constante que depende dos ganhos ky e ks. Além disso, V(z), definida emm

¢ uma funcao de Lyapunov forte e garante essas propriedades.

Demonstragao. A prova apresentada em [I9] é também apresentada no Apéndice

A21 O

Para os casos com perturbagdes no sistema (2.43)), os ganhos devem ser esco-
lhidos suficientemente grandes para garantir a robustez, e assegurar que o sistema
continue globalmente assintoticamente estavel e com convergéncia em tempo finito.
O seguinte teorema, apresenta as condigcoes dos ganhos de controle para que isso

ocorra.

Teorema 2.3. [19] Suponha que os termos de perturbag¢io do sistema $a0

limitados globalmente por
|di| < 6]y |2, |da| < 6, (2.45)

para algumas constantes 01,09 > 0. Entao a origem x = 0 € um ponto de equilibrio

e globalmente assintoticamente estdvel se os ganhos satisfazem:

ki > 20,
— 501k + 605 + 4(0; + 02 /K1 )? (2.46)
2(ky — 24)
Além disso, todas as trajetorias convergem em tempo finito para origem, limitado

= 2V1/2($0)

por T = , onde xg € o estado inicial e ¥ € uma constante que depende dos

ganhos kq, ks e dos coeficientes dos limitantes da perturbacao o1, ds.
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Demonstracao. A prova é apresentada no apéndice O]

Este teorema assegura a convergéncia em tempo finito e robustez, mesmo di-
ante fortes termos de pertubacao. Em [19] é ainda proposto uma variacao desse
algoritmo de controle que utiliza termos de correcao lineares e nao lineares visando
adquirir as propriedades dos dois tipos de controle. A utilizacao de uma funcao de
Lyapunov forte permitiu o aprofundamento dos estudos de convergéncia e robustez
desse algoritmo, e a combinacao do modos deslizantes de segunda ordem com ou-
tros algoritmos [19, 41H43]. No entanto, os trabalhos ficaram restritos a sistemas

monovariaveis.

2.7.3 Controle Super-Twisting multivariavel

Considerando uma abordagem desacoplada, os algoritmos desenvolvidos para o caso
monovariavel podem ser aplicados para o caso multivaridvel. Para isso, é necessario
decompor o sistema multivariavel em malhas escalares apropriadas, i.e., transformar
um problema de controle multivaridvel com m entradas em um problema desaco-
plado envolvendo m estruturas escalares. No entanto, essa abordagem pode nao ser
bem sucedida se o sistema for muito acoplado, como consequéncia de uma interagao,
suficientemente forte, entre as variaveis de estado do sistema.

Consequentemente, o desenvolvimento de uma estrutura multivaridavel para o
algoritmo Super-Twisting foi uma importante contribuicao em [21]. Essa estrutura
¢ baseada em um conceito similar ao controle vetorial unitario, apresentada na segao
, e permite ao algoritmo compensar incertezas/perturbagoes nao-desacopladas
com respeito as variaveis de estado.

Assim como em [I9, 20], a andlise de estabilidade e convergéncia do sistema
foi baseada em Lyapunov. Entretanto, as func¢oes de Lyapunov associadas foram
estendidas para o caso multivariavel.

Para apresentar o STA multivaridvel proposto por [21], considere o seguinte

sistema a estrutura variavel:

&= f(t,x) +g(t, 2)u, (2.47)

o=o(t,z),

onde u € R™ é a acao de controle, com estado x € R", e variavel de deslizamento
o € R™. Assuma que as fungoes f(t,z) : RT x R — R", g(¢,x) : Rt x R" — R™*™,
e o(t,x) : RT x R" — R™ sejam suaves. Além disso, suponha que o sistema
possua grau relativo uniforme e unitario, de modo que a dinamica da variavel de

deslizamento possa ser representada por
o =a(t,x) +b(t,x)u+75(t,0),
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com a(t,z) = &

um incerteza que pode eventualmente ser limitada. A lei de controle é projetada

+ g—(; (t,z), b(t,x) = %g(t, x) € R™™ nao-singular, e 7 representa

segundo
u=[b(t,z)] "' (v —al(t, x)),

onde v € R™ é uma variavel de controle a ser definida posteriormente. Observe
que, para implementagao da lei de controle é necessario o conhecimento de b(t, x).
Considerando esse controle, a dinamica da variavel de deslizamento pode ser reescrita
como

o=v+7(t,0) (2.48)

O objetivo é projetar a variavel de controle v, tal que as trajetdrias do sistema
sejam atraidas em tempo finito para para um modo deslizante de segunda ordem
c=0=0

Ao considerar uma abordagem desacoplada, a varidvel de controle v pode ser
definida em termos de suas componentes v; € R. Nesse caso, o algoritmo Super-

Twisting convencional, tem a seguinte forma:

v; = —k1i’01‘|% sgn (0;) + &, fz = —kysgn(o;), 1=1,2,....m

onde o; € R sao as componentes do vetor da variavel de deslizamento o € R™.
Considerando a equacdo da dinamica de deslizamento definida em ([2.48)), tem-se

o, =v+7, t=12,...,m,

onde 7,(t, x) € R sao as componentes da funcao vetorial F(¢,z) : Rt x R" — R™.
Segundo as desigualdades para a implementagao do Super-Twisting (2.42), para

esta estratégia desacoplada, as seguintes desigualdades devem ser satisfeitas:
7:(t, o) < Ci, 1=1,2....m

para determinadas constantes positivas C;. Portanto, segundo o Teorema [2.1], se
os ganhos ky; e ko; forem adequadamente escolhidos, entao o modos deslizante de
segunda ordem o; = ¢; = 0, para cada uma das componentes o; do vetor variavel de
deslizamento o, é alcangado em tempo finito. Isso implica que o modos deslizante
de segunda ordem o = ¢ = 0 é garantido, e as trajetorias do sistema sao atraidas
em tempo finito.

Em vez de considerar essa estratégia desacoplada para o Super-Twisting, em

[21] foi considerado uma estrutura inerentemente multivariavel e nao-desacoplada

baseada no STA (2.39).
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Para essa abordagem a lei de controle é definida como:

v=—k 0 — koo + &, é:_ksi_

1
o2 o]

Note que, comparando a lei de controle ([2.39) com ([2.49)), foram introduzidos ter-

mos lineares nao-homogéneos, e , utilizando o conceito de controle vetorial unitario

ko (2.49)

apresentado na secao , foi possivel generalizar a fungdo sgn (o) para el [21].
Diante disso, fazendo m = 1 e k2 = k4 = 0 retorna para o algoritmo Super-Twisting

convencional. Além disso, assuma que seja possivel escrever 7(t, o) na forma
Y(t, ) =t o) +712(t) (2.50)
onde v (t,0) e ¥2(t) sdo funcoes suaves satisfazendo as desigualdades
I o)l <alloll, @)l < 0, (2.51)

para determinadas constantes positivas d;,02 > 0. Note que as condigoes ([2.51)
abrangem o caso com incertezas/perturbagoes nao-desacopladas com respeito as

variaveis de estado do sistema, representando assim um caso mais geral. Conside-
rando (2.48)), (2.49) e (2.50), a dinamica de malha fechada é dada por

o= —/{1 || 0“1 — kQU + z +"}/1(t,0'), z = —kfgﬁ — k40’ + ¢, (252)
oll2

onde z = &+ 7(t), e ¢ = Ly(t). O seguinte teorema apresenta as principais

propriedades de estabilidade e convergéncia do sistema em malha-fechada.

Teorema 2.4. [21] Considere o sistema em malha-fechada (2.53). Suponha que as
desigualdades sejam satisfeitas para determinadas constantes positivas conhe-
cidas 61,09 > 0. Entao, existem intervalos de valores para os ganhos ki, ks, ks, eky
tais que as trajetorias do sistema sejam globalmente atraidas em tempo finito para

um modo deslizante de sequnda ordem o = o = 0.
Demonstragao. ver [21] O

Para o teorema [2.4] foi considerada em [2I] a fun¢ao de Lyapunov:

1
V(o,z) = 2ks||o|| + ksolo + §ZTZ +¢*¢ (2.53)

onde ¢ := ky—%1 + kyo — z. Definindo o subespago S = {(0,2) € R*™ : ¢ = 0}, ¢

loll2
possivel ver que V' (o, z) em é continua e diferenciavel exceto para o subespago

S.
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Em [21] é apresentado ainda o desenvolvimento de V, onde o resultado final ¢

apresentado aqui para deixar a dissertacao mais auto-contida :

. 2 3 T
V= (hk3+ ) Il + Shiks o

o2 o2

2
— (o + K)o (k1k4 " gklkg) H”"—”

0-“1/2
T T
+k2” || +2k2oTz+3k1k2HU“f/2
ki (6cT2) (2T o 2Ty
a4 M)y 2
2 o] ol

]{32 T
<2k3+- )(i W + (2ks + k3)o Ty

2 kiol~yzlo

ok + 202 1Ty Bronz 0

= Uhahks + 2hiha) (o = k72 ¥ SR
2Ty ¢'o
SRR Y S S
otz ~ 2% ¢~ R 0= I

(2.54)

T .
Alem disso, definido o vetor y = [||a||% llell |Izll| , o majorante de V' na forma

matricial apresentado em [21] é dado por:

1
X Qx — x Wy,

V<-— (2.55)
o]l
onde o conjunto de matrizes simétricas (§2, ¥) tem a forma:
Qll 0 Ql3 \1111 O \1113
Q - O 922 923 ; \I} - O \1122 \Ijgg ; (256)
Mz Qoz Q33 Ui Wo3 Wi
e sao compostos dos elementos
L g 2 L.,
Oy = 5161 + kiks — k102, Uiy = koks + 2kiky — Kooy — | 2ks + §k’1 o1,
1 3
3 = _ik% — 02, Vi3 = —Z—l/ﬁ(sl,
5 3
QQQ = k1k4 —|— 51{31]{7% - 5]{31]{3251, \1122 - ]{32]{?4 + k’g - (k’g —+ 2]{?4)51
3 1
Qoz = —Skik, W3 = —kj — —kady,
2 2
1
Q33 = §k1> W33 = ko,

Note que o vetor y possui entradas correlacionadas, o que eventualmente pode

gerar um conservadorismo.
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Considerando que as desigualdades (2.51]) sejam satisfeitas para determinadas
constantes positivas d1,d2, um intervalo de valores para os ganhos do algoritmo

Super-Twisting multivariavel (2.49) que satisfaz o Teorema é definido por [21].

k1 > v/ 252, ko > 2517 ks > maX{k;?, ]{%Il}y ky > max{k:ff, ]{7:11]}7 (257)

onde
202 9 (ky67)? 11260 — 2k%ky + kob
k§:352+i22, kY — -5 (k101) 5R101 1R2 + K202
2 o (Ko — 261) (ks — 26)
B 5 3 v ay 2k20; + Lhyo?
K= = 4 2k2 + koo ky = 4
4 ﬂg + 2 + 2 2h 4 Oég(k?g — 2(51> + ]{32 — 251
com
9(k167)2 1.\’ 3 2
o = —<1ék§) (kz + 551) b = (ik%k@ + 352k2> )
1 9(k107)?
Qg = kg(kg -+ Qk% - (52) - (2k3 + 5]6%) 51 - (161—k';)’ 62 = kgk% - 2(53 - 352]4)%

Assim, ajustando os ganhos do algoritmo de acordo com ([2.57)), garante-se o
aparecimento de um modo deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0 atraindo, em
tempo finito, as trajetdrias do sistema em malha-fechada (2.52)).

2.8 Controle Super-Twisting para matriz de en-

trada simétrica

O esquema de controle STA multivaridvel [21] apresentado na segao , necessita
do conhecimento total da matriz de entrada para implementacao. Para contor-
nar essa restri¢gdo, um novo projeto para o STA multivaridvel foi proposto em [22]
considerando matrizes de entrada simétricas e positivas definidas incertas. Nessa
abordagem, é suposto o conhecimento dos limitante superiores, denotado por Ay e
inferiores, denotado por A,,, dos autovalores da matriz de entrada.

O esquema STA de [22] considerou uma andlise de convergéncia e estabilidade

baseada em uma fungao de Lyapunov similar a de [21]], apresentada nessa dissertagao

em [2.53
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A fungao de Lyapunov de [22] é descrita como:

2

k k2
V(O’, Z) = (ng + 31)\]\4) HU” + (k’4 + ?2)\]\/[) (TTO + ZTKpZ

2.58)
T TK (
+ kiko—2 — ko Ky — k27

o]l o]l

Considerando a variavel ( = "“W + koo — z, é facil verificar que 1) é positiva
definida e radialmente ilimitada, pois:

1 1
V > 2ks||o|| + ksoTo + §ZTKPZ + §§TKI,C

A derivada da func¢ao de Lyapunov (2.58)), de [22], pode ser escrita como:

: k 2 k k2
| <k3 + ElAM) T Ko — ﬁ (kg + 71)\M) T Ko
g

3
ol

o) oo (o, ),

+ Ay ks + — Ao
2 o]l ol 2

B k’lk‘%)\MaTKpa B k1k40TKp0
o2 o]l2
— kokyot Ko + k3o (K,)z + (2ky + k3 s )o? Ky + 227 K,b(t)
3 ocT'K, o 3 ol’K o 3 olTK, =~
— Sk Ay ——— — Skik3 A ——— + Skika Ay 5
2" lofl 277 o)z 2 EE
3 ol K,y TK20 (2.59)

+§ 11{32/\]\/1 1 +k?1]{32 pl +k§ZTK§O'—k’QZTK§Z
o]}z ol

— ko' Kyo

— ka2" K2y — koo T Ko () +

kiko 2" Klo ki2"Klz k2" K2y kioT K¢
1 - T T I

lorf|2 lorf|2 lor]|2 lorf|2

k2 (2TK,o0)(cTK,o)  kiks (27 K,0) (0T K,0)

2 lolf? 2 lo||2

ki (2T K,o)[oT K,z N ki (2T K,0)[eT K]

b3 5 B 5

2 lor]|2 2 o]l
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A forma matricial para o majorante da funcao de Lyapunov (2.59)), pode ser

escrita seguindo um formato semelhante ao formato utilizando as matrizes €2 e U,

apresentado em ([2.55)) e (2.56). Porém com ganhos:

Wiy =, (Kaks + 2k2ka M)

3
Q1= A (kaks + 5 0ar ) = kadards,

2k:+—/\ by — iy dyd
s - (2 s =k
3
i

Qoo = Ay (kika+ 3k k3N ) — gklmml, Wig = — ki Ay, 01,
Quy = —2k1ka N2}, War =M (kakia + k3 Aur)
0y = 11 upey — (k3Aar + 2ks) Api6y
2 Wy = — k22, — 522,61, Wy = k2,

Com isso uma nova versao do Teorema 2.4 pode ser atribuida a [22], ao considerar

as seguintes desigualdades para os ganhos kq, ks, k3, ky :

126 A A A
kl > Il'l&X{ )\—Tj,O}, ]{32 > max{251 /\Z 0. 7551% ﬁ}

)\4 A3 A3, 02 ko Apr0a

/\4 3k§)\§1\451 + %/@)\?‘Mﬁ + kI (2N, — A3)
ks > max { 165221 N N2 by — 2Anr01)

Assim, se os valores para os ganhos ki, ko, k3 e k4 forem escolhidos de acordo com
(2.60), o Teorema garante que as trajetérias do sistema sejam globalmente

atraidas em tempo finito para um modo deslizante de segunda ordem em o = ¢ = 0.
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Capitulo 3

Super-Twisting Multivariavel em
Sistemas com Matriz de Entrada

sem Simetria e Incerta

Como mostrado no Capitulo 2, o desenvolvimento da estrutura multivaridvel para
o STA teve grande importancia para a teoria do Super-Twisting. O algoritmo
MIMO STA apresentado em [2I], baseado em um conceito similar ao controle
vetorial unitdrio, permitiu ao algoritmo compensar incertezas/perturbagoes nao-
desacopladas com respeito as variaveis de estado. Além disso sua analise de esta-
bilidade e convergéncia foi baseada em fungoes de Lyapunov introduzidas para o
Super-Twisting em [19],[20].

No entanto, essa estratégia de controle necessita do conhecimento completo da
matriz de entrada do sistema para que lei de controle possa ser implementada e con-
siga compensar uma classe de incertezas/perturbagoes que podem ser dependentes
do estado. Tentando contornar essa restricao, foi proposto um projeto para o STA
multivariavel [22] considerando matrizes de entrada simétricas e positivas definidas
incertas, onde mostrou-se que somente o conhecimento de limitantes inferior e su-
perior dos autovalores da matriz de entrada era necessario para implementar a lei
de controle.

Este capitulo tem como objetivo contornar a necessidade do conhecimento exato
da matriz de entrada do sistema para a implementacao do Super-Tuwisting multi-
varidvel [2I]. Para tanto, é considerado uma nova versao do STA relaxando-se a
hipétese da matriz de entrada ser simétrica e positiva definida assumida em [22].
Assim, o problema abordado considera sistemas com matriz de entrada incerta sem
fazer a exigéncia de simetria, o que representa uma generalizacao capaz de incluir
novas classes de sistemas.

Ao considerar a classe de sistemas incertos, a condicao de simetria pode se mos-
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trar fragil. Assim, é considerado o conhecimento de uma matriz simetrizante para
o valor nominal da matriz de entrada. Dessa forma, admite-se que a matriz de
entrada efetiva, i.e., apds a aplicacao da matriz simetrizante, seja predominante-
mente simétrica e positiva definida com uma pequena norma na parte antissimétrica.
Usando uma abordagem de Lyapunov, sera mostrado que o projeto do STA mul-
tivariavel pode ser feito utilizando apenas o conhecimento dos limitantes inferior e
superior dos autovalores da parte simétrica da matriz efetiva e do limitante superior
da norma da parte antissimétrica da matriz de entrada efetiva.

A viabilidade da estratégia proposta é investigada ao considerar um exemplo
numeérico de benchmark, em que o limite de estabilidade do sistema é testado ao
se considerar variacoes nos ganhos de controle. A partir disso, é considerada a si-
mulacao de um caso pratico de servovisao de um manipulador robético para avaliar
como o esquema proposto se comporta em um cenario real. Além disso, o desem-
penho de controle é comparado com outro esquema STA MIMO|[22], ao considerar

um caso de simulacao para estabilizacao de um satélite.

3.1 Definicao do problema

Considere o sistema MIMO incerto descrito por::
o= Kpfu+75(o,t)] + f(1), (3.1)

onde ¢ € R™ é o vetor de estados, u € R™ ¢é a entrada do sistema, 7 : R” —
R™ representa incertezas e pertubagoes, e f € R™ é uma incerteza absolutamente
continua e variante no tempo.

E considerada uma transformacao do controle para que a matriz de entrada
resultante seja o mais proxima possivel de uma matriz simétrica. Para tanto, sao

feitas as seguintes hipoteses:

(A1) Existe uma matriz S, conhecida tal que

onde K, = K, > 0, |[Kpel = 1, e p > 0 é um parametro suficientemente
pequeno. Isso significa que a parte antissimétrica de Fp, denotada por K, ¢

assumida com norma .

(A2) A matriz de entrada resultante K, continua incerta, porém sao conhecidos os
limitantes superior (Ay/) e inferior (\,,) do maior e menor autovalor da parte
simétrica K, e 1t ¢ um limitante superior de y, ou, equivalentemente, para a

norma-2 (euclidiana) do termo pk,,.
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(A3) As perturbagoes/incertezas satisfazem as seguintes desigualdades:

& o)l <allall lle@)] < 6,

onde ¢(t) = Kp_l% ed,00>0,e5 =25,

A transformacao para a entrada do controle é dada por
u = Spu.

Em [22], foi considerado, por hipdtese, que a matriz de entrada fosse positiva
definida e simétrica, i.e., K, = KpT > (0. Para abranger casos mais gerais, neste
trabalho a matriz de entrada inicial, K, serd considerada como uma matriz qual-
quer, que ¢ p6s multiplicada por uma matriz de ajuste, S,. Note que a matriz S,
nao é unica, e esta apenas deve satisfazer a hipdtese (A1l). Assim, a matriz de
entrada do sistema a ser estudada se aproxima de uma matriz simétrica, podendo
porém apresentar uma parcela antissimétrica residual. Além disso, de acordo com a
Hipétese (A3), a funcado f(¢) possui derivada uniformemente limitada e y(¢,0) = 0.
Com isso, o sistema (3.1, segundo as hipéteses (A1)-(A3), pode ser escrito como:

0 = (Kps + fpa)[u + (0, )] + f(2), (3.2)

O objetivo é determinar uma lei de controle u(t) para que o estado o(t) convirja

para zero em um tempo finito.

3.2 Controle Super-Twisting

Para alcangar esse objetivo, foi considerada a extensao multivaridavel proposta em

[21] , e dada pela lei de controle:

U:|:_k:1 01_k20-+€:|7

HUH2 (3_3)
52 [—k:%L—kM]y

o]l

Essa extensao se sobressai em relagao ao Super-Twisting convencional pela sua
maior robustez e aplicabilidade para diferentes classes de sistemas incertos, sendo
capaz de lidar com incertezas nao desacoplaveis e pertubagoes dependentes dos es-

tados.
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Assim, utilizando esse controle no sistema ((3.2)), obtemos a dinamica dos estados

descrita por:

0= (Kps + 1Kpa) { —ki—— — ko +(0,t) + f] + f(t). (3.4)

o]}

Assim, a dinamica do sistema em malha fechada pode ser escrita como:

o= (Kps + NKpa) [ —ky T — koo + Z} + (Kps + NKpa>7(Ua t),

ol

i = [— k;g“‘;—n - k’m] + B(t), >

Onde a varidvel auxiliar z = & + (Kps + 1K) 7 f(t) € a funcao ¢ = L[(K,, +
Kpa) L ()] = [(Kps + qua)_lf(t)]. Note que, sendo a matriz de entrada K,
incerta, entdo o controlador nao é capaz de canceld-la. Além disso, o sistema ((3.5)

possui equagoes diferenciais com lado direito descontinuo.

3.3 Analise de estabilidade - Lyapunov

Tendo em vista a evolugao das técnicas de controle por modos deslizante previamente

descritas, a seguir é proposta a seguinte funcao de Lyapunov, associada a dinamica

de malha fechada (3.5)).

o
Vo, z) = (ng + —AM> llo|| + ( 4+ —)\M> olo

0'

+ ZT(KpS)Z —I— kle)\M ” Hl — kQO’ (Kps)z (36)
o 2
— Ky ZT(Kpi)U.
o]

Considerando as dimensoes de u € R™, o € R™ e z € R™, a andlise a seguir se
aplica a sistemas de ordem arbitraria.

Note que, no caso em que K, = K,; + l,, = I, onde I é a matriz identidade,
implicando em A, = A\jy; = 1, a fungao candidata (3.6|) é equivalente a proposta em
[21]. Além disso, se a matriz K, for simétrica, S, = I e K,s = K, a fungao candidata
(3.6) seria equivalente a proposta em [22], apresentada em . Dessa forma,
pode-se dizer que a funcao proposta nesse trabalho é de fato uma generalizacao das
funcoes propostas anteriormente na literatura.

Pela equagéo observa-se que V' (o, z) é positiva definida e radialmente nao
limitada pois:

1 1
V > 2ks|lo|| + ksolo + 2" Kpez + §CTKPSC,

2
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onde ( = [kl HZ% koo™ —ZT]T. Além disso, a funcao é continua em todo ponto,
e diferencidvel em todo ponto exceto no subespago S = {(0, 2z) € R*"|o = 0}.

A derivada de pode ser obtida observando algumas propriedades de derivada
relacionadas a norma e vetores, apresentadas no Apéndice, subsec¢ao . Além

disso, os detalhes dos passos matematicos da derivada de (3.6]), foram explicitados

no apéndice

. kﬁ2 2
V= il (k‘g + 21 )\M) TKpsa “k || (krg + i /\M) O'TKPSO'

k30T (WK pa) 2 k3 ol (Kps + uKpq)z
+ A
o]l 2 el

UT(KpS—i—/LK ) < k}2 >_k’1k%)\MO'TK g

2ks + 21 Ay

o]l
_ k’lk’4UTKp50'
(el
—|—2k40T(,qua)z + (2ky + kS/\M)JT(KpS + 1Kpa)y + QZTKPS¢<t)
3 TK,so 3 TKyo 3 T(Kps + 1K pa
ShEka Ay T = Sk T+ Dk e + 11Hn)2
loll 2 lollz 2 o]l

T
+ ;kle)\MJ (K ps + plpa)y Tk 2 Kps(Kps + 1K pa)o (3.7)

— kAo Kpso — kokyo Kpso + k3Ano" (Kps + nKpa)2

o2 o]z
+ k32T Ko (Kps + 1K pa)o — ko2 Kpo(Kps + K pa)z
k22T K (Kps + pKpe)o

— ko2t Ko (Kps + 1K pa )y — koo T Kpsb(t) +

ol
kiko2T Kps(Kps + 11K p0)o B k2t Kps(Kps + 1K pa) 2
[lE [l
B k2t Kps(Kps + phpa )y B kioT Kps¢ B k_% (2T Kps0) (0T Kps0)
]| 2 o[l = 2 [o]l®
_ k1ks (ZTKPSU) (UTKPSU) i ﬁ (ZTKPSU)[UT(KPS + (1K) 2]
]| 2 |12
ki (27 Kpso) 0" (Kps + (1Kpa )]
2 |12

Ao analisar a equacao de V, em 1} ¢ possivel notar que sua expressao ¢é
formada por dois tipos de termos diferentes. O primeiro tipo se refere a termos que
dependem de alguma forma de K, e que ao mesmo tempo nao estao relacionados de
nenhuma forma com o termo pK,,. O segundo tipo se refere a termos que dependem
de alguma forma de pukK,,. Assim, é possivel separar os termos de a fim de

dividir V em duas equacoes distintas, uma referente ao primeiro tipo, denotado

43



por Vi, relativo a parte simétrica e contendo os termos isolados de K,s, e a outra
referente ao segundo tipo, denotada por V., contendo os termos relacionados a Kp.
Com isso, tem-se que:

V=V, +V, (3.8)

onde V, é dado por

Vo= <k3 kf)\M) JTKpga B 2( ; k%)\M) ol Kpso N ka0l Kpsz
2 o||? 2 ol 2 el
klk%)\MO'TKpSO' k1k40'TKpSO'
o]z lorf|2
3]{?%]62)\]\4 O'TKpSO' 3]{31]{%)\]\4 O'TKpSO'
2 o] 2 oz
3k1k2)\M O'TKpSZ klkzZTKgsO'
1 1
2 ollz lof]2
k2" Ko kiko2" K20 B k2" K2z B k_%(zTKpsU)(aTKpsa)
o]l [EE o2 2 (calis (3.9)
kiks (27 Kpso) (0T Kps0) N k(21 Kps0) (07 K ps2)
B 5 5
2 lof|2 2 lorf]2

— kiAol Ko — kokyo! Koo

+ k:%/\MaTKpsz —

2T 72 T 72
+ k32" Koo — ko2 Koz

k2 TK <

+ (2]{34 + k%)\M)O'TKps’Y — kQUTKps¢(t)
Sklkg)\M O'TKPS’Y klo-TKpsgb
> ot ol
k ZTK2 k TK TK
. 1 lIJS,}/ - kQZTK557 + _1 (’Z p30)<0§- p37>,
o]z 2 [o]|2

e V, é dado por

. k2 THK TuK,,
v, :(21{;3 + ?1)\]\4) (a K2y Z+U ek 7) + (2ky + k:;AM)(aTquaz + UT,quav)

o] o]
3k ko e 1Ky,
(M) (T ARpe® T IR | hy et e) 32T (B )0
2 o]z o2 Il

o (KoK )z — heoz" (Kot o)y + St Koale . aks 2l (Kpaulyo)o

lloll o2
_ fr 2 (Kot K pa) 2 _ Fr 2 (Kops K pa )y X ﬁ(ZTKpsU)

1 1 5
ol o} 2 o2

(UTﬂKpaz + UT,UKpa’Y) .
(3.10)

Note que, para o caso em que a matriz de entrada da planta, 7]0, ser totalmente
simétrica, i.e., u = 0, a expressao V =V, +V, se reduz para V = V,. Além disso, a
equacao de V;, (3.9), fica idéntica a V do caso considerado em [22], em que a matriz
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de entrada, K, é, por hipétese, simétrica e S, = I. Assim, o caso considerado neste
trabalho leva em conta os termos adicionais referentes a parcela antissimétrica, V,,
na analise de Lyapunov.

O majorante para a funcao V. pode ser obtido seguindo os mesmos passos apre-
sentados em [22]. A fim de apresentar o resultado mais abrangente e auto-contido
possivel, o apéndice a apresenta o desenvolvimento para majorar a parcela V..

A seguir serd apresentado o desenvolvimento para a parcela V.

A seguir serd apresentado o desenvolvimento do majorante de V,,, ‘} conside-
rando os limitantes superiores para as perturbagcoes, ||v(¢,0)|| < 01]|o|| e ||o(¢)|| < 02,
propostos na Hipdtese (A3). Além disso, observe que em V., o parametro J4 sempre
acompanha a matriz K,,, e que, pela Hipdtese (A2), é conhecido o limitante supe-
rior da norma de p1K,,. Assim, o majorante de V, é obtido em funcéo de 7 tal que:

| K pa|l < . Resultando em:

' k3 el 2 101 |||
Vi< (2h+ S ) [AELEL BRIEEL 4 o aann [toto0 + ol

ol ol

3 wllol|l|l 2 01 || o]|? zl||lo
N (§k1k2>\M) [MH [LE L lo]] ]+k1k2AMﬁll |||’| | + 2]

1 1 1
o]} o} o]l

vl zlloll  kka gl 2ol
o]l [k

Ml | kidwgdlllloll | kAwgll=lPllol® | kdvmslzllol®

+ koMl 2]|* + ko Andy ||z l|o] +

I I 5 5
o2 lo]]2 2||o|2 2||o|2
(3.11)
Apés obter majorantes para V, 1} eV, 1) e equacio de V, 1' pode
T
ser totalmente majorada. Definindo o vetor y = [Haﬂé el HzH] ,onde o e z sdo

sistemas de ordem arbitraria, o majorante de V' na forma matricial pode ser escrito
como:
V< —

X7 (Q = Qa)x — X7 (V= ¥,)x,

V< -

1 _ _
=X Qx — x Wy,
o]|2

onde o conjunto de matrizes (€2, ¥) contem os elementos de V., referente a |D
e 0 conjunto (€, ¥,) contem os elementos de V,, referente a (3.11)) .
Além disso, Q =Q —Q, e U =¥ — ¥, tem a forma

(3.13)
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e sao compostos por
3
D = A (ks + 5Ar) = ke,

212 — 3]{:%
ngz—kl/\M—/\M52—M k3+T>\M s

Dz = A (kkat 2k k2Ans )= 2y kA a6y (A +10),

Tkika + 3k151)
— | A,

523 - —2]{1162)\?\4 - E ( 4

— k
Q33 = 51()\51 — 3 ),

Tyy = A (ks +2k2kaAnr) — koA
2
— 2k381 (Mar + 1) — A0 (A + 70),

— 3
\1113 = _Zkl)\?\/[ab
Woy = A (koka + k3Aar) — k3 A6 (Aas + 1)

— 2k401(Apr + 1),

Wy = =k A Ans +7) — 2 A0y (Aar +70) — ki,
Uy = ko (N, — i),

Observando a desigualdade de v, , e o critério de estabilidade de Lyapunov,
pretende-se provar que para certos valores de (ki, ko, k3, kg, 1) as matrizes (2, ¥)
sempre atendem a condicio Q = Q >0eT =0 > 0, resultando em V estrita-
mente negativa.

Para assegurar que ) = Q50T =7 > 0, neste Teorema, , adota-se
o critério de Sylvester, que assegura a positividade de uma matriz Hermitiana se e
somente se seus menores lideres principais sao positivos.

Observando o formato das matrizes , i.e, seus elementos nulos, essa
condicao se reduz em obter condi¢oes para que os elementos das diagonais e o deter-
minante sejam positivos. O critério de Sylvester foi escolhido a fim de obter relagoes
mais diretas do que as encontradas em [21].

Além disso, uma possivel forma de lidar com os novos termos provenientes da
parte antissimétrica, que sao prejudiciais, seria considerar que o parametro 7 fosse
suficientemente pequeno, de modo que esses termos pudessem ser dominados pelos

termos de sinal positivo favoraveis. Porém, essa abordagem poderia acarretar em
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um valor de 1z excessivamente pequeno, o que na pratica restringiria a aplicabilidade
da técnica. Por esse motivo, a solucao adotada foi, sempre que possivel, utilizar os
proprios ganhos do algoritmo para dominar os termos da parte antissimétrica.

Dessa forma, as relagoes a serem obtidas aqui para os ganhos podem ser mais
conservadoras que as obtidas em [22]. Todavia, esse problema pode ser contornado
por meio do uso da matriz S, introduzida nesse trabalho, descrita na hipétese (A1).

Obtendo as relagoes de ganho que tornam as matrizes(Q), V) positivas
definidas

A seguir serd apresentada a andalise de como foram obtidas as relacoes que garan-
tem os elementos da diagonal e determinantes positivos das matrizes (Q, ¥). Este

desenvolvimento serd apresentado na seguinte ordem:
e Condicoes para os elementos da diagonal de > 0, .
e Condicoes para o determinante de > 0, .
e Condicdes para os elementos da diagonal de U > 0 .
e Condicoes para o determinante de ¥ > 0. .
Condigoes para os elementos da diagonal de > 0
Para Qq; > 0 deve-se ter:

3

_ k
Qi = Q1 = A (kiks + EIAM) — kiAo >0
(3.14)

k3
kikshm, + éAm)\M > kiAo

Considerando uma abordagem conservadora, onde apenas um dos termos da soma
do lado esquerdo da desigualdade (|3.14)) é suficiente para garantir que a desigualdade

seja satisfeita, é considerado que:

k1ksAm, > kiAo,
Anr0s
A

ks >

é suficiente para garantir Qq; > 0.

Para a condigao §299 > 0 deve-se ter:

ﬁ22 = Qo — 122 > 0

5 3 3
A (zﬁm + §k1k§AM) — §k:1k:2A%461 — u(glﬁkzw&) >0 (3.15)

kikaAm, + gklkgAm)\M — [gklk’g)\]\/[(sl()\]\/[ + [L):| > 0.
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Considerando novamente uma abordagem conservadora, o primeiro termo garante

que a desigualdade seja satisfeita:

3
klkll/\m > 5]{?1]{32/\]\/151()\]\/1 + ,u)

ky > .

Para a condicdo Q33 > 0 deve-se ter:
Qa3 = Qg3 — 33 > 0

k k
1)\2 (%)\M> >0

% ) (3.16)

2
m

SAM

Para facilitar a visualizagao sao repetidas as condicoes para os elementos da
diagonal de 2 > 0:

)\M52 3]{72)\]\4(51 (/\M + /J) >\2
k k T 3.17

Condicoes para o determinante de Q > 0

O determinante de € pode ser calculado por seus cofatores:

—_ — = =2 re} 0..0.
det(Q) = Qp [922933 - Q23] + 8 [ - 913922} (3.18)
det (ﬁ) = 011090033 — ﬁllﬁg?) - ﬁiﬂﬁ”

Para ter det(ﬁ) > 0, o termo 1022833 deve ser positivo, o que é garantido pelos
elementos da diagonal positivos, ao considerar (3.17)). Além disso, esse termo deve
ser capaz de majorar os termos negativos em (|3.18]). Para tanto, foi considerado

a divisao do termo positivo em duas partes, dando origem ao conjunto com as

desigualdades (3.19)) e (3.20):
det(ﬁ) = 511522533 — 511633 — §f3§22 >0

P VU S
= 5911(222933 + §QllQQ2Q33 - 911923 - 913922 > 0
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1

5511522533 - 511533 >0 (3.19)
=

o —

5911Q22933 — Q13QQQ >0 (320)

Resolvendo primeiro a desigualdade ((3.19)), podemos reescreve-la como:

=2

_ 1— —
Q4 [5922933 - ng] > 0,

PP = = =2
e observar que ela é satisfeita se %(222933 — Q5 > 0.

Assim, %522533 — ﬁig pode ser expandida para:

1— — _o  k? . 3
5220 — Qs :Zlm; - ZukfmmAM

1
+ (g) K2EIN3 Ay — (§5> pkikI A A2,
— (§)k2k A2 A2 5 — (§> E2 ka2 Aps
812mM1 8M12mM1
9 27. 13 ? 27.2 2

—ARPRENS, — k2o N3 (Ths + 361)

(3.21)

2
- ’1‘—61@3@(7/{2 +36,)2

Considerando que os sinais v(¢,0) e ¢(t) sdo dependente do tempo e podem ser

negativos em determinados momentos, os termos dependentes de d; e d, foram con-

siderados em seu pior caso, i.e., com sinal negativo. Além disso, os termos positivos

foram particionados com o intuito de garantir que esses possam majorar os todos

termos negativos em todos os casos.

Para o particionamento dos termos positivos poderiam ser considerados dois
tipos de conjuntos para determinar o peso de cada parcela do particionamento. O
conjunto [(1 — py),p1], de dois elementos, poderia ser utilizado para particionar o
termo positivo em dois pedagos, e o conjunto [(1 —p2), £, 2], de 3 elementos, para
particionar o termo positivo em trés pedagos, onde p; e py sao escaleres arbitrarios
positivos menores que 1, i.e., 0 < pi,ps < 1. Os valores p; = % e py = % foram
escolhidos para que o particionamento dos termos positivos fiquem com o mesmo
peso, i.e., ao particionar em dois pedagos o termo positivo é dividido por (1/2) para
cada parcela, e ao particionar em 3 pedagos o termo positivo é dividido por (1/3)
para cada parcela. Note que esse particionamento nao é unico, e que foi feita essa

escolha de particionamento para facilitar o desenvolvimento matematico.
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Assim, considerando os termos dependentes de delta como negativos, o particio-
namento dos termos positivos restantes, e uma reorganizagao dos termos positivos,

deixando-os perto de termos negativos semelhantes, a equagao (3.21) é reescrita

CcOIMmao:
%@2933 — 0o =+ (%) %%k Xy, — ARTE NG
+ (%) %%k N Zuk%/ﬂ4)\m)\M
+ G) Zk2k2A3 Av — gkfkﬂfnkiﬂl
- (é) gkfkgkfn/\M - %Mkf/@ék@ﬂ (3.22)
g k2ko A2 Aps0y — guk%kg 01

1\5 9
+ (§> gk:fkg)\anM — g;ﬂkfk;ﬁwal

— —k2)\2 Tky 4 361)?
16 21 (Tko + 367)
Assim, observando o particionamento feito, a desigualdade (3.19) é satisfeita se as

seguintes condi¢oes sao obedecidas:

1\ k2
(5) LA —4EE2NS, > 0,

1
(5) L\ — uk: ksAmAar > 0,

1 27.243 § 2 2 42

; k: k2N Apr — 8k1k2)\m>\M51 >0,

, ; (3.23)
(5) SR Ay — kAN — ka2 A

guk FoXS 61 — kKo S, (Th + 361) > 0,

1 2
(5) gkfkgAf’nAM — g/ﬁk%k&)\?wdl - %k%)\?MW@ +36,)2>0
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O conjunto de desigualdades (3.23)) pode ser resumido em:

9216y L ¥
k ky > 32k3°M m
2 > 5/\m7 4>3 2)\%17 M<6/\M’
Bla\3
< “ 3.24
S B[15koAmAar + 32,01 + 92,01 + S, (Thy + 301)] (3:24)
, BEIN3.

< .
P B0 [9ka01 + 0.5(Tks + 30,)2]

Observando a segunda desigualdade que garante det () > 0, (3.19), temos que:

=2

_ 1— —
Qoo {5911933 - ng} > 0,

PP = — —2
é satisfeita se %911933 — 3> 0.

Expandindo seus termos essa condicao, pode ser escrita como:

- — 1
50 — Ol =+ HikaD, — zukfk‘g,/\m}\M
1 3
- gkf‘Afn)\M — guk?AmA%
1 3

3.25
LR 22N 5, N2 (3.25)

— 22Uy (kikgAM + %kww + ksdy + ZkaM(SQ)

3 9
— 1 (k:§ + §kfk3)\M + 1—6ka§”)

Novamente é considerado o pior caso, i.e., sinais dependentes do tempo e que

foram majorados por delta sao considerados com sinal negativo.
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Reorganizando a equagao (3.25)), e considerando os termos dependentes de delta

como negativos:

1— —
“ 0 Qan —
5 h18is3

_ 1\ 1
Oy =+ (g) TRk, — KXY — 2REAY 60 — 03,03

1\ 1 3 9

— 2,&]{'%]{33)\?\/[ — 2[1;]{:3)\]\452

+ (g) Zklks)\m — ks — E/L ETksAnr (3.26)
1\1 1

+ (5) ék;*A;AM — JFiA A0
1\ 1 3 3

n (5) SR — Sk An AT, — SpkiN,
1\1 9

N (5) gl AmAu = e kN

A desigualdade ([3.20)) é satisfeita se as seguintes condigoes sdo obedecidas:

1\1
(5) LKL — N — 2K 8 — A8d > 0.

1\ 1 3 9
(g) ZkkaAj; — Zpkfk3AmAM — Zﬂkwwég

— 2uk?ks N3, — 2pksApda > 0,

3.27
1 2 3 21.2 3 21.2 ( )
TRk — 42K = SR ks A > 0,

1 1
SR — TR A > 0,

3 3
EIND A = SukiAa Xy — SukiX > 0,

0¢)

9
BN A = $iP RN > 0.

N N N N
Wl Wk W~ Wl
~ N~

| = oo
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Sendo resumidas em:

N5 S\ /KA A6, 28
> (I)E k3>(1>(4 o T8 T )

_ <1> kiksA3,
B \3) X352 ks hm + 9k Aar0s + SE2kahas + Skyoa]’
1 A\
< (5) 3t + Aa1)”
1 K2\ 1y 2)\3
2 - 17 m 2 - m
wos <3>(4k3+6k%AM)’ o< (3) M’

Assim, considerando as desigualdades (3.24]) e (3.28]), as condigbes para que

det(€2) > 0 sao:

(3.28)

3\ 20 Oy 3\ 2N, A8, A28
b > (I)E 2> o 87 (5) (4 N T8 T )
A A2 | A3
ky > 32k2°M mn - m
(RS VI S WA <3>3>\M()\m+4)\M)’
< Bha A3
P 3[15kaAmAnr + A28, + 9A2,8, + 8X2,(Ths + 301)] (3.29)

_ (1) kikgA\3,
P \8) N3k ks hm + 9k Aar0a + SEZkahas + Skyds]’

1 E2\3
M2 < (_) 17'm

3/ (4ks + 6k2\pr)’
. 1\ 208 , BEINS.
TR S |
3/ 9 31 [9k201 + 0.5(Thky + 361)2]

A unido das desigualdades (3.17)) e (3.29) resulta nas desigualdades que garantem
= =T
Q=0 >0

6(52 9>\M51
k — k
VN BT T
A0 24 3 2 52
ks >max{ me , 125954 + 24%2 + 122%‘;: } ,
3koAps01 (A I
k4 >max{ 2 MQI)S M+M),32k‘§:\\%}7
)\2 " 5k2)\3 (330)
i < min { UL o) 3 ;
61" 3[15kahmAar + X201 + ON2,0; + 8AZ, (Thy + 301)]
3 27.\3
A3 K2k 3.

INnr A+ 4X01) " BAr [3K2ks A + Ok2N 0105 + 8kZksAys + Skisdy)’

BE2A3, k2N, 273,
3Aar[0k201 + 0.5(Ths + 36102 \/ 125 + 18K20,, "\ 2700 [

23




Condigoes para os elementos da diagonal de ¥ > 0

Para que Ty, > 0 devemos ter:

ﬁ11 =V — puWs1 >0

ki

2
k2

— 2”]6351 - [},31/\]\/[51 >0 (331)

ﬁll :kgkig)\m + Qk%kfg)\m)\M — 2]{:3)\M51 — )\?\/1(51 — kQ}\M(SQ

U1y =koksAm + 2kTkoAm Ay

k2
— 2k351()\M + ,U) - 51)\]\/[51()\]\/[ + [IJ) — k‘z)\M(Sg >0

Considerando uma abordagem conservadora, onde apenas um dos termos positi-
vos da desigualdade (3.31)) é suficiente para majorar um grupo de termos negativos,

sao consideradas as seguintes desigualdades:

k’gkg)\m — 2]4]3(51()\]\/[ + M) >0

1 ki
(5) 2k ko AmAar — EIAM(SI(/\M +p) >0 (3.32)

1

resumidas em:

/ b AL ) S v 3.33
kl ~ )\m7 k2 ~ )\m 7 kQ ~ 2)\m ( )

Note que a divisao escolhida em (3.32]) nao é tinica, mas, para essa escolha, a desi-
gualdade de k1 em tem formato semelhante a desigualdade de k; em ({3.29))
porem ¢é menos restritiva. Na pratica, considerar essas duas condigoes é o mesmo
que considerar apenas a condi¢ao mais restritiva, o que reduz o numero total de
condicoes a serem a serem obedecidas.

O segundo elemento da diagonal de ¥ deve obedecer Wy, > 0, deve-se ter:

oy =Wyy — Wy > 0
Woy =[kokydm + k3 AmAar — k3A3,01 — 2kgdardy

— 2uk40y — pkiAp01] >0 (3.34)
Wy =[kokydm + k3 AmAar

— k3 01 (Aag + 1) — 2kaS1(Aar + )] > 0
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Considerando uma abordagem conservadora, onde apenas um termo positivo da

desigualdade (3.34]) é suficiente para majorar um termo negativo, temos:

resumidas em:

N S A 9 v T

K
22 T .

Note que sao condicoes semelhantes, e que apenas a mais restritiva, i.e., a pri-
meira, é considerada nas restricoes dos ganhos de controle.

Para a condicdo do terceiro elemento da diagonal W33 > 0 deve-se ter:

W33 = Wag — 10,33 > 0,

_ (3.35)
Pag = k’g)\gn — ,ukfg)\M > 0.
Resumida em :
)\2
< Sm (3.36)
AM

Para facilitar a visualizagao sao repetidas as condicoes para os elementos da
diagonal de ¥ > 0:
2 261 (A + 1) A2
ky > —, ky > ——, < 3.37
g s AN Ni (3.37)
Condicoes para o determinante de ¥ > 0
Observando os elementos nulos da matriz ¥, temos que seu determinante pode

ser calculado por seus cofatores:

— — — — —9 — — —
det(V) = Uy, {‘I’22‘If33 - ‘1’23} + W3 [ - ‘1113\1’22}
(3.38)
— — = — — —9 —92 —
det(\If) = \111111122\1133 — \:[111\1/23 — \1113\1122

Para det(¥) > 0, o termo W1, Wyy W33 deve ser positivo, o que é garantido pelos
elementos da diagonal positivos, ao considerar . Além disso, esse termo deve
ser capaz de majorar os termos negativos em . Assim, a analise foi feita
dividindo o termo positivo em duas partes, dando origem as desigualdades e
(13.40)):

det(@) = @11@22@33 — @11@33 — ﬁfgﬁgg >0

11— — — 11— — — — =2 —2 —
= 5‘1’11‘1’22‘1’33 + 5‘1111\1122‘1133 — W Uy — WiaWey >0
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1— — — — =2
5\1111\1122\1/33 — @11\1[23 >0 (339)

11— — — —2 —
5\1111\1/22‘1133 — \1113\1122 >0 (340)
Resolvendo primeiro a desigualdade ([3.39)), podemos reescreve-la como:

— 1= — —2
Wy {5‘1’22‘1’33 — Was| >0,

Y, e - = —2
e observar que é satisfeita se %\1122\1133 —U,; > 0.

Expandir os termos dessa desigualdade resulta em :

1 1 1 1 1

5@2@3 — (W3)* =+ 2k§k4>\§n -5 (ks ks Am A + 2/{3A§,LAM -3 ks Am A3,
1 1
1 1
+ i/llkg’)\?\/[(sl + 5“2]{7%)‘?\451 + /Lk2k4)\?\461 + M2]€2]€4/\M(51
— Ny — 20k X5y — ko Ay — kaAj0n — 2uk3N 601
2 2 k% 4 ¢2 k% 2 2]{;% 2 2
— 1Pk 01 — Z/\M51 - ME/\%M;l —H Z/\M‘51
— 2/11{?;]{74/\?\/[ — /Lkgk;l/\?w(;l — 2/12]{73]?4)\]\4 — M2]€2]{34)\M(51 — /L2k?z

(3.41)
Novamente os sinais dos termos majorados por delta sao considerados em seu pior
caso, i.e., é considerado que os termos dependentes de delta em (3.41]) devem todos

apresentar sinal negativo. Considerando isso:

1— — —2
:>§\I/22\I/33 — \1’23 =
1 1 2 3 2 _ 1.4y4 1.3\ 4 _ k_%
=+ K3kaXi, — kb o Aardy — KXy — B3XG,00 — =

3)3 A0

1\ 1 1
+ (3) 3HEkaXE = SRS RNy — ukokaN b1 — 2ptkoka N0 — 20k
I\ 1 2 3 2 2]{5 2 ¢2 21.2 21.2
+ (g) §k2k4)\m — 2,[[ k2k4)\M51 — Z)\Mdl - 2[11 k2k4/\M Y k4
1\ 1 1
+ <§> SN s — SKIA AR 61
15\ 1 1 1
+ <§> §k‘§>\f’n>\M - §Mk§>‘m)\?\/[ - §Mki2)’>‘3n)‘M51
2 ENE 6y — 2ukiad — k—gx” 52
2,u 2AN01 Ko AN — [ o M1
1\ 1 1
+ <§> k2 — RN 00 — St kAL 0L — PR

(3.42)
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Note que esse particionamento nao é tnico, e que foi escolhida a razao (1/3)
a fim de auxiliar no desenvolvimento mateméatico. Observando a equacao (3.42)),

¢ possivel ver que a desigualdade (3.39) é satisfeita se as seguintes condigoes sao

obedecidas:
1IN\ 1 2 3 2 444 314 k% 4 ¢2
(5) KRN, — haka AT Aardn — kg Ay, — KXy 01 — —2A% 07 > 0,
]. ]. 2 3 1 2 2
(§> SFoRaNL, = Sk kaAnAar — pkakaXy, 60
— QukokaN2 01 — 2uk2kaN2, > 0,
1\ 1 k3
(5) SKERAXS, — 2ukakahady — 12 =20 07
— 2Pk kg dyy — p2k2 > 0,
(3.43)
1\ 1 1
(g) Sk = SRIXT AL 01 > 0,
1\ 1 1 1
(5) ZRaNEA = SakIARX, — SHKNL Ay
5 3\3 443 k% 3 2
— §/Ibk2>\M(51 — 2uk2)\M — ILLE)\M(sl > 0,
INT 4 3 3 5,312 27442
<§) §k2)\m)\M — §,U ]{]2)\M51 — W k2)‘M > 0.
Resumidas em :
220301 + (3)haNd,07 + 2k3NY,
4 22, [T ko A — 220161 ’
- 1 k2)\§n
P 3 ko dmdar + 202,01 + 402,0; + 4k)2,]”
)1 K2k N3,
M B [akokhardy + SRENL 07 + AkZhaday + 2K2) (3.44)
k2 §)\M517
1 Am
Lol k3
3 [kZAmAns + k22,01 + Bk A3 01 + 4k3N3, + A3,03]
s 1 kA
po<z
3 A\ur[301 + 2ky]
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Note que, para garantir que o denominador da fracao da desigualdade de k4 em
(3.44) seja positivo, deve-se considerar ainda outra condigao:

6/\M(51
Am

1
§k2)\m — 2201 > 0= ko >

Com isso, as condigoes ((3.44]), em seu caso mais restritivo, sdo apresentadas como:

62761 2k3N101 + (5)kaA3,07 + 2K3 NG,
ko > , kq > 1 s
o 22 TkyA — 2X0101)
1 ka3,
P 3 Thadmdar + 202,08, + 402,50, + 4ko\2,]’
2313
pk FaAm , (3.45)
3 (k3 AmAn + koX2 01 + BkoA3 01 + 4k303, + 3,07
2 _ 1 k3kaAp,
1S 3 kokadar6) + Lh3NZ,07 + AkZkahys + 2K3)
1 ko3
3 Anr[301 + 2]

A segunda desigualdade para garantir det(W¥) > 0, (3.40)), é reescrita como:

2

_ 1— —
Woo [5‘1111‘1’33 — ‘1’13} > 0,

e = = =2
e satisfeita se $U1 Wy — Uig > 0.

Expandindo seus termos:

1— — —2 1 1
5\1111\1133 — \1’13 — + Ekgk3)\§n — 5

+ ETRIN2 Ayr — k2 k3 A A3,
— k?gk'g)\gn/\Mél + ,Uk’zl{?g/\?\/lél - uk2k3)\fn51
+ 112 koks A by

1k2ksAmAar

(3.46)
1 2 2 42 1 2 3 1 2 2
— Zk1k2>\m/\M61 + ZLMklk2/\M61 - Zukle)\mAMél

1
+ Z_l’u2k%k2)\?\/[61

1 1 9
- §k§>\31/\M52 + iﬂkg)\?w@ - 1—6ka§1\45§

Novamente os sinais majorados por delta sao considerados em seu pior caso, i.e.,
é considerado que os termos dependentes de delta em ([3.46])) devem todos apresentar

sinal negativo.
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Considerando isso:

1— — 1\ 1 1
5 V1o - Ty =+ (—) K2k A3 — keoks A2 A\ pr6) — ék:g/\fn/\Még

3)2

1\1 1
+ (§) §kgk3)\?n - §Mk‘§/€3)\m>\M
— ,quk‘g)\?V[(Sl — [Lkgk’g)\?n(sl

1\1
+ (—) _k§k3)\i1 - /L2k2k3)\M(51

3)2
1 27,213 1 2 2 12 9 21\4 (2 (347)
(5 )R s — (RRN 61— S kINLS]

1 1
. (g)kﬁkSA;Akf-uk%k;Amxi[—-Zuk%kzxaal

1 1

1 1
+ (g) K2kaA3 Ay — Z,ﬁkf/@ﬁw(x
Novamente foi escolhido um particionamento a fim de auxiliar no desenvolvi-
mento matematico. Observando a equacao (3.47)), é possivel ver que a desigualdade
(3.40) ¢ satisfeita se as seguintes condigoes sao obedecidas:
1

1 1
(5) SRaka s, = kaks AL An0n = SKAL Anda > 0,

1\1 1
(g) 5"5%/%)\?71 - §Mk§k3)\m)\M

— ,uk'gkg)\?\/[(sl — /Lkgkg)\%l(sl > O,

1\ 1

(g) §k§k‘3A§n — /12]{721{33/\]\4(51 > 07
IAYEITIC Lo, 242 9 1 2y4 52 3.48
5 JRTREAL A — JhTR AL N 01 — kTN 0F > 0, (3.48)

—_

1
C)ﬁ@ﬁAM—uﬁ@%MQ—gM%M%&

w

1 1
— Z,uk%kj)\?n)\]\/[(sl — 5#]{7%)\?\/[(52 > 0,

1 1
(5) BRI Ay — Sk, > 0,
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Neste caso, a desigualdade

(%) RIS Ay — RN 01 — R > 0, (3.49)
foi abordada de forma diferente. Considerando que em existem termos nega-
tivos dependentes de (kfks) e (k?), e assim nao existe um fator comum que divida
essa desigualdade de forma a obter uma relacao direta de apenas um dos ganhos de
controle, o seu termo positivo foi particionado em dois termos com peso [(1—p3), ps],
com escalar 0 < p3 < 1 sendo escolhido como p3 = 1/2. Note que o fator de peso p3

pode ser escolhido arbitrariamente entre [0, 1]. Essa escolha resulta em:

1 1 1
<§> (g)kfk;A;;AM = kN0 > 0 (3.50)
=
1 1 21.2\3 9 2\4 2

Assim, as desigualdades ([3.50)) e (3.51]) sdo garantidas se:

6 Au01 27 A3,62
k2>max{zl i“, g%} (3.52)

As desigualdades ((3.48)) e (3.52)) s@o resumidas a seguir:

by > ko Aar0:
(SkaAm — 2X1101)
1 ko2,
B 3 s hmhar + 202,01 + 202.0,)
1 ko2
2 - 24m
B 39t
(3.53)
ko > max QAM(Sl 2—7—/\?\45%
? 4 A T\ 83
1 k2o N3
S B k2 ko AmAar + TK2XZ,01 + LEINZ 61 + Lhyharo)]
1 4ko )3
2 - E2Am
P 3000
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Assim, considerando as desigualdades (3.45) e (3.53]), as condigdes para que

det(W¥) > 0 sao:

ko > A — , ks >
2 maX{ e T\ BN ? 7 Zhahm — 200101)

N 2k3N3 101 + (3)kaA107 + 2K3NY,
2 Thohy — 200001
kA3
3k dmAar + 2020, + 4X2,0; + 4k )2,
kA3,

S T2+ FaA2.01 + koA 01 + ARINZ, + A2,07] (3.54)

kiko ),
3[62 ks mhar + LEZNZ, 01 + L2258, + Lhphasos)

. BN,
S Blakgkadaroy + TkEXZ,62 + AkZkohyy + 2k2)
2 _ 1 kA,
3 A (301 + 2ks)’

2 k2)‘73n
AW

4

o<

w<

1

A unido das desigualdades (3.37)), (3.54]) resulta nas desigualdades que garantem
= =T
U=y >0:

| 09 200(Anr + ) 6An01  [27 A3,0%
ki > E, k:2>max{ N T 5 N[

koA Lo 2BALO + (5)RaAL,0F + 2K,
(Lkadm — 200061) " A2 S koA, — 200
& < min & F2 A
a Mt [Bkshmar + 6AZ6; + 12X2,6, + 12k,\2,]
%

2'm

[Bk3Am A + 3kaX2 01 + 15koA2,01 + 12303, + 3)2,03]
k2o A3,

[BkZkaAmAnr + 2K2A2,61 + 2K2A2,61 + SkoAprs)’

ks >

(3.55)

K2k A3,
[12kaksAar0y + Sk2A2,02 + 12k2ksdns + 6K2]

ko A3, ka3,
3w [301 + 2ks)’ 6701
Considerando a uniao das condigoes que garantem a positividade das matrizes

(Q, W), apresentadas em (3.17), (3.29), (3.37), (3.54), é possivel notar que algumas

dessas condigoes tem estrutura semelhante, porem sao menos restritivas.
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Quando as versoes mais restitivas dessas desigualdades sao obedecidas, algumas
das outras condicbes ja sao naturalmente satisfeitas. Assim, todas as condigoes

podem ser resumidas nas condigoes:

201( Ay + 1) 6Ap01 1.84Ap01 A

s 1(Am MO1 MO1 M
A 62 k2N, A3, 02 23,62 kaAprds

ks >mazx { vl 12 X8 + 24 R + 12k%A§n , (%kz/\m — 2/\M51)

ks >maz {M 3ok 2k3N3;01 + 0.5k \%,07 + 2k3N%, }
2Am ) A3 ,

A2 [ koA — 2X0161]
A2 5k A3,
6Aar” 3[15kaAmAnr + 3A2,01 + 9N2,01 + 8A3,(Tha + 361)]
ko A3, A3

[BkaAmAar + 62,01 + 1202,6; + 12k02,]" 9Apr (A + 4001)’

k2\3

27 m
[BEZAmAns + 3kaA2,01 + 15k A2, 6, + 12k2X2, + 3)2,62]
k2o A3,

[BkkoAmAar + 3K3N2,61 + 3k2N2,61 + 2koAas0s]’

2k A3, T A3,
31 [3K2ks Am + OkZA110s + 8KZkshar + 8k3da)”  \| 6Aar0r’

5k2A3 k23, 2\3.
30 [9ka0y + 0.5(Ths + 360)2 \ 12ks + 18K2Ay * | 27Au

ﬁ<min{

k2k4 N3, ka A3,
\/[12k2k4>\M51 + 3k3N3,03 + 12k3kaAps + 6K3) \/BAM[B(SI + 2ks] }
(3.56)
Assim, verifica-se que ) = Q' >0eT =T >0 sio satisfeitas se as desigualda-
des . Como consequéncia V, definida em na desigualdade , para os ganhos
de controle obedecendo [3.56l
Neste Capitulo [3, foi apresentada uma nova proposta de implementacao para o
STA multivariavel para lidar com uma classe de sistemas incertos mair abrangente,
i.e., que nao requer conhecimento total da matriz de entrada, e que nao exige simetria
da matriz de entrada.
O resultado da obtencao de uma fungao de Lyapunov com derivada negativa,
quando os ganhos de controle obedecem algumas condigoes, embasou o desenvolvi-
mento do seguinte teorema que enuncia a principal contribuicao do desenvolvimento

dessa dissertacao:
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Teorema 3.1. Considere a planta com a lei de controle dada por e
suponha que as hipdteses (A1)-(A3) sejam satisfeitas. Se os ganhos ki, ko, ks, € ky
forem escolhidos de acordo com , entao o sistema em malha fechada descrito
por ¢ globalmente estdvel e a superficie de deslizamento 6 = o = 0 € alcanc¢ada
em tempo finito para quaisquer condi¢oes iniciais [UOT, zg]

Demonstracao. Considere que os ganhos ki, ks, k3, ks sao escolhidos obedecendo

(3.56), entdo as matrizes Q e U, sdo positivas definidas. A desigualdade para o

majorante de 1% 1' é reapresentada como:

1 _ _
Xy — X0y,
lo||2
)\min(ﬁ) -
< —WIIXII2 — Amin (9|1 XI7,

(3.57)

onde Awmin(Q), Amin(¥) > 0 sdo os menores autovalores das matrizes simétricas e
positivas definidas Q e U. A funcdo de Lyapunov apresentada em (3.6) pode ser

reescrita em um novo formato ao agruparmos seus termos em matrizes auxiliares.

T
Assim, V (0, 2) = Y Py, onde Y = { LA ZT:| e P=PT >0, tem-se

1
llolI2

Amin(Pm)_(HZ V< )‘maX<P)H>_<H2a

onde ||x]] = lIx|l € Min(P), Amax(P) > 0 sdo respectivamente o menor e maior
autovalores da matriz P. Considerando a desigualdade (3.57)) e a seguinte relagao

1 Ve
o]z < lIxl| € —F/—,
)\min(P>
segue que
V< —aVi—asV, (3.58)
V(o (t), z(t)) € R*\S, onde
N (P .
oq = rmn( ))\m1n<Q)7 g = )\mln(q]) '

Observando a relagao , juntamente com o fato de que as trajetérias do
sistema em malha-fechada nao podem permanecer em S\{0}, conclui-se que V' (o, 2)
¢ uma funcao continuamente decrescente. Assim, considerando a generalizacao do
Teorema de Lyapunov para inclusoes diferenciais feita em [44] Proposicao 14.1] , o
ponto de equilibrio da origem (o, z) = 0 e a superficie de deslizamento ¢ = & = 0

sao alcancados em tempo finito partindo de qualquer condigao inicial.
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Adicionalmente, pela equacao de comparacao
1

V= —QV2 — Qav, v(tg) >0,

verifica-se que (o, z) converge para zero apds um intervalo de tempo

%) a7

7= 2 (%Vé(a(to), 2(to)) + 1).

O

O modo como os termos positivos das equagoes (3.22), (3.26), (3.42) e (3.47)

foram escolhidos para majorar seus termos negativos nao ¢ unico. Por tanto, de-

pendo dessa escolha, o resultado final das condigoes para que os ganhos de controle
fornecam matrizes Q e ¥ positivas pode variar, se tornando mais, ou menos, conser-
vador. Assim, os valores limites das desigualdades e nao representam
de fato o limite real exato de estabilidade do sistema, mas servem como uma boa
referéncia para a escolha dos valores dos ganhos a serem utilizados na pratica, pois
garantidamente resultarao em um sistema estavel.

Além disso, outros métodos podem ser considerados para obter relagdes dos
ganhos de controle que resultam em matrizes e ¥ positivas definidas. Par-
ticularmente Nagesh e Edwards, em [21], utilizaram uma metodologia de andlise
para matrizes positivas definidas simétricas, gerando condigoes um pouco menos
restritivas para os ganhos mas que sao definidas de forma menos direta e intuitiva

em termos de aplicacao.

Método de andlise Nagesh-Edwards [21]

No caso de sistemas com matrizes de entrada com parte antissimétrica signifi-
cativa, considerado neste trabalho, a anélise apresentada em [21I] nao é favordvel,
pois considera que o parametro 1 deve ser suficientemente pequeno de modo que os
termos da parte antissimétrica podem ser dominados pelos termos de sinal positivo
favoraveis. Assim, essa abordagem poderia acarretar em um valor de 1 excessiva-
mente pequeno, o que na pratica restringiria a aplicabilidade da técnica desenvolvida
nesta dissertacao.

A seguir o método de anélise, utilizado por Nagesh e Edwards em [21], para
obtengao das relagoes dos ganhos de controle que garantem que a matriz relacionada
seja positiva definida sera brevemente apresentado. Essa andlise também segue o
critério de Sylvester, e objetivo aqui é formalizar os detalhes dos passos utilizados,
possibilitando a aplicacao dessa analise para casos futuros.

Considere a matriz Q apresentada em (3.13)), reapresentada aqui por con-
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veniéncia:

Q0 Q3
0= 0 ﬁ22 ﬁ23
ﬁ13 ﬁ23 ﬁ33

composta por

Dux = A (ks + 5 Ar ) = kiard,
383

Qi = N2, — Ayrdy — ﬁ(k:g i TAM),

Qa2 = Ay (kilk‘4+ %klk‘%m)— %k‘1k2)\?\451 (A +1),

Tkiks + 3k151)
— | A,

Qo3 = —2k ko3, — 10 ( T

= k1 _

O objetivo é obter relagdes diretas para os ganhos de controle (ki, ks, k3, ky) de
forma que estes possam ser escritos em fungao dos ganhos de menor indice. Assim,
k1 nao deve depender dos outros ganhos, ko(k1), k3(k1, k2), e ka(k1, ko, k3).

Para obtencgao de ki é considerado que um termo positivo é capaz de majorar o

termo negativo em Q1 > 0:

ki
?)\m/\M — kl/\M(SQ >0
20
b

Para obtencao de ky é considerada que a condicao €255 > 0 é satisfeita se:

gklkgAmAM - gkll@)@wdl(AM +7) >0
BkaAm — 3Aar01(Aar + 1) > 0

- 3An01(Aar + 1)

k
2 5\,

Para obtencao de ks é utilizado o fato que o determinante de Q > 0:
det(ﬁ) = 511522533 — 511633 — 533522 > 0.

O teorema [3.1], desenvolvido nesse trabalho, considera um particionamento do
termo positivo, resultando em novas condicoes mais diretas para os ganhos de con-
trole. Porém a abordagem de Nagesh e Edwards [2I] considera que o termo po-

sitivo €211{299€233 ¢é suficientemente grande para majorar os dois termos negativos,

(—511533) € (—ﬁiﬁm)-
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Assim, é considerado que det(Q) resulta em:

det(ﬁ) = 511522633 — 511533 — ﬁiaﬁgg >0
—_ = —= =2
~ { 011022033 — Q) > 0 (3.59)
= = = =2
Qoa[211Q233 — Q3] > 0 (3.60)
A relagao do ganho k3 é obtida em (3.60) observando os termos dependentes

— J— _2 J— —_
de ks em [1,8235 — €3]. Neste caso somente os termos 215 e €233 possuem termos

dependentes de k3. Assim, foram identificados e isolados os termos dependentes de
]{?32

K 5 242 sk Y
klkg/\m—f-?/\m)\M — kl)\M(SQ Q33— _klAM _)\M52 +MT>\M —[kag > 0,

k3 (k1 Am) 33 + a1Qs3 — (a3 — 2a0liks + °k3) > 0,
k3 + k3 (ki AmQas 4 2000) + (01 Q33 — a3) > 0,
—°k3 + k3 (o3) + (aa) > 0,

(3.61)
onde
k% 212 —3]{%
= 7)\m)\M_kl)\M52 , Oy = _kl)‘M_)‘M52+IMT)‘M7
a3 = (kiApSss + 20001) g = Qg3 — 3.

Assim, pela desigualdade (3.61]) é possivel encontrar a condicao de k3. Note que se a
matriz de entrada fosse totalmente simétrica, caso abordado por Nagesh e Edwards
[21], o valor de p seria zero e ks seria facilmente obtido. Porém, ao considerar o termo
quadratico de ks, juntamente com p?, este problema se torna mais complexo, por
representar uma equagao de duas varidveis, f(ks, ) = 0. A solugao deste problema
pode entao ser alcangada por uma minimizagao desta funcao f = 0.

Para ky é considerado det(f2) em sua forma completa. O objetivo é tentar isolar

ks, em termos dos outros fatores. Nesse caso somente {299 possui termos de ky:

det(ﬁ) = 611522533 — ﬁllﬁgg — ﬁi;}ﬁgg > O,
Q1 (k1kadm + Br1) Q3 — ﬁ11523 — ﬁigﬁ% > 0,

— —2 =2 = — —2 =2 =
049 0.0 049 0.0
(k1kaAm + B1) > S +— 13 22; = kikaAy > =1 + s +— B 22;
21133 21133
Q1155 + Q7509
ky > -0+ EC R
! kl)‘m( A 21133

onde 31 = 2kik3Np A — Skika)3 00 (A + 7).
Passos similares podem ser utilizados na matriz ¥ para obter a relacdo dos ganhos

referente a essa matriz.
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3.4 Analise numérica das condicoes de estabili-
dade

Nesta secao serda mostrado, por simulagoes numéricas, que os valores limites das
desigualdades dos ganhos de controle e , do Teorema para o controle
(3.3]), garantem a estabilidade do sistema definido no inicio do Capitulo .
Além disso, também sao investigados alguns casos em que os ganhos de controle nao
satisfazem as desigualdades do Teorema [3.1, mas que sdo préximos dos limites de
validade dessas desigualdades. Essa consideracao tem como objetivo investigar se
eventualmente alguns desses ganhos podem resultar um sistema estavel.
Considerando o critério de estabilidade de Lyapunov, uma das condicoes ne-
cessdrias para a estabilidade é V' < 0. Mais especificamente, no Teorema , isso
se traduz em garantir que as matrizes Q e U sejam positivas definidas, ou ainda,
garantir que o menor autovalor de cada matriz seja positivo. Assim, inicialmente,
a analise numérica desta secao ird relacionar estabilidade do sistema diretamente
com o autovalor minimo. Portanto, sera considerado como critério de analise a

positividade do menor autovalor dessas matrizes.

3.4.1 Estrutura de Benchmark

Considere o sistema (3.1]), segundo as hipdteses (A1)-(A3), com o controle Super-
Twisting (3.3)), e a matriz de entrada dada por:

— 1 0 0 1
K,S, =K, = 3.62
pPp P [O 1] +p [_1 0] ( )

A parte simétrica da matriz ?p foi escolhida como a identidade para representar
a possivel escolha de uma matriz simetrizante, S,, que seja proxima da inversa da
matriz K, do sistema original, implicando em A\y; = A, = 1.

Para que esse exemplo nao deixasse de representar o caso geral, alguns dos termos
das desigualdades (3.56|) nao fossem anulados, e o resultado apresentado a seguir se
adequasse melhor a realidade das possiveis pertubagoes, foram considerados d; e dy
nao nulos. Para facilitar o acompanhamento dos cdlculos das desigualdades foram
escolhidos 9; = 0, = 1.

Note que algumas das desigualdades de ko e ky, em , sao dependentes de
i, a0 mesmo tempo que algumas das desigualdades de 1z dependem desses ganhos.
Uma forma de contornar isso é considerar uma primeira estimativa de u, denotada

por i, para calcular a primeira estimativa dos ganhos k;, denotada por k;_,.
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Considerando isso, e observando que os valores, no caso desse exemplo, sao \y; =
Am = 01 = 02 = 1, as desigualdades dos ganhos k;, i = 1...4, em (3.56), podem ser

simplificadas ao serem reescritas como:

ki, >v6 = 2,4495,

kzel >max{2(1 _’_ﬁel) ’6 ; 1a84}a

12 ks (3.63)
ks, > 1; 122424+ = ; ———=—
m{ TR @@—2)}
1+7% 2k32 243
- >max{3k2( + 1) C3k2 k3 +10,5k2+ k2}7
2 (1ks —2)

Assim, os ganhos k;.; podem ser obtidos por , ao especificar algum valor
para fi,,. Considerando uma hipétese ad hoc de que 11, = Ay = 1, as desigualdades
, para esse exemplo, independerao de i, pois claramente 2(1 +7i,,) = 4 < 6,
e w = 3ky < 32k3. Os valores de simulagio para os ganhos k;, denotados por

k;,, podem ser escolhidos, para esse exemplo, de acordo com (3.63)), ao considerar
Hrer = Ay =L

3.4.2 Ajuste dos ganhos de controle para simulagao

Os ganhos de controle para simulagao foram escolhidos de forma a serem os menores
possiveis, porém ainda considerando que satisfazem ([3.63]) em seus limites. O valor

de k;, pode ser diretamente considerado como seu limite k;, = 2,4495. Note que

2k3+0,5ka+2k3
(3k2—2)

altos para ks préximos de 6, e que ele diminui conforme k, aumenta. Porém, o

na maximizacao de kg, em (3.63]), o terceiro termo, , possui valores

segundo termo, 32k32, cresce conforme ky aumenta. Esses dois fatos indicam que a
minimizagao do ganho k4 pode ser considerada em termos de k.

A Figura mostra o grafico de ks em fungao da variagao percentual de ky,.
Note que essa curva é composta de dois ramos, correspondentes aos dois termos da
maximizagao que define ky,, onde o valor (1,2706)k,, i.e., um aumento aproximado
de 27% de ks, minimiza k4 para 1859,5.

Considerando as desigualdades , foi primeiro calculado o ganho k;, como
o valor limite de validade dessa desigualdade. Em seguida ks, foi calculado como
sendo o valor limite de validade da desigualdade k,,, multiplicado por 1,2706. O
ganho ks, é obtido aplicando k;, e kg, na desigualdade de ks_, apresentada em , e
considerando o valor limite de validade dessa desigualdade. k4, obtido aplicando ks,

na desigualdade de k4_, , e considerando o valor limite de validade dessa desigualdade.

el?
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Figura 3.1: Grafico de k4.1, em funcao da variagao percentual do ganho ks, no
intervalo de [1,1 ; 1,5]

Assim, os ganhos k;, podem ser escritos como:

ky, =2,4495,

ko, =(1,2706) x 6 = 7,623,
12

ks, =12k7 + 24 + Z =%
1

k4, =32k; = 1859, 5.

Finalmente, utilizando esses valores de k;, na desigualdade de 1z , resulta
em 1 < 0,0220. Assim, o valor de p considerado para a simulagao, denotado por
1y, pode ser escolhido como u, = 0, 02.

Estabelecidos os valores k;, e up, primeiramente foram feitas simulacoes para
avaliar e entender o comportamento do autovalor minimo das matrizes Q e U, e
do p, conforme alguns ganhos sao alterados em torno dos valores k;,. Em seguida,
foi simulada a funcao de Lyapunov , apresentada no teorema , referente
ao sistema (3.2) com matriz de entrada do formato apresentado em , para
diferentes valores de p. As simulagoes foram feitas utilizando o método de integragao

de Euler com passo fixo de 107%s.
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3.4.3 Variacdo do menor autovalor das matrizes Q) e ¥, pelo

ganho k;

Para a analise dos parametros de controle, primeiro foi considerado o valor do menor
autovalor de Q e U, pela variacio de ks em torno do seu valor base, ks, , considerando
os outros parametros fixos. A Figura apresentada o resultado para matriz Q e
para matriz . Ao comparar os valores do autovalor minimo de cada matriz, é
possivel ver que em ambas o autovalor tende a crescer conforme ks aumenta, mas

que a matriz 2 apresenta valores mais préximo de zero do que a matriz W.

0.6 T T T 6.532

05 1 6.53

04r 1 6.528 [

Menor autovalor de Q

Menor autovalor de ¥

03[ 6.526 [

0.2 6.524

01r 1 6.522

-0.1

L L L 6.518 L L L
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

k k

2 2

Figura 3.2: Menor autovalor das matrizes e U considerando uma variacao de 75%
de k3, = 98. Considerando fixos ki,, ka,, ku,, o = 0,02, Ayy = A, =1, 61 = 09 = 1.

E interessante notar que existem valores de k3 menor do que o valor k3, que ainda
apresentam um autovalor minimo positivo. Além disso, o autovalor minimo na ma-
triz  possui uma variacdo mais acentuada para valores de ks préximo de 25, quando
comparada com a variacao para valores de k3 préximo a 100. Essa informagao cor-
robora a ideia de que os valores k;,, obtidos pelas condi¢oes apresentadas teorema

3.1] s@o boas referencias para a escolha dos valores dos ganhos.

3.4.4 Variacdo do menor autovalor das matrizes Q) e ¥, pelo

ganho k4

A seguir foi feita a simulacao variando k4 em torno de k,,, mantendo os outros
parametros constantes. Os resultados obtidos para esse caso, sao apresentados na
Figura . Como as desigualdades para ky foram formuladas de modo a k4
ficar em funcao de k3, o valor de k4 tem a tendencia de ser maior do que o valor
de k3. Embora semelhante ao caso de k3, a Figura mostra que k4 possui um

impacto um pouco maior nos autovalores minimos das matrizes (2 ,V).
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Isso ocorre pelo fato de k4 possuir um valor absoluto maior do que k3, e a

simulagao considerar uma variacao percentual.

07 : . . 6.6 : : .
06 | 651 1
o5k | 6.4 :
[SEPA 1 83 1
3 3
Z s 62f .
2 03f 1 =
g
g gear .
z 02} g =
8 5 6f 1
£ o1 £
= 0.1f 1 =
- 59t 1
or 1 58 ]
011 1 57F .
02 . . . 56 . . .
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
k4 k4

Figura 3.3: Menor autovalor das matrizes Q e W, considerando uma variacido de
75% de k4, = 1859,5. Considerando fixos ki,, k,, ks3,, to = 0,02, Ay = A, = 1,
01 =09 = 1.

3.4.5 Varredura do menor autovalor das matrizes () e VU,

pelo ganho k4 e por p

Devido a variagao de k, apresentar um impacto maior no menor autovalor das ma-
trizes, a proxima simulacao priorizou o ganho k4 no lugar do ganho do ganho k3.
Assim, foi investigado como o autovalor minimo é afetado ao variar k4 e p. Esse
resultado é apresentado pela superficie nas Figuras para Q, e , para W.

menor autovalor de

0.6

08 0.4

0.2

0.6 -
0

menor autovalor de 0

-0.2

0.4 <

-0.4
1000 2000 3000 4000 5000 6000

k

0.2 4 4

0.4

o
)
<
=
2
<
3
g 02
<
=
S
=]
5
]

-0.2 H

-0.4 <
0.05
6000 4000
2000

01 H 0.02 003 004 005 0.06 007 0.08

k4 I

Figura 3.4: Superficie do menor autovalor de  gerada pela variacio de k4 e i,
considerando fixos k1,, ko,, k3,, A = A =1, 01 =02 =1
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A Figura apresenta diferentes vistas da superficie do autovalor minimo de €,
em fungao do aumento de k4 e p, e considerando uma variacao de [ky, , 2k4,] para ky.
Conforme o valor de 1 aumenta, o autovalor minimo tende a decrescer, comegando
a apresentar valores negativos quando p esta proximo de 0,055, se k4 esta proximo
de ky,. Entretanto, para p préximo de 0,07, ainda é possivel manter o autovalor
minimo positivo fazendo k4 proximo de 2ky,.

A Figural|3.5|apresenta diferentes vistas do grafico da superficie autovalor minimo

de W, gerada ao variar k4 e p, para o intervalo de variacao de [ka, , 2ky,] para ky.

1071

menor autovalor de ¥
o

menor autovalor de ¥

10 N N N N N
1500 2000 2500 3000 3500 4000

K,

071

menor autovalor de ¥
o

2000 0.05

k4 0.1 -10
1000 (15 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Figura 3.5: Superficie do menor autovalor de ¥ gerada pela variaciao de ks e i,
considerando fixos k1,, ko,, k3,, A = A =1, 01 =02 =1

Note que a superficie do autovalor minimo de ¥ apresenta um comportamento
diferente do apresentado pela matriz . Embora um aumento no valor de z implique
em um aumento no autovalor minimo de ¥, o ganho k, é inversamente proporcional
ao autovalor minimo. Assim, ¢ interessante apontar que, para k; proximo de ky,,
o autovalor minimo se torna negativo em aproximadamente u = 0,10, porem ao
considerar k, préoximo de 2k4,, o autovalor minimo se torna negativo em aproxima-
damente pu = 0,07.

Considerando os casos apresentados, é possivel ver que a matriz Q tende a limitar
(t, tanto para valores de k4 proximo de k4, ou 2ky,. Um alto limite do valor de g,
significa que o sistema associado pode ter uma incerteza maior.

Na pratica, isso representa que o conhecimento do valor nominal da matriz de
entrada pode ter uma variagao maior em relagao ao valor real, e a matriz simetrizante
S, pode ser escolhida de forma mais ampla e favordvel. Considerando isso, em
seguida foi simulado o sistema de controle, segundo as condicoes do teorema para
a analisar o comportamento da funcao de Lyapunov associada e o comportamento

dos estados.
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A Figura mostra que funcao de Lyapunov associada ao sistema é continu-
amente decrescente, com o ponto de equilibrio da origem (o,z) = 0, e atinge o
equilibrio em tempo finito, comprovando assim que os valores k;, escolhidos para os

ganhos garantem estabilidade.
— 1 =0,02
4000
3000
~ 2000

1000

05 06 07 08

u,
u,(t)

Figura 3.6: Funcao de Lyapunov no tempo com condicoes iniciais oy = 1, 2y = 1.
Considerando ky,, ko, ks, ,ka,, ptps = 0,02, Ay = Ny =1, 61 = 93 = 1.

3.4.6 Analise da funcao de Lyapunov

A Figura (3.7 apresenta o comportamento da funcao de Lyapunov para valores mais
elevados de p. E interessante notar que um valor de p = 0, 20, dez vezes maior do que
o valor u;, considerado na matriz de entrada , ainda implica em uma Lyapunov
decrescente. Além disso, valores proximos de p = 0,2415 tornam a Lyapunov nao
decrescente. Note que, pela teoria de Lyapunov, quando a fungao candidata decresce
para zero em tempo finito a estabilidade do sistema é garantida, mas, nos casos
que isso nao ocorre, apenas ¢ possivel inferir que a fungao candidata nao é capaz
de garantir estabilidade na regiao considerada. Assim, é investigado também o
comportamento dos estados.

A Figura[3.8] apresenta os estados e o sinal de controle para valores de p maiores
do que o limite previsto no teorema mas ainda considerando (ky,, ko, , ks, , ka, )-
Para um valor de 1 = 0, 20 o sistema ainda converge para zero, e com sinal de con-
trole limitado entre [—40; +40]. O valor mdximo e minimo desse limite ¢ satisfatério
quando comparado com o valor maximo e minimo do sinal de controle para o caso
p = = 0,02, em que o valor do sinal de controle é limitado entre [—40;+25],

como pode ser visto na Figura 3.6

73



p =0.2415

5000 -
4000 [~
= 3000
=
-~ 2000 [
1000 [
0 I I I I I I 1 I J
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
n =0.242
15000 -
10000 -
—
=
=
~
5000 -
0 I I I I I I I I I |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t

Figura 3.7: Limite de estabilidade da fungao de Lyapunov no tempo, com condigoes
iniciais 0gp = 1, 2o = 1. Considerando ky,, ko,, k3, ,ks,, Avr = Ay = 1, 61 = 02 = 1,
para os casos up = 0,2415 e puy, = 0, 2420.
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Figura 3.8: Simulagdo do sistema de controle STA-MIMO em (3.1) e (3.3), com
matriz de entrada (3.62)), para diferentes valores de p.
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3.5 Estudo de caso: Servovisao de um Manipula-
dor Robdtico

Visando validar o estudo numérico da secao anterior para um ambiente mais apli-
cado, esta secao considera o problema de servo visao de manipuladores planares
usando uma camera fixa(planta) com eixo dético ortogonal ao espago de trabalho
do robo quando a orientacao da camera é incerta com respeito as coordenadas no
espago de trabalho do robo [45], [46], [47].

O objetivo é controlar o robo para conseguir que a imagem do efetuador consiga
ser estavel em relacao ao plano imagem. A motivacao para escolher este exemplo
é que a matriz de entrada do sistema é essencialmente uma matriz de rotacao, que
nao é simétrica, com excecao dos casos triviais, e que naturalmente se enquadra no

formato da hipétese (A1) do Teorema [3.1]

/ N Plano da Camera

Plano do espaco de Trabalho

Figura 3.9: Representacao do esquema do sistema camera-robd. Figura extraida de
B

3.5.1 Estrutura do sistema

O problema de controle cartesiano nas coordenadas da imagem da camera é descrito

por:

0

1
oc=Kyu, u=>Su, K,=cos(fd
p p p ()[O _1 0

+ sen (0) [ 0 1] ) (3.64)

onde a matriz K, é incerta, porem é conhecido seu valor nominal. A matriz de
entrada nominal é dada pela mesma matriz de rotacao porém com uma variagao do
angulo de rotacao, Af que pode ser positiva ou negativa em relagao ao angulo real:

0 1
0] : (3.65)

K, = cos(6 + A0) + sen (0 + AD)
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Assim, pela hipétese (A1) do teorema , podemos escolher uma matriz sime-
trizante com base no valor nominal da matriz de entrada, S, = K, ! para a matriz

de entrada efetiva:

K,S, = K,s + uK,,
_ T i (3.66)
K, =K,K, = Ky + puKp

Considerando 0° < Af < 90°, e algumas propriedades da matriz de rotagao e
relagoes trigonométricas, apresentadas no apéndice [B.5] tem-se

0

K, = cos(Af) + sen (A6)

0 —1
L ] , (3.67)

resultando em Ay, = \,,, = cos(Af). Além disso, também foi considerado §; = do = 1.

A Figura [3.10| apresenta a relacao entre Af, i e A, para 0° < Af < 90°.

1 . . . . 1
0.8 0.8
1S3
_Eos <06
= a
8 04 ~04
0.2 0.2
0 0
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
A A6
0.3 + -
302 =
c
0.1+ N
0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Af

Figura 3.10: (a)Menor autovalor de K,s e (b) i, em funcdo do erro do angulo de
posicionamento Af. (c¢) Trecho de (b) para 0° < Af < 20°.

Note que a matriz resultante K, ndo depende do angulo real #, mas somente
a da variacao Af. Assim, a matriz de entrada efetiva depende apenas do erro de
angulo Af. Esse erro de estimacgao, Af, pode ser associado a incerteza do sistema
i, por i = sen Af. Assim, o limitante da incerteza, dado por 71, é o limite da norma
de sen Af. Portanto, é possivel relacionar o erro de rotagao em graus com j por

Af = arcsin(p) 2.

76



3.5.2 Ganhos de simulacao

Considerando o caso numérico da secao anterior, mais especificamente a subsecao
, as desigualdades permitiram escolhas de de valores k;, que fossem apro-
priados para os ganhos de controle. Assim, nesta secao, é considerada uma meto-
dologia similar a adotada na secao anterior para a obtencao dos valores k;,. Porém,
neste caso, os limitantes dos autovalores sdao Ay = A, = cos(Af) e o limitante de

¢ dado por 71 = 11, nos calculos dos ganhos:

6 201 (cos(A0) + Ti,y)
T € ‘6:1.84
kl ~ COS(A&)’ ]fz - max { COS(AQ) ) 6 ) 78 )
12 ey
ks >max < 1; 12k% cos(Af) + 24 + :
’ { 1 cos(A9) kicos(A9) (%2 —2) } (3.68)

k4> max {3k2(COS(A29) ) ; 32k3 cos(AD) ;

2k3 cos(Af) 4 0, 5k; cos(AG) 4 2k3 cos(A0)

2 |

As desigualdades , dependem de Af e p, mas como Af = arcsin(u)l;ﬂ,
entao pode ser entendido como somente depende de p. Além disso, como Ay =
cos(Af) < 1, este caso acaba sendo similar ao caso anterior, em que inicialmente
foi suposto fi,; = Ay = 1. Note que nas desigualdades alguns dos termos
cos(Af) estao no denominador. Por tanto, quanto maior for A#, maior serd o
limitante inferior dos ganhos para esses termos.

Assim os ganhos para simulagao k;, podem ser escolhidos de acordo com (3.68]),
ao adotar que Ji,; = Ay = cos(Af), e considerar um valor fixo de Af. As simulagoes

a seguir consideram diferentes valores de A#f.

3.5.3 Varredura do menor autovalor das matrizes ) e W,

pelo ganho k; e por Af

Escolhidos os valores de simulagao, foi investigado o comportamento do menor au-
tovalor das matrizes (Q, ¥) em funcio de ks, e Af. Em seguida, foi considerada a
simulacao da funcao de Lyapunov associada ao sistema para diferentes
valores de Af. As simulagoes foram feitas utilizando o método de integracao de
Euler com passo fixo de 107°.

A Figura [3.11] apresenta diferentes vistas da superficie do autovalor minimo de
Q. em funcdo do aumento de ks e A6, considerando uma variacio de (ka, » 2ky,]
para ky. Note que para Af < 3° os autovalores sao garantidamente positivos, e,

considerando a variacao de k4, € possivel obter autovalores positivos para Af < 4°.
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Figura 3.11: Superficie do menor autovalor de € gerada pela variacio de ks e A6,
considerando fixos ky,, ko, ks,, Aoy = Ay =1, 01 =02 =1

A Figura [3.12] apresenta diferentes vistas da superficie do autovalor minimo de
U, em fungdo do aumento de ky e Af, considerando uma variagao de [ky, , 2ks,]
para ks. Como visto na secao anterior, a matriz U tem seu auto valor inversamente
proporcional ao ganho k4. Assim, para valores de ks proximos de de ky,, os auto-
valores sao positivos para Af < 6°. Quando k4 assume valor préximo de 2ky,, 0s

autovalores sao positivos para Af < 4°.
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Figura 3.12: Superficie do menor autovalor de ¥ gerada pela variacao de ks e A6,
considerando fixos k1,, kg,, k3,, A = A =1, 01 =02 =1
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3.5.4 Anadlise da fungao de Lyapunov para a servovisao

Para o problema da servovisao considerado, a incerteza do sistema estd associada a
variagao angular entre o eixo do plano do robo e o eixo do plano da camera. Assim,
se um controle ¢ capaz de estabilizar o sistema para grandes incertezas, esse controle
suporta uma grande variacao angular entre valor nominal e o valor real do angulo de
posicionamento. Por tanto, foi simulado o sistema de controle, segundo as condig¢oes
do teorema [3.1], para a analisar o comportamento da fungdo de Lyapunov associada
e o comportamento dos estados.

A figura [3.13] mostra que fungao de Lyapunov associada ao sistema é continu-
amente decrescente, com o ponto de equilibrio da origem (o,z) = 0, e atinge o
equilibrio em tempo finito, comprovando assim que os valores bases assumidos ga-

rantem estabilidade para Af < 1,2°.
1 =0.020942 — A6 =1.2
5000 -
4000
= 3000

=
~ 2000

1000

0.5 0.6 0.7 0.8

40 -

u,®
u,®

0.6 0.7 0.8

Figura 3.13: Funcao de Lyapunov no tempo para a matriz de rotacao [3.67] com
condicoes iniciais 09 = 1, 29 = 1. Considerando ky,, ko,, ks, ka,, o = 0,02, Apy =
)\m:1761:52:1-

Na pratica, um posicionamento que gere um erro de angulo Af < 1,2° pode ser
muito dificil de ser alcancado. Assim, s@o considerados valores limites maiores para
Af.

A Figura [3.14] apresenta o comportamento da funcao de Lyapunov com Af =
13,42° sendo decrescente, e Af = 13, 45° sendo nao decrescente, indicando o limite
de estabilidade do sistema. Novamente, pela teoria de estabilidade de Lyapunov, a
estabilidade do sistema é garantida somente para a funcao de Lyapunov associada
estritamente decrescente, nao sendo possivel afirmar instabilidade na regiao em que
isso nao ocorre. Assim, é investigado também o comportamento dos estados na

regiao em que a fun¢ao de Lyapuunov nao é decrescente.
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1 =0.23209 — Af =13.42
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~ 2000 [
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t
25 x10% p =0.2326 — A# =13.45

t

Figura 3.14: Funcao de Lyapunov no tempo com condicoes iniciais op = 1, 29 = 1.
Considerando ky,, ks, , ks, ,ks,, Avs = Ay = 1, 61 = 03 = 1, para os casos Af = 13,42
e Af = 13,45.

A Figura|3.15|apresenta os estados e o sinal de controle para valores de u maiores
do que o limite previsto no teorema mas ainda considerando (ky,, ko, , ks, , ka, ),
e esses valores de p podem ser convertidos para A6.

Note que, para Af = 12 o sistema estabiliza em aproximadamente 2,5 segun-
dos, enquanto para Af = 1,2, apresentado na figura [3.13] o sistema estabiliza em
aproximadamente 0,5 segundos. Isso demonstra que o tempo de estabilizacao é sig-
nificantemente impacto pelo erro Af. Assim, caso a aplicacao final de manipulagao
do robo requeira um pequeno tempo de estabilizagao, o erro angular da camera é
um fator importante a ser considerado. Ainda na Figura [3.15] também é possivel

avaliar que o limite maximo de Af suportado pelo sistema de controle é proximo de
Af = 13,4°.
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100

u, (®
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Figura 3.15: Sistema de controle STA-MIMO em (3.1)) e (3.3]), com matriz de entrada

(3.62), para diferentes valores de p.
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3.6 Estudo de caso: Estabilizacao de um Satélite

Visando validar o algoritmo Super-Twisting multivaridavel proposto nessa dis-
sertagao, delimitado pelo do Teorema [3.1] esta segdo considera o problema de esta-
bilizagao de um satélite, apresentado em [21],[49]. Além disso, pretende-se também
comparar o desempenho da técnica aqui proposta com o esquema STA de [VIDAL
et al.[22], que considerou, por hipétese, uma matriz de entrada incerta, positiva de-
finida e simétrica. O problema considerado consiste em controlar os propulsores de
um satélite para estabiliza-lo.

Este problema possui naturalmente uma matriz de entrada simétrica. Desta
forma, a implementagao da lei de controle STA, proposta em [22], pode ser feita
utilizando somente o conhecimento de limitantes paras os autovalores da matriz de
entrada.

O algoritmo STA desenvolvido nessa dissertagdo considera, pela hipétese (A1)
do Teorema , que, multiplicando por uma matriz S,, a matriz de entrada do
sistema pode ser escrita em uma parte simétrica e outra residual. Utilizando-se
desse fato, a matriz de entrada do satélite pode ser modificada pela introducao da
matriz Sy, resultando em uma matriz simétrica e uma matriz residual com pequena
norma. Tendo em vista a fragilidade da condigao de simetria, especialmente num
cendrio incerto, considera-se que a matriz simetrizante é conhecida para um valor
nominal da matriz de entrada. Assim, o problema que antes era puramente simétrico
pode ser reformulado para o caso do Teorema [3.1}

A dinamica do sistema é descrita pelas seguintes equacoes de corpo rigido nao

lineares :
w = Jﬁl[T(t,w) +7(t,w) — Sp(w x Jw)], T(t, w) = ST (t, w) (3.69)

sendo que T(t,w) € R® é o torque fornecido pelos propulsores, J € R3*® é uma
matriz de inércia simétrica e positiva definida, w(t) € R3 é a velocidade angular
inercial do satélite, S, € R**? é a matriz que relaciona a saida do controlador com
a entrada do sistema, 5 = S,||w||Jw é uma perturbacao nao-linear dependente do
estado, e o simbolo X denota o produto vetorial.

Utilizando a estrutura STA multivariavel , pretende-se projetar um controle
de torque 1" de modo que a superficie de deslizamento w = w = 0 seja alcancada
em tempo finito para estabilizar o movimento do satélite. O controle pode ser entao
definido como:

: w

T=—h— —kyw+&, E=—k

1 I
[wl|z

kz4w, (370)

[[]]
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e a dinamica em malha-fechada pode ser escrita da seguinte forma

W= —kJ! H;UHé — ko Tt T 2+ Ty (¢ w),
' w (3.71)
Z = —kgm — k4w,

onde y(t,w) =7 —w x Jw e z = {. Como a pertubagao considerada depende
quadraticamente da norma de w, a hipétese (A3) do teorema nao é valida

globalmente. Porém, a seguinte relagao local ¢é satisfeita para o caso em que ||w|| <1

2 2
(&l < = llwll® < =llwll, - (el < 1), (3.72)

em que A, é o autovalor minimo de J~!. Dessa forma, para |jw| < 1 a hipdtese
(A3) ¢ valida localmente com §; = % e 0o = 0. A partir desse fato, da funcao
(3-6). e de que V(w, z) é uma funcdo continuamente decrescente do tempo, tem-se
que 2ks||w(t)]| < V(w,z) < V(wo, 20), Vt. Assim, a validade local da hipétese (A3),
para essa pertubacao, é estendida V¢ se as condigoes iniciais wy e zg satisfizerem
V(wo, 20) < 2ks.
A matriz de inercia a ser utilizada na simulacao é referente ao satélite descrito
por [50]:
J=J,+ kD, (3.73)

onde
2,7388 —0,0031 —0,0269

J, = |-0,0031 2,7924  0,0136 |,
—0,0269 0,0136  2,1741

é a matriz de inércia nominal, e

0,05 0,04 0,04
D=10,04 0,05 0,04
0,04 0,04 0,05

O termo kD representa a incerteza, com k € [—3, 3].

Considerando a dinamica do sistema e a hipdtese (A1) do teorema a
matriz de entrada, dada por K, = J~!, pode ser multiplicada por uma matriz S,.
Para implementar a estratégia de controle a matriz S, é escolhida como sendo a

inversa do valor nominal da matriz de entrada, S, = J,.
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Por tanto, a matriz de entrada efetiva em termos de controle é dada por:

J=J"11,,
J =(J, + kD), (3.74)
J=Js+ J, (3.75)

sendo J, a parte simétrica, obtida ao fazer J, = (J + 7T) /2 , e J, a parte antis-
simétrica, obtida ao fazer J, = (J — 7T) /2, utilizando J de .

A escolha proposta para a matriz S, representa uma pratica comum da literatura
que busca cancelar a matriz de entrada do sistema. Essa abordagem permite reduzir
o valor de Ay e também melhorar o condicionamento da parte simétrica, reduzindo
a relagao de Apr/Ap,. Essas redugbes sao importantes pois possibilitam a escolha de
ganhos menores, diminuindo o esforgo de controle necessario. Nesse exemplo, kK = —3
resulta no maior valor da relagdo Ay/A,, = 1,1708, para o intervalo considerado

€[-3,3].

Note que, as matrizes J, e D sao simétricas, porem, ao considerar a matriz S,
como uma aproximacao da inversa de J~!, a matriz J pode ser decomposta em uma
matriz simétrica mais uma matriz residual antissimétrica [3.75] Além disso, para
adequar a matriz J, para hipétese (A1) do teorema. que diz que [|Kp| = 1,
basta fazer K,, = ”J i Considerando k = —3 resulta em p = 0,0102.

Dessa forma, é interessante notar que uma importante vantagem da abordagem
proposta nessa dissertagao, é também a possibilidade de tratar matrizes com parte
antissimétricas incertas, principalmente porque as técnicas de controle por modos
deslizantes foram desenvolvidas para lidar com incertezas e também porque esse caso
¢ mais comum na pratica.

Assim, foram calculados os limitantes A,, = 1,0109 e Ay, = 1,1836 para os
autovalores da parte simétrica da nova matriz de entrada do sistema, J, denotado
por sendo validos para todas as matrizes de inércia obtidas variando s no intervalo
considerado.

Seguindo as desigualdades , a metodologia de calculo apresentada na secao
, e lembrando que §; = % e 0o = 0, foram considerados os seguintes ganhos no
controlador: ky =1, ky = 8,8, k3 = 22,8, e ky = 4707,5. Além disso, a desigualdade
fornece @ < 0,0169. Note que, kK = —3 resulta em p = 0,0102, sendo este o
maior valor para todo intervalo de k € [—3, 3]. Assim é possivel dizer que, para
toda a regiao de incerteza considerada, as desigualdades |3.56|sao obedecidas, e pelo
Teorema [3.1] o sistema em malha fechada é globalmente estavel e em tempo finito.

O método de Euler com passo 1079 foi utilizado para integracao numérica.
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Seguindo o objetivo de comparar o desempenho do esquema de controle de-

senvolvido nessa dissertagdo com o esquema de VIDAL et al[22], foram con-

siderados 0s mesmos parametros de simulagao e as seguintes condigoes iniciais
w(0) = [-0,002, —0,007, 0,03]" , e 2(0) = £0) = 0. Onde os ganhos do STA
de [22], denotados por k;, com i = 1...4, sdo apresentados em [22] com os valores
kiy = 15 kop = 13,3222 ks, = 9,2593; kg, = 6573, 4.

O controle STA baseado no Teorema 3.1/ é apresentado na Figura[3.16] enquanto

o resultado apresentado pela proposta de [22], é apresentado na Figura [3.17]

0.03
0.02
0.01

2 0

-0.01
0.02

-0.03

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04
t
| | | | I I | |
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04
t

Figura 3.16: Desempenho do STA multivaridvel no controle de um satélite com
matriz de inércia incerta e w(0) = [—0,002 —0,007 0,03]": (a) componentes do
vetor velocidade angular inercial (o) wy, () wy, (o) ws; (b) componentes do vetor
de torque (o) 717, (o) T, (o) T5.
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B I I I I | I I |
0 0.1 0.2 0:3 04 0.5 0.6 07 0.8

t

Figura 3.17: Desempenho do STA multivaridvel apresentada em [22] , para w(0) =
[—0,002 —0,007 0,03]: (a) componentes do vetor velocidade angular inercial (o)
wi, (e) ws, (o) ws; (b) componentes do vetor de torque (o) 77, (o) Ty, (o) Ts.

Em ambos os casos as estrategias de controle garantem convergéncia em tempo
finito para zero, porém o esquema baseado no teorema [3.1] estabiliza em aproxi-
madamente 0,3 segundos, enquanto o STA de [22] estabiliza em aproximadamente
0,6 segundos. Considerando isso, o fato de que os ganhos k;, aqui obtidos, foram
menores do que k;, se traduz em um esforco de controle significativamente menor
do que o apresentado em [22].

Esse resultado demonstra que a utilizacao da matriz simetrizante escolhida re-
almente beneficia o esquema STA proposto, atribuido ao fato de reduzir a relagao
entre os limitantes maximos e minimos dos autovalores para préximo de 1, sendo,
no pior caso, ’/\\—Z = 1,1708. Sem considerar a matriz simetrizante .S,, a matriz de
entrada J = J,, + kD, com & no intervalo [—3, 3|, apresenta o pior condicionamento

com k = —3, onde i—JZ = 1,3975.
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Capitulo 4

Conclusao e Trabalhos Futuros

Conclusao

A Dissertagao apresentada abordou o tema de controle por estrutura variavel, mais
especificamente controle por modos deslizantes. Nesse contexto, foi considerado
uma nova extensao multivariavel para o algoritmo Super-Twisting para sistemas
com matriz de entrada incerta sem exigéncia de simetria.

Fazendo uso de uma matriz simetrizante no controle para tentar de simetrizar a
matriz de entrada, a nova matriz de entrada do sistema pode ser divida em uma parte
simétrica e uma parte antissimétrica residual. Pelo desenvolvimento do teorema 3.1}
foi mostrado que, apenas utilizando um limitante inferior e superior dos autovalores
da parte simétrica da matriz de entrada e um limitante para a norma da matriz
residual, o esquema STA proposto é capaz de garantir estabilidade global em um
tempo finito para classe de sistemas incertos com matriz de entrada mais geral do
que anteriormente abordado na literatura [21].

Os resultados tedricos foram avaliados por meio de simulagoes numéricas, mos-
trando que a regido de validade das condiges obtidas no Teorema [3.1] podem even-
tualmente se mostrar conservadoras. Entretanto, para regioes fora do limite de
validade do teorema, foi observado que o controle proposto ainda pode estabilizar o
sistema para valores maiores de incerteza. Além disso, as condigoes de estabilizacao
foram desenvolvidas de maneira a terem formato mais simples e direto do que as
desenvolvidas para outros esquemas STA propostos na literatura [21].

Os resultados de simulacao mostraram que STA MIMO desenvolvido pode se
mostrar fragil ao lidar com incertezas na matriz de entrada. Todavia, o estudo de
caso de um satélite apresentou bons resultados, com convergéncia mais rapida e com

um esfor¢o de controle menor do que o obtido em [22].
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Publicacoes

O desenvolvimento do novo esquema STA, apresentado no Capitulo |3, e o Teorema
B.1] que enuncia o principal resultado dessa dissertagao, deram base para a pu-
blicagao do artigo apresentado no XXII Congresso Brasileiro de Automdatica 2018 -
CBA 2018[23].

Trabalhos Futuros

Sao propostos os seguintes tépicos de pesquisa para continuagao dos trabalhos apre-

sentados nesta dissertacao de mestrado:

e Aplicacao Pratica:

Uma aplicacao pratica do controle em uma planta real com todas as suas incerte-
zas, imperfeicoes de modelagem, nao-linearidades e ruidos poderia confirmar seu

bom desempenho, verificado apenas por meio de simulacao.

e Desenvolvimento de algoritmos robustos

Considerando a fragilidade com respeito a incertezas/perturbagdes elevadas na
matriz de entrada, o desenvolvimento de um algoritmo mais robusto se torna

interessante para ampliar a viabilidade da técnica desenvolvida.

e Estudo aprofundado das matrizes Q e ¥

A forma do fracionamento dos majorantes para garantir a positividade de €2 e
U, do teorema , nao é unica. Assim, um estudo de variacao dessas fragoes
torna-se interessante para a otimizacao das condigoes dos ganhos de controle que

estabilizam o sistema.

e Desenvolvimento de uma Analise Compacta Um estudo a ser considerado
¢é o desenvolvimento de uma analise mais compacta e elegante, com o objetivo de

sistematizar a metodologia de otimizacao dos parametros do sistema.
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Apeéendice A

Controle por Modos Deslizantes

de Ordem Superior

A.1 Analise das Trajetorias do Controlador Super
Twisting

Considera-se o seguinte sistema dinamico de grau relativo unitario:

s=u+ f(t) (A.1)

onde s € R é a variavel de deslizamento, u € R é a lei de controle, e f(t) é uma

funcao incerta suficientemente suave, cuja derivada temporal obedece a condicao:

fn|<c (A-2)

Sendo assim, o controlador Super Twisting ¢ definido como:

{ u=—k|s|z sgn (s) + ka2 (A3)

= —1sgn(s)

Teorema A.1. Seja o sistema . Considere que a condi¢ao seja satisfeita.
Se ko > 2C e se ki for suficientemente grande, entao o controlador STC
garante, para quaisquer condi¢oes inicials, uma convergéncia em tempo finito para

um modo deslizante de sequnda ordem s = s = 0.
Demonstragao. ver [16]. O

De modo a analisar as trajetérias do controlador (A.3) com respeito ao plano
de fase (s-$), deriva-se a equagao |D Sabendo que %]s] = $sgn(s), tem-se o

seguinte sistema dinamico:
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ks ko
— - = A4
ST ) (A4

§=f(t) -

Considera-se que, em um instante inicial ¢y, o sistema possua as condicoes iniciais
dadas por s(tg) = 0 e s(tg) = $o > 0. Nessas condigoes, como a derivada g é positiva,
a variavel de deslizamento s tende a crescer, levando a trajetoria no espago de estado

do sistema para primeiro quadrante do plano de fase, como mostra a figura [A.1]

S0

SM

C2

SM
C3

Figura A.1: (——) Trajetéria no espago de estados do controlador Super-Twisting.
(—) Curvas majorantes: C1, C2 e C3.

No primeiro quadrante, uma vez que a condicao ky > 2C seja satisfeita e sabendo
que s e § sao positivos, pode-se concluir pela equacao que § sera negativo.
Desta forma, o médulo de $ irda decrescer, levando o sistema ao quarto quadrante.
Ao mesmo tempo, o modulo de s crescera até que alcance seu valor maximo quando
s = 0. Uma curva majorante para a trajetéria real do sistema no primeiro quadrante

pode ser obtida considerando a inequacao:

Multiplicando por s e reescrevendo:
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ko ) ds ko ds
< — | = — — < = == —
$8 < (2 C’)s = Sdt_ (2 C)dt

Integrando de ¢y até ¢:

3'22(15) B 32_% < <% - C) s(t)

Sabendo que o valor maximo de s(t) ocorre quando $(t) = 0, define-se:

52
50
- — >
M (]{72 — 20) S(t)

Desta forma, uma curva majorante C1 para a trajetéria real do sistema no pri-

meiro quadrante pode ser definida como:

§* = (ky — 2C)(sp — 5)

Ao passar ao quarto quadrante, uma vez que a derivada § < 0, a varidvel de
deslizamento s ira decrescer até que se torne nula. Além disso, observando a equacao
(A.4), nota-se que a derivada § inicia o quarto quadrante com o valor negativo igual
a — (%2 — f(t)), o que fara s decrescer até que § se iguale a zero, situacao em que
s terd o seu valor maximo.

De modo a facilitar a andlise no quarto quadrante, para s < 0 e s > 0, a equacao

(A.4) pode ser reescrita como:

[gualando § a zero:

1 1 1
—— — (ko +2C") 53
kl kl( 2+ )SM

Pode-se entao definir um limitante inferior $;; para $ no quarto quadrante, sendo

3]

(kzg - zf(t)) s <

este limitante dado por:

1
ki

Portanto, uma curva majorante que envolve a trajetéria real do sistema no pri-

meiro e quarto quadrantes pode ser definida a partir dos seguintes segmentos:

Segmento C1:  §% = (ky — 2C)(spr — s), para § > 0
Segmento C2: s = sy, para s); < § <0

Segmento C3:  § = sy, para 0 < s < Spr

Um exemplo de trajetéria de estados de um controlador Super Twisting, com

suas respectivas curvas majorantes é ilustrado na figura[A.1l Note que a trajetéria
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real é envolvida pelas curvas C1, C2 e C3, que funcionam como limitantes para essa
trajetoria.

Uma vez que a andlise para a trajetéria no terceiro e segundo quadrantes ¢é
analoga a feita anteriormente, uma condicao suficiente para que haja convergéncia
do algoritmo é que |$)7/$0| < 1. Essa condi¢ao implica que:

_ (ko +2C) 1l = k> (ko +2C)
kiy/ (ko —2C) (ko —2C)

Sm
50

Analisando no dominio do tempo, considera-se novamente a equagao (A.4). A
partir dessa equacao e da condigao (A.2)), considerando que a andlise é feita no

primeiro e quarto quadrantes (s > 0), chega-se a seguinte inequagao:

Reescrevendo:

ds 1 ds ko
I N e A S (AR
dt+ 123% dt — (2 C)

Integrando do instante inicial ¢ty até o instante t;, em que a trajetéria volta a

cruzar o eixo s:

$(t1) — 80 < — (%—C> T

onde Ty = t; —tg é o tempo que a trajetoria leva para percorrer o primeiro e quarto

quadrantes. Sabendo que $); < §(¢;), tem-se:

k
s‘M—s'og—<§2—C)To

Considerando que |$y/] < [$o], ou seja, que —$g < $), tem-se:

—28) < — (% —C> To

Reescrevendo em termos de Ty:

450

Ty< —20
0= (ky —20)

O tempo total de convergéncia do STC é entao dado pela soma dos tempos de

cada meia volta sobre a origem e é limitado pela inequagao:
4 o0
T< —5 ) I8
(k2 —20) Zz_; '
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onde os termos s; correspondem as interseccoes da trajetoria real com o eixo s.
Considerando a condigao [$pr/S] < K < 1, onde K é uma constante positiva,
conclui-se que esses termos decrescem em moédulo. Sendo assim, a soma desses
termos é limitada pela soma dos termos de uma progressao geométrica infinita, cuja
razao é menor do que 1. Sabe-se que tal soma possui um valor finito, o que implica

que o tempo de convergéncia T também deve ser finito.

A.2 Prova dos teoremas do Controlador Super

Twisting

A.2.1 Prova do teorema 2.2

Como [2.43| é uma equacao diferencial descontinua, suas solugoes sao interpretadas
como as de uma inclusdo diferencial & € f(x) obtidas quando sgn (z) assume o
intervalo [—1,1] para z = 0. Como 0 € f(0), entdo consequentemente x = 0 é um
ponto de equilibrio. A funcao de Lyapunov proposta pode ser escrita em sua forma
quadratica V(z) = (T P¢ , onde

¢ = [lza]"?sgn (z1) ,22] |

1[<Mg+k% —h:

P=-
2 —Fky 2

Note que V' (z) é continua mas nao diferenciavel em z; = 0. E positiva definida

e radialmente nao limitada se k3 > 0, i.e.

Amin{PHICII2 < V(%) < Amac{ PHICIIZ, (A.5)

onde ||¢]|3 = |z1| + 23 é a norma euclidiana de (. Sua derivada temporal em

relacao a solucao do sistema ¢é

V = Q< — i QYICIE, (A.6)

’951|

onde

Q:@[@@+%>—h]_

2 —ky 1

V is negativa definida se Q > 0, que acontece se ki, k3 > 0. Usando e e

o fato de que

Vl/Q(l')
212 < ¢l €
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entao pode-se concluir que

v S —’}/Vl/2($) 3

onde

AP i Q)
max{P} ‘

Como a solucao da equagao diferencial

¢ dada por
2
v(t) = (Ué/2 - zt) : (A.7)

pelo principio de comparacao [25], tem-se que V' (z) < v(t) quando V(zg) < vg. Por

obtém-se que V' (z(t)), e consequentemente z(t), convergem para zero em tempo

2V1/2(zg)

finito e que alcanga esse valor em no maximo 7" = unidades de tempo.

A.2.2 Prova do teorema [2.3

Usando como a funcao candidata de Lyapunov para o sistema com perturbacao

a derivada temporal em relagao a solucgao é:

V=- z |1/2<TQQ+, |1/2q1<+92q§<,

onde

=+ B d=|-n 2]

Usando os limitantes da perturbacao [2.45, é possivel mostrar que:

) 1 -

onde
B | 2k = (k) d =6

Q: —<k1+251+%> 1

V' é negativa definida se () > 0 ,0 que ocorre quando os ganhos sao como em

2.46, Pelos mesmos argumentos utilizados no caso sem a perturbacao, o estado

2V 1/2(x0)
'~Y

também converge para zero em tempo finito e no maximo em 7' = unidades

},{fn{P}Amm{Q}

de tempo onde v = pW——E
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Apendice B

Proposicoes e Propriedades

B.1 Obtencdo de V

Esta secao apresenta os detalhes dos passos matematicos para obtencao da deri-
vada da funcao de Lyapunov definida em Observando algumas propriedades de
derivada vetorial, descritas no apéndice [B] segdo [B.4] a derivada de pode ser

calculada como:

. k32 T -
g
T .
+ 22T Kok + é—kle)‘Mf c
2 el (B.1)
— ko(2T Kps6 + 07 K,\2)
[ZTKpso + 2T Kpo] k(27K pe0)(075)
M 1 3 5
o2 o2

Para que V' dependa apenas das varidveis z e o, assim como V' (z, o), as equagoes
de ¢ e Z obtidas em ({3.5)), descritas por:

o
0= (Kps + 1K) [ — Ky || ||l — koo + 2| + (Kps + pKpa)v(0, 1),
o 2

z = |i— kgi — ]C40':| + (b(t),
lo]]
sao utilizadas para substituicdo em V de (B.1).

Identifica-se na equagao (B.1]), a existéncia de uma soma com nove termos. Para
facilitar a visualizacao da substituicao mencionada, serao apresentados separada-
mente o resultado da substituicao de cada termo dessa soma.

Nos calculos a seguir alguns termos sao marcados por caixas pois serao cancelados

por soma e/ou subtracdo, com outros termos, também marcados por caixas, que

100



surgem na substituicao de ¢ e Z em V.
Substitui¢do de V analisando os nove termos separadamente
Primeiro termo de V
O primeiro termo da soma de V, é substituido da seguinte forma:

k3 To k k3 kiksoT K,
(2]{:3 + _1>\M> g9 _ _ L (k?) + —1/\M>UTKpSO' _Lf
2 ol lo||2 2 o]l
2 T
K
— ﬁ (kg + ﬁ)\M) O'TKpSO' ——kzk?’g ps?
EIANSE ol (62)
230" (Kps + 11K pa) 2 ki o (Kps + 11K pa) 2
+Av—
ol 2 ol
T(Kps + K pq k3
| OByt i, )7(2k3+—1AM>
ol 2
Segundo termo de V
Segundo termo da soma de V, (B.1)),
kiks ol K kykaoT K kikaoT K,
o]l ol Lk
— kAol Kpso — kokyol Kpu0| —kokyo' Kpso (B.3)
+ kA0t (Kps + 1K po) 2| +2k40" (Kps + 1K pa) 2
+ (2ky + k3 00" (Kps + 1K pa )y
Terceiro termo de V
Terceiro termo da soma de V, (B.1)),
227 (K )2 =227 (K s) | — k?,ﬁ — ko + o(t)
o
k32T K0 (B4)
= —ﬁ —2k4zTKpso + QzTKps¢(t).
o

Quarto termo de V

Quarto termo da soma de V, (B.1)),
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3 ols 3 o'K,,o0 3 oTK, .o
—k1ko MT—1 — —k’2k32 M b — -k 3 M—pf
2 lofz 27 lol 277 oz
3 T(Kps + pKpq
+§k}1k}2AMU ( D +5 D )Z
o2
3 T(Kps + 1K pa
+§k1k2AMU ( D +g D )»)/
o]

Quinto termo de V

Quinto termo da soma de V, 1)

TKPS(K:DS + :“Kpa)a
o]l

— kzzTKps(Kps + 1K)z — k:QZTKps(Kps + 1K pa ).

ko2 Kyt = + k™ 4 k22T (Ko + 11K )0

Sexto termo de V
Sexto termo da soma de V', (B.1)),

—k‘QO'TKPSZ" = — kgO'TKps — k?gﬁ — k’40’ + ¢(t)

S R Wit —|-]<;2/€40'TKPSU —kQUTKps¢(t)'

Sétimo termo de V

Sétimo termo da soma de V, (B.1)),

hk TK o k22T Ko (Kps + uKpa)o kikezT Kps(Kps + 1Kpa)o
lofz™ " lo] Tt
B k12T Kps(Kps + 1K pa)2 B k12T Kps(Kps + 1K pa )y
|2 o]l 2 .

Oitavo termo de V
Oitavo termo da soma de V, 1}

k k
LT Ky = — — 0T K, | — ks — ko + 6(1)
o]} Kk I
) klk/’gO'TKpsO' +k1]€4O'TKp50' B k?lO'TKpsgb
- 3 1 1 :
[k o> loll>

Nono termo de V
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Nono termo da soma de V, (B.1)),

ky 27 (Kps)o ] (oT5) K (TR0 (0T Kpso) ik (27 Kpso) (07 Kys0)
2 o1 2 lor]f? 2 o2
ko (27 Kps ) [0 (Kps + 118pa) 2]
o 5
ol
Ey (27 Kps0) 0" (Kps + 11Kpa )]
2 o1
(B.10)
2kso (K s K, -
Note que somente a parte simétrica de 30 |T H—,u pa)? , da equacao
o
k32T K -
B.2|), é cancelado pelo termo | — 3"7 H LLENE equacao ([B.4]), e que o mesmo ocorre
o
para o termo | +2ks0” (Kps + K ,0)z |, da equagdo (B.3)), com o termo | —2kq2” K,.0

da equagao(B.4). Além disso, os outros termos marcados por caixas sao cancelados

totalmente entre si.

Ao considerar a substituicao dos termos referentes as equagoes (B.2)-(B.10)), e

os devidos cancelamentos, V' pode ser escrita como em
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B.2 Majorante de V,

O majorante para a fungao V, é apresentado em [22]. Assim, essa segao somente
pretende deixar o resultado mais abrangente e auto-contido possivel.

Considerando os limitantes superiores da Hipdtese (A3) do teorema [3.1para as
perturbagdes ||v(t,0)|| < d1||o|| e ||¢(t)|| < dq, 0s termos referentes a v e o podem

ser majorados:

AR Eal N A YA Pl S VEL

2 lo|2 2 ol 2 ol

K1k ol Ky kiksol Kps
_ MRAMOT Bps0 RiR40 pa—kg’)\MUTKpsU—k2k4UTKpsU

1 1
o]z o]|2
3]{3%]{?2/\1\/[ O'TKpSO' 3]{?1]{?%)\1\/1 O'TKPSO'

2 o] 2 o2

3]€1/{Z2)\M O'TKPSZ k’1k’QZTK380'
2 1 1
[o]|2 lo]|2
k2TK2 0 kikp2" K20 kiz"Klz k(2T Kpe0) (0T Kpo)
o] o2 o2 2 lo][?
kike (27 K,50) (0T Kps0) N k1 (2T Kps0) (0T Kps2)
- 5 5
2 [o]l2 2 lo]|2

+ k%)\MO'TKpsZ -

2T f-2 T 72
+ k32t Kpoo — koz” K2

k2
+ <2k3 + %AM) Moy ||o|| + 2016, 2|

+ (2ks + k30| o ||PAne01 + kaAnida]|o|
3k1ko A3, 01]|o]|? ki Amdallol|]
2 ol [k
kiAd ol zlllle|

1
o}

ki Mozl
1
2 ellz

+ ke Xy 0|2l [|o]| +
(B.11)
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Em seguida é considera a proposicao , que é detalhada no apéndice (B.3]),

para majorar os termos referentes a K,:

. k2 E2\ k2)\2 3
2/ ol 2 2 olz
kik2\, )\ 2 kikgdn 2
R 1 W
[ledlE o2
3k2kody A\nllo 3k k2 A\nllo]|?
+ k3N o2 - HHEA Al 3k dnllo]
o2
3k1kao N2, lo|ll] 2 k1ko X2 2| o
o2 o]l
1 1
AVl | Rk A3zl Rz llzl® k2 AR 2llloll2
1 1 1 2 1
o2 o2 o]z Tedl
kiks Nafllzlllloll | kA2 ||z
T ST
o2 o2

k’2

+ (2ky + k3 1) |0 P Ani01 + ko Aprollo ||
3kikao A3, 01]l0]|? ki Aadsl|o]|

2 ol lor||2
kA3 0112l

1
ol

ky N300l o]l
+ ko X301 |2 |lo || + EMHT

+
(B.12)
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Apés considerar os majorantes dos termos v, o, e K, a equagao de V., )

apresenta alguns termos que podem ser agrupados da seguinte forma:

. k2 =l
Vi < = kidn (kg + QM)% = (ks + 22 R) o] + 2823, H“H”J”z
ollz g
Sk k3 ’
—\, (1T2M +ky ) ]l — Am (lﬁzk’4 +k’§)\M) ||‘7||2
o2
+ 26303 [lo ||| 2]] + 4k1ka N2 —”i“”f” — ka7 |21
oll2
k >\2 z 2 kQ)\
LY <2k3+ 12M) il
ol
o 2
Skka 2,0, |02
ity lol 4 ko2 sullzllol + ksAusdallol]
ol
RELST
X o + kAL
lof|2
(B.13)

Assim, a parcela Vj, , seguiu uma andlise similar a apresentada em [22].

B.3 Proposicao 1

Proposigao inicialmente apresentada em [22], e utilizada em [23] . Neste trabalho

esta proposicao ¢ utilizada para majorar equacao V, em 1' resultando em |D

Proposicao B.1.
(2T Kps0) (21 K,s0) < Kz

5 1
o} ol

onde o,z € R™.

Demonstragao. Seja o = ﬁ um vetor unitario. Entao

zTKps6 < ||zTKpS|| = /2T KLz,

onde a desigualdade é consequéncia da Desigualdade de Cauchy-Schwarz para pro-

dutos internos. Portanto, segue que

(ZTKPSO) (ZTKPSJ) _ (ZTKPS5) (ZTK;DSJ) TK2

5 1
ol ol = ell>

106



B.4 Propriedades da derivada vetorial

A seguir serao relembradas apresentadas algumas propriedades de derivadas para

norma e vetores. A apresentacao dessas propriedades tem como objetivo ajudar no

entendimento do célculo de V, feito pela equacio de V. 1)

Considere o vetor o = [al as ag] com norma ||| = (a} + a3 + a3)

[NIE

B.4.1 Derivada da norma

d 1 1 . . .
E(HUH) = 5(61% +a5+a3) ? (201041 + 2a2a2 + 2a3a3)
1 _1 .
= (5) (0"0) *(2070) (B.14)
- ole
o]l

B.4.2 Derivada da norma ao quadrado

d d
E(HUIIQ) = E(UTU) =¢'o+o'o
= (d1a1 + GQGQ + dgag) + (a1d1 + agdg + (lgdg) <B15)
=20T6 =210
B.4.3 Derivada do quociente envolvendo norma
. 1 ~N/ols
d( oo\ (2076)|ollz = (6" o)(5)([|o] 2)(%)
dt \ ||o| 2 loll
. _1 .
_ 20" lo|P(3)(lelI"%) (UTU)
o2 o]l o]l (B.16)
B 2075 (1) ols
— — (= .
o]z 27 |2
_ <3> ols
2/ ||o||2
B.4.4 Derivada com termos cruzados
d
o (2"K,0) = 2" K,o + 2" Ko (B.17)
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B.4.5 Derivada do quociente com termos cruzados envol-

vendo norma

T

d (ZTKN) (7 Kyo + 2T Ky0)|loll = (:TK,0) (3) (o] #) ()

dt\ |olz | ol

Ko+ T Ke) (1) Tt
2 5

1
o]}z lo

(B.18)

B.5 Propriedades da matriz de rotacao e relacoes

trigonométricas

A inversa da matriz de rotacao M é dada por sua transposta :

MM t=MMT =1

Considerando a matriz de entrada efetiva Fp apresentada em 1) composta

por:
K, = Kpr_nl,

onde

K, =

—senf cosf —sen (0 + Af) cos(6 + Af)

[ cosf  sen 8] K - [ cos(6 + Af)  sen (6 + AF)
oy =

Considerando a notagao: ¢; = cosf, s; = senf, co = cos(0 + Af), s, = sen (6 + A6).

Entao, tem-se

— ClL  S1| |C2 —82 C1C2 + S1S2 C281 — C152
Kp p— f—

—S1 1 S9 Co —(C251 — 6182) C1C2 + S1S9

Considerando as seguintes relagoes trigonométricas:

cos(x — y) = cosx cosy + senxseny,

sen (r — y) = senz cosy — seny cos ,
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e 0° < Af < 90°, Kp pode ser reescrito como

— cos[f — (0 + AB)] sen[d — (6 + Af)]
? —sen [0 — (0 4+ Af)] cos[d — (6 + Ad)]

. cos(—Af)  sen(— AfD)
P |—sen(— Af) cos(—Ad)

— _cos(AQ) — sen (A0)
? sen (Af)  cos(Af)
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