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Nesta dissertacao, propoe-se um controlador por modos deslizantes de ordem su-
perior para sistemas incertos e monovariaveis com grau relativo unitario. O esquema
¢ baseado no algoritmo Super-Twisting e no paradigma do controle adaptativo por
modelo de referéncia usando apenas realimentagao da saida. O algoritmo de controle
é implementado utilizando ganhos variaveis para lidar com uma ampla classe de in-
certezas/perturbagoes. Filtros de aproximacao de primeira ordem sdo empregados
para viabilizar uma solug¢ao que nao necessite que os estados estejam disponiveis
para implementagao do controlador. A estratégia proposta é capaz de garantir
rastreamento exato de um modelo de referéncia com propriedades de convergéncia
global em tempo finito. Além disso, a abordagem baseada no controle adaptativo
por modelo de referéncia fornece uma forma natural para a utilizacdo dos valores
nominais dos parametros incertos da planta, possibilitando uma reducao do esforco
de controle. Resultados de simulagao ilustram a efetividade da estratégia de controle
proposta. Adicionalmente, é feita uma comparacao com outra estratégia recente-
mente proposta na literatura que também ¢é baseada no algoritmo Super-Twisting
com ganhos variaveis, mas cuja solucao é por realimentagao de saida. Neste caso,
o controle é obtido transformando o sistema em uma forma normal e estimando a

norma dos estados ndo medidos.
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In this dissertation, a higher order sliding mode controller is proposed for uncer-
tain and monovariable systems with relative degree one. The solution is based on the
super-twisting algorithm and on the model reference adaptive control paradigm, con-
sidering only output-feedback. The control algorithm is implemented using variable
gains to deal with a wide class of uncertainties/disturbances. First order approxima-
tion filters are used to enable a solution that do not depend on the availability of the
system states for the control implementation. The proposed strategy guarantees ex-
act tracking to a reference model with global convergence propoerties in finite time.
Furthermore, this approach based on the model reference adaptive control provide
a natural structure for the application of nominal values to uncertain parameters of
the plant, providing a control effort reduction. Simulation results exemplify the ef-
fectivity of the proposed control strategy. In addition, a comparison to the recently
proposed in the literature output-feedback variable gains super-twisting algorithm
solution is made. In the latter, the control is obtained using the normal form of the
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Capitulo 1

Introducao

O controle automatico tem desempenhado um papel fundamental no avanco da
engenharia e da ciéncia. Além da extrema importancia em sistemas de veiculos
espaciais, sistemas de direcionamento de misseis, sistemas roboéticos e similares, o
controle automético tem se tornado de grande importancia e parte integrante dos
modernos processos industriais e de producao. Por exemplo, o controle automatico
é essencial no controle numérico de maquinas-ferramentas nas industrias manufatu-
reiras, no projeto de sistemas de piloto automatico na industria aeroespacial e no
projeto de carros e caminhdes na inddstria automotiva. E essencial também em
operacoes industriais, como o controle de pressao, de temperatura, de umidade, de
viscosidades e de vazao em processos industriais [2].

O objeto a ser controlado, denominado planta, pode ser modelado matematica-
mente por equacoes diferenciais ordindarias, que relacionam, de forma geral, entradas
u e saidas y. Embora sejam modeladas matematicamente, nem sempre os valores
exatos dos parametros serao conhecidos a priori. Neste caso, a planta é chamada
de incerta e valores limites para seus parametros sao considerados conhecidos.

Adicionalmente, o sistema real pode estar submetido a ruidos nao medidos, apre-
sentar dinamicas nao-modeladas, nao-linearidades ou até mesmo atrasos de medi-
¢ao ou atuagao nao previstos. Portanto, a robustez do controle a ser aplicado esta
bastante ligado a capacidade do controlador de ser eficiente apesar das premissas
assumidas no projeto nem sempre corresponderem integralmente ao sistema pratico.

H& diversas técnicas de controle que podem ser adequadas a problemas de con-
trole em plantas incertas, com as caracteristicas supracitadas. No entanto, duas das
principais, e complementares, abordagens sao o controle por modos deslizantes
e o controle adaptativo [3]. Num passado recente, ambas as estratégias foram
combinadas em estratégias de controle como [4-]7].

O controle por modos deslizantes apresenta diversas propriedades bastante im-
portantes, como: bom comportamento no transiente, convergéncia em tempo finito,

insensibilidade a incertezas casadas e ndo-linearidades. Entretanto, um efeito carac-



teristico desta abordagem é o chaveamento de alta frequéncia do sinal de controle,
também conhecido como chattering. Visando atenuar esse efeito indesejavel, foi in-
troduzido o conceito de modos deslizantes de ordem superior. Essa generalizacao
garante a manutengao das vantagens supracitadas [§] além de ter a possibilidade de
uma lei de controle continua, com menor propensao ao chattering [9)].

Dentre os controles de ordem superior, o controle super-twisting [8] tem tido
grande destaque nos tltimos anos, em funcao de algumas caracteristicas tinicas para
controles por modos deslizantes: embora de segunda ordem, ndo necessita da deri-
vada temporal da variavel de deslizamento para a implementagao da lei de controle;
e, é absolutamente continuo [10]. Por isso, esse algoritmo tem sido objeto intenso
de estudos, aplicacoes e extensoes, como o caso da diferenciacao robusta e exata
em tempo real [11], uma extensdo do controle para o caso multivariavel [12], uma
aplicacao com realimentacdo de saida [[13] e sua versdo com ganhos variaveis [[10].
Esta abordagem tem como principal vantagem ser capaz de compensar de forma
exata uma classe mais abrangente de incertezas/perturbagoes, além de obter uma
convergéncia mais rapida em relagao ao algoritmo convencional.

Além disso, os controles a estrutura varidvel por modos deslizantes sao, origi-
nalmente, baseados na medi¢ao do estado do sistema [14]. No entanto, em sistemas
praticos, nem sempre todos os estados estao disponiveis por impeditivos técnicos ou
economicos de medi¢ao. Portanto, hd um interesse muito grande em estratégias ba-
seadas em realimentacao de saida, em que apenas a saida que devera ser controlada
¢ medida.

Ja o controle adaptativo tem o conceito basico de calcular o sinal de controle
utilizando estimativas dos parametros incertos da planta, ou diretamente das esti-
mativas dos parametros do controlador, obtidas em tempo real baseado nos sinais
da planta a ser controlada [3].

O Controle Adaptativo por Modelo de Referéncia (Model Reference Adaptive
Control - MRAC), que é considerada uma das principais abordagens na literatura
de controle adaptativo [15], pode ser basicamente descrito como uma configurac¢ao
na qual o desempenho desejado para a planta é especificado por um modelo de refe-
réncia, e entao os parametros do controlador sdo ajustados em tempo real, baseados
na diferenca entre a saida da planta e a saida deste modelo. Este controle tradici-
onalmente conta com uma falta de robustez a perturbagoes externas ou dinamicas
nao-modeladas, além de um transitério nao-uniforme com respeito as condic¢oes ini-
ciais, o que pode levar a uma convergéncia muito lenta [4].

Recentemente, foi proposta uma estratégia de controle por realimentacao de
saida com base no algoritmo super-twisting com ganhos varidveis para sistemas in-
certos com grau relativo unitario e na presenca de uma classe bastante geral de

perturbagoes nao-lineares dependentes do estado. Para atingir o controle por rea-



limentacao de saida, sao aplicados filtros de aproximacao de primeira ordem para

estimar um limitante superior para a norma da varidvel de estado ndo-medida [16].

1.1 Objetivo

O principal objetivo deste trabalho é desenvolver uma aplicagao do controle super-
twisting com realimentagao de saida para sistemas incertos de primeira ordem, uti-
lizando a estrutura do controle adaptativo por modelo de referéncia. Desta forma,
busca-se avaliar uma estrutura mais simples de aplicacao do algoritmo super-twisting
com ganhos variaveis, sem a necessidade de estabelecer uma forma normal e que
possa se valer de conhecimentos nominais da planta, visando ter um controle com
menor amplitude, porém mantendo todas as vantagens ja descritas do controle por

modos deslizantes.

1.2 Organizacao
Esta dissertacao é organizada da seguinte forma:

e Ainda no Capitulo m, serao apresentados termos, notacoes e conceitos, em
especial o do Filtro de Aproximacao de Primeira Ordem, que serao aplicados

e utilizados ao longo do trabalho.

» No Capitulo E, sao apresentados os principais tépicos e fundamentos referentes
ao controle por modos deslizantes, incluindo o conceito de modos deslizantes
de ordem superior e o algoritmo super-twisting e sua extensao com ganhos

variaveis.

e No Capitulo E, é apresentada a estrutura basica do controle adaptativo por

modelo de referéncia.

e No Capitulo @, sdo propostas estratégias de controle por realimentacao de
saida com base no algoritmo Variable Gain Super-Twisting baseado na estru-
tura do controle adaptativo por modelo de referéncia para sistemas incertos
monovariaveis com grau relativo uniforme e unitario. Adicionalmente, é apre-
sentada a estratégia de realimentacao de saida do algoritmo super-twisting

com ganhos varidveis proposta em [[13] e seus resultados sdo comparados.

« No Capitulo B sao apresentadas as conclusdes gerais sobre os trabalhos desen-

volvidos e as perspectivas futuras.



1.3 Notacoes, Termos e Conceitos

Sao usadas no texto os seguintes conceitos e notagoes:

e ||z|| denota a norma Euclidiana de um vetor z e || A|| denota a norma da matriz

A induzida pela norma Euclidiana, que é dada pelo seu maior valor singular

(Oimaa(A)).

« O simbolo s representa tanto a variavel de Laplace quanto o operador diferen-

cial (%) de acordo com o contexto em que é usado.

« Adota-se a representagao mista do dominio do tempo (espago de estados) com o
dominio da frequéncia (transformada de Laplace). No entanto, para se definir
precisamente essas representacoes, serao adotadas as seguintes notagoes. O
sinal de saida y de um sistema linear e invariante no tempo com matriz de
transferéncia G(s) e entrada u é dado por G(s)u. A convolugao pura g(t)*u(t),
sendo ¢(t) a resposta ao impulso de G(s), serd escrita eventualmente como

G(s) * u, por simplicidade. Seja a realizacdo de G(s) dada por

i = Axr + Bu
y = Cz + Du,

entao,
y(t) = Gls)u(t) = g(t) * u(t) + Ce™'z(0)

onde o termo exponencial Cetz(0) é a resposta homogénea do sistema (u(t) =
0).

o Margem de estabilidade é um conceito fundamental a ser aplicado nos Filtros
de Aproximacao de Primeira Ordem, apresentados na segao . O termo
margem de estabilidade foi utilizado em [17] para os p6los de uma fungao de

transferéncia e sua definigao é:

Definicao 1.1. A margem de estabilidade de G(s) € dada por
Yo = mjin —R(p;),
onde {p;} sdo os polos de G(s).

Um sistema com funcao de transferéncia G(s) é BIBO estavel (bounded-input-
bounded-output), ou seja, estavel no sentido entrada-saida, se, e somente se,
v > 0. Em outras palavras, no caso de um sistema estavel, a margem de

estabilidade de uma fungao de transferéncia G(s) é o médulo da parte real do
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polo mais proximo do eixo imaginario. Caso se trate de um sistema que nao é

BIBO estavel, sera o simétrico do pélo de maior valor na sua parte real.

Adicionalmente, define-se a margem de estabilidade de uma matriz real, con-
forme [1§]:

Definicao 1.2. A margem de estabilidade de A € R™"™ é dada por

Ao :=min —R(};),
j
onde {\;} sdo os autovalores de A. Se \g > 0, entio A é denominada matriz

Hurwitz.

» A defini¢ao de Filippov para a solucao de equagoes diferenciais com lado direito

descontinuo sera adotada [19]. Esta defini¢ao serd melhor detalhada na segao

p.2.1,

o A funcao m(t) representa qualquer fun¢do com decaimento exponencial, do

tipo K e~ para escalares positivos K e \ V.

1.3.1 Aproximacoes por Filtros de Primeira Ordem

Problemas de controle por modos deslizantes, em geral, exigem o conhecimento
prévio dos limites superiores de certos sinais para o projeto do controlador. Quando
nao disponiveis, esses limites dos sinais devem ser estimados. No entanto, para
sistemas incertos, obter uma aproximacao de um sinal pode se tornar um problema
de dificil solugao, em especial se o sinal for funcao de um estado nao medido ou
funcdo de uma planta desconhecida [20].

Os filtros de aproximagao de primeira ordem (First-order approzimation filter -
FOAF) cumprem de forma simples essa tarefa de buscar um limite superior para
sinais desconhecidos em sistemas incertos. Além disso, sua parametrizacao ja foi
extensamente abordada e foram desenvolvidas diferentes técnicas de otimizacao (ver
[20-22)).

Teorema 1.1 ([20]). Considere o sistema

onde y € R, u € R™ e x € R". Seja vo a margem de estabilidade de G(s) =
C(sI—A)"'B (conforme Definicao ), Ao @ margem de estabilidade de A (conforme

Definicao ), ey : =" —0, onde § > 0 é uma constante arbitrdria menor que



Y. A resposta ao impulso do sistema é dada por g(t) = Ce*B, t >0, e g(0) =0
(condigoes iniciais nulas). Seja u(t) um limite superior instantaneo de u(t), tal que
|lu(®)|| < a(t),¥t > 0. Entdo, Jci,ca > 0 tal que a resposta ao impulso de g(t)

satisfaca ||g(t)|| < c1e™ " e as sequintes inequagoes sejam vdlidas ¥t > 0:

lg(t) * u()]| < cre™ = u(t) (1.1)
Ly < cre™™ xa(t) + coe” =2 (0)]| (1.2)

Vo
Condigoes iniciais

<cie " xau(t) +7(t)

Demonstragio. Ver [20, Teorema 1]. N



Capitulo 2

Controle por Modos Deslizantes -

SMC

O controle na presenca de incertezas é certamente um dos principais topicos da
teoria de controle moderno. Na formulacao de um problema real, sempre ha dis-
crepancias entre o modelo tedrico utilizado e a dindmica real da planta. Projetar
um controle que mantenha sua performance na presenca dessas discrepancias é uma
tarefa desafiadora. Esse problema despertou grande interesse no desenvolvimento
de técnicas de controle adaptativo (capitulo E) e também de controle robusto, como
o controle por modos deslizantes (Sliding Mode Control - SMC) [1].

Historicamente, o controle por modos deslizantes foi descoberto como um caso
especial dos controles a estrutura variavel ( Variable Structure Systems - VSS). Estes
sistemas compreendem uma variedade de estruturas diferentes com regras para o
chaveamento entre elas em tempo real, o que gera um novo tipo de movimento que
pode nao pertencer a qualquer uma das estruturas que estao sendo chaveadas. Do
ponto de vista matematico, sdo representados por equacoes diferenciais com lado
direito descontinuo. O problema béasico destas equagoes diferenciais é que as teorias
convencionais de existéncia e unicidade de solu¢des nao podem ser aplicadas, nos
pontos nos quais o lado direito da equacao nao for analitico. Neste trabalho serd
adotada a definicao de Filippov para a solucdo de equagoes diferenciais com lado
direito descontinuo [19].

O SMC foi proposto e elaborado inicialmente no inicio da década de 1950, na
Uniao Soviética por Emelyanov e diversos outros pesquisadores (ver [23]). Embora
tenha sido publicado um livro em lingua inglesa sobre o tema na década de 50
[24], estas idéias ficaram restritas & Unido Soviética até meados da década de 1970,
quando foram difundidas para o mundo através da publicacdo de um livro por Itkis
[25] e de um artigo de levantamento bibliografico por Utkin [14] ambos escritos em
inglés (ver [26]).

As principais vantagens desta técnica nao-linear sao seu bom comportamento no



transiente, convergéncia em tempo finito, e destacavel robustez e insensibilidade a
incertezas e perturbagoes [[14, 23, 25, 26]. A ideia geral é desenvolver uma estratégia
de chaveamento de modo que as trajetérias do sistema alcancem e se mantenham
em uma superficie do espago de estado com comportamento dinamico desejado, cha-
mada superficie de deslizamento. Durante o deslizamento, o desempenho do sistema
torna-se insensivel a incertezas paramétricas e a algumas classes de perturbacoes ex-
ternas. Esta importante caracteristica é conhecida como propriedade da invariancia,
e garante que o comportamento do sistema em modo deslizante seja descrito pela
dindmica da superficie de deslizamento. No entanto, uma caracteristica intrinseca
ao sinal de controle de um sistema por modos deslizantes é o chaveamento de alta
frequéncia, também conhecido como chattering. Essa indesejavel caracteristica pode
ser impeditiva para a aplicacao da técnica em diversas aplica¢Oes praticas.

Na busca de solucionar este problema, recentemente, o conceito de superficie
de deslizamento foi generalizado em [8] com a introdugao dos modos deslizantes de
ordem superior (Higher Order Sliding Modes- HOSM). Neste caso, ao invés de atuar
apenas na primeira derivada do desvio sobre a superficie de deslizamento, o HOSM
atua nas derivadas temporais de mais alta ordem e a superficie de deslizamento, ao
invés de s(x) = 0, passa a ser definida por s(x) = 5(z) = --- = s~V (x) = 0, onde
r é a ordem do deslizamento.

Nos tultimos anos, um algoritmo de controle baseado em modos deslizantes de
segunda ordem conhecido como Super-Twisting Algorithm (STA) [8] tem atraido
consideravel atencao. Este algoritmo, além de atenuar o problema do chattering
j& mencionado para sistemas com grau relativo unitario, apresenta como principal
vantagem o fato de nao necessitar de nenhuma informacao sobre a derivada temporal
do desvio sobre a superficie de deslizamento para a implementacao da lei de controle.
Nos desenvolvimentos tedricos iniciais, as andlises de estabilidade e convergéncia
deste algoritmo eram baseadas em métodos geométricos [8] e na teoria de sistemas
homogeéneos [27], o que dificultava o seu desenvolvimento. Mais recentemente, com
a introdugao de andlises baseadas em fungoes de Lyapunov [28, 29|, foram propostas
generalizagoes para o super-twisting baseadas na utilizagdo de ganhos variaveis [[10,
30], ampliando sua aplicabilidade.

O objetivo deste capitulo é apresentar os principais tépicos e fundamentos refe-
rentes a teoria de controle por modos deslizantes, a serem utilizados como ferramenta

na sequéncia deste trabalho.
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Figura 2.1: Esquema do movimento unidimensional da massa unitéria [Iﬂ]

2.1 Principais Conceitos do Controle por Modos

Deslizantes

Nesta secao serao apresentadas as principais caracteristicas do controle por modos
deslizantes. Para tornar o processo mais intuitivo e visando facilitar o entendimento,

os conceitos serao passados através de um exemplo ilustrativo.

2.1.1 Exemplo Basico

Seja uma massa unitaria em um movimento unidimensional [Iﬂ] conforme ilustrado
na Figura @ Adotando as variaveis x; e x9 = &1 para a posicao e a velocidade da

massa, respectivamente, temos a seguinte descri¢ao no espago de estados (@)

9:31 = X3, 11(0) = 210 2.1)
Ty =u+ f(z1,22,t), 22(0) =z,

onde u é a forga exercida pelo controle e f(x1,x2,t) é uma perturbagdo que retine
atrito e demais forcas de resisténcia ao movimento. A funcdo f é assumida desco-
nhecida e limitada, tal que |f(xy, z9,t)| < L.

O problema consiste em projetar uma lei de controle u = u(xy,z2) que leve a
massa para a origem assintoticamente, ou seja, que x; e xo sejam levados para zero
(limy o0 21,22 = 0) , apesar da presenga da perturbagdo desconhecida e limitada
f(z1, 29, t).

E possivel mostrar que, em geral, uma lei de controle baseada em realimentacio
linear de estado definida por

u = k1x1 + koo, (2.2)

com ganhos k; e kg, nao é capaz de garantir estabilidade assintética para
f(z1,20,t) # 0 e as varidveis apenas convergem para um dominio limitado
Q(ky, ko, L), em razao da presenca da perturbacao (caso f(xy,zs,t) = 0, o sistema
convergiria exponencialmente para zero). Esse fato é ilustrado na Figura 2.2, que
mostra o desempenho de tal lei de controle linear considerando ky = —3, ks = —4,

190 =1, x99 = —2 € f(x1,29,t) = sen (2t).
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Figura 2.2: Desempenho da lei de controle via realimentacao linear de estado (@)

com convergéncia para regiao € [l
O que se busca, portanto, é uma estratégia de controle que seja capaz de levar o
sistema para o equilibrio assintotico na origem sabendo apenas os limites da pertur-
bagao desconhecida f(x1,z2,t). Uma boa candidata para essa dindmica é a equacao
diferencial homogénea linear invariante no tempo:
(2.3)

T1+ k1 =0, K>0

Como sabe-se, a partir de (@), que x, = xo, portanto, uma solugao geral da equagao

diferencial (@) é
(2.4)

Kt

T19 e
Kt

Ty = —KT1 = —KT19€

2o(t) = d
Destaca-se,

Il(t) ==
onde é facil perceber que z1(t) e z5(t) convergem para zero exponencialmente. E

o mais importante, sem qualquer efeito da perturbacdo f(xy,xs,1)
) se comporta como

adicionalmente, o fato de que o sistema de segunda ordem (
), tendo uma reducao de ordem no seu modelo

um sistema de primeira ordem em (
dinamico. Mas para que essa dinamica seja atingida, introduz-se uma nova variavel
no espaco de estados (@)

o =0(x1,22) = X9+ Kkx1, k>0 (2.5)
O objetivo passa a ser levar a nova variavel de estado o para zero (conforme

apresentado em (@)) em tempo finito através do controle u. Caso isso seja atingido,
garante-se que as variaveis de estado x; e x5 irao para zero exponencialmente, com a

taxa de convergéncia apresentada em (@) Para levar a variavel o para 0 e manté-la
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nesse valor, utilizam-se técnicas de funcao de Lyapunov [31]. Seja a derivada de o

O':.I"Q—f-/ii‘l

=u+ f(xy,m9,t) +K T . (2.6)
T9 1

e a funcao candidata de Lyapunov V'

1
széa% (2.7)
teremos:
V=06
(2.8)
=0 (u+ f(z1,22,t) + Kxa) .
Seja o sinal de controle u = —kx9 + v, e substituindo na equacao (@)
. ——
V=c¢ (—/{mg +v+f(r,x0,t) + mc2>
=o (f(z1,22,t) + 1) (2.9)
= o f(x,29,t) + oV
<|o|L + ov,

lembrando que |f(xy, z2,t)| < L.

Seja v = —psgn (o), com p > 0, e a funcdo sgn (x) é definida como [1]:
1, >0
sgn (z) = e sgn(0) € [—-1,1]
-1, = <0.

Substituindo v na funcao (@)

v

V <lo|L+ o (—psgn(o))

<lolL— Jo| p (2.10)
~—
osgn(o)

< —lof(p—1L)

nota-se que desde que se escolha o pardmetro de controle p maior do que o limite
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da pertubagao |f(x1,z2,t)] < L, o controle

U = u(T1,Ty) = —KTy — psgn (o), > L
(w1, 22) 2 — psgn (o) p (2.11)
o =o0(xy, 1) = Ty + KTy

fard com que o sistema seja exponencialmente estavel, ou seja, atinja o ponto de
equilibrio ¢ = 0 em tempo finito, fazendo com que as variaveis de estado x1, x5 — 0
com t — oo. Esse fato ¢é ilustrado na figura @, que mostra o desempenho de lei
de controle descrita em (), considerando p = 2, Kk = 1.5, 190 = 1, 290 = —2 ¢

perturbagao f(xy,za,t) = sen (2t).

1 T T T T T T T

0.5 2

-150H

-2
4
Tempo [s]

Figura 2.3: Desempenho da lei de controle () com convergéncia assintotica das
varidveis de estado [l

2.1.2 Definicoes e Conceitos

A partir do exemplo apresentado na se¢ao , diversos conceitos e termos que for-
mam a base do controle por modos deslizantes serao definidos, e eles serao utilizados
ao longo de todo o texto.

A variavel o definida em (@) ¢ chamada de variavel de deslizamento. A
superficie definida em (@) por essa variavel ¢ = x9 + kx; = 0 é conhecida como
superficie de deslizamento, e no exemplo bi-dimensional em questao, ¢ uma linha
reta no espaco de estados (@)

O comportamento descrito por (@), que trata do movimento dos estados z; e
xo sobre a superficie de deslizamento, e que nao faz parte explicitamente da estru-
tura de controle u(z1, z2) recebe o nome de modo deslizante. Como foi destacado,
na superficie de deslizamento, o comportamento do sistema nao depende de para-
metros da planta ou da perturbagao. Essa importante propriedade é chamada de

invariancia. J4 o controle u, descrito em (), que leva as varidveis de estado
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Figura 2.4: Plano de fase do sistema (), para p = kK = 2. (e) trajetérias na
regiao de validade do plano de fase, () trajetérias fora da regiao de validade do
plano de fase, (- -) reta de chaveamento o = xs + kz1 =0

a superficie de deslizamento em tempo finito, e as mantém sobre essa superficie a
partir de entao, é chamado de controle por modos deslizantes.

E facil notar, em funcdo do componente sgn (o) do controle u, que trata-se de
uma funcdo descontinua. Ademais, ela pode ser descrita, ndo da forma compacta
como apresentado em (), mas como duas estruturas diferentes, que sdo chave-
adas dependendo da regiao do plano de fase em que o sistema se encontra. Por

simplicidade, considere o caso em que f(z1,xs,t) = 0.

» Na regido o(z1,x9) > 0, o sistema possui a seguinte estrutura:

Ztl = X9
Gy = — K2y — p (2.12)
——
u
« Na regiao o(x,z2) < 0, o sistema possui a seguinte estrutura:
Zi)‘l = T2
(2.13)

ii‘z = —/4,33'24‘0
———

u

Os planos de fase das duas estruturas isoladas sdo ilustrados, respectivamente,
nas figuras @ e @, para p = Kk = 2. Note que ambas as estruturas sao instaveis
quando consideradas isoladamente. Entretanto, na regiao de validade de cada es-
trutura, todas as trajetérias do sistema apontam em direcao a reta de chaveamento
(superficie de deslizamento) o = x5 + kx; = 0, que se encontra tracejada em ambas

as figuras.
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Figura 2.5: Plano de fase do sistema (), para p = kK = 2. (e) trajetérias na
regiao de validade do plano de fase, () trajetérias fora da regiao de validade do
plano de fase, (- -) reta de chaveamento o = xs + kz1 =0

Deve ser notado, no entanto, que a funcao u é definida apenas para ¢ # 0. No
caso ideal, o sistema ira se manter sobre a superficie de deslizamento o = 0 e tera o
comportamento de modo deslizante descrito por esta superficie [31]. Intuitivamente,
o comportamento esperado do sistema é seu deslizamento sobre a superficie, pois
conforme visto nas Figuras @ e @, as trajetorias apontam todas na direcao da
superficie de deslizamento [3]. No entanto, para mostrar que esse comportamento
se confirma na pratica e construir o plano de fases completo do sistema, serdo con-
siderados diferentes atrasos no chaveamento, de modo que a mudanca do sinal de
controle nao seja instantanea, mas ocorra um pouco depois do sistema passar pela
superficie de deslizamento [13].

Portanto, quanto menor o atraso, maior é a frequéncia de chaveamento e maior é
a semelhancga entre a reta proximo o comportamento do sistema estara do caso ideal
sem atraso. A Figura @ mostra as trajetérias de estado para uma planta conforme
apresentado anteriormente (p = k = 2 e perturbagao nula) para condigoes iniciais
proximas de § = {(z1,73) € R? | 0 = 0}, considerando atrasos de 0.1s, 0.05s, e
0.01s e confirma esse comportamento. Sendo assim, pode-se concluir que, no caso
ideal (chaveamento sem atraso), a trajetéria do sistema fica confinada a superficie
S. Logo, apés um intervalo de tempo finito, o sistema passa a ser regido pela
dindmica desta superficie, que possui ordem reduzida em relagdo a dinamica original
do sistema em malha-fechada, e é descrita pela equagao diferencial (@)

Com o comportamento do sistema na superficie de deslizamento mapeado, é
possivel construir o plano de fase completo do sistema, integrando os resultados
apresentados nas figuras @, @ e @, conforme figura @

O comportamento real de um sistema pratico é mais préoximo do apresentado

na @ do que com o caso ideal, ilustrado no plano de fases @ , uma vez que
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Figura 2.6: Trajetérias de estado e sinais de controle do sistema definido por (@)

e () com os seguintes atrasos no chaveamento: (a,b) 0.1s; (c,d) 0.05s; (e,f)
0.01s.1°

nunca havera um chaveamento instantaneo com elementos reais. Esse efeito de
chaveamento em frequéncia alta e finita do sinal de controle durante o deslizamento
é chamado de chattering [@] Em simulagoes, onde o sistema é discretizado no tempo
para sua computacao, o efeito também se faz presente, com frequéncia inversamente
proporcional ao periodo incremental utilizado no método matematico do simulador
.

Este chaveamento pode instabilizar o sistema ao excitar modos rapidos, normal-
mente ignorados durante a modelagem. Os efeitos mais indesejaveis ocorrem quando
a frequéncia do chattering nao é suficientemente alta a ponto de ser totalmente ate-
nuada pelo sistema. Nesses casos, uma das abordagens mais comuns para reduzir
seus efeitos é a utilizacdo de uma atenuacao nas fronteiras da superficie de desliza-
mento, e dentro dessas fronteiras a funcao de chaveamento é aproximada por um
ganho linear, de magnitude suficientemente elevada de forma que as perturbagoes

desconhecidas sejam rejeitadas [@]

2.1.3 Existéncia do Modo Deslizante

O comportamento intuitivo para que o sistema entre em modo deslizante, descrito
na secao , de que a superficie de deslizamento deve ser ao menos localmente
atrativa, ou seja, deve existir um dominio envolvendo a superficie no qual as traje-

torias do sistema apontem na sua direcao, pode ser matematicamente expresso da
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Fﬂura 2.7: Plano de fase do sistema de controle a estrutura variavel definido por

R.1) e (ﬂ), com f(xy,29,t) =0er=p=2.

seguinte forma [33]:

lim 6 <0 e limo>0 (2.14)

o—0t o—0~

em algum dominio €2 € R™. Neste caso, a superficie de deslizamento seria:
D=8SNQ={xe€Q:0(x)=0}.

A expressao dada por () é frequentemente substituida pelo critério mais

sucinto, embora equivalente, dado por:
oo <0 (2.15)

As condigoes equivalentes () e () sao chamadas de condigbes de alcanga-
bilidade. Essas condicoes garantem apenas que a superficie de deslizamento seja
alcancada assintoticamente, porém nao garante a existéncia de um modo deslizante
ideal.

Para garantir que a superficie de deslizamento seja alcancada em tempo finito,
uma condi¢ao mais restritiva deve ser satisfeita. Percebe-se que, dada uma funcao de
Lyapunov do tipo (@), a equacao da alcancabilidade () é a derivada V. Uma
condicao muito utilizada na literatura é a condi¢ao de alcancabilidade em tempo
finito dada por [1]:

V< —aVV, (2.16)

onde a é uma constante positiva. Essa relagdo nao fere a condi¢do de Lyapunov

para a estabilidade assintética do ponto de equilibrio V < 0 Vo # 0. Integrando
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no intervalo 0 < 7 < t, segue-se que

SV < —%at + V().

Consequentemente, V' (t) atinge zero em um tempo finito ¢, limitado por

Levando em conta a relagao (@), podemos reescrever t,., o tempo necessario

para o sistema a atingir a superficie V' = 0 (que significa o mesmo que o = 0), como

t, < ﬂ"’i—o)’. (2.17)

De forma similar, pode-se simplificar a equacao () utilizando (@)

. 2
V< —aVV = —§a|a| (2.18)
No exemplo apresentado na se¢ao , a equacao V era dada por () e pode ser

rescrita como \/_
2

V< —lol(p—1L) = ——-alo]

Portanto, o ganho do controlador p pode ser calculado como

2
p=IL+ ga (2.19)

Na equacgao (), fica claro que o termo L é projetado para compensar as

perturbacoes e o termo ‘/7504 é responsavel por determinar o tempo ¢, que o sistema
leva para alcancar a superficie de deslizamento. Quanto maior o valor de «, menor

o tempo até alcancar a superficie.

2.2 Descricao Matematica de Modos Deslizantes

Nesta secao, serdo apresentadas duas ferramentas matematicas fundamentais na
andlise de sistemas a estrutura variavel: a solugdo de Filippov para equagoes dife-
renciais com lado direito descontinuo, e o conceito de controle equivalente.
Inicialmente, serd descrito um sistema com controle por modos deslizantes ge-
nérico, considerando o que foi descrito e apresentado na secao @ Seja um sistema

de controle do seguinte tipo:
T =a(z,t)+ bz, t)u (2.20)
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onde x € R™ é o vetor de estados, a(-) e b(-) sdo fungoes suaves e u € R, é uma lei
de controle descontinua.

Suponha que a dinamica desejada para o sistema seja obtida com trajetorias res-
tritas a superficie de deslizamento o(z) = 0. Considera-se que o(z) é continuamente
diferencidvel e que a superficie S definida por § = {z : o(x) = 0} é continua em z,

satisfazendo a seguinte condicao de regularidade:
Veo(z)#0, Ve eS (2.21)

O sinal de controle ¢ descontinuo e dado por:
(2.22)

onde u™(x) e u~(z) sdo fungbes localmente Lipschitz. Note que u(x) ndo é definido
em o(z) = 0. A descrigdio matemaética de modos deslizantes nao é simples justa-
mente por esse fato: o sinal de controle descontinuo () e, consequentemente, o
sistema (), nao serem definidos sobre a superficie de deslizamento. Além disso,
a condicao de Lipschitz para a existéncia e unicidade de solucao de equacoes di-
ferenciais é violada na vizinhanca da superficie de chaveamento. Na secao ,
foram utilizados argumentos intuitivos para tratar essa descontinuidade. Os méto-
dos apresentados a seguir apresentam solugoes para descrever, de maneira formal, o

movimento durante o deslizamento.

2.2.1 Método de Filippov

Este método trata de forma axiomatica a solugao de equagoes diferenciais com lado
direito descontinuo. Considere a seguinte equagao diferencial, que representa o sis-
tema () com a agao do controle descontinuo () em malha fechada:

(t) = f(z,u,d,t)

2.23
= [(z) 22

onde x € R” representa o estado, u € R™ representa o controle e d € R? representa o
perturbagoes ou incertezas externas e limitadas. A fun¢ao f¢(z) (f : Rx R — R")
é descontinua com respeito ao vetor de estados.

A superficie de chaveamento S particiona o espago de estados em duas regides
mutuamente excludentes, que sdo denotadas por F*:={z:0(z) >0} e F~ = {x:
o(x) < 0}.

Considerando inicialmente o caso em que o sistema conta com uma tunica en-

trada e o : R” — R. Supondo zy um ponto de descontinuidade na superficie S e
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definindo f¢_(xo) e f°,(x) como limites de f°(z) quando se aproximam do ponto

xg, respectivamente, por F e F~. A solucao de Filippov é dada por [1]:

i(t) = (1 —a)f* (z) + af, (), (2.24)

onde o escalar 0 < o < 1.

O valor de « é escolhido tal que o vetor
flaor=0=a)f_ +afy

seja a intersecgdo da tangente a S no ponto xg € S com o segmento de linha que
une ¢ e f°_, conforme apresentado na figura @ Neste ponto, os vetores f¢,, f_
estdo direcionados para as regices F—, F, respectivamente. Portanto, a solugao
de Filippov pode ser considerado uma média entre os dois vetores "velocidade”no

ponto zg [[].

Figura 2.8: Interpretacio geométrica da solugao de Filippov [1].

E interessante salientar que, numa situacao diferente da ilustrada, caso ambos
os vetores f°, e f_ estivessem apontando ambos para uma mesma regiao F*t ou
F~ ao atingir a superficie S no ponto xy € S, ao invés de permanecer sobre S, ela
cruzaria a superficie.

A equacao () pode ser considerada uma equagao diferencial cujo lado direito

é definido como o conjunto convexo [l]
K(z) = {(1 —o)f'_+af‘,, Vael0, 1]}

e assim (t) € K(z).

Os valores de a que garantem &(t) = 0 podem ser calculados explicitamente da
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() Por simplicidade, pode-se escrever o sistema linear ¢ = Sz, onde ST € R™.
Entao,
c=8t=(1—-a)f_+af,

Para manter o valor de o0 = 0, o escalar a deve satisfazer a seguinte relacao
(1-a)f'_ +af, =0
ou seja,
Sfe_
o=
Sfe_—Sfe,
de forma que
S fe ¢ _Gfc c
sy SIS =S
Sfe_—Sfe,

Para um caso mais genérico, onde f(¢, z) seja uma fun¢ao mensuravel (no sentido

de Lebesgue) definida para quase todo (t,z) em um dominio E do espago de fase
(t,x). Além disso, para qualquer subconjunto compacto D C F, exista uma fungao
A(t) finita (localmente integravel) em quase todo (¢, z) em D, tal que | f(t,z)| < A(t).
Uma solugao formal para equagoes diferenciais com lado direito descontinuo seria
dada pela defini¢do @ a seguir [[19, B4]:

Definigao 2.1 (Solucao de Filippov). Uma fungao vetorial x(-) é solugao de ()
no intervalo [ty, t1], se z(-) € absolutamente continua em [to, t1], e se, para quase

todo t € [to, t1], tem-se a sequinte inclusio diferencial:
e K(z),

com
k() = () () @ 4 Bs(a) \ V). (225)
6>0 uN=0

onde p € a medida no sentido de Lebesque, Bs(x) representa uma bola de raio §
centrada em x, €0 {-} denota o fecho convexo, f(t, Bs(x)\ N) é conjunto de todos
0s valores de f(t,x) para x € Bs(x) \ N, e a notag¢io ﬂ denota a intersecao de
todos os conjuntos N de medida nula (no sentido de L:b]\és;ue).

Note que, para um ponto x, pertencente a superficie de descontinuidade o(z) =
0, (z) representa o conjunto convexo minimo de todos os possiveis valores limite
de f(t,x) na vizinhanga de z,, com x variando em quase toda uma vizinhanga 9§
(0 — 0), a menos de um conjunto de medida nula. Para z, fora da superficie de
descontinuidade, K(z) corresponde ao préprio campo vetorial f(¢,z,) [33].

Uma interpretacao mais simples da definigdao @ é, considerando o caso onde os

possiveis valores limites sejam finitos (fi, fo,..., fn) em certo ponto x. Qualquer
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possibilidade de “velocidade” de Filippov tem a forma & = A fi + Xofo + -+ +
Anfn,onde Y8 N, =1, X >0, e pode ser considerado como um valor médio da
velocidade dos valores f; durante a fracao de tempo \;At no intervalo infinitesimal
de tempo At [1].

Até aqui, foram apresentadas as condi¢Oes necessarias para a existéncia da solu-
¢ao de Filippov do sistema definido por () Uma condicgao suficiente para garantir
a unicidade da solucdo é a de que, se os campos vetoriais f°, (¢t,z) e f¢_(t,z) forem
localmente Lipschitz em x nas regioes F e F~, respectivamente. Adicionalmente,
se f¢(x) for continua por partes, entdo a solugdo serd tnica a partir de um instante

to se pelo menos uma das desigualdades
Sfe.(x) <0, Sf°_(z)>0,

for satisfeita Vo € S [33].

2.2.2 Conceito de Controle Equivalente

Uma forma alternativa e simplificada de analisar a dinamica na superficie de desli-
zamento em sistemas por modos deslizantes é através do conceito de controle equi-
valente, proposto por Utkin [14]. O controle equivalente é definido como a acdo de
controle continua necessaria para manter a solugao sobre a superficie de desliza-
mento. A ideia principal é explorar o fato de que em modos deslizantes convencio-
nais, 0 = ¢ = 0. Essa condicao sobre a derivada da variavel de deslizamento pode

ser reescrita como 1]

Jdo Oz

"o ot
~

xT

Com & = f(z,u,d), o controle equivalente u.,, que é a funcdo continua requerida

para manter o deslizamento, pode-se reescrever a relacao acima como

do
py (@, Ueq, d) =0

Considerando o seguinte sistema tipico:
= f(t,x)+ g(t,z)u+ d(t,x), (2.26)

sujeito a uma acao de controle descontinua v € R™ capaz de garantir que o modo
deslizante seja alcancado na superficie de deslizamento § = {z € R" | o(x) = 0},
onde o(z) : R" — R™ é uma fungao continuamente diferencidvel, as fungoes f (¢, x) :
RT x R" — R" e g(t,x) : RT x R" — R™™ gsdo suaves, e d(t,z) : Rt x R" — R"”
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é uma perturbacdo limitada e desconhecida. E possivel obter a acdo de controle

equivalente resolvendo a equagao linear

Jo oo oo
%f(ta ZL') + %g(t7$)ueq + %d(t? ZL') — 07

logo, assumindo que %g(t, x) é nao-singular, pode-se colocar a equagao em fungao

do controle desejado

wo = (attn)) 5711 +dt,o)], (227

Para obter a dindmica do sistema em malha-fechada durante o deslizamento,
basta substituir o valor de ue, obtido em () no sistema (R.26):

do ! 9o
t=|1— — — . 2.2
; ( ott.a) (Gt M) ) +da). (229
Suponha agora que a perturbagao de entrada d(t, x) seja casada, tal que

d(t,x) = g(t,z)p(t, x).

Neste caso, a dindmica em malha-fechada durante o deslizamento é reduzida a

o= (1-gt.0) (Fatt0)) 57 ) 1(ta) + alt,hpte. )

= (1-ate0) (Fotea))  57) sttin) + ate.0) = gt 20 ot0. ),

= (1ot (Zot0)) 22 sie

uma vez que g(t, z) ($2g4(t, x))_l g—‘;g(t, x) = g(t,z). Note que neste caso a dinamica
é independente de d(t, x). Esse resultado demonstra que, ao alcancar o modo desli-
zante, o sistema torna-se insensivel a perturbacoes e incertezas casadas e confirma
a propriedade da invariancia, apresentada na se¢ao [13].

E importante destacar que o controle equivalente Ueq calculado em () é
oriundo de operagoes algébricas sobre a equagao (R.26) e é absolutamente inde-
pendente do sinal que de fato serd aplicado no sistema pelo controle por modos des-
lizantes. Enquanto este sera descontinuo por natureza, aquele sempre sera suave.
Ademais, o calculo () depende explicitamente do valor da perturbagao d(t, ), a
qual serd geralmente desconhecida, nao sendo possivel implementar o controle eq

na pratica.
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Este conceito deve ser pensado como uma a¢ao de controle abstrata que facilita
a obtencao de uma expressao para a dindmica em modo deslizante, com o objetivo

de auxiliar a andlise de estabilidade do sistema em malha-fechada [L].

Exemplo 2.1. Considere o sistema da se¢ao , descrito por (@) (para evitar
ambiguidade dos termos, a perturbacao f(z1,xs,t) é renomeada para ¢(z,t)), para
t > t., onde t, é o instante de tempo em que a superficie de deslizamento o =
To+ Ky =0 (@) ¢ alcancada. Pode-se reescrever sua equacao de estados na forma

(b.2d):

jﬁl ) 0 0
=7 ] e
T 0 1 ¢(x,t)
= ————
T f(t,x) g(t,x) d(t,x)

Calcula-se o vetor %:

mele =l )

Com isso, pode-se aplicar o cdlculo do controle equivalente dado por ()

Ueq=—<[ﬁ ] m) & 1J([?]+[¢<3,t>]>

= —KTy — ¢(x, 1)

Portanto, o sistema (@) em malha fechada durante o deslizamento, pode ser

reescrito considerando o controle equivalente para representar sua dinamica:

Zt‘lzl‘g

ZiJg = —KT9
que é insensivel & perturbacao ¢(x,t) e tem como solucao (@), como visto na segao

.11,

2.3 Projeto da Lei de Controle por Modos Desli-

zantes

Considere o seguinte sistema nao linear monovariavel (SISO)

&= f(z,t) +g(z, t)u (2.29)
o=o(x,t)
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onde f(-) e g(-) sao fungoes suaves e desconhecidas, z € R™ é o vetor de estados,
u € R é o sinal de controle e 0 = o(x,t) é uma fungao de saida mensurdvel, cuja
dindmica dos zeros (ver [35]) associada é estével e satisfaz o objetivo de controle
(rastreamento ou estabilizagao).

O grau relativo do sistema n* é assumido como conhecido e constante, sendo igual
a 1. Isto significa de modo simplificado que o controle u s6 aparece explicitamente
na primeira derivada de o.

O objetivo é garantir que o sistema entre em deslizamento ideal num tempo

finito. Para tal, a seguinte restricao deve ser satisfeita:
o(x,t)=0, Vt>t, (t finito) (2.30)

Para satisfazer a restrigao () basta atender a condicao de alcangabilidade em
tempo finito descrita em (), que depende da derivada o:

do  do .

~ ot ox
do do

= %f(l’»t)Jr%g(%t)u (2.31)
~———— N —

o

a(z,t) b(z,t)

=a(x,t) + b(x,t)u

Substituindo o valor da derivada temporal de o obtido em () na equacao
apresentada em () para garantir a alcancabilidade:

oo < —704\0]
(2.32)

ola(z,t) + bz, t)u] < —ga osgn (o)

lo]
Para o projeto da lei de controle as seguintes hip6teses devem ser satisfeitas [36]:

Hipétese 2.1. Assume-se que os limitantes das fungoes |a(x,t)| e |b(z,t)| sdo co-
nhecidos. Mais especificamente, sao conhecidas fungoes positivas A(x,t), By(z,t) e

By(x,t) tais que, globalmente

la(z,t)| < A(x,t)
0 < Bi(z,t) <|b(z,t)| < Ba(z,t)

Hipoétese 2.2. Assume-se que o sinal de b(x,t) (sgn (b(x,t))) € conhecido.

Portanto, o controle descrito em () pode ser escrito considerando os valores
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limites da hipétese El] e o conhecimento do sinal da hipdtese @:

V2

U= —% sgn (b(x,t)) sgn (o(z,t)) . (2.33)
E o valor u calculado garante que a condigao () seja satisfeita. Como resul-
tado, o(z,t) sera globalmente conduzida para zero em algum tempo finito, indepen-

dentemente do crescimento nao linear das incertezas.
Um ponto importante a ser observado é a importancia do conhecimento da di-
recao de controle em esquemas baseados em modos deslizantes convencionais, con-
forme hipdtese @ Recentemente, hé pesquisas avancando sobre a aplicacao das

técnicas de controle de ordem superior preterindo desta hipdtese (ver [37]).

2.4 Modos Deslizantes de Ordem Superior
(HOSM)

A ideia béasica no controle por modos deslizantes é garantir que o sistema satisfaca
uma restricao apropriadamente escolhida. Para isto, o controle deve reagir imedia-
tamente a qualquer desvio que o sistema apresente, conduzindo-o novamente para
a restricao através de um controle suficientemente intenso.

O controle por modos deslizantes, por apresentar esta caracteristica, é extre-
mamente eficiente e com grande acurdcia em sistemas incertos. E provavelmente a
técnica de controle robusto de maior éxito em lidar com perturbacoes limitadas e
dindmica parasitas [26, B8, B9]. Entretanto, todas essas vantagens tém um custo.

Como visto na se¢ao Ell, oscilagoes indesejadas de alta freqiiéncia, o chamado
chattering, é parte intrinseca do controle e pode ter impactos grandes no sistema,
impedindo sua implementacao em muitos casos. Este é um dos principais problemas
do controle por modos deslizantes [[].

Para solucionar este problema, surgiu na década de 1990 [8], o chamado controle
por modos deslizantes de segunda ordem como impulso para a ja madura técnica
de controle SMC, e posteriormente, nos anos 2000 [40], conceitos de controles de
ordem superior (Higher Order Sliding Modes - HOSM) foram introduzidos. Esses
novos desenvolvimentos foram motivados em grande parte pelos seguintes problemas

inerentes & solugao convencional [[1]:

1 A solugao convencional de modos deslizantes é restrita para plantas de grau

relativo unitario com relagao a variavel de deslizamento.

2 O problema do chaveamento em alta frequéncia (chattering) é inerente aos

sistemas reais e praticos, sendo muito dificil de atenuar ou evitar.
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O controle por modos deslizantes de ordem superior, além de preservar as prin-
cipais vantagens do controle por modos deslizantes converncional e fornecer uma
acuracia ainda maior, também mitiga esses problemas intrinsecos a técnica original
[9]. Como atua nas derivadas temporais de ordem superior da variavel de desliza-
mento (em contraste a apenas a primeira derivada da técnica original), é efetivo para
graus relativos arbitrarios e o efeito de chaveamento de alta frequéncia é “escondido”
na derivada mais alta da varidvel de deslizamento [1].

O principal problema na implementacao de um HOSM ¢é o acréscimo de infor-
macao requerida. De forma geral, um controlador por modos deslizantes de ordem
r, para manter a restricio s = 0, necessita que os sinais s, §,...,s"V estejam
disponiveis. Este problema foi resolvido, pelo menos de forma tedrica, através dos
diferenciadores exatos e robustos (Robust Exact Differentiators - REDs), apresen-
tados em [40-42].

Estes diferenciadores sao capazes de fornecer em tempo real derivadas exatas até
a ordem [, desde que a derivada de ordem [ + 1 seja limitada. Na pratica, devido
a existéncia de atrasos e ruidos, o diferenciador apresenta erros na estimativa das
derivadas, embora possua uma performance assintoticamente étima na presenga de

pequenos ruidos de medicao [43].

2.4.1 Projeto da Lei de Controle por Modos Deslizantes de

Ordem Superior
A defini¢ao formal de um sistema de modos deslizantes de ordem 7 é:

Definicao 2.2 ([, 9]). Considere a equagio diferencial descontinua
&= f(x),

entendida no sentido de Filippov ) , com fung¢do de restrigio o(x) suave.

Suponha que as sequintes condicoes sejam satisfeitas:
i As derivadas temporais o, &, ..., oY sdo funcées continuas do estado x.

11 O conjunto

S={reR"|o=¢=...=0""Y =0} (2.34)
¢ um conjunto integral nao vazio, ou seja, consiste em trajetorias de Filippov.

1t O conjunto de campos vetoriais admissiveis de Filippov () nos pontos

pertencentes a () contém mais de um vetor.

Entdao, o movimento no conjunto () ¢ dito existir em um modo deslizante de

ordem r, e o conjunto () ¢ denominado conjunto deslizante de ordem r. O caso
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6=0=0

Figura 2.9: Modo Deslizante de Segunda Ordem [1].

nao-autonomo € reduzido ao caso considerado acima introduzindo o estado ficticio

t, com dindmica dada port =1.

Em outras palavras, se a tarefa for garantir que uma fungao suave o seja mantida
igual a zero (), entao a ordem do deslizamento é o nimero total de derivadas

) = ), na vizinhanca do modo

continuas de ¢ (incluindo a derivada zero, i.e., o
deslizante. Desta forma, o modo deslizante de ordem r é determinado pelas igual-
dades

c=6=6=---=0c""Y =0,

que formam uma condi¢do de dimensao r no espaco de estado do sistema dinamico.

Para um caso » = 2, o movimento do modo deslizante no conjunto () é
apresentado na figura @ O terceiro item do @ é ilustrado pelos dois vetores de
direcao no ponto M da superficie de deslocamento pelo conjunto ()

Deve ser ressaltado que para um deslizamento de ordem r a derivada () néao é
uma func¢ao continua das variaveis do espago de estado. Logo, a ordem do desliza-
mento caracteriza o grau de suavidade dindmica na vizinhanc¢a do modo deslizante.
O modo deslizante convencional, no qual a maior parte dos sistemas a estrutura
varidvel é baseada, caracteriza-se por um deslizamento de primeira ordem (¢ é des-
continua) [33].

Segundo a defini¢ao, para que o modo deslizante convencional se estabeleca a
convergéncia para a superficie de deslizamento deve ocorrer em tempo finito. Ja
no caso dos modos deslizantes de ordem superior a convergéncia também pode ser
assintotica. Um exemplo simples de convergéncia assintética para um conjunto
deslizante é um problema cuja varidvel de deslizamento a ser mantida em zero é s,
enquanto o controle aparece explicitamente apenas em §.

A funcao de restricao escolhida é 0 = s+ 5. Por construcao, ¢ = $+ § contem o
controle, e portanto ¢ pode ser mantido em zero por meio de um modo deslizante de
primeira ordem (convencional). Neste caso, existe um modo deslizante de segunda

ordem assintoticamente estavel com respeito a restricdo s = 0 na origem (e somente
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na origem) s = § =0 [1].

A acuracia com que um modo deslizante mantém uma determinada restrigao esta
diretamente relacionada ao intervalo de tempo entre duas medicoes ou ao atraso de
chaveamento 7, tal que |s| = O(7). Em um modo deslizante de primeira ordem, a
primeira derivada temporal ¢ do desvio sobre a restri¢ao é descontinua, e a acuracia
com que se mantém a restri¢do o = 0 ¢é proporcional a 7 (Jo| = O(7)). Similarmente,
a derivada o) ¢é descontinua em um modo deslizante de ordem r, e a restricdo
o= = 0 é mantida com acuracia proporcional a 7. Isso implica que as demais
restricoes 0" =0, com i = 1,2, ..., r, sdo mantidas com acurdcias proporcionais
a 7. Logo, a acurdcia com que um modo deslizante de ordem 7 pode manter a
restrigdo o = 0 é proporcional a 77 (|o| = O(7")) [8, 43]. Note que estas acuracias
sao observadas apenas durante o modo deslizante, e portanto sao garantidas apenas
para HOSMs com convergéncia em tempo finito.

Intuitivamente, é possivel perceber que o conceito de ordem do sistema de modos
deslizantes esta intimamente ligado ao grau relativo do sistema. No entanto, para

demonstrar esse fato, serd necessario lancar mao de uma funcao chamada derivada
de Lie:

Definic¢ao 2.3. Seja uma funcio escalar suave h(x) : R" — R e um campo vetorial
suave f(z) : R® — R". Entdo, a derivada de Lie de h com respeito a f ¢ a

fungao escalar definida por [3]:
oh
h = =—f.
Ly Vinf pe f

Em outras palavras, a derivada de Lie é uma derivada direcional de h ao longo da

direcao do vetor f.

Portanto, uma importante propriedade da derivada de Lie é que ela pode ser

definida recursivamente:

L h=h
ﬁfi h = ﬁf (ﬁf(i_l) h) = V(ﬁf(i_l) h), para 1= 1,2, R

Além disso, ao se escrever a fungao L,Lh, deseja-se:
ﬁgﬁf h = V(ﬁf h)g

Um exemplo simples da utilizagdo de derivadas de Lie é o seguinte sistema en-
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trada saida:

Entao, as derivadas primeira e segunda da saida sao:

. Oh

V=Gt =l

. O[Lsh].
=y =L

Seja o seguinte sistema dindmico suave

(2.35)

sujeito a uma agao de controle escalar u € R, com estado z € R" e saida escalar

suave 0 € R. A derivada total da saida o é definida como a derivada no tempo %—‘:
ao longo da trajetoria do sistema:
o= %O’(I)

oo

Oz Ot

= Vo(z) (a(z) + b(x)u) (2.36)

= Vo(z)a(x)+ Vo(z)b(x)u

La o(z) Ly o)

=L, 0(x)+ Ly o(z)u

O grau relativo da saida o com relagdo a entrada v no ponto x ¢ definido como
a ordem da derivada total de o na qual o controle aparece com coeficiente nao-nulo
pela primeira vez, dado que os coeficientes de controle sdo identicamente nulos nas
derivadas de ordem inferior. Em outras palavras, caso o grau relativo de um sistema

seja igual a 1 em certo ponto g, entdo L, o(xg) # 0. Suponha que £, o(x) =0
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(grau relativo > 1) na vizinhanga de zg, entao diferenciando novamente (R.36)

5 o ()
ot
o,
= W{p
— W(a(m) + b(z)u)
_ 9[Ls o(x)] 9[La o(z)]
= Ta(az‘i—l—\Tb(x)lu
La? o) V(Lo ol@)b()

=L, o(z) + LyLy o()u

Caso o coeficiente L,L, o(z) seja ndo-nulo, entdo o grau relativo da saida o com
respeito a entrada u é 2 neste ponto.
Continuando o raciocinio acima para ordens superiores (e graus relativos mais

elevados), obtemos a seguinte definigdo formal [35]:

Definicao 2.4. O numero r é chamado grau relativo da saida o do sistema ()

com respeito a entrada u no ponto xg, se
ﬁb 0'(33) = ﬁbﬁa O'(LE) == Ebﬁar_g U(l’) =0
LoL,to(x) #0
na vizinhanga do ponto xg.

Caso o sistema () seja nao autonomo, entao deverd ser reescrito como

z=ua(t,x)+ b(t,x)u

(t,2) + b(t, o) -
o=o(t,z).

Para que seja aplicada a definicao @, o sistema () devera ser reescrito in-

T
troduzindo um estado ficticio t ao seu vetor de estados = (X = [mT t} ), sendo a

equacio deste novo estado simplesmente £ = 1.

-
t 1

= a(X) + b(X)u,

e a saida serd definida por 0 = ¢(X). Entao, a definigao @ se aplicara com a ressalva

de que o ponto para o qual se calcula o grau relativo deixa de ser simplesmente

T
e deve ser definido pelo estado aumentado Xy = |:.T0T t0i| .
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Portanto, se o grau relativo do sistema () for igual a r, as seguintes equagoes

serao satisfeitas

o = L' o(X), i=1,2,...,r—1,

(2.38)
ol = L;" o(X) + L L™ o(X)u,

com coeficiente £;L£;" ! o(X) # 0. Percebe-se que as derivadas temporais o), com
1=1,2,...,r—1, sao fungoes continuas de X, sem a presenca do sinal de controle u.
Portanto, a restricao ¢ = 0 somente podera ser mantida em um modo deslizante de
ordem igual ou superior a . No caso de um modo deslizante de ordem superior a 7,
a lei de controle u devera ser continua, porém com derivadas temporais descontinuas
de modo a garantir a convergéncia para o modo deslizante de ordem superior.

Considerando novamente o sistema (), onde z € R", a(t,z),bec : R"™ - R
sao fungodes desconhecidas e até a dimensao n pode ser incerta. Apenas as medidas
da saida o estao disponiveis em tempo real. O objetivo é levar ¢ = 0 em tempo
finito através de uma lei de controle v € R. Em outras palavras, trata-se de um
problema de rastreamento de uma ”caixa preta”(processo desconhecido).

O grau relativo r do sistema é constante e conhecido, tal que a equagao (R.3§)

pode ser reescrita na forma
o™ = h(t,z) + g(t,z)u, (2.39)

onde h(t,z) = Li" o(X) e g(t,x) = L;L£5"" 0(X) # 0. E considerado, sem perda
de generalidade, que g(t,z) > 0. Caso g(t,x) seja negativo, basta alterar o sinal do
controle u a ser projetado. Para as constantes positivas K,,, Ky e C, assume-se

que as inequagoes

0< K, <g(t,x) < Ky

hit2)] < 240

sao validas, o que é sempre verdade ao menos localmente para qualquer sistema
suave e com grau relativo r bem definido. As trajetérias de () sao definidas
para t € [0,00) para qualquer entrada limitada u(¢,z) mensurdvel (no sentido de
Lebesgue).

Portanto, o objetivo pode ser descrito como estabilizar em tempo finito os estados
0,6,...,00Y do sistema incerto () sob as condi¢oes impostas em () E
possivel notar que, embora o grau relativo r deva ser conhecido, nao ha necessidade
de determinar exatamente os valores dos parametros K,,, K, e C, uma vez que eles
influenciam somente na magnitude do controle projetado.

E possivel perceber que nenhum controle estitico u = (o, ¢, ...,00"1 é capaz
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de atingir o objetivo determinado com um sistema incerto como o considerado.

Certamente um controle que force ¢ = 0, também deverd satisfazer ¢ = 0.

Isso significa dizer que, a partir de (), ©(0,0,...,0) = _ht2) - Obviamente,

g(t,w)

©(0,0,...,0) € [—KL, KL} Considerando agora dois sistemas triviais conforme

() que satisfagcam as condigoes ()

o) = C+ Kpu
o = —C + K,u.

Fica claro que é impossivel determinar uma lei de controle continua que satisfaca
simultaneamente ambas as equacoes quando o™ = 0. Portanto, o controle u teré de
ser obrigatoriamente descontinuo ao menos no conjunto () Em outras palavras,

devera haver um modo deslizante o = 0 de ordem 7.
A partir de (), as solugoes de () devem satisfazer a inclusao

o € [~C,C| + [Kpm, K u. (2.41)

Ao contrario do sistema (), a inclusao () ¢ conhecida completamente. No
entanto, o sistema () nao tem qualquer "meméria”’do sistema original (),
exceto pelas constantes r, K,,, Ky e C. Esse fato confere aos controles () a
robustez com relagao a qualquer perturbacao preservado ()

Portanto, o problema pode ser definido como encontrar um controle u =
©(o,6,...,0"7Y tal que as trajetérias de () convirjam em tempo finito para
aoriggm o =6 =--- =" =0.

Historicamente, o primeiro controlador por modos deslizantes de segunda ordem
de que se tem noticia é o Twisting [44]. Este controlador, servird como base para
o desenvolvimento do principal controle por modos deslizantes com lei de controle
continua, o Super-Twisting [8]. Posteriormente, serd apresentada uma generaliza-
¢ao recente deste controlador que amplia sua aplicabilidade, o Super-Twisting com
ganhos varidveis [10, B0]. Nas subsegoes a seguir serao apresentados os controles

supracitados.

2.4.2 Controlador Twisting

O controlador twisting tem importante relevancia histérica por ser o primeiro con-
trole por modos deslizantes de segunda ordem ja publicado [44]. Seu nome é fungao
de sua trajetdria em espiral em torno da origem no plano de fase (o, &), conforme
ilustrado na figura . A amplitude ao longo dos eixos, bem como o tempo da
rotacdo, decaem em progressao geométrica. O valor da derivada de controle co-

muta a cada cruzamento de eixo, o que exige a disponibilidade do sinal da derivada
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Figura 2.10: Plano de Fase do controle twisting [[].

temporal da varidvel de deslizamento & [9].

Seja um sistema de grau relativo unitario. Este controle é definido pela formula
u= —(rysgn (o) +rysgn(a)), ri>ry>0, (2.42)

cujos ganhos 71 e 19 sdo definidos por:

Lema 2.1 ([45]). Seja r1 e o que satisfacam as condicoes

Km(T1+7’2)—C>KM(7”1—T2)+C,

Kp(ry —rg) > C. (243)

Entao o controle em () garante a existéncia de um modo deslizante de sequnda

ordem o = 0 = 0 que atrai as trajetorias em tempo finito.
Demonstragio. ver [45, p. 6]. O

Na pratica, os parametros r; e ro do controle nunca sao estimados utilizando
() Em geral, o sistema real nao é conhecido exatamente, o modelo utilizado
nao é totalmente adequado e as estimativas dos parametros K,,, K, e C' sdo muito
maiores do que os valores reais (usualmente 100 vezes maiores). E quanto maior
forem esses parametros, mais sensivel serd o controle a qualquer imperfeicao de

chaveamento ou ruido de medi¢ao. Portanto, a forma mais adequada para ajustar
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os parametros do controle é através de simulagdes computacionais do sistema e testes
experimentais [1].

Fica claro que o controle () é funcao da derivada temporal &, que raramente
esta disponivel em sistemas reais. Este sinal pode ser estimado como uma diferenca
Ao; entre os valores de o, onde Ao; = o(t;) — o(t;_1) e o tempo atual t € [t;, ;1)
[U5].

O controlador a seguir, o super-twisting também é baseado em modos deslizantes
de segunda ordem e destaca-se por nao necessitar que a derivada temporal do desvio

sobre a restricao esteja disponivel para a implementacao da lei de controle.

2.4.3 Controlador Super-Twisting

O super-twisting (Super-Twisting Algorithm - STA) é um controlador baseado em
modos deslizantes de segunda ordem, e foi desenvolvido com o objetivo de atenuar o
chattering em sistemas com grau relativo unitario [8]. A ideia bésica é projetar uma
lei de controle dinamica de modo que a ag¢ao descontinua esteja presente apenas em
sua derivada temporal, visando obter uma convergéncia em tempo finito para um
modo deslizante de segunda ordem por meio de um sinal de controle continuo. Assim
como no caso do controlador twisting apresentado na segao , um sistema de
controle a estrutura variavel baseado no algoritmo super-twisting caracteriza-se por
um movimento em espiral em torno da origem do plano de fase (o, ¢), como ilustrado
na figura . A principal vantagem do super-twisting com relagdo aos demais
controladores baseados em modos deslizantes de segunda ordem é nao ser necessaria
nenhuma informagao sobre a derivada temporal ¢ para a implementacao da lei de
controle. Este fato fez com que o STA atraisse consideravel atencao no contexto
de sistemas a estrutura variavel, tendo sido utilizado com sucesso em importantes
aplicacoes, como o problema da diferenciagao robusta e exata em tempo real [11] e
o controle de diversos sistemas de interesse pratico [46-4§].

Seja um sistema de grau relativo unitario definido por () Considerando
(), tem-se a seguinte dinamica:

o =a(t,x) + b(t,x)u, (2.44)
com b(t,z) # 0. Assuma-se que as desigualdades

la| + Unlb] < C,
0< K, <b(t,x) < Ky,

‘g (2.45)

‘ <qUMa

0<qg<l,
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e b

Figura 2.11: Plano de Fase do controle super-twisting [1].

sejam satisfeitas para determinadas constantes positivas C', K,,, Ky, Upr, € q. A lei

de controle é definida baseada no algoritmo super-twisting [8, #5], sendo dada por

u = —k|o|2sgn (o) + 2,

. — 1, lu| > U, (2.46)
z =
—kosgn (o), |ul < U

Note que de fato ndo é necessaria nenhuma informacao sobre a derivada tem-
poral ¢ para a implementacao de u, e que o algoritmo super-twisting fornece um
sinal de controle continuo, e portanto menos propenso ao chattering [8, 45. O

comportamento do sistema em malha-fechada é enunciado pelo teorema a seguir.

Teorema 2.1 ([45]). Seja o sistema em malha-fechada definido por () e (2.49),
obedecendo as desigualdades () Se K, ky > C e ki for suficientemente grande,
entao o controlador () garante o aparecimento de wm modo deslizante de sequnda
ordem o = ¢ = 0 atraindo as trajetorias do sistema em tempo finito. O sinal de
controle u converge em tempo finito para o segmento [—Up, Uy, e nele permanece.
O sinal de controle nunca deixard este segmento se estiver inicialmente localizado

dentro dele.
Demonstragao. ver [45, p. 08]. O
Para sistemas com b(¢, z) constante em (), pode-se utilizar uma versao modi-

ficada da lei de controle (), obtida fazendo Uj; — oo. Isso é possivel em funcao
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da desigualdade |a| + UM\15| < C, de () Como b — 0, pode-se optar por um
limite Uy, infinito, pois nao haverd impacto na escolha da constante C. Adicio-
nalmente, como |¢| < qUy — o0, essa desigualdade pode ser descartada. Assim,

ficamos com a seguinte lei de controle

1
u = —ki|o|2sgn (o) + z,
ot sgn (o) .
Z = —kysgn (o),

e desigualdades

jal < C,

(2.48)
0< Kn<b< Ky,

para determinadas constantes positivas C, K,,, K. Assim, se ki e ky forem escolhi-
dos apropriadamente, entao a lei de controle () também garante a convergéncia
do sistema em malha-fechada para um modo deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0.

Este fato é enunciado pelo teorema a seguir.

Teorema 2.2. Seja o sistema em malha-fechada definido por () e (), com
b(t,x) constante. Assuma que as desigualdades (R.48) sejam satisfeitas. Se K, ko >
C e ky for suficientemente grande, entao o controlador () garante o aparecimento
de um modo deslizante de sequnda ordem o = ¢ = 0 atraindo as trajetorias do

sistema em tempo finito.

Demonstragao. ver [[L1]. O

Para sistemas de grau relativo unitario o STA pode ser aplicado diretamente
para controle do sistema. No entanto, para sistemas de grau relativo 2, ele também
pode ser aplicado como observador para gerar o sinal de &, na aplicacao de um con-
trole de segunda ordem, como o twisting, apresentado na segao , por exemplo.
Os populares observadores de alto ganho nao podem desempenhar a tarefa satis-
fatoriamente pois apenas sdo capazes de estabilizar assintoticamente no estado de
equilibrio. O diferenciador necessario para essa aplicacao deve ser robusto e exato
(Robust Exact Differentiation - RED), com convergéncia em tempo real na auséncia
de ruido de medigao [[l]. Esta aplicagdo é uma das mais importantes do algoritmo
super-twisting, e sera abordado o diferenciador de primeira ordem na subsecao a

seguir (para o caso de ordem arbitraria, ver [43]):

Diferenciador de Primeira Ordem Robusto e Exato - RED

A diferenciagao de sinais em tempo real é um problema antigo e bem conhecido.

Um diferenciador ideal deveria ser capaz de fornecer como saida a derivada exata de
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qualquer sinal de entrada. Entretanto, na préatica, como os sinais sao corrompidos
por ruidos de alta frequéncia, que possuem derivadas com amplitudes muito elevadas,
seria impossivel para estes diferenciadores fornecerem uma estimativa razoavel da
derivada do sinal base de interesse.

Desta forma, o objetivo é encontrar um diferenciador capaz nao s6 de fornecer
a derivada exata para uma classe de sinais de entrada, mas também de rejeitar
pequenos ruidos de alta frequéncia.

A maior parte dos diferenciadores conhecidos fornecem estimativas muito préxi-
mas das derivadas dos sinais de entrada, além de serem capazes de rejeitar parci-
almente a presenca de ruidos de alta frequéncia. No entanto, estes diferenciadores
nao sao capazes de fornecer derivadas exatas na auséncia de ruidos. Deste modo,
estes diferenciadores sao robustos, mas nao sao exatos.

Neste trabalho serda considerada a seguinte classe de sinais de entrada: seja o
sinal de entrada f(¢) uma fungao definida em [0, 00) constituida por um sinal base
fo(t) desconhecido, cuja derivada de segunda ordem possua constante de Lipschitz
Cy; e por um ruido mensurével (no sentido de Lebesgue) e limitado com propriedades
desconhecidas.

O problema ¢é encontrar uma estimativa em tempo real de fg(t) que seja robusta
na presenca de ruidos de medigao, sendo exata na sua auséncia.

Seja um integrador descrito por
T =u,

onde z € R e u € R sao, respectivamente, o estado e a entrada deste sistema.
Para estimar, em tempo real, a derivada do sinal base fy(t), a ideia é projetar um
sinal de entrada u continuo de modo a garantir que o estado x rastreie o sinal base
fo(t) em tempo finito. Desta forma, devido & dindmica do integrador, é possivel
estimar a derivada do sinal base a partir do sinal continuo fornecido por u. Para
isso, é definido ¢ := x — fy(t) como o erro de estimagao do sinal base, com dindmica

descrita por
&=—folt)+u, |folt) < Cy, VL.

Note que esta dindmica é equivalente a () com a(t,z) = —fo(t) e b(t,x) = 1.
Assim, projeta-se u com base no algoritmo super-twisting com Uy, — oo (b(t, z)
constante) () O teorema @ garante a convergéncia em tempo finito das traje-
torias do sistema para um modo deslizante de segunda ordem ¢ = ¢ = 0. Portanto,

a derivada do sinal base fy(t) pode ser estimada em tempo real utilizando o seguinte
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diferenciador de primeira ordem [11]:

= —kilz — fo(t)|> sgn (@ — fo(t)) + =,

2.49
2= —kysgn(z — fo(t)). (249)

Assim, se os pardmetros k; e ko forem ajustados adequadamente, ap6s um inter-

valo de tempo finito 7" e na auséncia de ruido, sao estabelecidas as igualdades:
, t>T. (2.50)

Exemplo 2.2 ([1]). O RED de primeira ordem proposto em () foi comparado
com um diferenciador linear, uma das alternativas mais simples e populares para
estimar em tempo real a derivada temporal de um sinal antes do desenvolvimento
do diferenciador com base em modos deslizantes.

Esse diferenciador é formado pela combinacao de um diferenciador ideal com um
filtro passa-baixa: G4(s) = GATTEEE

Para os parametros do diferenciador baseado no STA, foram escolhidos ganhos
ki =06¢ky, =28.

Os sinais f(t) a serem diferenciados sao sendides com frequéncias crescentes, de

forma que |f(t)] <7, a saber:

d
f(t) = 5t +sent, —f:5+cost
dt
d
f(t) =5t +sent + 0.01 cos 10t, d—]; =5+ cost — 0.1sen 10t
d
f(t) = 5t +sent + 0.001 cos 30t, d_Jz: =5+ cost — 0.03 sen 30t

A figura apresenta o resultado comparativo entre ambos os diferenciadores
para as trés fungoes propostas. Fica claro que ambos tem um tempo de convergéncia
semelhante e o diferenciador por modos deslizantes tem um overshoot, ao passo que
o diferenciador linear é mais suave. No entanto, apos o intervalo de convergéncia T', o
diferenciador baseado no STA é perfeito ao rastrear a derivada ideal fo(t), enquanto
o diferenciador linear apresenta uma pequena defasagem, além de ser insensivel ao

sinal de frequéncia mais alta cos 30¢.

2.4.4 Controlador Super-Twisting com Ganhos Variaveis

Nos desenvolvimentos apresentados até aqui, foram consideradas apenas solugoes de
controles por modos deslizantes, sejam de primeira ordem ou ordem superior, com

ganhos constantes. Como ilustrado no exemplo inicial da secao , o controle por
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modos deslizantes convencional com ganhos fixos é capaz de compensar perturbagoes
limitadas por um valor conhecido (no caso do exemplo citado, |f(z1,z9,t)] < L).
No caso do algoritmo super-twisting com ganhos constantes, conforme apresentado
na segao , era possivel compensar globalmente apenas incertezas/perturbagoes
com derivadas limitadas por constantes conhecidas a priori. Além disso, a natureza
homogénea do algoritmo nao permitia garantir o deslizamento para sistemas com
incertezas linearmente dependentes do estado.

Entretanto, gracas a abordagem por fun¢ao de Lyapunov que permeia sua teoria,
controladores por modos deslizantes convencionais (de primeira ordem) apresenta-
vam como vantagem a possibilidade de serem projetados utilizando ganhos varia-
veis, embora apresentassem o importante problema do chattering. Apenas mais
recentemente, analises baseadas em fungoes de Lyapunov foram introduzidas para o
algoritmo super-twisting [28, 29], permitindo importantes desenvolvimentos em sua
teoria. Entre eles a possibilidade de assumir ganhos variaveis.

O super-twisting com ganhos variaveis ( Variable Gain Super-Twisting Algorithm
- VGSTA) é uma generalizagdo do 1super-twisting obtida a partir da introdugao de
ganhos varidveis e inclusdo de termos nao-homogéneos ao algoritmo [10, B0]. Esta
generalizacdo tem como principal vantagem ser capaz de compensar de forma exata
uma classe mais abrangente de incertezas/perturbagdes, permitindo que suas deriva-
das temporais sejam limitadas por fungoes continuas previamente conhecidas. Além
disso, com a introducgao de termos nao-homogéneos lineares ao algoritmo, é possi-
vel obter uma convergéncia mais rapida para condigoes mais distantes da superficie
de deslizamento. A presenca destes termos também permite compensar incerte-
zas/perturbagoes crescentes com as varidveis de estado, garantindo o deslizamento
global para sistemas cuja parte linear nao seja exatamente conhecida.

Considere um sistema linear e invariante no tempo, com uma perturbagdo nao-

linear casada, descrito por
&= Ax+ Blu+d(t, )], (2.51)

onde r € R™ é o estado, u € R™ é a acdo de controle, A e B sdao matrizes cons-
tantes de dimensoes apropriadas, e d(t,z) : RT x R®* — R™ é uma funcao abso-
lutamente continua que engloba as incertezas/perturbagoes casadas presentes no

sistema. Assume-se que:

Hipétese 2.3. A matriz de entrada B € R™™ (1 < m < n) possui posto completo
(0(B) = m).
Hipétese 2.4. O par (A, B) é controldvel.

Hipétese 2.5. A fungio d(t,x) e sua derivada sao limitadas por fungoes continuas

conhecidas em quase todos os pontos.
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A partir das hipdteses @ e @ ¢ possivel garantir que existe uma matriz
B, € R»™x" de posto completo tal que BB = 0, e a transformacdo linear

de coordenadas de estado definida por

HE

leva o sistema () a seguinte forma normal:

By
(BTB)~1BT

T,

T = Az + Ay,
. _ _ _ (2.52)
Ty = An Ty + ATy +u+d(t, T1, T2),

onde 7; € R"™™ Ty € R™ e d(t,%1,Z2) = d(t,z). Sem perda de generalidade, a
analise se restringird ao caso de entrada simples, ou seja, m = 1, que é o objeto de
interesse deste trabalho. Os resultados podem ser facilmente estendidos para o caso
de multiplas entradas [3§].

Por simplicidade, serd considerado apenas o caso onde o coeficiente do controle
u em () seja igual 1, ou seja, a matriz B é conhecida completamente. Nos casos
em que isso nao se confirmar e houver um termo de controle do tipo b(t)u, onde o
coeficiente b(t) é incerto, porém positivo, tal que b(t) > b, é suficiente considerar
que o coeficiente é constante e, conservadoramente, igual a b,,. Dessa forma, sera
possivel normalizar a equacao, tal que o coeficiente de u seja unitario e o sistema
fique na forma ()

Deseja-se projetar a superficie de deslizamento, definida por um conjunto des-
lizante de segunda ordem Sy = {z € R" | 0 = 6 = 0}, de modo que o possua grau
relativo uniforme e unitario com respeito a lei de controle u, e que a dindmica nesta
superficie seja exponencialmente estavel. Para isso, define-se a variavel de desliza-
mento como

o =Ty — K, (2.53)

onde a matriz K deve ser escolhida apropriadamente. Note que a variavel de desli-
zamento o de fato possui grau relativo uniforme e unitario com respeito a u, o que
pode ser verificado a partir da dindmica de Z5 em () Além disso, ao alcancar a
superficie de deslizamento, o sistema passa a ser descrito pela seguinte dindmica de

ordem reduzida:

I = (1‘_111 + A12K) Z1,

Vi €S, (2.54)
To = Kjlu

e portanto a escolha da matriz K pode ser interpretada como um problema de

estabilizacao via realimentacao linear de estado, uma vez que o par (A, Aps) é
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controlavel (a partir da hipo6tese @) Este problema pode ser resolvido utilizando
métodos como alocagdo de polos e minimizagao linear quadrética [, 26].

Seja a dinamica da varidvel de deslizamento, obtida derivando ()
d‘ = (Agl — KAH) fl + (/_122 — K/_llg) ZZ'Q +u + J(t, Zi’l, ZZ’Q). (255)

Entao, a partir de (), a lei de controle é projetada na forma

U = — (Agl - K/_lll) fl + (AQQ - KA12) fg] + v, (256)

N

Vo
Termos conhecidos de &

onde v é uma variavel de controle a ser definida posteriormente.
A partir da equacao (), é possivel escrever

.f'g =0+ KQ?]
e substituindo Z» no valor de #; em (2.52)
Iy = ATy + Aipls
= Allil -+ /_112 (O' -+ K.f'l)
= (AH + Ang) x, + 121120- (257)
Unindo () com (), considerando o controle (), pode-se chegar a se-
guinte dindmica do sistema:
Iy = (/_111 + AlZK) Ty + Arzo,
(2.58)

c=v+d|t,z,0+Kx
N—_——

2

Quando a perturbacao do sistema é limitada por uma fun¢ao conhecida o(z), tal
que
|d(t, z)| < o(),

um controlador por modos deslizantes convencional (primeira ordem) que poderia
ser proposto seria (analogamente ao apresentado para o caso de ganho fixo na se¢ao

2.1.1]) para o caso de controle

v = —(Q($) + QO) sgn (U) )

com gy > 0. Porém esse controle teria a grande desvantagem do efeito do chattering,

que cresceria junto com a fungdo limite p(x). Dai o interesse em se utilizar um
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controle por modos deslizantes de segunda ordem com um controle continuo e que
tenha ganhos variaveis.

Sendo assim, a variavel de controle v € R é definida pelo Variable Gain Super-
Twisting Algorithm [0, B0], e dada por

v=—ki(t,x)p1(0) — /0 ko (T, 2)po(0)dT, (2.59)

onde

$1(0) = |o]2 sgn () + kso,

1 3 1
bo(0) = 5 sgn (o) + §k3|a\5 sgn (o) + k:ga,

ks >0

Ao fazer k3 = 0 e manter k; e ko constantes, a equagao () se iguala a do
super-twisting () Os termos nao-homogéneos obtidos fazendo k3 > 0 permi-
tem ao algoritmo convergir mais rapidamente e compensar incertezas linearmente
dependentes de o, enquanto os ganhos varidveis k; e ky permitem compensar in-
certezas/perturbagoes com derivadas limitadas por fungoes continuas conhecidas.
Além disso, o termo d, que engloba as incertezas/perturbacdes, pode ser reescrito
somando e subtraindo o termo d(t, 71, KZ;) e rearrumando a equagao:

d(t,z1,0 + Kz1) = [d(t, 71,0 + KZ1) — d(t,Z1, KZ1)| + d(t, 71, K71),

J/

g v

91(t,%1,0) g2(t,Z1) (2.60)
= gl(tu x1, U) + 92<t, ‘fl)
onde ¢,(t,z1,0) = 0, quando ¢ = 0. Assim, a partir da hip6tese @, sabe-se que

as incertezas/perturbagoes presentes no sistema sao limitadas em quase todos os

pontos, e devem satisfazer as seguintes desigualdades:

|gl(ta Z1, U)| < Ql(tv x)‘¢1(0)|7

20,6, < eatt, )i

(2.61)

onde g1(t,x) > 0 e py(t,z) > 0 sdo fungoes continuas conhecidas. Portanto, con-

siderando (}25&), (}25% e (b6d), tem-se a seguinte a dindmica para o sistema em
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malha-fechada:

Ty = (f_ln + /_112K) T + Ara0,

o= —ki(t,x)p1(0) + 2z + g1 (t, 71, 0), (2.62)
£ = (1, 2)0a(0) + lon(t, )]

t
onde z = — / ko(T, x)pa(0)dT + go(t, Z1). O comportamento do sistema em malha-

0
fechada é entao enunciado pelo teorema a seguir.

Teorema 2.3 ([10, BQ]). Considere o sistema em malha-fechada () Suponha
que as desigqualdades () sejam satisfeitas para determinadas funcoes continuas
conhecidas 01(t,x) > 0 e po(t,x) > 0. Entdo, para quaisquer condigdes iniciais
(21(0),0(0),2(0)) as trajetorias do sistema serdo globalmente atraidas em tempo

finito para o modo deslizante o = 0, se 0s ganhos varidveis forem escolhidos como

1 (1
ki(t,z) =6+ = {—[26@1 + 02)* + 2e00 + €+ [2e + 01] (B + 462)}

B\ 4e (2.63)
ko(t, ) = B+ 4e® + 2¢ky (L, ),
onde f>0,€>0 ed >0 sio constantes positivas arbitrdrias.
Demonstragdo. ver [10, 30]. O

O exemplo a seguir ilustra as principais propriedades de um sistema de controle

por modos deslizantes de segunda ordem baseado no super-twisting com ganhos
variaveis (VGSTA).

Exemplo 2.3 ([13]). Considere o sistema descrito por (), com

:[(1) _41].

Suponha que o termo d(t, Z1, T) correspondente as incertezas/perturbacoes presen-
tes no sistema, representado na forma (), satisfaca as desigualdades () com

All AlZ
A21 A22

2

8
Ql(t,i‘):k—g, Qg(t,i') :max{ﬁ, 12|x1]+8}
3

A variavel de deslizamento é definida por () com K = —1, e portanto a dinamica
na superficie de deslizamento é exponencialmente estavel e dada por () A lei de
controle é projetada com base no VGSTA, e definida por () e () Os ganhos
variaveis do algoritmo sao escolhidos de acordo com () para constantes 3 = 30,
e=1,e 0 =0.1, enquanto o ganho fixo é dado por k3 = 1. A figura apresenta
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os resultados da simulagao do sistema de controle por modos deslizante de segunda

ordem projetado neste exemplo, com perturbacgao

d(t,z1,Ta) = 2Z9 + sen (7t), (2.64)
representada na forma () com
gl(tajlao-> = 207 gQ(t?fl) = 2Kj1 + sen (ﬂ't),

e portanto

d

E[QQ(t’ 71)] = 2K (A1 + A1 K)Z + 2K Ajg0 + mcos(t).

Observe que o VGSTA permite compensar a perturbagao variante no tempo e de-
pendente do estado d(t, T, Z3), fazendo o sistema convergir para o modo deslizante
de segunda ordem ¢ = ¢ = 0 apds um intervalo de tempo finito 7' ~ 0.3 s. Durante o
deslizamento, as variaveis de estado Z; e Ty convergem exponencialmente para zero.
Também é importante destacar que, assim como no super-twisting convencional, o
sinal de controle u fornecido pelo VGSTA ¢é continuo, e portanto menos propenso

ao chattering.
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Diferenciador por Modos Deslizantes (RED) Filtro Linear

dpdt, z. dfydt
6.4 56
0.8 P 0.7 t
: - i 11
df
E =5+ cost
dfld, z, dfdt
64 56 W
0.8 t 0.7 t
- 5 T 11
af
E =54 cost —0.1sen 10t
dpdt, z, dpdt
6.4 5.6
0.8 - 0.7 t
i 11 1 H
df

i =54 cost — 0.03sen 30t

Figura 2.12: Comparagao entre saidas do diferenciador RED por modos deslizantes
e filtro linear [1].
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Figura 2.13: Desempenho da lei de controle (M), ba

aplicada ao sistema do Exemplo

seada no VGSTA (),

com perturbacao (

2.64): (a) (e) varidvel de

deslizamento o, (e) derivada ¢; (b) (e) estado Z, (e) estado To; (c) (®) agdo de

controle u.
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Capitulo 3

Controle Adaptativo por Modelo
de Referéncia - MRAC

Adaptacao - a capacidade de se ajustar ou acomodar de acordo com as condigoes
mutaveis do ambiente ou de sua estrutura - é um atributo fundamental para a so-
brevivéncia dos organismos. Certamente também é um atributo desejavel para ma-
quinas ou sistemas [49]. Como destacado nos trabalhos recentes [50, 1], o campo
do controle adaptativo tem crescido e evoluido ao longo dos tltimos 50 anos, tendo
seus conceitos, métodos e ferramentas como pilares para novos campos e vertentes
técnicas. Grande atencao foi dada ao tema num esfor¢co para superar as limitagoes
intrinsecas do controle adaptativo classico. Gragas ao esforco de muitos pesquisado-
res, uma nova classe de estratégias surgiram e, hoje, um grande niimero de funda-
mentacoes e abordagens técnicas, bem como aplicacoes praticas, estao disponiveis
b2].

Como em diversas outras técnicas, o controle adaptativo é baseado na realimen-
tagao de sinais do sistema. Porém, o seu diferencial frente as demais técnicas esta
justamente na sua capacidade de adaptacao, de ajustar-se de acordo com o sistema
a ser controlado, lidando bem com incertezas paramétricas ou estruturais [53].

Incerteza paramétrica é quando a estrutura da planta é conhecida, porém al-
guns de seus parametros sao desconhecidos ou variantes no tempo. Um exemplo
é um aviao em voo, que ao longo do percurso vai consumindo seu combustivel e,
consequentemente, reduzindo sua massa total. Portanto, por mais que ele seja mo-
delado corretamente, ha ao menos um parametro que esta variando com o tempo, de
forma intrinseca a operagao do sistema. Ja a incerteza estrutural pode ser resumida
em dinamicas nao modeladas. Um exemplo simples para esse tipo de incerteza é
quando ignoramos o efeito do atrito do ar sobre uma esfera caindo e consideramos
que apenas o efeito da gravidade atua sobre ela.

Um controle adaptativo é formado pela combinacao de um estimador de parame-

tros do modelo em tempo real com base nos sinais mensuraveis do sistema, e de uma
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lei de controle baseada nos parametros conhecidos [3]. A forma como o estimador
de parametros, também conhecido como lei de adaptagao, é combinado com a lei de
controle da origem a duas estratégias distintas: método direto e indireto.

No método indireto, os parametros da planta sao estimados em tempo real e,
entao, usados para calcular os parametros de controle; ao passo que, no método
direto, o controle é calculado diretamente da planta, sem calculos intermediarios
das estimativas paramétricas [53].

Dentre as diferentes estratégias presentes na literatura de controle adaptativo, a
técnica de controle adaptativo por modelo de referéncia (Model Reference Adaptive
Control - MRAC) se destaca como sendo uma das principais abordagens para lidar
com sistemas lineares e invariantes no tempo [H4].

O objetivo basico do MRAC é produzir um sinal de controle que torne o com-
portamento do sistema em malha fechada préximo ao de um modelo de referéncia
arbitrado (rastreamento), mesmo na presenga de incertezas ou variagoes nos para-

metros do sistema. A estrutura basica do sistema é apresentada na Figura Ell

Madelo de ¥m
Referéncia

7 B

Controle up | ¥
r c (@) » Planta

Up

Lei de Adaptagdo

A A A

a

Figura 3.1: Estrutura geral de um controle MRAC.

Portanto, a trajetoria desejada gerada pelo modelo de referéncia é y,,, a qual deve
ser seguida pela saida da planta y,. O erro de rastreamento e = Yp — Ym Tepresenta
o desvio entre a saida da planta e a do modelo desejado. O controle é feito por
uma realimentagao da saida da planta para o controlador C'(f). Os pardmetros 6
do controlador, responséaveis pelo perfeito casamento da planta com o modelo de
referéncia, sao estimados em tempo real através de uma lei de adaptagao. Como
esta estimativa é feita usando apenas informagoes provenientes da entrada e saida da
planta, além do erro de rastreamento, esta estratégia de controle possui um grande
interesse pratico.

Embora seja destinado para sistemas incertos, o controlador MRAC apresenta
problemas de robustez na presenca de perturbacoes ou dinamicas nao modeladas.

Além disso, a qualidade do transitério de adaptagdo nao é uniforme com respeito as
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condi¢bes iniciais e a convergéncia pode ser muito lenta [4].

Neste capitulo, sera apresentada a estrutura basica de um sistema baseado em
controle por modelo de referéncia, bem como as hipoteses iniciais necessarias para o
projeto do controlador. Por se tratar do foco deste trabalho, sera tratado apenas o
caso de plantas com grau relativo unitario. Para mais informacgoes sobre a aplicagao

do MRAC a plantas de grau relativos superiores, ver [b3] ou [55].

3.1 Controle por Modelo de Referéncia - MRC

Como ja descrito anteriormente, uma planta com controle MRAC conta com um
estimador de parametros e um controlador que, com base nestes parametros calcu-
lados em tempo real, leva a planta a seguir um modelo de referéncia. Para uma
planta conhecida, cujos parametros ideais para controle possam ser calculados e nao
precisem ser adaptados, a estratégia de controle seria simplesmente controle por
modelo de referéncia (Model Reference Control - MRC). Esta se¢do serd dedicada
a explorar essa estratégia, a qual é base para o controle MRAC que é objeto do
capitulo.

Primeiramente sera apresentado o problema de controle por modelo de referéncia
e seus objetivos e hipdteses necessarias as quais a planta deve obedecer para essa
estratégia ser aplicavel. Entao, serd apresentado uma férmula geral para o calculo
dos parametros de controle, dado o conhecimento completo da planta, que garantem
o cumprimento do objetivo do MRC. E importante destacar, nesta subsecéo a garan-
tia de que sempre sera possivel encontrar um grupo de pardmetros que garantirao
o casamento da planta com o modelo. Por fim, sera apresentado uma analise do
erro de rastreamento, provando que este ird4 para zero garantindo o matching entre

planta e modelo.

3.1.1 Definicao do Problema

Considere a planta monovariavel (Single-Input Single-Output - SISO), linear inva-
riante no tempo (Linear Time Invariant - LTI) descrita pela seguinte representacao
no espaco de estado:

x, = Apz, + byu,

(3.1)
Yp = hgxp,
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onde z, € R" é o estado, u, € R é a entrada e y, € R ¢ a saida da planta. O

correspondente modelo entrada-saida é dado por

_ _ Ny(s)
Yp = Gp(s)uy,  Gp(s) = kap(S

~—

onde k, € R é o ganho de alta frequéncia, N,(s) e D,(s) sao polinémios monicos de
graus m e n, respectivamente. O grau relativo é dado por n* = n —m.
As especificagoes da resposta dindmica em malha fechada desejada pelo projetista
sao estabelecidas através do modelo de referéncia:
T = AT + byt

(3.2)

T
ym = hmxm’

onde x,, € RP" para algum inteiro p,,, é o estado, ¥, € R é a saida do modelo,
e r € R é um sinal de referéncia. O sinal de referéncia r é uma funcao arbitraria
do tempo, continua por partes e uniformemente limitada. O correspondente modelo

entrada-saida ¢ dado por

onde k,,, € R é o ganho de alta frequéncia, N,,(s) e D,,(s) sdo polinémios monicos
de graus p,, € g, respectivamente. O grau relativo é dado por n), = ¢ — Dm.

O objetivo é projetar uma lei de controle u, tal que o erro de rastreamento da
saida e & Yp —Ym tenda assintoticamente para zero, ou para algum pequeno conjunto
residual em torno de zero, para condigoes iniciais quaisquer e sinais de referéncia r
arbitrarios (continuos por partes e uniformemente limitados).

Para garantir esse objetivo com uma lei de controle que seja implementével,
ou seja, nao dependa de diferenciadores ou utilize apenas sinais mensuraveis, por
exemplo. Algumas hipéteses de projeto sao assumidas para a planta e o modelo de

referéncia:
Hipétese 3.1. A planta G,(s) € de fase minima (N,(s) é Hurwitz).

Hipdtese 3.2. A planta G,(s) € controldvel e observivel (os polinémios N,(s) e

D,(s) sao coprimos).
Hipoétese 3.3. O grau da planta n é conhecido.
Hipétese 3.4. O grau relativo da planta n* é conhecido.

Hipétese 3.5. O sinal do ganho de alta freqiéncia da planta (k,) é conhecido

(assume-se positivo por simplicidade, sem perda de generalidade).
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Hipétese 3.6. O modelo de referéncia M(s) é assintoticamente estdvel e de fase

minima, com mesmo grau relativo que a planta (n', = n*).

A hipdtese @ é consequéncia do objetivo de controle, que é atingido projetando
uma lei de controle que cancele os zeros da planta e os substitua pelos do modelo
de referéncia, num esforco de fazer com que a funcdo de transferéncia de malha
fechada da planta de r para y, seja igual a M(s). Para estabilidade do controle, é
fundamental que esses cancelamentos ocorram no semi-plano lateral esquerdo, ou

seja, que N,(s) seja Hurwitz.

3.1.2 Equacao Geral de Calculo dos Parametros Ideais

Adicionalmente as hipdteses apresentadas anteriormente, considere que os pardme-
tros da planta G)(s) sejam conhecidos exatamente. Uma vez que a planta é LTI e
conhecida, é possivel projetar um controle por modelo de referéncia (MRC) usando
teoria de sistemas lineares. Inicialmente, nao sera considerado o efeito de perturba-
¢oes no sistema.

O objetivo de rastreamento do modelo é atingido caso u, seja escolhido de forma
que a funcao de transferéncia de malha fechada, de r para y, seja igual ao modelo
M (s). Dessa forma, fica garantido que para qualquer sinal de referéncia r(t) que
atenda aos requisitos apresentados anteriormente, a saida y, convergira para y,,
exponencialmente.

Uma escolha trivial para u, ¢ a lei de controle em cascata de malha aberta

u, =C(s)r, C(s) = Z—Zgzgg JZ\szEZ; (3.3)

o que leva para a seguinte funcao de transferéncia de malha fechada

o

Yp _ Fm
r k,

m Nin(5) Dp(s) kp Ny _
Dy,

) N,(5) D, M(s). (3.4)

Essa funcao de controle somente é viavel na pratica caso a hipdtese @ seja
confirmada. Caso contrario, a equacao (@) envolvera cancelamentos de polos e
zeros instaveis (fora do semi-plano lateral esquerdo), o que acarretard em estados
ilimitados para condigoes iniciais nao-nulas. Adicionalmente, a equacao (@) tem
todos os problemas de um controle em malha aberta, como perda acentuada de
performance com o menor descasamento paramétrico e cancelamentos de polos e
zeros inexatos, afinal caso haja qualquer diferenca entre o valor esperado para algum
parametro e seu valor real, o cancelamento previsto matematicamente nao ocorre,
podendo levar o sistema a um comportamento diferente do modelado e, em certos

casos, instavel.
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Ao invés do controle em malha aberta (@), considere o controle realimentado

(w; (WI;
up = 0" Als) +05" As)” +03yp, + 047 (3.5)

conforme apresentado no diagrama de blocos da Figura @, onde

T
a(s) & an o(s) = |s"2 "3 s 1} , n>2

e os parametros podem ser compilados em um vetor
r 2
o =7 o5 05 0r] € R, (3.6)

sendo que 03, 05 € R; 07,05 € R"! sdo parametros ideais que asseguram o casamento
entre a planta e o modelo de referéncia serao projetados, e A(s) é um polindmio

Hurwitz monico de grau n — 1 que contenha N,,(s) como um fator:
A(s) = Ao(s)Npn(s) (3.7)

o que implica que Ag(s) é monico, Hurwitz e de grau ng =n — 1 — g,,.

T g* 1 D Uy Gﬂ(ﬁ) Yp

Figura 3.2: Diagrama de blocos do Controle por Modelo de Referéncia (MRC).

Pode-se definir o seguinte vetor de regressores

T
w=lw, wl Y r} : (3.8)

onde w,, w, € R"! tal que w, = %up e wy = a(s) yp. Entao, a equacao (@) pode

Als
ser reescrita utilizando os vetores descritos em (@) e (@)
_ ngxT
u, = 0" w.
Dadas as dimensoes dos vetores 0* e w, fica claro que sdo necessarios 2n parametros
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e sinais da planta, obtidos diretamente da planta ou através dos regressores w, €
omega,, para controlar uma planta de grau n.
Do ponto de vista de relacao entrada-saida, a planta em malha fechada da figura

@ pode ser descrita pela funcao de transferéncia

Yp = Ge(s)r

_ eikpr(S)A(sf
A(s) [(A(s) = 6" a(s)) Dy(s) = kpNy(s) (65" a(s) + 03A(s))]

(3.9)

Como mencionado anteriormente, caso os parametros de controle ideais 6* sejam
selecionados adequadamente, a funcao de transferéncia de malha fechada G.(s) seréd

igual ao modelo de referéncia M (S). Entao, podemos reescrever a equagao (B.9)

(92]673]\719(s)]\(s)2 . (5
\A(S> [(A(S) - QTTQ(S)) Dp(s) — kpr(S) (QSTO((S) + 951\(8))]) mDm(S) (310)
G:?s)

Como N,(s) é Hurwitz, pela hipétese @, e A(s) é projetado para ser Hurwitz,
percebe-se que todos os zeros de G.(s) sao estdveis. Como G.(s) é estavel, os
cancelamentos de pélos e zeros ocorrem no semi-plano lateral esquerdo. Desta forma,

fazendo
0y = — (3.11)

e utilizando a equacao (@), podemos simplificar () em
(A(s) = 67" a(5)) Dy(s) = kpNp(s) (65" a(s) + 3 (s)) = Ny(s)Ao(s)Din(s) (3.12)
ou, reorganizando os termos,

01" a(s)Dy(s) + ky (05" a(s) +03A(s)) Ny(s) = A(s)Dy(s) — Ny(s)No(s) D (5)
(3.13)
Esta equacao diofantina () pode ser resolvida igualando as poténcias de s,

de forma que chega-se a um sistema linear dado por
S0 =p (3.14)

_ T
onde 0* = [Gi‘T 05% 9;} , S e RInbx2n=l oy ¢ R Lembrando que 6 foi
definido em (), e considerando uma matriz S nao-singular, fica facil perceber
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que é possivel definir unicamente o conjunto completo de parametros 0* tal que o

controle faga um casamento perfeito entre a planta e o modelo de referéncia.

Lema 3.1. Sejam os graus de Ny(s), Dy(s), A(s), Ao(s) e Di(s) conforme especi-

ficado na equagao (@) Entao,

(i) A solugio para as equagoes () e () sempre ird existir.

(i) Caso as hipdteses e se apliquem, a solugdo 0% é unica.
Prova: ver [53, p. 336].

Com relacao ao item () do Lema @, é interessante destacar que trata-se do
caso base tratado por esse trabalho. Porém, a hipotese @ poderia ser flexibilizada
para uma planta detectavel e estabilizavel, abrangendo assim uma classe maior de
sistemas. Adicionalmente, a Hipotese @ poderia ser generalizada para casos em
que se conheca um limite superior n,,,, para o grau da planta, tal que n,,,, > n,
contemplando assim plantas com maior grau de incerteza sobre seu modelo. En-
tretanto, por simplicidade esses casos nao serao considerados nesse trabalho. Eles

poderiam ser abordados utilizando os desenvolvimentos apresentados em [53].

3.1.3 Equacao do Erro de Saida do MRC

Na se¢ao foi desenvolvida a lei de controle que garante que o sistema em malha
fechada G.(s) apresenta fungao de transferéncia igual ao modelo M(s). No entanto,
para tal foi considerado que as condigOes iniciais da planta, controle e filtros sao
nulas. Com essa premissa, fica facil perceber que y,,(t) = y,(t),Vt > 0 e para
qualquer referéncia r(¢) uniformemente limitada e continua por partes.

Como todos os cancelamentos de pélos e zeros realizados no desenvolvimento da
equagao () foram realizados no semi-plano lateral esquerdo, garante-se que nao
havera condigoes iniciais que podem levar a estados internos do sistema ilimitados
em funcao de polos e zeros instaveis que foram cancelados. Porém, condi¢oes iniciais
diferentes de zero irdo afetar o comportamento transiente de y,(t). Portanto, nao
mais podera se garantir que y,,(t) = y,(t),vt > 0, mas sim que y,(t) — ym(?)
exponencialmente, em velocidade que depende da dindmica em malha fechada. O
objetivo é desenvolver a equacdo do erro de saida (ou erro de rastreamento) e(t) £
Yp(t) — ym(t), considerando possiveis condicoes iniciais.

Seja a seguinte realizacao no espago de estado do controle (@) para uma planta

(@), com seus filtros de entrada e saida:

Wy = Fuwy, + gupy,  w,(0) =0
wy = Fwy + gyp,  wy(0) =0 (3.15)

T
u, = 0" w
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onde w é definido conforme (@) e 6* como (@)

1
0

0

—_>\an

_>\n73

0
1

0

_)\n74
0
0

—Xo
0
0

(3.16)

A; sao coeficientes da equacao de A:

A(s) = 8" Mp_os" 24 -+ A5+ Ao = det(s] — F)

e (F, g) é uma realizagdo no espaco de estados dos filtros, tal que (sI —F)~!g = %

O diagrama de blocos da planta com a lei de controle descrita em () é apresentada
na Figura @

U Y,
R Gy |t
(sI — F)_lg (sl — F)_lg
OTT<—%
g v—
03

Figura 3.3: Diagrama de blocos do Controle por Modelo de Referéncia (MRC) com
lei de controle com filtros.

A partir da representacao de estados da planta (@), podemos definir uma repre-
sentagao para o sistema em malha fechada, aumentando o estado x,, com os estados
wy € wy do filtro:

— |, T T 3n—2
X—[xp w, wy] eR

(3.17)
A seguinte representagdo aumentada no espaco de estados pode ser obtida:
X = AX + Bir
Yp = X

(3.18)
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onde:

(A, + B,03hI  B,0i"  B,o;"
Ac=|  gOsn]  F+g0;" g0 |,
ghy 0 F
b, (3.19)
Be= g/l
0

T _ T
nt=[n2 0 o
e Xy é o vetor de condigbes iniciais. Ja havia sido estabelecido em () que

Yp(s) _ QkaNp(S)A(S)Q
r(s)  A(s) [(A(s) = 0i7a(s)) Dyls) — kpNp(s) (657 a(s) + O5A(s))]
= hl(sI — A,) " 'B.6;

portanto, a partir de ()

det(sl — A.) = A(s) [(A(s) — QTTa(s)) D,(s) — kyNy(s) (9§T04(3) + 9§A(s))] =
= A(8)Np(s)Ao(8)Din(s)

Fica claro que os autovalores de A, sdo as raizes dos polindmios A(s), N,(s) e
D, (s), ou seja, a matriz A, é estavel. Por esse fato, e como a entrada r é limitada
por hipétese, sabe-se que o vetor X em () é limitado.

Percebe-se que, uma vez que hl (sl — A.)"'B.0; = M(s), (A., B.f;, hY) é uma
realizacao nao minima do modelo de referéncia, sua dinamica pode ser representada

da seguinte forma

X = AX,, + Bbir
Y = hE X, (3.20)

onde X,, € R3"2,
Seja X, = X — X, o erro de estado, e e(t) £ y,(t) —ym(t) 0 erro de rastreamento.
A partir das representagoes de estados aumentados (B.1§) e (), pode-se deduzir
que
X. = AX..

26



Essa equacao diferencial tem como resposta
X, = (X (0) — X,,(0)). (3.21)
Adicionalmente, é possivel obter das representacoes de estados que
e=hlX..

Substituindo o valor de X, obtido na equagao (), chega-se ao erro de rastrea-
mento no tempo:

e(t) = hT e ( Xy — Xomo) (3.22)

Como A, é uma matriz estavel, e(t) converge exponencialmente para zero. A
velocidade de convergéncia ird variar com os autovalores da matriz A., que sao as
raizes dos polinémios A(s), N,(s) e D,,(s). Pode-se projetar A(s) e D,,(s) para que
tenha poélos rapidos, no entanto fica-se limitado aos zeros de N, (s), que sdo oriundos

da planta.

3.2 Controle Adaptativo por Modelo de Referén-
cia — MRAC

Na secao El] foi desenvolvida a teoria do controle por modelo de referéncia consi-
derando um conhecimento completo da planta a ser controlada, a partir da qual
eram gerados os parametros ideais. Para plantas com parametros desconhecidos,
os parametros do controlador podem ser adaptados de forma a buscar o casamento
perfeito com a planta. Portanto, o foco desta secao sera apresentar esse controle
para plantas incertas, bem como sua lei de adaptacdo. Adicionalmente, ha uma
breve analise caso se introduza uma perturbagao na entrada da planta.

Um ponto relevante é, conforme ja citado inicialmente, somente seréa abordado
o caso de grau relativo unitdrio (n* = 1), por ser o objeto de interesse do presente
trabalho. Para aprofundamento nos cendrios de grau relativo maiores que 1, ver

53, 55.

3.2.1 Definicao do Problema

Seja uma planta de grau relativo unitario, conforme apresentado em (Ell) Ao
contrario do caso apresentado na secao , esta planta é incerta. Adicionalmente,

por simplicidade, o modelo de referéncia é descrito por

(3.23)



Assuma que todas as hipdteses apresentadas na secao sejam satisfeitas.

O controle projetado para atender ao objetivo de fazer com que o erro de ras-
treamento da saida (e £ y, — ¥,,) tenda assintoticamente para zero, ou para algum
pequeno conjunto residual em torno de zero é o mesmo apresentado em () No
entanto, como os parametros da planta sao desconhecidos, nao é possivel calcular
diretamente o vetor 6* que garantird o casamento entre planta e modelo. Portanto,

uma solucao possivel é alterar o controle para

Wy = Fwy, + gupy,  w,(0) =0
wy = Fuwy + gyp, wy(0) =0 (3.24)

T
u, =0 w

com apenas a alteracao destacada, onde 0(t) serd a estimativa de #* em tempo real,
gerado por uma lei de adapatacao. Assim como foi feito para o caso MRC na se¢ao
, a descrigao no espago de estado do sistema aumentado composto pela planta
e pelos filtros, com vetor de estados X conforme (), e com o controle () é
dada por

X = AyX + B,

y, = hl'X (3.25)
onde:
A, 00 by
_ _ T _
do=10 Fo|, Be=l|g|. e #=[n 0 0 (3.26)
th 0 F 0

O vetor regressor w, definido em (@) pode ser escrito em fun¢ao do vetor de

estados X da seguinte forma:

_ o O O

= QX +

_ o O O

Multiplicando a relagao acima pelo vetor de parametros ideais 6*, definida em
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(@) obtém-se a seguinte expressao para o controle ideal u*:

T
w=0"w

(3.27)
= 0TQX + 0;r

=

Agora, somando e subtraindo a entrada ideal u* na equacao de X em ()

X = Ao X + Beuy, + Bau* — B
X = AX + B, + B. (0°7QX + 0;r) — Bu*
X = (Ao + BCQ*TQ) X + BG;r + B, (u, — u")

Ac

Portanto, o sistema em malha fechada tera a seguinte representacao, onde A, foi
definido em ()

X = A X + Br + B, (u, — u*)
y, = hl'X (3.28)

Percebe-se que a equagao () é igual a obtida no MRC em (), exceto pelo
termo B, (u, — u*). No entanto, caso o sinal de controle u, escolhido seja igual ao

ideal u*, esse termo é nulo e ambas as equacoes ficam idénticas, como era de se
esperar.

Assim como feito na seca@o , seja X, = X — X, o estado do sistema do
erro, sendo X, o estado da representagao nao-minima do modelo dada por (),
e e =1y, — Yn 0 erro de rastreamento. A partir das representagoes () e (),

pode-se verificar que

X, =A.X.+ B, (up —u")
e=hlX, (3.29)
Xe(O) - Xeo

Uma vez que hl (sl — A.)"'B.0; = M(s), tem-se que
= M(s) ! — o7 (3.30)
e= M(s - u, *w : :

Para esse tipo de modelagem, ha uma ampla gama de leis de adaptagao desenvolvi-

das, conforme pode-se verificar em [53, Cap. 4.5].
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3.2.2 Lei de Adaptacgao

Seja o sinal de controle u, = 07 (t)w do sistema dado por ( @), define-se o erro de

pardmetro como 6 £ (t) — 0*. Portanto, a partir de (t§.29) é possivel encontrar a

seguinte representacao no espago de estado do erro, em funcao do erro de parametro:

Xe = Ach + Bc <_*) 5Tw (331)
e=hlX,,

D, k * 1
onde B, = B.2m ¢ p* = —.
c Ckyp P 03

Seja a seguinte fun¢do do tipo Lyapunov proposta:

XTP.X, 6719
+

V(@,Xe)z 5 — o, (3.32)

onde I' e P, sao positivas definidas (I' = I'" > 0 e P, = PI > 0) e satisfazem as

seguintes equagoes

PcAc + AZPC = _qu - Vch

_ 3.33
Pch = hc ( )

para A., B. e h. conforme () A matriz L. é definida positiva (L, = LT > 0), ¢
é um vetor e v, é uma constante positiva e pequena. A derivada temporal de V' é

dada por:

XTqd" X, v, I
— el e DXTLX, + X PBp 0w + 6707007

A partir de () ¢ (), pode-se verificar que X! P.B,. = e. Adicionalmente,
pode-se reescrever p* = |p*| sgn (p*), tal que:

V:

XTqd"X.  ve

V= 9 9

XI'LeX, + elp|sgn (p7) 07w + 67T710] "]

Parte positiva de V

Portanto, para garantir que V < 0, deve-se zerar a parte positiva de V, admi-
tindo:

6 =60=—Tewsgn (p), (3.34)

de forma que a derivada temporal de V' se torne

XT TXe .
2T e Veyrp X, (3.35)

V= 2 2
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As equagoes () e () demonstram que V' é globalmente limitada e, por
consequéncia, X, e 0 sdo globalmente limitadas. Uma vez que X, = X — X,, e X,,
¢ globalmente limitada por hipétese do modelo ser estavel, entao X ¢é globalmente
limitado, o que implica que y,, w, € w, também sao globalmente limitadas (conforme
equacao ()) Como u, = 07w, dado que 6 e w sdo globalmente limitadas, entdo
u, também serd globalmente limitada. Desta forma, demonstra-se que todos os
sinais do sistema sao limitados.

Como o sinal de 8 é globalmente limitado, a partir de () pode-se verificar
que X, é globalmente limitado. Como V é uniformemente continua, entdo pode-se
aplicar o teorema de Barbalat (ver [3]) que garante que e(t) — 0 quando t — 0.
Ou seja, o erro de rastreamento vai a zero garantindo o casamento da planta com o

modelo em tempo finito.

3.2.3 Analise da Perturbacao de Entrada no Controle

Até o presente momento, toda a analise desconsiderou qualquer perturbacao que
pudesse afetar o controle. No entanto, em implementagoes reais esse é um ponto
relevante a se considerar, afinal dificilmente se consegue um sistema absolutamente
isolado e imune de distturbios.

Na analise deste trabalho, serd considerada apenas a perturbagao de entrada,
ou seja, um sinal aditivo ao controle u, na entrada da planta. Na representagao
equivalente do modelo MRAC apresentada na Figura @, o disturbio é representado

por d. Com relagao a essa perturbacao, define-se uma hipotese adicional as definidas

na secao :

Hipétese 3.7. A perturbacio de entrada é desconhecida, localmente integrdvel e
uniformemente limitada. Também assume-se que um limite superior d > |d(t)| (Vt)

existe, e é conhecido.

T Ym
M
e
ld
& Up o Yp
1/k % — Gy

Gy
Ga

Figura 3.4: Representagido equivalente do controle MRAC com perturbacao d de
entrada.
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A lei de controle u, que rege esta representagao equivalente é a mesma da Fi-
gura @, porém a sua representacdo é composta pelas saidas dos filtros Gi(s) e

Go(s) e pela entrada de referéncia r, sendo dada por:

1
up = 77+ G1(s)u + Ga(s)y (3.36)

onde:

A representacao sentacao no espago de estado da planta, descrito em (@), con-

siderando a perturbacgao de entrada fica

Iy = Apzp + by [Up + d]
g (3.37)
Yp = Np Tp,

e sua versao aumentada com o vetor de estado X definido em (), a semelhanca

da obtida em (), é

X = AoX + Bou, + B.d
y, = h'X (3.38)

onde, Ay, B. ¢ h. sdo idénticas as definidas em (), e B, ¢é dado por:

Com essa perturbacao de entrada, a representacao de estados do erro de rastre-
amento e em fungao do estado do sistema do erro X., apresentado inicialmente em
(), tem um termo adicional do distturbio, descasado da entrada w,,.

X, =A.X.+ B, (up —u") —|—B;d
e=hlX, (3.39)
Xe(O) — Xeo
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Deseja-se fazer um casamento da perturbacao d e da entrada u,. Para tal, define-
se Wy := h!(sI — A.)"' B, como sendo a funcao de transferéncia entre a perturbacio

d e o erro de rastreamento e, com u = u*. Adicionalmente, é possivel perceber na
equacio (B.30) que

e=k"M(s) (u, — u*) + Wad

= k*M(s) |u, —u* + (K*M(s)) ™ Wad

Wy

definindo Wy := (k*M(s)) ™" Wy, de forma que o erro de rastreamento fique

e=Fk"M(s) (up, —u" + Wyd)

conforme Figura @

Figura 3.5: Representagao equivalente do controle MRAC com parametros ideais e
perturbagao casada.

E possivel notar pelo diagrama de blocos da Figura @ que W; =1—-G7. Como
a funcio de transferéncia G*(s) = 637 (sI — F)'g, é estritamente prépria e estavel,
pode-se concluir que a funcao de transferéncia Wy, é prépria e estavel.

Finalmente, definindo U = —u* + W,d a equacio do erro pode ser reescrita por:
e=k"M(s)(u, +U) (3.40)

Equivalentemente, a equacao do erro pode ser representada no espaco de estado

por:

X. = AX, + B (u, + U)
e=hlX, (3.41)
XG(O) - Xeo
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Capitulo 4

Variable Gain Super-Twisting por
Realimentacao de Saida Baseado

no Controle Adaptativo por

Modelo de Referéncia

O controle super-twisting, apresentado na se¢ao , ou sua extensao com ganhos
variaveis (segao ), ¢ um algoritmo poderoso de controle que tem a vantagem
de nao depender da derivada temporal da variavel de deslizamento para garantir
sua convergéncia de segunda ordem para zero. Além disso, é capaz de atenuar
o indesejavel efeito do chattering e conta com uma lei de controle continua. Todas
essas vantagens fizeram com que essa estratégia de controle tenha diversas aplicagoes,
como [11, #6148, 56].

Uma das maiores desvantagens do controle super-twisting é a amplitude de seu
controle, muitas vezes elevada até em regime permanente. Diante dessa dificuldade,
foi proposto em [13, 57, B8] uma estratégia de controle por realimentacgao de saida
utilizando o VGSTA para sistemas incertos. Dessa forma, foi possivel obter redugoes
na amplitude do sinal de controle.

Este trabalho introduz uma variagdo do controle VGSTA com realimentacao de
saida se valendo do paradigma do controle adaptativo por modelo de referéncia para
projetar seu controlador. Desta forma, é possivel aproveitar-se de uma estrutura
otimizada combinada com um controle MRC nominal, diminuindo ainda mais a
amplitude do sinal de controle, porém sem abrir mao das vantagens que o controle
super-twisting traz como convergéncia em tempo finito e capacidade de rejeitar ampla
variedade de perturbagoes casadas.

Adicionalmente nos casos onde a perturbacao nao for dependente dos estados do

sistema, evita-se a necessidade de transformar o sistema para sua forma normal e
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estabelecer um limitante para um estado nao-medido, como no caso da realimentacao
de saida anterior.

Inicialmente, seré apresentado o controle que ¢ a grande contribuicao deste tra-
balho, o VGSTA por realimentacao de saida baseado no MRAC. Por fim, sera apre-
sentado o trabalho do super-twisting com realimentagao de saida [[13], e seu resultado

serd comparado ao controle proposto.

4.1 Controlador Variable Gain Super-Twisting
por Realimentacao de Saida Baseado no Con-

trole Adaptativo por Modelo de Referéncia

Nesta secao sera apresentado o controle proposto no presente trabalho. Inicialmente,
sera detalhada a definicao do problema. Na sequéncia, sera tratado o caso em que a
perturbacao na entrada do sistema nao depende dos estados da planta, somente da
sua saida. Por fim, sera apresentado uma adaptacao para o caso com perturbagoes

dependentes de estados do sistema.

4.1.1 Definicao do Problema

Considere um sistema nao-linear incerto, monovariavel (SISO), descrito por:

&y = Apty + Bylup + d(t)] (4.1)

_1.T
yp - hp xpa

onde z, € R" ¢é o estado, u, € R ¢ a entrada, y, € R ¢ a saida da planta e
d(t) : R é uma fungdo absolutamente continua nao-linear que engloba as incer-
tezas/perturbagoes casadas no sistema. Serd considerado que apenas a saida do
sistema estara disponivel para a implementacao do controlador. O correspondente

modelo entrada-saida é dado por

_ $)u s) — Ny(s)
Yp = Gp(s)up,  Gp(s) kap(S)

onde k, € R é o ganho de alta frequéncia, N,(s) e D,(s) sao polinémios monicos de
graus m e n, respectivamente. O grau relativo é dado por n* = n —m.
As especificagoes da resposta dindmica em malha fechada desejada pelo projetista

sao estabelecidas através do modelo de referéncia:

ym = —QmYm + kmr (42)
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onde a,, > 0, k,, € R é o ganho de alta frequéncia, y,, € R é a salda do modelo,
e r € R é um sinal de referéncia. O sinal de referéncia r é uma funcao arbitraria
do tempo, continua por partes e uniformemente limitada. O correspondente modelo

entrada-saida é dado por

S+ am
e seu grau relativo é unitario. Esse modelo sem zeros pode ser assumido por sim-
plicidade. No caso de um modelo com maior nimero de pdlos e zeros, € sempre
possivel aplicar uma simplificacao de forma que o sinal de referéncia seja modificado

pela dindmica complementar do modelo, conforme:

s+ a, DI (s)
ko

M(s)r = L(s)r

S+ Uy~~~

km
= T
S+ Qy,

O objetivo é determinar uma lei de controle u por realimentacao de saida baseado
no algoritmo super-twisting com ganhos varidveis (apresentado na segao ) que
ir4 garantir que a saida y, rastreie em tempo finito o sinal de referéncia y,,, em uma
estrutura baseada no controlador MRAC (apresentado na segao @)

Aplicam-se as seguintes hipoteses basicas do MRAC @, @, @, @ e @ Com

relacdo as hipdteses @ e @, considera-se, respectivamente, que:
Hipétese 4.1. A planta G,(s) tem grau relativo uniforme e unitdrio (n* =1).

Hipodtese 4.2. A perturbacio de entrada é desconhecida e ndo hd necessidade de
que seja uniformemente limitada. Entretanto, d(t) e sua derivada d(t) sao limitados

em norma por funcoes continuas e conhecidas.

Assim como definido no controle por modelo de referéncia, o erro de rastreamento
é dado por e(t) £ y,(t) — ym(t) e pretende-se projetar um controle u, que leve o erro

a zero. A equacao deste erro pode ser descrita como ()

e=k*M(s)(u, + U)

= <:—Z)< i ) up + (—u* + Wad(t)) (4.3)

8+am g

—— ———— 0
k* M(s)
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Figura 4.1: Controle MRAC da Figura @, destacando ponto a ser alterado no con-

trole Variable Gain Super-Twisting por Realimentagao de Saida Baseado no Controle
Adaptativo por Modelo de Referéncia.

A partir desta equacao (@), ¢é possivel chegar ao seguinte formato diferencial:
é = —ame+ ky[u, —u* + Wyd(t)] (4.4)

A configuracao proposta neste capitulo, visa construir um controle que sintetize
o sinal u, = u* — Wyd(t), tal como faria um controle adaptativo descrito no capitulo
R . . ) o
. No diagrama de blocos, o novo controle sera incluido conforme indicado na

Figura [1! No entanto, este sinal serd fruto de um controlador do tipo VGSTA.

4.1.2 O Controlador
E possivel reescrever a equacio (@) da forma apresentada em (), com o = e:

¢ = kyup+ (—ame — kpui+ kp,Wad(t))

v

d(te) (4.5)
og=v+d(t o),
onde
oc=e
v = kyu, (4.6

d(t,e) = —ame — kyu™ + k,Wyd(t). (4.7)

Inicialmente, o termo u* de d(t,e) serd analisado. Conforme apresentado em
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(@), seu valor é

(w; (“v)
— g 88 AG) u, +057 22 A)" Y, +035y, + 057 (4.8)

Iniciando a andlise pelo termo 6" w,, e considerando que U,(s) = G5 1(s)Y,(s):

Pela hipétese @ e por saber que o filtro % ¢ uma funcao estritamente propria,

é possivel afirmar que a funcao %G; 1(s) ¢ uma funcao prépria, tal que pode ser

reescrita da forma:
ats) = |56

:'“p{ A<s>st>] )

onde N'(s) = a(s)D(s) — A(s)N(s). Como y, = € + y,,, entao chega-se ao formato

(4.9)

07 wu(s) = 07"k, [(E(s) + Y. (9)) + %Yp(s)] . (4.10)
Com relacio ao termo 057 w,:
0T (s) = 07y (o). (4.11)
NON
Por fim, para o termo 03y,, fica facil ver que:
O3yp = O3(c + ym) (4.12)

Com relagao ao termo da perturbacao Wyd(t), sabe-se, a partir da figura @ na

se¢ao , que Wy = (1 — Gfog) Portanto,
Wad(t) = (1 - *To‘ >

— d(t) — (0*T AE‘;) d(t).

Com isso, pode-se expandir a equagao (@), a partir de (|41d), (|41]J), (léllj) e

(4.13)

68



() de forma que

d(t,e) = — anme
&, {91%:1 [<E<s> FYls) + #}Vz)wﬂ

a(s) ) )
e )Yp(s) +65(e 4+ ym) + 04r}

+k, [d(t) — (Mi‘ii) d(t)} .

Considerando que a perturbacdo d(t) pode ser reescrita como d(t) =
[d(t,e) — d(t,0)] 4+ d(t,0), podemos agrupar os termos de () entre os que sao

dependentes do erro e e dos que nao sao diretamente dependentes do erro (em ou-

g (4.14)

tras palavras, ndo vao necessariamente a zero quando o erro é nulo):

d(t,e) ={—ame — ;" E(s) — k03¢ + ky(d(t,e) — d(t,0))} +

{001 (6) = 017 S 0) — Bt SN — ot — i

+hyd(t,0) — K, <91Tig> d(t)} .

Conforme a equagao (), d(t, e) pode ser reescrita como [10]

d(t,e) = ld(t, e) — d(t, 0)]}+ d(t,0),

glzt,,e) g2(t)

ou seja, fica claro que os valores de g; e go sao

gi(t,e) = — ame — 01 e — ke + k, [d(t, e) — d(t,0)] (4.15)

S N’() *T&(S)

— by — k07 + k(2. 0) — (9*” 3 ) d(t
E fcil perceber que g(t,0) = 0.

Para o projeto do sistema de controle VGSTA, de acordo com () ¢ necessario

obter a derivada temporal de g¢»(t) (importante notar que, para os termos com

(4.16)

fungoes de transferéncia, utiliza-se o operador diferencial no dominio de Laplace s):

d

G0 == 057+ 1y05) 1 — 07 Y 0) — s )
(4.17)
— k057 + kyd(t,0) — k,0:T (Sﬁf))) d(t)
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Contudo, sabe-se que as fungoes de transferéncia % e iéi;

proprias pelas suas formagoes. No caso da expansao em fragoes parciais

sao estritamente

sN'(s)
A(s)N(s)?

deve-se encontrar o ganho de alta frequéncia, uma vez que pode ser diferente de 1.

Desta forma,

N"(s) = sa(s)D(s) — (s + k")A(s)N(s)

sN'(s) Y N"(s) /
KOG E TN B AN
(4.18)
sa(s) = Na(s) S) = sa(s) — S
A(s) o {1_*— A(s) } . Na(s) (5) — A(s).

O que possibilita reescrever () da forma

0] = = 05" ) = 0 14 o W)~ st 14 5o
_ -, ; _ «T Na(s)
k037 + kyd(t, 0) — k0% [1 A } d(t)
= — (01" + kyb3) G — K"O1" (B(s) + Yiu(s)) —QTT#](\;'(L)%(S)
Y (s)
«T 1 Nal(s) g
— kpt; EE(5> tYm(S)) —kpb; mYp(S) — kplyr

Yo (s)
Na(s)
A(s)

+ kyd(t,0) — k0T d(t) — k07" d(t)

Reorganizando os termos:

 lonle)] = — (W07 + 03T VB(s) — (K057 + By 057 )Vi(s)
_ [ pT N"(s) o7 Na(s) $) — (6°T o
(91 A(S)N(S) + kp92 A(S) ) er( ) (91 + kPGS) Ym (419)
— k057 + kyd(t, 0) — k077 d(t) — kpﬁi‘T]XOéj) d(t)

A lei de controle u, é portanto definida com base no algoritmo Super- Twisting

com ganhos varidveis, conforme (), lembrando que o = e:

up = —ki(t)p1(e) — /0 ko(T)do(e)dr, (4.20)
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onde

1(e) = le]2 sgn (e) + kae,

1 3
d2(e) = 5 sen (€) + Shalel = sgn (e) + ke, (4.21)
ks >0

A seguinte hipétese, relacionada ao controle VGSTA é estabelecida:

Hipétese 4.3. A perturbacao (@) satisfaz as sequintes desigualdades, andlogas as

apresentadas em (),

91 (L, e)] < or () + |m ()] [@a(e)],

d (4.22)
]| < a0 + Iral0)] ()
exceto pelos termos exponencialmente decrescentes |m,(t)] = ¢, e =%)  onde

Cny An > 0. As fungoes p,(t) sdo conhecidas e continuas.

Os termos exponenciais m,(t) sdo introduzidos com o objetivo de representar
perturbagoes relacionadas as condigoes iniciais do sistema, que foram descartadas
ao utilizarmos analise no dominio da frequéncia ou ao fazermos aproximagodes por
filtros de primeira ordem, como serd visto na se¢ao .

Portanto, considerando a equacao do estado do erro MRAC dada por (),
a dinamica do erro de rastreamento dada por (@) e o sinal de controle dado por

(), pode-se construir a seguinte dindmica em malha fechada do sistema:

Te = Acxe + B, (up+U)
é = —kyki(t)p1(e) + 2 + gi(t, e) (4.23)

£ = hyha()6a(e) + F [sa(8)]

t
com z = /{:p/ ka(T)po(e)dr + go(t) e U = —u* + Wyd(t). A Figura @ ilustra o
0

sistema completo e seu controle em diagrama de blocos.

Teorema 4.1. Seja o sistema em malha fechada (), considerando as hipdteses

, , , , @, B, @ e @ Entao, as trajetorias do sistema serdo atraidas

globalmente e em tempo finito para é = e = 0, se os ganhos varidveis forem escolhidos

como:

b(t) =0+ 5 { - 2eon + 0o + 2+ 4 e+ 01 (94 4¢)

kg(t) = ﬁ -+ 462 + 2€k‘1 (t),

(4.24)
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Figura 4.2: Diagrama de blocos do controle Variable Gain Super-Twisting por Re-
alimentacao de Saida Baseado no Controle Adaptativo por Modelo de Referéncia.

onde 3 >0,€>0¢ed >0 sio constantes positivas arbitrarias.
Demonstracao. Ver [A:l! O

O exemplo simples a seguir ilustra a aplicagdo do controle em uma planta co-
nhecida e com perturbagao d(t) dependente apenas da saida y,(t), apenas para
demonstrar sua metodologia. Posteriormente, serda apresentado um exemplo mais

completo, com planta incerta, e com perturbacao dependente de estados da planta.

Exemplo 4.1. Considere um sistema nao-linear descrito por:
‘%:Ax_‘_B[u_‘_d(tayp)L y=Cuz,
e seja:

A:[o 1]’ B:[()
1 2 1

com ganho de alta frequéncia k, = CB = 1.

s+1

CC= [1 1] . Gy(s)=C(sI —A)'B = GoTP

Seja o modelo de referéncia dado por:

A perturbacao é igual a d(t,y,) = y, +0.1sen 10t e depende apenas de sua saida.

Portanto, pode ser reescrita como

d(t.e)—d(t,0)
A~
d(t,e,ym) = (e + Ym) + 0.1sen 10t = [e] + [y, + 0.1sen 10¢] .

d(t,0)
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E sua derivada temporal é igual a

d(t,e)—d(t,0)

~ =
d(t,e,ym) = € +Ym+coslOt < é+ g, + 1.
——

d(t,0)

A referéncia é uma sendide de amplitude unitéria r(¢) = sent, cuja derivada tem-
poral é

|7| = |cost| < 1.

O objetivo ¢ elaborar um controle u, que faca a saida da planta rastrear o mo-
delo, utilizando VGSTA com realimentacao de saida baseado no MRAC. Conforme

equacao (@), o sistema pode ser escrito da forma:
é=1-u,+(—1l-e—1-u"+1-Wyd(t))

O primeiro passo é calcular os parametros ideais 0* que compoem o termo u* da
equacao.

Com base num a(s) =1 e A(s) = s + 2, utilizando a equagao ()
0" = , A(s) =s+2 (4.25)

onde,
0w =07"w, + 03w, + Oy, + O

O passo seguinte é estabelecer os valores das fungoes g e % go, conforme equagao
(B.19) e () Porém, para o cédlculo de % go, € necessario estabelecer os valores de
N"(s), k" e N,(s), conforme ()

N(s)=1-(s—12*—(s+2)-(s+1)=—bs—1

v —bs? — s L

¥ =t (Goman)
N'(s)=s5-1-(s—1)>—(s=5)-(s+2)-(s+1) =145+ 10
Ny(s)=s-1—(s+2)=-2
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Com isso, ¢ possivel calcular os valores das fungoes ¢, e % go:

g1 =—e—e+de+e=4de

d 14s + 10 —2
S = —(=5+9e—(=5+Nyp— [ —or 9. =y,
grf2 = ~(5+9)e = (=5 +9)y ((S+2)(s+1)+ (s+2)) »(s)
— (1 = 5)ym — 2cost + (Y + cos 10t) — (e + Yy, + 0.1 sen 10t)
—2
61 (Y,(s) + 0.1sen 10¢)
6s + 10
=—5¢ — by, + ————Y,(s) + by,, — 2cost + cos 10t
et G s ) )
2
— 0.1sen 10 + 0.1sen 10t
(s +2)

Entao, deve-se estabelecer fungoes g e 02, conforme (4.22), a partir de majoran-

tes de [g1] e [£gol:

4
1
1] < dlel < [Jel? + kel
3
———
1]
e
6s + 10
—go| <O 5Ym| + —— 1Y, 5|Um| + 2 t 10t
792 le| 4+ 5|ym| + (8+1)<S+2)| »(8)] + 5|Um| + 2 cost + cos
2
4+ 0.1sen 10t + ————0.1sen 10¢
(s +2)
6s + 10

< Slel + 5lym| + Yo ()] + [ma ()] +5[gm| + 3.3
——

6s+10
G+ (s+2)

(s+1)(s+2)

Condigoes Iniciais de

5 125 + 20 1 3 .
< —, 10|y | + ——————|Y, 10|9m| + 6.6 ) - | = + =ksle|2 + k2
max (/{% |Ym| + (s+1)(s—|—2)| »(8)| + 10[9y,| + ) {2 + 5 slelz + k3le|

N / /

'

o
02 |2

Por fim, com os valores de o1 e g5 calculados e utilizando k3 =1, = 0.1, 8 = 10
e € =1, é possivel calcular a fun¢ao dos ganhos varidveis ky (t, z) e ko(t, ) conforme
() Aplicando estes ganhos no sistema, com condigoes iniciais nulas, temos os
seguintes resultados de simulagao, ilustrados na Figura @:

Caso o sistema conte com condi¢Oes iniciais nao nulas, o sinal de controle rapi-
damente traz o erro para zero (ou para uma faixa muito pequena em torno do zero),
porém ao custo de uma acgao de controle bastante intensa. Na Figura @ 0 Mesmo

T
exemplo é apresentado, porém com condigoes iniciais xg = [1 1} :

74



5 x107°

Figura 4.3: Desempenho da lei de controle variable gain super-twisting por realimen-
tagao de saida baseado no controle adaptativo por modelo de referéncia aplicada ao
sistema do Exemplo com condicoes iniciais nulas: (a) (e) saida da planta y,,
(o) sinal de referéncia y,,; (b) erro de rastreamento e; (c) agdo de controle u.
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Figura 4.4: Desempenho da lei de controle variable gain super-twisting por realimen-
tagao de saida baseado no controle adaptativo por modelo de referéncia aplicada ao
sistema do Exemplo @ com condigoes iniciais xg = [11]7: (a) (e) saida da planta
Yp, (@) sinal de referéncia y,,; (b) erro de rastreamento e; (c) acdo de controle u.
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4.1.3 Implementacao em uma Planta Incerta

Na secao foi apresentada a técnica de controle variable gain super-twisting por
realimentacao de saida baseado no controle adaptativo por modelo de referéncia.
No entanto, como ficou claro no Exemplo @, a aplicacdo esta configurada para
uma planta cujos parametros sao totalmente conhecidos. Porém, o caso de interesse
pratico mais relevante é sua aplicagao para plantas incertas.

Nesse cenério, as matrizes A, B, e hg sao incertas e pertencentes a um conjunto
compacto, de modo que os limitantes necessarios para suas incertezas sao conhecidos.
Para o controle, algumas diferengas com relagao ao exposto na se¢ao supracitada sao
necessarias e serao apresentadas aqui. Posteriormente, sera apresentado um exemplo
demonstrando a aplicacao da técnica.

Para o calculo dos ganhos do VGSTA, conforme (4.24)), sao diretamente depen-
dentes das fungoes o1 e 0o. Estas, por sua vez, sao estabelecidas como majorantes
das fungoes |g| e ’%gg}, de acordo com ({1.29). Portanto, busca-se maximizar os
valores dos médulos das fungoes g, e %gg dentre os possiveis parametros da planta
incerta, para que mesmo no pior caso, o controle projetado seja suficiente, mesmo
que esse controle fique muito conservador dentro da gama de plantas possiveis.

Num cenério de planta incerta, ndo é possivel uma aplicacao direta da equagao
diofantina () para o calculo exato de 6*. Neste caso, serao feitos calculos anali-
ticos e estabelecidas faixas de valores para os parametros ideais do controle MRAC.
Ou seja

o: €67, . 6

1min’ 7t max] )

i=1,...,4.

Para o célculo dos ganhos VGSTA, deverao ser utilizados os valores de 67
mais conservadores, ou seja, os que tiverem maior valor em médulo. Desta forma,

convenciona-se
0; = max (|07]), i=1,...,4. (4.26)

, serao utilizados os valores limites 6] como parametros.

~ d
E nas equagdes de [g1| e | £ g
O ganho k, também pode ser incerto, e portanto deverd ser maximizado dentro
de sua faixa possivel de valores, a semelhanca do que foi feito para os parametros
0*. Deverd ser substituido pelo seu maior valor k"""

Adicionalmente, ao analisar a funcao (@), nao é possivel estabelecer ao certo a
N'(s)
A(s)N(s)
deverd ser utilizado um filtro de aproximagao de primeira ordem ([L.3.1]) para estimar

, uma vez que esta é fungao da inversa da planta, que é incerta. Portanto,

esta funcao de transferéncia.
Para o estabelecimento do FOAF podem ser utilizadas diversas técnicas de oti-
mizacao conforme referéncias citadas na segao . Adicionalmente, pode ser uti-

lizado uma metodologia pratica de avaliacao dos parametros conhecidos da planta
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e escolha de uma func¢ao de transferéncia cuja resposta ao impulso seja superior em
M) cont o (L)

————— conforme equagao )

AGB)N(s)* e

Independente da metodologia aplicada para a obtencao do filtro, seja a resposta
N'(s)

A(s)N(s)

modulo a resposta ao impulso da fungao
ao impulso de uma fungao h(t), deseja-se encontrar os valores de ¢y e \¢
tais que

IRl < cpe™™" +m(t)], W, (4.27)

onde |m(t)| é uma fungdo exponencialmente decrescente. Dado o filtro, é possivel

dizer que, utilizando um abuso de notacao,

1 als) -1 N'(s)
> = _ > 0.
|k, |[1—|— gy ] A(S)G |k, | |1 AGNGE) | vVt >0
Cs N'(s)
e >
sty T2 ‘A(s)N(s) *2(?)
Portanto, pode-se atualizar a equagao () para:
d(t,e) = — ape
s cr
{1 |26+ valo + 50000

maz gT(5) 3 () pmas ma (4.28)
+ ke 6y 2 3 (s) 7 Y, (s) + k" 03(e + ym) + kI er}

a(s)
+ ke [d <9T d(t)] .
e i) — (0755 ) 4o
A partir da nova d(t, e), pode-se estabelecer as novas funcoes g; e gy, em subs-
tituigao a () e (), de acordo com
gi(t,e) = — ame — 0T E(s) — ke 0se + ke [d(t, e) — d(t, 0)] (4.29)
ul1) = = 07 ¥ou(s) — B~y (s) — ks 1)

+ Ay A( )’
— kI Oy, — kI 0yr + K d(t, 0) (4.30)

— ks <9T AE ;) d(t).

Y(s)
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E diante da nova gs, calcular sua derivada temporal, analogamente a ()

d _ _ _ _
7 ()] =~ (csb1 + k05 ) E(s) — (ci0] + ky' 03 )Y n(s)

A 7 Na(s)
o QT —CrAf k:maacg Y,

( Vst AGs) ) )
— (07 + K9%05) 4, — K00 + Kd(1, 0)
Na(s)
A(s)

(4.31)

— kGl d(t) — kel d(t),

onde n,(s) = sa(s) — A(s), como em (4.1§).
Como o que deve ser majorado para o calculo dos ganhos é o médulo de g; e

% g2, entao:

l91(t, €)| =lamlle] + 01 |E(s)| + k" Osle] + k" |[d(t,e) — d(t,0)]|  (4.32)
d

3 020 =i + K ODNE) + (e + K=o

T f/\f max T|N ( )’ s
(9 L e S )|Yp< )

(éT + kmaa:eg) ‘ym| + kma:cé4‘7;| + kmaz‘d'(t’ 0)‘

(4.33)

N,
kmazeT’d( )‘+kmax(9T| ( )“d( )’
A(s)

A partir dos novos valores majorados de [gi1| e |£gs|, pode ser aplicada a mesma
metodologia anteriormente na segao para estabelecer os ganhos do controle
(t24).

O exemplo abaixo considera uma planta incerta e aplica a metodologia apre-
sentada para o seu controle. Sua perturbacao é considerada apenas dependente da

saida y,.

Exemplo 4.2. Considere um sistema SISO incerto e nao-linear descrito por:

& = Az + Blu +d(t)], y = Chu, (4.34)
onde:
0 1 0
A= . B=11|, O= [bo 1] , (4.35)
—ap —

S+b0
s2+a1s+agp

Gy(s) =C(sI —A)'B = (4.36)

com ganho de alta frequéncia conhecido k, = CB = 1.
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Os parametros se encontram em faixas conhecidas e dadas por

ag € [1,9]
ar € [-6,-2] (4.37)
bo € [1, 3]

Percebe-se que o sistema, nas faixas de valores apresentadas, atende a todas as
hipoteses necessarias para a aplicacao do controle, conforme descrito ao longo do
capitulo.
Seja o modelo de referéncia dado por:
kpm 2

M6) = S T e (4.38)

A perturbagao ¢ igual a d(t) = y, + 0.1sen 8¢. Portanto, pode ser reescrita como

d(t,e)—d(t,0)

~
d(t) = (e + ym) +0.1sen8 = [e] + [ym + 0.1sen8t]. (4.39)

(.

d(t,0)
E sua derivada temporal é igual a

d(t,e)—d(t,0)

7 . .
—_—

d(t,0)

A referéncia é uma sendide de amplitude unitéria r(¢) = sent, cuja derivada tem-

poral é

|7| = |cost| < 1.

Utilizando a equacao diofantina dada por (), é possivel estabelecer as seguin-

1
tes relagoes, considerando o filtro a(s) =
A(s) s+ A
0] =X—by
. A tAN =X
02 —
kp
. 1T Ay — A (4.40)
03 E
kp
K
0, = —
P
Com A = 4, além dos conhecidos k, = 1, k,, = 2, a,, = 1 e os intervalos

de valores para ag, a; e by, calcula-se as faixas possiveis para os valores de 6% e,
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conforme (), os valores de 0:

07 € [1,3], 6, =3

0; € [25,49], 60y =49

2 € 25,49, 6, (4.41)
0; € [-11,-7], 65 =11

0: - 74 = 2.

Como k, é conhecido, k""" =k, = 1.
O préximo passo é calcular o filtro de aproximacao de primeira ordem —Z-. Para
S-I-)\f
este exemplo, nao serd utilizada nenhuma técnica de otimizacao dentre as referéncias
citadas na secao . Sera feita uma avaliacao grafica da resposta ao impulso da

funcao a ser aproximada, e entao sera escolhido um filtro que seja superior ao médulo

para todo t.
A fungao a(s) G- 1(s), neste caso, é tal que
A(S) P ) Y
A ser aproximada por FOAF
——
1 2
s+ ais+ ag . c1 n Co ,
s+4 s+ by s+4 s+ b
16 + ag — 4a ag — boay + b3 _
onde ¢y = ——2 " legg =2 01770 Portanto, a resposta ao impulso da

—4 4 by
parcela a ser aproximada é:

h(t) = cie ™ 4cye ™t

Observando essa equacao, é possivel perceber que o pélo de menor médulo pos-
sivel (decaimento da exponencial mais lento) para a fungao de transferéncia é 1.
Portanto, serd escolhido este valor para o filtro, tal que Ay = 1. Adicionalmente, é
possivel determinar que o maior valor que a fungao |h(t)| pode obter é 13 (quando
a; = —6 e by = 3, Vay) no instante inicial ¢ = 0. Portanto, de forma conservadora e
com base em simulagoes, sera escolhido o valor de ¢y = 15. O grafico do médulo da
resposta ao impulso |h(t)| para diferentes combinagoes de ag, a; e by, com o FOAF
selecionado em destaque em vermelho, encontra-se na Figura @

Com isso, é possivel calcular os valores das fungoes |g| e ]%92], de acordo com
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Figura 4.5: Resposta ao impulso de diversas curvas de |A(t)|, com o FOAF —% em
destaque.

as equacoes () e (), respectivamente:

|91(t,€)| = 1le| + 3le[ +1- 11 - [e| + 1]e| = 16]e]

%[92( )]‘ = (15-3+1-49)|e| + (15- 3+ 1 - 49)[yn]

15-1 4
3. . 49 . Y,
(o0 1) )

+B+1-11) |G| +1-2-14+1-(|gm| +0.8)

4
+1-3-(le|+ |ym| +0.8)+1-3- porrl (1Yp(s)| +0.8)

45 208

=97 97\ Ym
e+ 97l + (207 + 23

) 1¥,(5)| + 15[] + 14.8

Finalmente, é possivel calcular os valores de 01 e 0o

16
01 = 7~

ks
97 45 208
_ Y, 15| + 14.
02 max(kZ, [97|ym|+< P +4)| o (8)| =+ 15]3m| + 8])

e com k3 = 0.8, =1, 8 =1000 e € = 1, é possivel calcular os ganhos k;(t) e ko(t)
utilizando (4.24). A Figura @ apresenta os resultados obtidos por simulacao do

sistema com ag =5, a; = —3 e by = 2.
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Figura 4.6: Desempenho da lei de controle variable gain super-twisting por realimen-
tacdo de saida baseado no controle adaptativo por modelo de referéncia aplicada ao
sistema do Exemplo @ com condicoes iniciais nulas: (a) (e) saida da planta y,,
(e) sinal de referéncia y,,; (b) erro de rastreamento e; (c) acado de controle u; (d)
controle MRC com pardmetros ideais para a planta.
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Adicionalmente, a Figura @ apresenta o controle ideal MRC, conforme (@)
2

33

com 0* = . Esse sinal representa uma referéncia de menor valor possivel

2
necessario para o controle da planta utilizando a estrutura MRAC. Percebe-se que,

em regime permanente, ambos tem amplitude bem préxima.
Para o sistema com condigoes iniciais nao nulas, o sinal de controle rapidamente
traz o erro para zero (ou para uma faixa muito pequena em torno do zero), porém

ao custo de uma acao de controle bastante intensa. Na Figura @ 0 mesmo exemplo
T

é apresentado, porém com condic¢oes iniciais xg = [0 10

Quando faz-se a comparacao ao controle MRC ideal, percebe-se que o tempo de
assentamento do controle VGSTA é muito mais rapido, porém também apresenta
uma amplitude muito grande de controle, que tende a ser prejudicial em aplicagoes

praticas.

4.1.4 O Controlador Otimizado pelo Conhecimento Nomi-

nal da Planta

Na secao foi apresentada a técnica de controle variable gain super-twisting por
realimentacao de saida baseado no controle adaptativo por modelo de referéncia.
Nela, a aplicacao dos paradigmas do MRAC é apenas para a determinacao da saida
do VGSTA que ird garantir o rastreamento do modelo de referéncia na estrutura
proposta de controle. Qualquer conhecimento prévio da planta nao é aproveitado
para otimizar o projeto do controle.

O sinal de controle do algoritmo super-twisting tende a ser bastante elevado, e
uma das vantagens que se busca com a nova abordabem é reduzir a amplitude do
controle para aplicacdo da técnica em sistemas reais. Afinal, um sinal que tenha
grandes amplitudes e variacoes muito intensas nao sao desejaveis para imensa mai-
oria das aplicac¢oes reais, pois dificilmente serao reproduzidas pelos elementos finais
de controle que atuam no processo e podem, no limite, até levar a perda dos atua-
dores. Porém, como ilustrou a Figura @ do Exemplo , o resultado ainda é um
controle com sinal de amplitude bastante superior ao ideal.

A otimizacao no controle que sera apresentada nesta secao tem como objetivo
tirar proveito de algum conhecimento prévio da planta e entao ser capaz de dividir
o controle em duas parcelas: uma base com sinal baseado em um controle MRAC
tradicional, e uma parcela VGSTA que sera responsavel pelo casamento final do
controle com a planta real, em funcao de suas incertezas.

Portanto, em outras palavras, o que se busca ¢ um sinal de controle u, = u;™+u,
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Figura 4.7: Desempenho da lei de controle variable gain super-twisting por realimen-
tagao de saida baseado no controle adaptativo por modelo de referéncia aplicada ao
com condicdes iniciais 7o = [0 10]7: (a) (e) saida da planta
Yp, (@) sinal de referéncia y,,; (b) erro de rastreamento e; (c) acdo de controle u;
(d) controle MRC com pardmetros ideais para a planta; (e) erro de rastreamento do

sistema do Exemplo

controle MRC ideal.
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Figura 4.8: Diagrama de blocos do controle Variable Gain Super-Twisting por Re-
alimentacao de Saida Baseado no Controle Adaptativo por Modelo de Referéncia
com controle MRAC nominal.

para (@) , onde uy®™ é o controle nominal via MRAC tradicional, ao passo que u,

é a parcela VGSTA, a semelhanca da apresentada em . A Figura @ ilustra
essa controle por diagrama de blocos.

O conhecimento nominal mencionado se refletird na pratica em estabelecer va-
lores base, dentro da faixa esperada para os parametros de ajuste 8%, de forma que
0% = g™ 1 §. Por exemplo, seja 0] € [3,21], entdo uma op¢ao seria tomar o ponto
médio do intervalo de 67, ou seja, 07°™ = 12 e 0, € [—9,9]. Em um caso prético,
pode-se estimar esses valores nominais através de principios fisicos ou técnicas de
identificagdo da planta. Para fins de célculo dos ganhos, assim como foi feito em
(), deve-se utilizar o maior valor em moédulo da faixa 5, que por simplicidade
serd chamado também de 6. No exemplo apresentado, 0 = 9, em contraponto ao
0 = 21 caso aplicado o método sem otimizacao por conhecimento nominal. A partir
do que foi visto na secao , fica claro que essa reducao ira se refletir em ganhos

menores para o controle e, portanto, amplitude menor de controle, como se deseja.
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Portanto, a equacao (@) poderia ser revisada para

— —
= (6r T+ 67) E 3 up+ (037 + 07 ) T
+ (0;‘”” + 53) Yy + (0”‘"” + 04>
. (4.42)

— enomTwu 4 enomTwy + ggomyp + ezomr
+ 9Twu + 92 wy + 93 Yp + 5Zr

u

u* — unom _I_ﬂ

Com base nas novas u, e u*, ¢ possivel reescrever (@) como

. ’—E% ’—B:q,v
&= ky (up”™ +p) + | —ame — Ky, (u"" 4 u) +-k,Wyd(t)

= [kp(u, ™ — u"™)] + [kpuy + (—ame — kpu + k,Wad(1))] -

v = kpu,

d(t,e) = —ame — kyt + k,Wd(t).

Desta forma, as fungoes |g;| e |%g2], que sao a base para o cédlculo dos ganhos
variaveis do controle VGSTA de plantas incertas, terdo como pardmetros para o
termo k,u os valores de 6. Fica claro que para o termo k,Wyd(t), ndo ha qualquer

alteracdo e este continua dependente de 8. Assim, as equacdes () e () podem

ser reescritas como:

l91(¢,€)| =lamlle] + 07 |E(s)| + k' “Osle] + by |[d(t,e) — d(t,0)]]  (4.43)
d

2 1020 =B + K TNEE) + (e + KT

T f/\f max~T|Na(S)’ s
o (72 e e B )

+ (QT + kmames) |ym’ + kmar§4‘?;‘ + kmax‘d(t70)‘

(4.44)

4 kmaxeT’d( )‘ +kmax9T|N(())‘ ‘d( )’
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A lei de controle u, é definida como em ()

iy = —ki (D1 (€) — /0 ka(() o), (4.45)

onde sdo validas as relacoes (|42]J), (|422) e (|424]), a partir das novas fungoes |g1] e

| £.go| formuladas em (1.43) e (4.44).

O exemplo a seguir utiliza a mesma planta, referéncia e perturbacao (dependente

apenas da saida) do Exemplo @, pois o objetivo é apresentar as diferencas na

metodologia do projeto do controle e uma comparagao entre os resultados.

Exemplo 4.3. Seja o sistema incerto nao-linear (), onde as matrizes de estados
sao dadas por () e a funcao de transferéncia da planta é () Os parametros
sao dados pelas faixas ()

O modelo a ser rastreado é (1.3§), com a presenca da perturbagao d(t) dado
por () A referéncia a ser utilizada sera uma sendide de frequéncia e amplitude
unitaria r(t) = sen ().

Os parametros do controle MRAC, calculados utilizando a equagao diofantina
(), sao dados parametricamente por () Porém, a partir da faixa de para-
metros ideais 6*, dada por () , pode-se chegar a valores para "™ (mediana) e

0 (médulo maximo da variagao).
0; € [1,3], grom =2, 6 =1
05 € [25,49], 6" =37, 6y =12
05 € [—11,-7], 02" =—9, f3=2
0; =2, grom =2, 6, =0.
Como k,, é conhecido, k" =k, = 1.

Para o cédlculo das fungdes |g1| e |%gg|, aplicam-se os valores de # nas fungoes

() e (), respectivamente:

91(¢,€)] = 1le] +1fe[ +1-2-[e] + 1|e| = 5]e]

d
T [gg(t)]‘ =(15-14+1-12)]e|+ (15- 1+ 1-12)|ym|

15-1 4
1- 1-12.—— | |Y, 14+1-2)|ym
w12 a2 ) G L2

+0+ 1 (|ghn] +0.8) +1-3-(le| + |ym| + 0.8)
4
+1-3-—— - ([Yp(s)] +0.8)

s+4
15 60
- (22 )y Al | + 12,
3md+3myl+<s+1+s+4)|pwﬂ+\y\+ 8
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Com isso, é possivel obter os valores de o1 e 0o

5
01 s
30 15 60
_ 2230y + [ —— + —— )|V, A | + 12.8] ),

ecom ky =0.8,0 =2, f =100 e e = 1, é possivel calcular os ganhos ki(t) e ko(t)

utilizando () para o controle ()
Além do controle VGSTA wu,, haverd uma parcela aditiva relativa ao MRAC

nominal:

Wy Wy

als oS
ynom — egme ( )up +0;LomT ( )yp _’_ngmyp + ezomr

A(s) A(s)

1
up + 37 - ——y, — 9y, + 2r

—9.
s+4 s+4

A Figura @ apresenta os resultados obtidos por simulacao do sistema com a
mesma planta do Exemplo @: ag =05, a1 =—-3¢eby=2.

E possivel perceber na comparacio com a Figura @ que a amplitude do controle
é pouco inferior, da mesma ordem do controle ideal MRC. No entanto, para o sistema
com condig¢oes iniciais nao nulas, é possivel perceber claramente a vantagem da
otimizacao levando em conta o conhecimento nominal da planta. Na Figura 0
mesmo exemplo é apresentado, porém com condigoes iniciais xg = [0 1O]T.

Quando faz-se a comparacgao da Figura com a Figura @, percebe-se que o
tempo de assentamento do controle VGSTA se manteve, porém com uma amplitude
de controle menor que a metade do exemplo anterior. Confirma-se, portanto, a

vantagem do uso do conhecimento nominal.

4.1.5 O Controle com Perturbacao Dependente de Estados

do Sistema

Para todos os casos apresentados até o momento, considerou-se que a perturbagao
nao era dependente de estados da planta, e portanto ao utilizar o valor de d(t)
no calculo dos ganhos variaveis do VGSTA nao havia qualquer realimentacao de
estados. No entanto, para garantir maior abrangéncia da estratégia de controle
proposta, faz-se necessario atender a esses casos sem comprometer a propriedade
proposta de realimentacao de saida.

Nesse caso, pode-se adotar uma estratégia conforme proposta em [13], onde
transforma-se o sistema para sua forma normal e, entdo, utiliza-se um Filtro de

Aproximacao de Primeira Ordem para estimar o vetor de estados. E a partir desta
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Figura 4.9: Desempenho da lei de controle variable gain super-twisting por realimen-
tacdo de saida baseado no controle adaptativo por modelo de referéncia aplicada ao
sistema do Exemplo com condicoes iniciais nulas: (a) (e) saida da planta y,,
(e) sinal de referéncia y,,; (b) erro de rastreamento e; (c) acado de controle u; (d)
controle MRC com pardmetros ideais para a planta.
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Figura 4.10: Desempenho da lei de controle variable gain super-twisting por reali-
mentacao de saida baseado no controle adaptativo por modelo de referéncia aplicada
ao sistema do Exemplo com condigdes iniciais o = [0 10]7: (a) (e) saida da
planta y,, (e) sinal de referéncia y,,; (b) erro de rastreamento e; (c) acao de controle

u; (d) controle MRC com pardmetros ideais para a planta; (e) erro de rastreamento
do controle MRC ideal.
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estimativa, calcular os ganhos variaveis do controle.

Considerando a Hipdtese @, pode-se mostrar que as matrizes B, e hg possuem
posto completo. Neste caso, é possivel obter uma matriz B, de posto completo
tal que B B, = 0. Logo, como o produto k, = thp ¢ nao-nulo de acordo com a

Hipdtese @, tem-se que a transformagcao linear de coordenadas de estado definida

n
Yp

por
B

hy

z, =Tz, (4.46)

T
aplicada ao sistema (Ell)

U
Yp

= T4,

=T {Apz, + Bylu, + d(t)]}

n
Yp

=TA,T! +T B,[u, + d(t)],

Tp

utilizando as propriedades de formacgdao da matriz T, essa transformacao leva o

sistema a seguinte forma normal:

1= Aun+ A2yp, (4.47)
Up = Ann + Azayp + kplup + d(, 1)), (4.48)

onde a dindmica dos zeros 1 = Ajin é estavel, considerando as Hipdteses @ e
@. Note que n é uma variavel de estado nao-medida, e esta serd estimada por um
FOAF para o célculo dos ganhos varidveis do controle. E importante destacar que,
apesar da transformacao para a forma normal, a funcao de transferéncia da planta é
preservada, nao havendo qualquer impacto na definicdo dos parametros do MRAC,
conforme descrito em e se¢oes subsequentes.

Portanto, ao analisar d(t, e) conforme descrito em (4.14)), percebe-se que a tinica
diferenga é que as perturbagoes d(t), dependentes do estado z,, serao reescritas em
funcao de 7 e y,, a partir da transformagao apresentada em ({1.46).

Busca-se, entao, obter um limitante superior do estado nao-medido 7 para obter
g e %92, afinal d(t), dependente de 7, aparece em (4.15) e () Para obter esse
limitante, sera aplicado um Filtro de Aproximagao de Primeira Ordem, conforme
apresentado em .

O objetivo é determinar uma aproximacao de primeira ordem de um limitante

superior para a norma da variavel de estado nao-medida 7, com dindmica dada
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por () Neste caso, é necessario ter algum conhecimento sobre a margem de
estabilidade da matriz Ay, que é Hurwitz uma vez que G,(s) é de fase minima e o

sistema € controlavel e observavel. Assim, é feita a seguinte hipdtese:

Hipoétese 4.4. Um limitante inferior A > 0 para a margem de estabilidade de Aqy

€ conhecido.

Logo, um limitante superior para a norma de 1 pode ser obtido pelo seguinte
FOAF:

0= =gl + Ly, (4.49)

com constantes apropriadas ¢, > 0 e A, > 0. Considerando o Teorema , é possivel

obter a desigualdade

InON < 0@) +my(B], |ma(B)] = colln(to) ]| e, (4.50)
T
para determinadas constantes ¢y > 0 e A\g > 0, com z,, = [nT f]} .

Transformando o sistema para a forma normal e reescrevendo a perturbacao em
~ 7 ~ d \
funcao de 7 e y,, obtém-se uma formulacao de gl e —go bastante semelhantes as
' d
apresentadas em () e (), respectivamente, exceto pelo fato de que os termos
associados a perturbagao d(t) também serdo fungao do estado 1. Desta forma, pode-

se reescrever a Hipotese @ como:

Hipétese 4.5. A perturbacao (@) satisfaz as sequintes desigualdades, andlogas as

apresentadas em () :

91(E,m, €)] < ler(t, 0, €) + [m(E)[} [or(e)],

4.51
i[gz(t,n)]‘ < loa(t,7); €) + |ma(t)[] [d2(e)]; o

dt

exceto pelos termos exponencialmente decrescentes |m,(t)] = ¢, e %)  onde

Cny An > 0. As fungoes p,(t) sdo conhecidas e continuas.
Portanto, verifica-se que a dindmica do sistema em malha fechada é:
Te = Acxe + B, (up + [7)

0= =My} + ylle + g
€= —k?plﬁ(t, 77, 6)¢1(6) + 2+ gl<t7 7, 6)

d
&= —kpka(t. ), )éa(e) + — [2(t, )]

(4.52)

t
com z = kp/ ko(T,7, €)pa(e)dr + go(t,n) € U=—u*+ Wad(t,n, e).
0
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Teorema 4.2. Seja o sistema em malha fechada (4.59), considerando as hipdteses

, @, @, @, , B, @, e @ Entao, as trajetorias do sistema serao

atraidas globalmente e em tempo finito para é = e = 0, se 0s ganhos varidveis forem

escolhidos como:

1 1
tu(tioe) =6+ 5 { e + 0P+ 2 4 ek 0] (5440) |

B | 4e (4.53)
k2<t7 ﬁa 6) = B + 462 + 26]'{:1 (ta ﬁv 6)7
onde >0, €>0 ed >0 sao constantes positivas arbitrdrias.
Demonstragio. Ver [13, Apéndice B.1]. N

Para demonstrar a aplicacao desta estratégia e suas diferencas com relagao ao
cenario apresentado nas se¢oes anteriores, a mesma planta utilizada no Exemplo @

sera considerada, porém com uma perturbacao dependente do estado.

Exemplo 4.4. Considere um sistema nao-linear descrito por:

&= Az + Blu+d(t, x)], y = Cu,

Ol,B:O
-1 2 1

com ganho de alta frequéncia k, = CB = 1.

e seja:

A=

co=l1], G=csr-atE=

A transformacgao T pode ser escolhida como

n 1 0
T = x,
Y 1 1

que ao ser aplicada ao sistema, leva a seguinte forma normal:

B,
C

n=-n+y

Y= —4n+3y + [u+d.

Portanto, por se tratar de uma planta conhecida, sabe-se que o valor de Ay, =
—1.

Seja o modelo de referéncia dado por:

2
(s+1)

M(s) =
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A perturbagao, dependente do estado, é igual a d(t,x) = [O 1] x+0.1sen 10¢.

Aplicando a transformagao 7', conforme (4.46):

dt,n,y) = [O 1] 7| 4 0.1sen 10t
Y
1 O [n
= [0 1] + 0.1sen 10t
=y—n+0.1sen10¢
Como y = y,, + e,
d(t,e)—d(t,0)
A~
d(t,n,e,ym) = (e +ym) —n+0.1sen 10t = [e] + [ym — 1 + 0.1sen 10
d(t.0)

E sua derivada temporal é igual a

d(tanaeaym):e+ym_77+00510t:6+ym—(—77+y)+COS]_Ot
W
n

d(t,e)—d(t,0)

~ /= .
d(t77]767ym7y)< € +ym+n_y+1

d(t,0)

A referéncia é uma senéide de amplitude unitaria r(t) = sent, cuja derivada
temporal é

|7| = |cost| < 1.

O objetivo é elaborar um controle u, que faca a saida da planta rastrear o mo-
delo, utilizando VGSTA com realimentacao de saida baseado no MRAC. Conforme

equacao (@), o sistema pode ser escrito da forma:
é=1-uy+(—1l-e—1-u"+1-Wyd(t))

O primeiro passo € calcular os parametros ideais 8* que compoem o termo u* da

equacao.
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Com base num a(s) =1 e A(s) = s + 2, utilizando a equagao ()
0" = : A(s) =s+2 (4.54)

onde,

0w =07"w, + 05w, + Oy, + O

O passo seguinte é estabelecer os valores das fungoes g; e % go, conforme equacao
(B.19) e () Porém, para o calculo de £g,, é necessério estabelecer os valores de
N"(s), k" e N,(s), conforme ()

N(s)=1-(s=12—(s+2)-(s+1)=-5s—1

v —5s? — 5 -

g _315?0<(s+2)(s+1))_ °
N'(s)=s-1-(s =1 =(s=5)-(s+2) (s +1) =145 + 10
Ny(s)=s-1—(s+2)=-2

Com isso, é possivel calcular os valores das fungoes ¢, e % go:

g1 =—e—e+de+e=4e

d 14s 4+ 10 —2
—gp=—(-54+9e—(-5+9Yyy, — | ——————+9-—— ] Y,
gr%2 = ~(5+9)e = (=5+9)y ((s+2)(s+1)jL (s+2)) »(s)

— (1 = 5)ym — 2cost + (Ym + 1 — € — Yy, + cos 10t)

—2
—(e+ym—7}+0.1sen10t)—m(Y},(s)—n—i—O.lsenlOt)
6 10 2
:—66—6ym+LY(s)+5ym+2n——77—2cost

(s+1D(s+2)"
2
+ cos 10t — 0.1sen 10t + —————0.1sen 10¢

(s +2)

(s +2)

Para obter o limitante superior do estado nao-medido 7, presente em Egg,

utiliza-se um FOAF, com constantes:

A =05, ¢, =12

Entao, langando mao do limitante 7, deve-se estabelecer funcoes p; e 09, conforme
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(), a partir de majorantes de |gi| e |4 ga|:

01

4
1
il <Alel < [Jel? + el
3
|1

(§]

6s 4+ 10 2
L ool <6le] + 6|y + —" |y 59| + 27 + ———1) + 2 cos t + cos 10t
79 le| + 6]y |+(5—|—1)(5—|—2)| »(8)| + 5|Ym| + 77—|—(S+2)77—|— cost + cos

2
+ 0.1sen 10t + —0.1sen 10¢
(s +2)
6s + 10

. R 2
< Gle] + 6[ym| + Yo ()] + [ma ()| +5[gm| + 20 + ———571 + 3.3
——

(s+1)(s+2) o (s +2)

Condigoes Iniciais de G012

125 + 20
(s+1)(s+2)

Y5 (8)] + 10]gm| + 47 +

6
< _7]-2 m N . .
max(k§ | Y| + <S+2)n+66>

(.

~~

02

1 3 1
: [5 + §k’3|‘3|2 + ’f§|@|]

. J/

e

Por fim, com os valores de p; e g5 calculados e utilizando k3 =1, 0 = 0.1, § = 10

e € = 1, é possivel calcular a fungao dos ganhos varidveis ki(t) e ka(t) conforme

(4.24). Aplicando estes ganhos no sistema, com condigoes iniciais xy = [0 10] ,

temos os seguintes resultados de simulacao, ilustrados na Figura :

4.2 Variable Gain Super-Twisting por Realimen-
tacao de Saida

A estratégia apresentada nesta se¢ao foi proposta em [13, 57, 58], sendo o primeiro
controlador por realimentacao de saida baseado em um algoritmo super-twisting
multivariavel nao-desacoplado capaz de garantir propriedades uniformes globais de
estabilidade assintética com convergéncia em tempo finito. Embora tenha sido es-
tendida ao caso multivariavel, esta estratégia também é apresentada para o caso
SISO [13, Secao 4.4]. Além disso, guarda semelhancas a estratégia proposta neste
trabalho e descrita na secao @

Diante disso, o objetivo desta secao é apresentar essa estratégia de controle e,
utilizando a planta proposta no Exemplo , apresentar seus resultados e compara-

los aos obtidos anteriormente.
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Figura 4.11: Desempenho da lei de controle variable gain super-twisting por reali-
mentacao de saida baseado no controle adaptativo por modelo de referéncia aplicada
ao sistema do Exemplo com condigoes iniciais 7o = [0 10]7: (a) (o) saida da
planta y, (e) sinal de referéncia y,,; (b) erro de rastreamento e; (c) agdo de controle
u; (d) controle MRC com pardmetros ideais para a planta.
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4.2.1 Definicao do Problema

Considere um sistema nao-linear incerto descrito conforme (@) Assim como an-
teriormente, apenas a saida é considerada estar disponivel para a implementacao
da lei de controle. A perturbacao respeita a hipotese @ As matrizes A,, B, e
hg sdo incertas e pertencentes a um conjunto compacto, de modo que os limitantes
necessarios para suas incertezas sao conhecidos.

De forma semelhante ao exposto na secao , as seguintes hipdteses bésicas

devem ser satisfeitas:

(A1) A matriz de transferéncia G, (s) = h) (s — A,) "' B, é de fase minima e possui

posto completo.
(A2) O sistema ¢é controlavel e observavel.

(A3) Gp(s) possui grau relativo uniforme e unitério, isto é, S1i_>1101o sGp(s) = k, =
hy By, onde k;, # 0.

(A4) O sinal do ganho de alta frequéncia k, = C'B ¢é conhecido e, sem perda de
generalidade, suposto positivo. Caso k, seja negativo, deve-se inverter o sinal

da lei de controle escalar u, € R e substituir &, por |k,|.

Seja um modelo de referéncia conforme (@), 0 objetivo é determinar uma lei de
controle u, por realimentacao de saida baseada no algoritmo variable gain super-
twisting de modo que a saida ¥, rastreie em tempo finito o sinal de referéncia y,,
gerado pelo modelo.

Em outras palavras, considerando o erro de rastreamento de saida e(t) =
Yp(t) —ym(t), pretende-se projetar u, tal que as trajetérias do sistema sejam atraidas
globalmente e em tempo finito para a superficie de deslizamento e = é = 0.

Conforme apresentado na secao , considerando a Hipdtese (A2), pode-se
mostrar que as matrizes B, e hg possuem posto completo. Neste caso, é possivel
obter uma matriz B, de posto completo tal que B, B, = 0. Logo, como o produto
k, = thp é ndo-nulo de acordo com a Hipdtese (A3), tem-se que a transformagao
linear de coordenadas de estado definida conforme () aplicada ao sistema (@),
leva o sistema a forma apresentada em () e (), re-apresentadas aqui por

simplicidade:

n = Ann + Ay,
Up = Ao + Agy, + kp[up + d(1)],

onde a dindmica dos zeros 1 = Aj1n é estével, considerando as Hipdteses (Al) e

(A2). Note que n é uma variavel de estado nao-medida, ao contrario do considerado
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em [10, BO]. A dindmica do erro de rastreamento de saida, andlogo ao apresentado

em (R2.58) considerando o = e, é descrita por
e = kpup + Cz(na €, t)a (455>

onde o termo

d(n, e, t) = Aon + Asse + kpd(n, e, t) + A22Yim — U, (4.56)

com d(n,e,t) = d(zx,t), é considerado como uma perturbagao nao-linear dependente

do estado. Esta perturbacao pode ser reescrita conforme ()

N J/

J(% €, t) = [07(777 ¢, t) - J(nv 0, t):| + J(nv 0, t) =0 (77a €, t) + 92 (777 t)>
—_——

g1(ne.t) g2(n.)
onde
5 (777 €, t) = A22€ + kp {d(na €, t) - d(777 07 t)} 9 (457)
92(777 t) = A2177 + k:pd(nv O’ t) + AQ??/m - yma (458)

e g1(n,0,t) = 0. Para o célculo dos ganhos do controle VGSTA, é necessario obter

a derivada temporal de go:

d d . .
T [g2(n,t)] = Aa1 A1 + As1 Ava(e + ym) + k‘pa[d(n, 0,t)] + Aol — Y. (4.59)

4.2.2 O Controlador

Para o projeto do controlador, ¢ necessario obter os limitantes superiores para o
moédulo das fungoes g e %92. No entanto, as funcoes () e () dependem
da variavel nao-medida 7. Para obter esse limitante, serda aplicado um Filtro de
Aproximacao de Primeira Ordem, conforme apresentado em .

O objetivo é determinar uma aproximacao de primeira ordem de um limitante
superior para a norma da variavel de estado nao-medida 7, com dindmica dada
por () Neste caso, é necessario ter algum conhecimento sobre a margem de
estabilidade da matriz Ay, que é Hurwitz uma vez que G,(s) é de fase minima e o

sistema é controlavel e observavel. Assim, é feita a seguinte hipotese:
(A5) Um limitante inferior A > 0 para a margem de estabilidade de A;; ¢ conhecido.

Logo, um limitante superior para a norma de 7 pode ser obtido pelo FOAF

apresentado em () e re-apresentado aqui por simplicidade:

n=—X\n+ CnHypH,
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com constantes apropriadas ¢, > 0 e A, > 0. Considerando o Teorema , é possivel
obter a desigualdade apresentada em ()

In@Il < a(t) + |m (@B, |my(O)] = collam(to)|| ™00,

T
para determinadas constantes ¢y > 0 e A\g > 0, com z,, = |n7 f]} .
(1.20) , e é dada por

Neste caso, a lei de controle u, ¢ definida como em

u, = —ki(t,n,e)p1(e) — / ko (t, 1, e)pa(e)dt, (4.60)

to

onde ¢1, @2 e ks sdo definidos conforme ()
Assim como a Hipdtese @, assume-se:

(A6) A perturbagao () satisfaz as desigualdades dadas por (4.22).

Assim como no caso apresentado na se¢ao , sao incluidos termos exponen-
cialmente decrescentes |m(t)| e |me(t)| com o objetivo de representar perturbagoes
relacionadas a |m,(t)| na desigualdade () Portanto, considerando as equagoes
dindmicas do erro de rastreamento () e da variavel de estado nao-medida ( m)

do sistema, em conjunto com o filtro de aproximacao de primeira ordem (|§.49) e

a lei de controle wvariable gain super-twisting (), verifica-se que a dinamica do

sistema em malha-fechada é descrita por

77 ==\ + Cn|€ + Yl
N = Ann + Awle + yml,

e = —kpkl (t, 77, 6)¢1(6) + 2z + [ (777 €, t)> <461)
d
z = _kka (t7 ﬁ? €)¢2(€) dt [g2 (77’ t>]’

com 2 = —k / ]{?2(7' f], )¢2( )dT +92(777t)'

E o teorema andlogo ao @ é

Teorema 4.3 ([13]). Considere o sistema em malha-fechada () Assuma que
as Hipdteses (A1)-(A6) sejam satisfeitas. Entao, as trajetorias do sistema serdo
atraidas globalmente e em tempo finito para a superficie de deslizamento é = e =0

se os ganhos varidveis forem escolhidos como em .
Demonstragdao. ver [[13, Apéndice B.1]. ]

O exemplo a seguir considera o mesmo sistema incerto proposto no Exemplo @
O foco é apresentar a metodologia de aplicacao dessa estratégia de controle e com-

parar seus resultados com os obtidos nos exemplos @ e @
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Exemplo 4.5. Seja o sistema incerto nao-linear (), onde as matrizes de estados
sao dadas por () e a funcao de transferéncia da planta ¢ () Os parametros
sao dados pelas faixas () O ganho de alta frequéncia é k, = CB = 1. As
hipéteses (A1) — (A4) sdo respeitadas.

O modelo a ser rastreado ¢é (), com a presenga da perturbagdo d(x,t) dada
por () A referéncia a ser utilizada serd uma sendide de frequéncia e amplitude
unitéria r(t) = sen (1).

A transformagao T pode ser escolhida como

n 1 0
T = z,
Yy b() 1

que ao ser aplicada ao sistema (4.34), leva a seguinte forma normal:

B,
C

n=—bon+y
y = (bo(ay — bo) — ao)n + (bo — a1)y + u.

Portanto, pode-se dizer que os pardmetros de () e (4.48) sao

A = —bo, Ay € [-3,-1]
Ap =1

Ay = (bo(ay — bo) — ag), Ag € [—36,—4]
Az = (b — a1), Ay € [3,9]

Para o projeto do controlador, serao definidos os seguintes limitantes:

[An| <3
A <1
[Agi | < 36
| A <9

Com relagao ao FOAF que estimara 7 conforme (), serao considerados os
valores A\, = 0.5 e ¢, = 1.5.

Assim, é possivel aplicar estes valores no calculo de g1, conforme ()

qn (77a €, t) - AQ?G + kp {d(nv €, t) - d(nv 0’ t)}
1] < |Aszlle] + kp[{d(n, e, ) — d(n,0,)}]
<9-le|+1-|e| = 10e]
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e %gg, segundo ()

d d ) .
— [g2(n,1)] = Aor [A1n + Ava(e + ym)] + kp—[d(1,0,1)] + A2alm — Um

dt Pt
d d . .
52010 < L D]+ el Gel+ D]+ | 0007 0.0)] + L]+ i
<36-[3- (0 + |ma()]) + 1+ (lel + D] + 1+ (|9l + 1) + 9 g + |ijm]
< 1087) + 36le| + 36ym | + 10[gm| + |Gm| + 1 4 108 - |7, (2)]
Logo, pode-se calcular as fungoes que servirao de insumo para os ganhos varia-
vels:
10
01 = s

36
oo = s . 2160+ 20| + 20|+ 2l +2+ (0] ).
3

onde |mo(t)| = 216|m,(t)].

Com k3 = 0.8, 6§ = 1, § = 1000 e € = 1, é possivel calcular os ganhos k;(t) e
k2 (t) utilizando () A Figura apresenta os resultados obtidos por simulacao
do sistema com ag =5, a; = —3 e by = 2.

Na comparacao deste resultado com a Figura @ e Figura @ da abordagem
nominal, percebe-se que nao ha diferenca consideravel no desempenho em regime
permanente. Porém, ao aplicar com condigoes iniciais nao nulas, nota-se a diferenca

entre os sistemas. Na Figura o mesmo exemplo é apresentado, porém com

condicoes iniciais zo = [0 10;

Na comparacao da Figura com o resultado do controle otimizado pelo conhe-
cimento nominal, Figura , percebe-se que ha uma redugdo grande na amplitude
do sinal de controle, sem prejuizo significativo ao desempenho, na estratégia oti-
mizada. Portanto, fica claro que o objetivo de reducao da amplitude do sinal de
controle sem perda das propriedades do controle de convergéncia em tempo finito

foi atingido.
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Figura 4.12: Desempenho da lei de controle variable gain super-twisting por reali-
mentacao de saida aplicada ao sistema do Exemplo @qcom condigbes iniciais nulas:
(a) (o) saida da planta y,, (e) sinal de referéncia y,,,; (b) erro de rastreamento e; (c)
acao de controle u.

104



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
t
10 . .
5 -
X: 0.1957
Y: 0.0001682
ok n
-5 I L I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 18 2
t
550 X:0.00726 _ .
v:119.3
wol ™ 1
0p \,
100 | 1
200 - 4
& X: 0.02451
“300 || Y- 333 4
400 I 1 I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 18 2
t

Figura 4.13: Desempenho da lei de controle wariable gain super-twisting por re-
alimentacao de saida aplicada ao sistema do Exemplo com condigoes iniciais
zo = [0 10]": (a) (e) saida da planta y,, (e) sinal de referéncia y,,; (b) erro de
rastreamento e; (c¢) agao de controle u.
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Capitulo 5
Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho foram apresentados os conceitos béasicos de controles por modos desli-
zantes e controle adaptativo por modelo de referéncia. Como contribuicao principal,
foi proposta uma nova estratégia de controle para sistemas incertos e monovaria-
veis de grau relativo um, baseado no algoritmo super-twisting com ganhos variaveis
considerando o paradigma do controle adaptativo por modelo de referéncia.

Por ser baseado na estrutura do controle MRAC, a utilizagdo do conhecimento
nominal da planta é facilitado e, ao utilizar desta abordagem, consegue-se atingir
esforcos de controle ainda menores.

Essa nova implementacao traz beneficios no projeto do controle, na compara-
¢ao com a estratégia recentemente proposta na literatura de controle super-twisting
com realimentacao de saida (inclusive o uso do conhecimento nominal era uma re-
comendacao de trabalho futuro apresentada em [13, Cap. 5]). Essa comparacao
de performance ¢é feita por simulacio através de um exemplo de planta incerta. E
recomendado como trabalho futuro sua aplicagdo e comparacao em sistemas fisicos.

Ambos os controles sao baseados apenas na realimentacao da saida da planta, nao
necessitando de estados da planta, o que é uma vantagem na comparagao com demais
controles por modos deslizantes de ordem superior, capazes de garantir rastreamento
exato de um modelo de referéncia com convergéncia global em tempo finito mesmo
em aplicagoes com perturbagdes ou incertezas de uma ampla classe. No entanto, o
controle baseado no paradigma MRAC, em especial na abordagem com aplicacao
do conhecimento nominal, se mostrou bastante eficiente, mantendo a amplitude do
sinal de controle dentro de valores bastante baixos, da mesma ordem de um controle

MRC com parametros ideiais.

Proposta de Trabalhos Futuros

Sao propostos os seguintes topicos de pesquisa para continuacao dos trabalhos apre-

sentados nesta dissertacao de mestrado:
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o Aplicacao Pratica:

Uma aplicagao pratica do controle em uma planta real com todas as suas incerte-
zas, imperfeicoes de modelagem, nao-linearidades e ruidos poderia confirmar seu

bom desempenho, verificado apenas por meio de simulacao.

 Extensao multivariavel:

Uma extensao que poderia ser aplicada sem grandes desafios aparentes seria para
o caso multivaridvel. Em diversos sistemas MIMO (Multiple-Input-Multiple-

Output), os beneficios do controle proposto poderiam trazer vantagens.

o« Comportamento Transitério do Super- Twisting:

Estratégias de controle baseadas no algoritmo super-twisting podem tentar im-
por uma convergéncia muito rapida por meio de uma acao de controle suficien-
temente intensa, o que pode comprometer a aplicagdo pratica desses métodos.
Desta forma, seria interessante desenvolver novas estratégias com o objetivo de
melhorar o comportamento transitéorio de controladores baseados no algoritmo
super-twisting ou avaliar sua estabilidade e desempenho com saturacao no sinal

de controle.

e Observador Super-Twisting para um controle MRAC:

A aplicacao do algoritmo super-twisting como observador para controles do tipo
MRAC pode ser uma arquitetura em que as melhores caracteristicas de cada
estratégia sdo potencializadas. E possivel aproveitar o transitério bastante agres-
sivo do STA para garantir uma rapida convergéncia do controle MRAC, sem que

isso se reflita em um controle de grande energia.
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Apéndice A

Variable Gain Super-Twisting por

Realimentacao de Saida

A.1 Demonstracao do Teorema 4.2

Demonstrag¢io. Conforme [[13], seja a seguinte fungao candidata de Lyapunov, ligei-
ramente modificada (inclusdo do ganho k, destacado) em relagio a fun¢ao proposta

para a demonstracdo do teorema 2.3 em (10, BOJ:

Ve, z) = (TP, P=

kp0 + 4 —2¢
—2e 1|’

com ¢ = [¢1(e) z]T, e B,e > 0. Note que esta funcao é continua em todo ponto, e
diferenciavel em todo ponto exceto no subespaco S = {(e, z) € R%|e = 0}. Considere
a seguinte propriedade das fungoes ¢1(e) e ¢o(e), definidas em ()

Pi(e) = dir _ 1 + ks, Py = P11 = (2’;; + /f3) o1

de B 2’e|%

Logo, segue que a derivada temporal de ¢ é dada por

~

¢1(e) {=kpk1()pr(e) + 2 + gu(L, €)}

o (1)6(6) + 102 (0)]

. )
¢ =

N

~
z

_ Le)ag(t,e
A(t):[ ok (1) 1]’ w(t,e)[ Ej)g( ])}’

com
—kyk2(t) 0
para todo ponto em R?*\S, onde esta derivada existe. Neste caso, é possivel verificar
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que a derivada temporal da fungdo candidata V (e, z) no mesmo subconjunto R*\S

é dada por
V =("P¢+("P¢
= ¢i(e)C" (AP + PA(t)) ¢+ ¢ Py + " P¢
=~ ()¢ Q)¢ +2¢" Pyt e),
onde

Q(t) = —(A(R)"P + PA(t)) = [25’<§’f1 + deky(26ky — ko) *] |

kp(ke — 2eky — B) — 4€*  4de
Substituindo o ganho ks pelo definido em (), tem-se

20k2k; — 4ek,3 %
t) = P P .
) [ —4¢? 46]
Além disso, como
d
CTPQ/}(t, e) = {(k:pﬂ + 462)¢1 - 252} &rg1 + {—2€ehy + 2} %
/ / d
< (5 4kl6nlln| + 260 2o + (2] + 1o} |

< ¢y {[(o1 + |m]) (kpB + 4€%) + 2¢ (02 + |ma))] 1]
+ [(02 + [m2|) + 2¢(01 + |mi])] |2]|01|}

entao tem-se

20" P(t,e) < ¢y {C'T(¢, e)C + CTII(1)C T

com ¢ = [|¢n| |2]]" e

2 2
Do) = |21 +46%) + decy *]7 e — [2|7r1|(kp5+46)+4€|ﬂ2| *|

02 + 2e0; 0 |7a| + 2€|m1] 0
Da desigualdade (" QC < ¢(TQC, segue que
V < =1 {¢TQ(t e)¢ = TTI(t)C T
onde

Q(t’ e) = Q(t) - F(t7 6),

26/{2/{1 — 201 (kpB +4€*) — 4e(02 + k) — 26 Kk

Q — 2l =
—(4€® + 02 + 2¢01) 2¢

Y
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Note que selecionando o ganho k; de acordo com (), tem-se que Q) — 2¢el
¢ uma matriz positiva definida. Logo, a derivada temporal da funcao candidata é

limitada pela seguinte desigualdade:

- () fed - g, a)

uma vez que ||| = [|¢]|. Além disso, como |m; ()| e |m(t)| sdo limitados, tem-se

V< (Ll +k‘3) ¢TI < ( 1 1 +’€3> 911 {co, 1] + c:lz]}
2|e|z 2le|z

1 3 1
< (G Shalel + el {ecll}

< ¢l + eli¢l?,
para determinadas constantes cq,, c., c¢, c1,c2 > 0, uma vez que
ICH? = 1o [* + |21 = le| + 2kslel*? + K lef* + |2/,
Assim, segue da desigualdade
Mo AP} [P < Ve, 2) = (" PC < A {P}ICI (A.2)
que a derivada temporal da funcao candidata é limitada por
V< Elvé(e, z) 4+ &V (e, 2),

para constantes ¢, ¢ > 0. Portanto, V (e, z) ndo pode escapar em tempo finito.

Por outro lado, é possivel mostrar que a seguinte desigualdade ¢é valida:
= = )
CTII(t)C < [me] <]

para determinada fungao exponencial decrescente 7¢(t). Esta desigualdade, em con-
junto com (@), implica

P < - i) (54 141

Logo, como |m(t)| é um termo exponencialmente decrescente, tem-se a seguinte

relacdo apds um instante de tempo finito #:

2¢ — |me(t)| > 2p, Vit > ty,
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onde i < € é uma constante positiva. Assim, tem-se

: 1
V< —2u =+ ks | |ICI1%, Vit > 1.
2|e|z

Entao, considerando (@) e a desigualdade

V3 e,z
et < o < V2e2)

>\r§nin {P}
pode-se mostrar que a derivada temporal da funcao candidata V (e, z) é limitada de

acordo com a seguinte desigualdade:
V< —/ﬁV%(e, z) — KoV (e, 2), Yt > t,
para constantes positivas

1
/“L>\r§nin {P} _ 2Mk33

Rl = ———F—F—

T e P} T A (PY

Neste caso, observando que as trajetérias do subsistema (e, z) do sistema em malha-
fechada () nao podem permanecer no subconjunto S\{0}, verifica-se que V (e, 2)
¢ uma func¢ao continuamente decrescente. Logo, a partir do Teorema de Lyapunov
generalizado para Inclusdes Diferenciais [59, Proposi¢ao 14.1], pode-se concluir que
V(e,z) é uma fungao de Lyapunov para o subsistema (e,z). A propriedade que
permite esta conclusao ¢ que o Teorema de Lyapunov generalizado requer apenas
a continuidade, e nao diferenciabilidade, da funcao de Lyapunov. Além disso, a

solucao da equacgao de comparacao
V= —mlvé — KaU, v(t) = vy >0, Vit >t

é dada por

2
o(t) = e~r21) [v%—i—ﬂ(l—e%(ttl))} . vz
K2

Logo, V (e, z) converge para zero ap6s um instante de tempo finito 7" limitado

por

T<t+2 (1 + 5203 (e(t), z(tl))).

R2 R1

Note que V (e, z) = 0 implica z = e = é = 0. Portanto, as trajetérias do sistema sao

atraidas em tempo finito para a superficie de deslizamento e = é¢ = 0. 0
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