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Nesta dissertacao, sao desenvolvidas técnicas de controle super-twisting para
sistemas incertos na presenga de incertezas/perturbagoes nao-lineares e dependen-
tes do estado. Uma nova implementacao para um algoritmo super-twisting multi-
variavel recentemente proposto é introduzida, permitindo lidar com sistemas multi-
variaveis com matriz de entrada incerta, simétrica, e positiva definida. Utilizando
uma analise por funcao de Lyapunov, sao demonstradas teoricamente proprieda-
des de convergéncia global em tempo finito para esta nova implementacao. Além
disso, motivado pelo problema de estabilizacao do movimento de um satélite, uma
mudanca de escala de tempo nao-linear e dependente do estado é utilizada para
obter um algoritmo com ganhos varidveis capaz de apresentar propriedades de con-
vergéncia global em tempo finito na presenca de uma classe mais abrangente de
perturbagoes. Outra importante contribuicao desta dissertacao é propor estratégias
de controle monovariavel e multivaridavel por realimentacao de saida com base no
algoritmo Variable Gain Super-Twisting. Para isso, é introduzida uma extensao mul-
tivariavel nao-desacoplada para este algoritmo. De modo a alcangar uma solugao por
realimentacao de saida, um limitante superior para a norma da variavel de estado
nao-medida é estimado utilizando filtros de aproximacao de primeira ordem. Pro-
priedades globais e uniformes de estabilidade assintética e convergéncia em tempo
finito sao provadas por meio de uma analise Lyapunov. Resultados de simulacao
ilustram a efetividade das estratégias de controle propostas nesta dissertacao em

problemas de interesse pratico.
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In this dissertation, super-twisting control techniques are designed for uncertain
systems in the presence of nonlinear state-dependent uncertainties/disturbances. A
new design for a recently proposed multivariable super-twisting algorithm is intro-
duced, allowing to deal with multivariable systems with uncertain symmetric posi-
tive definite input matrix. Using a Lyapunov function approach, properties of global
finite-time convergence for this new design are demonstrated. In addition, motivated
by a satellite motion stabilization problem, a nonlinear state-dependent time scaling
is used in order to obtain a variable gains algorithm which is able to present global
finite-time convergence properties in the presence of a broader class of disturbances.
Another important contribution of this dissertation is to propose monovariable and
multivariable output-feedback control strategies based on the Variable Gain Super-
Twisting Algorithm. To this end, a multivariable non-decoupled extension for this
algorithm is introduced. In order to obtain an output-feedback solution, a norm
bound for the unmeasured state variable is estimated using first order approximation
filters. Global uniform asymptotic stability and finite-time convergence properties
are proved by means of a Lyapunov function approach. Simulation results illustrate
the effectiveness of the control strategies proposed in this dissertation for systems

of practical interest.
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Capitulo 1
Introducao

Um importante problema em teoria de controle é o projeto de controladores que
facam com que a saida do sistema rastreie uma determinada trajetoria de referéncia.
Na pratica, possiveis incertezas na modelagem matematica do sistema e perturbacoes
externas podem dificultar o projeto do controlador. Estas incertezas podem ser
provenientes de dinamicas nao-modeladas, variacoes paramétricas e aproximagoes
do comportamento do sistema por um modelo mateméatico simplificado. Neste caso,
é necessario que o controlador projetado seja capaz de garantir o mesmo nivel de
desempenho independentemente das incertezas e perturbagoes existentes [1].

Uma das principais técnicas utilizadas no controle de plantas incertas é o controle
por modos deslizantes [1,12]. Esta abordagem destaca-se por apresentar propriedades
interessantes, tais como: bom comportamento no transiente, convergéncia em tempo
finito, insensibilidade a nao-linearidades e incertezas casadas, além de destacavel
robustez quanto a estabilidade e desempenho. Entretanto, uma caracteristica mar-
cante de sua teoria convencional é o uso de leis de controle descontinuas, que levam
a ocorréncia de um indesejavel chaveamento em alta frequéncia do sinal de controle,
conhecido como chattering |3]. Recentemente, visando reduzir o chattering em siste-
mas a estrutura variavel, foi introduzido o conceito de modos deslizantes de ordem
superior. Este conceito é uma generalizagao do controle por modos deslizantes con-
vencional e preserva suas principais vantagens [4], com acurdcia ainda maior e a
possibilidade de uma lei de controle continua e menos propensa ao chattering [5].

Na literatura, muitas técnicas empregadas no controle a estrutura variavel de
sistemas incertos sao baseadas em realimentacao de estado. Entretanto, por razoes
fisicas, técnicas ou econOmicas, nem sempre € possivel medir todo o vetor de estado
do sistema. Sendo assim, o desenvolvimento de estratégias baseadas em controle por
realimentacao de saida é importante tanto do ponto de vista pratico quanto tedrico.
Técnicas baseadas no controle por modos deslizantes convencional utilizando reali-
mentacao de saida tém sido aplicadas com sucesso no controle de sistemas incertos.

Para isso, diferentes abordagens foram propostas com o objetivo de evitar a ne-



cessidade de se ter disponivel o vetor de estado completo do sistema, tendo sido
projetadas com base em: observadores de alto-ganho [6], malhas de predigao [7],

diferenciadores robustos e exatos [§], entre outras estratégias.

1.1 Tema: Controle por Modos Deslizantes

O controle a estrutura variavel por modos deslizantes, ou, de forma abreviada, con-
trole por modos deslizantes (Sliding Mode Control — SMC), é uma técnica nao-linear
bastante eficiente no controle de sistemas incertos [1,/9-11]. Esta técnica caracteriza-
se por uma lei de controle descontinua que faz o sistema em malha-fechada alternar
entre estruturas diferentes, gerando um novo movimento no espaco de estados de-
nominado modo deslizante [10-12]. A ideia bdasica é fazer com que as trajetérias
do sistema alcancem e se mantenham em uma superficie do espaco de estado es-
pecificada conforme o comportamento dinamico desejado, denominada superficie de
deslizamento. Assim, uma vez que o modo deslizante tenha sido alcancado, o sis-
tema passa a ser regido pela dinamica desta superficie de deslizamento, tornando-se
insensivel a incertezas paramétricas e algumas classes de perturbagoes externas. En-
tretanto, a principal desvantagem deste método é a ocorréncia de um chaveamento
em alta frequéncia do sinal de controle, conhecido como chattering. Este chavea-
mento é bastante indesejavel, uma vez que pode excitar dinamicas ignoradas durante
a modelagem e até instabilizar o sistema.

O controle por modos deslizantes foi generalizado com a introducao do conceito
de modos deslizantes de ordem superior (Higher Order Sliding Modes - HOSM)
[4]. Este conceito consiste em fazer o controlador atuar nas derivadas temporais de
mais alta ordem do desvio sobre a superficie de deslizamento, em vez de influenciar
apenas a primeira derivada como na teoria convencional. O objetivo neste caso é
manter nao apenas o desvio igual a zero, mas também suas derivadas temporais até
uma determinada ordem. Desta forma, sao preservadas as principais vantagens com
respeito a robustez e desempenho do controle por modos deslizantes convencional,
porém obtendo uma acuracia ainda maior. Além disso, outra vantagem é a possi-
bilidade de se utilizar uma lei de controle continua, e portanto menos propensa ao
chattering, sem a necessidade da introducao de modificagoes adicionais como: zonas
lineares, filtros passa-baixas, malhas de predicao, observadores, entre outras.

Dentre os diversos controladores por modos deslizantes de ordem superior,
destaca-se o algoritmo super-twisting (Super Twisting Algorithm — STA) [4]. Esta
técnica de controle por modos deslizantes de segunda ordem foi desenvolvida com
0 objetivo de atenuar o chattering em sistemas com grau relativo unitario, apresen-
tando um sinal de controle continuo. Além disso, uma importante vantagem deste

algoritmo em relacao aos demais controladores baseados em modos deslizantes de



ordem superior é nao necessitar de nenhuma informacao sobre a derivada temporal
da variavel de deslizamento para a implementacao da lei de controle. Este fato fez
com que o super-twisting atraisse consideravel atencao no contexto de sistemas a es-
trutura variavel, tendo sido utilizado com sucesso em importantes aplicagoes, como
o problema da diferenciacdo robusta e exata em tempo real [13].

Nos desenvolvimentos tedricos iniciais, as andlises de estabilidade e convergéncia
do super-twisting eram baseadas em métodos geométricos [4] e na teoria de siste-
mas homogéneos [14], o que dificultava o seu aperfeicoamento. Mais recentemente,
a introducao de andlises baseadas em funcgoes de Lyapunov permitiu que impor-
tantes extensoes fossem obtidas [15, [16], ampliando a aplicabilidade do algoritmo.
Em [17, [18], foi proposta uma generalizacdo para o super-twisting a partir da in-
troducao de ganhos variaveis e inclusao de termos nao-homogéneos, denominada
Variable Gain Super Twisting Algorithm (VGSTA). Esta abordagem tem como prin-
cipal vantagem ser capaz de compensar de forma exata uma classe mais abrangente
de incertezas/perturbagoes, além de obter uma convergéncia mais rapida em rela¢ao
ao algoritmo convencional. Em [19], foi proposta uma estrutura multivariavel para o
super-twisting baseada em um conceito similar ao controle vetorial unitario, permi-
tindo compensar incertezas,/perturbagoes nao-desacopladas com respeito as varidveis
de estado. Entretanto, duas importantes limitagoes destas técnicas sao a necessi-
dade do conhecimento prévio da matriz de entrada do sistema, e o fato de serem

baseadas em realimentacao de estado.

1.2 Objetivos

Nesta dissertacao, sera abordado o problema do controle super-twisting de sistemas
incertos de interesse pratico, que podem ter caracteristicas nao-lineares significati-
vas. A ideia geral é considerar aplicagoes onde ha a necessidade ou a conveniéncia
de se utilizar uma abordagem nao-linear ou multivariavel tanto na modelagem do
sistema propriamente dito, como no projeto de seu controlador. O objetivo é desen-
volver controladores por modos deslizantes de segunda ordem baseados no algoritmo
super-twisting, visando ampliar a sua aplicabilidade. As estratégias de controle de-
senvolvidas devem ser capazes de obter um bom desempenho independentemente
de possiveis problemas de implementacao, tais como: variagoes paramétricas, per-

turbacoes externas, chattering, dinamicas nao-modeladas, entre outros.

1.3 Contribuicoes

Uma das contribuicoes a serem apresentadas nesta dissertacao é a tentativa preli-

minar de contornar a necessidade do conhecimento exato da matriz de entrada do



sistema para a implementagao do algoritmo super-twisting multivariavel proposto
em [19]. Aqui, o problema serd restrito a sistemas com matriz de entrada simétrica
e positiva definida. A partir de uma andlise por funcao de Lyapunov, mostra-se
que sao necessarios apenas limitantes inferior e superior dos autovalores da matriz
de entrada para que a lei de controle seja implementada. Além disso, motivado
pelo problema do controle do movimento de um satélite, é proposta uma modi-
ficacao para o super-twisting multivariavel baseada em ganhos varidveis. Para isso,
é feita uma mudanca de escala de tempo de modo que o novo algoritmo com ganhos
variaveis possa ser tratado utilizando a mesma andlise tedrica desenvolvida para
ganhos constantes. Assim, a estratégia modificada pode lidar com uma classe maior
de incertezas/perturbagoes, e resultados globais de estabilidade podem ser obtidos
para casos em que apenas propriedades locais sao garantidas com ganhos constan-
tes. Esta contribuigao resultou em artigos publicados nos anais da 2016 American
Control Conference [20], e do XXI Congresso Brasileiro de Automdtica [21].

Outra contribuigao desta dissertagao é propor uma estratégia de controle por
realimentacao de saida com base no algoritmo Variable Gain Super-Twisting para
sistemas incertos com grau relativo unitario, na presenca de uma classe bastante ge-
ral de perturbacoes nao-lineares dependentes do estado. Para alcancar uma solucao
por realimentacao de saida, um limitante superior para a norma da variavel de es-
tado nao-medida é estimado utilizando filtros de aproximacao de primeira ordem
(First Order Approzimation Filters — FOAFs) [22]. Esta abordagem resultou em
um artigo apresentado no XII Simpdsio Brasileiro de Automagao Inteligente [23],
considerando o caso SISO. Além disso, também é proposta uma generalizacao desta
estratégia de controle por realimentacao de saida para sistemas MIMO incertos com
grau relativo uniforme e unitario e matriz de entrada conhecida. Para isso, é intro-
duzida uma extensao multivariavel nao-desacoplada para o algoritmo Variable-Gain
Super-Twisting. Até onde se sabe, este é o primeiro controlador por realimentacao
de saida baseado em um algoritmo super-twisting multivariavel nao-desacoplado
capaz de garantir propriedades uniformes globais de estabilidade assintotica com
convergéncia em tempo finito. Esta contribuicao resultou em um artigo aceito para
publicacao na IEEE Transactions on Automatic Control [24], e outro publicado nos

anais do XXI Congresso Brasileiro de Automdtica [25].

1.4 Organizacao da Dissertacgao
Esta dissertagao é organizada da seguinte forma:

e No Capitulo 2] sdo apresentados os principais topicos e fundamentos referentes

ao controle por modos deslizantes, incluindo o conceito de modos deslizantes



de ordem superior e o algoritmo super-twisting.

No Capitulo B, é proposta uma nova implementacao para o algoritmo super-
twisting multivariavel |19], permitindo lidar com sistemas multivaridveis com

matriz de entrada incerta, simétrica, e positiva definida [20, 21].

No Capitulo M sdao propostas estratégias de controle por realimentacao de
saida com base no algoritmo Variable Gain Super-Twisting para sistemas in-
certos monovaridveis [23] e multivaridaveis [24, 125] com grau relativo uniforme
e unitario. Além disso, uma extensao multivariavel nao-desacoplada para o

algoritmo Variable Gain Super-Twisting também é proposta.

As conclusoes gerais sobre os trabalhos desenvolvidos e as perspectivas futuras

sao apresentadas no Capitulo (Bl



Capitulo 2
Controle por Modos Deslizantes

O controle por modos deslizantes (Sliding Mode Control — SMC) é uma técnica
nao-linear que tem como principal caracteristica alternar entre estruturas diferentes
dependendo da posicao em que o sistema se encontra no espaco de estado, gerando
um novo movimento denominado modo deslizante [10-12]. As principais vantagens
desta técnica sao seu bom comportamento no transiente, convergéncia em tempo fi-
nito, e destacével robustez e insensibilidade a incertezas e perturbagoes [1,9-11]. A
ideia geral é desenvolver uma estratégia de chaveamento de modo que as trajetorias
do sistema alcancem e se mantenham em uma superficie do espaco de estado com
comportamento dinamico desejado, chamada superficie de deslizamento. Durante o
deslizamento, o desempenho do sistema torna-se insensivel a incertezas paramétricas
e a algumas classes de perturbacoes externas. Esta importante caracteristica é co-
nhecida como propriedade da invariancia, e garante que o comportamento do sistema
em modo deslizante seja descrito pela dinamica da superficie de deslizamento.

Uma caracteristica marcante da teoria convencional de controle por modos des-
lizantes é o uso de leis de controle descontinuas. Devido as imperfeicoes e atrasos
presentes no sistema, esta abordagem leva a ocorréncia de um indesejavel chavea-
mento em alta frequéncia do sinal de controle, conhecido como chattering [3]. Assim,
visando uma maneira de reduzir o chattering em sistemas a estrutura variavel, foi
introduzido o conceito de modos deslizantes de ordem superior ( Higher Order Sliding
Modes —HOSM) como uma generalizagdo do SMC convencional [4]. Ao contrério da
teoria convencional, onde atua-se apenas na primeira derivada do desvio sobre a su-
perficie de deslizamento, controladores baseados em HOSM tem como caracteristica
atuar nas derivadas temporais de mais alta ordem. Desta forma, sao preservadas as
principais vantagens da abordagem original, porém com acuracia ainda maior e a
possibilidade de uma lei de controle continua, reduzindo o chattering |3].

Nos ultimos anos, um algoritmo de controle baseado em modos deslizantes de
segunda ordem conhecido como Super-Twisting Algorithm (STA) [4] tem atraido

consideravel atencao. Este algoritmo foi desenvolvido com o objetivo de atenuar



o chattering em sistemas com grau relativo unitario, e apresenta como principal
vantagem o fato de nao necessitar de nenhuma informacao sobre a derivada temporal
do desvio sobre a superficie de deslizamento para a implementacao da lei de controle.
Nos desenvolvimentos tedricos iniciais, as analises de estabilidade e convergéncia
deste algoritmo eram baseadas em métodos geométricos [4] e na teoria de sistemas
homogéneos [14], o que dificultava o seu desenvolvimento. Mais recentemente, com
a introdugao de analises baseadas em fungdes de Lyapunov [15, 16], foram propostas
generalizagoes para o super-twisting baseadas na utilizacao de ganhos varidveis [17,
18] e em uma estrutura multivariavel [19], ampliando sua aplicabilidade.

O objetivo deste capitulo é apresentar os principais topicos e fundamentos re-
ferentes a teoria de sistemas a estrutura variavel, a serem utilizados nos capitulos
posteriores desta dissertacao. Primeiramente, os conceitos béasicos desta teoria serao
mostrados por meio de exemplos ilustrativos na Secao 2.1l Além disso, duas ferra-
mentas matematicas fundamentais na andlise dessa classe de sistemas serao apre-
sentadas, respectivamente, nas Secoes el2.3} a solucdo de Filippov para equacoes
diferenciais com lado direito descontinuo, e o conceito de controle equivalente. Em
seguida, sera considerado na Secao [2.4] o projeto de controladores por modos desli-
zantes convencionais, abordando os problemas da escolha da superficie de desliza-
mento e da lei de controle descontinua, incluindo o caso multivariavel e o controle
vetorial unitario. Por fim, serd apresentado na Secao o conceito de modos des-
lizantes de ordem superior e suas principais propriedades, considerando detalhada-

mente as principais técnicas de controle baseadas no algoritmo super-twisting.

2.1 Conceitos Basicos

Na pratica, sistemas de controle sempre apresentam discrepancias com relacao aos
seus respectivos modelos matematicos. Tais discrepancias sao geralmente proveni-
entes de incertezas paramétricas e dinamicas nao-modeladas, além de perturbacoes
externas. Sendo assim, um importante problema em teoria de controle é o projeto
de controladores capazes de garantir um desempenho satisfatorio em malha-fechada
mesmo na presenca de incertezas e perturbacoes limitadas.
Por exemplo, considere o movimento unidimensional de uma massa unitaria [26],
descrito pela seguinte equacao de estado:
T = T,

(2.1)
jﬂ‘g =u-+ d(t, .Tl,.TQ),

onde x1 e Ty sdo respectivamente a posicao e a velocidade da massa, u é a forca

exercida pelo controle e d(t,x1,z3) é uma perturbacao que representa as forgas de
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Figura 2.1: Desempenho da lei de controle via realimentagao linear de estado (2.2))
aplicada & dindmica do movimento de uma massa unitaria (2.1)): (e) posicao z1, (e)
velocidade x5.

atrito e todas as outras forcas presentes no sistema, sendo suposta limitada e tal que
|d(t,z1,25)| < L. O problema consiste em projetar uma lei de controle u(xy,z5) de
modo que z; e T sejam levados para zero pelo menos assintoticamente, apesar da
presencga da perturbagao limitada d(t, z1, xs).
E possivel mostrar que, em geral, uma lei de controle baseada em realimentacao
linear de estado definida por
u = k121 + koxa, (2.2)

com ganhos k; e ki, nao é capaz de garantir estabilidade assintética para
d(t,z1,x9) #Z 0. Esse fato é ilustrado na Figura 21 que mostra o desempenho de
tal lei de controle linear considerando ki = —4, ky = —4, e d(t) = § sen (27¢t). Note
que as variaveis de estado nao convergem assintoticamente para zero, mas apenas
para um dominio limitado, o que ocorre em razao da presenca da perturbacao.
Considere agora o sistema de controle a estrutura variavel definido por (2] e

pela seguinte lei de controle descontinua:

{ u= —kKxy — psgn (o), (2.3)

O'(Slfl,.rg) = T9 + KX,

onde Kk e p sao constantes positivas a serem escolhidas no projeto do controlador.
Por simplicidade, considere primeiramente o caso em que d(t,x1,z2) = 0. Observe
que o sistema chaveia entre duas estruturas diferentes, dependendo da regiao do

plano de fase em que ele se encontra.

e Na regiao o(z1, ) > 0, o sistema possui a seguinte estrutura:

{ = (2.4)

Ty = —KTy — p



Figura 2.2: Plano de fase do sistema (2.4)), para p = x = 1. (e) trajetdrias na regiao
de validade do plano de fase, (e) trajetérias fora da regido de validade do plano de
fase, (- -) reta de chaveamento o = x5 + k1 = 0.

e Na regiao o(z1,z9) < 0, o sistema possui a seguinte estrutura:

i‘l = X9
(2.5)

Ty = —KTy+p

Os planos de fase das duas estruturas isoladas sao ilustrados nas Figuras e
23, para p = k = 1. Note que ambas as estruturas sao instaveis quando conside-
radas isoladamente. Entretanto, na regiao de validade de cada estrutura, todas as
trajetorias do sistema apontam em direcao a reta de chaveamento o = x9+ Kz = 0,
que se encontra tracejada em ambas as figuras.

Para se obter o plano de fase completo do sistema de controle a estrutura variavel
definido por (2.1)) e (2.3)), com d(¢t,x1,25) =0 e k = p = 1, ainda é necessério saber
o comportamento do sistema na superficie definida por S = {(z1,72) € R? | 0 = 0},
coincidente a reta de chaveamento. Para isso, serao considerados diferentes valores
de atrasos no chaveamento, de modo que a mudanca do sinal de controle nao seja
instantanea, mas ocorra um tempo depois de a trajetoria do sistema ultrapassar
a reta de chaveamento. Desta forma, quanto menor o atraso considerado, mais
proximo o comportamento do sistema estara do caso ideal sem atraso. A Figura 2.4
mostra as trajetérias de estado para condicoes iniciais préximas de S, considerando
atrasos de 0.2, 0.1, e 0.01s. Note que quanto menor o atraso, maior é a frequéncia
de chaveamento, e maior é a semelhanca entre a trajetoria de estado e a reta de
chaveamento. Sendo assim, pode-se concluir que, no caso ideal (chaveamento sem
atraso), a trajetoria do sistema fica confinada a superficie S. Logo, apds um intervalo

de tempo finito T" > 0, o sistema passa a ser regido pela dinamica desta superficie,



Figura 2.3: Plano de fase do sistema (2.0)), para p = x = 1. (e) trajetdrias na regiao
de validade do plano de fase, (e) trajetérias fora da regido de validade do plano de
fase, (- -) reta de chaveamento o = x5 + k1 = 0.

que possui ordem reduzida em relagao a dinamica original do sistema em malha-

fechada, e é descrita pela seguinte equacao diferencial:
o(x1,29) = 29 + kry = 1 + Ky =0, t>T,

cuja solucao ¢é dada por

21 (t) = 2y(T) e "1,

£>T. (2.6)
o (t) = mo(T) e "1,

Como k é uma constante positiva, o estado do sistema converge exponencialmente
para zero. Portanto, um novo tipo de movimento, que nao pertence a nenhuma
das duas estruturas consideradas, ocorre no plano de fase. Esse novo movimento
recebe o nome de modo deslizante, enquanto a superficie § onde ocorre esse
movimento é denominada superficie de deslizamento, e a funcio o(zy,x2) que
define a superficie S é conhecida como variavel de deslizamento. O plano de fase
completo do sistema ¢ ilustrado na Figura 2.5]

A Figura 2.4 ilustra ainda o efeito de chattering. Devido a impossibilidade de
um chaveamento instantaneo em sistemas praticos, conclui-se que irad ocorrer um
chaveamento em frequéncia alta e finita do sinal de controle durante o deslizamento.
Este chaveamento pode instabilizar o sistema ao excitar modos rapidos ignorados
durante sua modelagem. Os efeitos mais indesejaveis ocorrem quando a frequéncia
nao é suficientemente alta a ponto de ser totalmente atenuada pelo sistema.

Seja agora o caso mais geral do sistema de controle a estrutura varidvel defi-

10



ot
ot
ot

\ \
4 4 \ 4 \
\ \
\ \
3 3 N 3
(o] o [\l
& 8 )
2 2 2
1 1 1
0 0 0
-4 -2 0 -4 -2 0
€
d
) ) (d)
0 - 0
3 S S|
-2 -2
-4 -4
0 5 10 0 5 10

Figura 2.4: Trajetérias de estado e sinais de controle do sistema definido por (2.1)) e
@3), com d(t,z1,29) =0, Kk = p =1, e 0s seguintes atrasos no chaveamento: (a,b)
0.2s; (c,d) 0.1s; (e,f) 0.01s.

nido por (1)) e (Z3), com d(t, x1,z2) # 0. Deseja-se mostrar que se o ganho p for
apropriadamente escolhido, entao o sistema em malha fechada é globalmente expo-
nencialmente estavel. Para isso, basta mostrar que a superficie de deslizamento S
¢é globalmente atrativa, com as trajetérias de estado convergindo em tempo finito

para ela. Sendo assim, considere a seguinte funcao positiva definida:
1
V(o) = =02,
(o) =5
cuja derivada temporal é dada por

V =06 =0 {—kay — psgn (o) + d(t, z1, z2) + Kxy}
— o] {p — d(t, 1, z2) sgn (0)} .

Como a perturbacao é limitada por |d(t, z1, x2)| < L, tem-se que

V < —(p—L)|o| = —nV2V,

11
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Figura 2.5: Plano de fase do sistema de controle a estrutura variavel definido por

@I) e @23), com d(t,z1,25) =0e k=p=1.

onde n > 0, e o ganho do controlador é escolhido como p = 1 + L. Integrando a

desigualdade, tem-se

V2V (1) = /2V(0) < —nt.

Logo, pode-se concluir que a funcao positiva definida V' (¢), assim como a varidvel
de deslizamento o(z,x2), converge para zero apés um intervalo de tempo finito 7T
limitado por
2V(0) _ |o(0)]

oo

Uma vez que o modo deslizante tenha sido alcancado, as trajetérias do sistema

T<

ficam confinadas a superficie de deslizamento S e a dinamica torna-se insensivel a
perturbagao d(t, z1, x3), com os estados x; e x9 convergindo exponencialmente para
zero de acordo com (2.6]).

A Figura mostra o desempenho da lei de controle por modos deslizantes
23), com p = k = 1, aplicada a dinamica do movimento de uma massa unitaria

() com perturbacio d(t) = & sen (27t). Observe que a varidvel de deslizamento o

-2
apresenta uma convergencia exata em tempo finito para zero, e o sistema entra em
modo deslizante. Uma vez que o modo deslizante tenha sido alcangado, o controle
u passa a chavear em alta frequéncia, e os estados x; e x, passam a convergir

exponencialmente para zero.

2.2 Solucao de Filippov

Do ponto de vista matematico, uma importante caracteristica dos sistemas de con-

trole a estrutura variavel é a de apresentar equacoes diferenciais com lado direito
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Figura 2.6: Desempenho da lei de controle por modos deslizantes (2Z3]), com p = k =
1, aplicada a dinamica do movimento de uma massa unitéria (ZI]) com perturbagao

d(t) = 3 sen (27t): (a) (o) posicao z1, (e) velocidade zs; (b) varidvel de deslizamento

o; (c) acdo de controle u.

descontinuo com respeito ao vetor de estado. Em geral, a lei de controle nao é
definida na superficie de deslizamento, o que representa uma dificuldade para a
descrigao formal do movimento em modo deslizante. Além disso, nao é possivel
utilizar a teoria classica para a solucao de equacoes diferenciais, uma vez que a
condicao de Lipschitz para existéncia e unicidade da solugao é violada. O conceito
de solucao para equacgoes diferenciais com lado direito descontinuo, proposto por
Filippov [27, 28], contorna esse problema ao definir o campo vetorial no ponto de
descontinuidade como a combinagao convexa dos campos vetoriais obtidos ao se
aproximar este ponto a partir de diferentes diregoes.

Considere o sistema definido pela seguinte equacao diferencial:

&= f(t,z), (2.7)
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onde x € R" e f: RT x R" — R" é uma funcao mensurdvel no sentido de Lebesgue,
e definida em quase todo ponto em um dominio F do espago (t,x). Além disso,
para qualquer subconjunto compacto D C E, existe uma fungdo A(t) localmente

integréavel e finita em quase todo ponto (¢,z) do subconjunto, tal que

1f (8 2)[] < A().

A definicao formal da solucao para equacoes diferenciais com lado direito descontinuo

proposta por Filippov é dada a seguir [27, 2§].

Definigao 2.1 (Solugao de Filippov). Uma fun¢ao z(-) € solu¢ao de ([2.7) no in-
tervalo [to, t1], se z(-) € absolutamente continua em [ty, t1], e se, para quase todo

t € [to, t1], tem-se a sequinte inclusio diferencial:
i € F(x),

com

F(z) =) () @ {f(t Bs(x) \ N)}, (2.8)

5>0 uN=0
onde p € a medida de Lebesque, Bs(x) representa uma bola de raio § centrada em
x, @ {-} denota o fecho convexo, f(t, Bs(x) \ N) é conjunto de todos os valores de
f(t,x) para x € Bs(x) \ N, e a notagdo (,y—, denota a intersecao de todos os

conjuntos N de medida nula no sentido de Lebesque.

Note que, para um ponto x pertencente a superficie de descontinuidade, F'(x)
representa o conjunto convexo minimo de todos os possiveis valores limite de f(¢,x)
na vizinhanca de x, a menos de um conjunto de medida nula. Para x fora da
superficie de descontinuidade, F'(z) corresponde ao préprio campo vetorial f(¢,x).

Considere, por exemplo, que o sistema (2.7) possua uma superficie de descon-
tinuidade definida por § = {z € R" | o(x) = 0}, onde ¢ : R — R é uma funcao

continuamente diferenciavel tal que

0

%[o‘(gj)] = VxO'(.T) # 0, Ve € S.

Suponha ainda que a dinamica do sistema seja definida apenas nas duas regioes
mutuamente excludentes F+ = {x € R" | o(z) >0} e F~ = {x € R" | o(z) < 0},

de modo que a equagao diferencial (2.7]) possa ser representada por

i { fft,z), zeFT, (2.9)

f~tzr), xeF .
De acordo com a Definicao 2.1l é possivel mostrar que a solucao do sistema no
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sentido de Filippov é obtida a partir de (2.9]) e da seguinte inclusao diferencial:
i € F(x), (2.10)
Vo € S, onde
F(x) = {(1 —a)f (t,x) +afft(t,z) | a €0, 1]}

Define-se o seguinte vetor normal a superficie de deslizamento & em um ponto
x € S, apontando de F~ para F':

+VZo(x), se VIo(z)aponta de F~ para FT,
Ns(x) =

—V¥o(z), caso contrario.

As projegoes dos campos vetoriais fT(¢,x2) e f~(¢,x) sobre o vetor normal Ng(z)

sao entao definidas, respectivamente, como

fj—\ff—(tal‘) = Ng(l‘) : f+(t,l‘), f];(t,l‘) = NS(ZL‘) ’ f_(t,:L‘).

De acordo com (ZI0), ao atingir a superficie de descontinuidade em um ponto
x € S, a trajetéria de estado ira cruzar esta superficie caso as projecoes dos campos
vetoriais f*(t,z) e f~(t,x) sobre o vetor normal possuam o mesmo sinal, isto é,
ot x) fy(t,z) > 0. Entretanto, se fy(t,z) < 0, fy(t,z) > 0, e fy(t,z) —
I (t,x) > 0, entao significa que pelo menos um dos campos vetoriais f1(¢,z) e
f~(t, z) esta direcionado para a superficie de descontinuidade, e portanto a trajetoria
de estado serd forcada a permanecer sobre esta superficie, sendo tangente a ela no
ponto z. Neste caso, a constante a® € [0, 1] que define o campo vetorial fS(t,z) €

F(z) na superficie de descontinuidade S pode ser obtida a partir da seguinte equagao:
NS('I) ’ fs(t,l‘) - 07
ou seja
(1 —a®)fy(t,x) + S fi(t,x) =0,

e portanto
S _ f];(tv I)
f]\if(tvl» _f]J\?(tvx>.

A Figura 27 ilustra a construcio geométrica do campo vetorial f°(¢,z) na su-

o

perficie de descontinuidade S para o caso em que f3(t,z) < 0e fy(t,z) >0, e a
trajetéria de estado é forcada a permanecer sobre S. Observe que o vetor f°(t,z),

em um determinado ponto x € S, é formado pela intersecao entre o segmento de reta
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Figura 2.7: Esquematico da construcao do campo vetorial f°(¢,2) da solucao de
Filippov na superficie de descontinuidade S.

que representa o fecho convexo ao qual pertencem f* (¢, ) e f~ (¢, x), e o hiperplano
tangente a S.
O exemplo a seguir demonstra a construcao da solucao de Filippov para o sistema

de controle a estrutura variavel da secao anterior durante o deslizamento.

Exemplo 2.1. Considere o sistema a estrutura variavel definido por (2I]), com
d(t,z1,z2) = 0, e pela lei de controle descontinua (Z3]). Neste caso, é possivel
definir

)

f+<t,x>=[ 2 ] f<t,:c>=[ ”“”2
p

—RKTy — —KX2 + p

de modo que o sistema em malha-fechada possa ser escrito na forma (2.9). Da

defini¢ao da varidvel de deslizamento o(z) em (2Z3]), segue que

Ns(z) = VTo(z) = H ,

uma vez que VZg(z) aponta no sentido de F~ para F*. Sendo assim, tem-se as
seguintes projecoes:

f;}(t,x):—p, f&(t,x):p’

forgando as trajetérias de estado a permanecerem em modo deslizante na superficie
S, uma vez que p é uma constante positiva e, logo, fx (t,z) <0, fy(t,x) > 0. Neste
caso, tem-se que a° = %, e o campo vetorial da solugao de Filippov na superficie
de deslizamento é dado pela média dos campos vetoriais limite na vizinhanca desta

superficie, ou seja:
1 1 x
folta)=of (ta) +5f () =] |
2 2 — KT

Resolvendo a equacdo diferencial & = fS(¢, ), ¥t > T, onde T é o tempo em que

a superficie de deslizamento é atingida, chega-se & mesma solugao (2.6)), obtida na
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secao anterior.

Até aqui, foram apresentadas as condigoes necessdrias para a existéncia da
solugdo de Filippov do sistema definido por ([2Z7) e ([29). Uma condigao sufici-
ente para garantir a unicidade da solucao é a de que, se os campos vetoriais (¢, )
e f~(t,x) forem localmente Lipschitz em z, respectivamente, nas regices F+ e F~,
e se f(t,z) for continua por partes, entao a solugao serd tnica se pelo menos uma

das desigualdades

for satisfeita Vo € S.

2.3 Controle Equivalente

Uma forma simplificada de analisar a dinamica na superficie de deslizamento em
sistemas a estrutura variavel ¢ utilizando o conceito de controle equivalente [11].
O controle equivalente é definido como a acao de controle continua necessaria para
manter a solugao sobre a superficie de deslizamento. Este conceito deve ser pensado
como uma acao de controle abstrata que facilita a obtencao de uma expressao para
a dinamica em modo deslizante, com o objetivo de auxiliar a andlise de estabilidade
do sistema em malha-fechada.

Considere o seguinte sistema:

i = f(t2) + gt 2)u + o(t, ),

sujeito a uma acao de controle descontinua v € R™ capaz de garantir que o modo
deslizante seja alcancado na superficie de deslizamento § = {z € R" | o(x) = 0},
onde o(z) : R® — R™ é uma funcdo continuamente diferenciavel, as fungoes f (¢, x) :
Rt xR = R" e g(t,z) : Rt x R™ — R™™ sao suaves, e p(t,z) : Rt x R" — R" é
uma perturbacao limitada e desconhecida. O controle equivalente é definido durante
o deslizamento como a acao de controle continua que mantém a trajetéria do sistema

sobre a superficie S. Sendo assim, é possivel obter tal acao de controle resolvendo a

equacao
0
(2, Ueq) = 8—ij —0,
isto é 5 5 5
o o o
—f(t —g(t q + =—@(t,x) =0,
logo

v = (Gratt0) G Urtea) + ot} 211
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assumindo que % g(t, z) seja nao-singular. Neste caso, tem-se a seguinte dinamica

do sistema em malha-fechada durante o deslizamento:
oo 1 90
= |1 — — — ) 2.12
i ( oit.o) (5att.0)) 81,) o) +ota).  (212)

Note que o controle equivalente é independente da acao de controle efetivamente
aplicada ao sistema, que pode ser de natureza descontinua. Além disso, ueq nao
é fisicamente implementavel, uma vez que depende explicitamente da perturbacao
desconhecida ¢(t, ).

Suponha agora que a perturbagao de entrada (¢, z) seja casada, tal que

o(t,z) = g(t,x)d(t, x).

Neste caso, a dinamica em malha-fechada durante o deslizamento é reduzida a
-1
- (I—gu,az) (5ote.0)) g) (k) + (gt ) — gt ) d(t, ).

_ <I () (g—ggu,@)l %") fit,2).

uma vez que g(t,z) ($2g(t, x))_1 %9g(t,x) = g(t, ). Note que neste caso a dinamica
¢ independente de (¢, x). Esse resultado demonstra que, ao alcangar o modo des-
lizante, o sistema torna-se insensivel a perturbacoes e incertezas casadas. Essa ca-
racteristica bastante desejavel do controle por modos deslizantes é conhecida como

propriedade da invariancia. O exemplo a seguir ilustra esta propriedade.

Exemplo 2.2. Considere o sistema de controle a estrutura varidavel representado
por (Z1)) e (Z3) para t > T, onde T é o instante de tempo em que a superficie de
deslizamento S = {(x1,72) € R? | o(x1,29) = 0} é alcangada. Neste caso, o controle

equivalente é definido por (2.I1), com

e portanto

Ueq = —KTy — d(t, ).

Logo, a dinamica em malha-fechada durante o deslizamento ¢ dada por

jj? = —KZ2,

T1 = Xo,
{ ! ? v<l’1,$2)€8,
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que é insensivel a perturbagao d(t, x) e tem como solugao (2:6]), como visto nas segoes

anteriores.

2.4 Controle Por Modos Deslizantes

Em geral, o projeto de um controlador por modos deslizantes consiste em duas
etapas [1, 126]. Primeiramente, uma superficie de deslizamento S deve ser definida
de modo que a variavel de deslizamento o(x) tenha grau relativo uniforme e unitario
com respeito a lei de controle, e que a dinamica em modo deslizante, que pode
ser obtida utilizando o conceito de controle equivalente, corresponda a dinamica
desejada para o sistema em malha-fechada. Posteriormente, deve-se projetar uma lei
de controle descontinua de modo a tornar § ao menos localmente atrativa, seguindo
uma determinada condicao de alcancabilidade em tempo finito.

Por simplicidade, considere o seguinte sistema incerto:
&= Az + Blu + d(t, z,u)], (2.13)

onde xz € R™ é o estado, u € R™, 1 < m < n, é uma lei de controle descontinua,
ed:RT xR" x R™ — R™ é uma funcao desconhecida e limitada compreendendo
todas as nao-linearidades, incertezas, e perturbacoes presentes no sistema. Além
disso, a matriz B € R™ ™ possui posto completo, e o par (A, B) é controlavel.

Assuma ainda que a superficie de deslizamento seja definida por
S={zxeR"|o(x)=0} (2.14)
com o : R" — R™ sendo uma funcao linear do estado, isto é:
o(r) = Sz, (2.15)

onde S € R™*" possui posto completo. O objetivo é projetar um controlador por
modos deslizantes que assegure que o sistema (2.13)) seja globalmente exponencial-

mente estdvel, apesar da presenca da perturbagao limitada d(¢, x, u).

2.4.1 Superficie de Deslizamento

Considerando (2.14)) e (2.I5), o problema de projetar uma superficie de desliza-
mento para o sistema (ZI3]) é reduzido a escolher uma matriz S tal que as seguintes

condigoes sejam satisfeitas |1, 126]:

C1 A variavel de deslizamento ¢ deve possuir grau relativo uniforme e unitario

com respeito a lei de controle .
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C2 A dinamica em modo deslizante deve ser exponencialmente estavel.

Derivando a fungao o(z) com respeito ao tempo, tem-se:
0 =51 =SAr+ SBlu+d(t,z,u).

Logo, para satisfazer a condicao C1, deve-se projetar S de modo que a matriz
SB € R™™ geja nao-singular. Além disso, considerando as equagoes (Z11)) e (212))
com 2 = S, g(t,z) = B, f(t,x) = Az, e o(t,x) = Bd(t,z,u(z)), obtém-se o
seguinte controle equivalente:

Ueqg = —(SB) ' SAx — d(t, x,u),
e a seguinte dinamica em modo deslizante:
i = (I —B(SB)™'S) Ax, Vo e S, (2.16)

que ¢ insensivel a perturbacao casada, como explicado na Segao Apesar da
matriz que define a dinamica em modo deslizante ser dependente de S, a forma
como se deve projetar S de modo que a condigao C2 seja satisfeita nao esta clara.

Como B possui posto completo, de acordo com o Lema [C.T], deve existir uma
transformacao ortogonal das coordenadas de estado z = QT x, tal que o sistema de
controle por modos deslizantes definido por (21I3]) e (2I5]) possa ser reescrito na

seguinte forma regular [1, 26]:

T = Az + Blu+ d(t,z,u)],

~ 2.17
o=.5z, ( )
onde
T 1‘_111 1‘_112 = 0 G & &
A=QTAQ=|"" 7|, B=Q'™B=|_ 1|, S=8Q=1|5, S,
Qrag= | @B=|, Q=15 5

e as submatrizes de A, B, e S tém dimensodes definidas de acordo com o vetor
T = [@T :Z’g}T, com componentes T, € R ¢ z, € R™. De modo a satisfazer
a condicdo C1, a matriz que define a varidvel de deslizamento S = SQT deve ser
escolhida tal que o produto SB = SB = S,B,, seja nio-singular. Essa condicao
serd satisfeita caso a submatriz S, € R™ ™ seja escolhida nao-singular, uma vez que
B,, € R™™ ¢ uma matriz nao-singular de acordo com o Lema [CIl Utilizando a

transformacao ortogonal de coordenadas de estado, a dinamica em modo deslizante
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([Z16) pode ser reescrita na seguinte forma:

I 0 0 _
- . [K 1] Az,
0 I 1
A A
= " 2oz, Vi e S,
onde K = 52_151. Como na superficie de deslizamento S tem-se 7o = — Kz, entao

Iy = (12111 — A12K) Z1,

) _ _ Ve €S,
Ty = —KA1Z1 — KAjpZs,

o que implica que
Vt > T, (2.18)

onde ® = A;; — A1,K, e T é o instante de tempo em que o sistema entra em modo
deslizante. Portanto, o sistema serd exponencialmente estavel se K for projetado
de modo que a matriz ¢ seja Hurwitz. Tal problema de projetar K pode ser in-
terpretado como um problema de estabilizagao via realimentacao linear de estado,
desde que o par (A1, Aps) seja controlavel. Isso é verdade, de acordo com o Lema
[C2, uma vez que o par (A, B) e, consequentemente, o par (A, B) sdo controldveis.
Sendo assim, K pode ser projetado por meio de métodos como alocacao de polos e
minimizagao linear quadratica [1, 26]. Além disso, note que a dindmica em modo
deslizante nao depende da submatriz Sy, que pode ser escolhida como Sy = AB;!,
de modo que o produto A = SB € R™*™ seja uma matriz nao-singular arbitraria.

Definindo K e S5, define-se também a matriz S, que é dada pela equacio
S =35, [K I] Q7. (2.19)

2.4.2 Controle a Relé

Para que o sistema de controle por modos deslizantes definido por (2.13), [2.14), e
([2.13)) seja globalmente exponencialmente estavel, é necessario que a lei de controle u
seja projetada de modo que a superficie de deslizamento S seja globalmente atrativa,
com as trajetorias de estado do sistema convergindo em tempo finito para esta

superficie. Uma condicao suficiente para que as trajetérias de estado sejam atraidas
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globalmente e em tempo finito para S é dada pela seguinte desigualdade:

Te _do|l
Ty < - e 20N 2.20
oo < = Il a = ;s ( )

onde 1 > 0 é uma constante positiva arbitraria. Integrando a desigualdade, tem-se

A condi¢ao (Z20) é conhecida como condigao de alcangabilidade, e a lei de
controle u pode ser projetada de acordo com essa condigao [1, 26].
Considere primeiramente o sistema definido por (2.13)), (2I4), e (Z.I5) para

m = 1. Suponha que a perturbacao seja limitada por

|d(t, z,u)| < ky|u| + d(t, x), (2.21)

onde 0 < k, < 1 é uma constante conhecida, e d : Rt x R® — R é uma funcao

positiva conhecida. Neste caso, a condigao (2.20) é equivalente a
06 =0 {SAx + SBu+ SBd(t,z,u)} < —nl|o|.
Define-se entao a lei de controle como
u=—N"[SAz + p(t,z)sgn (0)], (2.22)

onde A =SB eR,ep:R"xR*" — R é uma funcao de modulaciao positiva a ser

escolhida. Sendo assim, tem-se

o6 =oc{—p(t,x)sgn (o) + Ad(t,x,u)}
< —lof {p(t,x) = [A] (kulul + d(t, z)) } (2.23)
< —lol {(1 = ku)p(t, z) — ku|SAz| — [Ald(t,z) }

e portanto se a funcao de modulacgao for escolhida como

_ k| SAz| 4+ |Ald(t, ) + 1
N 1—k, ’

p(t, x) (2.24)

entao a condigao (2.20) sera satisfeita.

Considere agora o caso mais geral em que 1 < m < n. Suponha que as compo-
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nentes d;(t,z,u) do vetor perturbacao d(t,x,u) sejam limitadas por
|di(t, 2, u)| < ko, Jus| + di(t, @), i=1,2,...,m, (2.25)

onde u; sao as componentes do vetor u que representa a lei de controle, 0 < k,,, < 1
sdo constantes conhecidas, e d; : RT x R” — R sao funcoes positivas conhecidas. A
condigao (2.20)) é dada por

oTé =0T {SAz + SBu+ SBd(t,z,u)} < —n|o]|.

Como, de acordo com a Subsegao 2.4.1] a matriz S pode ser escolhida de tal forma
que A = SB € R™*"™ seja uma matriz nao-singular arbitraria, entao assuma que S
seja tal que A = I. Neste caso, o problema de projetar uma lei de controle u € R™
é equivalente ao de projetar m leis de controle u; € R desacopladas. Define-se entao

as componentes da lei de controle como
u; = —S;Ax — pi(t, z) sgn (0;) ,

onde S; corresponde a i-ésima linha da matriz S, o; sao as componentes do vetor
varidvel de deslizamento o, e p; : RT x R" — R sao funcoes de modulacao positivas

a serem escolhidas. Neste caso, analogamente a (2.23)), tem-se as seguintes relagoes

0:0; = o; {—pi(t, x) sgn (0;) + d;(t, x,u)}
< —loal {(1 = k) pilt, x) — ko, |SiAz] — dit, 2) } .
Portanto, se as fungoes de modulagao forem escolhida como

o, |SiAx| +d;(t,x) +n
1~ &y, ’

Pi (t’ :L‘) =
entao as seguintes desigualdades serao validas
0:0; < —n|oil, 1=1,2,...,m, (2.26)

e a condicao (2.20)) serd satisfeita.

Exemplo 2.3. Considere o sistema definido por (Z13)), (ZI4)), e (213]), com

el

e a perturbacao d(t,z,u) limitada por (Z21), com k, = 0.5 e d(t,z) = ||z|| + 0.5.

Neste caso, a transformacao ortogonal de coordenadas de estado z = Q”z, que é
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definida pela seguinte matriz de transformacao ortogonal:

v Vh|-2 1
Q_5127

leva o sistema a forma regular (2.17), com

0
VB

], $=5Q=5|K 1].
Escolhendo K = —32L e Sy = 2 a matriz S serd definida por (Z19), e dada por

1

s=[17 3],
23

de modo que se tenha o produto A = SB = 1. Além disso, o comportamento do

sistema em modo deslizante sera dado por (2I8) com & = —5. Sendo assim, o

sistema sera globalmente exponencialmente estavel se a superficie de deslizamento

definida por (2I4)) for alcangada em tempo finito. Para isso, projeta-se a lei de

controle de acordo com (2.22]), isto é
1
u= o2 (48x1 + 91a5) — p(t, x) sgn (o), (2.27)
onde a funcdo de modulagao é definida por (2.24) com n = 0.5, e dada por
1
p(t,x) = %3 |48z + 91zo| + 2]|z|| + 2. (2.28)

Portanto, a condi¢ao de alcangabilidade (2:20]) é satisfeita globalmente, e o sistema
é globalmente exponencialmente estavel. A Figura 2.8 apresenta os resultados da
simulagao do sistema de controle por modos deslizantes projetado neste exemplo,
com perturbacdo d(t,z,u) = —0.5u + z1 + ;sen (27¢). Observe que a varidvel
de deslizamento converge para zero apds um intervalo de tempo finito 7" & 0.1s.

Durante o deslizamento, o estado x converge exponencialmente para zero.

2.4.3 Controle Vetorial Unitario

Como mostrado na segao anterior, para que a superficie de deslizamento seja al-
cancada globalmente e em tempo finito em sistemas com multiplas entradas, é
possivel projetar a parte descontinua das componentes do vetor lei de controle como
fungoes sgn (-) das componentes correspondentes da varidvel de deslizamento, mo-
duladas apropriadamente, de modo a satisfazer as condicoes de alcancabilidade de-

sacopladas (2.26). O conceito de controle vetorial unitério [29, 130] apresenta uma
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Figura 2.8: Desempenho da lei de controle por modos deslizantes (Z27) com
fungao de modulacao ([Z28)), aplicada ao sistema do Exemplo 23] com perturbagao
d(t,z,u) = —0.5u + z1 + ; sen (27t): (a) (o) estado zy, (e) estado x; (b) varidvel
de deslizamento o; (c) agao de controle u.

alternativa para essa estratégia de controle desacoplada, com a vantagem de ser
uma abordagem inerentemente multivariavel. A ideia bésica é generalizar a funcao
sgn (o) = ﬁ do caso escalar para o caso multivariavel, utilizando uma funcao vetor
unitario do tipo ﬁ, de modo que a condigao de alcancabilidade (220]) seja satisfeita.

Considere o sistema de controle por modos deslizantes definido por (2.13), (2.14]),

e (Z13), e assuma que a perturbacao seja limitada por

d(t, 2, u)[| < Kullull + d(, 2), (2.29)

onde 0 < k, < 1 é uma constante conhecida, e d : Rt x R* — R é uma funcao
positiva conhecida. Note que essa condigao é uma generalizacao de (Z20]), e portanto
compreende uma classe mais abrangente de perturbacoes. Escolhendo a matriz S
de modo que A = SB = [ € R™"™ a condigdo de alcangabilidade (2.20) sera
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equivalente a
o'o = 0" {SAz +u+d(t,z,u)} < —nlo|.

Define-se entao a lei de controle como

o
u=—SAzx — p(t, x)w, (2.30)

onde p : Rt x R — R é uma funcdo de modulacao positiva a ser escolhida. Logo,

tem-se as seguintes relacoes:

ole=o" {—p(t, x)ﬁ +d(t, z, u)}
o

< —lloll {p(t,2) — (kullul +d(t,z)) }
—llol {1 = ku)p(t, ) — ku[|SAz| — d(t,2)} ,

IA

e portanto se a funcao de modulagao for escolhida como

_ kd|SAz|| +d(t,x) +1
N 1—k, ’

p(t, ) (2.31)

entao a condigao ([2.20) sera satisfeita.

Exemplo 2.4. Considere o sistema definido por (2.13)), (2.14)), e (2.15), com

11 1
R L
2 0 212 -1
e a perturbacdo d(t,x,u) limitada por (Z29), com k, = 0.5 e d(t,z) = || + 0.5.

Neste caso, o comportamento do sistema em modo deslizante sera dado por

3 3
-1 2

A: B:

)

o(z)=Sxr=0 < a=0, VeeS

uma vez que a matriz S é quadrada e nao-singular. Sendo assim, o estado do
sistema ird convergir em tempo finito para zero se a superficie de deslizamento S

for alcancada em tempo finito. Para isso, projeta-se a lei de controle de acordo com

[230), ou seja

1]—-1 2 o
U =—= xz—p(t,x)—, 2.32
; [7 8] plt o)y (2.32)

onde a funcdo de modulagao é definida por (2.31]) com n = 0.5, e dada por

+ 2|z + 2. (2.33)
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Figura 2.9: Desempenho da lei de controle por modos deslizantes (2:32]) com fun¢ao
de modulagao (2:33]), aplicada ao sistema do Exemplo 24] com perturbacao (2:34]):
(a) (o) estado z1, (e) estado xs; (b) (e) variavel de deslizamento oy, (e) variavel de
deslizamento o; (c) (®) acao de controle ug, (e) agao de controle us.

Portanto, a condigao de alcangabilidade (2.20]) é satisfeita globalmente, e o estado do
sistema, converge globalmente e em tempo finito para zero. A Figura 2.9 apresenta
os resultados da simulacao do sistema de controle por modos deslizantes projetado

neste exemplo, com perturbacao dada por

1140 112 1 1 |cos (27t)
d(t,z,u) = 1 L 4] U+ 1 [_1 1] T+ 3 [sen (27rt)] . (2.34)

Observe que a variavel de deslizamento converge para zero apds um intervalo de
tempo finito 7" ~ 0.6s. Durante o deslizamento, o estado do sistema é mantido
igual a zero e a acao de controle chaveia em alta-frequéncia. Esse chaveamento
em alta-frequéncia ocorre devido ao fato de a lei de controle (230) apresentar uma

descontinuidade em o = 0.
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2.5 Aproximacoes Continuas

Como mostrado nas secoes anteriores, o controle por modos deslizantes convenci-
onal tem como caracteristica reagir instantaneamente ao minimo desvio sobre a
restricdo o(x) = 0, que define a superficie de deslizamento (2.I4]), conduzindo o
estado do sistema novamente a restricao através de uma acao de controle suficien-
temente intensa. Desta forma, é possivel obter um controle com grande acuréacia e
robustez. No entanto, uma consequéncia intrinseca dessa reacao imediata e intensa
é o indesejavel chaveamento em alta frequéncia do sinal de controle, conhecido como
chattering. Para contornar este problema, diversas abordagens foram propostas com
base na ideia de suavizar a descontinuidade presente na funcao sinal de modo a obter
aproximacoes arbitrariamente similares, porém continuas [1, 31].

Uma estratégia bastante simples para evitar a descontinuidade em controladores
por modos deslizantes é mudar a dinamica em uma pequena vizinhanca da superficie

de deslizamento S, isto é, em uma camada limite [31] definida na forma
B={zeR"||o(z) <&}, e > 0.

Isso pode ser feito substituindo a func¢ao sgn (-) presente na lei de controle por uma

zona linear com saturacao, definida pela seguinte funcao:

o/e, lo| <e,

sgn (o), |o|>e.

Neste caso, o controlador permanece se comportando da mesma maneira fora da
camada limite B, garantindo que ela seja atrativa e invariante. Dentro de B, a con-
vergéncia para a superficie de deslizamento & nao serda mais garantida pelo contro-
lador. No entanto, é importante observar que a camada limite B pode ser escolhida
arbitrariamente proxima de S, dependendo do parametro e.

E importante destacar que existem outras estratégias de aproximagoes continuas,
como por exemplo a sigmdide apresentada em [1, Secao 1.4]. Entretanto, a acuracia e
robustez do controle por modos deslizantes também sao parcialmente perdidas nestes

casos. O exemplo a seguir ilustra as principais propriedades destas aproximagoes.

Exemplo 2.5. Seja o movimento unidimensional de uma massa unitéria, descrito

pela dinamica (2.1]), e considere uma lei de controle continua dada por

u = —kKxy — psat (o,e), (2.35)

o(x1,22) = To + K1,

Note que esta lei de controle é uma aproximagao de (2.3)), obtida substituindo a
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Figura 2.10: Plano de fase do sistema de controle continuo definido por (21I) e
235), com d(t,z1,22) =0, k = p=1eec=0.5. (o) trajetérias dentro da camada
limite, () trajetérias fora da camada limite, (- -) fronteiras da camada limite.

fungao sgn () por uma zona linear com saturagao. A Figura ilustra o plano
de fase deste sistema considerando d(t,z1,22) =0, Kk = p =1 e € = 0.5. Observe
que as trajetorias de estado convergem para a camada limite, e nela permanecem.
Entretanto, nao ocorre deslizamento como no caso ilustrado na Figura 2.5 Além
disso, a Figura 21Tl mostra o desempenho da lei de controle (2.35]) para d(¢, z1, x2) =
%sen (27t). Note que o sinal de controle continuo garante apenas a convergéncia
para a camada limite. Devido a perturbagao senoidal, a convergéncia da variavel de

deslizamento nao ¢é exata como no caso ilustrado na Figura 2.0l

2.6 Modos Deslizantes de Ordem Superior

O controle por modos deslizantes foi generalizado com a introducao do conceito de
modos deslizantes de ordem superior [4]. Tal conceito consiste em atuar nas deriva-
das temporais de mais alta ordem do desvio sobre a restricao, em vez de influenciar
apenas a primeira derivada, como ocorre no controle por modos deslizantes conven-
cional. O objetivo neste caso é manter nao apenas o desvio ¢ igual a zero, mas
também suas derivadas temporais até uma determinada ordem. Com isso, sao pre-
servadas as principais vantagens da abordagem original, porém com acuracia ainda
maior e a possibilidade de uma lei de controle continua, atenuando o chattering [5].
No contexto de HOSM, o modo deslizante é classificado de acordo com o grau de
suavidade dinamica do desvio o calculado ao longo das trajetérias do sistema. A
ordem do deslizamento é entao dada pelo ntimero total de derivadas continuas de o

com respeito ao tempo, incluindo a derivada de ordem zero 0(®) = ¢, na vizinhanca
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Figura 2.11: Desempenho da lei de controle continua (2Z:35]), com p = k = 1l ee = 0.5,
aplicada & dinamica do movimento de uma massa unitaria (2.I) com perturbacao

d(t) = 3 sen (27t): (a) (o) posicao z1, (e) velocidade zs; (b) varidvel de deslizamento

o; (c) acdo de controle u.

do modo deslizante. A definicao formal é dada a seguir.

Definigao 2.2 (|5, 26]). Considere a equagao diferencial descontinua
& = f(z),

entendida no sentido de Filippov, com fungao de restri¢io o(x) suave. Suponha que

as sequintes condi¢oes sejam satisfeitas:
o As derivadas temporais o, &, ..., oY sdo fungoes continuas do estado .

e O conjunto
ST:{:UER”\Uzd:...za(rfl):()} (2.36)

¢ um congunto integral nao vazio (i.e., consiste em trajetorias de Filippov).
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e O conjunto de campos vetoriais admissiveis de Filippov (Z8) nos pontos per-

tencentes a (2.36) contém mais de um vetor.

Entao, o movimento no conjunto (230 € dito existir em um modo deslizante de
ordem r, e o conjunto (236) € denominado conjunto deslizante de ordem r. O caso
nao-autonomo € reduzido ao caso considerado acima introduzindo o estado ficticio

t, com dindmica dada port = 1.

Segundo esta definigao, o conjunto deslizante (2.36]) é definido por uma restrigao
oc=06=...=0c""1Y =0, com dimensdo r no espaco de estado. O modo desli-
zante convencional corresponde ao modo deslizante de primeira ordem, uma vez que
neste caso a derivada ¢ é descontinua. Além disso, enquanto a convergéncia para
(2I4)) deve ocorrer em tempo finito para que um modo deslizante de primeira or-
dem se estabeleca, a convergéncia para o conjunto deslizante (2.30]) de ordem r > 2
também pode ser assintotica. Um exemplo simples de convergéncia assintética para
um conjunto deslizante é dado por um sistema a estrutura varidavel de duas di-
mensoes mantendo z + & = 0 em um modo deslizante de primeira ordem. Neste
caso, considerando a restrigao o(z, ) = x, tem-se que as condigoes da Defini¢ao
sao satisfeitas para r = 2, e pode-se dizer que existe um modo deslizante de segunda
ordem assintoticamente estdvel na origem do espaco de estado x = & = 0.

A acuracia com que um modo deslizante mantém uma determinada restricao
estd diretamente relacionada ao atraso no chaveamento 7 (ou intervalo de tempo
7 entre duas medi¢oes). Em um modo deslizante de primeira ordem, a primeira
derivada temporal ¢ do desvio sobre a restricao é descontinua, e a acuracia com que
se mantém a restricio o = 0 é proporcional a 7. Similarmente, a derivada o é
descontinua em um modo deslizante de ordem 7, e a restricio ¢"~1) = 0 é mantida,
com acuracia proporcional a 7. Isso implica que as demais restricoes o"~? = 0, com
i=1,2,...,r, sao mantidas com acurdcias proporcionais a 7¢. Logo, a acurdcia com
que um modo deslizante de ordem r pode manter a restricao o = 0 é proporcional a
7" [4,18]. Note que estas acurdcias sdo observadas apenas durante o modo deslizante,
e portanto sao garantidas apenas para HOSMs com convergéncia em tempo finito.

Em um sistema de controle a estrutura variavel, a ordem minima necessaria para
que um modo deslizante mantenha a restricao o = 0 esta fortemente relacionada
ao conceito de grau relativo. Considerando que as descontinuidades presentes na
dinamica do sistema em malha-fechada sejam provenientes apenas da acao de con-
trole, é possivel mostrar que o grau relativo do sistema com saida dada pela funcao
de restrigdo o(t,z) define o nimero minimo de derivadas temporais continuas do

desvio o. Seja o seguinte sistema dinamico:

= f(t,x)+g(t,x)u

2.37
o=o(tx), (237)
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sujeito a uma acao de controle u € R, com estado = € R™ e saida o € R. Assuma que
as fungoes f(t,x) : RT xR" = R", g(t,z) : R" xR* > R" e o(t,z) : Rt xR" = R
sejam suaves. Introduzindo o estado ficticio ¢, definido tal que ¢ = 1, a dinamica do

T
novo vetor de estado X = [xT t} sera dada por

X = [f(tl’ x>] + [g(to’x)] w= F(X)+§(X)u,

e a saida serd definida por ¢ = o(X). O grau relativo da saida ¢ com respeito a
entrada u em um ponto X é definido como a ordem da derivada total de o na qual
a entrada u aparece multiplicada por um coeficiente diferente de zero pela primeira
vez, desde que os coeficientes que multiplicam v em todas as derivadas de menor
ordem sejam identicamente nulos em uma vizinhanca do ponto X. Calculando a

primeira derivada temporal da saida ao longo das trajetorias do sistema, tem-se

_ 0
- 0X

o

(X)X = Vxo(X) - (F(X) +§(X)u) = L70(X) + Lao(X)u,  (2:38)

onde é definido L,,0(Xy) = Vxo(Xy)-h(Xp), considerando uma fungao diferenciavel
o(X) com respeito a um determinado campo vetorial A(X) em um ponto Xy. Logo,
se Lzo(Xp) # 0 em um determinado ponto Xy, entdo o grau relativo de o com
respeito a u serd unitario neste ponto. Caso contrério, se Lzo(Xp) = 0 em uma
vizinhanca do ponto X, entao o grau relativo de o com respeito a u sera igual a

dois neste ponto se tivermos, na equagao
b= ﬁng’(X) + LiL0(X)u,

um coeficiente L5L70(Xp) # 0. Continuando esse raciocinio, obtém-se a definigao

formal de grau relativo a seguir.

Definicao 2.3 (]32]). Seja o sistema (2.37), com entrada uw € R e saida o € R.

Suponha que as sequintes condigoes sejam satisfeitas:

° ﬁgﬁi;O(Xo) =0,comi=0,1,...,7—2, para todo ponto X em uma vizinhanc¢a

do ponto X.

® Egﬁ}_lo'(Xo) 7& 0.

T
Entao, € dito que o sistema (Z31) possui grau relativo r no ponto Xy = [xg to} :

Segundo esta defini¢do, para um sistema definido por (237)) com grau relativo

constante e igual a r, tem-se que as derivadas temporais da saida o serao dadas
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pelas seguintes igualdades:

o =Lio(X), i=12..r-1,
0" = Lio(X) + LoLT o (X)u,

com coeficiente Egﬁ;fla(X ) # 0. Portanto, as derivadas temporais ¢¥, com i =
1,2,...,r — 1, serao fungoes continuas de X, e a restricao 0 = 0 somente podera
ser mantida em um modo deslizante de ordem igual ou superior a r. No caso de
um modo deslizante de ordem superior a r, a lei de controle u devera ser continua,
porém com derivadas temporais descontinuas de modo a garantir a convergéncia
para o modo deslizante de ordem superior.

O principal exemplo de controlador por modos deslizantes de ordem superior com
lei de controle continua ¢é o super-twisting (Super-Twisting Algorithm — STA) [4].
Este controlador baseado em modos deslizantes de segunda ordem foi desenvolvido
com o objetivo de atenuar o chattering em sistemas com grau relativo unitario, e
destaca-se por nao necessitar que a derivada temporal do desvio sobre a restricao
esteja disponivel para a implementacao da lei de controle. Recentemente, foram
propostas generalizacoes para o super-twisting baseadas na utilizacao de ganhos
varidveis |17, [18] e na introdugdo de uma estrutura multivaridvel |19], ampliando
sua aplicabilidade. Nas subsecoes a seguir, serao apresentados o controlador super-

twisting e suas principais generalizagoes.

2.6.1 Super-Twisting

O super-twisting é um controlador baseado em modos deslizantes de segunda or-
dem, e foi desenvolvido com o objetivo de atenuar o chattering em sistemas com
grau relativo unitdrio [4]. A ideia bdsica é projetar uma lei de controle dinamica
de modo que a agao descontinua esteja presente apenas em sua derivada temporal,
visando obter uma convergéncia em tempo finito para um modo deslizante de se-
gunda ordem por meio de um sinal de controle continuo. Desta forma, um sistema
de controle a estrutura variavel baseado no algoritmo super-twisting caracteriza-se
por um movimento em espiral em torno da origem do plano de fase (¢, ), como
ilustrado na Figura A principal vantagem do super-twisting com relacao aos
demais controladores baseados em modos deslizantes de segunda ordem é nao ser ne-
cessaria nenhuma informacgao sobre a derivada temporal ¢ para a implementacao da
lei de controle. Este fato fez com que o super-twisting atraisse consideravel atengao
no contexto de sistemas a estrutura variavel, tendo sido utilizado com sucesso em
importantes aplicacoes, como o problema da diferenciacao robusta e exata em tempo

real |[13] e o controle de diversos sistemas de interesse préatico [33-35].
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Figura 2.12: Exemplo de trajetéria no espaco de estado de um super-twisting.

Seja um sistema de grau relativo unitério definido por (2.37). Considerando

[2.38)), tem-se a seguinte dinamica:
o =a(t,x) + b(t, x)u, (2.39)

com b(t,z) # 0. Assuma que as desigualdades

a

\m+Ummgc,0<Kﬁgmu@gkw,)b

)<q&m 0<q<1, (240)

sejam satisfeitas para determinadas constantes positivas C', K,,,, Ky, Upr, € q. A lei

de controle é definida baseada no algoritmo super-twisting [4, 136], sendo dada por

1 . - u, |u| > U,
u = —ki|lo|2sgn (o) + z, zZ= (2.41)
—kosgn (o), |u| <Uny.
Note que de fato nao é necessaria nenhuma informacao sobre a derivada temporal &
para a implementacao de u, e que o algoritmo super-twisting fornece um sinal de con-
trole continuo, e portanto menos propenso ao chattering [4,136]. O comportamento

do sistema em malha-fechada ¢ enunciado pelo teorema a seguir.

Teorema 2.1 ([36]). Seja o sistema em malha-fechada definido por (239) e (241),
obedecendo as desigualdades [2A0). Se K, ko > C e ky for suficientemente grande,
entdo o controlador (2.41]) garante o aparecimento de um modo deslizante de seqgunda
ordem 0 = ¢ = 0 atraindo as trajetorias do sistema em tempo finito. O sinal de
controle u converge em tempo finito para o segmento [—Uys, Upyl, € nele permanece.
O sinal de controle nunca deixard este segmento se estiver inicialmente localizado

dentro dele.

Demonstragao. ver [36]. O Apéndice [A.1] apresenta uma andlise das trajetérias do
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sistema, mostrando suas propriedades de contracao e de convergéncia em tempo

finito para o modo deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0. O

Para sistemas com b(¢, z) constante em (2.39), pode-se utilizar a seguinte versao
modificada da lei de controle (2.41]), obtida fazendo Uy — oo:

u = —kl\aﬁ sgn (o) + z, Z = —kosgn (o). (2.42)
Como b = 0, assume-se que sejam satisfeitas as desigualdades
la| < C, 0< K <0< Ky, (2.43)

para determinadas constantes positivas C, K,,, K. Assim, se k; e ks forem escolhi-
dos apropriadamente, entao a lei de controle (2.42) também garante a convergéncia
do sistema em malha-fechada para um modo deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0.

Este fato é enunciado pelo teorema a seguir.

Teorema 2.2. Seja o sistema em malha-fechada definido por [239) e (242), com
b(t, x) constante. Assuma que as desigualdades ([2.43)) sejam satisfeitas. Se K, ko >
C' e ky for suficientemente grande, entdo o controlador (2.42)) garante o aparecimento
de um modo deslizante de sequnda ordem o = o = 0 atraindo as trajetorias do

sistema em tempo finito.

Demonstragao. ver [13]. O teorema pode ser demonstrado a partir de uma andlise
semelhante a apresentada para |u| < Uy no Apéndice [A. 1l Note que, neste caso, a
condigao suficiente sobre k; em ([A.9) pode ser substituida por (A.7). 0O

Uma das aplicagoes mais importantes do algoritmo super-twisting é a diferenciacao

robusta e exata em tempo real. Esta aplicacao é abordada no exemplo a seguir.

Exemplo 2.6 (Diferenciador de Primeira Ordem). Considere um integrador
descrito por

T =u,

onde z, u € R sao, respectivamente, o estado e a entrada deste sistema. Deseja-se
estimar, em tempo real, a derivada de um sinal base fy(t) : Rt — R. A ideia é
projetar um sinal de entrada u continuo de modo a garantir que o estado x rastreie
o sinal base fy(t) em tempo finito. Desta forma, devido a dinamica do integrador,
é possivel estimar a derivada do sinal base a partir do sinal continuo fornecido por
u. Para isso, é definido o := x — fy(t) como o erro de estimagao do sinal base, com
dinamica descrita por
o= —fo(t) +u.
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Note que esta dindmica é equivalente a (Z39) com a(t,z) = —fo(t) e b(t,z) = 1.
Assim, projeta-se u com base no algoritmo super-twisting em (2.42)). O Teorema
garante a convergéncia em tempo finito das trajetérias do sistema para um modo

deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0, desde que a desigualdade

fot) < C,

seja satisfeita para alguma constante positiva C, de acordo com (2Z43). Para isso, é

suficiente que os ganhos do algoritmo sejam escolhidos tais que

2

ki > (ko + C) m,

ko > C,
onde k; obedece & condigao (A7) (ver Apéndice [AT]). Portanto, a derivada do sinal
base fy(t) pode ser estimada em tempo real utilizando o seguinte diferenciador de

primeira ordem:

1
T = —ki|lr — fo(t)|2sgn (x — fo(t)) + z,
{ ' 1] Jo()[2 sgn ( fo(1)) (2.44)
Z = —kosgn (z — fo(t)) .
Assim, apds um intervalo de tempo finito 7, sdo estabelecidas as igualdades
r=fot), u=z=f@l), t>T. (2.45)

A Figura 213 apresenta os resultados de simulagao para a estimagao da derivada
de um sinal base fy(t) = sen (7t) 4 ¢ utilizando o diferenciador de primeira ordem
244), com ganhos k; = 13 e ks = 30. Observe que o sistema converge para um
modo deslizante de segunda ordem ¢ = ¢ = 0 apds um intervalo de tempo finito
T =~ 0.4s. Durante o deslizamento, sdo estabelecidas as igualdades (2.453]). Também é
importante destacar que o sinal u fornecido pelo algoritmo super-twisting é continuo,

e portanto menos propenso ao chattering.

2.6.2 Variable Gain Super-Twisting

Nos desenvolvimentos tedricos iniciais, os ganhos do algoritmo super-twisting
eram assumidos constantes, permitindo compensar globalmente apenas incerte-
zas/perturbagoes com derivadas limitadas por constantes conhecidas a priori. Além
disso, a natureza homogénea do algoritmo nao permitia garantir o deslizamento
para sistemas com incertezas linearmente dependentes do estado. Em contraste,
gracas a abordagem por funcao de Lyapunov que permeia sua teoria, controladores
por modos deslizantes de primeira ordem apresentavam como vantagem a possibili-

dade de serem projetados utilizando ganhos variaveis. Apenas mais recentemente,
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Figura 2.13: Desempenho do diferenciador de primeira ordem (2.44]), baseado no
algoritmo super-twisting (2.42]), estimando a derivada de um sinal base fo(t) =
sen (7t) + t: (a) (o) erro de estimacdo o = = — fy(t), (e) derivada ¢ do erro de
estimacéo; (b) (e) sinal base fo(t), (o) estado z; (c) (o) derivada fo(t) do sinal base,
(e) sinal u fornecido pelo algoritmo super-twisting, (e) estado z.

andlises baseadas em fungoes de Lyapunov foram introduzidas para o algoritmo
super-twisting [15, [16], permitindo importantes desenvolvimentos em sua teoria.

O Variable Gain Super-Twisting Algorithm (VGSTA) é uma generalizagao do
super-twisting obtida a partir da introducao de ganhos variaveis e inclusao de ter-
mos nao-homogéneos ao algoritmo [17, 18]. Esta generalizacao tem como principal
vantagem ser capaz de compensar de forma exata uma classe mais abrangente de
incertezas/perturbagdes, permitindo que suas derivadas temporais sejam limitadas
por fungoes continuas previamente conhecidas. Além disso, com a introducao de ter-
mos nao-homogeéneos lineares ao algoritmo, é possivel obter uma convergéncia mais
rapida para condicoes mais distantes da superficie de deslizamento. A presenca des-
tes termos também permite compensar incertezas/perturbagdes crescentes com as

variaveis de estado, garantindo o deslizamento global para sistemas cuja parte linear

37



nao seja exatamente conhecida.

Considere um sistema incerto predominantemente linear descrito por
= Ax+ Blu+d(t,x)],

onde = € R" é o estado, u € R™ é a agao de controle, e d(t,z) : Rt x R" — R™ é
uma fun¢do absolutamente continua que engloba as incertezas/perturbagoes casadas
presentes no sistema. Assuma que a matriz de entrada B € R™™ (1 < m < n)
possua posto completo, e que o par (A, B) seja controldvel. Neste caso, existe uma
matriz B, € R»™*" de posto completo tal que B; B = 0, e a transformacao linear

de coordenadas de estado definida por

H-

leva o sistema a seguinte forma normal:

By
(BTB)'B”

T,

2?1 = 1‘:11125’1 + 1‘:112f27 ) (2.46)
.f‘g = AQl.f'l —+ AQQi’Q + u 4+ d(t, i’l, .f‘g),

onde 7, € R"™, 7y, € R™, e d(t,Z1,73) = d(t,z). Note que o par (A, Ap) é
controldvel de acordo com o Lema [C.2] uma vez que (A, B) é controldvel.
Deseja-se projetar a superficie de deslizamento, definida por um conjunto des-
lizante de segunda ordem Sy = {z € R" | 0 = 6 = 0}, de modo que o possua grau
relativo uniforme e unitario com respeito a lei de controle u, e que a dinamica nesta
superficie seja exponencialmente estavel. Para isso, define-se a varidvel de desliza-
mento como
o=1Ty— Ky, (2.47)

onde a matriz K € R™ ™™ deve ser escolhida apropriadamente. Note que a
variavel de deslizamento o de fato possui grau relativo uniforme e unitario com
respeito a u, o que pode ser verificado a partir da dindmica de Zo em ([2.46]). Além
disso, ao alcancar a superficie de deslizamento, o sistema passa a ser descrito pela
seguinte dinamica de ordem reduzida:

e (AH * AmK) .- Vr € Sy, (2.48)

Ty = Ky,

e portanto a escolha da matriz K pode ser interpretada como um problema de
estabilizacdo via realimentacao linear de estado, uma vez que o par (A, App) é

controlavel. Este problema pode ser resolvido utilizando métodos como alocacao de
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polos e minimizacao linear quadratica |1, 126].
Uma vez projetada a superficie de deslizamento, deve-se garantir que as tra-
jetorias do sistema sejam atraidas em tempo finito para esta superficie. Considere

a dinamica da varidvel de deslizamento, obtida derivando (2.47)) e dada por
o= (Asy — KAn) Ty + (A — KAp) T+ u+ d(t, 71, ). (2.49)
A lei de controle é projetada na forma
w=—(An — KAn) &1 — (Apy — KAu) @ + v, (2.50)

onde v é uma variavel de controle a ser definida posteriormente. Neste caso, consi-
derando (2.46)-(2.47) e (2.49)-(2.50), a dindmica do sistema pode ser reescrita como

Iy = (/_111 + /_112K) T + Apzo,

(2.51)
o=v+d(t,T,0+ Kzy).

A partir deste ponto, por simplicidade, sera considerado o caso monovariavel, com
m = 1. Os resultados a serem obtidos podem ser diretamente estendidos ao caso mul-
tivariavel aplicando uma estratégia desacoplada, considerando isoladamente cada
uma das componentes do vetor o € R™. Sendo assim, a variavel de controle v € R

é definida pelo Variable Gain Super-Twisting Algorithm [17, [18], e dada por

v = —ky(t, 2)é1(0) — /0 k(. 2)6a(0)dr, (2.52)

com

1 1 3 1
o1(0) = |o|z sgn (o) + k3o, ¢o(0) = 5 sgn (o) + §k3|a\5 sgn (o) + kga,

e ks > 0. Note que este algoritmo é uma generalizacao do super-twisting conven-
cional, que é obtido fazendo os ganhos k; e ky constantes e k3 = 0. Os termos
nao-homogeéneos obtidos fazendo k3 > 0 permitem ao algoritmo convergir mais rapi-
damente e compensar incertezas linearmente dependentes de o, enquanto os ganhos
variaveis k; e ky permitem compensar incertezas/perturbagoes com derivadas limi-
tadas por funcoes continuas conhecidas. Além disso, o termo d, que engloba as

incertezas/perturbagoes, é reescrito na forma

d(t,z1,0+ Kz1) = [d(t, 1,0 + KZ1) — d(t, 71, KZ1)| + d(t, 71, KZ1),  (2.53)

/

gl(tai‘lag) 92(t7"z‘1)

onde g;(t,71,0) = 0. Assim, assume-se que as incertezas/perturbagoes presentes no
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sistema satisfacam as seguintes desigualdades:

d

|g1(t7j170)‘ < Ql<t7 x)‘(bl(a)‘v _[92@7“%1)]

dt < oo(t,2)|d2(0)],  (254)

onde g1(t,x) > 0 e gy(t,z) > 0 s@o fungdes continuas conhecidas. Portanto, con-
siderando (Z51]), (252)) e (253)), tem-se a seguinte a dinamica para o sistema em

malha-fechada: . B B -
{f‘l = (AH + A12K) fz'l + A120',

o=—ki(t,x)p1(0) + 2+ g1(t, 71, 0), (2.55)

5= —ky(t,x)po(0) + %[gz(t, 1)),

t
onde z = — / ko(T,2)po(0)dT + g2(t, Z1). O comportamento do sistema em malha-

0
fechada é entao enunciado pelo teorema a seguir.

Teorema 2.3 ([17, [18]). Considere o sistema em malha-fechada (Z55]). Suponha
que as desigualdades ([2Z54) sejam satisfeitas para determinadas funcgées continuas
conhecidas 01(t,x) > 0 e oo(t,z) > 0. Entdo, as trajetorias do sistema serdo
globalmente atraidas em tempo finito para uwm modo deslizante de sequnda ordem

o =0 =0, se os ganhos varidveis forem escolhidos como

1 (1
bu(ta) =6+ 5 { e + P+ 2+ e+ et (5 44

ko(t, ) = B+ 4e® + 2¢ky (L, ),

(2.56)

onde f>0,€e>0ed >0 sao constantes positivas arbitrdrias.

Demonstragao. O Apéndice [A.2] apresenta a anédlise introduzida em |17, [18], que
¢ baseada em uma fungao de Lyapunov para o sistema em malha-fechada (2.55]),
mostrando sua propriedade de convergéncia global em tempo finito para o modo

deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0. O

O exemplo a seguir ilustra as principais propriedades de um sistema de controle
por modos deslizantes de segunda ordem baseado no Variable Gain Super-Twisting
Algorithm.

Exemplo 2.7. Considere o sistema descrito por (2.46]), com

BT

Suponha que o termo d(t, Z1, Ts) correspondente as incertezas/perturbagoes presen-

All AlZ
A21 A22
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tes no sistema, representado na forma (2.53)), satisfaga as desigualdades (254 com

2 8
oi(t,z) = —, 02(t,T) = max ¢ -5, 12[7;[ +8 .
A variavel de deslizamento é definida por (2.47) com K = —1, e portanto a dinamica

na superficie de deslizamento é exponencialmente estavel e dada por (Z48). A lei
de controle é projetada com base no Variable Gain Super-Twisting Algorithm, e
definida por (250) e ([252)). Os ganhos variaveis do algoritmo sdo escolhidos de
acordo com (Z50]) para constantes 5 = 30, e = 1, e § = 0.1, enquanto o ganho fixo
é dado por k3 = 1. A Figura 2.14] apresenta os resultados da simulacao do sistema
de controle por modos deslizante de segunda ordem projetado neste exemplo, com
perturbagao

d(t,z1,T3) = 2%9 + sen (7t), (2.57)

representada na forma (Z53]) com
gl(taflaa) = 207 gZ(tajl) = QKjl + sen (7Tt),

e portanto

d - _ _
E[gz(t, 71)] = 2K (A1 + A K)Zy + 2K Ajp0 + mcos(mt).

Observe que o VGSTA permite compensar a perturbagao variante no tempo e depen-
dente do estado d(t, 1, Z5), fazendo o sistema convergir para um modo deslizante de
segunda ordem ¢ = ¢ = 0 apds um intervalo de tempo finito T' =~ 0.3s. Durante o
deslizamento, as variaveis de estado T; e Ty convergem exponencialmente para zero.
Também é importante destacar que, assim como no super-twisting convencional, o
sinal de controle u fornecido pelo VGSTA é continuo, e portanto menos propenso

ao chattering.

2.6.3 Super-Twisting Multivariavel

Em alguns casos, considerando uma decomposicao apropriada, é possivel transfor-
mar um problema de controle multivaridavel com m entradas em um problema desa-
coplado envolvendo m estruturas escalares. Desta forma, é possivel aplicar técnicas
de controle por modos deslizantes de segunda ordem baseadas no algoritmo super-
twisting a sistemas multivariaveis. Entretanto, esta estratégia desacoplada pode
falhar se a interacao entre as variaveis de estado do sistema for suficientemente
forte. Assim, outro importante avanco foi o desenvolvimento de uma estrutura mul-

tivaridvel para o algoritmo super-twisting [19], baseada em um conceito similar ao
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Figura 2.14: Desempenho da lei de controle (2350), baseada no VGSTA (Z.52)),
aplicada ao sistema do Exemplo 27 com perturbacao (2.57): (a) (e) varidvel de
deslizamento o, (e) derivada &; (b) (e) estado T, (e) estado Ts; (c) (e) acdo de
controle wu.

controle vetorial unitario. Esta estrutura permite ao algoritmo compensar incerte-
zas/perturbagoes nao-desacopladas com respeito as varidveis de estado, e sua anélise
de estabilidade e convergéncia é baseada em uma extensao multivariavel das fungoes
de Lyapunov introduzidas para o super-twisting convencional [15, [16].

Seja o seguinte sistema a estrutura variavel:

(2.58)

sujeito a uma agao de controle © € R™, com estado z € R", e variavel de desliza-
mento o € R™. Assuma que as fungoes f(t,z) : Rt x R” = R", g(¢,z) : RT x R" —
R™™ e g(t,x) : RT x R" — R™ sejam suaves. Além disso, suponha que o sistema

possua grau relativo uniforme e unitario, de modo que a dinamica da variavel de
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deslizamento possa ser representada por
o =a(t,x) + b(t,r)u, (2.59)

com a(t,x) = %+ 92 f(t x), e b(t,x) = $2g(t,x) € R™™ nao-singular. A lei de

controle é projetada na forma
w=[b(t,z)] " v, (2.60)

onde v € R™ é uma variavel de controle a ser definida posteriormente. Assim, a

dinamica da variavel de deslizamento pode ser reescrita como
o =a(t,z) +v. (2.61)

Note que a matriz de entrada b(¢,x) deve ser conhecida para que a lei de controle
possa ser implementada. O objetivo é projetar a varidvel de controle v tal que as
trajetérias do sistema sejam atraidas em tempo finito para um modo deslizante de
segunda ordem o = ¢ = 0.

E possivel projetar o vetor de controle v utilizando uma estratégia desacoplada,
definindo cada uma de suas componentes v; € R com base no algoritmo super-

twisting convencional, da seguinte forma:
V; = —k1i|cri|%sgn (CTZ) +€Z, fl = —k’gi Sgn (CTZ'), 1= 1,2,...,m, (262)

onde o; € R sao as componentes do vetor variavel de deslizamento ¢ € R™. Note

que a dinamica de o é definida pela equagao diferencial (2.61]), e portanto tem-se
di:ai(t,x)iji, i:1,2,...,m,

onde a;(t, ) € R sdo as componentes da fungao vetorial a(t,z) : RT x R™ — R™.
Logo, para que esta estratégia desacoplada baseada no super-twisting convencional

seja implementada com sucesso, as seguintes desigualdades devem ser satisfeitas:
la;(t,z)| < Cj, 1=1,2,...,m, (2.63)

para determinadas constantes positivas C;. Assim, de acordo com o Teorema 2.2,
se os ganhos ky; e ko; forem escolhidos apropriadamente, entao cada uma das com-
ponentes o; do vetor variavel de deslizamento o converge em tempo finito para um
modo deslizante de segunda ordem o; = ¢; = 0. Portanto, é garantido o apareci-
mento de um modo deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0 atraindo as trajetorias

do sistema em tempo finito.
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Considere agora, ao invés da estratégia desacoplada descrita acima, a seguinte
estrutura multivaridvel nao-desacoplada baseada no algoritmo super-twisting [19],
com variavel de controle definida como:

: o

_k20+§7 f:—k?)

]{Z40'. (264)

1
o2 o]

Note que esta estrutura é obtida introduzindo termos lineares nao-homogeéneos ao
algoritmo, e generalizando a funcao sgn (-) presente no caso escalar para uma funcao
vetor unitario. O algoritmo super-twisting convencional pode ser recuperado fazendo

m=1eky =ky =0. Além disso, assuma que seja possivel escrever a(t, x) na forma
a(t,z) = ay(t, x) + as(t, ), (2.65)

onde ay(t,x) e as(t, ) sdo fungoes suaves satisfazendo as desigualdades
lay(t, 2)| < dilloll,  [laa(t, 2)]| < b2, (2.66)

para determinadas constantes positivas conhecidas d1,0o > 0. Note que esta
condicao é mais geral que a requerida no caso desacoplado, dada por (2.63)), permi-
tindo lidar com incertezas/perturbagoes nao-desacopladas com respeito as varidveis
de estado do sistema. Assim, considerando (2.61), (2.64) e (2.63]), pode-se verificar

que a dinamica em malha-fechada é descrita por

H cr|l — koo + z + a1 (t, ), Z = _k3ﬁ — k4o + ao(t, x), (2.67)
oll2

(j':—kl

com z = & + as(t,z). O teorema a seguir apresenta as principais propriedades de

estabilidade e convergéncia do sistema em malha-fechada.

Teorema 2.4 (|19]). Considere o sistema em malha-fechada (Z67). Suponha que
as desigualdades (Z60) sejam satisfeitas para determinadas constantes positivas co-
nhecidas 61,69 > 0. Entao, existem intervalos de valores para os ganhos ki, ks, ks,
e ky tais que as trajetorias do sistema sejam globalmente atraidas em tempo finito

para um modo deslizante de sequnda ordem o = ¢ = 0.
Demonstragao. ver [19]. O

Supondo que as desigualdades (2.66]) sejam satisfeitas para determinadas constantes
positivas conhecidas d; e do, um intervalo de valores para os ganhos do algoritmo

super-twisting multivaridvel (2.64) que satisfaz o Teorema 2.4] é definido por [19]

ki > /205, ko > 261, ks > max {ks', k3 }, ky > max {k{, Kk} }, (2.68)
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onde

242 9 (k) Lk20) — 2k2ks + kol
K =30, + 22, e LD bl o Rl 23
kl ]{ZQ(]{ZQ — 251) (kg - 251)
ﬁl 2 3 N} (e7] 2/{7551 + lkgé%
B =2 4 2k2 4 Zkyy, kY = + i
4 62 2 2 271 4 O[Q(k’g — 251) (k‘z — 251)
com
9(k16;)? 1.\’ 3 ?
o = 7(161]%) (/{32 + 551) ) b= (ak%l@ + 352k2) ’
1 9(k101)>2
s = ko(ks + 2K2 — 8) — (2k3 + 5k%) 5 — % By = ksk? — 267 — 36,k2.
2

Assim, ajustando os ganhos do algoritmo de acordo com (Z.68), garante-se o apare-
cimento de um modo deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0 atraindo, em tempo

finito, as trajetdrias do sistema em malha-fechada (2.67]).

Exemplo 2.8. Considere o sistema a estrutura variavel descrito por (2.58), com

ft,x) = i [_21 1] x +% [(Sj;)z 8:3] , g(t,x) = [; (1)] , o(t,x) = .

onde f(t, ) representa as incertezas/perturbagoes presentes no sistema. Neste caso,
a dindmica da varidvel de deslizamento é descrita por (259), com a(t,z) = f(t,x)
e b(t,z) = g(t,z). Note que esta dindmica possui grau relativo uniforme e unitario,
uma vez que b(t,x) é uma matriz nao-singular. O objetivo é projetar uma lei de
controle na forma (2.60) de modo que as trajetérias do sistema sejam atraidas em
tempo finito para um modo deslizante de segunda ordem o = ¢ = 0.

E importante destacar que a estratégia de controle super-twisting desacoplada
[262) nao é capaz de assegurar convergéncia global neste caso, uma vez que as
desigualdades (2.63)) nao sao satisfeitas globalmente. A varidvel de controle é entao
projetada com base no algoritmo super-twisting multivaridvel (2.64]). Definindo, de

acordo com (2.60), as perturbagoes

CER I RS i

pode-se verificar que as desigualdades (2.60)) sao satisfeitas para constantes positivas

112 1
41-1 1

Os ganhos do algoritmo super-twisting sao entao ajustados de acordo com (Z.68), e

51:

y 52:7'('.
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Figura 2.15: Desempenho da lei de controle (Z60), baseada no STA multivariavel
[264), aplicada ao sistema do Exemplo [Z8 (a) () varidvel de deslizamento o7y, (e)
variavel de deslizamento o9; (b) (e) derivada ¢y, (e) derivada d9; (c) (e) acao de
controle uy, (e) agdo de controle us.

escolhidos como ki = 2.5, ky = 2.2, k3 = 12.6, e k;, = 5.6. A dinamica em malha-
fechada é descrita por (2.67). A Figura apresenta os resultados da simulacao
do sistema de controle por modos deslizantes de segunda ordem, baseado no super-
twisting multivariavel, projetado neste exemplo. Observe que o STA multivariavel
permite compensar a perturbacao variante no tempo e linearmente dependente do
estado, fazendo o sistema convergir para um modo deslizante de segunda ordem
o = ¢ = 0 ap6s um intervalo de tempo finito 7' ~ 1.1s. Além disso, assim como
no caso escalar, o sinal de controle u fornecido pelo STA multivariavel é continuo, e

portanto menos propenso ao chattering.
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Capitulo 3

Super-Twisting Multivariavel para
uma Classe de Sistemas com

Matriz de Entrada Incerta

Como mostrado na Subsec¢ao 2.6.3] um importante avanco para a teoria super-
twisting foi o desenvolvimento de uma estrutura multivariavel para o algoritmo
[19], baseada em um conceito similar ao controle vetorial unitario. Esta estrutura
permite ao algoritmo compensar incertezas/perturbagoes nao-desacopladas com res-
peito as variaveis de estado, e sua analise de estabilidade e convergéncia é baseada
em uma extensao multivaridvel das funcoes de Lyapunov introduzidas para o super-
twisting convencional [15, [16]. No entanto, embora a estratégia de controle seja
capaz de compensar uma classe de incertezas/perturbacoes dependentes do estado,
é necessario o conhecimento completo da matriz de entrada do sistema para que a
lei de controle possa ser implementada.

Este capitulo tem como objetivo contornar a necessidade do conhecimento exato
da matriz de entrada do sistema para a implementacao do super-twisting multi-
variavel [19]. Aqui, o problema serd restrito a sistemas com matriz de entrada
simétrica e positiva definida. Utilizando uma analise por funcao de Lyapunov,
mostra-se que sao necessarios apenas limitantes inferior e superior dos autovalo-
res da matriz de entrada para que a lei de controle seja implementada. Além disso,
motivado pelo problema do controle do movimento de um satélite, é proposta uma
modificagdo para o STA multivaridvel baseada em ganhos varidveis. Para isso, é
feita uma mudanca de escala de tempo de modo que o novo algoritmo com ganhos
variaveis possa ser tratado utilizando a mesma andlise tedrica desenvolvida para
ganhos constantes. Assim, a estratégia modificada pode lidar com uma classe maior
de incertezas/perturbagoes, e resultados globais de estabilidade podem ser obtidos

para casos em que apenas propriedades locais sao garantidas com ganhos constantes.
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3.1 Definicao do Problema

Seja o seguinte sistema a estrutura varidavel com grau relativo uniforme e unitario:

{ = f(t,x)+g(t,x)u

o=o(t ),

sujeito a uma agao de controle © € R™, com estado z € R", e variavel de desliza-
mento o € R™. Assuma que as fungoes f(t,z) : Rt x R” = R", g(¢,z) : RT x R" —
R™™ e g(t,x) : Rt x R" — R™ sejam suaves. Além disso, suponha que a dinamica

da variavel de deslizamento o € R™ possa ser representada por

o =a(t,x) + Kyu,

com a(t,x) = %—‘;

e nao-singular. Considere que as seguintes hipdteses sejam satisfeitas:

+ % (t,x), e matriz de entrada K, = %g(t, z) € R™™ constante

(A1) A matriz de entrada K, é simétrica e positiva definida, isto é, K, = K] > 0.

(A2) A perturbacao a(t,z) pode ser reescrita na forma

CL(tv SL’) = 7<t7 SL’) + ¢(t7 SL’),

onde y(t,z) e ¢(t, ) sdo fungoes suaves satisfazendo as desigualdades

2l <oillall, ot 2)] < b, (3.1)

para determinadas constantes positivas conhecidas 1, do > 0. E importante

destacar que esta hip6tese implica y(t,z) = 0 para o = 0.

(A3) A matriz de entrada K, é incerta. Entretanto, limitantes superior (Ay) e

inferior (\,,) para os autovalores de K, sdo conhecidos.

O objetivo é determinar uma lei de controle u tal que a superficie de deslizamento

o = ¢ = 0 seja alcancada em tempo finito.

3.2 Super-Twisting Multivariavel

Para alcancar esse objetivo, a lei de controle u é projetada com base no algoritmo

super-twisting multivaridvel [19], sendo dada por

PR A S S L

1 ]{340'.
ol

gl
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Como mostrado na Subsecao 2.6.3 a principal vantagem deste algoritmo multi-
variavel em relagao ao super-twisting convencional é permitir compensar incerte-
zas/perturbagoes nao-desacopladas dependentes das varidveis de estado do sistema,
estendendo a aplicabilidade do controlador a uma classe mais abrangente de sistemas

incertos. A dinamica do sistema em malha-fechada é entao descrita por

o= —lele — ko K,0 + Kpz +7(t, ),

o2

—kgﬁ — ko + Kp‘lé(t, ),
o

onde z = £ + Kljlgb(t, x). Note que, ao contrario do considerado na Subsegao [2.6.3

(3.2)

[19], a matriz de entrada K, ndo é completamente conhecida, e portanto ndo pode
ser cancelada pela lei de controle. Este fato torna o problema mais desafiador, es-
tendendo a aplicabilidade do controlador a uma classe mais abrangente de sistemas.

O resultado principal deste capitulo é dado pelo teorema a seguir.

Teorema 3.1. Considere o sistema descrito por ([3.2)), e suponha que as Hipdteses
(A1)-(A3) sejam satisfeitas. Se os ganhos ki, ko, k3 e ky forem escolhidos de acordo
com [B3) e B4), entao a superficie de deslizamento o = ¢ = 0 serd alcangada em

tempo finito para quaisquer condi¢oes iniciais.

Demonstracao. Considere a seguinte funcao candidata, que é uma generalizacao da

fungao de Lyapunov proposta originalmente para o super-twisting multivariavel [19]:

k3 k3 T olo
V(O’,Z): 2k3+§)\M ||0'||+ k’4+ )\M o 0'+Z K2+k1k2)\M|’ H
oll2
T
K,
—k'QCT Kz—k:l i
lofl=
(3.3)

Pode-se verificar que esta funcao é positiva definida e radialmente ilimitada, ja que

1 1
V(o,2) > 2ks||o|| + kyolo + 2T K,z + §CTKPC,

2

onde ( = k;

” H - + koo — z. Note ainda que V(o, z) é continua em todo ponto, e
ollz
diferencidvel em todo ponto com excegao do subespago S = {(0,2) € R*™ | 0 = 0}.

Derivando (3.3)) ao longo das solugoes do sistema em R*™\S, tem-se

. k T - T -
V= (%3 + 1)\M) ﬁ + (2ks + K2hn) 076 + 22T K5+ 3k1k2)\M HJ ”U
oll2
TR, ki (2TKy0)(o7¢ K,
ko (T Ko+ 0TKy3) — kel M R0)loTe) o KyE
lofz 2 ollz o}
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Entao, segue que

. k k2 ko k2
Voo (e g ) o (g e g
oll2

_k k3N
P2 M TR o — kAo Ko + k3 ol Kyz —
lor||2 [o]|2
. 3 k%kz)\MUT o — §]€1]€%)\1M0_T g 3k1k2)\M TKp n k; k: ZTKQO'
2 ell 2 o2 2 o2 lo]l2
TK20 TK2?0 TK2z
+ k30 K2z — kot Kz + by ——— + kiky——C— — by ——5
o]l o|z o]z
k2 (2TK,0)(cTK,o)  kiks (2T K,0) (0T Kyo) ki (2T K,0) (07 K,z)
i 3 J— = _l’_ i 5
2 lo | 2 [o]|2 2 lo]|2

N <2k;3-|— uM) a || (KA + 2k1) oy + 227
3 TRy b (RTKy0)(0Ty)
2 )

1 5
Hﬂh lollz 2 o]l2

e também

. k k3
V= 1§</<:3+)\M—1

o[l 2
k:2 TKZ 5]{31]{3%)\]\/[ TK k?lk?4 T

2 el 2 o2 P

— kokyo" Ko + K 0" Kpz + k3o K22 +

chKpa 2\ k2

) ol K,o — koks

+ A=
3]{31]{32)\]\/1 TK 2k1k2 T

pz lo- P

2 lo®
K20 K2z kN (ZTK,0) (0T Ky0)

C _r
o H loflz 2 o]l

— krngKiz + k:

T T T T 2 T
_ ik (2 Kp‘7>(a5 Kyo) L n kl( KU)(5 Kyo) + <2k3+ﬁ)\]\/[) o
2 oIz 2 e[|z 2 il
UT
+ (KA + 2ky) o7y + 2279 + klkz)\M” E - — kot Ky
oll2

. T K L T K T T ]
_ kaCTTQS— klz pl’y + _1(2 pg)ga ’Y) o kl o gbl
loflz 2 o] o2

Além disso, note que a seguinte proposicao é valida:

Proposicao 3.1. Seja a matriz de entrada positiva definida, isto é, K, = Kg > 0.

Entao, a sequinte desigualdade € satisfeita:

(zTKp‘7> (zTKpU) TKI?Z
5 1
el o2
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Demonstracao. Seja o = W
o

T Ko < ||ZTK,| = \/ 2T K2z,

onde a desigualdade é consequéncia da Desigualdade de Cauchy-Schwarz para pro-

um vetor unitario. Entao, segue que

dutos internos. Portanto, tem-se

(z"Kyo)(z"Kpo)  (2"K,0)(z" K,0) < K2z

p

5 1 = 1
lo|2 lo]|2 [o]|2
O

Assim, considerando esta proposigao e as desigualdades (B.1) da Hipdtese (A2),
pode-se mostrar que

. k k2 TK A k2k
VS— 13 (k3+>\M—1> O'TKpCT—k’Qk’gg pCT M 2O'Tl(p
lo]|2 2 o] ol
K olTK 5 kik2\ kik
+)\M—10 pz——12IMUT 0 — 14TK0 k)\Mcha
2 el 2 o2 o2
3l€ koA 2k k
_k2]€4UTKp0—|—kg)\MJTsz—l—kgaTng 1R2AM TKp 1h2 TK2
2 o> o||2
TR 4 07 R K (o) (0T Kyo)
o] 2 |loflz 2 o]
kiko (2T K TK k2
ks (2 pa)(i »0) 4 (2]€3+_1)\M) 51|o|
2 o]l 2
3 ol|?
(P 280) 8l 28]+ Sk S+ koo
g
1k ol zlllle 0ollo
+ kobs||o|| + ki dndy || 2]l ||o||2 +§1)\M71” ”H; | + k= ll ”
o2 lo]|z
e portanto
. ky k;2 9 2!{:% 9 1
V<—-—=\, k3+AM o]l = A (Kaks + 20aik2ks) (o] + 22, 2|l
o2 [EllE
Am 5
o (S ( kA mm) o1 = A (ke + £3nr) [l 12 + 26232, ] 1]
oll2
Ak X3, b 12 2, 2
——= oIzl = k22 |l2]1> = S AL 2k3+51AM oillo|
o2 Ik
26 3 o1llo |2
+ (KA + 2ky) 51|yau2+“ ”i 1zl llo]|Z + SkikoAy |1|” ||H
gl 2 2
/{?152

3 1
+ ko Ani0i |z o || + k202l + ékl)\Mél”ZHHa”i +

o ”1H ol
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T
Definindo x = [HUH% ol 11zl , tem-se

1
< =X Qx — X"y, (3.4)
lo|2
onde
Q. 0 Q3 Uy 0 Wy
Q= 0 Qg Qz:s ) V= 0 Woy Wosl,
Qg Qo3 Qs Uiz Wz Wa
com elementos dados por
ki 212
Qi = A | Frks + _)\M — k1o, Qg = —kiA\y — 02,
9, 19 3 2
Qoo = Ay | Krka + < kf1k A | — 5751]{32)\1\/151, Qog = —2k1ka Ay,
k
933 = 51)\371,

/{Z2
Uiy = A\ (k2k33 + 2k%k32>\M) — (21{33 + 2 )\M) 01 — koo,
3
Woy = Ap(koky + kiar) — (K3 Aar + 2k4)61, Wiz = _Zkl)\Méla
k
Wy = —k2N2, — ZAMal, Wy = koA2,.

Note que esta demonstragao segue de perto os passos da prova apresentada em
[19]. Entretanto, serd considerada uma abordagem diferente para obter as condigoes
sobre os ganhos do controlador, visando assegurar que Q = Q7 > 0e ¥ = U7 > (0. A
ideia é selecionar os ganhos de modo que os elementos diagonais e os determinantes
de ambas as matrizes sejam positivos. A intencao é obter relacbes mais diretas.

Assim, pode-se verificar que Q = Q7 > 0 se

20. 36
ky > = ky > =1,
A 5 Am 55
A A@ 3 A (3:5)

eque U =0T >0se

01 9 Ay
k1 > 0, k2>max{2ﬂ, 01 EE},
V (3.6)

a6 BK2A3,01 + LhaA2,62 + K3y (203, — A3)

by > 202
27 ko — 20 Y7 N2 (koA — 201)
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Considerando que os ganhos sao escolhidos de modo a satisfazer (3.5) e ([B.0]), segue
de (B4) que
)\min(Q)

1
ol

V<-

I = A (2) X117, (3.7)

onde Apin(Q2), Amin(¥) > 0 s@o os autovalores minimos das matrizes simétricas e

positivas definidas Q2 e W. Além disso, é possivel reescrever a fungao (B3] na forma

(2ks + Sk3AM) T Skikodyl  —ikiK,
V(o,z) = X" Py, P = %]ﬁk‘z)\M—f (k‘4 + %k‘%)\M) I _%kZKp )
—%lep —%kng K,
ol !
com Y = o] - ol ZI'| eP=PT>0. Logo, tem-se
oll2
Amin(PYIXIP < V< Amax(P) X1,
onde ||x]] = |lx|| € Amin(P), Amax(P) > 0 sao respectivamente os autovalores minimo
v
e méximo da matriz P. Entao, de 30) e ||o]|2 < [|x| < )\72(1[)), segue que
V<—aVi—a,V, (3.8)
com
Amin (P) A -
oy = mln( ))\mm(Q)’ oy = )\mln(\I’> ’
)\max<P) )\max<P

para todo (o(t), 2(t)) € R*\S.

Portanto, de (B.8)) e do fato de que as trajetérias do sistema nao podem permane-
cer em S\{0}, segue que V (o, 2) é uma funcdo continuamente decrescente. Logo, o
Teorema de Lyapunov generalizado em [37, Proposicao 14.1] para inclusoes diferen-
ciais pode ser utilizado, como em [18;[19], para concluir que o ponto de equilibrio na
origem (o, z) = 0 e a superficie de deslizamento o = & = 0 sao alcancados em tempo

finito partindo de qualquer condigao inicial. Resolvendo a equacao de comparacao
b= —ayu? — QU v(ty) = vy > 0, Yt > to,

verifica-se que V' converge para zero ap6s um intervalo de tempo finito 7% tal que

T <2 (1 + 20 (5(t), z(to))).

6%) a;

Note que V (o, 2) = 0 implica z = ¢ = & = 0. Assim, as trajetdrias do sistema sao

atraldas em tempo finito para a superficie de deslizamento ¢ = ¢ = 0. O
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3.3 Estudo de Caso: Estabilizacao do Movimento

de um Satélite

Considere o problema de estabilizar o movimento de um satélite controlado por pro-
pulsores, com dinamica descrita pelas equagoes de corpo rigido nao-lineares apre-

sentadas em [19,138]. O sistema é dado por
w=JNT+7—wx Juw),

onde T' € R3 é o torque fornecido pelos propulsores, J € R3*3 é uma matriz de inércia
simétrica e positiva definida, w € R? é a velocidade angular inercial do satélite,
7 = ||lw|]|Jw é uma perturbacado nao-linear dependente do estado, e o simbolo X
denota o produto vetorial. Suponha que a matriz de inércia seja equivalente a de

um satélite de pequeno porte, e dada por [39]

J=J,+ kD, (3.9)
onde
2.7388 —0.0031 —0.0269 0.05 0.04 0.04
J, = [-0.0031 2.7924  0.0136 | kg - m?, D= {004 0.05 0.04 kg - m?2.
—0.0269 0.0136  2.1741 0.04 0.04 0.05

O termo J, é a parcela nominal, e kD é a parcela incerta da matriz de inércia.
A constante k possui valor real igual a zero, porém a unica informacao disponivel
para fins de controle é que k € [—3,3]. Assim, variando x no intervalo considerado,
obtém-se os limitantes \,, = 0.3 e Ay = 0.5 para os autovalores da matriz J 1.

O objetivo é determinar uma lei de controle com base no algoritmo super-twisting
multivariavel de modo que a superficie de deslizamento w = w = 0 seja alcancada
em tempo finito, estabilizando o movimento do satélite. O torque é entao definido
como
: w

T=—h— —hywite, = —ky

1 1
[Jwl|2

kqw. (3.10)
Jw]|

Neste caso, a dinamica do sistema em malha-fechada é descrita por

= —hy S ke hw T (W),

w [l (3.11)
z = —k?g— — k:4w,

]|

onde y(t,w) = J ' (¥ —w x Jw) e z = £&. Note que a Hipdtese (A2) nao ¢ global-

mente satisfeita, uma vez que (¢, w) depende quadraticamente da norma de w. No
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entanto, para o caso local em que ||w|| < 1, tem-se

Am Am
bl < (1432 ) ol < (1432 ) ol <1 a2
onde \,, é o autovalor minimo de J~!. Logo, verifica-se que a Hipdtese (A2) é

satisfeita localmente em ||w|| < 1 para constantes positivas

h=1+2Y 5=
Am
Além disso, de ([B3]) e do fato de que V' é uma fungao continuamente decrescente
no tempo, segue que 2ks||w(t)|| < V(w,z) < V (w(ty), 2(t9)), Vt > ty. Portanto,
a Hipotese (A2) serd vélida Vt > t, se as condigoes iniciais w(ty) e z(tp) forem
suficientemente pequenas e tais que V(wy, 29) < 2k3. Assim, os seguintes ganhos
sao escolhidos de acordo com (B.H) e (B.0): ky = 3, ko = 22, k3 = 84, e ky = 18000.

A Figura B.J] apresenta os resultados de simulagao do sistema de controle
super-twisting multivaridvel projetado, considerando condigdes iniciais w(0) =
[—0.002 —0.007 0.03]" rad/s, e 2(0) = £(0) = 0. Observe que o sinal de controle
continuo fornecido pelo torque permite a convergéncia em tempo finito da velocidade
angular para zero, apesar da perturbagao nao-linear dependente do estado (¢, w)
e da incerteza na matriz de inércia J. Entretanto, neste caso particular, o resul-
tado obtido é valido apenas localmente no espaco de estado. Isso é ilustrado pela
Figura 3.2l que mostra que o sistema se torna instavel para condigoes iniciais mais
distantes do equilibrio e dadas por w(0) = [-1 —3.5 15]" rad/s e z(0) = £(0) = 0.

3.3.1 Mudanca de Escala de Tempo para Resultado Global

Visando obter estabilizacao global do movimento do satélite, considere um algoritmo

super-twisting multivaridvel modificado, com lei de controle dada por

Chwte|, €=+l [—k”ﬂ

- ]{Z4U):| .
wll

M

T=(1+ Jul) [—k

Neste caso, a dinamica do sistema em malha-fechada é descrita por

i = (14 el [—kl -~ kw4 2| At w),
ol
w
2= (1+[lw]) {—k ——kw}.
ol ~

onde y(t,w) = J ' (¥ —w x Jw) e 2 = €. Assim, de modo a simplificar a anélise de

estabilidade do sistema modificado, é considerada uma mudanca de escala de tempo
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~
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t [s]
5r
0 A
—~
e}
~—
-5
_10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t [s]

Figura 3.1: Desempenho do super-twisting multivariavel no controle de um satélite
com matriz de inércia incerta e w(0) = [—0.002 —0.007 0.03]"rad/s: (a) com-
ponentes do vetor velocidade angular inercial [rad/s|] (o) wi, () wsy, (e) ws; (b)
componentes do vetor de torque [N -m]| (o) 71, (o) T3, (o) T5.

dependente do estado [40, Secao IV] definida por

dr

dt = ——
1+ [fwl]

T(to) = to

A dinamica em malha-fechada na nova escala de tempo é descrita por

dw _ ek hw T oy (4, w),
dr [|w]|2
dz w
e kg — k
dr ]
(), w)

onde t(r),w) = .
' ' /YT( '( ) ) 1 + ||w|| ' . '
limitada linearmente pela norma do vetor velocidade angular inercial, uma vez que

Ie(t(r), w)] < (1 ; i—f:) el < (1 ' i—fj) o]

Note que a perturbacao na nova escala de tempo é

Logo, a Hipdtese (A2) é satisfeita globalmente no espaco de estado para

A
m:1+fﬁ 5y = 0.

m
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Figura 3.2: Desempenho do super-twisting multivariavel no controle de um satélite
com matriz de inércia incerta e w(0) = [-1 —3.5 15]T rad/s: componentes do vetor
velocidade angular inercial [rad/s] (e) wy, (e) wy, (e) ws.

w [rad/s]

Figura 3.3: Desempenho do super-twisting multivariavel modificado no controle de
um satélite com matriz de inércia incerta e w(0) = [=1 —3.5 15]" rad/s: compo-
nentes do vetor velocidade angular inercial [rad/s| (e) wy, (®) wsq, (®) ws.

O resultado de estabilidade na nova escala de tempo é equivalente ao da es-
cala de tempo original se a nova varidvel de tempo 7 crescer ilimitadamente com
o tempo [41, p. 149] [40]. Isso acontecerd se ||w(t)| for uniformemente limitada
por alguma constante Vi > ¢, o que é verdade para qualquer condicao inicial como
consequéncia do fato de que V é negativa definida, como demonstrado na analise an-
terior. Portanto, considerando os mesmos parametros e ganhos do algoritmo super-
twisting multivaridavel projetado anteriormente, o controlador modificado fornece
convergencia global do vetor velocidade angular inercial w para zero para qualquer
condicao inicial.

A Figura [3.3] apresenta os resultados de simulacao do sistema de controle super-
twisting multivariavel modificado projetado nesta subsecao, considerando condigoes
iniciais w(0) = [-1 —3.5 15]"rad/s e 2(0) = £(0) = 0. Observe que a nova
abordagem fornece convergéncia em tempo finito do vetor velocidade angular inercial

w para zero até mesmo para condigoes iniciais mais distantes da origem.
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Capitulo 4

Variable (Gain Super-Twisting por

Realimentacao de Saida

Como mostrado na Subsecao 2.6.1], o super-twisting é um algoritmo de controle por
modos deslizantes de segunda ordem capaz de atenuar o indesejavel efeito do chat-
tering em sistemas incertos com grau relativo unitario. Este controlador tem como
principal vantagem nao necessitar de nenhuma informagao sobre a derivada temporal
da variavel de deslizamento para a implementacao da lei de controle. Recentemente,
a introdugao de anédlises baseadas em fungoes de Lyapunov [15,16] permitiu o desen-
volvimento de generalizagoes para o super-twisting baseadas na utilizagao de ganhos
variaveis |17, [18] e na introducdo de uma estrutura multivariavel [19], consideradas
anteriormente nas Subsecoes e2.6.3 No entanto, apesar de serem capazes de
compensar uma classe bastante abrangente de incertezas/perturbagdes variantes no
tempo e dependentes do estado, estas abordagens nao apresentavam uma estratégia
de controle por realimentacao de saida.

O objetivo deste capitulo é propor uma estratégia de controle por realimentacao
de saida baseada em uma extensao multivaridvel do algoritmo variable gain super-
twisting para sistemas incertos com grau relativo unitario na presenca de uma classe
bastante geral de perturbacoes nao-lineares dependentes do estado. Até onde se
sabe, este é o primeiro controlador por realimentacao de saida baseado em um algo-
ritmo super-twisting multivaridvel nao-desacoplado capaz de garantir propriedades
uniformes globais de estabilidade assintotica com convergéncia em tempo finito.
Para alcancar uma solucao por realimentagao de saida, um limitante superior para
a norma da variavel de estado nao-medida é estimado utilizando filtros de apro-
ximagao de primeira ordem (First Order Approximation Filters — FOAFs) [22,42].
A efetividade da estratégia de controle proposta, bem como a vantagem de se con-
siderar um algoritmo super-twisting multivariavel com ganhos varidveis em relagao
ao seu correspondente com ganhos fixos, sao ilustradas em dois estudos de caso: a

estabilizacao do movimento de um satélite, e o controle de uma cadeia de trailers.
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4.1 Preliminares

Neste capitulo, todos os k’s denotam constantes positivas apropriadas. Funcoes de
classes K, Ky, e KL sao definidas como de costume [43]. || - || representa a norma
Euclidiana para vetores, ou a norma induzida para matrizes. Aqui, a definicao de
Filippov para a solugdo de equacoes diferenciais descontinuas é assumida [27]. A
margem de estabilidade de uma matriz de transferéncia p x m dada por G(s) =
C(sI — A)~'B é definida por

Yo = mjin{—Re(pj)}’

onde p; sdo os polos de G(s). O sistema com matriz de transferéncia G(s) é BIBO
estdavel se e somente se 7y > 0. A margem de estabilidade de uma matriz real A é

definida por
Ao == min {—Re(};)},
J

onde \; sao os autovalores de A. Se Ay > 0, entao A ¢ Hurwitz.

4.2 Definicao do Problema

Considere um sistema nao-linear incerto descrito por
&= Az + Blu + d(x, )], y=Cuz, (4.1)

onde t € [0,00), x € R™ é o vetor de estado, u € R™ é a entrada, y € R™ é a saida, e
d(z,t) : RT xR" € R™ é uma funcao absolutamente continua nao-linear que engloba
as incertezas/perturbagdes casadas presentes no sistema. Assuma que apenas a saida
esteja disponivel para a implementacao da lei de controle. A perturbacao nao precisa
ser uniformemente limitada a priori. Entretanto, d(x,t) e seu gradiente devem
ser limitados em norma por fungoes continuas conhecidas, de modo a satisfazer as
Hipéteses (A6) a serem definidas posteriormente. Além disso, as matrizes A, B e
C sao incertas e pertencentes a um conjunto compacto, de modo que os limitantes
necessarios para suas incertezas sao conhecidos.

Suponha que as seguintes hipoteses basicas sejam satisfeitas:

(A1) A matriz de transferéncia G(s) = C(sI — A)"'B ¢ de fase minima e possui

posto completo.
(A2) O sistema é controlavel e observavel.

(A3) G(s) possui grau relativo uniforme e unitdrio, isto é, lim sG(s) = K, = CB,
S§—00

onde K, € R™*™ ¢ nao-singular.
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O objetivo é determinar uma lei de controle u por realimentacao de saida baseada
em uma extensao multivariavel do algoritmo variable gain super-twisting de modo
que a saida y rastreie em tempo finito um sinal de referéncia y,, € R™ gerado pelo

seguinte modelo de referéncia:
Um = AmlYm + K1, (4.2)

onde A,, é Hurwitz, e r € R™ é uma entrada de referéncia limitada e continua por

partes. Em outras palavras, definindo o erro de rastreamento de saida como

=Y — Un, (4.3)

pretende-se projetar u tal que as trajetérias do sistema sejam atraidas globalmente
e em tempo finito para a superficie de deslizamento e = é = 0.

Considerando a Hipdtese (A2), pode-se mostrar que as matrizes B e C' possuem
posto completo. Neste caso, é possivel obter uma matriz B, € R ™" de posto
completo tal que BB = 0. Logo, como o produto K, = CB ¢é nao-singular de
acordo com a Hipdtese (A3), tem-se que a transformacao linear de coordenadas de

estado definida por

Ul By
= .T,
Y C
leva o sistema (4.1]) a seguinte forma normal:
n=Aun+ Ay, (4.4a)
= Ann + Ay + Kplu + d(z,1)], (4.4b)

onde a dinamica dos zeros 1 = Ajn é estavel, considerando as Hipoteses (Al) e
(A2). Note que n € R™™ ¢é uma variavel de estado nado-medida, ao contrario do

considerado em [17,/18]. A dinamica do erro de rastreamento de saida é descrita por
é=Kyu+ f(n,e,t), (4.5)

onde o termo
f(n,e,t) = Aan + Ase+ Kyd(n, e, t) + AoYm — Ym, (4.6)

com d(n, e, t) = d(z,t), é considerado como uma perturbagao nao-linear dependente
do estado. Esta perturbagao pode ser reescrita como

f(nv e7t) = [f(nv e7t) - f<n707t)] +f<77707t> = gl(ﬁv e7t) +92(777t)7
——

N J
-~

gi(n,et) g2(n,t)
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onde

91(7)7 €, t) - A226 + Kp {d(nv €, t) - d(nv 07 t)} ) (47&)
g2 (777 t) = A2177 + Kpd<777 07 t) + A22ym - ym7 (47b>
e g1(n,0,t) = 0. Assim, para projetar uma estratégia de controle com base no

algoritmo variable gain super-twisting, é necessario se ter disponiveis limitantes

superiores para as normas da perturbacao g;(7, e,t) e da derivada temporal

d d
(92(n, 1)) = Aot Ann + Ay Ara(e + ym) + K,

Entretanto, estes limitantes geralmente dependem da norma da variavel de estado
nao-medida 7. Portanto, é necessario obter um limitante superior para a norma de

n, o que pode ser feito utilizando filtros de aproximacao de primeira ordem [42].

4.3 Filtros de Aproximacao de Primeira Ordem

Para estimar um limitante superior para a norma da variavel de estado nao-medida
de um sistema linear e invariante no tempo, é possivel utilizar filtros de aproximagao
de primeira ordem. Estes filtros podem ser projetados de acordo com o lema a seguir,

ligeiramente modificado em rela¢ao ao apresentado em [42].

Lema 4.1 ([42]). Considere um sistema linear e invariante no tempo descrito por
T = Ax + Bu, y = Cu,

onde r € R" € o estado, u € R™ € a entrada, e y € RP € a saida. Assuma que a
matriz A seja Hurwitz. Defina o > 0 como a margem de estabilidade da matriz de
transferéncia H(s) := C(sI — A)"'B e v := vy — 0y > 0, onde & € uma constante
positiva arbitraria menor que 7. FEntao, existem constantes ci,co > 0 tais que a

resposta ao impulso h(t) satisfaca
|R(#)]] < cre™™, vt > 0,
e que as sequintes desigualdades sejam validas, ¥t >ty > 0:
Ih@)xu®)] < crewu(@)ll,  Ja@)] < eve” sult)|+eze” om0 (1)

onde \g > 0 é a margem de estabilidade da matriz A. Note que vy = Ao para

realizagoes minimas {A, B,C'}.

Demonstragao. ver [42, Lema 2. O
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O objetivo é determinar uma aproximacao de primeira ordem de um limitante
superior para a norma da varidavel de estado nao-medida 7, com dinamica dada
por (A4al). Neste caso, é necessario ter algum conhecimento sobre a margem de
estabilidade da matriz Aj;, que é Hurwitz uma vez que G(s) é de fase minima e o

sistema é controldvel e observavel. Assim, é feita a seguinte hipotese:
(A4) Um limitante inferior A > 0 para a margem de estabilidade de A;; é conhecido.

Logo, um limitante superior para a norma de 7 pode ser obtido pelo seguinte FOAF":

0= =i+ crllyll, (4.9)

com constantes apropriadas cg, Ay > 0, que podem ser computadas utilizando os
métodos de otimizagao descritos em [22,44]. Portanto, considerando o Lema [A.1], é

possivel obter a desigualdade

@)l < i) + lmy ()], Im(&)] = eyllzg(to) ]l e, (4.10)

para determinadas constantes c,, A, > 0, e z,, = [nT ﬁ}T

4.4 Variable Gain Super-Twisting Monovariavel

por Realimentacao de Saida

Considere primeiramente o caso SISO, em que m = 1. Suponha que a seguinte

hipétese adicional seja satisfeita:

(Aba) O sinal do ganho de alta frequéncia k, = C'B é conhecido e, sem perda de
generalidade, suposto positivo. Caso k, seja negativo, deve-se inverter o sinal

da lei de controle escalar u € R e substituir k, por |k,|.

Neste caso, a lei de controle u é definida com base no algoritmo variable gain super-

twisting proposto em [17, [18], e dada por
t
u=—ki(t,n,e)p1(e) — / ko(t, 1, e)pa(e)dt, (4.11)
to

onde

1 3
d1(e) = le]> sgn(e) +kse,  dale) = s (e) + Jhsle|> sgn(e) + ke,  (4.12)

com k3 > 0. Note que, como mostrado na Subsecao 2.6.2] este algoritmo é uma
generalizacao para ganhos varidveis do super-twisting convencional, que é obtido

fazendo os ganhos kq e ko constantes, e ks igual a zero.
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Visando propor uma estratégia de controle por realimentacao de saida, deve-
se levar em consideragao a presenga do FOAF (49]) no sistema em malha-fechada.

Assim, é feita a seguinte hipétese com respeito a perturbacao (4.6):

(A6a) A perturbacao (A.6]) satisfaz as seguintes desigualdades

‘91(777 e7t)‘ < {Ql(tvﬁv 6) + |7T1<t)‘} ‘(bl(e)‘u

y (4.13)
@[gm,m] < {oolt,,€) + [ma(®)]} o)l

para determinadas fungdes continuas conhecidas o1 (t,7,€e), 02(t,7,€) > 0,

7)\1(25 to

e termos exponencialmente decrescentes |mi(t)] = 1 (||z,(t0)]) e e

Im2()] = 72 ([l (t)[]) €271, A, Ao > 0, 71,72 € K

Note que esta hipétese é ligeiramente diferente daquela feita em [17, [18], devido a
presenca dos termos exponencialmente decrescentes |m(t)| e |me(t)|. Estes termos
sao introduzidos com o objetivo de representar perturbagoes relacionadas a |, (t)|
na desigualdade (£I0). Portanto, considerando as equagoes dinamicas do erro de
rastreamento (4.0 e da variavel de estado nao-medida (44al) do sistema (£1]), em
conjunto com o filtro de aproximagao de primeira ordem (4.9) e a lei de controle
variable gain super-twisting (4.I1), verifica-se que a dinamica do sistema em malha-

fechada é descrita por

0= =X+ csle + Yml,
n = Aun+ Awzle + yml,

e = —k:pkl(ta ﬁa 6)¢1(6) +z+ gl(n’ €, t)’ (414)
d
&= —kypha(t 0, €)da(e) + —lga(n. 1)),

t
com 2 = _kp/ k2(t7 ﬁ7 €)¢2(€)dt + 92(777 t)

to
Teorema 4.1. Considere o sistema em malha-fechada (AI4]). Assuma que as
Hipdteses (A1)-(Ab6a) sejam satisfeitas. Entao, as trajetorias do sistema serdo
atraidas globalmente e em tempo finito para a superficie de deslizamento é = e = 0

se 0s ganhos varidveis forem escolhidos como

1 1
ki(t,n,e) > 6+ % { [4€% + 201 + 00]? + 2€(02 + k) + € + 01(kp 5 + 462)} :
ka(t, 1), €) = B+ 2eki (L, 1), €),
(4.15)
onde 3, € € & sao constantes positivas arbitrdrias.
Demonstracao. ver Apéndice [B.1l O]

63



O exemplo a seguir ilustra as principais caracteristicas de um sistema de controle

variable gain super-twisting por realimentacgao de saida.

Exemplo 4.1. Considere um sistema nao-linear incerto descrito por ([@1l), com

1
0 . B= 0
-1 2 1

e ganho de alta frequéncia k, = CB = 1. As matrizes A, B, e C sao incertas e

s+1

A G

, O = [1 1], G(s) = O(s] — A)"'B =

pertencentes a um conjunto compacto, de modo que apenas limitantes para suas
incertezas sao conhecidos. Além disso, as incertezas/perturbagoes casadas presentes

no sistema sao representadas pela fungao d(z,t), e dadas por
d(z,t) = |Cz| + 0.5sen (87t) = |y| + 0.1sen (87t).

Note que as Hipdteses (A1)—(A3) sdo satisfeitas. Aplicando a transformacao linear
de coordenadas de estado definida por

i 10
T = x,
Y 11

o sistema ¢ levado a formal normal (4.4]), com

By
C

Apn=-1, Ap=1, Ay=-4 Apn=3, K,=k =1

O objetivo é determinar uma lei de controle u por realimentacao de saida baseada
no algoritmo variable gain super-twisting de modo que a saida y rastreie em tempo

finito um sinal de referéncia y,, gerado pelo modelo de referéncia (A2]), com
A =-1, K,=1, r = sen (27t).

Em outras palavras, definindo o erro de rastreamento de saida como (£3]), pretende-
se projetar u tal que as trajetorias do sistema sejam atraidas globalmente e em tempo
finito para a superficie de deslizamento e = é = 0. Para isso, suponha que sejam
conhecidos um limitante inferior A = 0.5 para a margem de estabilidade da matriz
Ay; e osinal do ganho de alta frequéncia k,,, satisfazendo as Hipdteses (A4) e (Aba).
Além disso, definindo d(n, e, t) = d(z,t), assuma que os seguintes limitantes para as

incertezas/perturbagoes presentes no sistema sejam conhecidos

|An| < 1.2, |A1a| < 1.2, |Aa1| <5, |Ago| < 4, 0.8 < Jkp| <1,
d .
g, 0) = d 0.0 <2, | Gla.0.0]] < 2] +3,
(4.16)
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Neste caso, para que seja possivel projetar u com base no algoritmo variable gain
super-twisting por realimentagao de saida, deve-se garantir que a Hipdtese (A6a) seja
satisfeita. Para isso, obtém-se primeiramente um limitante superior para a norma
da variavel de estado nao-medida 7 utilizando um filtro de aproximagao de primeira

ordem definido por (£9]), com constantes
A =05, ;=12

satisfazendo a desigualdade ([AI0). Em seguida, é necessirio determinar fungoes
continuas 91 (t,7,¢€), 02(t,7,e¢) > 0 de modo que as desigualdades (LI3]) sejam sa-
tisfeitas pela perturbagao (4.6). Neste sentido, considerando (4.7a), (LS8), (410,
#I12), e ([AIG), é possivel mostrar que os termos que representam as incerte-

zas/perturbagoes presentes no sistema sao limitados de acordo com as desigualdades
6
l91(m, €, 8)| < [Azalle] + [l|dn, €,2) = d(n, 0,2)] < dfe] + 2le] < 7-|é(e)

e também

dgo

o < |Aor[ {|Aul 0| + [As2|[le] + |yml]} + [Fp]

d . .
F1000.0.01] + Al + 1
< 6le] 4+ 6.0+ |7 0)]}+ Bl + 2Ll + 3 + Al + i

6 ) ) .
< e { . 120+ 120y + 120+ 2] +6-+ (0] 02(6)
3

onde |my(t)| = 2|m,(t)]. Logo, as funcoes continuas sdo escolhidas como

6 ) 6 X . )
oi1(t, M, e) = —, 02(t, 7, €) ZmaX{ﬁ, 12'rz+12\ym|+12|ym|+2\ym|+6}-

ks <
Assim, é garantido que a hipdtese (A6Ga) é satisfeita. Portanto, define-se a lei de
controle variable gain super-twisting como (4.I1l), com ganhos varidveis definidos
de acordo com (I7), e ganho fixo k3 = 0.5. Os ganhos variaveis sao escolhidos
utilizando constantes positivas § = 0.1, ¢ = 1, e § = 3500, e um limitante inferior
conhecido para o ganho de alta frequéncia k, > 0.8, definido em (.I6]).

A Figura [T apresenta os resultados da simulagao do sistema de controle varia-
ble gain super-twisting por realimentacao de saida projetado neste exemplo, consi-
derando condigoes iniciais z(0) = [0.5 0.5]T. Observe que o erro de rastreamento de
saida converge em tempo finito para zero apesar das incertezas/perturbagoes pre-
sentes no sistema. Este resultado mostra a efetividade e robustez da estratégia de
controle proposta. Além disso, é importante destacar que a convergéncia é obtida

por meio de um sinal de controle continuo, e portanto menos propenso ao chattering.
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Figura 4.1: Desempenho da lei de controle variable gain super-twisting por rea-
limentagao de safda (&IT), aplicada ao sistema do Exemplo LTt (a) (e) saida y,
(e) sinal de referéncia y,,; (b) erro de rastreamento e; (c) acao de controle w.

4.5 Variable Gain Super-Twisting Multivariavel

por Realimentacao de Saida

Considere agora o caso multivariavel, em que m > 1. Suponha que a seguinte

hipdtese adicional com respeito ao ganho de alta frequéncia seja satisfeita:
(A5b) O ganho de alta frequéncia K, = C'B ¢ conhecido.

Neste caso, considerando a dinamica do erro de rastreamento de saida (4H), é
possivel determinar a lei de controle v de modo que o termo ¥, presente na per-
turbacao (4.0) seja cancelado. Para isso, define-se a lei de controle utilizando o

conhecimento disponivel sobre o ganho de alta frequéncia, na seguinte forma:

u= K, o+ i), (4.17)
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onde v é uma variavel de controle a ser definida posteriormente. Note que é possivel
utilizar ¢, na implementagao da lei de controle, uma vez que o modelo de referéncia
([#2]) é conhecido. Assim, a dinamica do erro de rastreamento de saida (43]) pode
ser reescrita na forma

é=v+ f(n,et), (4.18)

onde a perturbacao nao-linear dependente do estado é definida como

f(na €, t) = gl (777 €, t) + gQ(T/a t) = AZlT’ + AQQG + Kpd(Th €, t) + AZ?yma (419)

com

gi(n,e,t) = f(n,e,t) — f(n,0,t) = Ape + K, {d(n,e,t) — d(n,0,t)}
g2(777 t) = f<777 07 t) = A2177 + Kpd<777 07 t) + A22ym7

e g1(n,0,t) = 0. A derivada temporal da perturbagao g»(7,t) é dada por

d d
—[32(n,1)] = At Ann + Ann Aa(e + ym) + K,

Portanto, considerando a dinamica do erro de rastreamento de saida (£I8]), deve-se
determinar a varidvel de controle v de modo que as trajetérias do sistema sejam
atraidas em tempo finito para a superficie de deslizamento e = é = 0.

Nesta secao, é proposta uma estrutura multivariavel nao-desacoplada baseada
no algoritmo variable gain super-twisting [17, [18], apresentado na Subsecao A
principal vantagem desta estrutura é permitir lidar com incertezas nao-desacopladas
e perturbagoes dependentes do estado, estendendo a aplicabilidade do algoritmo a

uma classe maior de sistemas incertos. A varidvel de controle é definida como

t
v= _kl(tvﬁv 6)¢1(6) _/ kQ(tvﬁa 6)¢2(6)dt, (420)
to
onde ) 5
(& (& (&
br(e) = —— ke, dale) = -+ Shy—— + kZe, (4.21)
B e T 2l T2 e

com ks > 0. Note que esta estrutura ¢ obtida generalizando as fungoes sgn ()
presentes no caso escalar para fungoes vetor unitario. O algoritmo variable gain
super-twisting escalar pode ser recuperado fazendo m = 1. Além disso, outra ca-

racteristica interessante deste algoritmo de controle multivariavel é que a matriz

N P {1 e’ }+l<:3], (4.22)

de ez U 2[ell?

jacobiana

possui as trés propriedades a seguir.
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Propriedade (P1)

Considerando (4.2]), a seguinte igualdade é valida:

¢2(e) = P (e)d(e).

Esta é a extensao de uma importante propriedade observada no caso escalar [17, [18].
A estrutura multivariavel nao-desacoplada (£20)-(£21)), obtida generalizando as
fungoes sgn () presentes no caso escalar para fungdes vetor unitario, felizmente satis-

faz & mesma propriedade. Isso pode ser verificado pelo cdlculo direto de @ (e)¢py(e).

Propriedade (P2)

No caso escalar, uma propriedade fundamental para que seja possivel assegurar a
convergencia do algoritmo é dada por
_dgy 1

! = — = l{} :1
o7 (e) T 2|e|% + k3 >0, m

No caso multivariavel, ®|(e) € R™*™ é uma matriz, o que torna a andlise mais
complicada. Note que esta matriz é simétrica, como pode ser verificado em (4.22]).

Assim, considere a seguinte forma quadratica com vetor w € R™:

1 wle)(eTw
w! @) (e)w = T {||w||2 — #} + ksljw||?, (4.23)
lle]|2 2|e]]

que alcanca o seu valor mfnimo no méximo valor do produto (w”e)(eTw). De acordo

com a desigualdade de Cauchy-Schwarz para produtos internos, tem-se
(whe)(e"w) < [lwl|le]”.

Logo, pode-se verificar que a seguinte desigualdade é vélida:

1
W' @ () > (2” B +k3) [wlP, Vo eR™, (4.24)
ell2

e portanto a matriz jacobiana ®;(e) é positiva definida. Note que a igualdade em

(#24) ocorre quando w é um autovetor de ®(e) linearmente dependente de e.

Propriedade (P3)

Para m > 1, outra propriedade interessante é que a forma quadrética (£.23]) alcanca
o seu valor méaximo quando o produto (w?e)(elw) é igual a zero. Isso ocorre quando

w é um autovetor de ®](e) ortogonal a e. Neste caso, a norma induzida da matriz
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® (e) ¢é definida a partir deste valor méaximo, e dada por

123 (e)]| =

+ ]{33, m > 1. [ ]
e H 2

Estas propriedades sao fundamentais para a andalise de convergéncia do algoritmo.

Visando propor uma estratégia de controle por realimentacao de saida como

na Secao 4.4l deve-se considerar a presenca do FOAF (4.9) no sistema em malha-

fechada. Assim, é feita a seguinte hipétese com respeito a perturbagao (£19):

(A6b) A perturbacao (LI9) satisfaz as seguintes desigualdades

19:(n, e, )| < {er(t, 7, €) + [m(E)[} [|or(e)]]

|00 < et ) + O} (e (425)

para determinadas fungoes continuas conhecidas g;(¢,7,¢€), 02(t,7,€) > 0,

e termos exponencialmente decrescentes |mi(t)] = 1 (|2, (to)]]) e 1),

72 ()] = 72 (2 (o) [[) 7220710, Ay, A > 0, 71,72 € K

e

E importante destacar que esta hipdtese é ligeiramente diferente daquela feita em
[17,118], devido & presenga dos termos exponencialmente decrescentes | (t)| e |ma(t)].
Como comentado na Secgao [4.4] estes termos sdo introduzidos com o objetivo de
representar perturbacoes relacionadas a |m,(t)| na desigualdade (ZI0).

Neste caso, a dinamica do sistema em malha-fechada é definida pelas equacoes
dinamicas do erro de rastreamento (4I8)) e da varidvel de estado nao-medida
(#4a) do sistema (4.1]), em conjunto com o FOAF (£.9) e a lei de controle (4.17)-
(£20). Entao, visando demonstrar propriedades uniformes globais de estabilidade

assintética, define-se as varidveis de referéncia auxiliares 7),, e 1, como

ﬁm == _)\fﬁm + Cf”ym”7 nm = Allnm + A12ym7 ﬁm(t0> = nm(tO) =0.

Note que estas variaveis representam sinais do tempo bem definidos, uma vez que
suas condicoes iniciais sao determinadas a priori. Portanto, considerando as variaveis

auxiliares, a dinamica do sistema em malha-fechada pode ser representada por

fle = =Apfle + ¢r [lle + ymll = llyml]]
Ne = An1ne + Axze,

e = —ki(t,0,e)¢1(e) + 2+ g1(n. e, 1),
2= —ka(t, 7, €)pa(e) + [ga(n, 1)].

(4.26)

t
Com fle =1 — Ty e = 1) — N, € 2 = —/ ko(t, 1, e)po(e)dt + ga(n, t).

to
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Teorema 4.2. Considere o sistema em malha-fechada ([L28]), com vetor de estado
Xe = [ﬁe T]Z €T ZT:|T

Entao, o sistema é globalmente uniformemente assintoticamente estdvel, e suas tra-

Assuma que as Hipdteses (A1)-(A6b) sejam satisfeitas.

jetorias sao atraidas globalmente e em tempo finito para a superficie de deslizamento

¢ =e =0, se 0s ganhos varidveis forem escolhidos como

11
ki(t,f,€) =0+ — {—[4€Q1 + 00]* + 2€00 + € + 26 + 01](8 +4€2)} )

B\ 4e (4.27)
ka(t, 0, €) = B+ 4€® + 2eky (1,79, €),
onde 3, € e § sao constantes positivas arbitrdrias.
Demonstracao. ver Apéndice [B.2] 0

A efetividade da estratégia de controle proposta, bem como a vantagem de se consi-
derar um algoritmo super-twisting multivariavel com ganhos variaveis em relagao ao

seu correspondente com ganhos fixos, sao ilustradas pelos estudos de caso a seguir.

4.5.1 Estudo de Caso: Estabilizacao de um Satélite

Visando evidenciar as vantagens de se considerar um algoritmo super-twisting mul-
tivariavel com ganhos variaveis em relagao ao seu correspondente com ganhos cons-
tantes, considere o problema de estabilizacao do movimento de um satélite contro-
lado por propulsores. A dindmica do movimento é descrita pela seguinte equagao

nao-linear de corpo rigido [19, 38]:
w=J YT +d(t,w) —w x Jw), (4.28)

onde w € R3 ¢ a velocidade angular inercial do satélite, 7' € R3 é o torque fornecido
pelos propulsores, e d(t,w) = ||w|Jw é uma perturbagdo de entrada nao-linear
dependente do estado. Assuma que a matriz de inércia simétrica e positiva definida

seja conhecida a priori e dada por

1.2757  —0.0040 —0.0230
J=10%-1-0.0040 0.6597  0.0063 | kgm*.
—0.0230 0.0063  0.8750

O objetivo é determinar uma acao de controle a ser fornecida pelo torque T de
modo que as trajetérias de estado do sistema sejam atraidas em tempo finito para a
superficie de deslizamento w = w = 0, estabilizando o movimento do satélite. Neste

caso, projeta-se o torque na forma
T=JT, (4.29)
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onde T é uma variavel de controle a ser definida posteriormente. Para isso, serao
considerados dois algoritmos de controle multivaridvel por modos deslizantes de
segunda ordem: o Super-Twisting Multivariavel [19], apresentado na Subsecao [2.6.3}
e o Variable Gain Super-Twisting Multivariavel, proposto nesta secao.

Considere primeiramente o projeto de uma estratégia de controle com base no
algoritmo Super-Twisting Multivariavel [19]. Note que a equagao nao-linear de corpo
rigido (£.28)), com torque definido na forma (4.29), é correspondente a dinamica
Z6I) parac =x =w,v=J T =T, ea(t,z) = alt,w) = J 1 (d(t,w) —w x Jw).

Assim, considerando (2.65)) e (2.66]), escreve-se a perturbacao na forma
a(t,w) = ay(t, w) + as(t, w),
onde as funcgoes
ay(t,w) = J Y ||w|| Jw — w x Jw), as(t,w) =0
devem satisfazer as desigualdades
lay (8, w)| < dullwll, — [laa(t, w)l| < b

para determinadas constantes 01,02 > 0. Entretanto, como ||a;(t,w)|| cresce qua-
draticamente com a norma da velocidade angular inercial, estas desigualdades nao
podem ser satisfeitas globalmente. Entao, define-se as constantes d; e d, de modo a

satisfazer as desigualdades localmente em D = {w € R3 | ||w|| < 1}, tais que

)\max {J}

5y =14 Jmax o)
! +)\min{t]}’

9y = 0.

Neste caso, a varidvel de controle é definida pelo algoritmo (2.64]), de modo que

: w

T:_kl—_ka_'_g? é‘:_ks”U}H

1 /<;4w.
[]]2

Os ganhos deste algoritmo sao escolhidos de acordo com (2:68]), e dados por k; = 1,
ko =6.9, ks =1, e ky = 293. A Figura apresenta os resultados da simulacao do
sistema de controle super-twisting multivariavel projetado, considerando condigoes
iniciais w(0) = [—0.0021 —0.0067 0.0253]" rad/s e £(0) = 0. Observe que o sinal
de controle continuo fornecido pelo torque permite a convergéncia em tempo finito
da velocidade angular inercial w para zero, apesar da presenca da perturbacao nao-
linear dependente do estado d(¢,w). Entretanto, a Figura mostra que o sistema
se torna instavel para condicoes iniciais mais distantes do equilibrio, dadas por
w(0) = [0.4162 —0.1910 8.7877]" rad/s e £(0) = 0. Portanto, conclui-se que neste
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Figura 4.2: Desempenho do Super-Twisting Multivaridvel no controle do movimento
de um satélite com condicoes iniciais w(0) = [~0.0021 —0.0067 0.0253]" rad/s: (a)
componentes do vetor velocidade angular inercial [rad/s| (o) wyq, () wy, (e) ws; (b)
componentes do vetor de torque [N -m]| (o) 71, (o) T3, (o) T5.

caso o algoritmo Super-Twisting Multivaridvel com ganhos constantes é capaz de
fornecer apenas convergéncia local no espago de estado.

Considere agora o projeto de uma estratégia de controle com base no algoritmo
Variable Gain Super-Twisting Multivaridavel. Note que a equacao nao-linear de corpo
rigido (Z.28]), com torque definido na forma (4.29), é correspondente a dinamica
@EI]) parae =w,v = J T =T, e f(n,e,t) = f(t,w) = J N d(t,w) — w x Jw).

Assim, considerando ([£I9), escreve-se a perturbagao na forma
F(t,w) = gi(t,w) + gaot) = T (Jwl| Jw — w x Jw),
onde
git,w) = f(t,w) = f(£,0) = T (Jw]|Jw —w x Jw),  ga(t) = [(£,0) =0,

e g1(t,0) = 0. Esta perturbagao deve satisfazer as desigualdades (4.25]), dadas por
_ d . _
[g1(E, w)| < o1(t, w) [|o1(w)]], 2 92(])| < ea(t, w) [ @a(w)ll

para determinadas fungdes continuas g; (¢, w), g2(t,w) > 0. E importante destacar
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Figura 4.3: Desempenho do Super-Twisting Multivaridvel no controle do movimento
de um satélite com condicoes iniciais w(0) = [0.4162 —0.1910 8.7877]" rad/s: com-
ponentes do vetor velocidade angular inercial [rad/s| (o) wy, (®) ws, (®) ws.

que os termos exponencialmente decrescentes em (25 nao se aplicam neste caso,
uma vez que todas as variaveis de estado estao disponiveis para fins de controle.

Entao, define-se as fungoes continuas g (t, w) e gs(t, w) como

Ql(t,w):% (1+%) , 0o(t,w) = 0.

Neste caso, a varidvel de controle é definida pelo algoritmo (A.20)—-(@.21), tal que

T = —k:l(t,w)gbl(w) —/ kg(t,w)gbg(w)dt,

to

onde . 5
w w w
$1(w) = +hsw,  Go(w) = S+ Sks— + ki,
]2 2wl 2wl

Os ganhos varidveis ki (t,w) e ko(t,w) sao selecionados de acordo com ([A27), com
0 =15, 8 =1,ee = 0.1, enquanto o ganho constante é escolhido como k3 = 1.
A Figura [4£.4] apresenta os resultados da simulacao do sistema de controle variable
gain super-twisting multivaridvel projetado nesta subsecao, considerando condigoes
iniciais w(0) = [=0.0021 —0.0067 0.0253]" rad/s. Observe que o algoritmo com
ganhos variaveis fornece uma comparavel, senao ainda mais rapida, convergéncia
utilizando menos esfor¢o de controle em relacao ao seu correspondente com ganhos
constantes, como pode ser verificado comparando as Figuras e[44l Além disso,
a Figura mostra que a velocidade angular inercial w converge em tempo finito
para zero mesmo para condigoes iniciais mais distantes do equilibrio, dadas por
w(0) = [0.4162 —0.1910 8.7877]" rad/s. Portanto, conclui-se que o Variable Gain
Super-Twisting Multivariavel permite obter resultados globais de estabilidade para
sistemas incertos na presenca de uma classe maior de incertezas/perturbagoes em

relacao ao algoritmo Super-Twisting Multivariavel com ganhos constantes.
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Figura 4.4: Desempenho do Variable Gain Super-Twisting Multivariavel no controle
de um satélite com condicoes iniciais w(0) = [~0.0021 —0.0067 0.0253]" rad/s: (a)
componentes do vetor velocidade angular inercial [rad/s| (o) wyq, () wy, (e) ws; (b)
componentes do vetor de torque [N -m]| (o) 71, (o) T3, (o) T5.

4.5.2 Estudo de Caso: Controle de uma Cadeia de Trailers

De modo a ilustrar a aplicabilidade da estratégia de controle Variable Gain Super-
Twisting Multivariavel por realimentacao de saida, considere o problema do controle
de uma cadeia de trailers apresentado em [45]. Seja a cadeia composta por quatro
trailers representada na Figura 4.6l controlada pelos atuadores conectados aos dois

trailers ativos. A dinamica do movimento é descrita pela forma normal (4.4]), com

0 1 0 0 -1 0
k b b
A = 3 3 ’ Ao = 3
H o o0 0 1 S I
k b b
0 0o - -2 0o =
L My my L my
k 1 1
=L 0000 0 0 — -
An = 77;1 bos Koy Doy | Az = 0 oz + b | Ky = 77;1 71711 )
my my my ms ms

onde a saida y = [v; vg]T é composta pelas velocidades dos trailers ativos, a acao de

T, . . .
controle u = [F; F3]" é fornecida pela forgas provenientes dos atuadores, e a variavel
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Figura 4.5: Desempenho do Variable Gain Super-Twisting Multivaridvel no con-
trole de um satélite com condicoes iniciais w(0) = [0.4162 —0.1910 8.7877]" rad/s:
componentes do vetor velocidade angular inercial [rad/s] (o) wq, (®) wo, () ws.
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Figura 4.6: Cadeia composta por quatro trailers, controlada pelos dois atuadores
conectados aos trailers ativos. O quarto trailer pode ou nao estar conectado a cadeia.

Tabela 4.1: Parametros da cadeia de trailers da Figura

Parametro | Nominal Minimo Maximo Unidade
™my 1.2 1.2 1.2 kg
Mo 2.5 2.5 2.5 kg
ms 1.0 0.5 1.5 kg
my 1.0 1.0 1.0 kg
koa 100 100 100 N/m
k31 30 25 35 N/m

de estado nao-medida n = [l31 v3 Iy v4]T ¢é composta pelas distancias [3; e [45 entre
os trailers correspondentes, e pelas velocidades dos trailers passivos. A perturbacao
de entrada é nula, isto é, d(z,t) = 0. Os parametros fisicos do sistema sdo incertos,
porém limitados de acordo com a Tabela L1l Além disso, o quarto trailer pode ou
nao estar conectado a cadeia. Quando desconectado, considera-se byy = 0Ns/m e
ks = ON/m, e a varidvel de estado nao-medida é reduzida a n = [l3; vg]T. Note
que as hipéteses (A1)—(A5b) s@o satisfeitas.

O objetivo é determinar uma lei de controle u por realimentagao de saida com

base no algoritmo Variable Gain Super-Twisting Multivaridvel de modo que a saida
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y rastreie em tempo finito um sinal de referéncia y,, gerado pelo modelo de referéncia
Ym = —2Ym + 1, r = [20sen (10t) —10sen (5¢)]" m/s2.

Em outras palavras, definindo o erro de rastreamento de saida como (A3]), pretende-
se projetar u tal que as trajetorias do sistema sejam atraidas globalmente e em tempo
finito para a superficie de deslizamento e = é = (. Para isso, o conhecimento nominal
do sistema é considerado de modo a reduzir a magnitude da acao de controle. Assim,

em vez de (AIT), a lei de controle é definida na forma
u = Kp_l[v + Ym — A5y,

onde AJS™ é o valor nominal da matriz Ay, e a variavel de controle v é definida pelo
algoritmo Variable Gain Super-Twisting Multivaridvel (£20)-(421]). Neste caso, a
dinamica do erro de rastreamento de saida é descrita por (4.18)), onde a perturbagao

nao-linear dependente do estado é definida como
fn,e.t) = gi(n,e,t) + ga(n,t) = Ao + Asse + Ay, Agy = Agy — AB™,
com

gl(na €, t) = ]F(T’a €, t) - f(na Oa t) - A2267 §2(77> t) - ]F(na 07 t) = Aan + AQZyma

e g1(n,0,t) = 0. A derivada temporal da perturbagao g»(n,t) é dada por

d ~
i [G2(n,1)] = Aot A1 + As1 Ara(e + Ym) + Asalm.

Note que esta perturbacao satisfaz as desigualdades

| Az
2ol

1911l < [ Azallle]] <

dgs < .
| | < s vl + s Al el + ol + Lzl

[ Ag1 Al PO

< max {k— 2 (1421 Aul + Az Asalllgmll + I Az2ll3l) o 1651
3

Logo, de modo a satisfazer a Hipdtese (A6b), deve-se obter um limitante superior

para a norma || A A117||, dependente da varidvel de estado nao-medida 7. Isso

pode ser feito multiplicando o valor maximo || As; A11|max = 211.6, considerando os

intervalos admissiveis para os parametros incertos, por um limitante superior para

a norma de 7 fornecido por um filtro de aproximagao de primeira ordem na forma
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Figura 4.7: (e) Envoltéria h(t) = ||h(t)||max Para a norma da resposta ao impulso

h(t) = Ay Apq et Ay, computada considerando os intervalos admissiveis para os
parametros incertos; (e) Resposta ao impulso ¢, e *»! do FOAF.

(#9) para o subsistema (£4al). Assim, o FOAF projetado de modo a minimizar o
ganho DC teria como parametros ¢y = 12.4 e Ay = 0.83, computados utilizando os
métodos de otimizagao descritos em [22]. Entretanto, um limitante superior menos
conservativo é obtido projetando um filtro de aproximacao de primeira ordem para
o sistema com resposta ao impulso h(t) = Ag Ayy ednt A, A dindmica deste FOAF

é descrita por

0= =) + cullyll,

onde os parametros ¢, = 506.7 e \;, = 0.83 sao escolhidos de modo a minimizar o
ganho DC. Note que ¢;, é consideravelmente menor que o produto || Az A11|lmaxCs-
A Figura [4.7 mostra que a resposta ao impulso do FOAF projetado é um limitante
superior aceitdavel para a envoltéria hA(t) = ||A(t)||max, considerando os intervalos

admissiveis para os parametros incertos. Neste caso, em vez de (LI0), tem-se
[Asr A ()] < a6) + lmy ()], |y (6)] = ellay (L) || 710,

para determinadas constantes c,, A, > 0, e x,, = [nT ﬁ]T. Portanto, para satisfazer
as desigualdades (4.25]) na Hipétese (A6b), as fungoes continuas g4 (¢, 7, €) e 02(t, 1, €)

sao escolhidas como
_ [[As]
ks

An A max
QQ(ta f]a 6) = max {%

A

01 (tv 7, 6)

2 (i s Aol + s il

onde os valores maximos || Asa||max € ||A21A412|lmax 880 computados considerando os
intervalos admissiveis para os parametros incertos. Os ganhos varidveis ki (¢, 17, e) e
ko(t, 7, e) sao entdo selecionados de acordo com (A.27), considerando § = 0.1, € = 4,

e =900, enquanto o ganho constante é escolhido como k3 = 0.4.

77



400 T T T T T T T

300 R

200
o 100

-100
_200 1 1 1 1 1 1 1

Figura 4.8: Desempenho do Variable Gain Super-Twisting Multivariavel no controle
de uma cadeia de trailers: (a) (o) velocidade v; do trailer 1 [m/s], () componente
Ym1 do sinal de referéncia; (b) (e) velocidade vy do trailer 2 [m/s], (e) componente
Ymao do sinal de referéncia; (c¢) forgas fornecidas pelos atuadores [N] (o) Fy, (o) Fb.

A Figurald.8 apresenta os resultados da simulagao do sistema de controle Variable
Gain Super-Twisting Multivariavel por realimentacao de saida aqui projetado, para
condigdes iniciais y(0) = [5 —5]" m/s e (0) = 0. Os parametros incertos sao dados
por m3 = 1.5kg, by3 = 6 Ns/m, e k3; = 35 N/m. O quarto trailer estd inicialmente
desconectado, sendo conectado em ¢t = 3s. Observe que o sinal de controle continuo
fornece um rastreamento exato a partir de um instante de tempo finito 7' ~ 0.2,
quando as trajetérias do sistema convergem para o modo deslizante e = ¢ = 0. Note
ainda que o erro de rastreamento € insensivel a conexao do quarto trailer a cadeia.
Além disso, é importante salientar que foram escolhidos os mesmos parametros de
simulacao considerados em ], visando comparar as duas abordagens. Em con-
traste a agao de controle descontinua em [45], a estratégia proposta apresenta uma
performance similar através de um esforco de controle significativamente menor e, o

mais importante, com um sinal de controle continuo e menos propenso ao chattering.
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Capitulo 5
Conclusoes e Trabalhos Futuros

No Capitulo B, uma nova implementagdo para o algoritmo super-twisting multi-
variavel |[19] foi proposta para sistemas multivaridveis com matriz de entrada incerta,
simétrica, e positiva definida. A partir de uma analise por fungao de Lyapunov, foi
demonstrado que apenas limitantes inferior e superior para os autovalores da matriz
de entrada do sistema sao necessarios para a implementacao da lei de controle. Além
disso, motivado pelo problema de estabilizagao global do movimento de um satélite,
mostrou-se que um novo algoritmo super-twisting com ganhos variaveis pode ser ob-
tido por meio de uma mudanca de escala de tempo nao-linear e dependente do estado.
Na nova escala de tempo, o algoritmo modificado com ganhos variaveis foi analisado
utilizando a mesma andlise tedrica do seu correspondente com ganhos constantes.
Os resultados tedricos foram confirmados por meio de simulagdes numéricas, mos-
trando que o algoritmo modificado é capaz de lidar com uma classe mais abrangente
de incertezas/perturbagoes, assegurando propriedades globais de estabilidade para
casos em que apenas resultados locais podem ser obtidos com ganhos constantes.
No Capitulo M, foram propostas estratégias de controle por realimentacao de
saida com base no algoritmo Variable Gain Super-Twisting |17, [18] para sistemas
incertos na presenca de uma classe bastante geral de incertezas/perturbagdes nao-
lineares dependentes do estado. Para alcangar uma solucao por realimentacao de
saida, um limitante superior para a norma da variavel de estado nao-medida é es-
timado utilizando filtros de aproximacao de primeira ordem. Na Secao [4.4] foram
considerados sistemas monovariaveis incertos com grau relativo unitario. A partir
de uma analise por funcao de Lyapunov similar a utilizada na abordagem original
[17, 18], foram demonstradas propriedades globais de convergéncia em tempo finito
do erro de rastreamento de saida para um modo deslizante de segunda ordem. Um
exemplo de simulacao foi apresentado para validar os resultados tedricos e para ilus-
trar a efetividade do esquema de controle proposto. Na Secao [4.5 foi proposta uma
estratégia de controle por realimentacao de saida baseada em uma extensao mul-

tivaridvel do algoritmo Variable Gain Super-Twisting para sistemas multivariaveis
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incertos com grau relativo uniforme e unitario. Até onde se sabe, este é o primeiro
controlador por realimentacao de saida baseado em um algoritmo super-twisting
multivariavel nao-desacoplado capaz de garantir propriedades uniformes globais de
estabilidade assintética com convergéncia em tempo finito. A efetividade da es-
tratégia de controle proposta, bem como a vantagem de se considerar um algoritmo
super-twisting multivariavel com ganhos variaveis em relagao ao seu correspondente
com ganhos constantes, foram ilustradas em dois problemas de interesse pratico: a

estabilizacao do movimento de um satélite, e o controle de uma cadeia de trailers.

Trabalhos Futuros

Sao propostos os seguintes topicos de pesquisa para continuacao dos trabalhos apre-

sentados nesta dissertacao de mestrado:

e STA Multivariadvel para Sistemas com Matriz de Entrada Incerta:

Um importante aperfeicoamento para a estratégia de controle proposta no
Capitulo [3 seria contornar a necessidade da hipdtese de simetria da matriz de
entrada do sistema. Além disso, outro tema de pesquisa interessante seria es-
tender a andlise baseada na mudanca de escala de tempo para uma classe mais

abrangente de sistemas multivariaveis incertos.

e Variable Gain Super-Twisting por Realimentacao de Saida:

Uma das principais limitacoes da estratégia de controle proposta no Capitulo 4] é
a necessidade do conhecimento prévio da matriz de entrada do sistema. Obter um
algoritmo super-twisting por realimentacao de saida para sistemas com matriz de
entrada incerta seria um interessante tema para pesquisas futuras. Outra impor-
tante contribuicao seria estudar maneiras de utilizar o conhecimento nominal do

sistema com o objetivo de reduzir a magnitude do sinal de controle.

e Comportamento Transitério do Super-Twisting:

Estratégias de controle baseadas no algoritmo super-twisting podem tentar impor
uma convergéncia muito rapida por meio de uma acao de controle suficientemente
intensa, o que pode comprometer a aplicacao pratica desses métodos. Desta forma,
seria interessante desenvolver novas estratégias com o objetivo de melhorar o

comportamento transitorio de controladores baseados no algoritmo super-twisting.
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Apeéendice A

Super-Twisting

A.1 Swuper-Twisting — Analise das Trajetodrias

Seja o sistema em malha-fechada definido por (239) e (Z41]), obedecendo as desi-
gualdades (2:40). A derivada temporal do sinal de controle é dada por

ki o

- 5 1 u, |U| > UM?
i={ “;'2 (A1)
— o —kosgn (o), |u < Up.
2 ‘0‘|§

Para |u| > Uy, segue da dinamica (2.39) e da terceira desigualdade em (2.40)
que ud > 0, o que implica ui < —Uys|u|. Logo, o sinal de controle u converge em
tempo finito para o segmento [—Uys, Upyl, e nele permanece. O sinal de controle

nunca deixara este segmento se estiver inicialmente localizado dentro dele.

Na fronteira |u| = Uy, segue da dinamica (2.39) e das desigualdades (2.40) que
Em(l— q)Un < |6 = b ‘% + u‘ < Kn(l+@Us,  |u| = Un, (A.2)

com ud > 0. Neste caso, segue de ([AJl) que ui > 0 para o6 < 0 e |o| sufici-
entemente grande, e portanto pode existir um modo deslizante de primeira ordem
mantendo u = —Ujs sgn (o). Note, no entanto, que este modo deslizante é mantido
apenas durante um intervalo de tempo finito, uma vez que o < 0 e || obedece a
desigualdade ([A.2]), o que implica |o| decrescente até que ut < 0.
Para |u| < Uy, segue de (239) e (AJ]) que o sistema possui a seguinte dinamica:
bk, o

5 =a+bu— —=
2 |o|2

— bkysgn (o), lu| < Up.

Considerando as desigualdades (2Z.40), verifica-se que tal dinamica obedece a seguinte
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inclusao diferencial:

5 €[~C, O~ [Km, Ku] (%ﬁ + kysgn (a)) . ul<Un.  (A3)
Suponha que, em um dado instante de tempo, o estado do sistema seja dado por
oc=0ed =0y >0. Neste caso, como a derivada temporal ¢ é positiva, o cresce,
levando a trajetéria do sistema para primeiro quadrante do plano de fase (o, 7).

No primeiro quadrante, uma vez que a condicao K,, ko > C' é satisfeitae o, ¢ > 0,
pode-se concluir por (A3) que 6 < 0. Assim, ¢ ird decrescer, levando o sistema ao
quarto quadrante, enquanto o crescera até que alcance seu valor maximo em ¢ = 0.
Uma curva majorante para a trajetoria real do sistema no primeiro quadrante pode
ser obtida a partir da desigualdade

do do
99 < (Koks — 0) Y2,
0 g5 =~ Bnke = C)

que é obtida considerando a inclusao ([A.3]) com o, ¢ > 0. Integrando, tem-se

5 &2
- _ = < — —
5 B (Kka C) g

O valor maximo de ¢ no primeiro quadrante é entao majorado por

=2
%0 > 0. (A.4)

oM = —————~
M9 (Kopky — C) =
Logo, a curva majorante para a trajetéria real do sistema no primeiro quadrante é
definida pela equacao
6% = 2(Kpky — C) oy — 0).

No quarto quadrante, como ¢ < 0, entao o ird decrescer até que se torne igual
a zero. Além disso, considerando (A3) com o > 0 e ¢ < 0, é possivel obter as

seguintes relagoes:

b s
—101>—(k2—£) = <0,
2|0"§ Km

. (A.5)
E i < — k+—c = >0
2 |o|3 T K, 7=

Assim, & < 0 para |¢| suficientemente pequeno, impossibilitando que a trajetéria do
sistema aponte novamente em direcao ao primeiro quadrante. Por outro lado, como

& > 0 para |¢| suficientemente grande, a segunda relacao em ([A.5]) permite obter o
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%0 C1
oM
C2
) . 1
oM o= —vlolz
C3

Figura A.1: (e) Trajetéria no espaco de estado de um super-twisting, (o) Curvas
majorantes: C1, C2 e C3, (o) Pardbola ¢ = —v|o]z.

seguinte limitante inferior para &:

2 C )
oy =—1—\ke+—|)|om|2 < 0. A6
= (bt ) lowl? < (A6)
Note que este limitante é obtido pela interseccao entre a parabola definida por
o= —fy|a\%, com vy = k% <k2 + Kim)’ e a reta 0 = oy, como ilustra a Figura [A]l
Portanto, uma curva majorante que envolve a trajetéria real do sistema no pri-

meiro e quarto quadrantes é definida a partir dos seguintes segmentos:

Segmento Cl: &% = 2(K,,ky — C)(oy — o), parad >0,
Segmento C2: o = oy, para oy < o <0,

Segmento C3: ¢ = gy, para 0 < o < oy

A Figura [AT] ilustra um exemplo de trajetéria de um super-twisting, com suas
respectivas curvas majorantes. Observe que a trajetoria real é envolvida pelas curvas
C1, C2 e C3, que funcionam como limitantes.

Note que a andlise das trajetorias do sistema no terceiro e segundo quadrantes,

para |u| < Uy, é andloga a feita anteriormente. Assim, uma condi¢do capaz de

00

garantir localmente a convergéncia do algoritmo é dada por < 1, e equivale a

ki > <k2+ f?m) (Kmkf—C)' (A.7)

de acordo com ([A.6) e (A.4). Entretanto, esta condi¢ao nao é suficiente para asse-
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gurar convergencia global, uma vez que nao impede que as trajetorias do sistema
alternem entre os modos deslizantes de primeira ordem nas fronteiras u = £U),.
Uma condigao suficiente para a convergéencia global do algoritmo super-twisting é

obtida considerando os limitantes (A.2)) nas fronteiras u = £U),. Esta condicao é

dada por
dM Km<1 B Q)
— | < 5 <1, A8
00 Ku(1+q) (A8)
e é equivalente a
Ku(1+ q)(Knks + C) 2
ky > A9
K00 | Ek O )

de acordo com ([A.G) e (A.4). Resta mostrar que esta convergéncia ocorre em tempo
finito. Para isso, basta considerar uma vizinhanga suficientemente pequena da ori-
gem, uma vez que ([A.8) garante que as trajetérias do sistema convergem para esta
vizinhanga apds um intervalo de tempo finito.

Considere |u| < Uy, e defina a varidvel auxiliar
§ = a(t,z) +b(t, x)z,

de modo que { = ¢ para o = 0, de acordo com (2.39) e (2.41). Note que z — —¢
na medida que o sistema se aproxima da origem do espaco de estado. Suponha
que, ap6s um intervalo de tempo finito, a trajetéria do sistema se encontre em uma

vizinhanga suficiente pequena da origem, tal que |z| < Uy;. Neste caso, tem-se
£ =a+ bz — bkysgn (0),
e a seguinte desigualdade é valida, de acordo com (2.40):
Esgn (o) < — (Kmks — C).

Logo, integrando esta desigualdade entre os instantes de tempo em que a trajetéria
cruza o eixo ¢, é possivel obter o seguinte limitante superior para o intervalo de
tempo T; necessario para realizar meia volta sobre a origem do espacgo de estado:
T < |64 + |Git]
— Y
(Kinks — C)

onde d; e ¢;,1 representam as interseccoes entre a trajetoria e o eixo ¢. O intervalo
de tempo total T' que a trajetoria do sistema leva para convergir para a origem do

espaco de estado é entao obtido pela soma dos intervalos de tempo de cada meia
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volta sobre a origem, e limitado por

o 2 o
T = T, < —— ail,
2 TS gy 21
i=0 1=0
onde ¢;, © = 0,1,2,..., correspondem as interseccoes entre a trajetéria do sistema

e 0 eixo ¢. Considerando a condigao (A.g)), verifica-se que o somatério Y .- |0
é limitado pela soma dos termos de uma progressao geométrica infinita com razao
menor que 1. Sabe-se que esta soma possui um valor finito, o que implica 7" também
finito. Portanto, conclui-se que o modo deslizante de segunda ordem na origem

o = ¢ = 0 atrai as trajetorias do sistema em tempo finito. 0

A.2 Variable Gain Super-Twisting — Analise por
Funcao de Lyapunov
Seja a fungao candidata representada pela seguinte forma quadratica |17, [18]:
V(e,2) = (" PC,

onde

¢ = [¢1(U)] ’ p—

com constantes positivas arbitrarias 5 > 0 e € > 0. Note que esta fungao ¢é positiva

B+ 42 —2¢
—2¢ 1|’

definida, uma vez que P é uma matriz simétrica e positiva definida. Além disso, a
fungao V (o, z) é continua em todo ponto, e diferencidavel em todo ponto com excecao
do subespaco 8 = {(0,2) € R? | 0 = 0}. Pretende-se mostrar que V (o, z) é uma
funcao de Lyapunov para o subsistema (o, z) do sistema em malha-fechada (2.55), e
que esta fungao converge para zero em tempo finito. Para isso, considere a derivada

temporal da variavel ¢, dada por

i [gb’l(a)ér] |90 =kt 2)81(0) + 2+ g1(t 31,0))

~kalt, 2)62(0) + 5 lon(t, )]

z

onde ¢}(0) = %

tes no sistema podem ser representados, sem perda de generalidade, pelos produtos

. Os termos correspondentes as incertezas/perturbagoes presen-

d
g1(t,z1,0) = ay(t,x)pi(o) e £[92<t, 71)] = as(t,x)pe(0), com fungdes apropria-
das aq(t,x) e as(t,z). Assim, de acordo com as desigualdades (2.54]), tem-se que

laq (t, z)| < 01(t, z) e |as(t, )| < 0o(t, ). Além disso, uma importante propriedade
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das fungoes ¢1(0) e ¢2(0) é dada pela seguinte relagao:

1

20|z

P1(0)pi(0) = < + ks) ¢1(0) = ¢a(0).

Entao, a derivada temporal de ¢ pode ser reescrita como

—(k1(t,x) —aq(t,x)) 1
—(ko(t,z) — ag(t,z)) O

I

é = ¢/1(0)A(t’ :L‘)C, A(t’ :L‘) = [

para todo ponto (c,z) € R*\S;. Logo, a derivada temporal da fungdao candidata
V(o,z) em R*\S; é dada por

V = ("P¢+ ¢TP¢ = ()¢ Q(t, )¢,

onde

Q(t,z) = — (AT(t,z)P + PA(t,z)) =

2{(B+4€*) (k1 — o) — 2e(kg — a0)} *
—(B+4€%) — 2e(ky — 1) + (ko — ) 4de|

Note que Q(t, ) é uma matriz simétrica, uma vez que P é simétrica. Considerando
o ganho varidvel ko(t, z) definido por (2Z50]), tem-se

2eq; — g 4e

Q(t,z) = [2 {Bky + 2eqs — [2€ + 1] (B + 4€2)} *]

Assim, pode-se verificar que, se o ganho variavel k; (¢, x) for escolhido de acordo com

(250), entao a matriz simétrica obtida pela subtragao
2§85+ +-[2e01 + ool + 2elos + as] + [or — ] (B+ 4 L
Q — 2¢el = 4e
2eqr; — Qi 2¢

é positiva definida, uma vez que |a;(t, x)| < 01(t, z) e |az(t,z)| < 0o(t, x). Logo, a

derivada temporal da fungao candidata V (o, z) em R*\S; é limitada por

V = —¢{(0)¢TQ(t, x)¢ < —2¢¢) (0)(T( = —2¢ ( + k?3> <11, (A.10)

2|02

onde ||C]| representa a norma Euclidiana de ¢, dada por

16l = f2 + 22 = \/lo] + 2kt + k302 + 22
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Além disso, considerando a desigualdade
Amin {P}[CIP <V = (TPC < A {PY 1%,

onde Apax {P} e Amin { P} representam respectivamente os autovalores maximo e

minimo da matriz P, obtém-se as seguinte relagoes:

1% \ V2
1< > o (PT o]z < [[¢)| £ ——. (A.11)
max Ain 1P}

Entao, considerando (A.I0) e (A1), tem-se que a derivada temporal de V (o, z) em
R2\S; obedece & seguinte desigualdade:

V S _fylvé<0—7 Z) - /72‘/(0-7 2)7 <A12>
onde )
eA2. {P} 2¢ks
"1 = ) Y2 = :
)\max {P} AmaX {P}

Portanto, observando que as trajetérias do subsistema (o, z) do sistema em malha-
fechada (2.55) ndo podem permanecer no subconjunto S;\{0}, verifica-se que V' (o, 2)
¢ uma funcao continuamente decrescente. Logo, a partir do Teorema de Lyapunov
generalizado para Inclusdes Diferenciais |37, Proposigao 14.1], pode-se concluir que
V(o,z) é uma funcdo de Lyapunov para o subsistema (o, z). A propriedade que
permite esta conclusao é que o Teorema de Lyapunov generalizado requer apenas
a continuidade, e nao diferenciabilidade, da funcao de Lyapunov. Além disso, a

solucao da equacao de comparacao

1

’lj = —’)/1@5 — ’)/217, @(to) = T)Q Z 0,

é dada por

2
o(t) = e 2(710) [@é + 1 <1 — e%?(“o))] . V>t
V2

Logo, V (o, z) converge para zero ap6s um intervalo de tempo finito 7" limitado por

° 2y (o(ty), -
Tg%ln (1+%V (o(to), (to))).

Note que V (o, z) = 0 implica z = ¢ = & = 0. Portanto, conclui-se que as trajetérias
do sistema sao atraidas globalmente em tempo finito para um modo deslizante de

segunda ordem o = ¢ = 0.
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Apendice B

Variable (Gain Super-Twisting por

Realimentacao de Saida

B.1 Demonstracao do Teorema (4.1

Demonstracao. Seja a seguinte fungao candidata de Lyapunov, ligeiramente modi-

ficada em relacao a fungao proposta em [17, [18]:

_ T _
Ve, z) = ¢ PC¢, P = o )

kyB + 4€ —26]

com ¢ = [¢1(e) z]T, e B,€ > 0. Note que esta funcao é continua em todo ponto, e
diferencidvel em todo ponto exceto no subespago S = {(e, z) € R?|e = 0}. Considere

a seguinte propriedade das fungdes ¢1(€) e ¢o(e), definidas em (LI2)):

Pile) = — = T + ks, Py = P11 = ( ! T +k3> o1

2|e|?
Logo, segue que a derivada temporal de ¢ é dada por

[ =k (7, €)br(e) + 2+ g1 (n, e, )}
(=" 1 AP — ¢ (e)A(t, 1, €)C + V(. e, 1),

—kpka(t, 7, €)¢a(e) + = [g2(n, )

com

gb,l (6)91(777 ¢, t)
) @/)(77, €, t) - d )

_kpkl (tv ﬁv 6) ]'

A(t,n,e) =
( ! ) _kpk;Q(tvﬁve) 0

para todo ponto em R?*\S, onde esta derivada existe. Neste caso, é possivel verificar

que a derivada temporal da fungao candidata V (e, 2) no mesmo subconjunto R*\S
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é dada por

V =("P¢+ (TP¢
= ¢ (e)¢T (A(t,0,e)"P + PA(t,1,e)) ¢+ 2¢T P(n, e,t)
= _(bl( )C (t 777 )C_'_QCTPQ/}(TL e7t)7

onde

Q(t,),¢) = —(A(t, i1, )" P+ PA(t, i) ¢)) = [25k2k1+4€k »(2eky — ko) *]

ky(ky — 2eky — B) —4€*  4de|

Substituindo o ganho ko pelo definido em (ATI5]), tem-se

2. _
Q(t,n,e) = [257%/{?1 Aeky 3 *]

—4€? 4e|
Além disso, como
d
CTP(n,e,t) = { (kB + 4€*) 1 — 2ez} ¢g1 + {—2e¢ + Z} 92
d
< (kpB + 4€) ¢ ||l g1] + 2e¢) |2 91| + {2¢]n| + |Z|}‘ 72

< 0 {[(o1 + [mi])(kpB + 4€®) + 2¢ (02 + |m2])] |61 ]?
+1(02 + |ma) + 2e(or + [m|)] |2[[0a]}

entao tem-se

20" Py < ¢ {CTT (8,9, €)C+ CTTI(E)C
com ¢ = [|éu| [2]]" e

O A *], I(t) = [2‘W1|<’fpﬁ+462>+4e|7r2\ x|

02 + 2¢e0; 0 || + 2€|m | 0
Da desigualdade ¢TQ(¢ < ¢TQ(, segue que
V < =6, {CTQ(t 0, e)C — CTH(t)C}
onde

Q(t, 7, e) = Q(t, 7, e) = I'(t,7,¢€),

26/{?12)]€1 — 2@1(]{Zpﬁ —+ 4€2> — 46(@2 + kpﬁ) — 26 *

Q — 2¢el =
—(4€* + 02 + 2¢01) 2¢

I
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Note que selecionando o ganho k; de acordo com (AI5]), tem-se que Q) — 2¢l é uma
matriz positiva definida. Logo, a derivada temporal da funcao candidata é limitada

pela seguinte desigualdade:

b= () G- ey, (B.1)

uma vez que ||| = [|¢||. Além disso, como |7, (t)| e |m(t)| sdo limitados, tem-se

V< (Ll +k‘3> CI()C < ( 1 T +1€3> |01 {co, 1] + e[}
2|e|2 2|e|2

< (G SRl + el ) {ecll}
< al¢l + el¢l?,
para determinadas constantes ¢y, , ¢, c¢, ¢1,c2 > 0, uma vez que
ICIP = 1o ]* + |21 = le] + 2kslel*? + K lef* + |2/,
Assim, segue da desigualdade
Amin {PHICI* < V(e 2) = ¢"PC < Amax {P}IIC]® (B.2)
que a derivada temporal da funcao candidata é limitada por
V< Elvé(e, z) + Ve, 2),

para constantes ¢, ¢ > 0. Portanto, V (e, z) ndo pode escapar em tempo finito.

Por outro lado, é possivel mostrar que a seguinte desigualdade é valida:

2
9

CTI()C < |me ()] [C]

para determinada fungao exponencial decrescente 7¢(t). Esta desigualdade, em con-

junto com (B.)), implica

VS—m—mwm(ig+mymﬁ

Logo, como |m(t)] é um termo exponencialmente decrescente, tem-se a seguinte

relacao apos um instante de tempo finito t;:

2e — |mc(t)| > 2p, Vit >,
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onde p < € é uma constante positiva. Assim, tem-se

: 1
V< =2u <2| |; +k3> 1¢1I%, Vit > ty.
el?2

Entao, considerando (B.2) e a desigualdade

Ve, 2)

)\Iilin {P}

pode-se mostrar que a derivada temporal da fungao candidata V (e, z) é limitada de

1
lel> < ¢l <

acordo com a seguinte desigualdade:
V< —ﬁlvé(e, z) — KoV (e, 2), Vit > t,
para constantes positivas

iAe (P} 2tk
Kl =—"—"=, HKyg=—".
)\max {P} )\max {P}

Neste caso, observando que as trajetérias do subsistema (e, z) do sistema em malha-
fechada (AI4]) nao podem permanecer no subconjunto S\{0}, verifica-se que V (e, z)
¢ uma funcao continuamente decrescente. Logo, a partir do Teorema de Lyapunov
generalizado para Inclusdes Diferenciais |37, Proposigao 14.1], pode-se concluir que
V(e,z) é uma funcao de Lyapunov para o subsistema (e, z). A propriedade que
permite esta conclusao é que o Teorema de Lyapunov generalizado requer apenas
a continuidade, e nao diferenciabilidade, da funcao de Lyapunov. Além disso, a

solucao da equacao de comparacao
V= —/{11)% — Ko, v(ty) = v >0, Vit >t

¢ dada por

2
'U(t) — efng(tftl) |:1)1% + ﬂ (1 _ e%(ttl)>:| , vt Z tl-
K9

Logo, V (e, z) converge para zero ap6s um instante de tempo finito 7" limitado por

T<t+-2m (1 22y (e(tl),z(tl))).

Ra R1

Note que V (e, z) = 0 implica z = e = é = 0. Portanto, as trajetérias do sistema sao

atraldas em tempo finito para a superficie de deslizamento e = é = 0. O
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B.2 Demonstracao do Teorema

Demonstracao. Seja a seguinte funcao candidata de Lyapunov, que é uma extensao

multivaridavel da func¢do proposta em [17, [18]:

Ve, z)=(TP¢, P =
(e,2) = ¢ P¢ g ;

(B + 421 —261

com ( = [gb{(e) ZT]T, e B,e > 0. Note que esta funcao é continua em todo ponto, e
diferencidvel em todo ponto exceto no subespaco S = {(e, z) € R*™ | e = 0}. Neste
caso, segue da dinamica do sistema em malha-fechada (£.26)) e da Propriedade (P1)

que a derivada temporal de ¢ é dada por

é”: (1311(6){—]{;1(75,77, 6)¢1(6) +d2+g1(nv e’t)} :A(t A 6)§+77Z)( e t)
—ko(t, 1), €)da(e€) + E[%(TH)] o e

. —ky(t, 7, €) D, (e) P (e) @ (e)g1(n, e, t)
A ,1,€) = ) ) €, =
B N 1 T R PN

para todo ponto em R?*™\S, onde esta derivada existe. Logo, é possivel verificar que

a derivada temporal da funcao candidata no mesmo subconjunto R*™\S é dada por

V= {TPCH TP
= (T (A(t,h,e)TP + PA(t, 0, e)) + 2T Py(n, e, t) (B.3)
- _gTQ(tv ﬁv G)C + 2§TP77Z)(777 €, t))

) ) ) 26k1 + de(2eky — ko) } O K
Q(t, 7, €) = —(A(t, 7, €)' P+ PA(t,7,€)) = E;j_lzekle(_ 6(51+ 43)? <1>1 4e<1>’] '
1 1

Substituindo o ganho kq pelo definido em (A27]), tem-se

{28k, — 4e(B+ 4¢2)} @, 0 ]

Q(t, 7, ) =
0 4ed,

Neste caso, a Propriedade (P2) implica
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com ¢ = [[lgr(e)] [I=/l]"

_ 2
Ot .¢) 2k 4(6)(5—1-46 ) i] -

Além disso, considerando (A.25) e a Propriedade (P1), tem-se

PP, e,t) = {(B+ 42 ¢y — 2e2} Bgy + {—2e¢y + 2}7 dg;
< (B+ 4|67, 131 + 2€l =14 Mgl + (2ellon ] + 121} H

< (o1 +Imil) [(B + 4€”)|oall |21 pu || + 2el|= ][ [ @Y [[[| 61 ]
+ (02 + |ma|) Qellgnll + [121]) |91

i (e)pi(e) = <m + ks) ¢1(e),

e considerando a Propriedade (P3), pode-se verificar que

dgo

Assim, sabendo que

¢"Pu(n, 1) < ( TR

+k ) {(o1+ i) (B + 4€*) | 1]|* + de(or + |mi])|2l]] 1]
+2€ (02 + [m2]) 6111 + (02 + [ml) 12l [l 61 } -

Entao, tem-se a desigualdade

2¢" Py(n, e,t) < (2”;‘2 ) {¢ho(t,h,e)¢+ CTTI()C

com

U(t,h,e) = [2@1(6+462) + 4ep9 *] 7 () = [2|7T1|(5+462) +delms| |

Q2+46Q1 0 ‘7T2| +46|7T1| 0

Logo, a derivada temporal (B.3]) da fun¢ao candidata V' (e, z) é limitada de acordo

com a seguinte desigualdade:

<= () (00000 ).

onde
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de modo que

28k, — (de + 201)(B + 4€%) — 4eoy — 2¢ K

Q — 2l =
—(09 + 4€01) 2¢

Note que selecionando o ganho k; de acordo com (A.27), tem-se que @) — 2¢l é uma
matriz positiva definida. Portanto, verifica-se que a derivada temporal da funcao

candidata ¢ limitada de acordo com a desigualdade

VS—@ﬁﬁ+m>m¢W—€hwq. (B.4)

uma vez que ||§|| = ||C||

Forward Completeness

Para que seja possivel garantir propriedades uniformes globais de estabilidade as-
sintotica e convergeéncia para a superficie de deslizamento e = é = 0, deve-se primei-
ramente mostrar que as trajetérias do sistema nao podem escapar em tempo finito.

Considere a desigualdade (B.4)), que implica

V< (L + k3> CTII(t)C.
2|lell2

Note que os termos exponencialmente decrescentes |m(t)| e |ma(t)| presentes nos
elementos da matriz I1(¢) s@o definidos na Hipdtese (A6b) e uniformemente limitados

de acordo com

[ma(8)] = 71 (lg(to)l]) e <y ([ Xe(t)])

N )‘17)\2 >07 7177261(:007
Ima(t)] = 2 (|l (to) ) €207 <y (| Xe(t0) 1)

uma vez que as relacoes 7. (to) = 7(to) € ne(to) = n(to) implicam || X, (to)]| > ||z, (to)]-
Neste caso, pode-se mostrar que existem constantes positivas k1 = 7, (|| Xe(to)]]) €

Rg = /7/12<”Xe<t0>H>7 Y1y Vo € Icooa tais que

: 1
V< (2"6”5 +’€3> [oall {Rall@all + izl -

Logo, considerando a igualdade [|¢1]| = ||e||z + ksle]| e a definicio do vetor ¢, é

possivel mostrar que

) 1 3 1
V§<§+#M¢2+@w@nﬂm,
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com k3 = Ky + K. Assim, considerando as relagoes ||e|[2 < ||o1]l, ksllell < |lou]l, e

llo1|l < |I€]], pode-se verificar que

V < rall¢l + s €I,

5k
com Ky = % e ks = ;H?’. Neste caso, como a funcao candidata V (e, z) satisfaz
Amin {P} K17 < V (e, 2) = ("PC < Amax {PY €17, (B.5)

entao sua derivada temporal é limitada por

V< KJGV%(e, 2) 4+ Kk7V (e, 2),

K4 K5 - -

com kg = ——— € ky = —————. Resolvendo a equacao de comparagao

Ao (P} Auin { P}

U= /@60% + K70, v(tg) =vo >0 (B.6)
obtém-se a solucao
t—t i ke —BL (1) 2
v(t) = ert=to) v5+ﬁ—(1—e 2 0) . Yt >t >0. (B.7)
7

Note que v(t) nao diverge em tempo finito. Portanto, invocando o principio de com-

paracao, verifica-se que a funcao candidata é limitada de acordo com a desigualdade
Ve, z) <o(t), Vit > tg > 0. (B.8)

Assim, é garantido que a variavel de estado z e o erro de rastreamento e nao escapam
em tempo finito. Além disso, como 7. e 7. sao varidveis de estado provenientes de
dinamicas lineares estaveis com ganhos finitos, conclui-se que o estado completo X,

do sistema em malha-fechada (4.26]) nao pode escapar em tempo finito.

Estabilidade Uniforme Global

Visando demonstrar propriedades uniformes globais de estabilidade, considere nova-
mente a relagao (B.4). E possivel mostrar que existe uma funcao exponencialmente
decrescente |m3(t)] = y3(|| Xc(to)]]) e *2E%) ) A3 > 0, v3 € K, capaz de satisfazer a
desigualdade

CTTI()C < |ms(t)] ]|

Neste caso, considerando o termo exponencialmente decrescente |m3(t)|, verifica-se

que a derivada temporal da fungao candidata V(e, z) é limitada de acordo com a
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seguinte desigualdade:

. 1 2112
V< —(2e = |ms(t)]) ( 1 +k3> 1< (B.9)
2lellz
Logo, existe um instante de tempo finito 77, dado por
X.(t
i (2AL0ID)
T} = tp + max ¢ 0, < : (B.10)
A3
tal que
2e¢ — |m3(t)]| > e, vt > 1Ty, (B.11)

e a derivada temporal V se torna negativa definida. Assim, considerando (B1) e
([B.8), é possivel concluir que as trajetérias do sistema podem crescer no maximo
exponencialmente até o instante de tempo t = 77, e a funcao candidata é limitada

de acordo com a desigualdade
Ve, z) <v(Ty), Vit >ty >0, (B.12)

onde

2
v(Th) = vo% o2 (Timto) | 16 <877(T1_t°) —1>] : (B.13)
K7

Note que, das definicoes das constantes x; e da relacao vy = (T (to) P((tg), segue que
1
Ke )\r?iin {P}

= X, (¢ 26 = Zmin\” J
B (IXet)l), 2 = St

. Bhs(k1 +h) _ Sks(w, + o)
T 2)\min {P} 2)\min {P}

e também
0 % A LY I = A (P | (et + Balletl])” + ()]

< s 1P} [ (10 + K Xlt0)) 0] = (X, )

COM Yyers Yoo € Koo- Além disso, considerando (B.I0), tem-se a seguinte relagao

In (1+M)

T —ty < ‘

)\3 = f}/AT(”XG<tO>H>7 fYAT € lCoo

Neste caso, considerando que k7, vy, e 17 — to sao limitados por funcoes classe Ko,

e que a constante dada pela divisdo de kg por k7 é independente de || X.||, pode-se
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verificar que as seguintes desigualdades sao satisfeitas:

3 %(Tl—to)< 3 %’YAT: X (t
i e < yin e (1 Xe(to)]);

V4 € ’Cooa
Ve
e (e 5 (Thi—to) _1> < K6 (eT7’YAT _1) = v5(|| Xe(to)]), 75 € Koo
K7 Kkt
Logo, considerando (B.12)) e (B.13)), tem-se
V(e 2) < o(Th) < [ra(IXe(to)]) + 75 XeEo) D) = w1 Xc(to)[)s V>t >0,

com v € Ko. Assim, considerando (B.H), verifica-se que as normas da varidvel de

estado z e do erro de rastreamento de saida e sao limitadas por

le|| < <] < Ve, 2) - vo(|| Xe(t0))
— k

3 ksAmin {P} T EsAmin { P} = Ye([| Xe(to) 1), Ye € Koos
<1< e WX ek

Além disso, as varidveis de estado 7). e 7. em (£26]) sdo provenientes de dinamicas

lineares e invariantes no tempo com solucoes dadas por

t
ho= e MOt + [ e MO ek gl =l dr, e dr >0
to

t
ne = A=)y (t0) +/ M=) Apge dr,

Ay, Hurwitz,
to

o que implica

t
A . (7 . c
il <l + [ ere 0 eldr < [iufto)] + 5 sup el

to f t>tg

Cc
< [[Xe(to)ll + )\—J;%(HXe(to)H) = e ([[ Xe(to) 1), Vie € Koo,

e também
t
7|l < ks|[me(to) | +/ |1 Apo]| [lelldr < ks|lne(to) || + ko Sup le]l
to 210
< kgl| Xe(to) || + move (| Xe (o)) = Yn ([[ Xe(to)]), Ve € Koo,

para determinadas constantes kg, k9 > 0. Logo, conclui-se que a norma do vetor de

estado X, do sistema em malha-fechada (£.20]) é limitada ¥t > ¢, > 0 por
[ Xell < 1Rl + el + [lell + 121l < vge + e + 7e + 72 = vx. (1 Xe(@0)]),
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onde vx, € K. Portanto, a origem do sistema em malha-fechada ([£.26]) é global-

mente uniformemente estavel de acordo com [46, Definigao 2].

Convergéncia Global em Tempo Finito

Com o objetivo de demonstrar a convergéncia global em tempo finito das trajetorias
do sistema (4.26]) para a superficie de deslizamento e = é = 0, considere novamente
a desigualdade (B.9). Como a relagao (B.II) é vélida V¢t > T}, entéao

. 1
V< —¢ (—1 + k3> 1<%, Vit > T).

2lellz
Logo, segue das desigualdades (B5) e [|e]|2 < [|¢1] <[] que
V< —clvé(e, z) — 3V (e, 2), Vit > T,

onde
€ eks

a=—73 Cy =
2 hax { P}

" A (P}

Neste caso, observando que as trajetérias do subsistema (e, z) do sistema em malha-
fechada (4.26]) nao podem permanecer no subconjunto S\{0}, verifica-se que V (e, 2)
é uma funcao continuamente decrescente. Logo, a partir do Teorema de Lyapunov
generalizado para Inclusdes Diferenciais |37, Proposigao 14.1], pode-se concluir que
V(e,z) é uma fungao de Lyapunov para o subsistema (e, z). A propriedade que
permite esta conclusao é que o Teorema de Lyapunov generalizado requer apenas
a continuidade, e nao diferenciabilidade, da funcao de Lyapunov. Além disso, a

solucao da equacao de comparagao
) 1
U= —Clv2 — Cov, v(Ty) =v >0, Vi > T,

é dada por

2
v(t) = e~e2(t=T0) {v% +2 (1 - ef(tTl))} ) Vi > Ty,
Co

Logo, V' (e, z) converge para zero ap6s um instante de tempo finito 7" limitado por

2 1
T<T +—In (1 + 2V (e(Ty), z(TI)))
Co C1

Note que V (e, z) = 0 implica z = e = é = 0. Portanto, as trajetérias do sistema sao

atraidas globalmente em tempo finito para a superficie de deslizamento e = é = 0.
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Estabilidade Assintdotica Uniforme Global

Apé6s um instante de tempo finito 7', as trajetérias do sistema convergem para a
superficie de deslizamento e = é = 0, e as dinamicas das variaveis de estado 7. € 7,

em (£.26]) passam a ser descritas por
fle = —AfTe, Ne = A117e, Vi > T,
o que implica
e =e MEDR(T), o= (T), Vi T,

com A; > 0 e Ay; Hurwitz. Note que 7). e 1. convergem exponencialmente para zero
nestas condigoes. Logo, conclui-se que, além de globalmente uniformemente estavel,
a origem do sistema em malha-fechada (4.26)) é globalmente uniformemente atrativa
[46, Defini¢ao 3]. Portanto, de acordo com [46, Definicao 4], esta origem também é

globalmente uniformemente assintoticamente estavel.
O
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Apéndice C
Lemas Auxiliares

Lema C.1. Seja B € R™™, onde 1 < m < n, uma matriz de posto completo.

Entao existe uma matriz ortogonal Q@ € R™™ tal que

0

B=Q"'B = A

)

onde B,, € R™™ ¢ nao-singular.

Demonstracao. Pode-se escrever a matriz B como

B=DBB, = [Bl B]

0
L.’

onde B, € R™ (™ ™) ¢ yma matriz de posto completo com colunas pertencentes

R™*™ ¢ a matriz identidade. Note que

ao espaco nulo a esquerda de B, e [, €
B; € R™" ¢ uma matriz nao-singular e BT B = 0, uma vez que B e B, possuem
posto completo e o espaco nulo a esquerda de B é ortogonal ao espago coluna de B.

Sendo assim, é possivel realizar a seguinte fatoracao QR [47]:

R, 0

B =QR =
1=@Q QOR2

9

onde as matrizes R; € R=*(=m) ¢ Ry € R™*™ 3o triangulares superiores e nio-
singulares. Note que R é diagonal por blocos, uma vez que BT B = 0. Substituindo

By = QR na equagao de B, tem-se
B=QRBy;=Q 0
= y = |
Portanto, definindo B,, = R, e sabendo que () é uma matriz ortogonal, pode-se
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concluir que

B=Q"'B =

0
Bn |

Lema C.2. Seja um sistema definido pela sequinte equagao de estado:

All A12
A21 A22

0
By

u

ondex € R", u e R™, 1 <m < n, e By € R™™ ¢ nao-singular. Entao o sistema

serd controldvel se e somente se o par (A1, Aqz) for controldvel.

Demonstracao. Considere primeiramente que o sistema seja controlavel. Assim, a

matriz

A11 . A12 0

(C.1)
A21 A22 - )\ BQ

tera posto completo por linhas VA € C, o que implica que todas as suas linhas serao

linearmente independentes. Sendo assim, a matriz
A=A A (C2)

também tera posto completo por linhas VA € C, e portanto o par (Ay;, Ajz) serd
controlavel.

Suponha agora que o par (A, Aj2) seja controlavel. Neste caso, a matriz
(C.2) tera posto completo por linhas, e entao o primeiro bloco de linhas da matriz
(C1)) serd linearmente independente. Sendo assim, como Bs é nao-singular, entao
a matriz (CI) também terd posto completo por linhas VA € C, e o sistema serd

controlavel. O
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