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Orientador: Liu Hsu

Programa: Engenharia Elétrica

Esta dissertação trata do problema de localização submarina utilizando uma

única referência acústica e propõe um sistema de localização submarina de baixo

custo para o robô submarino de operação remota LUMA (Light Underwater Mobile

Asset), véıculo projetado para realizar pesquisas ambientais na Báıa do Almiran-

tado, onde se localiza a Estação Antártica Brasileira. O sistema se baseia no uso de

modem acústico, profund́ımetro, unidade de medição inercial e câmeras de v́ıdeo.

Dois estimadores de estado são aplicados, o Filtro de Kalman Estendido (EKF) e

o Unscented Kalman Filter (UKF), este até então não havia sido analisado para o

problema em questão. Como substituto de sensores Doppler Velocity Log (DVL),

de alto custo, é considerado o uso de câmeras de v́ıdeo como sistema de odometria

visual. As simulações computacionais realizadas atestaram a viabilidade do sistema

de localização proposto com resultados similares ou até melhores que um sistema de

localização USBL convencional.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

SINGLE-BEACON UNDERWATER LOCALIZATION WITH UNSCENTED

KALMAN FILTER

Victor Frangipani de Oliveira Lima

December/2015

Advisor: Liu Hsu

Department: Electrical Engineering

This dissertation studies the issue of single-beacon underwater localization and

proposes a low-cost localization system for remotely operated submarine robot

LUMA (Light Underwater Mobile Asset), vehicle designed for environmental re-

search in Admiralty Bay, where is the Comandante Ferraz Brazilian Antarctic Base.

The system is based on an acoustic modem, depth sensor, inertial measurement

unit and video cameras. Two state estimators are applied, the Extended Kalman

Filter (EKF) and the Unscented Kalman Filter (UKF). The UKF until this work

wasn’t applied for this kind of problem. A visual odometry system is considered as

an alternative for a high-cost Dopple Velocity Log sensor. Computer simulations

were performed and proved the viability of the proposed system with a localization

accuracy comparable or even better than a conventional USBL system.
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2.3.1 Óptico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3.2 Sonar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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A.7 Processo Estocástico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

B Algumas Demonstrações 95

B.1 Propriedades do traço de uma matriz . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
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Pprop Matriz de covariância do rúıdo da medida zprop [m2/s2], p. 60
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IMU [rad/s], p. 60
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Caṕıtulo 1

Introdução

O LUMA (Light Underwater Mobile Asset), figura 1.1, é um robô submarino de

operação remota desenvolvido pelo Grupo de Simulação e Controle em Automação e

Robótica (GSCAR) do Instituto Alberto Luiz Coimbra de Pós-Graduação e Pesquisa

de Engenharia (COPPE). É um submerśıvel não tripulado projetado para operar

em profundidades de até 1000 metros. A conexão com a superf́ıcie é feita por meio

de um cabo umbilical com fibra óptica, que serve tanto para o controle do véıculo

quanto para a transmissão de v́ıdeos e dados dos sensores embarcados. Seu principal

objetivo é a coleta de imagens do leito marinho na Báıa do Almirantado, onde se

localiza a Estação Antártica Brasileira Comandante Ferraz.

1.1 Submerśıveis Não Tripulados

Véıculos submarinos não tripulados (UUVs, Unmanned Underwater Vehicles) são

divididos em duas classes:

� Véıculos submarinos de operação remota (ROVs - Remotely Operated Un-

Figura 1.1: Modelo renderizado do ROV LUMA
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derwater Vehicles)

� Véıculos submarinos autônomos (AUVs - Autonomous Underwater Vehicles)

As primeiras pesquisas com submerśıveis autônomos foram feitas entre as décadas

de 1950 e 1960, com AUVs que se limitavam a experimentos de curta duração e pouco

do que foi desenvolvido foi publicado abertamente na época (Blidberg 2001). Eram

véıculos custosos, de grandes dimensões e ineficientes para o que propunham realizar

(Wernli 1999).

Até a década de 1980 o foco no desenvolvimento de submerśıveis não tripula-

dos se deu em ROVs (Blidberg 2001). Estes se tornaram essenciais para diversas

missões submarinas, estudos oceanográficos, manipulação de estruturas submersas

ou inspeções em zonas de risco, por exemplo.

Em meados da década de 1980, com a evolução da capacidade de processamento

de computadores e na tecnologia de armazenamento de energia, o desenvolvimento

de AUVs ganhou força. As décadas seguintes são marcadas por um aumento no

número de AUVs operacionais e no surgimento de empresas especializadas em sua

fabricação.

Um levantamento apresentado em Wernli (1999) constatou que no ano de 1999

haviam 66 AUVs operacionais ou em desenvolvimento. A pesquisa apresentada em

Newman & Westwood (2012) indica que em 2009 haviam 390 AUVs em operação,

três anos depois este número saltou para 560. Do total, cerca de 89% são aplica-

dos em pesquisas cient́ıficas ou na indústria militar, geralmente em operações de

mapeamento, inspeção ou vigilância. Enquanto aplicações que exigem algum tipo

de interferência no ambiente, sejam para a instalação, reparação ou manutenção de

equipamentos, continuam sendo realizadas por ROVs. Alguns estudos vêm sendo re-

alizados com I-AUVs (Intervention-AUVs), véıculos autônomos com manipuladores

robóticos, mas ainda se trata de um campo incipiente (Ribas et al. 2012).

A grande maioria dos ROVs é conectada ao navio de apoio por meio de um cabo

umbilical, utilizado para enviar comandos ao véıculo e prover uma fonte de energia.

Embora isto permita operações de longa duração, é necessária uma infraestrutura

grande e custosa. Uma missão longe da costa demanda um navio de consideráveis

dimensões, equipado com um guindaste para içamento e sistemas TMS (TMS -

Tether Management System) para gerenciamento do umbilical, além da tripulação,

que deve incluir operadores especializados em ROVs (Ribas et al. 2010).

Os únicos tipos de automatização presentes na maioria dos ROVs modernos

são para o controle automático da direção, profundidade e altitude. A condução

do véıculo depende bastante das habilidades de seu operador, que deve superar

condições como baixa visibilidade, variações de correntes maŕıtimas e efeitos de

arraste do cabo umbilical (Omerdic et al. 2012).
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Figura 1.2: Exemplos de AUVs em suas diversas formas: a) Kongsberg Hugin 1000
(Subsea World News 2014) b) Cybernetix ALIVE (Cybernetix 2014) c) Girona 500
(CIRS Underwater Robotics Research Center 2014) d) Festo AquaJelly (Festo Cor-
poration 2014)

Avanços recentes buscam minimizar as limitações de um ROV, isso pode se dar

pela redução nas suas dimensões, facilitando o seu lançamento, no uso de fibra óptica

para a comunicação, o que leva a umbilicais mais finos com efeito de arraste reduzido,

ou na eliminação deste cabo umbilical, de modo que o ROV deve carregar sua própria

fonte energética e a comunicação se dá por um meio de um modem acústico (Brun

2012). Alguns submerśıveis têm sido projetados para operar com um maior grau de

autonomia, de forma a depender menos de um operador, um ROV capacitado para

seguir uma determinada trajetória de forma autônoma é descrito em Omerdic et al.

(2012). Outra tendência é o desenvolvimento de véıculos h́ıbridos (HROV - Hybrid

Remotely Operated Vehicle), que podem ser configurados tanto como um AUV, sem

umbilical, quanto como um ROV (Brun 2012). Um submerśıvel deste tipo é descrito

em Bowen et al. (2008).

1.2 Objetivos e Metodologia

A autonomia de submerśıveis têm sido um campo de intenso desenvolvimento na

robótica submarina e um ponto crucial é o uso de um sistema de localização, que

permita obter as coordenadas geográficas do véıculo (Kinsey et al. 2006). Tal sistema

possibilitaria capacitar o LUMA com um grau de maior de autonomia, além de

permitir que os dados coletados em cada missão possam ser mapeados. Com tais

3



possibilidades em vista, esta dissertação tem como objetivo principal o projeto de

um algoritmo de localização.

Para tal, a seguinte metodologia de trabalho foi adotada:

� Foi realizada uma revisão bibliográfica das principais técnicas de localização

submarina e de tal estudo foi identificado um método que seja adequado para o

LUMA, levando em conta as condições do ambiente de operação e do conjunto

de equipamentos dispońıveis.

� Para estimar a localização do véıculo é necessário o uso de um modelo do

mesmo e de cada sensor utilizado. Um estudo foi feito levando em conta as

incertezas atreladas a cada dispositivo e nos sistemas de coordenadas adotado.

� A formulação do estimador se deu por meio da aproximação do filtro de Kal-

man para casos não-lineares, duas propostas de aproximação foram analisadas,

o filtro de Kalman Estendido (EKF) e o Unscented Kalman Filter (UKF).

� A viabilidade do algoritmo de localização proposto é analisada por meio de

simulações computacionais que testaram posśıveis situações de campo.

1.3 Organização da Dissertação

Esta dissertação está organizada da seguinte forma:

� Caṕıtulo 2 - Apresenta uma revisão bibliográfica de técnicas de localização

submarina bem como dos principais sensores utilizados. Conclui com a su-

gestão de um sistema de localização baseado em um modem acústico e em

equipamentos já dispońıveis no LUMA.

� Caṕıtulo 3 - Descreve a parametrização utilizada para descrever o estado do

véıculo e apresenta o modelo cinemático do mesmo.

� Caṕıtulo 4 - Descreve o filtro de Kalman para sistemas lineares e duas apro-

ximações utilizadas para casos não-lineares: filtro de Kalman Estendido (EKF)

e o Unscented Kalman Filter (UKF).

� Caṕıtulo 5 - Detalha o conjunto de sensores utilizados pelo LUMA e propõe o

algoritmo de localização.

� Caṕıtulo 6 - Simulações mostram a viabilidade do sistema de localização pro-

posto.

� Caṕıtulo 7 - Apresenta as conclusões gerais do trabalho e discorre sobre

posśıveis trabalhos futuros a partir desta dissertação.
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� Os apêndices A e B apresentam, respectivamente, conceitos de probabilidade

e demonstrações de algumas propriedades matriciais que são úteis para o en-

tendimento do caṕıtulo 4. O apêndice C inclui os códigos desenvolvidos para

a simulação do sistema de localização.
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Caṕıtulo 2

Sistemas de Localização

2.1 Introdução

Um fator cŕıtico para o sucesso de missões com submerśıveis é o sistema de lo-

calização e navegação utilizado (Kinsey et al. 2006). Há autores que fazem uma

distinção entre os termos, a definição adotada em Paull et al. (2014) considera que a

precisão de localização descreve quão bem o véıculo se situa em um mapa, enquanto

a precisão de navegação se refere a qualidade de guiar o véıculo de um ponto a

outro. Enquanto a definição adotada por Bar-Shalom et al. (2002) utiliza o termo

navegação em contraste com o de rastreamento, este corresponde ao problema de

estimação do estado de um véıculo com base em medições remotas, enquanto na-

vegação é o mesmo problema tratado na perspectiva do véıculo com base nos dados

fornecidos pelos sensores embarcados. De modo que ora os termos são tratados

como sinônimos, ora navegação trata de um sistema mais abrangente que faz uso

de um subsistema de localização. Uma vez que este trabalho focará no problema

de estimativa da posição de um véıculo, e não nos posśıveis usos de tal informação,

será utilizado o termo localização.

Os dados coletados pelo véıculo só adquirem algum sentido de interpretação

com o conhecimento do local de amostragem. Para garantir a validade dos dados é

essencial um sistema de localização, seja para um mapeamento batimétrico, obtenção

de amostras da água ou filmagens do leito do oceano. O conhecimento do estado

do véıculo permite colocar dados obtidos em diferentes missões em um sistema de

coordenadas comum (Bingham 2009a).

Muitas operações necessitam que um UUV percorra uma trajetória espećıfica

tão próximo quanto o posśıvel, colete dados e retorne para a base de apoio. Tais

tarefas dependem de um sistema de localização e uma falha em seguir a trajetória

desejada ou de retornar para a base pode resultar no fracasso da missão ou na perda

do véıculo.
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A localização de um UUV é desafiante devido à grande atenuação de sinais de

alta frequência (e.g., rádio, micro-onda) na água e da relativa falta de estruturas

de referência em um ambiente de mar aberto. Na superf́ıcie pode-se fazer uso de

GPS, enquanto isto é inviável debaixo d’água. Há métodos de comunicação óptica

submarina que permitem a transmissão de dados em distância de até 100 metros,

no entanto são experimentais e incipientes (Farr et al. 2010).

Em contraste, ondas acústicas se propagam com maior facilidade na água do

que no ar. O som é a principal forma utilizada para comunicação entre animais

marinhos, o canto de algumas espécies de baleia pode ser escutado em distâncias da

ordem de milhares de quilômetros. Submerśıveis costumam fazer uso, de uma forma

ou de outra, de algum tipo de equipamento acústico para se localizarem.

As técnicas de localização submarina são geralmente divididas em três classes

principais que serão detalhadas neste caṕıtulo:

� Navegação Inercial e Estimada (Seção 2.2)

� Geof́ısica (Seção 2.3)

� Acústica (Seção 2.4)

Sendo que um sistema de localização costuma fazer uso de mais uma técnica.

Estas serão descritas neste caṕıtulo como base de uma revisão bibliográfica, e se valeu

de trabalhos que apresentaram um panorama das principais técnicas de localização

para submerśıveis:Bingham (2009a), Chen et al. (2013a,b), Kinsey et al. (2006),

Leonard et al. (1998), Miller et al. (2010), Paull et al. (2014), Stutters et al. (2008),

Tan et al. (2011), Vickery (1998).

2.2 Navegação Estimada

A navegação estimada (DR, Dead Reckoning) é uma técnica tradicional que se ba-

seia no conhecimento inicial da posição do véıculo e da integração de medidas da

velocidade e/ou aceleração do mesmo para obter uma nova estimativa de posição

(Leonard et al. 1998). Por conta de erros nos dados dos sensores de bordo a incer-

teza na estimativa de posição cresce de forma ilimitada, de modo que é necessário

periodicamente fazer uma correção da estimativa. Isto pode ser feito por meio de

uma outra técnica de localização submarina, geof́ısica ou acústica, ou emergindo o

véıculo e captando sinais de GPS, por exemplo.

2.2.1 DVL - Doppler Velocity Log

O principal sensor para medir a velocidade de um véıculo submarino é o DVL (Dop-

pler Velocity Log), que emite ondas acústicas e capta ecos que são analisados por
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meio do efeito Doppler. A diferença de frequência entre o som emitido e o eco

refletido dão uma informação da velocidade relativa entre o emissor e o refletor:

∆f = fr − fe ' ±
2ufe
c

(2.1)

Em que fe é a frequência do sinal emitido, fr a frequência do sinal recebido, u

a velocidade do sensor DVL e c a velocidade do som no meio. O sinal da equação

depende da direção tomada pelo véıculo, se este trafega de encontro ou se afasta

do refletor. Este é geralmente o leito do oceano, alguns casos excepcionais utilizam

camadas de gelo como refletor (McEwen et al. 2005). Para atenuar erros de medida

a velocidade do som no meio deve ser devidamente estimada.

O funcionamento de um DVL depende portanto da proximidade do véıculo com

o leito do oceano. Para um dispositivo que opere com ondas acústicas de 300 kHz a

distância máxima é da ordem de 250 metros (Stanway 2010). Sensores que trabalham

com frequências maiores necessitam de uma maior proximidade com o leito.

Figura 2.1: DVL Workhorse Navigator, da Teledyne Technologies (Teledyne RDI
2013)

Um DVL possui múltiplos transdutores, geralmente quatro, para obter compo-

nentes da velocidade do véıculo nos três eixos. O vetor de velocidades nos eixos dos

transdutores é mapeado no sistema de coordenadas do véıculo, e é então expresso em

um sistemas de coordenadas inercial por meio de uma matriz de rotação, esta calcu-

lada a partir de informações de sensores de orientação (Kinsey & Whitcomb 2003).

É portanto necessário o alinhamento entre o sistema de coordenadas do sensor com

o do véıculo e de um conhecimento da orientação do mesmo.

A precisão de medida de um DVL está na ordem de 1 a 0, 2% da velocidade,

sendo que os dispositivos de maior precisão podem possuir restrições de exportação.

Um sistema de localização baseado em DVL, com sensores de alta performance,

permitem obter uma precisão de até 0, 01% sobre a distância percorrida (Stutters

et al. 2008). Isto é, para cada quilômetro percorrido pelo véıculo há um acréscimo

da ordem de 10 cent́ımetros no erro da posição. Para sistemas mais t́ıpicos, de custo
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mais modesto, este valor está na ordem de 2− 5% (Paull et al. 2014).

A informação da velocidade da água em relação ao véıculo também pode ser uma

informação útil ao sistema de navegação, para tal, é utilizado um ADCP (Acoustic

Doppler Current Profiler). Quando a plataforma está fixa em relação a um refe-

rencial o ADCP permite obter estimativas da correnteza marinha. Alguns autores

utilizam a terminologia DVLWT (Doppler Velocity Log Water-Track) para desig-

nar este tipo de equipamento e DVLBT (Doppler Velocity Log Bottom-Track) para

o DVL descrito anteriormente. O ADCP se baseia na reflexão de sinais acústicos

por part́ıculas suspensas (planctons, sedimentos, neve marinha) e consegue medir

a velocidade do véıculo em relação à água. Como a reflexividade dessas part́ıculas

não é tão grande quanto o leito do oceâno, o processamento dos sinais difere do

DVL, embora fisicamente os sensores sejam iguais. O ADCP emite múltiplos pulsos

e capta do sinal refletido a diferença de fase entre pulsos subsequentes para derivar

a velocidade.

Um método de navegação baseado em ADCP é sugerido em Stanway (2010).

Isto é de particular interesse para o caso em que o DVL perde contato com o leito

do oceano, quando o véıculo opera em ńıveis de média profundidade, e para tal é

preciso ter alguma estimativa da correnteza marinha.

2.2.2 INS - Sistema de Navegação Inercial

O DVL depende de uma medida de orientação do véıculo, de modo que deve ser em-

pregada uma unidade de medida inercial (IMU, Inertial Measurement Unit). Unida-

des de medida inercial (IMU, Inertial Measurement Unit) são compostas geralmente

de acelerômetros e giroscópios. Estes medem respectivamente a aceleração linear e a

velocidade angular do véıculo. Um sistema de navegação inercial (INS, Inertial Na-

vigation System) integra as medidas da IMU, que em conjunto com valores iniciais

do estado do véıculo, permitem a localização e a orientação do mesmo. Um sistema

que utilize a IMU para obter apenas a orientação é chamado de AHRS (Attitude

and Heading Reference System).

INSs de alta precisão empregam giroscópios FOG (Fiber Optic Gyro) ou RLG

(Ring Laser Gyro) que se baseiam no efeito óptico de Sagnac. A deriva do erro de

medida de tais sensores é da ordem de 1 − 0, 05◦/h. Tais dispositivos são custosos

e possuem um alto consumo de energia (Fig. 2.2), de modo que seu uso é bem

restrito, geralmente para operações militares que não podem depender de condições

de visibilidade ou em ocasiões que o véıculo não pode ser detectado, isto é não pode

emitir ondas acústicas (Kinsey et al. 2006).

Mais acesśıveis são os giroscópios do tipo MEMS (Micro-electromechanical Sys-

tems) que se baseiam no efeito de Coriolis. Um corpo percorrendo uma trajetória
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retiĺınea com velocidade v expressa em um sistema de coordenadas local que gira

com uma velocidade angular ω em relação a um sistema de coordenadas inercial irá

apresentar uma aceleração de Coriolis dada por:

a = 2v × ω

A medida da aceleração, em conjunto com o controle da velocidade do corpo,

permite uma estimativa da velocidade angular do mesmo. A deriva de giroscópios

do tipo MEMS é da ordem de 3 − 20◦/h, de modo que é necessário o aux́ılio de

algum sensor adicional para limitar o erro.

Acelerômetros podem medir forças externas atuando no véıculo, isto inclui a

força da gravidade que pode ser utilizada para calcular a inclinação do corpo em

relação aos eixos perpendiculares a força, isto é, os ângulos de caturro (pitch) e

balanço (roll).

Bússolas giroscópicas (gyrocompass) ou magnetômetros podem ser utilizadas

para o cálculo da guinada (yaw) do véıculo. A primeira, presente em muitos véıculos

navais de grande porte, se baseia no efeito de precessão causado pela rotação da terra

para obter a direção do norte verdadeiro. Sensores modernos, que utilizam prinćıpios

ópticos, permitem uma medida de rumo com precisão na ordem de 0, 1◦, porém o

custo ainda restringe seu uso na maioria dos UUVs.

Magnetômetros medem o campo magnético da terra para obter consequente-

mente o norte magnético. A precisão de medida de rumo por meio de um mag-

netômetro está na ordem de 0, 5 − 10◦. Esta é degradada por distúrbios no campo

magnético local, gerados tanto pelo próprio equipamento do véıculo quanto por es-

truturas ferromagnéticas presentes no ambiente. Seus efeitos podem ser atenuados

por meio de uma calibração prévia. Apesar de tais limitações a maioria dos sub-

merśıveis empregam um magnetômetro, seja como sensor primário ou secundário

(Kinsey et al. 2006).

Figura 2.2: INS Phins 6000, da iXBlue (iXBlue 2014)
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2.3 Geof́ısica

Navegação geof́ısica explora caracteŕısticas do ambiente de operação para obter uma

estimativa da posição do véıculo. Essas referencias podem ser naturais, geof́ısicas

propriamente ditas, ou artificiais (e.g., tubulações), detectadas por meio de câmeras

ou sonares. Há publicações que consideram o uso de mapas de campo magnético,

no entanto há pouco resultado prático nesta área (Stutters et al. 2008).

Como é constatado em Paull et al. (2014), quase a totalidade dos artigos que

abordam navegação geof́ısica adotam algum método de SLAM (Simultaneous Lo-

calization and Mapping), que tratam simultaneamente do problema de localização

com o de mapeamento. Uma revisão sobre algoritmos de SLAM submarino é feita

em Ribas et al. (2010).

2.3.1 Óptico

Limitações no alcance de sistemas ópticos restringem seu uso para ambientes com

boa iluminação e ricos em referência visuais. Exemplos comuns de uso estão na

inspeção de casco de navios, seguimento de linhas de tubulação ou no mapeamento

de pequenas áreas do leito do oceano. Como indica Ribas et al. (2010), o número

de trabalhos publicados sobre SLAM visual submarino que apresentam resultados

com dados experimentais ainda é muito limitado.

Entre os primeiro trabalhos que abordam o problema de SLAM submarino por

meio de um sistema de visão está a tese Fleischer (2000), posteriormente explorada

em Garcia et al. (2002). A orientação e o movimento do véıculo é calculada por

meio da comparação de imagens subsequentes.

O VAN (Visually Augmented Navigation), detalhado em Eustice (2005) e Eustice

et al. (2008), procura tirar vantagem da fusão entre sistemas de navegação estimada

com DVL e algoritmos de SLAM baseado em visão. O autor considera um véıculo

que percorre por trajetórias com cruzamentos, o sistema de câmeras é utilizado para

detectar se o véıculo está em um ponto já navegado, com base neste conhecimento o

erro da navegação estimada por um DVL é reduzido. Uma extensão deste trabalho

é apresentada em Kim & Eustice (2013) visando permitir uma navegação em regiões

pobres em pontos de referência visuais.

2.3.2 Sonar

Para a navegação geof́ısica é mais comum o uso de um Sonar (Sound Navigation And

Ranging), que se baseia na propagação de ondas acústicas para obter informações

do ambiente, geralmente do tipo Side Scan ou Multibeam. O primeiro produz uma

imagem acústica de uma ampla faixa do fundo do mar e o segundo sonda uma área
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Figura 2.3: Representação do mapeamento do leito do oceano por meio de uma
embarcação equipada com sonar (National Ocean Service 2009)

reduzida, mas de maior resolução.

A performance de um algoritmo SLAM depende da quantidade e da qualidade de

referências presentes no ambiente (Paull et al. 2014). O primeiro tipo de sonar, por

varrer uma área maior, permite, ao menos em potencial, a detecção de um número

maior de marcos de referência. Em contraste, o segundo tipo, por produzir imagens

acústicas de maior qualidade, permite a extração de dados geof́ısicos com maior

facilidade (Stutters et al. 2008).

Um sonar MSIS (Mechanical Scanning Imaging Sonar) também pode ser utili-

zado, no entanto a taxa de atualização da imagem acústica é lenta, da ordem de

alguns segundos, o que aumenta a complexidade de algoritmos de mapeamento. Um

estudo sobre SLAM com este tipo de equipamento é apresentado em Ribas et al.

(2010), porém o autor nota que tais sistemas estão limitados para ambientes de

laboratório ou com referencias artificiais instaladas.

Outro tipo de sensor é o SAS (Synthetic Aperture Sonar), sistema utilizado em

UUVs de alto desempenho para obter imagens acústicas de alta qualidade, com

resolução de até 4 cent́ımetros, de um alvo imóvel. Este é sondado em mais de

uma posição e as imagens são combinadas para gerar uma imagem acústica final

mais detalhada. Para tal o sonar deve ser integrado com um sistema de navegação

estimada.

2.4 Acústica

Em sistemas de localização acústica a posição é calculada por meio de medidas

do tempo de voo de ondas sonoras que trafegam entre o véıculo e dispositivos de

referência com coordenadas conhecidas. Múltiplas medidas, em conjunto com uma

estimativa da velocidade do som no meio, possibilitam a obtenção da localização do
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Figura 2.4: Kongsberg HISAS 1030 (Kongsberg 2015)

véıculo.

De forma simplificada tais sistemas se baseiam no prinćıpio da trilateração, o

mesmo utilizado pelo GPS. Considerando, por exemplo, um véıculo planar, a sua

posição pode ser auferida com base em medidas de distância em relação a três

referenciais, tal como está ilustrada na figura 2.5.

Um panorama dos principais sistemas de posicionamento acústico, bem como

uma descrição dos componentes e da terminologia utilizada, pode ser encontrado

em Vickery (1998). Os sistemas são classificados pela distância entre os dispositivos

acústicos (baseline length), e três tipos básicos são definidos:

� Linha de base longa (LBL, Long Baseline): 100m - 6000m (Seção 2.4.1)

� Linha de base curta (SBL, Short Baseline): 20m - 50m (Seção 2.4.3)

� Linha de base ultra curta (USBL, Ultra-Short Baseline): < 10cm (Seção 2.4.2)

Diferentes dispositivos acústicos são utilizados dependendo da arquitetura es-

colhida. Tais equipamentos são constitúıdos de transdutores que convertem sinais

eletrônicos em acústicos e vice-versa. Os principais equipamentos utilizados são des-

critos em Vickery (1998), entre os quais o transponder, dispositivo que ao receber

um sinal de interrogação envia uma resposta acústica e o transceiver, que conectado

a uma unidade de processamento realiza o cálculo final de posição. De uso mais

recente, tem se popularizado o modem acústico que, além de transmitir dados, pode

auxiliar um sistema de localização ou mesmo servir de sensor primário.

2.4.1 LBL

No LBL as referências acústicas costumam ser instaladas no leito do oceano, sepa-

radas entre si em distâncias da ordem de centenas ou milhares de metros. Uma vez

fixados, a posição dos dispositivos deve ser georeferenciada. Isto pode ser feita por

um véıculo de apoio na superf́ıcie, que navegando por uma determinada trajetória

interroga o dispositivo periodicamente (Kussat et al. 2005).
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Figura 2.5: Problema de trilateração no plano, com três referências r1, r2, r3 utiliza-
das para obter a localização do véıculo v.

Figura 2.6: Long Baseline

Por necessitar de uma infraestrutura complexa para instalar, georeferenciar e

recuperar o equipamento, se trata de um sistema custoso. E uma vez que as re-

ferências são fixas, o campo de operação do véıculo é limitado. Há experimentos

que instalam as referências acústicas abaixo de camadas de gelo (Bellingham et al.

1993) ou em boias georeferenciadas (Alcocer et al. 2007).

Em geral são utilizadas ondas na frequência de 12kHz, que permitem precisão na

ordem de 0, 1− 10 metros. O véıculo deve operar em distâncias máximas da ordem

de 10 quilômetros, para que o sinal acústico seja detectado. É posśıvel obter uma
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precisão na ordem de miĺımetros com sistemas que operem em 300kHz ou mais, no

entanto devido a maior atenuação do sinal o campo de visibilidade é muito restrito

e por isso é pouco utilizado (Kinsey et al. 2006).

Considerando o tempo necessário para o sinal trafegar entre cada dispositivo

e o véıculo, a medida de posição é obtida em peŕıodos da ordem de dezenas de

segundos. De modo que um sistema de localização acústica costuma ser empregado

em conjunto com uma técnica de navegação estimada (Bingham 2009b).

2.4.2 USBL

Figura 2.7: Sistema USBL. Adaptado de (Wikimedia Commons 2011)

Quando não é posśıvel instalar equipamentos no ambiente de operação é comum o

uso do USBL, que requer apenas dois equipamentos, um no véıculo e outro numa

embarcação de apoio. Um sistema USBL, também chamado de SSBL (super short

baseline), utiliza um transceiver, que possui um conjunto de transdutores (3 ou mais)

separados entre si por uma distância na ordem de 10 cent́ımetros.

A configuração mais comum fixa o transceiver no casco de um navio na su-

perf́ıcie e o transponder no submerśıvel. O transceiver emite um sinal de inter-

rogação acústica que é respondido pelo transponder. O intervalo de tempo entre a

interrogação e a resposta permite estimar a distância entre os dispositivos. Com-

parando a fase do sinal captado em cada transdutor do transceiver é posśıvel obter

uma estimativa da direção do mesmo.

Uma vez que a posição é obtida em coordenadas polares, que deve ser pos-

teriormente convertida em coordenadas retangulares, há uma relação diretamente

proporcional entre a distância dos dispositivos e o erro. Este é da ordem de 0, 1−5%

da distância.

A medida de posição é obtida em relação ao sistema de coordenadas do trans-

ceiver fixado na embarcação de apoio, de modo que para obter uma medida georefe-

renciada é necessário o uso de um sensor de orientação e de um GPS na superf́ıcie.
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É preciso então enviar os dados ao submerśıvel por meio de algum sistema de co-

municação, isto pode ser feito tanto por um modem acústico quanto por um cabo

umbilical, se presente.

Por conta de um posśıvel desalinhamento entre o dispositivo acústico USBL no

navio e os sensores de navegação deste, é necessário realizar uma etapa de calibração.

Alguns sistemas USBL integram todos os sensores em um único módulo, de modo

a minimizar a necessidade de calibramento (Audric 2004).

Uma fonte considerável de rúıdo acústico no sistema USBL é a própria em-

barcação de apoio. Para mitigar isso algumas aplicações adotam uma estrutura

invertida, chamada de iUSBL. Uma aplicação é detalhada em (Hiller et al. 2012),

que em seu experimento utilizou um transceiver no submerśıvel, enquanto na su-

perf́ıcie foi alocado o transponder, ambos com um modem acústico. O véıculo na

superf́ıcie responde uma interrogação com um pacote acústico que inclui sua posição

e orientação.

2.4.3 SBL

Menos comum que os sistemas apresentados anteriormente, o SBL utiliza múltiplos

transceivers (3 ou mais) que são instalados no casco de um navio na superf́ıcie. A

distância entre cada dispositivo geralmente é maior que 30 metros, de modo que é

necessária uma estrutura razoavelmente grande (Vickery 1998).

A diferença do tempo de chegada de um sinal entre cada transceiver permite

obter a direção do sinal emitido pelo submerśıvel. A distância é obtida por meio do

tempo de vôo do sinal. Tais medidas possibilitam obter a posição do submerśıvel

em relação ao navio. Tal como no USBL, para obter uma posição georeferenciada é

necessário utilizar um sensor de orientação inercial e um GPS.

Figura 2.8: Sistema SBL. Adaptado de (Wikimedia Commons 2011)
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Figura 2.9: a) Primeira medida obtida pelo véıculo, representado pelo triângulo,
em relação ao farol acústico, representado pelo ćırculo, b) Atualização da primeira
medida com base em dados da navegação estimada, linha tracejada, e obtenção da
segunda medida, c) Terceira medida obtida e atualização das anteriores

2.4.4 Localização Com Uma Única Referência Acústica

O primeiro trabalho a propor um sistema de localização com uma única referência

acústica foi descrito em Scherbatyuk (1995), desde então o problema foi tratado em

variadas formas e sob diferentes nomes. Single Beacon Navigation é o termo mais

utilizado, mas também pode ser referido como Range-Only Localization, Virtual

Long Baseline, Synthetic Long Baseline e One-Way-Travel-Time Navigation.

Um sistema de navegação com base em apenas uma referência acústica pode ser

pensado, simplificadamente, como um LBL virtual. Ao invés de interrogar simulta-

neamente múltiplas referências, o sistema interroga uma única em pontos distintos,

como se estivesse obtendo medidas de referências virtuais. Métodos de navegação

estimada são adotados para obter, a partir da localização conhecida da referência

real, a posição das referências virtuais.

Considerando um véıculo planar, o sistema é representado na figura 2.9.

Ao contrário do LBL, a qualidade da estimativa de um sistema que utilize apenas

uma referência acústica depende diretamente da qualidade da navegação estimada

utilizada em conjunto.

O problema foi inicialmente tratado com uma referência acústica fixa. Trabalhos

desenvolvidos em duas teses, Hartsfield (2005) e LaPointe (2006), introduziram a

ideia de referências móveis, fixadas em véıculos na superf́ıcie. Isto é posśıvel com

o uso de modems acústicos, que além de permitirem estimativas de distância pelo

tempo de voo do sinal, possibilitam a transmissão de dados da localização do dis-

positivo.

A redução de custo e a miniaturização tornaram o modem acústico acesśıvel e

comum em AUVs, de modo que este é o principal equipamento utilizado para este
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Figura 2.10: WHOI Micro-modem (Woods Hole Oceanographic Institution 2015)

método de localização. Um WHOI (Woods Hole Oceanographic Institution) Micro-

modem é utilizado em Hartsfield (2005), o modelo mais simples possui uma taxa

de transmissão de 80bps e cada pacote acústico armazena 32 bytes de informação,

suficiente para incluir dados do GPS na superf́ıcie.

Outra vantagem do modem acústico é a possibilidade de utilizar relógios sincro-

nizados. Em um experimento detalhado em Eustice et al. (2006) o autor considera

um modem acústico que insere na mensagem o timestamp do ińıcio de transmissão.

Qualquer véıculo que receber a mensagem, e que tiver o relógio sincronizado com a

fonte, pode estimar a distância desta. Tal metodologia é denominada de navegação

acústica OWTT (One-Way-Travel-Time). Com tal avanço não é preciso utilizar o

método tradicional de interrogação e resposta.

Além de encurtar o tempo necessário para obter uma medida, o uso de relógios

sincronizados permitiu avanços em sistemas de navegação com múltiplos AUVs. Sem

sincronização cada véıculo deve fazer uma interrogação em separado para obter sua

resposta, de modo que é necessário gerenciar o peŕıodo de cada transmissão. Um

estudo apresentado em Tan et al. (2014) considera múltiplos AUVs trabalhando

de forma cooperativa, sendo um véıculo mestre, equipado com sensores precisos de

navegação, e múltiplos véıculos seguidores, equipados com o mı́nimo de equipamento

necessário. Estes obtém informações do véıculo mestre, que auxiliam em seu sistema

de navegação e localização.

Outros trabalhos que exploram sistemas de modems acústicos sincronizados são:

Eustice et al. (2011, 2007), Fallon et al. (2010), Folk et al. (2010), McPhail & Pebody

(2009), Nogueira et al. (2010), Papadopoulos et al. (2010), Tan et al. (2014), Walls

& Eustice (2011), Webster (2010), Webster et al. (2012, 2009, 2013).

Sistemas sem DVL

Embora seja um equipamento presente na maioria dos AUVs, o DVL é um dispositivo

custoso, o preço dos modelos mais baratos está na ordem de 20.000 dólares, de modo
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que sistemas de localização que almejam baixo custo consideram alternativas para

a estimativa da velocidade do véıculo.

O primeiro trabalho da área de navegação single-beacon que não utiliza um DVL

é descrito em Vaganay et al. (2000), sendo posteriormente estendido em Baccou &

Jouvencel (2002) e Baccou & Jouvencel (2003). A velocidade do véıculo é estimada a

partir da rotação de seus propulsores, que são calibrados previamente. O movimento

do véıculo é estimado com base em um modelo cinemático e é empregado um filtro

de Kalman estendido, inicializado por meio de um método de mı́nimos quadrados.

Este filtro permite, além de estimar a posição do AUV, obter uma estimativa do

desvio da medida de velocidade e da correnteza do ambiente.

Uma outra abordagem é apresentada em Ferreira et al. (2010), que utiliza a

mesma metodologia para a medida da velocidade adotada em Baccou & Jouvencel

(2002), mas apresenta testes empregando filtros de part́ıculas, seja para estimar a

posição do véıculo ou para inicializar um filtro de Kalman Estendido. Ambos apre-

sentaram resultados apenas em simulações. Um resultado experimental foi obtida

na tese Gadre (2007), precedida por estudos descritos em Gadre & Stilwell (2004,

2005a,b).

2.5 Considerações Finais

Este caṕıtulo apresentou uma revisão bibliográfica das principais técnicas utilizadas

para localização de submerśıveis. Com base neste estudo e considerando as condições

de operação do LUMA, que impedem a instalação de uma estrutura de apoio no

ambiente, dois equipamentos podem ser utilizados, USBL ou um Modem Acústico.

Há vantagens e desvantagens para cada método.

O USBL seria uma solução de prateleira, no entanto a precisão obtida varia de

acordo com a distância do submerśıvel em relação ao véıculo de apoio. O custo do

equipamento mais barato é de aproximadamente 15.000 dólares, com um alcance de

1.000 metros e um erro de localização da ordem de 2 − 5% da distância entre os

véıculos, erro que pode ser consideravelmente maior por fatores de desalinhamento

entre os sensores. Um USBL com alcance de até 5.000 metros possui um preço da

ordem de 35.000 dólares. No caso hipotético em que o LUMA atue como um AUV ou

HROV, a ausência do umbilical requer um sistema de comunicação acústica. Alguns

equipamentos encapsulam transceivers de USBL com modems acústicos, porém com

custo bem mais elevado.

A segunda possibilidade seria o uso de um Modem Acústico. Um conjunto com

todo o equipamento necessário para realizar comunicações em distâncias de até 3.000

metros custa na ordem de 15.000 dólares. Para que possa ser utilizado em um

sistema de localização são necessários sensores que permitam a implementação de
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navegação estimada. Para tal o LUMA já possui um profund́ımetro e uma IMU.

Não havendo um DVL, técnicas alternativas para a estimativa da velocidade devem

ser exploradas.

Levando em consideração os custos, a operação em profundidades de até 1.000

metros e numa posśıvel conversão do ROV LUMA em um HROV, foi optado pelo

uso de um modem acústico. A implementação é discutida nos caṕıtulos seguintes,

primeiro com uma análise de um modelo do véıculo no caṕıtulo 3, no caṕıtulo 4

são descritos filtros probabiĺısticos que são a base para o algoritmo de localização

proposto no caṕıtulo 5, para verificar sua viabilidade foram realizadas simulações

computacionais, cujos resultados são apresentados no caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 3

Modelo do Sistema

Para o desenvolvimento de um sistema de localização para um determinado véıculo

é essencial o uso de um modelo deste. É ponto praticamente comum entre trabalhos

desta área a adoção de um modelo cinemático do submerśıvel, visto como um corpo

ŕıgido. Em muitas missões AUVs seguem trajetórias retiĺıneas, em que por boa

parte do tempo o véıculo possui velocidade aproximadamente constante. O modelo

dinâmico dificilmente está dispońıvel com boa precisão e seus parâmetros variam de

acordo com os equipamentos utilizados a bordo, a posição destes afeta na distribuição

de peso ou em efeitos de arraste, por exemplo. Também é desejável que o algoritmo

de localização seja relativamente independente do véıculo utilizado. Uma vez que

o LUMA é uma plataforma de caráter experimental, sujeita a diversas alterações,

não seria prático o uso de um modelo dinâmico. Este será usado apenas para fins

de simulação, de modo que uma breve análise sobre a dinâmica de um AUV é

apresentada no final deste caṕıtulo.

3.1 Modelo Cinemático do Véıculo

O modelo cinemático, que será apresentado nesta seção, trata basicamente da relação

entre a velocidade do véıculo nas coordenadas do corpo para a velocidade do véıculo

nas coordenadas inerciais. Para modelar o movimento do véıculo este é conside-

rado como um corpo ŕıgido. Isto é, um corpo indeformável, que pode ser descrito

matematicamente como um subconjunto O ∈ R3, de modo que a distância entre

quaisquer par de pontos (p, q) seja constante ao longo do tempo:

‖p(t)− q(t)‖ = ‖p(0)− q(0)‖ = cte.

Os conceitos sobre a cinemática de corpos ŕıgidos que serão apresentados neste

caṕıtulo são um resumo do que é desenvolvido em Murray et al. (1994), que possui

um estudo detalhado sobre o tema.
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Um movimento ŕıgido pode ser descrito pelo mapeamento g(t) : O → R3, que

descreve como pontos do corpo se movimentam ao longo do tempo em relação a

um sistema fixo de coordenadas cartesianas. A função g(t) mapeia as coordenadas

iniciais de um ponto do corpo para as coordenadas do mesmo ponto no instante t.

Da mesma forma pode ser descrita a transformação de vetores que conectam dois

pontos do corpo:

~v = p− q g∗(~v) = g(p)− g(q)

Um mapeameanto g : R3 → R3 pode ser definido como uma transformação de

corpo ŕıgido se satisfaz as seguintes propriedades:

1. Preserva módulo: ‖g(p)− g(q)‖ = ‖p− q‖ para quaisquer pontos p, q ∈ R3

2. Preserva produto vetorial: g∗(~v × ~w) = g∗(~v) × g∗(~w) para quaisquer vetores

~v, ~w ∈ R3

Esta segunda propriedade evita que reflexões internas ao corpo [e.g., (x, y, z)→
(x, y,−z)] sejam permitidas e indica que o angulo entre dois vetores permanece

constante na transformação ŕıgida. Um sistema de coordenadas de mão direita, i.e.

~z = ~x× ~y, após uma transformação de corpo ŕıgido permanecerá de mão direita.

O movimento do sistema de coordenadas fixo ao corpo do véıculo, Σb(Ob−xbybzb),
é descrito em relação à um referencial inercial, Σi(Oi−xyz). Tais coordenadas estão

representadas na figura 3.1. Sendo que a origem das coordenadas do véıculo, Ob,

é geralmente escolhida para coincidir com o centro de gravidade (CG) do corpo e

os eixos xb, yb, zb coincidindo com os eixos principais de inércia, se tais dados forem

conhecidos. Tal escolha é feita para facilitar o posśıvel uso de um modelo dinâmico.

Para véıculos marinhos é assumido que a aceleração em um ponto na superf́ıcie da

terra pode ser desprezada. Esta é considerada uma boa aproximação, uma vez que

o movimento da terra dificilmente afeta véıculos marinhos de baixa velocidade, de

modo que um sistema de coordenadas Σi fixo à terra pode ser considerado inercial

(Fossen 1994).

A configuração do corpo em relação ao referencial inercial é definida pelo par

(pib, Rib), que definem respectivamente uma operação de translação e uma de

rotação. Temos que pib ∈ R3 é o vetor da posição deOb em relação àOi eRib ∈ SO(3)

é a orientação das coordenadas Σb em relação às coordenadas Σi. Em que SO(3) é

o espaço das matrizes de rotação em R3×3, definido da seguinte forma:

SO(3) = {R ∈ R3×3 : RRT = I, det(R) = 1} (3.1)

O par (pib, Rib) define uma configuração que pertence ao grupo especial Euclideano
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Figura 3.1: Sistema de coordenadas utilizado

SE(3), definido por:

SE(3) = {(p,R) : p ∈ R3, R ∈ SO(3)} (3.2)

Dado um ponto qb, representado nas coordenadas Σb, pode ser obtido qi, sua

representação em Σi, por meio da seguinte operação:

qi = gib(qb) = ~pib +Ribqb (3.3)

Pode-se também utilizar a representação homogênea para definir a mesma trans-

formação por meio do produto entre uma matriz e um vetor em R4.

q̄i =

[
qi

1

]
=

[
Rib pib

0 1

][
qb

1

]
= ḡibq̄b (3.4)

Em que q̄i, um vetor em R4, é a representação homogênea do ponto qi em R3, por

meio do acréscimo de 1 em suas coordenadas. Um vetor em R3 é representado nas

coordenadas homogêneas com a adição de um 0, uma vez que se trata da diferença

entre dois pontos. A matriz ḡib é a representação homogênea da transformação

gib ∈ SE(3). Deste é posśıvel tratar uma sequência de transformações como uma

série de multiplicações de matrizes. Seja por exemplo um sensor, de coordenadas Σs,

fixado ao véıculo, sua configuração em relação ao sistema de coordenadas inercial

pode ser dado por:

ḡis = ḡibḡbs =

[
RibRbs Ribpbs + pib

0 1

]
(3.5)
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É comum parametrizar uma orientação por meio dos ângulos de Euler, em que

uma rotação genérica é descrita pela combinação de três rotações elementares ao

redor de eixos x, y e z, que são respectivamente definidas a seguir:

Rx(φ) :=

1 0 0

0 cosφ − sinφ

0 sinφ cosφ



Ry(θ) :=

 cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ



Rz(ψ) :=

cosψ − sinψ 0

sinψ cosψ 0

0 0 1


Há diversas definições para os ângulos de Euler, cada qual adotando uma

sequência de rotações diferentes. Em véıculos maŕıtimos é comum o uso dos ângulos

de Euler ZYX, comumente chamados de ângulos de balanço (φ, roll), caturro (θ,

pitch) e guinada (ψ, yaw).1 Considerando Σi transladado de modo que sua origem

coincida com Σb, a orientação do véıculo é obtida por meio de três rotações elemen-

tares: Rz(ψ) é a rotação do véıculo ao redor do eixo z de Σi, Ry(θ) a rotação ao

redor do eixo y do sistema de coordenadas resultante e Rx(φ) a rotação ao redor do

eixo x do sistema de coordenadas após as rotações de pitch e yaw. A matriz resul-

tante, Rbi = Rx(φ)Ry(θ)Rz(ψ), rotaciona o sistema de coordenadas Σi para Σb. A

transposta desta realiza a operação inversa, de modo que Rib = RT
z (ψ)RT

y (θ)RT
x (φ),

ou por extenso:

Rib = (3.6)cosψ cos θ − sinψ cosφ+ cosψ sin θ sinφ sinψ sinφ+ cosψ sin θ cosφ

sinψ cos θ cosψ cosφ+ sinψ sin θ sinφ − cosψ sinφ+ sinψ sin θ cosφ

− sin θ cos θ sinφ cos θ cosφ


(3.7)

Dada uma matriz de rotação, R ∈ SO(3), pode-se obter os ângulos de balanço,

1Há autores que chamam tal parametrização de ângulos de Tait-Bryan ZYX, Náuticos, de
Cardano ou de Fick.
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Tabela 3.1: Notação usada para véıculos marinhos, SNAME

velocidade linear
e angular

posição e
ângulos de Euler

movimento no eixo x (avanço, surge) u x
movimento no eixo y (deriva, sway) v y

movimento no eixo z (heave) w z
rotação ao redor do eixo x (balanço, roll) p φ
rotação ao redor do eixo y (caturro, pitch) q θ
rotação ao redor do eixo z (guinada, yaw) r ψ

caturro e guinada da seguinte forma:

ψ = atan2(r21, r11)

θ = atan2(−r31,
√
r2

32 + r2
33)

φ = atan2(r32, r33)

Em que rij é o elemento na linha i e coluna j da matriz R. De tais equações é

posśıvel ver que há uma singularidade nesta parametrização quando θ = π/2. Isto

se refere ao caso em que o véıculo esteja submergindo ou emergindo numa posição

totalmente vertical, algo que não deverá ocorrer com o submerśıvel em questão. Se

ocorresse, seria necessário adotar uma representação em Quaternions, que é livre de

singularidades e comumente utilizada em véıculos aeroespaciais.

Para o modelo cinemático, o estado do véıculo xv é definido por 12 variáveis,

nomeadas de acordo com o padrão SNAME (Society of Naval Architects & Marine

Engineers), como indicado na tabela 3.1 retirada de Fossen (1994). A posição e

orientação do véıculo são descritas nas coordenadas inerciais, enquanto velocidade

linear e angular são expressas no sistema de coordenadas do véıculo.

xv =
[
pib Θib vbib ωbib

]T
(3.8)

Em que pib = [x, y, z]T, Θib = [ψ, θ, φ]T, vbib = [u, v, w]T e ωbib = [p, q, r]T. Uma vez

que o vetor de velocidade linear é expresso nas coordenadas do véıculo, é necessário

passá-lo para o sistema de coordenadas inerciais antes de igualá-lo com a derivada

no tempo da posição do véıculo. De tal modo que

ṗib = viib = Ribv
b
ib (3.9)

Também é necessário estabelecer uma relação entre a derivada dos ângulos de

Euler e a velocidade angular visto nas coordenadas do véıculo. Para isto é utilizada
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a seguinte relação, tal como é visto em From et al. (2014).

ω̂bib = RT
ibṘib (3.10)

Disto temos que

ωbib =

 φ̇− sin θψ̇

cos θψ̇ sinφ+ θ̇ cosφ

cos θψ̇ cosφ− θ̇ sinφ

 =

1 0 − sin θ

0 cosφ cos θ sinφ

0 − sinφ cos θ cosφ


︸ ︷︷ ︸

J−1

φ̇θ̇
ψ̇

 (3.11)

Temos então

J =

1 sinφ tan θ cosφ tan θ

0 cosφ − sinφ

0 sinφ sec θ cosφ sec θ

 (3.12)

Com φ̇θ̇
ψ̇

 = J

pq
r

 (3.13)

Considerando que as velocidades permaneçam constantes, o modelo cinemático

do véıculo fica reduzido a:

ẋv =
d

dt


pib

Θib

vbib
ωbib

 =


Ribv

b
ib

J ωbib
0

0

 (3.14)

3.2 Modelo Dinâmico do Véıculo

Como dito anteriormente, embora não seja utilizado para o sistema de localização

apresentado neste trabalho, é essencial o uso de um modelo dinâmico do véıculo

para realizar simulações do mesmo. O modelo será apresentado de forma breve

neste trabalho, um estudo mais detalhado pode ser encontrado em Goulart (2007) e

Chin (2013). Ambos consideram o véıculo totalmente submerso em um flúıdo ideal

e desprezam o efeito de ondas e do cabo umbilical sobre o mesmo.

Em linhas gerais a dinâmica do véıculo é definida por:

MCRν̇ + CCR(ν)ν = −MAν̇ − CA(ν)ν −DLν −DQν|ν|+G(η) + τA (3.15)

Em que ν = [vbib, ω
b
ib]

T, MCR é a matriz de inércia do corpo ŕıgido e MA a matriz

de inércia adicional; CCR e CA são as matrizes de Coriolis e centŕıpeta do corpo
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ŕıgido e adicional, respectivamente; DL e DQ são as matrizes de arraste linear e

quadrático, respectivamente; G(η) é a força-momento de restauração, corresponde

à efeitos de peso e flutuação do véıculo; τA é o vetor de força-momento gerado pelos

propulsores. Aglutinando termos similares:

Mν̇ + C(ν) +D(ν)ν +Gf (ν) = τA (3.16)

Onde M = MCR +MA, C(ν) = [CCR(ν) + CA]ν e D(ν) = DL +DQ|ν|.

3.3 Modelo dos Sensores

O véıculo é equipado por um conjunto de sensores que permitem uma estimativa de

profundidade, orientação, velocidade e distância em relação a um ponto na superf́ıcie.

Por ora, apenas é estabelecida a relação entre as variáveis medidas e o estado do

véıculo. Uma discussão mais detalhada sobre os equipamentos utilizados será feita no

caṕıtulo 5. Cada sensor possui uma sistema de coordenadas próprio Σs(Os−xsyszs)
e sua medida deve ser mapeada de Σs para o sistema de coordenadas adequado.

Uma vez que o véıculo foi modelado como um corpo ŕıgido a velocidade angular

medida por um sensor ideal é igual a velocidade angular do véıculo rotacionada para

as coordenadas do sensor:

zω = ωis = Rsbωib

=
[
03×3 03×3 03×3 Rsb

]
xv

A velocidade linear de um véıculo submarino pode ser obtida tanto em relação a

um referencial inercial quanto em relação à água. No primeiro caso há uma medida

direta de vbib, considerando Σs(Os − xsyszs) o sistema de coordenadas do sensor, a

seguinte relação é obtida:

zv = vsis = Rsb(v
b
ib + ωbib × pbs)

= Rsbv
b
ib −Rsbp̂bsω

b
ib

=
[
03×3 03×3 Rsb −Rsbp̂bs

]
xv

No segundo caso a velocidade linear do véıculo é estimada em relação à água,

portanto é preciso definir um referencial que translada com a água, Σa(Oa−xayaza).
Assumindo que a correnteza é irrotacional, possuindo apenas componentes de ve-

locidade linear, viia. A medida obtida é a velocidade do véıculo em relação à água

visto nas coordenadas do véıculo, vbab, em que vbib = vbab + Rbiv
i
ia. No sistema de

coordenadas do sensor:
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zv = vsas = Rsb(v
b
ab + ωbab × pbs)

= Rsb(v
b
ib −Rbiv

i
ia + ωbib × pbs)

= Rsbv
b
ib −RsbRbiv

i
ia −Rsbp̂bsω

b
ib

=
[
03×3 03×3 Rsb −Rsbp̂bs

]
xv −RsbRbiv

i
ia

Em que ωbab = ωbib, uma vez que as correntezas são consideradas irrotacionais.

Na ausência de um modelo detalhado do oceano, é suposto que a correnteza possui

um valor aproximadamente constante.

Para a medida de distância foi considerada a posição de uma referência na su-

perf́ıcie nas coordenadas (xm, ym, zm), de modo que o sensor obtém um valor dado

por:

zdist =
√

(x− xm)2 + (y − ym)2 + (z − zm)2

A profundidade é obtida diretamente:

zprof =
[
0 0 1 01×9

]
xv

A orientação é obtida já na parametrização dos ângulos de Euler:

zeuler =
[
03×3 I3×3 03×6

]
xv

3.4 Considerações Finais

Os modelos abordados neste caṕıtulo tratam de casos ideais, em que o véıculo navega

com velocidade constante e as medidas dos sensores são exatas, nos caṕıtulos seguin-

tes são tratados casos em que há incerteza no sistema, de modo que a velocidade

varia e as medidas obtidas são corrompidas por rúıdos.
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Caṕıtulo 4

Estimadores de Estado

Os modelos usados até agora foram tratados de modo determińıstico, sem conside-

rar nenhum tipo de incerteza. O conhecimento exato do estado do sistema é uma

idealização, medidas de sensores são corrompidas por rúıdos e os modelo utilizados

são simplificações. O estado do sistema deve ser tratado como um vetor aleatório,

cujo valor não é conhecido de forma exata mas sim por meio de distribuições pro-

babiĺısticas. Na seção 4.1 será apresentado o Filtro de Kalman, que permite uma

estimativa ótima do estado de um sistema linear. Em seguida são descritas duas

aproximações desse filtro para sistemas não-lineares, o EKF na seção 4.2 e o UKF na

seção 4.3. Os conceitos de probabilidade utilizados neste caṕıtulo são apresentados

no apêndice A.

4.1 Filtro de Kalman

O filtro de Kalman é um método que permite a obtenção de uma estimativa ótima

do estado de um sistema dado que este obedeça determinadas condições que serão

descritas a seguir. A palavra filtro é empregada no sentido de obter a melhor estima-

tiva a partir de dados ruidosos, filtrando o rúıdo presente. Sua primeira aplicação foi

no sistema de controle de orientação da espaçonave Apollo da NASA. Desde então

tem sido utilizado em uma vasta gama de aplicações.

Tal como definido em Gelb (1974), um estimador ótimo é um algoritmo compu-

tacional que processa medidas de forma a obter uma estimativa com erro mı́nimo do

estado do sistema, isto com base em uma estimativa inicial, no modelo dinâmico do

sistema e das medidas, e parâmetros estat́ısticos de rúıdos do sistema e das medidas.

O filtro de Kalman considera modelos lineares, aqui definidos por

xk = Akxk−1 +Bkuk +Wkqk (4.1)

zk = Hkxk +Gkrk (4.2)
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Em que qk e rk são rúıdos brancos, de média nula e não correlacionados:

qk ∼ (0, Qk)

rk ∼ (0, Rk)

E[qkq
T
j ] = Qkδk−j

E[rkr
T
j ] = Rkδk−j

E[qkr
T
j ] = 0 (4.3)

O filtro de Kalman pode ser dividido em duas etapas: predição e correção. A

primeira se baseia no uso do modelo do sistema para atualizar uma estimativa inicial,

obtendo uma nova estimativa dita a priori, esta é descrita em 4.1.1. A correção

obtém uma estimativa dita a posteriori a partir de uma medida e seu respectivo

modelo, tal etapa é desenvolvida em 4.1.2. A formulação apresentada nesta seção é

baseada em Gelb (1974) e Simon (2006).

Figura 4.1: Diagrama simplificado do Filtro de Kalman

4.1.1 Predição

Dada uma estimativa do estado anterior, denotada por x̂k−1|k−1, com uma incerteza

definida pela matriz de covariância Pk−1|k−1, a predição deve obter uma estimativa

x̂k|k−1, dita a priori, com sua respectiva covariância Pk|k−1.

A estimativa inicial é propagada utilizando o modelo do sistema, eq. 4.1, e o

valor esperado do resultado é a a estimativa a priori :

x̂k|k−1 = E[Akx̂k−1|k−1 +Bkuk +Wkqk]

= Akx̂k−1|k−1 +Bkuk (4.4)

Com os erros de estimativa definidos por

x̃k−1|k−1 , x̂k−1|k−1 − xk−1 (4.5)

x̃k|k−1 , x̂k|k−1 − xk (4.6)
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Substituindo 4.1 e 4.4 em 4.6,

x̃k|k−1 = Akx̂k−1|k−1 +Bkuk − Akxk−1 −Bkuk −Wkqk

= Akx̃k−1|k−1 −Wkqk

Com o seguinte valor esperado

E[x̃k|k−1] = AkE[x̃k−1|k−1]

De modo que se a estimativa anterior não for tendenciosa, i.e. E[x̃k−1|k−1] = 0,

a estimativa a priori também não será tendenciosa.

Em seguida deve-se obter a covariância do erro de estimativa a priori

Pk|k−1 = E[x̃k|k−1x̃
T
k|k−1]

Expandindo,

x̃k|k−1x̃
T
k|k−1 = (x̂k|k−1 − xk)(x̂k|k−1 − xk)T

= (Akx̃k−1|k−1 −Wkqk)(Akx̃k−1|k−1 −Wkqk)
T

= Akx̃k−1|k−1x̃
T
k−1|k−1A

T
k − Akx̃k−1|k−1q

T
kW

T
k

−Wkqkx̃
T
k−1|k−1A

T
k +Wkqkq

T
kW

T
k

Utilizando do fato de que não há correlação entre a estimativa no instante tk e

o rúıdo qk, ou seja E[x̃k−1|k−1q
T
k ] = 0, com a equação 4.3, a covariância do erro de

estimativa a priori é igual a

Pk|k−1 = AkPk−1|k−1A
T
k +WkQkW

T
k (4.7)

As equações 4.4 e 4.7 definem a etapa de predição do filtro. A estimativa a priori

obtida deve ser então utilizada na etapa de correção, descrita a seguir.

4.1.2 Correção

Considerando a estimativa a priori, é derivada uma estimativa a posteriori, x̂k|k,

que incorpore a medida, zk. A seguinte forma recursiva é buscada

x̂k|k , K ′kx̂k|k−1 +Kkzk (4.8)

Inserindo 4.2 na equação anterior,

x̂k|k = K ′kx̂k|k−1 +KkHkxk +KkGkrk (4.9)
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Esta equação, combinada com 4.6,

x̂k|k = K ′k(xk + x̃k|k−1) +KkHkxk +KkGkrk

= (K ′k +KkHk)xk +K ′kx̃k|k−1 +KkGkrk

Definindo o erro de estimação a posteriori por

x̃k|k , x̂k|k − xk (4.10)

E substituindo no último resultado,

x̃k|k = (K ′k +KkHk − I)xk +K ′kx̃k|k−1 +KkGkrk

Uma vez que assumimos que a estimativa a priori não é tendenciosa, para que

a estimativa a posteriori também não o seja a seguinte relação é obtida,

K ′k = I −KkHk

De modo que 4.8 pode ser escrita por

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk(zk −Hkx̂k|k−1) (4.11)

com o correspondente erro

x̃k|k = (I −KkHk)x̃k|k−1 +KkGkrk (4.12)

O cálculo de Kk, denominado ganho de Kalman, é obtido minimizando uma

função de custo Jk, no caso o valor esperado do erro quadrático da estimativa,

Jk = E[x̃Tk|kx̃k|k]

que também pode ser escrito com base no traço da covariância do erro a poste-

riori. Em que tr(·) é o operador de traço de uma matriz.

Jk = tr(E[x̃k|kx̃
T
k|k]) = tr(Pk|k) (4.13)

Expandindo a fórmula da covariância com base em 4.12

Pk|k = E[x̃k|kx̃
T
k|k]

= E[((I −KkHk)x̃k|k−1 +KkGkrk)(x̃
T
k|k−1(I −KkHk)

T + rTkG
T
kK

T
k )]

= (I −KkHk)E[x̃k|k−1x̃
T
k|k−1](I −KkHk)

T +KkGkE[rkr
T
k ]GT

kK
T
k
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Posto que não há correlação entre o rúıdo de medida e a estimativa a priori, i.e.

E[x̃k|k−1r
T
k ] = 0. Como é conhecido que E[x̃k|k−1x̃

T
k|k−1] = Pk|k−1 e E[rkr

T
k ] = Rk,

substituindo tais relações na equação anterior:

Pk|k = (I −KkHk)Pk|k−1(I −KkHk)
T +KkGkRkG

T
kK

T
k

= Pk|k−1 − Pk|k−1H
T
kK

T
k −KkHkPk|k−1 +KkHkPk|k−1H

T
kK

T
k +KkGkRkG

T
kK

T
k

(4.14)

Uma vez que o traço é um operador linear, o traço de Pk|k é igual ao somatório do

traço de cada componente da equação anterior. Para obter o ganho ótimo é preciso

que ∂
∂Kk

tr(Pk|k) se anule. Para tal duas identidades do traço serão utilizadas:

∂

∂A
tr(ABAT) = A(B +BT) (4.15)

∂

∂A
tr(BAC) = BTCT (4.16)

As provas de tais identidades podem ser vistas nos apêndices B.1.2 e B.1.3,

respectivamente.

É preciso colocar a equação 4.14 em um formato que as duas identidades pos-

sam ser exploradas. Isto é feito utilizando outras duas propriedades do traço, a

invariância à transposta e a permutação ćıclica:

tr(A) = tr(AT) (4.17)

tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB) (4.18)

A prova desta é desenvolvida no apêndice B.1.1. Utilizando 4.17 e em seguida

4.18,

tr(Pk|k−1H
T
kK

T
k ) = tr(KkHkPk|k−1) = tr(Pk|k−1KkHk) (4.19)

Com o uso de 4.15 e 4.16,

∂

∂Kk

tr(Pk|k) = −2Pk|k−1H
T
k + 2KkHkPk|k−1H

T
k + 2KkGkRkG

T
k (4.20)

Igualando o resultado anterior a zero,

Kk(HkPk|k−1H
T
k +GkRkG

T
k ) = Pk|k−1H

T
k

Kk = Pk|k−1H
T
k (HkPk|k−1H

T
k +GkRkG

T
k )−1 (4.21)

Uma análise sobre a hessiana de Jk constatará que ela é positiva definida, de

modo que o ganho de Kalman minimiza de fato Jk.

Para derivar uma fórmula mais simples para o cálculo de Pk|k, o valor do ganho
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Kk é substitúıdo na equação 4.14

Pk|k = Pk|k−1 − Pk|k−1H
T
k (HkPk|k−1H

T
k +Rk)

−1HkPk|k−1

− Pk|k−1H
T
k (HkPk|k−1H

T
k +Rk)

−1HkPk|k−1

+ Pk|k−1H
T
k (HkPk|k−1H

T
k +Rk)

−1HkPk|k−1H
T
k (HkPk|k−1H

T
k +Rk)

−1HkPk|k−1

+ Pk|k−1H
T
k (HkPk|k−1H

T
k +Rk)

−1Rk(HkPk|k−1H
T
k +Rk)

−1HkPk|k−1

= Pk|k−1 − Pk|k−1H
T
k (HkPk|k−1H

T
k +Rk)

−1HkPk|k−1

= Pk|k−1 −KkHkPk|k−1

= (I −KkHk)Pk|k−1 (4.22)

As equações 4.21, 4.11 e 4.22 definem a etapa de correção do filtro. Ambas etapas

são representadas no diagrama 4.2.

Figura 4.2: Diagrama do Filtro de Kalman

Em śıntese o filtro é definido pelo seguinte algoritmo

Algorithm 1 Filtro de Kalman(x̂k−1|k−1, Pk−1|k−1, uk, zk)

1: x̂k|k−1 = Akx̂k−1|k−1 +Bkuk Eq. 4.4
2: Pk|k−1 = AkPk−1|k−1A

T
k +Qk Eq. 4.7

3: Kk = Pk|k−1H
T
k (HkPk|k−1H

T
k +Rk)

−1 Eq. 4.21
4: x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk(zk −Hkx̂k|k−1) Eq. 4.11
5: Pk|k = (I −KkHk)Pk|k−1 Eq. 4.22
6: return x̂k|k, Pk|k

O filtro de Kalman é o filtro linear ótimo para a minização do erro quadrático

médio. Quando os rúıdos além de possúırem média nula, serem brancos e descor-

relacionados, possuem uma distribuição Gaussiana, então o filtro de Kalman é a

solução ótima (Simon 2006).
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No caso em que os rúıdos de processo e de medida sejam correlacionados, i.e.

E[qkr
T
j ] 6= 0, ou em que os rúıdos sejam coloridos mas possuam uma relação linear

com um rúıdo branco, é posśıvel modificar a estrutura do filtro para que ele continue

sendo ótimo. Tais modificações são apresentadas em Simon (2006).

Quando o modelo do sistema ou da medida for não-linear não é posśıvel aplicar

o filtro e uma aproximação deve ser obtida. Nas seções 4.2 e 4.3 duas possibilidades

são exploradas.

4.2 EKF - Filtro de Kalman Estendido

Na prática a grande maioria dos sistemas possui alguma não-linearidade que acaba

restringindo o uso do filtro de Kalman. Temos que o sistema não-linear seja descrito

por

xk+1 = fk(xk) + qk (4.23)

zk = hk(xk) + rk (4.24)

Tal como no caso linear os rúıdos obedecem a seguinte relação

qk ∼ (0, Qk)

rk ∼ (0, Rk)

E[qkq
T
j ] = Qkδk−j

E[rkr
T
j ] = Rkδk−j

E[qkr
T
j ] = 0

O filtro de Kalman deve ser aproximado de alguma forma. Um dos algoritmos

mais utilizados para esta situação é o Filtro de Kalman Estendido (EKF, Extended

Kalman Filter).

Considerando a expansão na série de Taylor de f(x) ao redor de x̂, em que o erro

é definido x̃ = x− x̂, a seguinte equação é obtida

f(x) = f(x̂) +Dx̃f +
1

2!
D2
x̃f +

1

3!
D3
x̃f + · · ·

Em que a operação Dk
x̃f é definida por

Dk
x̃f =

(
n∑
i=1

x̃i
∂

∂xi

)k

f(x)

∣∣∣∣∣∣
x̂

A aproximação utilizada pelo EKF trunca a série no termo de primeira ordem,
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se baseando na hipótese que os termos de ordem maior são despreźıveis e a função

é aproximadamente linear.

f(x) ≈ f(x̂) +Dx̃f = f(x̂) + Fx̃

Em que F é o Jacobiano de f(x) calculado em x̂

F =
∂f(x)

∂x

∣∣∣∣
x̂

A estrutura do filtro de Kalman é preservada no EKF, a etapa de predição é

descrita a seguir em 4.2.1 e a correção em 4.2.2. A formulação apresentada aqui é

baseada em Gelb (1974).

4.2.1 Predição

Considerando uma estimativa anterior x̂k−1|k−1, a estimativa a priori é dada por

x̂k|k−1 = fk(x̂k−1|k−1) (4.25)

De modo que o erro de estimativa é

x̃k|k−1 , x̂k|k−1 − xk (4.26)

= fk(x̂k−1|k−1)− fk(xk−1)− qk

Usando a aproximação linear de fk ao redor de x̂k−1|k−1,

fk(xk−1) ≈ fk(x̂k−1|k−1)− Fkx̃k−1|k−1

Combinando as duas equações anteriores

x̃k|k−1 ≈ Fkx̃k−1|k−1 − qk

Utilizando a aproximação anterior para o cálculo da covariância do erro a priori,

Pk|k−1 = E[x̃k|k−1x̃
T
k|k−1]

≈ E[(Fkx̃k−1|k−1 − qk)(Fkx̃k−1|k−1 − qk)T]

= FkE[x̃k−1|k−1x̃
T
k−1|k−1]FT

k + E[qkq
T
k ]

= FkPk−1|k−1F
T
k +Qk (4.27)

As equações 4.25 e 4.27 definem a etapa de predição do EKF. A estimativa a

priori obtida deve ser então utilizada na etapa de correção descrita a seguir.
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4.2.2 Correção

Para a etapa de correção o modelo de medida é aproximado por um sistema linear,

com tal aproximação o desenvolvimento das equações é similar ao caso linear e alguns

detalhes de cálculo serão omitidos. A estrutura buscada é dada por

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk{zk − E[hk(xk)]} (4.28)

De modo que o erro é de estimativa a posteriori é

x̃k|k = x̃k|k−1 +Kk{hk(xk)− E[hk(xk)]}+Kkrk

Considerando que o erro de estimativa a priori é descorrelacionado do rúıdo de

medida, a seguinte fórmula para a covariância a posteriori é obtida:

Pk|k = Pk|k−1 + E[x̃k|k−1(hk(xk)− E[hk(xk)])
T]KT

k

+KkE[(hk(xk)− E[hk(xk)])x̃
T
k|k−1]

+KkE[(hk(xk)− E[hk(xk)])(hk(xk)− E[hk(xk)])
T]KT

k +KkRkK
T
k (4.29)

Para obter o ganho Kk são utilizadas as mesmas propriedades que foram explo-

radas para o filtro linear, de modo a obter

Kk = −xhT(hhT +Rk)
−1 (4.30)

Em que, por simplificação, a seguinte notação é adotada

xhT = E[x̃k|k−1(hk(xk)− E[hk(xk)])
T]

hxT = E[(hk(xk)− E[hk(xk)])x̃
T
k|k−1]

hhT = E[(hk(xk)− E[hk(xk)])(hk(xk)− E[hk(xk)])
T]

Substituindo 4.30 em 4.29

Pk|k = Pk|k−1 + xhT(hhT +Rk)
−1hhT(hhT +Rk)

−1hxT

− 2xhT(hhT +Rk)
−1hxT + xhT(hhT +Rk)

−1Qk(hh
T +Rk)

−1hxT

= Pk|k−1 − xhT(hhT +Rk)
−1hxT

Ou na notação anterior

Pk|k = Pk|k−1 +KkE
[
(hk(xk)− E[hk(xk)])x̃

T
k|k−1

]
(4.31)

Tal como foi feito na predição, a função não-linear é linearizada por meio de sua
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série de Taylor, calculada ao redor de x̂k|k−1 e trucada no termo de primeira ordem

hk(xk) ≈ hk(x̂k|k−1)−Hkx̃k|k−1

Em que Hk é o Jacobiano de hk calculado em x̂k|k−1.

De modo direto,

E[hk(xk)] ≈ E[hk(x̂k|k−1)]−HkE[x̃k|k−1] = hk(x̂k|k−1)

Em que foi considerada que a estimativa a priori não é tendenciosa. Obtendo

então

hk(xk)− E[hk(xk)] ≈ hk(x̂k|k−1)−Hkx̃k|k−1 − hk(x̂k|k−1) = −Hkx̃k|k−1

que resulta em

E[(hk(xk)− E[hk(xk)])x̃
T
k|k−1] ≈ −HkE[x̃k|k−1x̃

T
k|k−1] = −HkPk|k−1

Substituindo este resultado na equação 4.31

Pk|k = Pk|k−1 −KkHkPk|k−1 = (I −KkHk)Pk|k−1 (4.32)

Fazendo as mesmas aproximações para o ganho 4.30

Kk = −E[x̃k|k−1(hk(xk)− E[hk(xk)])
T]{E[(hk(xk)− E[hk(xk)])(hk(xk)− E[hk(xk)])

T] +Rk}−1

≈ E[x̃k|k−1x̃
T
k|k−1]HT

k {HkE[x̃k|k−1x̃
T
k|k−1]HT

k +Rk}−1

= Pk|k−1H
T
k (HkPk|k−1H

T
k +Rk)

−1 (4.33)

As equações 4.21, 4.28 e 4.32 definem a etapa de correção do filtro. Ambas etapas

são representadas no diagrama 4.3.
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Figura 4.3: Diagrama do Filtro de Kalman Estendido

Em śıntese o EKF é definido pelo seguinte algoritmo, cuja implementação feita

para o MATLAB está no apêndice C.1.

Algorithm 2 EKF(x̂k−1|k−1, Pk−1|k−1, zk)

1: x̂k|k−1 = f(x̂k−1|k−1) Eq. 4.25

2: Fk = ∂f(x)
∂x

∣∣∣
x̂k−1|k−1

3: Pk|k−1 = FkPk−1|k−1F
T
k +Qk Eq. 4.27

4: Hk = ∂h(x)
∂x

∣∣∣
x̂k|k−1

5: Kk = Pk|k−1H
T
k (HkPk|k−1H

T
k +Rk)

−1 Eq. 4.21

6: x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk(zk − hk(x̂k|k)) Eq. 4.28

7: Pk|k = (I −KkHk)Pk|k−1 Eq. 4.32

8: return x̂k|k, Pk|k

Embora seja muito utilizado, o EKF não possui uma boa performance quando

as funções são altamente não-lineares ou no caso em que não é posśıvel o cálculo do

jacobiano, em funções descont́ınuas, por exemplo. Os casos a seguir irão exemplificar

os erros de aproximação causados pelo processo de linearização.

Exemplo - Caso escalar f(x) = x2

Considerando o exemplo apresentado em Julier & Uhlmann (1996), temos f(x) = x2,

com uma variável aleatória x = x̂+ δx, em que x̂ é a média de x e δx ∼ N (0, σ2
x), o
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valor esperado de f(x) é dado por

E[f(x)] = E[f(x̂+ δx)] = E[x̂2 + 2x̂δx + δ2
x] = x̂2 + σ2

x

E a variância por

E[(f(x)− E[f(x)])2] = E[(x̂2 + 2x̂δx + δ2
x − x̂2 − σ2

x)
2]

= E[(2x̂δx + δ2
x − σ2

x)
2]

= E[(4x̂2 − 2σ2
x)δ

2
x + δ4

x + σ4
x + 4x̂δ3

x − 4x̂δxσ
2
x

= (4x̂2 − 2σ2
x)σ

2
x + E[δ4

x] + σ4
x

= 4x̂2σ2
x + E[δ4

x]− σ4
x

= 4x̂2σ2
x + 2σ4

x

Em que E[δ4
x] = 3σ2

x é o quarto momento da distribuição Gaussiana.

Considerando apenas a etapa de predição do algoritmo EKF, a seguinte estima-

tiva a priori é obtida

x̂EKF = f(x̂) = x̂2

Com o Jacobiano calculado em x̂,

F =
∂f(x)

∂x

∣∣∣∣
x̂

= 2x̂

E a variância é aproximada por

PEKF = Fσ2
xF

T = 4x̂2σ2
x (4.34)

Para este caso a aproximação utilizada pelo EKF leva a uma estimativa incorreta

tanto da média quanto da variância. Sendo que esta é subestimada por um fator

igual a 2σ4
x.

Exemplo - Transformação Polar-Cartesiana

Este exemplo, apresentado em Simon (2006), considera um radar que obtém a lo-

calização de um alvo planar em coordenadas polares (w = [r, θ]T), que precisa ser

convertida para coordenadas cartesianas (z = [x, y]T).

z =

[
x

y

]
= f(w) =

[
r cos θ

r sin θ

]
Foi considerado que ambas as coordenadas possuem uma distribuição normal,

dada por r ∼ N (1, 0.02) e θ ∼ N (π/2, π/9).
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Utilizando apenas a etapa de predição do EKF,

ẑEKF = f(ŵ) =

[
r̂ cos(θ̂)

r̂ sin(θ̂)

]
=

[
0

1

]

Por sua vez é obtido

F =
∂f(w)

∂w

∣∣∣∣
ŵ

=

[
cos θ̂ −r̂ sin θ̂

sin θ̂ r̂ cos θ̂

]

=

[
0 −1

1 0

]

De modo que a covariância é aproximada por

PEKF = FPFT

=

[
0 −1

1 0

][
σ2
r 0

0 σ2
θ

][
0 1

−1 0

]

=

[
σ2
θ 0

0 σ2
r

]

=

[
0, 1218 0

0 0, 0004

]

O cálculo anaĺıtico de ẑ e P não é tão simples quanto no caso escalar. Para

obter valores de referência foram realizadas transformações Polar-Cartesiana em

20.000 pontos amostrados com base na distribuição gaussiana inicial, isto é exibido

na figura 4.4. A comparação entre ambas mostra que a estimativa da coordenada

y com base na aproximação linear possui um erro considerável e sua variância é

subestimada.

4.3 UKF - Unscented Kalman Filter

O Unscented Kalman Filter (UKF) se baseia no prinćıpio anunciado por Uhlmann

(1994) de que é mais fácil aproximar a distribuição de probabilidade de uma variável

aleatória do que aproximar uma função não-linear arbitrária. Isto é feito por meio

da Unscented Transform (UT).

A UT aplica a função não-linear sobre um conjunto de pontos gerados a partir da

média e covariância de uma variável aleatória, e parâmetros estat́ısticos do conjunto
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Figura 4.4: Em a) a nuvem de pontos é escolhida a partir de uma distribuição
gaussiana centrada em (1, π/2) e com desvio padrão de 0, 02 para r e π/9 para
θ, representada pela elipse vermelha. Em b) é aplicada a transformação Polar-
Cartesiana ao conjunto de pontos, a elipse vermelha é centrada na média resultante
com os eixos principais definidos pelos desvios-padrão, a elipse azul é centrada na
estimativa calculada a partir da aproximação linear.

resultante são calculados para obter uma aproximação da média e da covariância da

variável aleatória resultante.

Há certa similaridade com métodos de Monte Carlo (e.g., Filtro de Part́ıculas),

que empregam uma nuvem de pontos pseudoaleatórios para obter as estimativas. Em

tais métodos o número de pontos é arbitrário, quanto maior melhor é a aproximação,

isto é limitado apenas por conta poder de processamento dispońıvel. A diferença

básica do UT é a de que os pontos, denominados sigma, são escolhidos de forma

determińıstica, de modo que o conjunto possua algumas propriedades de interesse.

Há diversos métodos para a seleção do conjunto de pontos sigma, em Menegaz

et al. (2015) há uma lista das diferentes variações de escolha encontradas na litera-

tura. A seguir é apresentado o método escalonado, mais comumente utilizado por

permitir uma aproximação mais precisa com graus de liberdade adicionais, que é

descrito em Julier (2002).

4.3.1 UT - Transformada Unscented Escalonada

Um conjunto S consiste de p+ 1 pontos sigma com pesos correspondentes

S = {i = 0, 1, ..., p : x(i),W (i)} (4.35)

Não há restrição de sinal para os pesos W (i), mas para que seja garantida uma
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estimativa não tendenciosa, a seguinte condição deve ser obedecida:

p∑
i=0

W (i) = 1 (4.36)

Assumindo uma variável aleatória x ∈ Rn, de distribuição arbitrária, com média

x̂ e covariância Px, o objetivo é obter uma aproximação da média e covariância da

variável aleatória f(x), em que f é uma função não-linear arbitrária. A UT seleciona

S de modo que os pontos sigma possuam os primeiros momentos iguais aos de x. O

método escalonado faz isso por meio da escolha de 2n+ 1 pontos

λ = α2(n+ κ)− n
x̂(0) = x̂ W (0)

m = λ/(n+ λ) W (0)
c = W (0)

m + (1− α2 + β)

x̂(i) = x̂+ (α
√

(n+ κ)Px)i W (i)
m = 1/[2(n+ λ)] W (i)

c = W (i)
m i = 1, ..., n

x̂(i) = x̂− (α
√

(n+ κ)Px)i W (i)
m = 1/[2(n+ λ)] W (i)

c = W (i)
m i = n+ 1, ..., 2n

Em que Ai é a coluna i da matriz A, e a raiz quadrada matricial é calculada por

meio da decomposição Cholesky, A = LLT. W
(i)
m é o peso associado ao ponto x(i)

para o cálculo da média eW
(i)
c o peso para o cálculo da covariância. Os parâmetros β,

κ e α são os graus de liberdade da transformada. β pode ser escolhido para incorpo-

rar o conhecimento de momentos de ordem maior de uma determinada distribuição,

κ é um parâmetro positivo utilizado para garantir que a matriz de covariância seja

positiva definida e α é o fator de escalonamento, que permite controlar a excursão

dos pontos sigma ao redor da média.

Considerando uma transformação não-linear y = f(x), a média da variável

aleatória resultante é aproximada por

E[f(x)] ≈ ŷ =
2n∑
i=0

W (i)
m f(x̂(i)) (4.37)

A covariância do erro, ỹ = y − E[y], por sua vez é aproximada por

E[ỹỹT] ≈
2n∑
i=0

W (i)
c

{
f(x̂(i))− ŷ

}{
f(x̂(i))− ŷ

}T
(4.38)

Outro valor de interesse para o UKF é a matriz de correlação entre x̃ e ỹ, que é

aproximada por

E[x̃ỹT] ≈
2n∑
i=0

W (i)
c

{
x̂(i) − x̂

}{
f(x̂(i))− ŷ

}T
(4.39)
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Em śıntese o algoritmo da UT Escalonada é descrito a seguir.

Algorithm 3 UT Escalonada(x̂, Px, α, β, κ)

1: λ← α2(n+ κ)− n
2: x̂(0) ← x̂, W

(0)
m ← λ/(n+ λ)

3: for i=1,...,n do

4: x̂(i) ← x̂+ (
√

(n+ λ)Px)i, W
(i)
m ← 1/2(n+ λ)

5: x̂(i+n) ← x̂− (
√

(n+ λ)Px)i, W
(i+n)
m ← 1/2(n+ λ)

6: end for

7: Wc ← Wm

8: W
(0)
c ← W

(0)
c + (1− α2 + β)

9: ŷ ←∑2n
i=0W

(i)
m f(x̂(i))

10: Py ←
∑2n

i=0W
(i)
c

{
f(x̂(i))− ŷ

}{
f(x̂(i))− ŷ

}T
11: Pxy ←

∑2n
i=0W

(i)
c

{
x̂(i) − x̂

}{
f(x̂(i))− ŷ

}T
12: return ŷ, Py, Pxy

Exemplo - Caso escalar

Independente da escolha dos parâmetros o filtro preserva os primeiros dois momen-

tos de uma determinada distribuição. Pode-se ilustrar com o caso de uma variável

escalar x de média x̂ e variância σ2. O caso multivariável com média nula e co-

variância I é tratado no apêndice de Julier & Uhlmann (2004). O seguinte conjunto

de pontos e pesos é obtido:

x̂(0) = x̂

x̂(1) = x̂+
√

1 + λσ

x̂(2) = x̂−
√

1 + λσ

W (0)
m = λ/(1 + λ)

W (1)
m = W (2)

m =
1

2(1 + λ)

Por conta da simetria dos pontos a média é preservada:

E[x] ≈
2∑
i=0

W (i)x(i)

=
λ

1 + λ
x̂+

1

2(1 + λ)
(x̂+

√
1 + λσ) +

1

2(1 + λ)
(x̂−

√
1 + λσ)

= x̂
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E para a variância a seguinte aproximação é obtida

E[(x− x̂)(x− x̂)T] ≈
2n∑
i=0

W (i)
c [x̂(i) − x̂][x̂(i) − x̂]T

=
1

2(1 + λ)
(1 + λ)σ2 +

1

2(1 + λ)
(1 + λ)σ2

= σ2

Exemplo - Caso escalar f(x) = x2

Com este mesmo conjunto de pontos o exemplo tratado em 4.2.2 é repetido. Apli-

cando a equação 4.37,

E[f(x)] ≈ λ

1 + λ
x̂2 +

1

2(1 + λ)
(x̂+ σx

√
1 + λ)2 +

1

2(1 + λ)
(x̂− σx

√
1 + λ)2

=
λ

1 + λ
x̂2 +

1

1 + λ
[x̂2 + (1 + λ)σ2

x]

= x̂2 + σ2
x

Para a variância é aplicada a equação 4.38,

E[f(x)f(x)T] ≈ [(1− α2 + β) +
λ

1 + λ
]σ4 +

1

2(1 + λ)
[λ2σ4 + 2x̂λ

√
1 + λσ3 + 4x̂2(1 + λ)σ2]+

+
1

2(1 + λ)
[λ2σ4 − 2x̂λ

√
1 + λσ3 + 4x̂2(1 + λ)σ2]

= (1− α2 + β)σ4 +
λ

1 + λ
σ4 +

λ2σ4

(1 + λ)
+

4x̂2(1 + λ)σ2

1 + λ

= (1− α2 + β)σ4 + λσ4 + 4x̂2σ2

= (1− α2 + β)σ4 + [α2(1 + κ)− 1]σ4 + 4x̂2σ2

= α2κσ4 + βσ4 + 4x̂2σ2

O valor comumente utilizado para κ é 0, enquanto que β = 2 é um valor ótimo

para distribuições gaussianas (Wan & Van Der Merwe 2000). Com tais parâmetros

é obtido o valor exato da variância calculada de forma anaĺıtica em 4.2.2.
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Exemplo - Transformação Polar-Cartesiana

Repetindo agora o exemplo da transformação polar-cartesiana, o seguinte conjunto

de pontos é obtido

x̂(0) =

[
r̂

θ̂

]
x̂(1) =

[
r̂

θ̂

]
+
√

2 + λ

[
σr

0

]
x̂(3) =

[
r̂

θ̂

]
−
√

2 + λ

[
σr

0

]

x̂(2) =

[
r̂

θ̂

]
+
√

2 + λ

[
0

σθ

]
x̂(4) =

[
r̂

θ̂

]
−
√

2 + λ

[
0

σθ

]

Para simplificar a notação é utilizado c =
√

2 + λ. Aplicando a transformação

nos pontos sigma,

f(x̂(0)) =

[
0

1

]
f(x̂(1)) =

[
0

1 + cσr

]
f(x̂(3)) =

[
0

1− cσr

]

f(x̂(2)) =

[
− sin (cσθ)

cos (cσθ)

]
f(x̂(4)) =

[
sin (cσθ)

cos (cσθ)

]

Temos então

ẑ =

[
x̂

ŷ

]
=

4∑
i=0

W (i)f(x̂(i))

=
λ

c2

[
0

1

]
+

1

2c2

[
0

1 + cσr

]
+

1

2c2

[
0

1− cσr

]
+

1

2c2

[
− sin (cσθ)

cos (cσθ)

]
+

1

2c2

[
sin (cσθ)

cos (cσθ)

]

=

[
0

λ+1+cos(σθ
√

2+λ)
λ+2

]

A covariância é dada por

Pz̃ =
2n∑
i=0

W (i)
{
f(x̂(i))− ẑ

}{
f(x̂(i))− ẑ

}T
=

[
λ

c2
+ (1− α2 + β)

][
0

1− ŷ

][
0

1− ŷ

]T

+
1

2c2

[
0

1 + cσr − ŷ

][
0

1 + cσr − ŷ

]T
+

1

2c2

[
0

1− cσr − ŷ

][
0

1− cσr − ŷ

]T

+
1

2c2

[
− sin (cσθ)

cos (cσθ)− ŷ

][
− sin (cσθ)

cos (cσθ)− ŷ

]T
+

1

2c2

[
sin (cσθ)

cos (cσθ)− ŷ

][
sin (cσθ)

cos (cσθ)− ŷ

]T

Pela simetria os termos fora da diagonal são nulos. O primeiro valor da diagonal
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Figura 4.5: Em a) uma nuvem de pontos é escolhida a partir de uma distribuição
uniforme centrada em (1, π/2) e com desvio padrão de 0.02 para r e π/9 para
θ, representada pela elipse vermelha. Em b) é aplicada a transformação polar-
cartesiana ao conjunto de pontos, a elipse vermelha é centrada na média resultante
com os eixos principais definidos pelos desvios-padrão, a elipse azul é centrada na
estimativa calculada a partir da transformada UT.

é dada por
sin2(cσθ)

c2

O segundo por[
λ

c2
+ (1− α2 + β)

]
(1− ŷ)2 +

1

2c2

[
(1 + cσr − ŷ)2 + (1− cσr − ŷ)2

]
+

1

c2
[cos(cσθ)− ŷ]2

Substituindo os parâmetros, utilizando β = 2, κ = 0 e α = 0, 1,

ẑ =

[
0

0, 9657

]
Pz̃ =

[
0, 068 0

0 0, 003

]

O resultado é ilustrado na figura 4.5 que, em comparação com a figura 4.4 da

aproximação via linearização, fica evidente a capacidade da UT em obter melhores

aproximações da média e da covariância da transformação polar-cartesiana.

4.3.2 UKF - Unscented Kalman Filter

Considerando o mesmo sistema utilizado para a derivação do EKF, repetido aqui
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por conveniência

xk+1 = fk(xk) + qk (4.40)

zk = hk(xk) + rk (4.41)

E os rúıdos caracterizados por

qk ∼ (0, Qk)

rk ∼ (0, Rk)

E[qkq
T
j ] = Qkδk−j

E[rkr
T
j ] = Rkδk−j

E[qkr
T
j ] = 0

O UKF repete a formulação do filtro de Kalman, baseado em duas etapas,

predição e correção, que serão descritos em 4.3.2 e 4.3.2, respectivamente.

Predição

A aproximação utilizada pelo UKF é baseada na transformada UT. Qualquer va-

riação dessa transformada pode ser utilizada, este trabalho utilizara a versão escalo-

nada apresentada na seção anterior. Considerando uma estimativa inicial dada por

x̂k−1|k−1, com sua respectiva covariância Pk−1|k−1, a seguinte escolha para os pontos

sigma é obtida

x̂(0) = x̂k−1|k−1

x̂(i) = x̂k−1|k−1 +
(√

(n+ λ)Pk−1|k−1

)
i

x̂(i) = x̂k−1|k−1 −
(√

(n+ λ)Pk−1|k−1

)
i

Com os pesos definidos por

W (0)
m = λ/(n+ λ) W (0)

c = λ/(n+ λ) + (1− α2 + β)

W (i)
m = 1/[2(n+ λ)] W (i)

c = W (i)
m i = 1, ..., n

W (i)
m = 1/[2(n+ λ)] W (i)

c = W (i)
m i = n+ 1, ..., 2n

Em que λ = α2(n+ κ)− n.

A estimativa a priori é então obtida por

x̂k|k−1 =
2n∑
i=0

W (i)
m fk(x̂

(i)) (4.42)
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E a covariância por

Pk|k−1 = Rk +
2n∑
i=0

W (i)
c

{
fk(x̂

(i))− x̂k|k−1

}{
fk(x̂

(i))− x̂k|k−1

}T
(4.43)

As duas equações anteriores definem a etapa de predição do UKF.

Correção

Para aproximar o filtro de Kalman por meio de uma transformada UT deve-se

antes expressar o ganho de Kalman, definido em 4.21, de uma forma alternativa.

Considerando o vetor de inovação νk, definido pela diferença entre a medida obtida

e a medida esperada com base na estimativa a priori, é obtida a seguinte relação

νk := (zk −Hkx̂k|k−1)

= Hkx̃k|k−1 + rk

A covariância da inovação é igual a

Pνk = E[νkν
T
k ] = E

[
(Hkx̃k|k−1 + rk)(Hkx̃k|k−1 + rk)

T
]

= E
[
Hkx̃k|k−1x̃

T
k|k−1H

T
k + rkr

T
k

]
= HkPk|k−1H

T
k +Rk

E a matriz de correlação entre o erro a priori e a inovação será

Px̃k|k−1νk = E[x̃k|k−1ν
T
k ]

= E
[
x̃k|k−1(x̃Tk|k−1H

T
k + rTk )

]
= E

[
x̃k|k−1x̃

T
k|k−1]HT

k + E[x̃k|k−1r
T
k

]
= Pk|k−1H

T
k

Com os dois resultados anteriores, pode-se colocar 4.21 na seguinte forma

Kk = Pk|k−1H
T
k (HkPk|k−1H

T
k +Rk)

−1

= Px̃k|k−1νkP
−1
νk

(4.44)

Um novo conjunto de pontos sigma é gerado a partir da estimativa a priori, isto
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é

x̂(0) = x̂k|k−1

x̂(i) = x̂k|k−1 +
(√

(n+ λ)Pk|k−1

)
i

x̂(i) = x̂k|k−1 −
(√

(n+ λ)Pk|k−1

)
i

Obtendo então a seguinte aproximação realizada pela UT

E[hk(xk)] ≈ ẑk =
2n∑
i=0

W (i)
m hk(x̂

(i)) (4.45)

Com a covariância dada por

Pνk = Rk +
2n∑
i=0

W (i)
c

{
hk(x̂

(i))− ẑk
}{

hk(x̂
(i))− ẑk

}T
(4.46)

E a correlação entre o erro a priori e a inovação por

Px̃k|k−1νk =
2n∑
i=0

W (i)
c

[
x̂(i) − x̂k|k−1

] [
hk(x̂

(i))− ẑk
]T

(4.47)

Juntando os resultados anteriores, a seguinte estimativa a posteriori é obtida

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk(zk − ẑk) (4.48)

A covariância por sua vez é atualizada por

Pk|k = Pk|k−1 −KkPνkK
T
k (4.49)

As fórmulas 4.44, 4.48 e 4.49 definem a etapa de correção do UKF. O filtro é

sintetizado no algoritmo a seguir e no diagrama 4.6.

Algorithm 4 UKF(x̂k−1|k−1, Pk−1|k−1, zk)

1: x̂k|k−1, Pk|k−1 ← UT(x̂k−1|k−1, Pk−1|k−1) Eqs. 4.42 e 4.43

2: ẑk, Pνk , Px̂k|k−1νk ← UT(x̂k|k−1, Pk|k−1) Eqs. 4.41, 4.46 e 4.47

3: Kk ← Px̂k|k−1νkP
−1
νk

Eq. 4.44

4: x̂k|k ← x̂k|k−1 +Kk(zk − ŷk) Eq. 4.48

5: Pk|k ← Pk|k−1 −KkPνkK
T
k Eq. 4.49

6: return x̂k|k, Pk|k
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Figura 4.6: Diagrama do UKF

4.4 Considerações Finais

Este caṕıtulo apresentou o Filtro de Kalman, ótimo para sistemas lineares. Em

seguida foram descritas duas técnicas utilizadas para a aproximação desse filtro em

sistemas não-lineares. Primeiro o EKF, que se baseia na linearização do sistema em

torno de uma estimativa inicial. Em seguida o UKF que, com base em um conjunto

de pontos sigma, permite melhores aproximações. No caṕıtulo seguinte será descrito

a aplicação de tais filtros para um algoritmo de localização submarina.

51



Caṕıtulo 5

Sistema de Localização Proposto

Este caṕıtulo apresenta o sistema de localização para o LUMA. Na seção 5.1 serão

descritos os sensores utilizados e em 5.2 o algoritmo de localização é proposto com

base no modelo do véıculo e nos filtros EKF e UKF descritos nos caṕıtulos anteriores.

5.1 Sensores

5.1.1 Advanced Navigation Spatial

A Advanced Navigation Spatial, figura 5.1, é uma unidade de medição inercial cons-

titúıda por acelerômetros, giroscópios, magnetômetros e um receptor de GPS. Os

sensores são do tipo MEMS e não podem ser empregados como uma INS pois a

deriva no erro seria alta sem a recepção do sinal de GPS. Este só é posśıvel na su-

perf́ıcie e será utilizado para a estimativa inicial da posição e velocidade do véıculo.

Quando submerso o sensor fornecerá medidas de orientação e velocidade angular.

GPS

O sinal de GPS é obtido por meio de uma antena marinizada Advanced Naviga-

tion Poseidon, figura 5.2, com capacidade de até 3.000 metros de profundidade. A

precisão é da ordem de 2 m para a posição e de 0, 05 m/s para a velocidade li-

Figura 5.1: Unidade de Medição Inercial Advanced Navigation Spatial

52



Figura 5.2: Antena GPS Advanced Navigation Poseidon

near, tal como consta no manual Advanced Navigation (2015). A posição da antena

em relação ao sensor pode ser informada ao dispositivo para efetuar correções na

medida.

Serviços de DGPS (Differential GPS ) utilizam bases fixas, de localização conhe-

cida e próximas ao campo de operação, para observar o erro da posição obtida pelo

GPS que depende, entre outros fatores, das condições atmosféricas do local. Tais

informações podem ser fornecidas ao sensor para obter uma estimativa mais precisa,

o que permitira um erro de posição da ordem de 0, 6m.

A posição obtida pelo GPS é expressa por padrão em termos de latitude, longi-

tude e elevação, no sistema de coordenadas WGS84 (World Geodetic System 1984 ).

Também pode ser expressa no sistema de coordenadas ECEF (Earth-Centered,

Earth-Fixed), com origem no centro da terra, o eixo−x interceptando o ponto de

cruzamento entre a linha do Equador e o meridiano de Greenwich, o eixo−z é defi-

nido ao longo do eixo de rotação da terra apontando para o polo norte e o eixo−y
é ortogonal aos outros eixos, formando um sistema de coordenadas de mão direita.

O dispositivo possibilita a leitura dos dados em ambas as coordenadas. Fórmulas

para a conversão entre os sistemas WGS84 e ECEF são apresentadas em Cai et al.

(2011).

IMU

O dispositivo fornece pacotes com medidas de orientação na parametrização dos

ângulos de Euler, bem como o desvio padrão dessas medidas. Estas são da ordem

de 0, 5◦ para os ângulos de balanço e caturro.

O ângulo de guinada depende primordialmente da medida do campo magnético

terrestre por meio dos magnetômetros. Estruturas ferromagnéticas próximas ao sen-

sor distorcem o campo, implicando uma medida de pior qualidade. Para atenuar

interferências estáticas, causadas pela estrutura do véıculo, uma calibração pode

ser feita por meio do software Spatial Manager tal como é descrito no manual do

equipamento Advanced Navigation (2015). Interferências dinâmicas, causadas por
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Figura 5.3: Velki HPX

estruturas ferromagnéticas externas ou motores elétricos muito próximos, não são

facilmente atenuadas e caso degradem muito a medida os magnetômetros devem

ser desligados. Se houver algum outro sensor que possa ser usado para obter uma

estimativa de guinada, e.g. bússola giroscópica ou dupla antena de GPS, esta in-

formação pode ser fornecida como medida auxiliar para a IMU. Caso contrário a

guinada é medida com base apenas na integração dos giroscópios, o que resulta em

uma deriva no erro da ordem de 3◦/h. Sem interferências de grande magnitude e

com uma calibração prévia o desvio padrão da medida fica na ordem de 1◦.

Os giroscópios da IMU permitem medir diretamente a velocidade angular do

véıculo, não há no entanto um pacote que forneça o desvio padrão do erro de me-

dida. Este depende, entre outros fatores, de um conhecimento da temperatura do

sensor, da precisão dos fatores de escalonamento e do alinhamento dos eixos de cada

giroscópio. A assistência técnica da empresa que fabrica o dispositivo recomenda

um valor arbitrário na ordem de 0, 25◦/s.

5.1.2 Velki HPX

A medida da pressão exercida pela água permite auferir a profundidade do véıculo.

Em um modelo simples a densidade da água e a gravidade são consideradas cons-

tantes, de modo que a relação entre a pressão e a profundidade é linear. Para

profundidades altas, acima de algumas centenas de metros, é preciso utilizar outro

modelo. Um algoritmo para conversão de pressão para profundidade que leva em

conta variações da gravidade para diferentes latitudes é apresentada em Fofonoff &

Millard (1983), o autor afirma que sua fórmula possui um erro menor que 0, 1m para

profundidades inferiores a 10.000 metros. Com um sensor de alta precisão é posśıvel

obter uma medida com erro da ordem de 0, 01% da profundidade (Antonelli et al.

2008).
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5.1.3 WHOI Micromodem

O WHOI Micromodem é um sistema de comunicação que trabalha com ondas

acústicas e permite o envio de 32 bytes de dados por pacote. Com um modem

no navio de apoio, localizado nas coordenadas (xm, ym, zm), e um no AUV, locali-

zado em (x, y, z), é posśıvel auferir a distância entre os dois equipamentos por meio

do tempo de voo do sinal acústico transmitido e de uma estimativa da velocidade

do som.

zdist =
√

(x− xm)2 + (y − ym)2 + (z − zm)2

≈ c× (trecep. − tenvio)

Isto será posśıvel se os relógios estiverem sincronizados e o pacote de dados

enviado contiver um timestamp do ińıcio da transmissão, tal como é feito em Eustice

et al. (2006). Caso a embarcação de apoio se locomova é preciso também enviar a

localização (xm, ym, zm) do transmissor.

Na configuração de um ROV, em que há um cabo umbilical, a comunicação

via fibra óptica pode ser aproveitada para indicar o ińıcio da transmissão acústica

e enviar os dados referentes à localização do equipamento na superf́ıcie. Deste

modo apenas um pacote de ping, sem dados adicionais, é enviado, e as interrogações

acústicas podem ser feitos com uma maior frequência.

Caso o véıculo opere sem umbilical e não houver um sistema de relógios sin-

cronizados, é preciso que o véıculo interrogue a embarcação de apoio e este envie

sua localização na resposta. Neste caso deve se considerar a posição do véıculo no

instante de interrogação (x1, y1, z2) e no de recepção (x2, y2, z2).

zdist =
√

(x1 − xm)2 + (y1 − ym)2 + (z1 − zm)2

+
√

(x2 − xm)2 + (y2 − ym)2 + (z2 − zm)2

≈ c× (trecep. − tinter.)

Uma análise aprofundada sobre diversos tipos de erros que podem degradar a

medida (e.g., incertezas na velocidade do som, refração no meio) é feita em McPhail

& Pebody (2009).

A velocidade do som na água é da ordem de 1.500m/s, sendo que o valor exato

depende de variações na temperatura, salinidade e pressão da água. Há tabelas com

fatores de correção para diferentes regiões do globo (Carter & Dept 1980), sendo que

no pior caso é posśıvel esperar um erro da ordem de 0, 15% da distância (McPhail

& Pebody 2009).
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5.1.4 Sensor de Velocidade

Como mencionado no caṕıtulo 2, o principal sensor para a medição de velocidade de

um submerśıvel é o DVL. O LUMA não dispõe deste tipo de equipamento e métodos

alternativos devem ser explorados.

Odometria visual é o processo de estimar o movimento do véıculo com base em

dados de uma ou mais câmeras fixadas no mesmo. Uma revisão bibliográfica dos

principais algoritmos utilizados para odometria visual bem como um histórico de sua

aplicação é apresentada em Scaramuzza & Fraundorfer (2011). O autor menciona

que a maioria dos trabalhos desta área se baseiam no uso de um sistema estéreo, que

emprega duas câmeras separadas por uma distância fixa para obter uma estimativa

de profundidade, simulando o sistema de visão humano.

Detalhes de implementação fogem ao escopo deste trabalho, mas de modo sim-

plificado um algoritmo de odometria visual funciona por meio da detecção de pontos

caracteŕısticos de uma imagem, ou par de imagens no caso estéreo, que são rastrea-

dos na imagem precedente. A comparação entre tais pontos permite uma estimativa

do movimento do véıculo.

A implementação de odometria visual em AUVs já foi explorada em Corke et al.

(2007), Hildebrandt & Kirchner (2010), Salvi, Petillot & Batlle (2008), Salvi, Petil-

lot, Thomas & Aulinas (2008), Wirth et al. (2013).

Uma comparação de duas bibliotecas que implementam algoritmos de odometria

visual é apresentada em Wirth et al. (2013), libviso2 e fovis, ambas foram integradas

ao ROS (Robot Operating System) pelo autor. A libviso2 implementa odometria

visual tanto para um sistema de câmera estéreo quanto para uma câmera monocular,

esta dependendo de um conhecimento da distância do leito em relação ao véıculo

que poderia ser fornecida por um alt́ımetro. A fovis considera uma câmera estéreo

ou RGB-D (e.g., Microsoft Kinetic). No mesmo trabalho é relatado um experimento

com um sistema de câmera estéreo equipado em um véıculo submarino que obteve

um erro de velocidade linear da ordem de 0, 02m/s e angular de 0, 2◦/s, o que

resultou em um erro de localização da ordem de 1% da distância percorrida.

Um sistema de odometria visual que combina dados de uma câmera estéreo e de

uma IMU é proposto em Hildebrandt & Kirchner (2010), nas simulações realizadas

foi obtido um erro da ordem de 0, 1% da distância percorrida.

A qualidade da odometria depende de uma boa condição de iluminação no am-

biente e de uma cena estática com textura o suficiente que permita estimar o movi-

mento aparente (Scaramuzza & Fraundorfer 2011). Quando não há contato visual

com o leito do oceano uma outra técnica deve ser empregada.

Em (Vaganay et al. 2000), (Baccou & Jouvencel 2002), (Baccou & Jouvencel

2003) e (Gadre 2007) é realizada uma calibração prévia para estimar a velocidade
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3

Figura 5.4: Representação de uma operação do ROV LUMA. Em 1) o véıculo se en-
contra na superf́ıcie, 2) submerge e 3) navega próximo ao leito do oceano. Adaptado
de (Wikimedia Commons 2011)

com base na rotação dos propulsores. Em (Ferreira et al. 2010) considera o uso de um

modelo dinâmico do véıculo e do conhecimento da força exercida pelos propulsores.

Para ambos os casos a velocidade é medida em relação à água, com correnteza

desconhecida. Esta pode ser estimada por meio de dados históricos e um modelo do

oceano, tal como é feito em (Hollinger et al. 2012).

5.2 Algoritmo de Localização

O algoritmo proposto nesta seção pode ser dividido em três etapas, ilustradas na

figura 5.4:

� 1 - Inicialização, com o véıculo na superf́ıcie onde é posśıvel o uso de GPS.

� 2 - Submersão, com o LUMA navegando em direção ao leito do oceano, mas

sem contato visual com o mesmo. A velocidade do véıculo é estimada a partir

da rotação dos propulsores.

� 3 - Varredura, quando o leito do oceano entra no campo de visão das câmeras

e é posśıvel utilizar um sistema de odometria visual.

5.2.1 Inicialização

Inicialmente é necessário definir os sistemas de coordenadas utilizados. Como refe-

rencial inercial é utilizados um sistema de coordenadas NED (North-East-Down),
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Figura 5.5: Sistemas de coordenadas ECEF e NED. Diagrama adaptado de (Wiki-
media Commons 2010).

figura 5.5. Este é um sistema de coordenadas de mão direita definido por uma ori-

gem fixada arbitrariamente na superf́ıcie terrestre, o eixo−x aponta em direção ao

norte geodético, o eixo−y aponta em direção ao leste geodético e o eixo−z aponta

para baixo em direção ao centro da terra.

Com o LUMA situado na superf́ıcie é feita uma primeira leitura do sinal de GPS.

Sua posição define a origem do sistema de coordenadas inercial, que inicialmente

coincide com a origem do sistema de coordenadas do véıculo. Esta posição expressa

nas coordenadas ECEF é transmitida para a embarcação de apoio. Tal informação

é necessária para a conversão da posição da embarcação de apoio, obtida também

por GPS, para o sistema de coordenadas local, dada pela fórmula descrita em Cai

et al. (2011):

Pn = Rne(pe − po) (5.1)

Sendo Rne a matriz de rotação do sistema de coordenadas ECEF para o NED:

Rne =

− sinφr cosλr − sinφr sinλr cosφr

− sinλr cosλr 0

− cosφr cosλr − cosφr sinλr − sinφr


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Em que φr e λr são, respectivamente, a longitude e a latitude da origem do

sistema de coordenadas local, pe a posição da embarcação de apoio nas coordenadas

ECEF e po a posição da origem do sistema de coordenadas local.

Por conta de sua centralidade no algoritmo de localização proposto, utilizaremos

o sistema de coordenadas do sensor Advanced Navigation Spatial como sistema de

coordenadas do véıculo, cuja origem coincide com a origem do sistema de coordena-

das local no instante de inicialização.

Antes do véıculo submergir, sua velocidade é estimada por meio da rotação dos

propulsores e de uma estimativa da correnteza marinha. Esta pode ser inicializada

pela medição da velocidade por meio do GPS com os propulsores ainda desligados.

O estado inicial do sistema, x0 é dado pelo estado do véıculo em conjunto com a

correnteza marinha viia:

x0 =
[
01×3 Θib viia ωbib viia

]T
0

E a covariância é inicializada com base nas incertezas dos sensores utilizados.

P0 =


PGPS-p 0 0 0 0

0 PIMU-Θ 0 0 0

0 0 PGPS-v 0 0

0 0 0 PIMU-ω 0

0 0 0 0 PGPS-v


Tendo inicializado o estado do sistema, o véıculo liga os propulsores e começa a

submergir.

5.2.2 Submersão

Para a propagação desse estado consideramos o modelo cinemático apresentado no

caṕıtulo 3 em conjunto com a suposição de que a correnteza marinha permanece

aproximadamente constante. Em projetos de sistemas de localização de UUVs é

comum adotar uma frequência de amostragem da ordem de 10 Hz, este é o valor

utilizado em Webster (2010), por exemplo. O modelo cinemático considera veloci-

dades constante, no entanto na prática a velocidade sofre pequenas variações. Estas

são representadas pela adição de um rúıdo branco de média nula, qk ∈ R9, com

covariância Qk. A variação da velocidade durante o peŕıodo de amostragem é da

ordem de
√
Q (Bar-Shalom et al. 2002).
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Aplicando a discretização pelo método de Euler, temos:

xk+1 =


pib

Θib

vbib
ωbib
viia


k+1

=


pib

Θib

vbib
ωbib
viia


k

+


R(Θib)v

b
ib

J (Θib)ω
b
ib

03×1

03×1

03×1

∆t

︸ ︷︷ ︸
f(xk)

+

[
06×9

I9×9

]
qk (5.2)

Para a predição do estado por meio do filtro UKF basta o conhecimento da

estimativa e covariância inicial, x0 e P0, da covariância do rúıdo, Qk, e do modelo do

sistema, f(xk). O filtro EKF requer o cálculo adicional do Jacobiano desta função,

isto é dado por:

F (xk) =
∂f(xk)

∂xk

=


I3×3

∂R
∂Θ
v∆t R∆t 03×3 03×3

03×3 I3×3 + ∂J
∂Θ
ω∆t 0 J∆t 03×3

03×3 03×3 I3×3 03×3 03×3

03×3 03×3 03×3 I3×3 03×3

03×3 03×3 03×3 03×3 I3×3


Os ı́ndices foram suprimidos para facilitar a leitura. Então, por meio da definição

da matriz de rotação em 3.6, temos

∂R

∂Θ
=
∂RT

z (ψ)RT
y (θ)RT

x (φ)

∂Θ
v

=
[
RT
z (ψ)RT

y (θ)∂R
T
x (φ)
∂φ

v RT
z (ψ)

∂RTy (θ)

∂θ
RT
x (φ)v ∂RTz (ψ)

∂ψ
RT
y (θ)RT

x (φ)v
]

Em que

∂RT
x (φ)

∂φ
=

1 0 0

0 − sinφ cosφ

0 − cosφ − sinφ


∂RT

y (θ)

∂θ
=

− sin θ 0 − cos θ

0 1 0

cos θ 0 − sin θ


∂RT

z (ψ)

∂ψ
=

− sinψ cosψ 0

− cosψ − sinψ 0

0 0 1


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E também
∂J
∂Θ

=
[
∂J
∂φ
ω ∂J

∂θ
ω ∂J

∂ψ
ω
]

Em que, com base na equação 3.12,

∂J
∂φ

ω =

0 cosφ tan θ − sinφ tan θ

0 − sinφ − cosφ

0 cosφ sec θ − sinφ cos θ

ω
∂J
∂θ

ω =

0 sinφ sec2 θ cosφ sec2 θ

0 0 0

0 sinφ sec θ tan θ cosφ sec θ tan θ

ω
∂J
∂ψ

ω = 03×1

Com exceção do Modem Acústico, a medida de todos os sensores pode ser lida

com uma frequência igual ou superior a 10 Hz. Não havendo um sinal acústico, o

vetor de medidas é constitúıdo dos ângulos de orientação e da velocidade angular,

medidos pela IMU, da profundidade, a partir do transmissor de pressão, e da veloci-

dade do véıculo em relação à água, estimados por meio da rotação dos propulsores:

zk =


zprof

zΘ

zω

zprop

 =


01×2 1 01×3 01×3 01×3 01×3

03×2 03×1 I3×3 03×3 03×3 03×3

03×2 03×1 03×3 I3×3 03×3 03×3

03×2 03×1 03×3 Rsb −Rsbp̂bs −RsbRbi(Θ)

xk
︸ ︷︷ ︸

hk(xk)

+rk

Em que rk é um rúıdo de média nula e covariância dada por

Rk =


Pprof 01×3 01×3 01×3

0 PIMU-Θ 01×3 01×3

0 01×3 PIMU-ω 01×3

0 01×3 01×3 Pprop


A etapa de correção do filtro UKF depende da estimativa a priori x̂k|k−1 e sua

respectiva matriz de covariância Pk|k−1, e do conhecimento de hk(xk) e da covariância

do rúıdo de medida Rk. O filtro EKF requer ainda o cálculo do jacobiano da função

de medida.
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H(xk) =
∂zk
∂x

=


01×2 1 01×3 01×3 01×3 01×3

03×2 03×1 I3×3 03×3 03×3 03×3

03×2 03×1 03×3 I3×3 03×3 03×3

03×2 03×1 −Rsb
∂Rbi
∂Θ

viia Rsb −Rsbp̂bs −RsbRbi


O Modem localizado na superf́ıcie é configurado para enviar uma mensagem

periodicamente contendo sua posição expressa no sistema de coordenadas local

(xm, ym, zm) e possivelmente um timestamp. Caso não haja, a sincronização é feita

por meio do cabo umbilical, usado para sinalizar o ińıcio de uma transmissão, evento

que o submerśıvel cronometra até a recepção do sinal acústico. A medida é mode-

lada por

zdist(xk) =
√

(x− xm)2 + (y − ym)2 + (z − zm)2 + rk, rk ∼ (0, Pdist)

Para a aplicação do EKF, temos que o Jacobiano desta medida é dado por

∂zdist(xk)

∂xk
=
[
(x− xm)/zdist(xk) (y − ym)/zdist(xk) (z − zm)/zdist(xk) 01×12

]
É preciso notar que o vetor de medidas zk varia de acordo com o conjunto

de medidas obtido a cada instante, de modo que ora possui uma informação de

distância, ora não há tal dado.

5.2.3 Varredura

Quando o véıculo se aproxima do leito do oceano e as condições de visibilidade são

favoráveis, um sistema de odometria visual é utilizado, de modo que a velocidade

do véıculo agora é medida em relação a um referencial inercial. De modo que

zodom =
[
03×3 03×3 Rsb −Rsbp̂bs 03×3

]
xk + rk, rk (01×3;Podom) (5.3)

Com o Jacobiano dado por

∂zvel(x)

∂x
=
[
03×3 03×3 Rsb −Rsbp̂bs 03×3

]
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Figura 5.6: Diagrama do algoritmo de localização
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5.3 Considerações Finais

O algoritmo proposto é resumido no diagrama da figura 5.6. Em śıntese, a posição é

inicializada na superf́ıcie por meio de um GPS, em seguida o véıculo submerge, não

havendo visibilidade do leito do oceano a velocidade é estimada por meio da rotação

dos propulsores, do contrário um sistema de odometria visual é utilizado. A posição

horizontal do véıculo (x, y) é calculada por meio da integração da velocidade, de

modo que a estimativa possui um erro crescente. Quando há recepção de um sinal

pelo Modem Acústico, a informação de distância é utilizada para corrigir as coor-

denadas (x, y). No caṕıtulo seguinte o algoritmo é testado com base em simulações

computacionais.
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Caṕıtulo 6

Simulações

O sistema de localização proposto é verificado neste caṕıtulo por meio de simulações

feitas com o MATLAB. Trajetórias foram geradas com base no modelo dinâmico de

um ROV e medidas foram simuladas retratando o conjunto de sensores do LUMA. Na

próxima seção os parâmetros utilizados são explicitados e na seguinte os resultados

obtidos para diferentes condições são mostrados em gráficos e tabelas.

6.1 Parâmetros de Simulação

As simulações realizadas para este trabalho utilizaram os parâmetros do modelo

dinâmico apresentados em (Chin 2013), medidos em cima do RRC ROV, do centro

de pesquisas de robótica da Universidade Tecnológica de Nanyang. O RRC ROV é

um submerśıvel com 1 m de comprimento, 0, 9 m de largura, 0, 9 m de altura, possui

um peso seco de 115 kg e utiliza uma estrutura semelhante ao do LUMA. O autor

disponibiliza um modelo desenvolvido no Simulink/MATLAB que serviu para gerar

a trajetória do véıculo. Estas foram geradas considerando velocidades máximas da

ordem de 0, 5m/s.

Medidas de distância obtidas por meio do tempo de voo de um sinal acústico

possuem uma distribuição não-gaussiana, em Webster et al. (2012) há um gráfico

do histograma da inovação da medida feito a partir de leituras do WHOI Micromo-

dem, o mesmo modelo presente no LUMA. Um rúıdo foi gerado a partir dos dados

coletados de tal histograma, figura 6.1, para compensar a resolução do gráfico foi

adicionado um rúıdo com distribuição de Rayleigh. Esta é a distribuição resultante

da raiz quadrada da soma dos quadrados de variáveis aleatórias gaussianas.

Na ausência de modelos mais detalhados para o rúıdo de medida dos demais

sensores distribuições gaussianas foram assumidas, tal como é feito em Webster

et al. (2012). Também foi considerado que os rúıdos de medida de cada sensor são

descorrelacionados e possuem covariância constante. Com base no estudo realizado

no caṕıtulo anterior, as covariâncias foram definidas com valores dentro da ordem
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de precisão dos sensores analisados no caṕıtulo anterior, tais dados estão listados na

tabela 6.1 com as respectivas unidades. Em suma,

Pprof = 0, 52 [m2] Pdist = 3, 32 [m2]

PGPS-p =

52 0 0

0 52 0

0 0 12

 [m2], PIMU-Θ =
π2

1802

0, 52 0 0

0 0, 52 0

0 0 12

 [rad2]

PGPS-v =

0, 1 0 0

0 0, 1 0

0 0 0, 1

 [m2/s2] PIMU-ω =
π2

1802

0, 252 0 0

0 0, 252 0

0 0 0, 252

 [rad2/s2]

Pprop =

0, 12 0 0

0 0, 12 0

0 0 0, 12

 [m2/s2] Podom =

0, 022 0 0

0 0, 022 0

0 0 0, 022

 [m2/s2]

A covariância Qk deve ser sintonizada de acordo com o grau de variação das

velocidades do véıculo e da correnteza marinha. A escolha deve ser feita de modo que√
Qk seja da ordem da variação da velocidade durante um peŕıodo de amostragem

(Bar-Shalom et al. 2002).

Qk =

 Qv 03×3 03×3

03×3 Qω 03×3

03×3 03×3 Qcurr


Em que foi arbitrado Qv = 5e-4I3×3 e Qω = 1e-5I3×3. As correntezas foram

modeladas como constantes, na simulação consideramos viia =
[
0, 05 0, 01 0

]T
, de

modo que Qcurr = 03×3.

Para o filtro UKF é preciso também sintonizar os parâmetros α, β, κ. Para

incorporar medidas com rúıdos gaussianos foi utilizado β = 2, valor ótimo para este

caso, α = 1e-3 e κ = 0.

Para a medida de distância captada do modem acústico foi amostrado, a partir de

uma distribuição gaussiana, um conjunto de 1e4 posśıveis estados iniciais do véıculo.

Para cada ponto simulamos uma medida de distância com o rúıdo de distribuição

não-gaussiana. A etapa de correção do filtro UKF é aplicada com diferentes valores

para β e o erro quadrático médio da posição estimada do véıculo é calculada. O

gráfico na figura 6.2 evidência que o erro mı́nimo para o conjunto de pontos e medidas

considerado está na ordem de β = 2e4. Para os outros parâmetros definimos α =

0, 5 e κ = 0, variações em torno desses valores não mostraram nenhuma melhora

significante na estimativa.
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Figura 6.1: Histograma da inovação da medida de distância gerado a partir de gráfico
exposto em Webster et al. (2012)

Tabela 6.1: Sensores utilizados para localização

Sensor Medida Precisão Frequência
IMU φ, θ 0, 5◦ 10Hz
IMU ψ 1◦ 10Hz

Giroscópios (IMU) p, q, r 0, 25◦/s 10Hz
Profund́ımetro z 0, 5m 10Hz

Propulsor vbab 0, 1m/s 10Hz
Odometria Visual u, v, w 0, 02m/s 10Hz

GPS x, y, z, xm, ym, zm 5m 0, 1Hz

Modem Acústico
√

(x− xm)2 + (y − ym)2 + (z − zm)2 3, 3m 0, 1Hz
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Figura 6.2: Erro de posição em função do parâmetro β do filtro UKF

6.2 Resultados das Simulações

6.2.1 Cenário 1

No primeiro cenário simulado foi considerado que o véıculo está inicialmente na

superf́ıcie em alto-mar, submerge até chegar a 1000 metros de profundidade, quando

a odometria visual é ativada e o véıculo percorre uma trajetória retiĺınea.

Para a primeira simulação foi considerado um Modem Acústico fixo em um ponto

na superf́ıcie, situação que ocorreria com a embarcação de apoio ancorada ou em um

porto, que manda a cada 10 segundos um sinal contendo sua localização obtida por

GPS. Os gráficos 6.3 e 6.4 mostram o resultado de uma simulação nessas condições.

É posśıvel notar que há um erro crescente na estimativa da posição enquanto o

véıculo mede a própria velocidade considerando apenas a rotação dos propulsores.

Para este caso o erro atinge um máximo da ordem de 100 metros para o filtro UKF

e de 250 para o EKF. Quando o véıculo obtém contato visual com o leito do oceano,

em t = 1.700s, a odometria visual é ativada permitindo uma melhoria drástica na

estimativa da posição.

Para comparar a eficiência dos filtros foram feitas 20 simulações em diferentes

condições iniciais e medidas para a mesma trajetória. O seguinte resultado foi obtido:

Algoritmo Erro RMS Médio [m] Desvio Padrão [m]

EKF 85, 77 74, 21

UKF 46, 12 15, 67

Em seguida o mesmo foi feito considerando o caso em que o Modem Acústico

está em uma embarcação móvel, que percorre uma trajetória circular na superf́ıcie
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Figura 6.3: Simulação do Cenário 1

com raio igual a 200 metros. O seguinte resultado foi obtido:

Algoritmo Erro RMS Médio [m] Desvio Padrão [m]

EKF 22, 46 9, 42

UKF 47, 04 21, 09

Neste segundo caso o filtro EKF obtém uma melhora considerável, o que corro-

bora a hipótese que a qualidade de sua estimativa é mais suscet́ıvel a perda de ob-

servabilidade por conta do processo de linearização (Arrichiello et al. 2013). Quanto

ao filtro UKF, o erro é consideravelmente maior que o EKF, no entanto é da mesma

ordem que o do caso anterior, com Modem Acústico fixo.

6.2.2 Cenário 2

No segundo cenário foi considerado o véıculo navegando já próximo ao leito do oce-

ano, utilizando desde o prinćıpio a odometria visual. Os gráficos 6.5 e 6.6 mostram

os resultados de uma simulação.

Para analisar a dependência do filtro com a qualidade da odometria visual obtida,

foram feitas 20 simulações para cada valor de σv, o resultado obtido foi:
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Figura 6.4: Simulação do Cenário 1
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Figura 6.5: Simulação do Cenário 2

EKF UKF

σv Erro RMS Desvio Padrão Erro RMS Desvio Padrão

0, 02 5, 56 0, 70 5, 48 0, 72

0, 04 5, 76 0, 51 5, 72 0, 61

0, 08 5, 48 0, 60 5, 52 0, 67

0, 16 6, 15 0, 65 5, 81 0, 82

E com o modem fixo, utilizando σv = 0, 02m/s, para 20 simulações o seguinte

resultado foi obtido

Algoritmo Erro RMS Médio Desvio Padrão

EKF 5, 35 1, 13

UKF 5, 36 1, 10

6.3 Considerações Finais

As simulações atestaram a viabilidade dos filtros em dois cenários, um que o véıculo

submerge até atingir sua profundidade máxima e outro em que o véıculo já começa

no estágio de varredura, em contato com o leito do oceano. Para cada cenário foram

simulados os casos em que a embarcação de apoio fica ancorada e percorre uma

trajetória circular. O primeiro caso no primeiro cenário mostraram uma melhor
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Figura 6.6: Simulação do Cenário 2

72



performance do filtro UKF em relação ao EKF. Com a embarcação de apoio em

movimento a estimativa do filtro EKF melhora drasticamente e a do UKF pouco

muda. Para o segundo cenário, em ambos os casos, os filtros UKF e EKF possuem

desempenhos semelhantes.

Os resultados obtidos podem ser comparados com os erros de posicionamento

de um sistema USBL de baixo custo. Considerando que este, tal como visto no

caṕıtulo 2, possui um erro variável da ordem de 2−5% da distância entre os modems

equipados no submerśıvel e no véıculo de apoio na superf́ıcie, para uma distância de

1000 metros o USBL obteria uma localização com erro na ordem de 20− 50 metros.

Este erro está na mesma ordem do erro de localização obtido nas simulações do

primeiro cenário e é superior ao erro de localização obtido nas simulações do segundo

cenário, na ordem de 5 metros, e que considera o uso de odometria visual durante

toda a missão.
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Caṕıtulo 7

Conclusão

Este trabalho abordou o desenvolvimento de um sistema de localização submarina.

Foi feita uma revisão das principais técnicas utilizadas atualmente e, considerando o

contexto de operação do submerśıvel e o conjunto de equipamentos dispońıveis, foi

sugerido um método que se baseia em um modem acústico, profund́ımetro, unidade

de medição inercial e câmeras.

Modelos dos sensores e do véıculo foram estudados para o uso de um filtro pro-

babiĺıstico que, incorporando parâmetros estat́ısticos dos rúıdos do sistema, permite

uma estimativa do estado do submerśıvel. Para tal duas aproximações do filtro de

Kalman para sistemas não-lineares são empregadas, EKF e UKF.

Por meio de simulações, foram feitas comparações entre os filtros, mostrando

as vantagens e desvantagens de cada um. Os resultados obtidos demonstram a

viabilidade do algoritmo proposto e abrem espaço para testes experimentais em

campo. Comparando com sistemas USBL de baixo custo, o sistema proposto obteve

erros da mesma ordem de grandeza ou até melhores, no caso em que um sistema de

odometria visual é utilizado durante toda a missão.

A contribuição principal deste trabalho é a proposta de um sistema de localização

de custo reduzido e adequado ao conjunto de equipamentos utilizados pelo LUMA.

Até o presente momento o filtro UKF não havia sido aplicado no contexto de um

sistema de localização com base em apenas uma referência acústica, mostramos sua

viabilidade e capacidade de em determinadas condições obter estimativas melhores

que a do filtro EKF. Os trabalhos desta área que não utilizam um sensor DVL

estimam a velocidade a partir da rotação dos propulsores, o uso de um sistema de

odometria visual como sensor de velocidade permite uma melhoria significativa no

sistema de localização.
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7.1 Trabalhos Futuros

Esta dissertação se trata de uma proposta inicial para um sistema de localização, o

seu desenvolvimento abre diversas possibilidades de estudo, entre os quais:

� A sintonização de parâmetros do UKF ainda é um assunto pouco tratado, em

muitas aplicações se adotam os valores padrão sem maiores discussões, um

estudo apresentado em Turner & Rasmussen (2010) aponta como uma má

escolha dos parâmetros pode degradar o funcionamento do filtro e sugere um

método de sintonização por meio de uma otimização via processos gaussianos.

� As simulações realizadas consideraram o conhecimento da covariância da me-

dida de cada sensor, dos dispositivos considerados apenas a IMU fornece dire-

tamente o desvio padrão dos ângulos de Euler. A calibração dos sensores deve

ser feita para obter parâmetros da incerteza de cada sensor. Tais parâmetros

também sofrem variações no ambiente de operação, e.g. neve marinha afetando

a qualidade da odometria visual. Formulações adaptativas (Jiang et al. 2007,

Xiong et al. 2008) e robustas (Ishihara et al. 2009) podem ser exploradas.

� O LUMA não possui um sensor próprio para a medição de velocidade linear,

os resultados obtidos neste trabalho sugerem a formulação de um sistema de

visão estéreo para servir de odometria visual. O software do LUMA usa como

base o ROS, que já possui bibliotecas para a implementação de odometria

visual. Além deste propósito a visão estéreo possibilitaria realizar um ma-

peamento tridimensional do leito do oceano, que em conjunto com o sistema

de localização, poderia ser projetado um algoritmo de SLAM. Outra aborda-

gem que pode ser testada para odometria visual é o conjunto de uma câmera

monocular e o alt́ımetro.

� Véıculos que não utilizam DVL ou odometria visual estimam a velocidade li-

near com um ADCP ou por meio da rotação dos propulsores. Em ambos os

casos a correnteza marinha não é medida. O filtro apresentado neste traba-

lho considera correntezas praticamente constantes. Uma modelagem mais fiel

poderia implementar um modelo do oceano que leve em conta variações na

correnteza e na maré (Donovan 2012, Garau et al. 2006).

� Sistemas de localização OWTT empregam relógios sincronizados entre os mo-

dems acústicos, neste trabalho é feita a sugestão do uso da comunicação por

fibra óptica como sinalizador do envio de um pacote acústicos. Experimentos

precisam ser feitos para atestar o funcionamento desse mecanismo.

� Apenas o GPS foi utilizado para a obter a posição da embarcação de apoio, a
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precisão desta medida pode ser melhorada se houver acesso a outros equipa-

mentos na superf́ıcie.

� O sistema de localização proposto utiliza filtros para que o véıculo obtenha

uma estimativa de seus estados no instante de operação. Um algoritmo de

suavização, tal como o RTS (Rauch-Tung-Striebel), possibilita obter uma es-

timativa off-line da trajetória percorrida pelo véıculo.
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Apêndice A

Conceitos de Probabilidade

Este apêndice apresenta conceitos básicos de probabilidade que são fundamentais

para o desenvolvimento dos filtros descritos no caṕıtulo 4. As referências utiliza-

das foram (Ross 2002) e (Simon 2006), que devem ser consultadas para um maior

aprofundamento.

A.1 Variáveis Aleatórias

O conjunto de todos os posśıveis valores que podem ser assumidos por uma variável

aleatória é denominado espaço amostral Ω. Qualquer subconjunto ζ é denominado

evento, sendo P (ζ) a probabilidade de tal evento ocorrer, em que os seguintes axio-

mas (de Kolmogorov) devem ser respeitados:

A1. 0 ≤ P (ζ) ≤ 1

A2. P (Ω) = 1

A3. Se ζ1, ζ2, ... são eventos mutuamente excludentes (i.e., i 6= j =⇒ ζi ∩ ζj = ∅),
temos que P (

∞⋃
i=1

ζi) =
∞∑
i=1

P (ζi)

Como consequência direta de tais axiomas, temos

C1. P (∅) = 0

C2. Seja ζC o complemento de ζ, tal que ζ ∩ ζC = 0 e ζ ∪ ζC = Ω, temos P (ζC) =

1− P (ζ).

C3. Se ζ ⊂ ν, então P (ζ) ≤ P (ν)

C4. P (ζ ∪ ν) = P (ζ) + P (ν)− P (ζ ∩ ν)
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Figura A.1: A área sombreada representa P (0 ≤ X ≤ 1)

Uma variável aleatória X é definida como uma função que mapeia o conjunto de

todos os posśıveis valores que podem ser assumidos pela variável aleatória, denomi-

nado espaço amostral Ω, para o conjunto dos números reais.

X : Ω→ R

De modo que um evento ζ ∈ Ω é mapeado em X(ζ) ∈ R. Seja B ⊆ R, temos

X ∈ B = {ζ ∈ Ω : X(ζ) ∈ B}
P (X ∈ B) = P ({ζ ∈ Ω : X(ζ) ∈ B})

Uma variável aleatória pode ser discreta (e.g., X descreve o lançamento de um

dado, com B representando o conjunto de eventos que o número de face é ı́mpar)

ou cont́ınua (e.g., X é a medida de um alt́ımetro, com B = [a, b] representando

um intervalo de valores posśıveis). O último caso é de maior interesse para esta

dissertação e será tratado aqui.

A.2 Função Densidade de Probabilidade

Uma variável aleatória cont́ınua é caracterizada por sua função densidade de pro-

babilidade fX (pdf, probability density function). A probabilidade de um evento

mapeado em B ocorrer é dado por

P (X ∈ B) =

∫
B

fX(x)dx
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A partir dos axiomas de probabilidade, temos que

fX(x) ≥ 0∫ ∞
−∞

fX(x)dx = 1

P (a < X ≤ b) =

∫ b

a

fX(x)dx

Também é útil definir a função distribuição FX

FX(x) = P (X ≤ x)

Desta definição temos as seguintes propriedades

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(z)dz

fX(x) =
∂FX(x)

∂x

FX(x) ∈ [0, 1]

FX(−∞) = 0

FX(∞) = 1

a ≤ b =⇒ FX(a) ≤ FX(b)

P (a < X ≤ b) = FX(b)− FX(a)

A.3 Valor Esperado

O valor esperado de uma função g(X), de uma variável aleatória X com função

densidade de probabilidade fX , é definido por

E[g(X)] =

∫ ∞
−∞

g(x)fX(x)dx

Quando g(X) = X, temos o valor esperado de X, também chamado de média

ou primeiro momento de X,

µ = E[X] =

∫ ∞
−∞

xfX(x)dx

A variância, ou segundo momento central, de uma variável aleatória X é obtida

com g(X) = (X − µ)2,

σ2 = E[(X − µ)2] =

∫ ∞
−∞

(x− µ)2fX(x)dx
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Em que σ é denominado desvio padrão de X. A notação X ∼ (µ, σ2) indica que

X é uma variável aleatória cujo valor esperado é µ e desvio padrão σ. Seguindo o

mesmo prinćıpio, temos que o enésimo momento central de X é obtido com g(X) =

(X − µ)n. Em algumas aplicações é prático definir a assimetria (skewness) por

E[(X − µ)3]/σ3 e a curtose (kurtosis) por E[(X − µ)4]/σ4.

A.4 Distribuição Gaussiana

Uma variável aleatória é dita Gaussiana ou Normal, quando sua função densidade

de probabilidade é definida por

fX(x) =
1√

(2πσ2)
exp

[−(x− µ)2

2σ2

]
Ou, de forma compacta, X ∼ N (µ, σ2). Uma variável aleatória Gaussiana é dita

normalizada se X ∼ N (0, 1).

Quando se desconhece a pdf de uma variável aleatória é comum supor que esta é

Gaussiana. Tal escolha é baseada no Teorema Central do Limite, que basicamente

prova que a soma de um conjunto de variáveis aleatórias independentes e identica-

mente distribúıdas (i.i.d.) X1, X2, ..., Xn, com média µ e variância σ2, converge para

uma distribuição Gaussiana quando n tende ao infinito (Ross 2002).

A.5 Variáveis Aleatórias Distribuidas Conjunta-

mente

A função distribuição conjunta de duas variáveis aleatórias X e Y é definida por

FXY (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y)

E a função densidade de probabilidade conjunta por

fXY (x, y) =
∂2FXY (x, y)

∂x∂y

O valor esperado de uma função g(X, Y ) é dado por

E[g(X, Y )] =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

g(x, y)fXY (x, y)dxdy
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Duas variáveis aleatórias X e Y são independentes se

P (X ≤ x, Y ≤ y) = P (X ≤ x)P (Y ≤ y), ∀x, y

Isto implica que

FXY (x, y) = FX(x)FY (y)

A covariância entre X e Y é dada por

CXY = E[(X − µx)(Y − µy)] = E[XY ]− µxµy

E a correlação por

RXY = E[XY ]

Se X e Y forem não correlacionadas, então

RXY = E[X]E[Y ]

Independência implica não correlação, o contrário não necessariamente é verdade.

Se RXY = 0 dizemos que X e Y são ortogonais.

A.6 Variáveis Aleatórias Multidimensionais

Considerando agora X e Y como vetores aleatórios (i.e. cada componente do vetor

é uma variável aleatória, [X1, X2, ..., Xn]T e [Y1, Y2, ..., Ym]T) sua correlação é dada

pela matriz

RXY = E[XY T]

=


E[X1Y1] · · · E[X1Ym]

...
. . .

...

E[XnY1] · · · E[XnYm]


A covariância definida por

CXY = E[(X − µx)(Y − µy)T]

= E[XY T]− µxµT
y
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A matriz de autocorrelação de X, dada por

RX = E[XXT]

=


E[X2

1 ] · · · E[X1Xn]
...

. . .
...

E[XnX1] · · · E[X2
n]


Uma vez que E[XiXj] = E[XjXi], para qualquer par (i, j), a matriz de autocor-

relação é sempre simétrica, Rx = RT
x . É também sempre positiva semidefinida:

zTRXz = zTE[XXT]z

= E[zTXXTz]

= E[(zTX)2] ≥ 0

A matriz de autocovariância é dada por

CX = E[(X − µx)(X − µx)T]

=


E[(X1 − µ1)2] · · · E[(X1 − µ1)(Xn − µn)]

...
. . .

...

E[(Xn − µn)(X1 − µ1)] · · · E[(Xn − µn)2]



=


σ2

1 · · · σ1n

...
. . .

...

σn1 · · · σ2
n


Uma vez que σij = σji para qualquer par (i, j), a matriz de autocovariância é

simétrica. Também é positiva semidefinida:

zTCXz = zTE[(X − µx)(X − µx)T]z

= E[zT(X − µx)(X − µx)Tz]

= E[(zT(X − µx))2] ≥ 0

Um vetor aleatório é Gaussiano se

fX(x) =
1√

(2π)n det(Cx)
exp

[−1

2
(x− µx)TC−1

X (x− µx)
]

Ou em notação simplificada X ∼ N (µx, CX). Qualquer combinação linear

desta variável também possuirá uma distribuição gaussiana. Considerando um vetor

aleatório Y = AX + b, temos que Y ∼ N (Aµx + b, ACXA
T).
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A.7 Processo Estocástico

Um processo estocástico é um vetor aleatório X(t) que varia no tempo.

A função de distribuição de X(t) é definida como

FX(x, t) = P (X(t) ≤ x)

E a função densidade de probabilidade, por

fX(x, t) =
∂nFX(x, t)

∂x1...∂xn

Com isso, a média é dada por

µx(t) =

∫ ∞
−∞

xfX(x, t)dx

E a covariância por

CX(t) = E{[X(t)− µx(t)][X(t)− µx(t)]T}

Uma vez que X(t1) e X(t2) são dois vetores aleatórios distintos, podemos falar

na função distribuição e densidade de probabilidade conjunta para tais vetores

F (x1, x2, t1, t2) = P (X(t1) ≤ x1, X(t2) ≤ x2)

f(x1, x2, t1, t2) =
∂2F (x1, x2, t1, t2)

∂x1∂x2

Para simplificar a notação omitimos o ı́ndice de tais funções.

RX(t1, t2) = E
[
X(t1)X(t2)T

]
Cx(t1, t2) = E

{[
X(t1)− µ(t1)

][
X(t2)− µ(t2)

]T}
Quando X(t1) é independente de X(t2) para qualquer t1 6= t2, X(t) é denominado

rúıdo branco. Do contrário, seria um rúıdo colorido. Tal nomenclatura é justificada

como base no espectro de frequência do processo, SX(ω). Este, para um sinal

estocástico estacionário no sentido amplo, é definido pela transformada de Fourier

da autocorrelação:

SX(ω) =

∫ ∞
−∞

RX(τ)e−jωτdτ

RX(τ) =
1

2π

∫ ∞
−∞

SX(ω)ejωτdω
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Quando se trata de um processo estocástico discretizado no tempo, o espectro

de frequência é definido por

SX(ω) =
∞∑

k=−∞
RX(k)e−jωk, ω ∈ [−π, π]

RX(k) =
1

2π

∞∫
−∞

SX(ω)ejωkdω

E o mesmo é chamado de rúıdo branco se

RX(k) = σ2δk

Em que δk é a função delta de Kronecker, definida por

δk =

{
1, se k = 0

0, se k 6= 0

Se X(k) é um rúıdo branco, então os vetores aleatórios X(n) e X(m) só serão

correlacionados quando n = m. De modo que o sinal possui a mesma potência para

todas as frequências:

SX(ω) = RX(0), ∀ω ∈ [−π, π]

94



Apêndice B

Algumas Demonstrações

B.1 Propriedades do traço de uma matriz

Temos que o traço de uma matriz é definido pelo somatório dos elementos de sua

diagonal. Seja A uma matriz m×m, em que aij é o elemento da linha i e coluna j

de A, temos que

tr(A) =
m∑
i=1

aii (B.1)

B.1.1 Permutação Ćıclica

O traço é invariante à permutação ćıclica, de modo que

tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) (B.2)

Desde que as dimensões das matrizes sejam tais que permitam as três multi-

plicações. Considerando A uma matriz m× n; B, n× p; C, p×m, temos

ABC =


a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn



b11 · · · b1p

...
. . .

...

bn1 · · · bnp



c11 · · · c1m

...
. . .

...

cp1 · · · cpm



=


a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn



∑
j

b1jcj1 · · ·
∑
j

b1jcjm

...
. . .

...∑
j

bnjcj1 · · ·
∑
j

bnjcjm



=


∑
jk

a1kbkjcj1 · · · ∑
jk

a1kbkjcjm

...
. . .

...∑
jk

amkbkjcj1 · · ·
∑
jk

amkbkjcjm


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De modo que

tr(ABC) =
∑
ijk

aikbkjcji

=
∑
ijk

cjiaikbkj = tr(CAB)

=
∑
ijk

bkjcjiaik = tr(BCA) (B.3)

B.1.2 Quadratic Outer Product Trace Derivative

Queremos provar que
∂

∂A
tr(ABAT) = ABT + AB (B.4)

Em que A é uma matriz m×n e B uma matriz n×n. Para tal, usando a equação

B.3 com C = AT, temos

tr(ABAT) =
∑
ijk

aikbkjaij (B.5)

De modo que

∂

∂A
tr(ABAT) =


∂

∂a11

∑
ijk

aikbkjaij · · · ∂
∂a1n

∑
ijk

aikbkjaij

...
. . .

...
∂

∂am1

∑
ijk

aikbkjaij · · · ∂
∂amn

∑
ijk

aikbkjaij



=


∑
j

b1ja1j +
∑
k

a1kbk1 · · · ∑
j

bnja1j +
∑
k

a1kbkn

... · · · ...∑
j

b1jamj +
∑
k

amkbk1 · · ·
∑
j

bnjamj +
∑
k

amkbkn



=


∑
j

b1ja1j · · ·
∑
j

bnja1j

... · · · ...∑
j

b1jamj · · ·
∑
j

bnjamj

+


∑
k

a1kbk1 · · · ∑
k

a1kbkn

... · · · ...∑
k

amkbk1 · · ·
∑
k

amkbkn


= ABT + AB (B.6)

B.1.3 Sandwich Product Trace Derivative

Queremos provar que
∂

∂B
tr(ABC) = ATCT (B.7)
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Usando a equação B.3, temos

∂

∂B
tr(ABC) =


∂

∂b11

∑
ijk

aikbkjcji · · · ∂
∂b1p

∑
ijk

aikbkjcji

...
. . .

...
∂

∂bn1

∑
ijk

aikbkjcji · · · ∂
∂bnp

∑
ijk

aikbkjcji



=


∑
i

ai1c1i · · ·
∑
i

ai1cpi

...
. . .

...∑
i

ainc1i · · ·
∑
i

aincpi

 = ATCT
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Apêndice C

Códigos Desenvolvidos

C.1 Filtro EKF

C.1.1 Predição

function [x pri, P pri] = ekf predicao(x, P, f, F, R, param)

% Etapa de predicao do Filtro de Kalman Estendido (EKF)

% com base no modelo:

% x[k+1] = f(x[k]) + r[k]

% E{r[k]r[k]'} = R

%

% Entradas:

% x - Estimativa inicial

% P - Covariancia da estimativa inicial

% f(x,param) - Modelo do sistema

% F(x,param) - Jacobiano de f

% R - Covariancia do ruido

% param - Parametros para f e F

%

% Saidas:

% x pri - Estimativa predita (a priori)

% P pri - Covariancia da estimativa predita (a priori)

%Predicao da estimativa com base no modelo do sistema

x pri = f(x,param);

%Aproximacao linear da covariancia com base no Jacobiano

F = F(x,param);

P pri = F*P*F' + R;
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C.1.2 Correção

function [x pos, P pos] = ekf correcao(x, P, z, h, H, Q, param)

% Etapa de correcao do Filtro de Kalman Estendido (EKF)

% com base no modelo:

% y[k] = h(x[k]) + q[k]

% E{q[k]q[k]'} = Q

%

% Entradas:

% x - Estimativa inicial

% P - Covariancia da estimativa inicial

% h(x,param) - Modelo de medida

% H(x,param) - Jacobiano de h

% Q - Covariancia do ruido de medida

% param - Parametros para h e H

%

% Saidas:

% x pos - Estimativa corrigida (a posteriori)

% P pos - Covariancia da estimativa corrigida

N = size(x,1);

% Calculo do ganho de Kalman

H = H(x,param);

K = P*H'/(H*P*H' + Q);

if isnan(K)

disp('ERRO: Ganho de Kalman singular');

return;

end

%Correcao da estimativa

zhat = h(x,param);

x pos = x + K*(z-zhat);

%Covariancia da estimativa corrigida

P pos = (eye(N)-K*H)*P*(eye(N)-K*H)' + K*Q*K';

P pos = (P pos + P pos')/2;

C.2 Filtro UKF

C.2.1 UT - Transformada Unscented Escalonada
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function [y,Pyy,Pxy] = transformada unscented(x,P,f,param,...

alpha,beta,kapa)

% Transformada Unscented Escalonada (UT)

%

% Entradas:

% x - Media da variavel aleatoria

% P - Covariancia da variavel aleatoria

% f(x,param) - Funcao de transformacao

% param - Parametros para f

% alpha,beta,kapa - Parametros da UT

%

% Saidas:

% y - Estimativa da media de f(x)

% Pyy - Estimativa da covariancia de y

% Pxy - Estimativa da correlacao entre x e y

% Pesos para os pontos sigma

N = size(x,1);

lambda=alphaˆ2*(N+kapa)-N;

c=N+lambda;

Wm=[lambda/c 0.5/c+zeros(1,2*N)];

Wc=Wm;

Wc(1)=Wc(1)+(1-alphaˆ2+beta);

c=sqrt(c);

% Pontos sigma

A = c*chol(P)';

X = x(:,ones(1,numel(x)));

Xsigma = [x X+A X-A];

L=size(Xsigma,2);

Xsigma d = Xsigma - x(:,ones(1,L));

% Aplica a funcao nao-linear para cada ponto sigma

Ysigma = [];

for k=1:L

Ysigma = [Ysigma f(Xsigma(:,k),param)];

end

% Estimativa da media de f(x)

y = zeros(size(Ysigma,1),1);

for k=1:L

y = y + Wm(k)*Ysigma(:,k);

end

Ysigma d = Ysigma-y(:,ones(1,L));

% Estimativa da covariancia de y

Pyy = Ysigma d*diag(Wc)*Ysigma d';
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% Estimativa da correlacao entre x e y

Pxy = Xsigma d*diag(Wc)*Ysigma d';

C.2.2 Predição

function [x pri, P pri] = ukf predicao(x,P, f, R, param, ...

alpha, beta, kapa)

% Etapa de predicao do Filtro de Kalman Unscented (UKF)

% com base no modelo:

% x[k+1] = f(x[k]) + r[k]

% E{r[k]r[k]'} = R

%

% Entradas:

% x - Estimativa inicial

% P - Covariancia da estimativa inicial

% f(x,param) - Modelo do sistema

% R - Covariancia do ruido

% param - Parametros para f

% alpha, beta, kapa - Parametros da transformada unscented

%

% Saidas:

% x pri - Estimativa predita (a priori)

% P pri - Covariancia da estimativa predita (a priori)

[x pri, P pri] = transformada unscented(x,P,f,param,alpha,beta,kapa);

P pri = P pri + R;

C.2.3 Correção

function [x pos, P pos] = ukf correcao(x,P,z, h, Q, param, ...

alpha, beta, kapa)

% Etapa de correcao do Filtro de Kalman Unscented (UKF)

% com base no modelo:

% y[k] = h(x[k]) + q[k]

% E{q[k]q[k]'} = Q

%

% Entradas:

% x - Estimativa inicial

% P - Covariancia da estimativa inicial

% h(x,param) - Modelo de medida

% Q - Covariancia do ruido de medida

% param - Parametros para h
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%

% Saidas:

% x pos - Estimativa corrigida (a posteriori)

% P pos - Covariancia da estimativa corrigida

[z1,P2,P12] = transformada unscented(x,P,h,param,alpha,beta,kapa);

%Calculo do ganho de Kalman

K = P12*pinv(P2 + Q);

%Correcao da estimativa

x pos = x + K*(z-z1);

%Covariancia da estimativa corrigida

P pos = P - K*P12';

P pos = (P pos + P pos')/2;

C.3 Simulações

C.3.1 Gerador de medidas

% Histograma do erro de medida do modem

PD = [-14 4

-13 11

-12 3

-11 2

-10 0

-9 1

-8 0

-7 2

-6 0

-5 5

-4 8

-3 12

-2 27

-1 50

0 97

1 39

2 22

3 12

4 7

5 8

6 5

7 4

102



8 3

9 0

10 0

11 1

12 0

13 3

14 2

15 1

16 2

17 1

18 0

19 1

20 1

21 0

22 1

23 0

24 0

25 2

26 3

27 2

28 2];

PD(:,2) = PD(:,2)/sum(PD(:,2));

PD(:,2) = cumsum(PD(:,2));

pd = makedist('rayleigh', 3.3);

dist noise = @() (PD(find(rand()<PD(:,2),1,'first'),1) + random(pd));

%-------------------------------------------------------------------

tinit = simout.time(1);

dt = 0.1;

tfinal = simout.time(end);

Niter = (tfinal-tinit)/dt;

%Parametros iniciais do sistema

% x(1) = posicao no eixo x

% x(2) = posicao no eixo y

% x(3) = posicao no eixo z

% x(4) = roll

% x(5) = pitch

% x(6) = yaw

% x(7) = velocidade no eixo x

% x(8) = velocidade no eixo y

% x(9) = velocidade no eixo z

% x(10) = rotacao no eixo x

% x(11) = rotacao no eixo y

% x(12) = rotacao no eixo z
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% x(13) = correnteza no eixo x

% x(14) = correnteza no eixo y

% x(15) = correnteza no eixo z

X = zeros(24, Niter);

Z = zeros(17, Niter);

sigma prof = 0.5; %Profundidade Profundimetro

sigma roll = 0.5*pi/180; %Roll IMU

sigma pitch = 0.5*pi/180; %Pitch IMU

sigma yaw = 1*pi/180; %Yaw IMU

sigma vel = 0.02; %Vel. Linear Odometria Visual

sigma vb = 0.1; %Vel. Linear Propulsores

sigma wb = 0.25*pi/180; %Vel. Angular IMU

sigma gps = 5; %Posicao GPS

for i = 1:Niter

t = (i-1)*dt;

ind = round(t*1e2 + 1);

x = simout.signals.values(ind, 1:24)';

X(:,i) = x;

%Movimento do modem na superficie

xb = -200*cos(2*pi/2000*t);

yb = -200*sin(2*pi/2000*t);

zb = 0;

range = sqrt((x(1)-xb)ˆ2 + (x(2)-yb)ˆ2 + (x(3)-zb)ˆ2)...

+ dist noise();

prof = x(3) + normrnd(0,sigma prof);

roll = x(4) + normrnd(0,sigma roll);

pitch = x(5) + normrnd(0,sigma pitch);

yaw = x(6) + normrnd(0,sigma yaw);

vlin iner = x(7:9) + normrnd(0, sigma vel, 3, 1);

vang = x(10:12) + normrnd(0, sigma wb, 3, 1);

vlin water = x(13:15) + normrnd(0, sigma vb, 3, 1);

spos = [normrnd(xb,sigma gps);normrnd(yb,sigma gps);normrnd(zb,1)];

z = [range; prof; roll; pitch; yaw; vlin iner; vang; vlin water; spos];

Z(:,i) = z;

end

C.3.2 Sistema de Localização

% x(1) = posicao no eixo x
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% x(2) = posicao no eixo y

% x(3) = posicao no eixo z

% x(4) = roll

% x(5) = pitch

% x(6) = yaw

% x(7) = velocidade no eixo x (em relacao ao ref. inercial)

% x(8) = velocidade no eixo y (em relacao ao ref. inercial)

% x(9) = velocidade no eixo z (em relacao ao ref. inercial)

% x(10) = rotacao no eixo x

% x(11) = rotacao no eixo y

% x(12) = rotacao no eixo z

% x(13) = correnteza no eixo x (em relacao ao ref. inercial)

% x(14) = correnteza no eixo y (em relacao ao ref. inercial)

% x(15) = correnteza no eixo z (em relacao ao ref. inercial)

% Estimativa inicial

xcurr = normrnd(0.05,0.02);

ycurr = normrnd(0.01,0.02);

xhat = [normrnd(0,5); normrnd(0,5); normrnd(50,0.5);

normrnd(0,0.5*pi/180); normrnd(0,0.5*pi/180); normrnd(0,1*pi/180);

xcurr; ycurr; 0;

normrnd(0,0.25*pi/180); normrnd(0,0.25*pi/180); normrnd(0,0.25*pi/180);

xcurr; ycurr; 0];

P = diag([5ˆ2,5ˆ2,0.25,(0.5*pi/180*ones(1,2)).ˆ2,...

(0.8*pi/180).ˆ2,1e-1*ones(1,3),...

(0.25*pi/180*ones(1,3)).ˆ2,1e-1*ones(1,3)]);

%Parametros do tempo de simulacao

tinit = simout.time(1);

dt = 0.1;

tfinal = simout.time(end);

iter = (tfinal-tinit)/dt;

N = size(xhat,1);

f func = @rov f;

df dx func = @rov df dx;

h func = @rov h;

dh dx func = @rov dh dx;

hPing func = @rov hPing;

dhPing dx func = @rov dhPing dx;

hDvl func = @rov hDvl;

dhDvl dx func = @rov dhDvl dx;
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hDvlPing func = @rov hDvlPing;

dhDvlPing dx func = @rov dhDvlPing dx;

% Ruido do processo

sigma w2 = 1e-4;

Q = eye(9)*(sigma w2ˆ2);

Q(1,1) = 0.005;

Q(2,2) = Q(1,1);

Q(3,3) = Q(1,1);

Q(4,4) = 1e-4;

Q(5,5) = Q(4,4);

Q(6,6) = Q(4,4);

Q(7,7) = 0;

Q(8,8) = Q(7,7);

Q(9,9) = Q(7,7);

G = [zeros(6,9); eye(9)];

Qn = G*Q*G';

Qd = Qn*dt;

tping = 10;

sigma range = 3.3;

R = diag([sigma rangeˆ2, sigma profˆ2,...

sigma rollˆ2, sigma pitchˆ2, sigma yawˆ2,...

(sigma vbˆ2)*ones(1,3), (sigma wbˆ2)*ones(1,3)]);

Rd = R/dt;

Rdvl = diag([sigma rangeˆ2, sigma profˆ2,...

sigma rollˆ2, sigma pitchˆ2, sigma yawˆ2,...

(sigma velˆ2)*ones(1,3), (sigma wbˆ2)*ones(1,3)]);

Rdvl = Rdvl/dt;

%---------------------------------------------------------------------

% EKF

%---------------------------------------------------------------------

x ekf pri = zeros(N, iter);

x ekf pri(:,1) = xhat;

x ekf pos = zeros(N, iter);

x ekf pos(:,1) = xhat;

P ekf pri = zeros([N, N, iter]);

P ekf pri(:,:,1) = P;

P ekf pos = zeros([N, N, iter]);

P ekf pos(:,:,1) = P;
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for i = 2:Niter

t = (i-1)*dt;

if X(3,i) > 997

dvl = 1;

else

dvl = 1;

end

[x ekf pri(:,i), P ekf pri(:,:,i)] = ekf predicao(x ekf pos(:,i-1),...

P ekf pos(:,:,i-1), f func, df dx func, Qd, dt);

if dvl == 0

if rem(t, tping) == 0

z = [Z(1:5,i);Z(12:14,i);Z(9:11,i)];

[x ekf pos(:,i), P ekf pos(:,:,i)] = ...

ekf atualizacao(x ekf pri(:,i),P ekf pri(:,:,i),...

z, hPing func, dhPing dx func, Rd, Z(15:17,i));

else

z = [Z(2:5,i);Z(12:14,i);Z(9:11,i)];

[x ekf pos(:,i), P ekf pos(:,:,i)] = ...

ekf atualizacao(x ekf pri(:,i),P ekf pri(:,:,i),...

z, h func, dh dx func, Rd(2:end,2:end), []);

end

else

if rem(t, tping) == 0

z = Z(1:11,i);

[x ekf pos(:,i), P ekf pos(:,:,i)] = ...

ekf atualizacao(x ekf pri(:,i),P ekf pri(:,:,i),...

z, hDvlPing func, dhDvlPing dx func, Rdvl, Z(15:17,i));

else

z = Z(2:11,i);

[x ekf pos(:,i), P ekf pos(:,:,i)] = ...

ekf atualizacao(x ekf pri(:,i),P ekf pri(:,:,i),...

z, hDvl func, dhDvl dx func, Rdvl(2:end,2:end), []);

end

end

end

%---------------------------------------------------------------

% UKF

%---------------------------------------------------------------

107



x ukf pri = zeros(N, iter);

x ukf pri(:,1) = xhat;

x ukf pos = zeros(N, iter);

x ukf pos(:,1) = xhat;

P ukf pri = zeros([N, N, iter]);

P ukf pri(:,:,1) = P;

P ukf pos = zeros([N, N, iter]);

P ukf pos(:,:,1) = P;

for i = 2:Niter

t = (i-1)*dt;

if X(3,i) > 997

dvl = 1;

else

dvl = 1;

end

[x ukf pri(:,i), P ukf pri(:,:,i)] = ukf predicao(x ukf pos(:,i-1),...

P ukf pos(:,:,i-1), f func, Qd, dt,...

1e-3, 2, 0);

%

if dvl == 0

if rem(t, tping) == 0

z = Z(1,i);

dist func = @(x,par) sqrt((x(1)-par(1))ˆ2 +...

(x(2)-par(2))ˆ2 + (x(3)-par(3))ˆ2);

[x ukf pos(:,i), P ukf pos(:,:,i)] = ...

ukf atualizacao(x ukf pri(:,i),P ukf pri(:,:,i)...

,z, dist func, Rd(1,1), Z(15:17,i), 0.5, 4e4, 0);

z = [Z(2:5,i);Z(12:14,i);Z(9:11,i)];

[x ukf pos(:,i), P ukf pos(:,:,i)] = ...

ukf atualizacao(x ukf pos(:,i),P ukf pos(:,:,i),...

z, h func, Rd(2:end,2:end), [],...

1e-3, 2, 0);

else

z = [Z(2:5,i);Z(12:14,i);Z(9:11,i)];

[x ukf pos(:,i), P ukf pos(:,:,i)] = ...

ukf atualizacao(x ukf pri(:,i),P ukf pri(:,:,i),...

z, h func, Rd(2:end,2:end), [],...

1e-3, 2, 0);

end
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else

if rem(t, tping) == 0

z = Z(1,i);

dist func = @(x,par) sqrt((x(1)-par(1))ˆ2 +...

(x(2)-par(2))ˆ2 + (x(3)-par(3))ˆ2);

[x ukf pos(:,i), P ukf pos(:,:,i)] = ...

ukf atualizacao(x ukf pri(:,i),P ukf pri(:,:,i),...

z, dist func, Rd(1,1), Z(15:17,i), 0.5, 4e4, 0);

z = Z(2:11,i);

[x ukf pos(:,i), P ukf pos(:,:,i)] = ...

ukf atualizacao(x ukf pos(:,i),P ukf pos(:,:,i),...

z, hDvl func, Rdvl(2:end,2:end), [],...

1e-3, 2, 0);

else

z = Z(2:11,i);

[x ukf pos(:,i), P ukf pos(:,:,i)] = ...

ukf atualizacao(x ukf pri(:,i),P ukf pri(:,:,i),...

z, hDvl func, Rdvl(2:end,2:end), [],...

1e-3, 2, 0);

end

end

end

C.3.3 Funções auxiliares

function [x n] = rov f(x,param)

dt = param(1);

phi = x(4); % Roll

tht = x(5); % Pitch

psi = x(6); % Yaw

vb = x(7:9); % Vel. Lin.

wb = x(10:12); % Vel. Ang.

% Matrizes de rotacao

R x = [1 0 0;

0 cos(phi) sin(phi);
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0 -sin(phi) cos(phi)];

R y = [cos(tht) 0 -sin(tht);

0 1 0;

sin(tht) 0 cos(tht)];

R z = [cos(psi) sin(psi) 0;

-sin(psi) cos(psi) 0;

0 0 1];

R lv = R z'*R y'*R x';

J = [1 sin(phi)*tan(tht) cos(phi)*tan(tht);

0 cos(phi) -sin(phi);

0 sin(phi)*sec(tht) cos(phi)*sec(tht)];

%Atualiza estado

x n = x + [R lv*vb; J*wb; zeros(9,1)]*dt;

function [Jacob] = rov df dx(x,param)

dt = param(1);

phi = x(4); % Roll

tht = x(5); % Pitch

psi = x(6); % Yaw

vb = x(7:9); % Vel. Lin.

wb = x(10:12); % Vel. Ang.

% Matrizes de rotacao

R x = [1 0 0;

0 cos(phi) sin(phi);

0 -sin(phi) cos(phi)];

dR x = [0 0 0;

0 -sin(phi) cos(phi);

0 -cos(phi) -sin(phi)];

R y = [cos(tht) 0 -sin(tht);

0 1 0;

sin(tht) 0 cos(tht)];

dR y = [-sin(tht) 0 -cos(tht);

0 0 0;

cos(tht) 0 -sin(tht)];
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R z = [cos(psi) sin(psi) 0;

-sin(psi) cos(psi) 0;

0 0 1];

dR z = [-sin(psi) cos(psi) 0;

-cos(psi) -sin(psi) 0;

0 0 0];

R lv = R z'*R y'*R x';

dRvb dTh = [R z'*R y'*dR x'*vb R z'*dR y'*R x'*vb dR z'*R y'*R x'*vb];

J = [1 sin(phi)*tan(tht) cos(phi)*tan(tht);

0 cos(phi) -sin(phi);

0 sin(phi)*sec(tht) cos(phi)*sec(tht)];

dJ dphi = [0, cos(phi)*tan(tht), -sin(phi)*tan(tht);

0, -sin(phi), -cos(phi);

0, cos(phi)/cos(tht), -sin(phi)/cos(tht)];

dJ dtht = [0, sin(phi)*(tan(tht)ˆ2 + 1), cos(phi)*(tan(tht)ˆ2 + 1);

0, 0, 0;

0, (sin(phi)*sin(tht))/cos(tht)ˆ2, (cos(phi)*sin(tht))/cos(tht)ˆ2];

dJwb dTh = [dJ dphi*wb dJ dtht*wb zeros(3,1)];

Jacob = [eye(3,3) dRvb dTh*dt R lv*dt

zeros(3,3) zeros(3,3);

zeros(3,3) eye(3,3)+dJwb dTh*dt zeros(3,3) J*dt zeros(3,3);

zeros(6,6) eye(6,6) zeros(6,3);

zeros(3,6) zeros(3,6) eye(3,3)];

function [y] = rov h(x, param)

prof = x(3);

roll = x(4);

pitch = x(5);

yaw = x(6);

vlin = x(7:9);

vang = x(10:12);

vcurr = x(13:15);

phi = roll;

tht = pitch; % Pitch

psi = yaw; % Yaw
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% Matrizes de rotacao

R x = [1 0 0;

0 cos(phi) sin(phi);

0 -sin(phi) cos(phi)];

R y = [cos(tht) 0 -sin(tht);

0 1 0;

sin(tht) 0 cos(tht)];

R z = [cos(psi) sin(psi) 0;

-sin(psi) cos(psi) 0;

0 0 1];

R vl = R x*R y*R z;

y = [

prof;

roll;

pitch;

yaw;

vlin - R vl*vcurr;

vang];

function [H] = rov dh dx(x, param)

roll = x(4);

pitch = x(5);

yaw = x(6);

phi = roll;

tht = pitch; % Pitch

psi = yaw; % Yaw

% Matrizes de rotacao

R x = [1 0 0;

0 cos(phi) sin(phi);

0 -sin(phi) cos(phi)];

dR x = [0 0 0;

0 -sin(phi) cos(phi);

0 -cos(phi) -sin(phi)];

R y = [cos(tht) 0 -sin(tht);

0 1 0;

sin(tht) 0 cos(tht)];

dR y = [-sin(tht) 0 -cos(tht);

0 0 0;
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cos(tht) 0 -sin(tht)];

R z = [cos(psi) sin(psi) 0;

-sin(psi) cos(psi) 0;

0 0 1];

dR z = [-sin(psi) cos(psi) 0;

-cos(psi) -sin(psi) 0;

0 0 0];

R vl = R x*R y*R z;

vcurr = x(13:15);

dRvl dTh = [dR x*R y*R z*vcurr R x*dR y*R z*vcurr R x*R y*dR z*vcurr];

H = [

0, 0, 1, zeros(1,9) zeros(1,3);

zeros(3,3) eye(3) zeros(3,3) zeros(3,3) zeros(3,3);

zeros(3,3) -dRvl dTh eye(3) zeros(3,3) -R vl;

zeros(3,3) zeros(3,3) zeros(3,3) eye(3) zeros(3,3);

];

function [y] = rov hPing(x, param)

xb = param(1);

yb = param(2);

zb = param(3);

range = sqrt((x(1)-xb)ˆ2 + (x(2)-yb)ˆ2 + (x(3)-zb)ˆ2);

prof = x(3);

roll = x(4);

pitch = x(5);

yaw = x(6);

vlin = x(7:9);

vang = x(10:12);

vcurr = x(13:15);

phi = roll;

tht = pitch; % Pitch

psi = yaw; % Yaw

% Matrizes de rotacao

R x = [1 0 0;

0 cos(phi) sin(phi);

0 -sin(phi) cos(phi)];

R y = [cos(tht) 0 -sin(tht);
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0 1 0;

sin(tht) 0 cos(tht)];

R z = [cos(psi) sin(psi) 0;

-sin(psi) cos(psi) 0;

0 0 1];

R vl = R x*R y*R z;

y = [range;

prof;

roll;

pitch;

yaw;

vlin - R vl*vcurr;

vang];

function [H] = rov dhPing dx(x, param)

xb = param(1);

yb = param(2);

zb = param(3);

roll = x(4);

pitch = x(5);

yaw = x(6);

phi = roll;

tht = pitch; % Pitch

psi = yaw; % Yaw

% Matrizes de rotacao

R x = [1 0 0;

0 cos(phi) sin(phi);

0 -sin(phi) cos(phi)];

dR x = [0 0 0;

0 -sin(phi) cos(phi);

0 -cos(phi) -sin(phi)];

R y = [cos(tht) 0 -sin(tht);

0 1 0;

sin(tht) 0 cos(tht)];

dR y = [-sin(tht) 0 -cos(tht);

0 0 0;

cos(tht) 0 -sin(tht)];
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R z = [cos(psi) sin(psi) 0;

-sin(psi) cos(psi) 0;

0 0 1];

dR z = [-sin(psi) cos(psi) 0;

-cos(psi) -sin(psi) 0;

0 0 0];

R vl = R x*R y*R z;

vcurr = x(13:15);

dRvl dTh = [dR x*R y*R z*vcurr R x*dR y*R z*vcurr R x*R y*dR z*vcurr];

H = [(x(1)-xb)/sqrt((x(1)-xb)ˆ2 + (x(2)-yb)ˆ2 + (x(3)-zb)ˆ2),...

(x(2)-yb)/sqrt((x(1)-xb)ˆ2 + (x(2)-yb)ˆ2 + (x(3)-zb)ˆ2),...

(x(3)-zb)/sqrt((x(1)-xb)ˆ2 + (x(2)-yb)ˆ2 + (x(3)-zb)ˆ2), zeros(1,12);

0, 0, 1, zeros(1,12);

zeros(3,3) eye(3) zeros(3,3) zeros(3,3) zeros(3,3);

zeros(3,3) -dRvl dTh eye(3) zeros(3,3) -R vl;

zeros(3,3) zeros(3,3) zeros(3,3) eye(3) zeros(3,3)

];

function [y] = rov hDvl(x, param)

prof = x(3);

roll = x(4);

pitch = x(5);

yaw = x(6);

vlin = x(7:9);

vang = x(10:12);

y = [

prof;

roll;

pitch;

yaw;

vlin;

vang];

function [H] = rov dhDvl dx(x, param)

H = [
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0, 0, 1, zeros(1,9) zeros(1,3);

zeros(3,3) eye(3) zeros(3,3) zeros(3,3) zeros(3,3);

zeros(3,3) zeros(3,3) eye(3) zeros(3,3) zeros(3,3);

zeros(3,3) zeros(3,3) zeros(3,3) eye(3) zeros(3,3);

];

function [y] = rov hDvlPing(x, param)

xb = param(1);

yb = param(2);

zb = param(3);

range = sqrt((x(1)-xb)ˆ2 + (x(2)-yb)ˆ2 + (x(3)-zb)ˆ2);

prof = x(3);

roll = x(4);

pitch = x(5);

yaw = x(6);

vlin = x(7:9);

vang = x(10:12);

y = [range;

prof;

roll;

pitch;

yaw;

vlin;

vang];

function [H] = rov dhDvlPing dx(x, param)

xb = param(1);

yb = param(2);

zb = param(3);

H = [(x(1)-xb)/sqrt((x(1)-xb)ˆ2 + (x(2)-yb)ˆ2 + (x(3)-zb)ˆ2),...

(x(2)-yb)/sqrt((x(1)-xb)ˆ2 + (x(2)-yb)ˆ2 + (x(3)-zb)ˆ2),...

(x(3)-zb)/sqrt((x(1)-xb)ˆ2 + (x(2)-yb)ˆ2 + (x(3)-zb)ˆ2), zeros(1,12);

0, 0, 1, zeros(1,12);

zeros(3,3) eye(3) zeros(3,3) zeros(3,3) zeros(3,3);

zeros(3,3) zeros(3,3) eye(3) zeros(3,3) zeros(3,3);

zeros(3,3) zeros(3,3) zeros(3,3) eye(3) zeros(3,3)

];
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