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Resumo da Dissertacdo apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengdo do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

DESEMPENHO DE ALGORITMOS DE QUANTIZACAO COM RESTRICAO DE
COMPLEXIDADE

Estevan Pereira Seraco

Marg¢o/2012

Orientador: José Gabriel Rodriguez Carneiro Gomes

Programa: Engenharia Elétrica

O desempenho de quantiza¢do de dados tradicionalmente € avaliado em termos do
compromisso entre distorcdo e taxa de quantizagdo. Neste trabalho, tal desempenho é
modelado com a inclusdo da restricdo de complexidade, associada ao algoritmo que im-
plementa a operacdo de quantizacdo. A modelagem utiliza conceitos da teoria de quanti-
zacdo em alta resolucdo, propde uma classe de propriedades matemadticas que devem ser
admitidas pela medida de complexidade, e deriva fun¢des distor¢cdo-taxa-complexidade
que exprimem o desempenho 6timo de quantizacdo. Sdo calculadas, por meio de cal-
culo numérico, funcdes distorcao-taxa-complexidade para a quantizacao vetorial de busca
completa e para esquemas de codificagdo em transformada, sob a premissa de que a com-

plexidade desses esquemas sao fun¢io somente do tamanho do diciondrio de quantizagao.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

ON THE PERFORMANCE OF QUANTIZATION ALGORITHMS WITH
COMPLEXITY CONSTRAINT

Estevan Pereira Seraco

March/2012

Advisor: José Gabriel Rodriguez Carneiro Gomes

Department: Electrical Engineering

Traditionally, quantization performance is evaluated in terms of the distortion-rate
trade-off. In this work, such performance is modeled with inclusion of the quantiza-
tion complexity. The proposed modeling is based on high-resolution quantization theory.
Rate-distortion-complexity functions, which represent the optimal quantization perfor-
mance, are evaluated for the cases that the complexity belongs to a defined class of mathe-
matical functions. Numerical calculus is performed to evaluate distortion-rate-complexity
functions of both full-search vector quantization and transform coding schemes, with the

premise that the complexity is function of the codebook size only.
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Capitulo 1

Introducao

Esquemas de quantizacdo permitem levar para o mundo digital dados analégicos, como
imagens e sons. Dispositivos portéteis que capturam esses sinais — como telefones méveis
e cameras fotograficas digitais — sdo projetados levando em conta a limita¢do de recursos
de engenharia que tais aparelhos possuem, como memoria e energia. Assim, € conve-
niente que se investigue a degradacao do desempenho de quantizagdo, em termos de taxa
e distorcdo, gerada pela imposi¢cdo de que tais recursos sao escassos.

O presente trabalho investiga a operagdo de quantizacido para o caso em que ha res-
tricdo da complexidade do algoritmo de quantizagdo. A complexidade estd relacionada
ao consumo de memoria e de energia em diversos dispositivos de interface analdgica-
digital [1]. Tradicionalmente a quantizacio é avaliada somente pelos parametros de taxa
e distorcdo [2]], uma abordagem que tem suas origens nos resultados de Shannon para a
codificacdo da fonte [3l]. O desempenho de quantizacdo 6timo, em ternos de taxa e dis-
torcao, foi modelado em [4], [S] e [6] com a premissa de que o tamanho do diciondrio, um
parametro de quantizacdo diretamente relacionado por exemplo ao consumo de memoria,
tenha seu valor tendendo para o infinito.

A avaliacdo de quantizacdo com a restri¢do adicional de complexidade tem sido rea-
lizada de acordo com cada aplicagdo prética, como por exemplo em [7]-[11]. O presente
trabalho, no entanto, tem parte de sua andlise de quantizacdo baseada nao em uma me-
dida de complexidade especifica, mas em uma classe de fun¢des matemdticas as quais
uma medida de complexidade admissivel deve pertencer. Essa estratégia tem a desejavel
caracteristica de permitir que parte dos resultados deste trabalho abranjam medidas de
complexidade em diferentes cendrios de aplicagdo, como por exemplo em esquemas de
quantizac¢do localizados no plano focal de cameras digitais [12].

O Capitulo 2| apresenta os fundamentos da teoria de quantizacio vetorial. Parametros
de quantizacdo, como tamanho do diciondrio, distorcao e taxa sio descritos. Utilizam-se
nog¢des de codificacdo de entropia para justificar a avaliagdo da taxa de quantizacdo por
meio da entropia de quantizagdo. Por fim, sdo apresentados os conceitos da quantizacao

em alta resolucao, ferramentas recorrentes ao longo deste trabalho para o desenvolvimento



da andlise de quantiza¢do com restricdo de complexidade.

O Capitulo [3| realiza uma anélise da complexidade de quantizacdo baseada na teoria
de quantizacdo em alta resolucdo. A derivacdo matemadtica segue o estilo das andlises
encontradas em [6]] e [13]: o compromisso de distor¢do, taxa e complexidade é mode-
lado por meio de um custo lagrangiano. Para uma classe de funcdes de complexidade
proposta neste trabalho, é apresentada uma estratégia para calcular fungdes distor¢ao-
taxa-complexidade (DRC, de distortion-rate-complexity). Para isso, sdo utilizadas as pre-
missas de que o algoritmo de quantizacdo vetorial implementa busca completa [2], que
€ o esquema de quantizacdo 6timo, e cuja complexidade é modelada como funcido do
tamanho do diciondrio.

O Capitulo [ aplica os resultados do Capitulo [3| para esquemas de codificagdo em
transformada. E apresentada uma solugio para a fun¢io DRC correspondente, com a
premissa de que a complexidade € funcdo somente do tamanho do dicionério. Sera reali-
zada uma comparacdo entre as funcdes DRC respectivas aos esquemas de quantizacdo de
busca completa e de codificagdo em transformada. Tal comparagdo confirmaré a nogdo de
que esquemas de codificagdo em transformada tém desempenho em termos de distor¢ao
e taxa comparaveis aos da quantiza¢do de busca completa, porém com uma significativa

redugdo de complexidade.



Capitulo 2
Fundamentos de Quantizacao

Ao longo do século XX, uma vasta literatura modelou a compressao de dados, incluindo
principios de teoria da informacao para codificac@o de fonte [14,|15] e principios de quan-
tizagcdo em alta resolucdo [16]. Através de andlises matemadticas, buscou-se modelar, por
exemplo, limites fundamentais de desempenho de esquemas de compressdo de dados ou
de transmissao de dados.

Esquemas de compressdo de dados se fazem necessarios no mundo digital, no qual
dados analdgicos devem ser amostrados para serem armazenados ou transmitidos. Nesse
contexto, a compressdo com perdas € respaldada, pois dados de natureza analdgica re-
querem um ndmero infinito de simbolos digitais para sua representacdo. Permite-se que
parte da informacdo seja perdida em troca de uma diminui¢ao do tamanho dos dados. A
andlise deste trabalho abrange a compressao com perdas implementada por esquemas de
quantizac@o. Sob certas premissas, sao os algoritmos de quantizacdo vetorial os esquemas
de compressdo que obtém desempenho 6timo em termos de distor¢do e taxa [2]].

Assim como apontou Shannon [3], informacgdo estd relacionada ao grau de aleato-
riedade de uma fonte de dados, ou, simplesmente, fonte. Nessa abordagem, dados sdo
representados por uma varidvel aleatéria sorteada de acordo com uma fun¢do densidade
de probabilidade (p.d.f., de probability density function). Para a especificacdo de uma
fonte, portanto, a discriminagdo da p.d.f. é suficiente. Neste trabalho, uma p.d.f. fx(x)
— que recebe a notagdo mais simples f(x) ou somente f — estd relacionada com o vetor
aleatério X € R*, que é o conjunto k-dimensional de vetores reais. Embora fx () seja
reconhecida como uma fun¢do densidade de probabilidade conjunta, devido a natureza
multidimensional de z, ao longo do presente texto serd adotado por simplicidade o termo
“p.d.f.” para a sua mengao.

No decorrer deste capitulo, sao apresentados os fundamentos de quantiza¢do. Também
se discutem as caracteristicas que esquemas de quantizacdo 6timos devem possuir para
que possam ter desempenho 6timo em termos de taxa e distor¢do. Finalmente, expdem-se
os conceitos da teoria de quantizagdo em alta resolucao, que serdao ferramentas uteis para

tecer a andlise de complexidade proposta no Capitulo 3]



2.1 Fundamentos de Quantizaciao Vetorial

Considere uma fonte de dados tal que dados sdo matematicamente modelados por um
vetor aleatério X € R*, sorteado de acordo com a p.d.f. fx(z). Seja diciondrio um
conjunto de vetores reais ) = {41, s, ...,yn} tal que qualquer palavra y; € RF, i =
1,2,..., N. O tamanho do diciondrio vale N.

Um quantizador q é definido como o mapa ¢ : R¥ — ). Tal mapeamento é obrigato-
riamente realizado em dois estagios. O primeiro estagio € o0 mapeamento do codificador
a:RF — Z,onde T = {1,2,...,N}. O segundo estigio é o mapeamento do decodifi-
cador 3 : 1 — ).

O termo quantizagdo vetorial pode ser utilizado quando se deseja enfatizar a natureza
da fonte cujo dominio € um conjunto de dimensdo k£ > 2, porém em geral se aplica para
qualquer k, inclusive £ = 1. O termo ‘“quantizacdo” é genérico e frequentemente se
confunde com “quantizacdo vetorial”. Em contraste, o termo quantizag¢do escalar sempre
se refere ao caso particular em que k£ = 1.

Se X é o vetor aleatério de entrada de um quantizador, entdo a(X) é a varidvel co-
dificada e X = ¢(X) = S(«(X)) é o vetor decodificado. Uma vez que o diciondrio é
finito, em geral um vetor x ndo possui uma palavra igual presente no diciondrio. Assim, a
operacdo de quantizacdo nao pode ser revertida e ocasionara distor¢ao entre as varidveis

de entrada e de saida.

Definicdo 2.1. Distorcio de quantizacio: seja d(z,q(z)) a distor¢do ocasionada pela

quantiza¢do do vetor x por ¢q. A distor¢ao de quantizacdo correspondente € avaliada como

Dy(q) = Eyld(X, ¢(X))].

Para o caso em que d(z, ¢(z)) = ||z —q(x)||*, Ds(q) é o erro quadratico médio (MSE,
de mean squared error) do quantizador.

Admitir uma distor¢do dos dados, bem como realizar a operagdo de quantizacio
através de dois estdgios (codificacdo seguida pela decodificacdo), sdo acdes justificadas
pela taxa de quantizagdo. Para o armazenamento de um vetor real X em meio digital,
por exemplo, seria necessario um nimero infinito de algarismos binarios. O vetor quan-
tizado X, por sua vez, pertence a um conjunto contdvel de vetores reais, )/, de modo que
a quantidade de algarismos necessdria para sua representacao seria igualmente infinita.
Em detrimento do vetor quantizado X, os dois estdgios de quantizacio permitem que se
armazene o vetor codificado (X '), com um nimero finito de algarismos. Uma vez que se
conhece o algoritmo de decodificacdo (3, € imediata a obtengao de Xa partir da varidvel
armazenada «(X). A quantidade de algarismos necessdria para armazenamento de um

conjunto de dados € diretamente proporcional a taxa de quantizagao.



Definicdo 2.2. Fun¢des comprimento admissiveis: uma fung¢do comprimento £(i), i €

7, é admissivel se ela satisfaz a desigualdade de Kraft [[15]:

N
bef(i) < 17

onde b € a base de algarismos do c6digo que associa para cada ¢ um vetor de algarismos e

de comprimento £(7).

Definicdo 2.3. Taxa de quantizaciio: a taxa de quantizagdo R((q) do quantizador ¢ € o

comprimento esperado da varidvel codificada (X)), isto é,

Ry(q) = Er[l(a(X))].

Definicao 2.4. Quantizacao de taxa fixa: um quantizador ¢ é dito de taxa fixa se sua
fun¢do comprimento £(i) é constante para todo i € Z e igual a /(i) = log, N(q). A base

logaritmica b é a mesma base de algarismo do c6digo de funcdo comprimento /.

Definicao 2.5. Quantizacao de taxa variavel: um quantizador ¢ € dito de taxa varidvel

se sua fung¢do comprimento /(i) é admissivel e ndo é constante em 1.

Definiciio 2.6. Entropia de quantizacio: a entropia de quantizagido H(¢q) do quanti-

zador ¢ € dada por

onde
H(a(X)) = —Ej[log Prob(a(X) = i),

¢ a entropia [15] da varidvel codificada a(X).

O cddigo adotado para representar cada inteiro do conjunto Z define a taxa de quan-
tizacdo. Associada a uma funcdo comprimento admissivel ¢, hd a garantia de que existe
um cédigo unicamente decodificavel para o qual ¢ se aplica [[15]. O uso de c6digos unica-
mente decodificdveis € requisito necessario para assegurar a decodificagdo sem ambigui-
dade.

Embora o valor de R(q) associado a quantizagdo de taxa fixa seja de imediata
obten¢do, dado pelo tamanho do dicionério do quantizador correspondente, o valor de
R¢(q) associado a quantizagdo de taxa varidvel depende do cédigo de comprimento vari-
4vel adotado para o(X). E possivel avaliar a taxa tima da quantizacio de taxa varigvel
pelo valor da entropia de quantizacdo. A codificacdo de Huffman [15] implementa tal
taxa 6tima, de modo que uma varidvel aleatéria «(.X') codificada pelo cédigo de Huffman
tem o valor de R¢(q) = E¢[¢((X))] limitado por

Hy(a(X)) < Eflt(a(X))] < Hp(a(X)) + 1. 2.1)

5



Caso se opte pela codificacdio de Huffman em blocos da varidvel aleatéria
(a(X1),a(X3),...,a(X,)) (assumindo que {a(X;), a(Xs),...,a(X,)} sdo indepen-
dentes), o limite superior da Equacéo (2.1) é modificado de forma que

Hy(a(X)) < Ef[l(e(X))] < Hy(a(X)) +1/n. (2.2)

Logo, a quantizagdo de taxa varidvel pode ter o valor de R (q) arbitrariamente préximo
do limite inferior da entropia de quantizagdo, desde que se escolha um tamanho de bloco
n suficientemente grande. Neste trabalho, a quantizacdo de taxa varidvel tem o valor de
R¢(q) avaliado pelo seu limite inferior Hy(«(X)). Essa abordagem é coerente com a
utilizada na literatura [4), 6]].

A adocdo de um quantizador de taxa fixa ou varidvel € uma escolha do projetista e
impacta no desempenho de quantizacdo. Como consequéncia da defini¢do imposta pela
entropia, é vélida a desigualdade log N(q) > Hy(a(X)), com igualdade se e somente se
a varidvel aleatéria a(X) for equiprovavel. A quantizagdo de taxa varidvel avaliada por
H¢(q) também fornece, portanto, um limite inferior para o desempenho da quantizagio de
taxa fixa. Assim, a andlise de complexidade apresentada a partir do Capitulo [3|d4 énfase

a quantizacdo de taxa varidvel.

2.2 Desempenho de Algoritmos de Quantizacao

E intuitivo que projetos de algoritmos de quantizagio tém como objetivo encontrar quanti-
zadores com valores de distor¢do e de taxa tao pequenos quanto possivel. Um quantizador
6timo possui ambos o codificador e o decodificador 6timos. A seguir, sdo apresentadas
condicdes necessdrias (porém niao suficientes) para a quantizacdo 6tima, em termos de
taxa e distor¢do. A codificagdo 6tima é descrita pela condigdo da parti¢do (Lemal[2.1)), no
caso de quantizacdo de taxa fixa, e pela condicao da parti¢do com restri¢do de entropia, no
caso de quantizagdo de taxa varidvel (Lema[2.2)). Para o caso de quantizagdo de taxa varid-
vel, projeta-se o quantizador com vistas a minimizar o custo lagrangiano D;(q) +ARs(q),
que exprime o compromisso entre distor¢do € a taxa de quantizag@o. J4 a decodificacdo

6tima é descrita pela condicdo do centroide (Lema 2).

Definicdo 2.7. Particdo: dado um codificador «, os conjuntos S; = {z : a(z) = i},

i=1,..., N, definem uma particio do dominio R*.

Definicdo 2.8. Centroide: dado uma particdo {S;}, o centroide associado ao conjunto S;
é definido por [ xfi(x)dx, onde f;(x) é a p.d.f. condicional de X dado que X € S;, ou

seja, fi(z) = fx(v)/ [s, fx(2)dz' paraz € S;.



Lema 2.1. Condig¢do da particdo para quantizagdo de taxa fixa [2]: dado um diciondrio

Y, o codificador o que prové o menor distor¢do de quantizacdo é tal que

a(r) = argmin; .,y d(z, y;),
para qualquer x.

Lema 2.2. Condi¢do da particdo para quantizagdo de taxa varidvel [2]: Dada uma
fungdo de comprimento varidvel ((i) e dado um diciondrio Y, o codificador « que prové

o menor custo lagrangiano Ds(q) + AR (q) € tal que

a(x) = arg min_d(z, y;) + M(i),
ERTASNY
para qualquer x, onde \ é o multiplicador de Lagrange que exprime o relativo compro-

misso entre taxa e distorcdo.

Lema 2.3. Condigdo do centroide [2]: dada uma particdo {S;} e dado que a distor¢do
de quantizagdo é avaliada com base no erro quadrdtico d(z,q(z)) = ||z — q(z)||* o

decodificador 3 6timo é tal que
(i) =y = / fi(z)xdx
Si

parat=1,... N.

Um quantizador pode ser geometricamente interpretado como a particdo do espaco
em regides com os centroides correspondentes. A distor¢do igual ao erro quadrético,
d(z,z) = ||x — Z||* é geometricamente igual 2 distAncia euclidiana entre a varidvel x e
o dado centroide eleito pelo codificador como z. Logo, os conjuntos S; devem ser conti-
nuos e contiguos. Uma parti¢do particular, referente a um quantizador cujo codificador é
definido pela condigdo da parti¢do, ¢ chamada de particdo de Voronoi [2] (Figura [2.1).

O algoritmo de codificacdo de quantizacdo vetorial de busca completa implementa o
codificador 6timo conforme foi definido na condi¢do da parti¢do. O algoritmo de [17],
que realiza uma otimizac¢do sujeita a minimos locais, projeta quantizadores vetoriais de
busca completa com base nos Lemas e (quantizacao de taxa fixa). Para quantiza-
¢do de taxa varidvel, a introdugdo do custo lagrangiano D(q) + AH s(q) foi utilizada por
[18] para estender o algoritmo de [[17] e, assim, projetar quantizadores de busca completa
sub-6timos que satisfazem as condi¢des dos Lemas e O algoritmo de projeto
correspondente a esse método, também sujeito a otimizacdo com minimos locais, € de-
nominado quantiza¢do vetorial com restricao de entropia (ECVQ, de entropy-constrained
vector quantization). De forma andloga ao codificador projetado por [17], a implemen-

tacdo da codificagdo projetada por ECVQ requer N cdlculos no formato d(x, y;) + AL(7),



Figura 2.1: Particdo de Voronoi. A particdo do espaco € baseada nos centroides (pontos
pretos).

seguidos pela elei¢cdo da palavra associada ao menor custo (veja equagdo do Lema [2.2).
Em geral, essa tarefa € indesejada, pois o valor de N pode ser um nimero elevado, o
que cria uma algoritmo de codificagdo complexo — isto €, mais recursos computacionais
sao demandados. Codificadores sub-6timos, como por exemplo os da quantizacdo ve-
torial interpolativa [19] t€ém sua complexidade simplificada pela adocdo de critérios de
codificagdo dessemelhantes ao critério do Lema[2.2]

A avaliacdo do desempenho de quantizacdo pode ser vista como o problema de se

calcular uma fungao distor¢ao-taxa, como definido a seguir.

Definiciio 2.9. Funcio distorcio-taxa operacional: Sejam D;(q) e Rs(q), respectiva-
mente, a distor¢do e a taxa de um quantizador ¢, quando avaliado com respeito a p.d.f. f.

A funcdo distor¢do-taxa é dada por

dy(r) = ot Dy(q)-

O termo “operacional” € empregado para diferenciar tal funcdo da fungdo distor¢ado-
taxa de Shannon, que é o limite fundamental de desempenho da codifica¢do de fonte [[14].
Em [16], por exemplo, € indicado que fungdes operacionais se aproximam da fungdo
de Shannon a medida que & tende ao infinito. A inclusdo do simbolo de dimensdo &
na notacdo da fung¢@o operacional — dy;(r) — em geral ¢ utilizada para indicar que seu
calculo é realizado para um valor constante de k. Como a hipétese de que k € constante é
assumida em toda a extensao deste trabalho, por simplicidade o simbolo k serd omitido na
notacdo. Também por simplicidade, fun¢des distor¢ido-taxa operacionais serdo referidas
sem o emprego do termo “operacional” enquanto que o limite fundamental serd referido

como “funcao de Shannon”.



2.3 Quantizacao em Alta Resolucao

Limites de desempenho de quantiza¢ao podem ser calculados a partir da teoria de quanti-
zacdo em alta resolucdo [16]]. Permitindo que quantizadores tenham seus diciondrios com
tamanhos suficientemente altos, € possivel aproximar funcdes distor¢cao-taxa por curvas
exponenciais. Hd aproximagdes para d(r) para a quantizagdo de taxa fixa e para a quan-
tizacdo de taxa varidvel.

Seja dgf'f')(n) a fungdo operacional para o caso da quantizagio de taxa fixa (Rf(q) =
log N(q)), e seja dgf'v')(r) a funcdo para o caso da quantizagio de taxa varidvel, quando
avaliada pela entropia de quantizagio (R;(q) = Hy(q)). As fungdes dgf'f')(n) e dgf'v')(r)
podem ser re-escritas, a partir da Defini¢ao [2.9] pela simples particularizagdo de suas

respectivas taxas:

d(t‘f') )= inf D , 2.3
f ( ) q : log N(¢q)<r f(q) 2-3)
d(t'v') r) = inf D . 2.4
! () q: Hp(g)<r f(Q) 24)

Sem perda de generalidade, considere que a taxa de quantizacdo é calculada na base
neperiana, ou seja, o codificador de quantizagao representa a variavel o/(X) por um c6digo

de base e. As solugdes para as equagdes (2.3)) e (2.4) foram resolvidas por Zador [4]:

Jim NRAEE (I N) = agl| L), (2.5)
TILIEO €2r/kd§ct'v')(7”) — bk€2h(f)/k, (2.6)

onde h(f) = — [ fIn(f)dx € a entropia diferencial de f [15] e || f||, = ([qx fpdx)l/p.
As constantes de Zador ay, e by, que dependem somente de k, ndo foram obtidas. No

entanto, Zador apontou que

T(1+2/k)
K

Vol(esferau)_Q/l’C <b, <ap< Vol(esfera)_z/k, 2.7

k42

onde Vol(esfera) = I'(1/2)*/T'(k/2 + 1).
As solugdes de Zador para as fungoes d}t'f') (InN)e dgf'v') (r) tém o formato de limite
e portanto sdo assintdticas. As aproximacodes abaixo se tornam mais precisas a medida

que a taxa tende ao infinito:

A (I N) & ay | fllksran N7, (28)
d;tv) (T') ~ b]ge?h(f)/ke*m’/ki (29)



2.3.1 Desenvolvimento Heuristico de Gersho

Em [5], Gersho desenvolveu uma solucdo heuristica para as fungdes dgf'f') (InN) e
dgf'v')(r). Em contraste a andlise de Zador, Gersho baseou-se em uma modelagem mais
intuitiva, com apelo geométrico, € menos rigorosa matematicamente. Na analise de Ger-
sho, a premissa de que o tamanho do diciondrio N (¢) é alto permitiu a no¢éo de densidade

de centroides A, (x), ou simplesmente A(x).

Definicao 2.10. Densidade de centroides: dado um quantizador ¢, a quantidade N (€2, q)
de palavras do diciondrio ¢ num subconjunto 2 C R¥ é aproximada por

N(q) = Nl) | Me)da,
Q
onde a fun¢do ndo-negativa A(z) que melhor aproxima tal integral é chamada de densi-

dade de centroides. Em particular, a exemplo de uma p.d.f., A(z) possui a propriedade

/Rk A(z)dz = 1.

A efetiva distribuicdo de centroides, ou seja, de palavras, em R* é uma distribuicdo
discreta, razdo pela qual a sua avaliacdo por uma fungéo continua (A(z)) é uma mode-
lagem aproximada. No entanto, & medida que N (¢) tende ao infinito, obtém-se valores
para N (€2, q) cada vez mais precisos, mantendo-se fixo o volume de 2.

A densidade A(z) permite uma avalia¢do em alto nivel do quantizador ¢, jd que os
pardmetros N (q) e A(z) ndo sdo suficientes para definir, por exemplo, o dicionério de g.
Eles sdo suficientes, entretanto, para a avaliacdo da distor¢do e da entropia atingidas com

o uso de ¢g. Gersho avaliou a entropia de quantizacao por:
Hy(q) = InN(q) — H(f[[A), (2.10)

onde H(f||A) = [z fIn(f/A)dz é a entropia relativa [15] de f e A.
Por sua vez, a distor¢do foi avaliada por uma generalizacao da conhecida integral de
Benett [[16]]:

Dy(q) = cxN(g) ™" / F@)A(@) Mo = cpN(q) P EgAX) Y, @11

onde ci € a constante de Gersho, que depende somente de k. O valor de ¢, é conhecido
para os casos uni e bidimensionais. Para dimensdes £ > 2, ndo se conhecem as solugdes,
mas Gersho lancou a hipétese largamente aceita [16] de que elas existem. Para o caso

em que a distorcdo de quantizacdo € definida pelo MSE, a avaliacdo de ¢, para dimensdes
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maiores se dd pelas desigualdades limites

1%2 Vol(esfera) /% < ¢, < % (2.12)

A comparagdo entre as inequagdes que estimam as constantes de Zador e a constante

de Gersho (Equagdes (2.7) e (2.12)) revela que ambas possuem em comum O mesmo
limite inferior. As solu¢des de Gersho para as fungdes dgf'f')(r) e dgf'v')(r) sdo iguais as
das Equacoes (2.5)) e (2.6), exceto que, na versdo de Gersho, ambas as constantes de Zador
dao lugar a ¢;. Neste trabalho, os valores de ay, by e ¢, serdo numericamente avaliados

pelo limite inferior da Equacao (2.12)).
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Capitulo 3
Analise de Complexidade

Esquemas préticos de compressao de dados sdo projetados levando-se em conta diver-
sos limitantes de recursos. Por recursos, entende-se ndo somente a taxa, como também
varidveis que definem o dispositivo de compressdo: citam-se matéria-prima, dimensao
fisica, capacidade computacional e tecnologia disponivel. Este trabalho deseja incluir na
avaliacdo de quantizacdo a restricdo de complexidade, para avaliar o dispéndio de outros
recursos de engenharia que ndo sejam a taxa.

Em [13], foi avaliado o desempenho de algoritmos de quantiza¢do ¢ com restricao
de entropia e do logaritmo do tamanho do diciondrio, log N(¢), através de um enfoque
de modelagem de fungdes custo com multiplicadores de Lagrange. A andlise de com-
plexidade proposta neste trabalho parte de uma extensao de tal andlise lagrangiana, pela
substitui¢do da restricdo de log N(q), originalmente utilizada em [13], pela restri¢do de
complexidade de quantizagio C'(q).

Na Defini¢do [3.1] introduz-se o conceito de funcional de complexidade.

Definicao 3.1. Funcional de complexidade: seja Q o conjunto de quantizadores ¢ e seja

um mapa C' : @ — R. O funcional C'(q) é um funcional de complexidade se:
(i) C(q) > 0, para qualquer g € Q;

(i) C(q1) = C(g2), se @2(x) = q1(x — v) + v, para quaisquer {¢1,q2} € Q, vetor
constante v e = € RF;

(iil) C(q1) = C(qa), se q2(z) = s - q1(x/s), para quaisquer {q1, ¢} € O, escalar s > 0
exr € R¥;

(iv) max,, C(¢n) < C(q) < Z% C(qm), para qualquer M tal que 1 < M < N(q).
Qualquer conjunto de quantizadores {q,,} arbitrério é tal que o diciondrio de ¢ é a

unido dos diciondrios de {g,, }.

Na defini¢do acima, sdo listadas quatro propriedades que C'(q) deve satisfazer. A

primeira € a ndo-negatividade de complexidade: € intuitivo que recursos de engenharia
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empregados para a realizacdo de algoritmos de quantizagdo sejam nao-negativos. Observe
que a a distor¢do e a taxa de quantizacdo também sdao ndo-negativos.

As segunda e terceira propriedades exprimem que C(q) independe da translagdo ou
do escalamento de seu diciondrio. Assim, por exemplo, considera-se que a complexidade
ndo € influenciada pela média e pelo escalamento da p.d.f. que modela a fonte. Sejam
dois quantizadores ¢; e g2 e duas fontes f; e fo. Sem perda de generalidade, considere
por simplicidade que o suporte comum de f; e f; € um conjunto limitado. Considere
também que f; e f> sdo iguais, exceto pela média e por um fator de escalamento se seu
suporte. Os quantizadores q; € g2 sdo projetados para serem aplicados, respectivamente,
a f1 e fo. Uma operagdo de codificacdo de ¢, representada por a(X), pode ser imple-
mentada através do codificador ¢; desde que X seja previamente transladado e escalado.
Raciocinio andlogo pode ser atribuido para a implementacao de decodificagcdo de g pelo
decodificador de ¢;. Nesse caso, as complexidades de ¢; e ¢» serdo iguais, se forem
consideradas nulas as complexidades das operacdes necessdrias de translacio e de escala-
mento. Mesmo para casos praticos em que tais complexidades sdo ndo-nulas, o projetista
poderd verificar se 0 modelo de complexidade da Defini¢ao [3.1] pode ser utilizado como
uma aproximacao em seu problema.

Por fim, a quarta propriedade estabelece uma relacao entre a complexidade de um
quantizador ¢ e a complexidade de quantizadores {¢,,}, cujos diciondrios sdo partes do
diciondrio de q. Essa propriedade estabelece que a complexidade de ¢ ndo pode ser menor
do que a complexidade de qualquer ¢,,, bem como define como limite superior para com-
plexidade a soma das complexidades {C'(¢,,)}-

As propriedades atribuidas na Defini¢ao [3.1] para complexidade sao abrangentes, no
sentido de que tornam admissivel que diferentes funcdes de complexidade pertencam a
classe de C'(¢). Assim, uma andlise do desempenho de quantizagdo com base em C'(q) é
aplicavel a diversos casos praticos.

Para a quantizacao vetorial de busca completa, a implementacao do codificador como
no Lema [2.2] ¢ realizdvel através da eleicdo do indice ¢* associado ao menor custo
d(z,yix) + M(i*), dentre os custos associados a cada palavra do diciondrio, de modo
que a(x) = i*. Para tanto, hd necessidade de que se realizem N(q) cdlculos do tipo
d(x,y;) + \(7), seguidos pela determinag@o de qual é o menor. A complexidade desse al-
goritmo de codificacdo, baseado em uma varredura exaustiva das palavras do dicionério, €
diretamente proporcional a N (¢) e ocasionada pela inexisténcia de um padrio para a dis-
posicao espacial dos centroides que definem a particdo de Voronoi correspondente (veja
por exemplo a Figura[2.I). Para o caso em que C'(¢) = N(g), é possivel demonstrar que
C'(q) satisfaz as propriedades de complexidade da Defini¢do

Por outro lado, serd demonstrado no Capitulof]que esquemas de codificacdo em trans-
formada implementam mapas de quantizacdo cuja complexidade, associada a operacao de

codificagdo, é proporcional a log N (q).
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Com o conceito de complexidade matematicamente definido, é possivel desenvolver
uma andlise de quantizac@o estendendo o cldssico compromisso entre distor¢do e taxa
para o compromisso combinado de distor¢do, taxa e complexidade. A exemplo do caso

distor¢do-taxa, a fungdo DRC operacional € definida a seguir.

Definiciio 3.2. Funcio DRC operacional: sejam D;(q), R;(q) e C(q), respectivamente,
a distor¢do, taxa e complexidade de um quantizador ¢, quando avaliado com respeito a

p.d.f. f. A funcdo DRC operacional

dyy(r,c) = inf D¢(q) (3.1

q: (1= Rs(q)+nC(q)<(A—n)r+nc
¢ avalidvel para qualquer n € [0, 1].

O parametro 7 da funcdo DRC representa o compromisso relativo entre taxa e com-
plexidade. A restri¢do (1—n)Rs(q)+nC(q) < (1—n)r+nc segue o formato de restri¢do
combinada introduzido em [13] para avaliar quantizacdo com restricdo de entropia e de
tamanho logaritmico do diciondrio (log N (q)). Fazer R;(q) = H(q) e C(q) =log N(q),
ou seja, considerar quantiza¢do de taxa varidvel igual a H(q) e considerar o caso es-
pecifico em que o quantizador tem sua complexidade avaliada por log N(q), permite en-
quadrar a andlise de [13]] como uma solucdo particular para a fungdo DRC como estd
definida neste trabalho.

Em [13], havia a intengdo de analisar a restri¢io combinada de taxa varidvel (H(q))
com taxa fixa (log N (¢)), com a inten¢do de limitar o tamanho do diciondrio. Para deter-
minadas fontes, os quantizadores 6timos para o caso de quantizacdo de taxa varidvel — ou
seja, para o caso em que o parametro 7 vale zero e dy , (7, ¢) se resume a fungdo d(;'v‘)('r) -
podem ter diciondrio de tamanho infinito [20].

Neste trabalho, € apresentada uma andlise DRC para quantizacdo que segue a andlise
introduzida em [6]]. Nesse artigo, a funcdo distor¢ao-taxa para o caso de taxa varidvel
foi analisada sob condig¢des assintdticas da quantizacao de alta-resolu¢do. A abordagem
utilizada em [6] foi baseada no conceito de custo lagrangiano, para corrigir alguns passos
da original anélise de Zador [4]].

Propde-se neste trabalho que o custo lagrangiano de quantizagdo com restricdo de
complexidade tenha o formato da Definicao E possivel atribuir para cada ¢ um custo
p(f, A, 1, q). Os parAmetros \ e 1) exprimem o compromisso combinado de taxa, distor¢do

e complexidade.

Definiciio 3.3. Custo lagrangiano de quantizacio: sejam D(q), Rf(q) e C(q), respec-
tivamente, a distor¢do, taxa e complexidade de um quantizador ¢, quando avaliado com

respeito a p.d.f. f. O custo lagrangiano

p(fi A n,q) = Dy(q) + A[(1 —n)R(q) +nC(q)]
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tem os multiplicadores de Lagrange implicitamente definidos pelos fatores A > 0en €

[0, 1]. Os infimos de p(f, A, n, ¢) com respeito a g e A valem, respectivamente,

PD(f, A n) = irqlfp(f, A 15q),

p(/\)<f, 7, q) = lr){fp(fa )\7 n, Q)

A simbologia utilizada neste trabalho denota tanto um funcional quanto o seu infimo
através da mesma letra. A distingdo, por exemplo, entre o funcional p(f, \,7,q) e o
seu infimo com respeito a g, p(q)( f, A, m), ocorre pelo reposicionamento da letra ¢: ela é
removida da lista de argumentos e sobrescrita junto ao simbolo do funcional.

A representacdo do custo em funcdo dos pardmetros 1 e A € menos intuitiva do
que com a utilizagdo explicita de multiplicadores de Lagrange, como por exemplo em
P =D+ MR+ \C. No entanto, tais representacdes sdo equivalentes, ja que qualquer
combinagdo de {1, A2} tem uma correspondéncia biunivoca com o par {\, n}. Optou-se
por representar o custo como aparece na Defini¢do [3.3| para permitir que se desenvolva
uma andlise nos moldes da anélise que foi realizada em [13], onde o custo p(f, A, 7, q)
proposto era tal que C'(q) = log N(¢) (mas cujo propdsito ndo era modelar complexi-
dade).

A primeira propriedade da Defini¢ao permite apontar que os nfimos p(@(f, A, n)
e pN(f,7m,q) existem, como serd brevemente demonstrado neste pardgrafo. Uma vez
que Df(q), A\, n, Rs(q) e C(q), inclusive, sio ndo-negativos, p'?(f,\,n) > 0 e
p(’\)( fsm,q) > 0. Por outro lado, hd pelo menos um quantizador ¢’ cujo custo corre-
spondente p(f, A, n,q’) ndo vale infinito: considere ¢’ tal que ¢'(X) = py, ou seja, a
média de X. A distorgdo de ¢’ é igual a variancia de X, Ds(q') = o}. Obviamente, a taxa
e a complexidade valem zero, j4 que nenhum esquema de codificacdo € necessario para
codificar X. Assim, p(@(f,\,n) < 0% < coe pM(f,n,q) < 0} < oo. Logo, o fato de
que tais infimos existem € justificado pela existéncia de seus limites inferior e superior.

Neste trabalho, é utilizada a conjectura de que a avaliacdo dos infimos p(@ (f, \,n)
implica a existéncia de quantizadores assintoticamente 6timos, e portanto, definem a
funcao DRC. Ao longo do capitulo, serd evidenciado que tal conjectura permite uti-
lizar os conceitos de alta resolu¢do introduzidos por Gersho para andlise de quantizacao.
Provas matemdticas rigorosas para demonstrar que a obtengdo de p?(f, A, 1) é condicdo
necessdria e suficiente para a obten¢do da fungdo DRC existem somente para os casos
particulares da quantizacdo de taxa varidvel e da de taxa fixa, ambas sem restricdo de
complexidade, ou seja, para o caso das fungdes d;t'v')(r) e d(ft'f')(r). Em [13], houve
conjectura andloga para o caso em que C(q) = log N(q).

Para a avaliacdo das expressoes de infimo do custo lagrangiano, este trabalho utiliza o
funcional auxiliar da Defini¢ao[3.4] apresentada a seguir. Essa estratégia segue a estratégia

dos artigos [6] e [13]. Neste texto, tal funcional é denominado funcional de Gray, em
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alusdo ao primeiro autor comum de tais artigos.

Definicao 3.4. Funcional de Gray: correspondente ao custo lagrangiano de quantizacao

p(f, A\, n,q), seja o funcional

7A7 7q k
0(f, \,n,q) = MJFTHA'

Os infimos de 6(f, A, n, ¢) com respeito a ¢ e A valem, respectivamente,

D(f,\,n) =inf0(f,\n,q), (3.2)
q

0 (f.n,q) = inf O(f, A, q). (3.3)

0] Lemademonstra que a existéncia do infimo 6@ ( f, X, ) — referente ao funcional
de Gray — implica na existéncia do infimo p(9( f, X, 1)) do custo lagrangiano, e vice-versa,

de modo que € possivel trabalhar sobre 6(f, \,n, ¢) com o objetivo de se obter o infimo

@(f, A ).

Lema 3.1. Para ) e 1 fixos,

Demonstragdo:

0D(f, \,n) = infO(f, A1, q)
q
- (M . Em)

A 2
_ qup(f Anq)  k
= \ + = 5 In \
_ Ak
by T3

]

Por sua vez, o cdlculo do infimo do funcional de Gray com respeito ao multiplicador
de Lagrange, 0V (f, 7, q), é apresentado no Lema

Lema 3.2. Para um dado valor de n e um dado quantizador q,

eDy(q)
I

N (f,m,q) = (1 —n)H(q) +nC(q) + g In

O multiplicador de Lagrange dotimo N* = Dy(q)(k/2) é tal que 0(f,\,n,q) =
N (f.n.q)-
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Demonstragdo: Veja o Apéndice[A.T] O

Na Secao sdo apresentados os resultados de [13]] para a andlise lagrangiana com-
binada entre entropia de quantizacdo e tamanho do diciondrio. Essa andlise fornece im-
portantes ferramentas para o desenvolvimento da Sec@o [3.2] onde resultados da presente
pesquisa permitem que funcdes DRC sejam calculadas para fun¢des de complexidade que

ndo sejam o tamanho do diciondrio.

3.1 Complexidade Avaliada pelo Método de Gray

Por método de Gray, refere-se ao método utilizado em [6] e [[13] para a resolucdo dos
funcionais de Gray. Em especial, esta se¢do analisard o Teorema [3.1], apresentado ori-
ginalmente em [[13]. Sera demonstrado que tal teorema desdobra-se numa solucdo para
o infimo O™ (f, 7, ¢), mediante a ado¢do de certas premissas, e assim permite estimar

fun¢des DRC para o caso em que complexidade € avaliada como C(q) = In N(q).

Definicao 3.5. Funcionais de Gersho: ([13]]) sejam as fun¢des densidade de probabili-
dade f(z) e A(z), x € R¥ e sejan € [0, 1]. Os funcionais de Gersho ¢(f,n,A) e ¢(f,n)
sdo tais que

S M) = 5 (BACK) /) — (1= (7).

oW (f,n) = inf o (f.n, A).

Teorema 3.1. ([[13]) Considere que C'(q) = In N(q). Sob as hipdteses de que E[|| X ||**]
existe para algum € > 0 e de que h(f) > —o0,

A—0

lim sup Q(q)(f, A ) < O(f,n)
A

€CL

by (k—ﬂ) + W (f.m) + Aln),

onde A(n) em geral é igual a zero (hd a possibilidade matemdtica de que exista um
conjunto contdvel de valores de 1 para os quais A(n) é diferente de zero).

Em [13] é indicado que, caso sejam de fato vélidos os resultados desenvolvidos por
Gersho para quantizagdo de alta resolucdo (Se¢do[2.3.1)), o limite superior do Teorema[3.1]

¢ simplificado para:
Lim 09 (f, A\, n) = 9(f, )

k ec
= 5hn (k—/’;) + oM (f.n) + A(n),

(3.4)

com A(n) = 0. Como serd demonstrado em sequéncia, a conjectura de que a Equagdo

(3.4) é valida permite estimar a fungdo DRC para o caso em que C'(¢) = In N(q).
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Uma avaliagdo numérica da Equagao (3.4) depende do cdlculo do infimo do funcional
de Gersho:

oW (f.n) =inf §(f,n, A).

Nio se conhece a solucdo analitica de o) (f, 1) para o caso geral de f. Embora ¢(f, 7, A)

seja ndo-convexo em A, a mudancga de varidvel

A(I)_Q/k
v(z) =In —" (3.5)
= B A
foi utilizada em [13]] para tornar o problema convexo em v:
oW (fn) = vV (f,m) = infv(f,n,v), (3.6)

onde 9 (f,n,v) é obtido pela mudanga de varidvel de A por v em ¢(f,n,A). A partir
de v(x), é possivel obter a densidade de centroides correspondente através da expressdo

inversa:
6—k1/(x)/2

- [ e 2y

Com o uso de técnicas de otimizacdo para fungdes convexas, € possivel avaliar o valor

A(z) (3.7)

de ¢™(f,n) — e por extensdo o valor de 9(f,n) — através de cdlculo numérico, como
implementado no Apéndice

Considere um quantizador ¢* com desempenho aproximadamente 6timo em termos
de distor¢do, taxa e complexidade. O tamanho do diciondrio e a densidade de centroides
de ¢* sdo, respectivamente, N e A*. A partir da Equagdo ((3.4) e dos resultados de Gersho
da Se¢do2.3.1] obtém-se que

I(f,n) +e> 0N (f,,4)
k. eD¢(q") (3.8)

=(1-nH;q" InN(¢*) + = In ———
(1 =n)H(¢") +nlnN(g") + 5 In 2
onde € é arbitrariamente pequeno e a segunda linha utiliza o resultado do Lema A
aproximacgdo da Equagdo (3.8)) é mais precisa 2 medida que N — oo e, equivalentemente,
A — 0. Em [13], é demonstrado que o desempenho assintético do quantizador ¢* se
confunde com o desempenho 6timo dado pela fungdo DRC (Equagdo [3.1). Assim, as
relagoes Df(q*) ~ dy,(r,c), Hf(¢*) =~ r e In N = c sdo substituidas na Equagdo (3.8)
para estimar a funcdo DRC como:
Ay (rc) ~ k ameorm—a-nr—no-1, (3.9)
51 ) 2
A Equacio (3.9) é parametrizavel, por exemplo, em N. Para tanto, reconhece-se que

c=InNequer ~ Hf(¢*) = In N — H(f||A*). A determinagdo da entropia relativa
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H(f||A*) é possivel com a especificacdo de A*. Com o auxilio da Equacdo (3.7), A* é

obtido pela relacdo:
efku* (z)/2

- [ e @2y

A*(x)

onde v*(x) é o argumento que prové o infimo do funcional de Gersho, calculado como
indicado na Equag@o (3.06).

3.1.1 Avaliacao Numérica

Para ilustrar o resultado da Equacdo (3.9), esta secdo calcula numericamente fungdes
DRC para esquemas de quantizacdo que, por hipétese, tem complexidade igual ao lo-
garitmo do tamanho do diciondrio. O célculo numérico foi realizado de acordo com o
Apéndice [B] Dois cendrios distintos sdo considerados: (1) uma fonte modelada por uma
p.d.f. unidimensional, £ = 1, e (2) uma fonte modelada por uma p.d.f. bidimensional,
k=2.

No cendrio £k = 1, a Figura apresenta as funcdes DRC para uma p.d.f. gaus-
siana e de variancia unitdria. A distor¢do de quantizagdo € representada pela razdo sinal-
ruido de quantizacdo (SQNR, de signal-to-quantization-noise ratio), definida como igual
a07/Dg(q), onde o7 é a variancia da fonte.

Por sua vez, o cendrio £ = 2 foi implementado para um processo de Gauss-
Markov de primeira ordem. Considere uma sequéncia de varidveis aleatdrias (escalares)

0, X1, X5, ..., tal que qualquer X/ é gerada de acordo com uma mesma p.d.f., ou

seja, [ (x;) independe de i. Tal sequéncia é dita ser um processo de Gauss-Markov

de primeira ordem se, para qualquer 2 > 0 (confira por exemplo [21]),
Xi=aXi +Z (3.10)

onde o coeficiente a € tal que |a|] < 1 e onde a varidvel aleatéria Z, independente e

identicamente distribuida [22], é gaussiana com média zero e com uma dada variancia

2
e

Seja uma fonte bidimensional fx (z) cujo vetor aleatério X é formado por um bloco
do processo de Gauss-Markov da Equacao (3.10), ou seja, tal que X = [X] X/ ,]*. No

g

regime estaciondrio, i — 00, fx(x) é aproximada como uma p.d.f. gaussiana de variincia
igual a 02/(1 — a?). Para um processo de Gauss-Markov tal que a = 0,9 ¢ 02 = 0,19,
fx(z) possui variincia unitdria e fungdes DRC como apresentadas na Figura 0]
emprego de um processo de Gauss-Markov para modelar a fonte bidimensional analisada
serd adequado para comparar a quantizacdo de busca completa com a codificagdo em
transformada, como serd enfatizado no Capitulo

Como uma forma de validar o cdlculo numérico, estdo mostradas nas Figuras @ e

[3.2] as fungoes distor¢do-taxa para quantizagdo de taxa fixa e varidvel. Essas funcoes sdo
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Figura 3.1: Fungdes DRC avaliadas pelo método de Gray, para complexidade de quanti-
zacdo igual ao logaritmo do tamanho do dicionério (linhas continuas mais finas). Fung¢ao
distor¢do-taxa para quantizacdo de taxa varidvel (linha continua grossa) e de taxa fixa
(linha tracejada). Fung¢do de Shannon (linha trago-ponto). A fonte é unidimensional,
gaussiana e de variancia unitdria. Ao invés da taxa, a funcao distor¢do-taxa para quanti-
zacdo de taxa fixa (linha tracejada) tem sua entropia de quantiza¢ao considerada nos eixos
das abscissas.

expressoes analiticas [[16]], calculadas de modo independente as fungdes DRC, e estabele-
cem os limites superior e inferior para as fungdes DRC. O limite superior € obtido para
n = 0, cuja solucao € a funcdo distorcdo-taxa para taxa varidvel. O limite inferior, por sua
vez, € obtido para 7 = 1, cuja solugdo € a fun¢do distorcao-taxa para taxa fixa. Valores

intermedidrios de 7 € [0, 1] produzem fun¢des DRC situadas entre tais limites.

3.2 Complexidade Avaliada pelo Método de Gersho

A principal abordagem para complexidade introduzida neste trabalho € apresentada nesta
secdo e utiliza nogdes de quantizagdo em alta resolucdo para produzir resultados assin-
téticos para o desempenho de quantizacdo, os quais sdo mais precisos a medida que o
tamanho do diciondrio de quantizacdo cresce. Uma vez que esta abordagem utiliza os
conceitos de alta resolugdo da Se¢do [2.3.1] diz-se que seus resultados sdo baseados no
método de Gersho. Para um quantizador ¢ cujo tamanho do diciondrio € suficientemente
grande, é possivel aproximar os valores para a entropia e distor¢c@o através, respectiva-
mente, das Equacdes e (2.11). Pela andlise dessas equagdes, percebe-se que 0s
parametros de ¢ que influenciam na taxa e na entropia sdo a densidade de centroides
A,(z) e o tamanho do diciondrio N(g). Este trabalho conjectura que, a exemplo da en-
tropia e da distor¢do, a complexidade de quantizacdo é fungdo somente de A,(x) e N(q),
para as mesmas condi¢des em que sdo validas as aproximagdes para distor¢do e taxa, ou

seja, para o caso em que N (¢) é suficientemente alto.
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Figura 3.2: Fungdes DRC avaliadas pelo método de Gray, para complexidade de quanti-
zacdo igual ao logaritmo do tamanho do dicionério (linhas continuas mais finas). Fung¢ao
distor¢do-taxa para quantizacdo de taxa varidvel (linha continua grossa) e de taxa fixa
(linha tracejada). Funcdo de Shannon (linha traco-ponto). A fonte é bidimensional e
se relaciona a um processo de Gauss-Markov de primeira ordem, cujos parametros sao
a=0,9e0%=0,19. Ao invés da taxa, a fun¢do distor¢do-taxa para quantiza¢do de taxa
fixa (linha tracejada) tem sua entropia de quantizagdo considerada nos eixos das abscissas.

A Definigdo [3.6] generaliza o funcional de Gersho para se adequar ao contexto gene-

ralizado de complexidade.

Definicdo 3.6. Funcionais de Gersho com restricio de complexidade: sejan € [0,1] e
seja a complexidade de quantiza¢do C'(q) = C'(A,, N(q)) fungdo somente dos pardmetros
A,(z) e N(q). Os funcionais de Gersho com restri¢ao de complexidade, ®(f, 7, A, N) e
®W(f n, N), sio tais que

O(f,n, A, N) = o(f,n,A) +nC(A,N)

= S (BACX) ) — (1= ) H(fIIA) + nC(A, N),

N (f,n, N) = inf &(f,n, A, N).

Uma vez que o infimo de ¢(f,n, A) existe e pode ser calculado por meio de célculo
numérico [13]], o infimo de ®(f,n, A, N) também existe. Os funcionais de Gersho tém
papel importante na andlise desenvolvida neste trabalho, j4 que sua avaliacdo numérica
permitird o cdlculo de fungdes DRC, como serd demonstrado.

O Lema @, apresentado neste trabalho, estabelece o valor assint6tico do funcional
de Gray para quantizadores com tamanho de diciondrio tendendo ao infinito. O Lema[3.3|
indica a solug@o para o funcional de Gray em funcdo do funcional ®(f,n, A, N). Esse
resultado € genérico em termos de complexidade, porém € utilizada a conjectura de que

C(q) = C(A4, N(q)). Essa conjectura é uma extensdo do método de Gersho, no qual
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a distor¢@o e entropia de quantizagio sdo avaliadas em termos de A, e N(q), ou seja,
Dy(q) = Dy(Ag, N(q)) e Hy(q) = Hp(Ag, N(q))-

Lema 3.3. Considere uma sequéncia de niimeros reais N,, n = 1,2, ..., tal que N,, — oo
a medida que n cresce. Considere também uma sequéncia de quantizadores q,, tais que
N(qn) = N, e cuja densidade de centroides vale A\, = A,.. A complexidade, C,, de g,

€ funcdo somente de \,, e de N,,. Existe uma sequéncia de niimeros reais positivos \, tal

que
lim 0(f Ay, ) _
n—oo Or(N,)+ (1 —n)In N, + ®(f,n, Ay, N,,) ’
onde "
k  eciN~
N)Z —In——— 3.11
Demonstragdo: Veja Apéndice|A.2 0

O Lema|3.3|estabelece um comportamento assintotico para o funcionais de Gray rela-
cionados a quantizadores ¢ em alta resolu¢éo: admitindo que N (q) é elevado, o limite que

€ expresso nesse lema permite a aproximagao:

O(f; A\n,q) = Or(N(q)) + (1 —n)InN(q) + ®(f,n,A, N(q)). (3.12)

O Teorema [3.2] apresentado a seguir, é o principal resultado deste capitulo: ele
sofistica o raciocinio empregado na Equagdo (3.12]) para estabelecer uma solugdo para

o infimo do funcional de Gray, parametrizada pelo tamanho do diciondrio .

Teorema 3.2. Seja a funcdo de complexidade somente fungdo do tamanho do diciondrio
e da densidade de centroides, isto é, C(q) = C(N(q),\,). Entdo, o infimo do funcional
de Gray, dado que N(q) = N, é obtido por

Cfom Ny 2 inf0(Fin0) = Ok(N) + (L=n)In N + @ (f,n, N).

Dado e arbitrariamente pequeno, a funcdo N* tal que
W (f, 1, N) = @(f,n,N,A") e,

define o quantizador assintoticamente otimo q*, cuja densidade de centroides é A = A*

e cujo diciondrio tem tamanho N.
Demonstragdo: Veja o Apéndice[A.3] O

Diferentemente da abordagem do Teorema onde ¢é calculado o infimo J(f,n), o

Teorema 3.2| resolve o valor do infimo ((f,n, N), ou seja, calcula-se um valor de infimo
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para uma dada restricdo de N. A andlise a seguir demonstra que tal parametrizacdo do
infimo € suficiente para a avaliagdo da fungdo DRC.

Seja o infimo do custo lagrangiano parametrizado pelo tamanho do diciondrio:

A . A
§(fimN) & if PN (f,m, ). (3.13)
A exemplo da relacdo entre os infimos p@(f,n,\) e 8@ (f,n, \) dada pelo Lema
pode-se demonstrar que para se obter o infimo £(f,n, N) é suficiente obter o infimo
¢(f,n, N). Tal demonstra¢do segue um raciocinio analogo ao encontrado no Lema
Seja um quantizador assintoticamente 6timo ¢*, de tamanho de diciondrio N e tal
que seu funcional de Gray 0(f, A, 1, ¢*) tem valor préximo ao valor infimo £(f,n, N). O

desempenho de quantizacdo de ¢* pode ser analisado de maneira andloga a Equacao (3.8):

C(fin, N)+e>0(f,\n,q")
koeDy(qr)  G14)

=(1—nH:(q* C(AN* N —ln——~
(1 =n)Hy(q") +nC(A", )+2 N
onde e é arbitrariamente pequeno. Dado N, o quantizador ¢* tem entropia de quanti-
zagdo Hy(q*) = In N — H(f||A*) e complexidade dada por C'(A*, N). A distor¢do de
quantizacdo é obtida a partir da dltima linha da Equacéo (3.14):

k * *
D.(a*) = —2/k(C(fnN)=(1=n)Hs(g")—nC(A",N))—1
i) = e
Finalmente, a fun¢do DRC ¢ obtida fazendo r = r(N) = Hy(q*), ¢ = ¢(N) =
C(A*,N)e

k
dpn(ric) = dyy(N) A 2N =(mr(N) —ne(N)) -1

1
5 , (3.15)

parametrizada em N > 0 e cuja aproximagao € tdo melhor quanto /N € grande.

Um projetista tem a possibilidade de utilizar a Equacéo (3.15]) para calcular a funcéo
DRC para um arbitrario funcional de complexidade, que pode ser ajustada para a es-
pecifica implementagdo do projeto de quantizacdo. Os valores de A* e de ((f,n, N),
necessdrios para a obten¢do da Equagdo (3.13), devem ser calculados numericamente,
através da resolucdo do infimo do funcional de Gersho com restricdo de complexidade
(Definigao [3.6).

A funcio DRC aqui apresentada é desenvolvida a partir do método de Gersho. E pos-
sivel comparar as solu¢des para a funcdo DRC que s@o obtidas através dos métodos de
Gray e de Gersho, para a medida de complexidade C'(¢) = In N(q), dnico caso em que
as fungdes DRC podem ser obtidas tanto por um método quanto pelo outro (confronte

os Teoremas [3.1]e[3.2). Para efeito de avaliagdo numérica da fungdo DRC, o desenvolvi-
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mento pelo método de Gersho, introduzido neste trabalho, produz resultados aproximados
tdo bons quanto os andlogos do Teorema Isso ocorre porque, dado que se calcula o
valor de J( f, n) (utilizando o método de Gray), uma avaliacdo da fungdo DRC correspon-

dente necessitard das aproximagdes de Gersho para D(q) e H(q) (confronte as Equagdes

B-8eB.14).

3.2.1 Complexidade da quantizaciao vetorial de busca completa

Como apontado no Capitulo 2] um quantizador vetorial de busca completa é o esquema
6timo de quantizacdo. Como o codificador € definido pela condi¢do da parti¢do, é co-
mum que a complexidade seja identificada como diretamente proporcional ao tamanho
do diciondrio. Considere C'(¢) = N(q).

O Coroldrio |3.1| apresenta uma particulariza¢do do resultado do Teorema para o
caso em que C'(q) = C(A,, N(q)) = C(N(q)), ou seja, para o caso em que a complexi-
dade € funcao somente do tamanho do diciondrio.

Corolario 3.1. Considere que a fungdo de complexidade é somente funcdo do tamanho
do diciondrio, ou seja, C(q) = C(N(q)). Entdo,

q: N(@)=N

Demonstragdo: Consultar Apéndice[A.4] O

A fungdo DRC correspondente, obtida analogamente a Equag@o [3.15] é dada por:

r(N)~InN — H(f||A"),
) (3.16)

62/k(®k(N)+¢>(A)(f,n)+(1fn)H(f||A*))71’
onde N > 0.

Assim, um importante pardmetro da quantizag¢do vetorial de busca completa, N(q),
baliza o comportamento da distor¢do, taxa e complexidade de quantizacdo. Essa de-

pendéncia é explicitada em d(NV), por exemplo, pelo pardmetro N.

3.2.2 Analise Numérica

O célculo da funcdo DRC parametrizada pela Equacio envolve a avaliagdo
numérica do funcional de Gersho, descrita no Apéndice [Bl Os mesmos cendrios k = 1 e
k = 2 da Secdo foram aqui considerados, porém com a substitui¢io da medida de
complexidade por C(q) = N(q), que é adequada para descrever a complexidade da quan-

tizagdo vetorial de busca completa. As funcdes DRC para os cendrios k = 1 e k = 2 estdo
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Figura 3.3: Fun¢des DRC avaliadas pelo método de Gersho, para complexidade de quanti-
zacdo igual ao tamanho do diciondrio (linhas continuas mais finas). Fung¢do distor¢cao-taxa
para quantizacdo de taxa varidvel (linha continua grossa) e de taxa fixa (linha tracejada).
Funcdo de Shannon (linha trago-ponto). A fonte é unidimensional, gaussiana e de varian-
cia unitdria. Ao invés da taxa, a fun¢ao distor¢cdo-taxa para quantizacao de taxa fixa (linha
tracejada) tem sua entropia de quantizacdo considerada nos eixos das abscissas.

respectivamente apresentadas nas Figuras [3.3]e[3.4] Novamente, foram incluidas nessas
figuras as fungdes distor¢cdo-taxa para quantizacdo de taxa fixa e varidvel. Elas foram
calculadas analiticamente, sdo limites inferior e superior das fungdes DRC e, portanto,

cumprem o papel de validar a teoria desenvolvida neste trabalho.
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Figura 3.4: Funcdes DRC avaliadas pelo método de Gersho, para complexidade de quanti-
zacdo igual ao tamanho do diciondrio (linhas continuas mais finas). Fung¢do distor¢cao-taxa
para quantizacao de taxa varidvel (linha continua grossa) e de taxa fixa (linha tracejada).
Fung¢do de Shannon (linha trago-ponto). A fonte é bidimensional e origina um processo
de Gauss-Markov de primeira ordem, cujos parAmetros sdo a = 0,9 e 02 = 0,19. Ao
invés da taxa, a funcao distor¢cdo-taxa para quantizacao de taxa fixa (linha tracejada) tem
sua entropia de quantizacdo considerada nos eixos das abscissas.
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Capitulo 4

Codificacao em Transformada com

Restricao de Complexidade

A codificacdo em transformada € uma técnica de quantizac@o sub-6tima que consiste em
aplicar um quantizador escalar especifico para cada componente do vetor de dados. Antes
de se efetuar a quantizacdo de codificagdo em transformada, € possivel submeter o vetor
de dados a uma transformacdo linear z = T'x, onde 7' € uma matriz de transformada,
quadrada de ordem k e unitdria. O projetista pode escolher uma transformagdo 7' que
¢ 6tima no sentido de prover a menor fun¢ao distorcao-taxa do codificador em transfor-
mada. No caso particular em que 7" é simplesmente a matriz identidade, a codificacdo
em transformada se resume ao caso particular da quantizacio escalar em blocos [2]. A
transformada ortogonal 1" que descorrelaciona as componentes de X € por defini¢do a
transformada de Karhunen-Loeve (KLT, de Karhunen-Loéve transform) . Em [23], foi
demonstrado que a KLT é 6tima para codificacdo em transformada, para taxa de quanti-
zagdo variavel.

Para modelar o desempenho de compressdo por codificagdo em transformada em ter-
mos de taxa e distor¢do, considere que a fonte de vetores de dados X € R* é modelada
pela p.d.f. f. Considere que um quantizador ¢ implementa codificacdo em transformada
com a matriz de transformacao ortonormal 7". O vetor de entrada € inicialmente submetida
a transformacao z = T'x. O vetor transformado z tem cada uma de suas k£ componentes,
2;, submetidas ao quantizador escalar correspondente, ¢;. Sejam «; e 3;, respectivamente,
o codificador e o decodificador de ¢;. As saidas Z; de cada quantizador escalar formam
a saida global Z que, por sua vez, define a versdo quantizada para x, através da relacao
x=T*2,onde T" é ainversade T'.

Para cada quantizador escalar ¢;, hd um decodificador correspondente [3;. Uma vez que
o0 objetivo final é quantizar x, ao invés de z, as operacgdes de decodificacdo z; = [;(z2;)
podem ser substituidas por uma decodificacdo que produz diretamente Z, como no quan-
tizador vetorial interpolativo [2]. Com isso, ndo € necessaria a realizacdo do cédlculo da

transformada inversa. Essa substituicao pode ser implementada por uma simples substi-
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Figura 4.1: Exemplo de particao de um esquema de codificagdo em transformada.

tuicdo de decodificadores, que ndo interfere no efetivo mapeamento global g.
O diciondrio associado & operacio de decodificacio de 2 = 3(z) é dado pelo produto

cartesiano

y:ylx...xyk, (41)

onde ); € o diciondrio associado ao quantizador escalar ¢;. Logo, o tamanho do dicionério

Y, N(q), é igual ao produto do tamanho dos diciondrios de cada componente:
N(g) =[] N(a). 4.2)

A maneira como o diciondrio é formado, dada pela Equacgdo (4.1), se associa a uma
particdo com centroides dispostos como no exemplo bidimensional da Figura #.1] Com
isso, é possivel implementar um codificador em transformada através de uma estrutura
em arvore [2l], o que provoca uma significativa reducdo da complexidade de quantizacio,
quando comparada a quantizacdo vetorial de busca completa. Cada quantizador escalar
q; tem sua codificacdo implementada em paralelo, por uma 4rvore com complexidade
log N(g;). Logo, a complexidade global de codificacdo, associada a g, é proporcional a
soma ) . log N(g;) = log N(q), onde utilizou-se a relacdo da Equacdo (&.2)).

A distorcao da codificagdo em transformada, avaliada como o MSE, vale

A A

D¢(q) = Efld(X — X)] = E¢[d(Z — Z)], (4.3)

onde a ultima igualdade é alcancada pela propriedade de transformagdes ortonormais:
d(z, 2) = l2=2|* = [lz=2|"[lz— 2| = ||T2—T%||"|Tx—T%|| = ||o—&[|"T*T ||z —2| =
|z = 2("|lz — 2| = d(z, ).

Valendo-se da premissa de que 7' é ortonormal, a distor¢ao global de quantizacao
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D¢(q) pode ser expressa como a soma das distor¢des D; de cada componente:

Dy(@) = 3 Di (44)
A taxa global tem o comportamento anédlogo ao da distor¢ao:
Ri(q) =) R 4.5)

As varidveis codificadas para cada ¢;, «;(z), definem o vetor codificado geral
[a1(z1) - - ag(zx)]. Tal vetor pode ser submetido a codificacdo de entropia, como na
Equagdo (2.1). Assim, o valor de R((q) para o caso da quantizagdo de taxa varidvel tam-
bém pode ser avaliado através da entropia de quantizacdo H(q). Especificamente, para o
caso em que € utilizada a KLT, a descorrelacdo entre as componentes de z permite calcular

a entropia de codificacdo em transformada por [135]
Hy(q) = Hi, (4.6)

onde H; € a entropia de quantizacdo associada a componente .

As Defini¢oes [A.TH4.4] particularizam os conceitos de complexidade introduzidos no
Capitulo 3 a codificacdo em transformada. Para simplificar a notacdo e manter o foco
na complexidade do esquema de quantizagdo, serd considerada zero a complexidade adi-
cional referente a transformacao linear z = T'x. No entanto, a teoria de complexidade
pode ser estendida de forma trivial para a inclusdo de uma constante no valor do fun-

cional de complexidade, para representar as operacdes envolvidas no calculo de 7'.

Definicao 4.1. Funcional de complexidade de codificacio em transformada: a com-

plexidade de um esquema de quantizagdo ¢ € igual a soma

k

C(q) =Y Cla)

=1

onde ¢; se refere ao quantizador escalar aplicado a i-€sima componente do vetor z = T'x
e onde C'(g;) é definido como na Definigao

Definiciio 4.2. Funciio DRC de codificacido em transformada: sejam D;(q), Rs(q) e
C'(q), respectivamente, a distor¢do, taxa e complexidade de um quantizador de codifica-
cdo em transformada ¢, de transformada 7', quando avaliado com respeito a fonte f. A

funcgdo distor¢ao-taxa-complexidade

dpr(F,E) = inf D¢(q
10O = 4 natbwsa-rne D
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¢ avalidvel para qualquer 7 € [0, 1] constante e qualquer 7" constante.

Definicao 4.3. Custo lagrangiano de quantizacao de codificacio em transformada:
sejam Dy(q), R¢(q) e C(q), respectivamente, a distorgdo, taxa e complexidade de um
quantizador de codificacdo em transformada ¢, de transformada 7', quando avaliado com

respeito a fonte f. O custo lagrangiano

p(f; A, T, q) = Dyg(q) + Al(1 — n)Rs(q) +nC(q)]

tem os multiplicadores de Lagrange implicitamente definidos pelos fatores A > 0en €

[0, 1]. O infimo de p(f, A\, n, T, ) com respeito a g € representado por:
PO (A, T) = inf p(f, A, T, @),

Definicao 4.4. Funcional de Gray de codificacio em transformada: o funcional de
Gray, correspondente ao custo lagrangiano de quantizacdo de codificacdo em transfor-

mada p(f, \,n, T, q), é representado por:

~ o(f,\\n,T,q) k
oA T = AEAPTD by,

O infimo de O(f, \,n, T, ¢) com respeito a ¢ e A sio representados respectivamente por:

0D(f, A, T) = inf 0/, A0, T, ).
q

0N (f.n0.T,q) =mf (£, 0. T.q).

4.1 Complexidade Avaliada pelo Método de Gray

Esta secdo desenvolve uma solugdo para a fungdo DRC para codificagdo em transformada,
para o caso de complexidade da codificagdo em transformada igual a C'(¢) = log N(q).
A presente andlise baseia-se no método de Gray, apresentado na Se¢do [3.1} Seja ¢ um
quantizador escalar com desempenho assintoticamente 6timo em termos de distor¢ao,
taxa e complexidade e seja C'(¢;) = In N(g;). Com a aplicagdo do Lema[3.2]a ¢}, obtém-

se que

Hgi,n) + € > 0N (gi,n, )

k eDy(q") 4.7)
=(1- (g | * Zp =g e/
(1 U)ng(Qz)+?7 nN(Q1)+2 n /{?/2 )

onde g; é a p.d.f. marginal da p.d.f. g(z) e estd relacionada & componente Z; do vetor
aleatério Z = T'X.
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A Equagdo (4.7) é um caso particular da Equac@o (3.8). Analogamente, as fungdes

DRC associadas a cada fonte g; sdo solu¢des particulares da Equagao (3.9):
Ay (ris ;) ~ 2RO —(1=nr—nc)=1, (4.8)
gin 7y -1 2

A partir da fungdes d, , (7, ¢;), a fungdo DRC do esquema global de codificacdo em

transformada € obtida pela equacao:

1/k
dyr(7,C) £ ngm(rh ¢i) =k (H g, n(7i, Cz)) : (4.9)

A inequacdo das médias aritmética e geométrica, empregada na Equacdo (@.9)), se
resume a uma igualdade se e somente se todos os termos do produtdrio forem iguais.
Como a condi¢do de igualdade € a condi¢do que minimiza o valor de (Zf,mT(f, c), tal
condiciio é reconhecida como solugio e impde que d s (7, €) tenha iguais parcelas de
distor¢do para cada componente. Esse resultado € uma extensdo de resultado andlogo
observado para o problema de codificagdo em transformada com restricdo somente de
taxa [124, 25]].

O requisito de que as parcelas de distor¢do referentes a cada quantizador con-
tribuem de forma igual para d;, (7, ¢) permite calcular uma solu¢io para d;, 7 (7, ¢)
parametrizada por uma tnica varidvel. Para simplificar a notagdo, denote d;, (7, ¢) = d,
de modo que dy, ,(r;,¢;) = d/k. A Equagdo (&.7), escrita em termos de d, assume o

formato:

ed
k2/2

~
~

In

((gi,n) — (1 —=n)Hy (q7) —nIn N(q;))

(0(gim) — (L =n)(In N(gf) = H(gil|A})) —nla N(g)) 410

((gi,n) + (1 = n)H(gil|A7) = N(g7)),

El Il I RS )

onde A} é a densidade de centroides de ¢;. Logo, o tamanho do diciondrio N (¢}) pode
ser escrito em funcio de d:
k. k?/2

In N(g7) ~ 9(gi,n) + (1 = n)H(gil|A7) + 35 In .

4.11)

A obtengdo de N(q}) permite que a taxa 7 e a complexidade ¢ de d;,, (7, ¢) sejam

avaliadas, respectivamente, pelas formulas

FA Y Hy(g) =Y (InN(g) — H(gil|A])) (4.12)

7 7
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Figura 4.2: Funcdes DRC avaliadas pelo método de Gray, para complexidade de codifica-
cdo em transformada igual ao logaritmo do tamanho do diciondrio (linhas continuas mais
finas). Funcdo distor¢do-taxa para quantizacdo de taxa varidvel (linha continua grossa)
e para codificagdo em transformada (linha tracejada). Funcdo de Shannon (linha traco-
ponto). A fonte é bidimensional e origina um processo de Gauss-Markov de primeira
ordem, cujos pardmetros sdo a = 0,9 e 02 = 0,19.

c=> C(g)=> InN(g). (4.13)
A solucdo de me,T(F, ¢) = d, parametrizada em d, é dada pelas Equacdes (4.11)),

@.12) e @.13).

4.1.1 Avaliacao Numérica

O cdlculo numérico da fun¢do DRC parametrizada pelas Equagdes (4.11), (@.12) e (.13)
envolve a obtencao de funcionais de Gersho e segue raciocinio andlogo ao apresentado no

Apéndice B| Considere & = 2. Para modelar a fonte de dados, foi considerado o processo

de Gauss-Markov de primeira ordem definido pela Equagdo (3.10)). A fonte bidimensional

fx(x) correspondente possui componentes do vetor aleatério correlacionados, de modo

que sua matriz de covariancia [22], R x, tem tamanho 2 x 2 e entrada na linha 7 e coluna
j dada por [21]:

o2l

1 —a?

para qualquer par (z,7),7 € {1,2} e j € {1,2}.

A fonte fx(x) é gaussiana e tem um esquema de codificagdo em transformada cuja

, (4.14)

transformada 6tima 7' € uma KLT. A matriz 7" € tal que 7"R x7™ é uma matriz diagonal

[26]. As fun¢des DRC para codificagao em transformada de tal fonte sdo apresentadas na

Figurad.2]

E possivel comparar o desempenho da codificacdo em transformada em relacdo a
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Figura 4.3: Funcdes DRC para quantizagdo vetorial de busca completa (linhas continuas)
e codificacdo em transformada (linhas tracejadas) e funcdo de Shannon (linha traco-
ponto). A fonte é bidimensional e origina um processo de Gauss-Markov de primeira
ordem, cujos parAmetros sdo a = 0,9 ¢ 02 = 0,19.

quantizacdo vetorial de busca completa, quando a restricio de complexidade € levada
em conta em ambos os projetos. Para isso, considere as fun¢cdes DRC calculadas para o
caso bidimensional da quantiza¢do vetorial de busca completa (Figura[4.2) e as fungdes
DRC calculadas nesta secdo. A Figura [4.3] retine esses dois grupos de funcdes e revela
que o desempenho da codificacdo em transformada, em termos de distorcdo e taxa, é
compardvel ao da quantizacdo vetorial de busca completa, porém com o dispéndio de
uma complexidade significativamente menor. Esse resultado, alcancado a partir de uma

analise tedrica, estd de acordo com o resultado obtido de forma heuristica em [27]].

4.2 Complexidade Avaliada pelo Método de Gersho

E possivel estender a anlise apresentada na Secio para aplicacdo em algoritmos de
codificacdo em transformada. Uma extensdo possivel € apresentada no Apéndice |C| para
o caso particular em que a complexidade da codificacdo em transformada € igual a soma
dos diciondrios de quantizacdo ¢;, C'(q) = )Y, N(g;). Tal medida de complexidade é
verificada na prética em esquemas de quantiza¢@o no plano focal de cadmeras fotograficas
digitais [28].

Como exemplo, considere um esquema pratico de codificagdo em transformada no
plano focal, implementada por um microcircuito eletronico analégico. Em [27], foi pro-
posta uma medida de complexidade igual a quantidade de transistores necessarios para
implementar tal microcircuito, através da relagdo afim C(q) = a)_, N(¢;) + b, onde a
e b sdo constantes. E possivel utilizar a teoria desenvolvida no Apéndice [C| para estimar

a fungcdo DRC para o problema especifico de [27], ap6s uma adaptacdo para incluir na
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medida de complexidade as constantes a e b.

Assim como no caso da quantizagdo de busca completa, o método de Gersho para o
caso da codificagdo em transformada permite calcular funcdes DRC para complexidade
de quantizagdo diferentes ao caso particular analisado no Apéndice [C] Por exemplo, para
a complexidade de quantizacdo C'(§) = log N(g), é possivel alcan¢ar a mesma solugio
desenvolvida pelo método de Gray (Secao através do método de Gersho, a partir de
modificagdes na andlise do Apéndice [C|
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Capitulo 5
Conclusao

Neste trabalho, foi apresentado um método para a inclusdo da restricdo de complexidade
na tradicional andlise de quantizacdo em alta resolucdo. Ao invés de se apoiar numa
fun¢do de complexidade unica, tal método pode ser empregado para diferentes medidas de
complexidade, de modo a se ajustar a diferentes implementacdes praticas de quantizacgao.

Para uma classe proposta de funcdes de complexidade, a nocao de fungdo distor¢ao-
taxa de quantizacdo foi generalizada para a de fungdo DRC. O Teorema [3.2] apresenta
resultados assintéticos que permitem calcular uma solucio aproximada da fun¢do DRC,
sob as premissas da quantizacdo em alta resoluc@o. Sob tais premissas, o teorema tam-
bém assume que a medida de complexidade pode ser aproximada como uma funcao do
tamanho do dicionario N e da densidade de centroides A. Para o caso particular em
que a complexidade ¢ uma fun¢ao do tamanho do diciondrio, somente, foram calculadas
funcdes DRC por meio de aproximagdes numéricas.

Para a codificacdo em transformada, a fungdo DRC foi calculada para os casos par-
ticulares de medida de complexidade C'(¢) = log N(g) e C(g) = >_; N; e permitiu uma
comparacao de seu desempenho com o desempenho da quantiza¢ido de busca completa.
Nessa comparagao, foi mostrado que € valida a no¢do de que codificacdo em transformada
possui desempenho em termos de taxa e distor¢do semelhantes aos da quantizagdo vetorial
de busca completa, porém com uma reducao significativa no valor de complexidade.

Em trabalhos futuros, a abordagem lagrangiana para quantizagdo, com inclusdo da
restri¢cdo de complexidade, pode ser estudada para se desenvolver um algoritmo de projeto
de quantizacdo com restricao de complexidade. A inclusdo da restricdo de complexidade
no algoritmo de ECVQ, por exemplo, pode ser investigada a partir de uma sofisticacao do

custo lagrangiano proposto em [[18]].
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Apéndice A

Algumas Demonstracoes do Capitulo

A.1 Demonstracio do Lema 3.2

Esta demonstragdo baseia-se em diferenciacao analitica. Note que

A k
07 A ) = AL D By
(A.1)
Dy(q)

k
= ——>+(1—n)Hs(q) +nC + 5hnA.

Como 0(f, A\, n,q) é continuo em relagdo a A para A > 0, a sua derivada parcial com

respeito a A pode ser obtida por:

O\ A2

+505 =0,

k1
2 A
cujas solugdes sao Ay = 0e Ao = Dy(q,)/(k/2).

A solugdo \; = 0 ndo € adequada para a presente andlise, pois estd relacionada a um
problema de quantizacdo sem restri¢do de taxa e de complexidade. Logo, adota-se como

solucdo \* = A,. Substituindo A por A* na Equacdo (A.1), obtém-se o resultado do lema.

A.2 Demonstracao do Lema 3.3

p<f7/\na777Qn) k

9(f7 A'rmna QTL) - )\— —+ 5}\71
Dy(qn) k (A2)
== T U=mH(g) +nC0+ S
ae(f? )\nﬂ?’%) . Df(qn) k 1 o
M BV Ty T 0 (A.3)
Dy(qn)
= A4
A= (A4)
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Tim O(f, An, 1, gn) = lim ((1 = MH(Gn) G+ 5= )

= lim ((1—n)(lnN(q) — H(f]|A)) +nC(q)
ko eci Ef[(N(q)A)~/*]
+§1Il it ]{3/2 >
= lim ((1 —n)In N(q) +nC(q)

k. ecpN(q)~/*
Op =\
T

(A.5)

+ ¢(f,n7/\))

A.3 Demonstracao do Teorema 3.2

O Lema 3.3]indica que existe N (g) suficientemente alto e existe A tal que

0(f;An,q) —e <OR(N(q)) + (1 —n)InN(q) +nC(q) + ¢(f,n,Ay),

para ¢ arbitrariamente pequeno. Uma vez que, sob as condi¢des assintdticas do teorema,
0(f, A\, n,q) ndo depende de A,

oM (f,n,q) +e = inf O(f, A\n,q) +¢€

= 6x(N(q)) + (1 = n)InN(q) +nC(q) + &(f, 0, A).

A principio, a avaliagio do infimo de 0™ ( f, 7, ¢) com respeito a q é uma tarefa dificil,
pois ¢ define os pardmetros N(q), A,(z) e C(g). No entanto, assumindo que C'(q) =
C(A4, N(q)) e impondo a restri¢do de que o tamanho do diciondrio € constante, mantém-

se apenas A\, (x) como varidvel de ¢. O infimo pode ser entdo avaliado por

q:]\i[I(qu):N 0N (fin,q) +e = q:]\if?qf):N (©1(N(9)) + (1 — 1) In N(q) +nC(Ay, N(q))
+o(f,n,Ay)
- q: ]\if?qf;:N @k<N) + (1 o 77) lnN + UC(A(P N) + ¢(f7777 Aq)
- q: ]\ifI(qu):N Gk(N) + (1 o 77) lnN + q)(f7lr]7Aq7 N)

= inf O4(N) + (1 - n) N +&(f, 7, A, N)

= Ou(N)+ (1 —=n)In N +nC(N) + dWN(f,n, N).
(A.6)

A ultima linha da equacdo acima € o resultado do teorema.

40



A4 Demonstracio do Corolario 3.1

A prova segue raciocinio semelhante ao da demonstragdo do Teorema[3.2] O desenvolvi-
mento da Equagdo (A.6) aqui é adaptado para incluir a hipétese de que C'(A,, N(q)) =
C(N(q)):

Lt 00 be = il (Ok(N() + (1= n)InN(g) +nC(N(g))
+o(f,m,A))
= ol ON)+ (1= m N+ O(N) + 6(f.m. )

= nf Ox(N) + (1 =n) InN +nC(N) +o(f,n,A)
= Ou(N)+ (1 =n)In N +nC(N) + 6™ (f,n).

A ultima linha da equacdo acima € o resultado do coroldrio.
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Apéndice B

Calculo Numérico do Funcional de
Gersho

A avaliagdo do infimo do funcional de Gersho com respeito a A, o™ ( f,n), pode ser rea-
lizada de forma indireta: aplica-se a mudanga de varidvel da Equagdo (3.5) em ¢(f,n, A)

para se obter ¢( f,n, ). Apés alguma algebra, obtém-se que [13]]:
st =5 ([ f@ewar— - [ s -1)
R

i / ) (1= ().

E possivel demonstrar que a Equacio implica que ¢ (f,n,v) é convexo em v.
Assim a tarefa de se calcular ¢M(f, ) através de ) (f,n) (Equagdo tem a van-

tagem de ser implementavel através de cdlculo numérico, com um algoritmo de otimiza-

(B.1)

¢do convexa.

A principal considera¢do para a implementa¢do numérica € a aproximacao discreta
que deve ser realizada para a fungdo da Equacédo (B.I)). Neste trabalho, a avaliacdo das
integrais dessa equacdo, originalmente sobre o suporte infinito = € R*, é truncada em um
suporte finito z € [—ac?}, ac}]*, onde o é a variancia associada a fonte f e a uma cons-
tante. A escolha para o valor de a deve levar em conta o compromisso entre a quantidade

de amostras de = e a precisdo da avaliacdo das integrais. As integrais sdo avaliadas por
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somatorios, de modo que é possivel construir a aproximagdo para ¢ (f,n, v):
G(finv) = (1= nh(f) =¥ ({r(@?)}, {z})
N (i) v (@®) @)y, ( (1)
a2 <AZf(a: e — (L= mA Y f ) -1

+nln (A > et 2) :
(B.2)

onde os vetores {2V} sdo amostrados em [—a - 0,a - 07]* de acordo com um padrio

: : -1 : -1 : o
uniforme e onde A = (2\” — 2" V)% para 2" e 2" como as respectivas primeiras

“=1), A aproximacdo da Equacio (B.2) é

componentes dos vetores adjacentes () e z
mais precisa a medida que A — 0 e a — oo. Note que um segundo compromisso entre
precisdo e quantidade de amostras baliza a escolha de A. Devido aos pardmetros a e A,
a complexidade computacional para calculo de W({v(z®)}, {z("}) cresce exponencial-
mente em k.

Para minimizar a Equac@o com respeito a {v/(z(")}, adotou-se neste trabalho um
algoritmo de otimizacdo baseado em gradiente descendente [29]. O gradiente em questao

é obtido por meio da derivagio de ¥ ({v(z®)}, {z(}) com relagio a cada v/(z™).
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Apéndice C

Analise Particular de Complexidade
pelo Método de Gersho para

Codificacao em Transformada

Neste apéndice, calcula-se a funcao DRC para o caso particular em que a complexidade da
codificacdo em transformada € igual a soma dos tamanhos dos diciondrios de cada com-
ponente. Aplica-se para a codificacdo em transformada a mesma estratégia adotada para o
caso de quantizacdo vetorial de busca completa, apresentada na Secao Recorda-se
que o método de Gersho apresentado na Segdo [2.3.1| permite avaliar quantizagio vetorial
em alta resolucdo através dos parametros da densidade de niveis de reconstrucdo e do

tamanho do diciondrio.

Definicao C.1. Funcional de Gersho de codificacao em transformada: dado um es-
quema de codificagdo em transformada ¢ cuja transformada é 7', sejam as fun¢des densi-
dade de probabilidade fx(r) e {A;(z)},z € R¥,i =1,... k,esejan € [0,1]. O vetor
transformado Z = T'X tem cada componente Z; associado a p.d.f. g;. Os funcionais de
Gersho &(f,n,{A\;},T) e ¢tA3(f,n,T), particulares para codificacio em transformada
no caso em que C(q) = >, N(g;) = N, sdo tais que

o(f.n AN} T) = (ZEZlnA +Z1n AT 1/2>+
nk In (Z (EglAz )1/2>,

7

Lema C.1. Seja g,, n = 1,2, ..., uma sequéncia de codificadores em transformada asso-
ciados aos vetores aleatorios X e Z = T'X. Cada quantizador global g,, é formado por

um esquema de quantizadores escalares gy, ;, aplicados as componentes Z;, i = 1, ... k.
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Os quantizadores g, ; tém complexidade C,, ;, tamanho do diciondrio N, ; e densidade de
centroides \,, ;. A complexidade e o tamanho do diciondrio de ¢, sdo dados respectiva-
mente por C, =% . Cpie N, = Ny,

Se N,, — o0 a medida que n cresce, entdo existe uma sequéncia de niimeros reais
positivos \, tal que

g(f? )\'rﬂ 777 q_n7 T)

lim — =1,

onde )

Or(N) £ 3 In(e:N7?) + -In—-. (C.1)
Demonstragdo: Veja o Apéndice[C.1] O
Corolario C.1. Sob as premissas do Lema considere que C(7) = N, onde N =

> N(q;). Dado € arbitrariamente pequeno, existe N suficientemente grande tal que
nf B(f.T,0) + e = Ox(N) + (1= mkInN + 9N + 6 (f,0.7).
3 N=

Demonstragdo: Veja o Apéndice[C.2] O

A partir do Coroldrio [C.1] é possivel estender o raciocinio da Equagdo [3.14] para

concluir que a fungdo DRC tem parametrizacdo (d(N),7(N),¢(N)) tal que
F(N) =) N, — H(gil|A),

¢(N)=N,
J(N) = F @m0 (fnit)~1-nyr () =)
2 Y
parametrizada pelo fator NV > 0 e dada a hipétese de que a complexidade de quantizagao

é C(q) = N. Para o célculo de 7(N) e d(N), é necessdrio resolver o valor do infimo:

) oy 1/2 o\ 1/2
{llr\lg (1-mn) <Z (EyIn Aj]) + Zln (Ey.[A7%) / > +nkln (Z (Ey A7) / )
z l Z (€.2)
O conjunto {A’}, i = 1,...,k, é definido como o argumento que prové o infimo da

Equacio (C.2).

A mudanca de varidvel

. Al(I)_Z/k
@A) R

evi ()

¢ semelhante a utilizada originalmente em [13] para resolver o funcional de Gersho, ja

que tornava o problema da Equac@o (3.6) um problema convexo. Embora nio seja aqui
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demonstrado, tal mudancga de varidvel também transforma o problema da Equagdo (C.2))
em um problema convexo e que, portanto, tem resolucdo simplificada a partir de cdlculo

numeérico.

C.1 Demonstraciao do Lema C.]]

Utilize a notagdo simplificada W (f,n, T, q) = 0, D;(q) = D, H;(q) = H,C(q) = C'e
N = N.
A partir do Lema[3.2}

.. D k
9:11>1\f X+(1—77)H—|—?70+§1n)\
eD

k

Exprimindo a distorcdo, taxa e entropia de codificacdo em transformada como um
somatoério da distor¢do, taxa e complexidade dos quantizadores escalares de cada compo-

nente, é possivel re-escrever a Equag@o (3.2)) por:

=(1-mn) Z(ln Nui — H(gil|As))

]

k -2 2 -2 k €

2

onde 3", y1; = 1. Para simplificar a notagdo, adote =; = E,,[A; ] e adote
A=1=n)(kInN=> H(gl|A) +n) _ Ci+ K (iN72) + Fin <
i i 2

Logo,
k o
0:A+(1—n)21nui+§1n<;ui :i>. (C.3)

Para encontrar os {;} solucdo:

06; _(1—m) k= _
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Uma vez que u; € ndo-negativo:

1= 1/2
[t = S—— : (C.4)
(Ej pytE5(1 — 77))

Por defini¢do, >, 1; = 1, o que implica que:

1/2
k=,
Z‘: — p— ]_7
2 Z <2juj QEJ-(l—n))

(2

de modo que:

;uj = (Z <<1k_im)m>2- (C.5)

(2

Substituindo na Equacdo (C.4) o valor encontrado na Equacdo (C.5), tem-se como

solucao:

Hi = Z—_l/Q (C.6)

Substituindo na Equagéo (C.3)) a solugéo de {y; }:

H1/2 I =1/2 -2

=j ( Jj =

: (ZW o(52) m(zer) e

—A+ (-7 Zlnﬂ +nkIn (Z”ZW).

Adote a notacao

A=B—(1-n)> H(gll\), (C.8)

onde
e

k k

Logo, com o retorno da notagio =; = E,,[A;?] e a substitui¢do de A pela notagdo da
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Equacio (C.§), a Equacdo (C.7) deixa explicita a dependéncia de 6 com {A;}:

923_(1_77)ZH(QZ'||A1‘) (1—-n Zln_l/ +nk1n<2”j/2>
_n)zh(gi)‘i'(l—n)Z(E [In A,]) Zlﬂ A7)

%

+nkln (Z (B [072)" 2) ,

i

(C.9)

que € o resultado do lema.

C.2 Demonstracao do Corolario C.1

Esta anélise é andloga a demonstracéo do Coroldrio Pelo Lema[C.1] existe ) e existe
N suficientemente alto tais que

0(f, 00, T,q) +€ < Ox(N) + (1 —n)In N +nC(q) + o(f,n,{A:}, T),

para ¢ arbitrariamente pequeno. Uma vez que, sob as condi¢des assintdticas do teorema,
9(f, \,n,T,q) ndo depende de )\,

0 (fin, T,q) — € < inf 0(£, 7,0, T,7)

= Ox(N)+ (1 —n)In N +nC(q) + o(f,n,{A:}, T).

A principio, a avaliagio do infimo de 6™ (f,n, T, ) com respeito a ¢ é uma tarefa
dificil, pois g define os parametros N, {A;} e C(¢). No entanto, assumindo que C(g) =
C(N) e impondo a restricio de que o tamanho do diciondrio é constante, mantém-se

apenas {A;} como varidvel de g. O infimo pode ser entdo avaliado por

inf ON(f,n,T,§)+e = inf (Ok(N) + (1 —=n)InN +nC(N)

g: N=N 7: N=N
= .iJIV;fN(:)k(N)—l—(l—n)lnN—i-nC(N)

Q|

= inf OK(N)+ (1 —=n)In N +nC(N) + ¢(f,n, {A:}, T)
= Ou(N)+ (1 =) In N + nC(N) + ¢4 (£, T),

que € o resultado do corolario.
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