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Resumo da Dissertagao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtencgao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

ESTIMACAO DE MOVIMENTO DE UMA CAMERA VIA GEOMETRIA
EPIPOLAR

Guilherme de Souza Aires

Margo,/2010

Orientador: José Gabriel Rodriguez Carneiro Gomes

Programa: Engenharia Elétrica

A estimagao de movimento de uma camera via correspondéncia entre imagens
¢ uma das principais tarefas na area de Visao Computacional. A recuperacao da
posi¢ao e orientacdo de uma imagem relativa a outra pode ser usada em vérias
aplicagbes como visao robotica e realidade aumentada. A relagdo projetiva entre
duas imagens é descrita pela Geometria Epipolar. Faremos um estudo dessa geome-
tria e de suas técnicas lineares, como por exemplo, o Algoritmo de 8 Pontos, a fim de
que possamos extrair os parametros do movimento de uma camera. Analisaremos a
eficiéncia e robustez dos algoritmos de modo a verificarmos suas viabilidades de uso.
Concluimos que atraves de uma normalizagdo dos dados de entrada do Algoritmo
de 8 Pontos, podemos utiliza-lo como uma técnica para uma estimacao inicial do

movimento.
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requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

SINGLE CAMERA MOTION ESTIMATION THROUGH EPIPOLAR
GEOMETRY

Guilherme de Souza Aires

March/2010

Advisor: José Gabriel Rodriguez Carneiro Gomes

Department: Electrical Engineering

A single camera motion estimation from image correspondence is one of the cen-
tral tasks in Computer Vision. The recovery of the position and the orientation of
one image relative to another can be used for many applications like robot vision
and augmentated reality. The projective relation between two views is described
by Epipolar Geometry. We study this geometry and its linear techniques, like the
8-Point Algorithm, aiming at extracting the camera motion paremeters. The algo-
rithms’ robustness and efficiency will be analised, as well as its viability of use. We
conclude that using the 8-point Algorithm with normalized input data is feasible for

being used as an initial motion estimation technique.
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Capitulo 1

Introducao

A estimagao de movimento tem sido estudada em Visao Computacional desde
o principio desta ciéncia. E uma 4rea crucial para varias aplicagoes nas areas de
processamento de imagens, computacao grafica e robdtica. Por exemplo, o fluxo
6ptico, a incorporacao de elementos graficos em realidade virtual e a localizacao e
navegacao de um robo moével sao algumas tipicas aplicacoes que necessitam dessa
area de pesquisa.

Como muitas areas do conhecimento no campo da Engenharia, a estimacao de
movimento em Visao Computacional procura em fendmenos da natureza a motivagao
para implementar sistemas baseados nesses conceitos. De acordo com este raciocinio,
o fendmeno que usamos para nossa pesquisa foi a visdo monocular humana. Brady
[1] explica como pacientes com visdo monocular podem obter novamente a visao
3D. Ele sugere que esses pacientes facam movimentos relativos de suas cabecas
quando estiverem observando um objeto, logo, através dessas imagens em diferentes
referenciais processadas pelo cérebro, é formada uma nocao de 3D do cenario.

Embasados nessa idéia, veremos o conceito de Geometria Epipolar, que corres-

ponde a matematica processada instintivamente pelo cérebro humano.

1.1 Objetivo

O objetivo do nosso trabalho consiste em estudarmos a Geometria Epipolar e
suas peculiaridades. A partir desse estudo, analisaremos como, fazendo o uso de
algoritmos lineares, podemos obter os parametros de rotacao e translagdo do movi-
mento de uma camera. Analisaremos essas técnicas lineares de estimacgao em funcao
da precisao de suas estimativas para verificarmos as suas limitagoes e a sua utilizacao

para diferentes tipos de movimentos.



1.2 Geometria Projetiva

De modo que possamos entender a matematica por detras das imagens captura-
das por uma camera, faremos inicialmente um estudo da Geometria Projetiva [2] e

de sua origem.

(a) Corredor (b) Trilhos de trem

Figura 1.1: Exemplos de imagens capturadas por uma camera (fonte: wikipedia)

A geometria estudada nos cursos secundarios, a que chamamos de Geometria
Euclidiana, tem por principal objetivo cuidar das propriedades de areas, compri-
mentos, angulos e volumes das figuras e dos corpos geométricos. E, por assim dizer,
uma geometria da medida, de acordo, alids, com a sua origem entre os egipcios e
com o sentido de seu préoprio nome: medida (metria) da terra (geo).

Contudo, a geometria das imagens capturadas por cameras nao obedece tais
propriedades. Facilmente podemos constatar isso, vendo as imagens na Figura [1.1]
Os trés exemplos correspondem a imagens compostas por retas paralelas no espaco
euclidiano, ou seja, retas que nao sao concorrentes. Mas o que podemos verificar é
que elas se encontram em um ponto nas imagens.

Observando esse fato, o primeiro estudo que abordou essa questao foi o estudo
geométrico da perspectiva. Esse estudo é conhecido desde o periodo da Antiguidade
no Egito e na Grécia, contudo, no periodo do Renascimento, teve seu auge [3]. Isso
foi gracas aos trabalhos de intimeros artistas da época que comecaram a utilizar-
se das nocgoes de perspectiva em suas artes. Podem ser vistos alguns exemplos na

Figura (1.2
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(a) Pintura de Pietro Perugino (1481-82) (b) Desenho de Paolo
(fonte: wikipedia) Uccello  (séc. XV)
(fonte: wikipedia)

Figura 1.2: Exemplos do estudo da perspectiva na arte no periodo do Renascimento

Na Figura [1.3] podemos observar como funcionam as regras da pespectiva. As
paralelas se encontram nos pontos pretos chamados de pontos de fuga, que por sua
vez, estao todos contidos na reta de fuga (ou reta do horizonte). Podemos dizer que

estas foram as bases matematicas para a criacao da Geometria Projetiva.
Regras principais da perspectiva

1. a imagem de uma reta também corresponde a uma reta.

2. a imagem de retas paralelas sao retas concorrentes.

Figura 1.3: Objeto real e imagem em perspectiva

No século XIX, comecou a surgir uma tendéncia nova: a idéia de que essa geo-
metria seria independente do conceito de medida criando-se entao, uma nova geome-
tria. Através de Desargues, Monge e Carnot, o estudo da geometria projetiva teve
seu inicio, mas quem a desenvolveu formalmente pela primeira vez, foi Jean Victor
Poncelet. Ele fez um estudo sistemético das propriedades das figuras sem tomar a
medida como base, nem como objetivo final. No ano de 1822, Poncelet evidenciou
as propriedades das figuras que se mantinham inalteradas através das projegoes e

secoes.



Para mais facilmente percebermos a distingao entre a Geometria Euclidiana e
a Geometria Projetiva, convém que comecemos por considerar as duas espécies di-
ferentes de operagoes (ou transformagoes) que aparecem predominantemente em
cada uma delas, partindo dos conceitos ja conhecidos da Geometria Euclidiana: as
operagoes fundamentais da Geometria Euclidiana sao os deslocamentos ou movimen-
tos rigidos, e as operagdes fundamentais da Geometria Projetiva sao as projegoes e
secoes.

Apébs Poncelet, uma legiao de matematicos veio abragar o estudo da Geometria
Projetiva, entre eles: Gergonne, Brianchon, Pliicker, Staudt, Ruje e Cremona.

Referéncias para um estudo mais aprofundado da Geometria Projetiva podem

ser vistos em [4] e [5].

1.3 Modelagem Matematica

1.3.1 Espaco-n Projetivo

Um ponto no espago projetivo de dimensao n (P™) é representado por um vetor
n+1 como p = [p1,p2,+* ,Pns1)t. Nesse vetor ao menos um elemento p; deve ser
nao nulo. Essas coordenadas sao conhecidas como coordenadas homogéneas.

Nessa representacdo, dois pontos p“ e p? sdo considerados iguais, se obedecem
a relacao indicada na Equagao (L.1)).

pl=np?  sendon#0,i=1,2--- ,n+1 (1.1)

1.3.2 Plano Projetivo

O espago projetivo de dimensao 2 (P?) é chamado de plano projetivo. Esse é o

modelo que utilizaremos para representar o plano da imagem de uma camera.

1.3.3 Pontos e Retas em P?
Ponto - m

Um ponto m no plano projetivo é representado pelo vetor em coordenadas ho-

mogéneas m = [my,m,, m,]*. No plano da imagem, esse ponto corresponde a
[my/m., my,/m.]" € R%
Podemos dizer que m’ = [nm,, nm,,nm.]" é igual a m para qualquer valor real

nao nulo de 7.



Reta -r

Uma reta r no plano projetivo é representada pela Equacao (1.2]).

T +ryy+1r.2=0 (1.2)
Logo, a representagdo em coordenadas homogéneas da reta é r = [r,, 7, 7.]7.
Podemos dizer que ' = [nry, nry,nr.]" é igual a r para qualquer valor real ndo
nulo de 7.

A partir da Equacao podemos obter a relacio m’r = r’m = 0 e com isso
observar que nao existem diferencas entre retas e pontos em P?. Assim, se postula
o principio da dualidade: o ponto e a reta sdo dois elementos duais no plano, ou
mais explicitamente, “o ponto € dual da reta no plano” e “a reta é dual do ponto no
plano”.

A partir das definicoes feitas anteriormente, enunciaremos alguns teoremas que
dizem respeito a pertinéncia entre pontos e retas. Suas provas podem ser vistas no

Apéndice A.

Teorema 1.1 Uma reta v corta um ponto p quando o produto interno entre eles

for nulo (r-p=0).

Teorema 1.2 O ponto p determinado por duas retas distintas ri e ro pode ser

calculado como produto vetorial entre as retas (p =ry X ra).

Teorema 1.3 A reta r determinada por dois pontos distintos p; e p2 pode ser
calculada como produto vetorial entre os pontos (r = p1 X p2).
Ponto Ideal - m,

O ponto ideal corresponde ao ponto localizado no infinito no espaco euclidiano,
ponto de encontro entre as retas paralelas. No plano projetivo, corresponde ao

encontro entre duas retas projetivas. O ponto ideal é da forma m. = [a,b,0]
(Apéndice A).

Reta Ideal - r

A reta ideal corresponde a reta que liga todos os pontos ideais. A reta ideal é
da forma r,, = [0, 0, ¢] (Apéndice A).

1.3.4 Transformacao Projetiva no Plano

A tranformagao projetiva no plano (TPP) descreve um mapeamento linear P? —

P2, sendo representada por uma matriz quadrada 3 x 3 nao singular. A matriz



homogénea H é expressa pela Equagao(1.3]):

m; hii hiz has My
m; = h21 hgg h23 my - m’ =Hm (13)
m, hsi hsa  hss m;

Podemos aplicar essa transformacao para retas, onde obtemos que r' = H ' r
(Apéndice A).

1.3.5 Espaco-3 Projetivo

O espago projetivo de dimensao 3 (IP?) é chamado de espago-3 projetivo. Esse é

o modelo que utilizaremos para representar o cenario 3D.

1.3.6 Pontos e Planos em P3
Ponto - M

Um ponto M no espaco-3 projetivo é representado pelo vetor em coordenadas
homogéneas M = [M,, M,,, M., M,,]*. No cenério 3D, esse ponto corresponde a
M = [M,/M,, M,/M,, M,/M,|" € R3.

Podemos dizer que M’ = [nM,,nM,,nM,,nM,]" é igual a M para qualquer

valor real nao nulo de 7.

Plano - 7

Um plano 7 no espaco-3 projetivo é representado pela Equacao ([1.4)).

T + Tyy + M2 + mpw =0 — M =0 (1.4)

Logo, a representacao em coordenadas homogéneas do plano é dada por m =
[Ty Ty Ty T -

Podemos dizer que 7’ = [nm,, nm,, 7., nm,]T € igual a 7 para qualquer valor real
nao nulo de 7.

Para definirmos um plano, precisamos de trés pontos distintos nao colineares
descritos por My, Ms e M3. Como cada ponto satisfaz a Equacao , obtemos a
Equacgao (|1.5)):

M
ML |7=0 (1.5)
My



Da mesma forma, trés planos distintos linearmente independentes entre si, defi-

nidos por 7y, my e w3, possuem como intersecao um ponto M. Podemos calcular o

ponto segundo a Equagcao (|1.6)):

T | M=0 (1.6)

Em suma, pontos e planos em P? sdo elementos duais, assim como vimos os

pontos e retas em P2,

1.3.7 Transformacao Projetiva no Espaco-3

A tranformagdo projetiva no espaco-3 (TPE3) descreve um mapeamento linear
P3 — P3, sendo representada por uma matriz quadrada 4 x 4 ndo singular. A matriz
homogénea W é expressa pela Equacao ((1.7)):

/
M, Wyl Wiz Wiz Wi4 M,
M/ W21 W22 W23 W24 M
vl = v — M=WM (1.7
MZ W31 W32 W33 W34q M,
!
Mw Wy W42 W43 W44 M,

Podemos aplicar essa transformacao para planos, onde obtemos que 7’ = W—T'x
(Apéndice A).

1.3.8 Transformacao Projetiva do Espaco-3 no Plano

A tranformacgao projetiva do espaco-3 no plano (TPE3P) descreve um mapea-
mento linear P?> — P2, sendo representada por uma matriz 3 x 4. A matriz ho-

mogénea G é expressa pela Equacgao (|1.8)):

M,
My gi11 912 413 Gi4 M
My | = | Y21 G22 923 g2 My — m = GM (1.8)
m, z
g31 932 033 034 M,



1.4 Estrutura da Dissertacao

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma:

O Capitulo 2 apresenta um estudo da modelagem de cameras incluindo os seus
modelos fisicos e matematicos. A partir dessa modelagem, consideramos os princi-
pais pardmetros de uma camera (intrinsecos e extrinsecos). Por fim, realizamos um
estudo de uma técnica linear de calibracao desses parametros.

O Capitulo 3 apresenta um estudo da Geometria Epipolar, que descreve a relacao
das projecoes de pontos 3D em duas imagens. Inicialmente, analisamos os seus ele-
mentos principais e a restricdo epipolar que correlaciona os pontos correspondentes
nas projecoes. Depois, estudamos as duas matrizes que descrevem essa restricao
entre duas imagens: as matrizes essencial e fundamental. Finalmente, analisamos
técnicas lineares para estimagao dessas matrizes (Algoritmos de 8 Pontos e de 8
Pontos Normalizado).

O Capitulo 4 apresenta um estudo da estimagdo do movimento através da ma-
triz essencial obtida a partir da Geometria Epipolar entre duas imagens. Dentro do
capitulo, analisamos trés diferentes casos de movimentos e verificamos como pode-
mos estimar os parametros para cada caso.

O Capitulo 5 apresenta a estrutura béasica dos algoritmos, a partir dos conceitos
expostos nos Capitulos 2, 3 e 4. A partir desses algoritmos, realizamos testes de
modo a avaliarmos as técnicas lineares de estimacao de movimento de uma camera.
Os resultados dos testes sao apresentados.

O Capitulo 6 apresenta as conclusoes quanto a limitacdes das técnicas lineares

para a estimacao de movimento.



Capitulo 2
Modelagem de Cameras

Os pontos do cendrio 3D (M) sdo mapeados nos pontos do plano 2D da imagem

da camera (), conforme vemos na Figura

Z

Figura 2.1: Exemplo do mapeamento dos pontos do cenario 3D no plano de projecao

Neste capitulo, introduziremos a modelagem projetiva de cameras. Inicialmente,
analisaremos os modelos fisicos comecando pelo modelo pin-hole. Depois, veremos
um modelo mais especifico para as nossas cameras (modelo do sensor éptico). Por
fim, juntando esses modelos, formularemos formalmente a modelagem matematica,

estudando os parametros e a calibragao de uma camera.

2.1 Modelo Pin-hole

Esse modelo se baseia na analise fisica do comportamento éptico das camaras
escuras. A cAmara escura consiste em uma caixa preta com um pequeno orificio em
um dos seus lados. No lado oposto ¢ formada a imagem invertida da cena a frente
da pequena abertura. Todas cameras fotograficas sao baseadas nesse sistema. Uma

revisao da histéria das cAmeras escuras pode ser vista em [6] e [7].



2.1.1 Modelagem Fisica e Geométrica

Podemos ver como funciona a cAmara escura na Figura

plano da imagem plano da iinagem

virtual

Figura 2.2: Imagens real e virtual projetadas pela camera pin-hole

O modelo geométrico da cAmera pin-hole pode ser visto na Figura 2.3l O centro

de projegoes C' é sempre localizado na origem do sistema de coordenadas. A imagem

projetada fica localizada atras da origem (z. = — f) no plano paralelo ao plano gerado

pelos eixos x. € Y. (T.y.), ficando essa imagem invertida em relagdo ao objeto do

cendrio (ver Figura [2.3)).

v

M

eixo optico

T Timg

xi/Iyl-_'_,

/ano da imagem

xC

Ye

(a) Modelo pin-hole

plano da imagem

plano da imagem .
-
f il
! X e
e 3 z : Z.
ge3l|N £
Limg M
(b) Projegdo em z; (¢) Projecao em y;

Figura 2.3: Modelagem geométrica do sistema pin-hole e anélise de suas projecoes

em r; € y;

Existe um outro modelo (pin-hole frontal) onde analisamos a imagem no plano

de projegao virtual (ver Figura [2.4]). Nesse modelo, o plano da imagem é também

10



paralelo ao plano z.y., mas posicionado na frente do centro de projecoes em z. = f.

A vantagem desse modelo com relacao ao anterior é que a imagem projetada nao é

invertida.
Iimg
FLe
C - ‘1 eixo Optico
z, /]
e e Yi
% da imagem
virtual
(a) Modelo pin-hole frontal
plano da imagem plano da imagem
virtual virtual
X M Ye
Limg f C = =
T X, ,f (L) z
K (%) AV
C = = z LTimg|
f M
(b) Projecao em x; (¢) Projecdo em y;

Figura 2.4: Modelagem geométrica do sistema pin-hole frontal e analise de suas
projecoes em z; € y;

A linha que liga o ponto M = [X,, X,,, X.]" no sistema de coordenadas 3D no
espago euclidiano ao centro de projecoes C' (centro focal da cAmera) intercepta o
plano da imagem no ponto X;,,4. Com uso da similaridade de triangulos, podemos

afirmar que o ponto na imagem pode ser computado conforme a Equacao ([2.1)):

o= [1 () s (2

Se representarmos os sistemas de coordenadas 3D no espaco euclidiano e do plano

da imagem usando vetores homogéneos, a representacao projetiva corresponde a:

Xa
X, f 000

Xy
fX, =10 f 00 ¥ (2.2)
X, 0010 12

Contudo, essa andlise ¢ feita sem a presenga de lentes convergentes. O uso

de lentes se faz necessario devido a limitagdo quanto ao tamanho de abertura da
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camara escura, que deve ser bem pequeno. Para didmetros muito pequenos, ocorre
o fendmeno da difracdo, que borra a imagem [§]. Para didmetros grandes, a ima-
gem também aparece borrada, mas devido ao fato de que cada ponto do objeto

corresponder a uma mancha na imagem, conforme vemos ilustrado na Figura [2.5

Figura 2.5: Tlustragao do efeito de um orificio grande em uma camara escura

Existe um didmetro que oferece a perfeita projecao correspondendo a:

d=2\/f\ onde A: comprimento de onda da luz.

O uso de lentes convergentes nas cameras veio contornar esse problema da aber-
tura, que limitava a entrada de luz a ser projetada. Contudo observou-se um novo
fendmeno fisico: o efeito do foco nas projecoes das imagens.

Esse efeito pode ser observado na Figura[2.6, onde o foco é ajustado para o plano
onde esté localizado o tucano. Assim, as folhas localizadas a frente (regidao A) e as
localizadas atras desse plano (regido B) tém a sua imagem projetada borrada e as

outras na regiao no plano (regiao C) tém sua imagem nitida.

Figura 2.6: Exemplo para ilustrar objetos fora de foco (regides A e B) e em foco
(regiao C)
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A explicagao 6ptica para o fendmeno é que as lentes obedecem a equacdo dos
fabricantes de lentes (Equagao (2.3)), que relaciona a distancia focal da lente (F')

em funcao das distancias do objeto a lente (d) e da lente ao plano de projegao (f)

[8].

1 1 1

Quando essa relagao é obedecida, um ponto do objeto é projetado como um ponto
no plano da imagem, caso contrario, a imagem do ponto sera espalhada na projecao.
Nas Figuras 2.7 2.8 e 2.9 podemos ver uma andlise grafica do comportamento dos

raios de luz para esse fenomeno.

B — C:\ W —
Ft "”'waﬂ"”-w —
m—
/
Figura 2.7: Imagem fora de foco Figura 2.8: Imagem fora de foco (in-
(incidéncia dos raios de luz atras cidéncia dos raios de luz a frente do plano
do plano da imagem) da imagem)
= . C\ El
T e
d
f

Figura 2.9: Imagem em foco

Dessa forma, se quisermos focalizar um objeto fora dessa distancia, teremos que

alterar ou a distancia focal da lente ou a distancia da lente ao plano da imagem.
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2.2 Modelo do Sensor ()ptico

O plano da imagem das cameras digitais sao compostas atualmente por dois tipos
de sensores Opticos, os sensores CCD e CMOS. Apesar de os dois tipos de sensores
terem diferencas entre si, isto nao é levado em consideragao em nosso trabalho, pois
essencialmente eles possuem seus funcionamentos de captacao de luz semelhantes.

Vimos no modelo pin-hole que as coordenadas x; e y; sdo valores continuos, em
unidades métricas. Nesse modelo, o plano da imagem ¢é formado por elementos foto-
sensiveis (sensores 6pticos) com valores discretos chamados de pizels. Por isso, serd
necessario que facamos uma transformacao desses elementos de modo que possamos
juntar os dois modelos para gerarmos o modelo da camera. Veremos, posterior-
mente, uma analise desses elementos do modelo do sensor dentro dos parametros

intrinsecos da camera.

2.3 Modelagem Matematica

Juntando os dois modelos descritos anteriormente e com base no conhecimento
de Geometria Projetiva, podemos gerar um modelo mateméatico para um sistema de

projecao de imagens de uma camera.

Jx = PX (2.4)
Xz
Ty, Py P9y Pi3 Py X

@b Ty | = | Pu P Paz Pu Xy , (2-5)
1 Py P3y Pss Psy 1Z

onde:

X: ponto do cendrio 3D normalizado em coordenadas homogéneas no P3

X : ponto do plano da imagem 2D normalizado em coordenadas homogéneas
no P2

P: matriz de TPE3P

v : constante de profundidade

A matriz P é chamada de matriz de projecao. Esta pode ser decomposta em

duas matrizes em fungao das caracteristicas de seus parametros.

P = KD, (2.6)
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onde:
P: matriz de projecao (3 x 4)
K: matriz de calibracao (3 x 3)

D: matriz de orientagdo e posicionamento (3 x 4)

2.3.1 Parametros Intrinsecos

Parametros intrinsecos sao os parametros da camera que sao associados a sua
construcao interna, logo quase todos nao dependem da posicao e orientacao da
camera no espaco. O tnico parametro intrinseco que possui influéncia na posicao e
orientagao é o parametro de projecao perspectiva. Isto porque o sistema de lentes
obedece a Equagao . Quando esse parametro é calibrado, o modelo funciona
bem para uma regiao com profundidade fixa.

Esses parametros fornecerao as caracteristicas opticas, geométricas e digitais da

camera descritas a seguir:
1. a projecao perspectiva

e f: comprimento do cone de proje¢ao (distdncia entre a lente e o plano da

imagem (em m))

2. atransformacao de coordenadas do plano da imagem entre unidades continuas

métricas e discretas em pixels

e s, e s,: tamanho do pixel nos eixos u e v (em m.pizels™')
e ug e vy coordenadas do centro do sensor 6ptico (em pizels)

e ~: fator de obliqiiidade (em m.pizels™!)
3. distorcao geométrica radial introduzida pelas lentes
e (31 e (By: fatores de distor¢ao

O modelo pin-hole sera responsavel pelo pardametro f associado a projecao pers-
pectiva, vide a Equagao .

O modelo do sensor 6ptico estara associado aos parametros da transformacgao
de coordenadas. A partir da Figura podemos fazer uma andlise dessa trans-
formacao.

Primeiramente, devemos fazer uma discretizacdo dos pontos transformando as
coordenadas métricas em coordenadas em pixel. Para isso, serao necessarios os

parametros do tamanho do pixel nos eixos u e v (s, € ;).

Ty = T+
. o (2.7)



u,
u Su
v .ri
% g U
o e pixel So
(a) Sensor dptico (b) Pixel

Figura 2.10: Imagens para andlise dos parametros intrinsecos

Além disso, como vemos na Figura [2.10(a), a origem do sistema uv nao fica no
centro da imagem. Os parametros ug e vy sao responsaveis pela translacao, de modo

que o sistema de coordenadas fique no centro da imagem do sensor 6ptico.

T
Ly = xl_"u()

Su

(2.8)

XLy
xvzsi;—l—vo

Juntando o modelo do sensor com o pin-hole, obtemos as Equagoes ((3.9). Pode-

mos chamar estas equagoes de modelo simples.

— [ Xe
'T“_SUXZ + uo

— Xy
$U—SUXZ+U0

(2.9)

Um modelo mais geral leva em consideracao o fato de que o sistema wv possa
nao ter base ortogonal como vemos na Figura Devemos, entdo, fazer uma
mudanca de base [9], e para tal precisamos relacionar os sistemas vetoriais de modo
a gerarmos as equagoes necessarias para obtermos a matriz de mudanca de base [10].

Relacao dos vetores u e -

U= Sy, _)i
. . L (2.10)
U = 8, [Z; cos O + 7 sin 0]
Relacao dos vetores @; e v;:
— 1 —
Ty = —U
s (2.11)
- 1 - 1 -
i = —2-cot Ou + U
Assim, a partir da Equagoes (2.11)), podemos obter a base no R%:
S 4= (su,0 0 = (8, cos,s,sinfd

I: 2;=(1,0) , 4 =(0,1)
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A matriz de mudanca de base Q da base nao ortogonal S para base ortogonal I

¢ dada por:

O 1

Sy sin @

Q- [ i —écot@ ] (2.13)

Consequientemente, o modelo geral serd dado pelas Equagoes (2.14). Podemos

notar que quando o angulo 6§ = 90°, o modelo geral é equivalente ao simples.

I Xy footf Xy

Tu =3 s o
“]f( x, Xz (2.14)
Ly = sysin® X, + o
Por defini¢ao, o fator de obliqiiidade v sera dado por:
v = —icotQ (2.15)

Su

Nesse trabalho, nao faremos um estudo da distorcao radial, pelo fato desta nao
possuir grande influéncia nos resultados das imagens. Contudo, mais informagoes
podem ser encontradas em [I1].

Por fim, podemos juntar esses parametros de forma a gerarmos uma matriz TPP.
Essa matriz de transformagao K é chamada de matriz de calibragao.

Sendo «,, = f/s, e a, = f/s, os comprimentos do cone de projecdo nas coorde-
nadas dos eixos u e v da imagem (em pizels), vamos definir as matrizes de calibracao

em func¢ao dos modelos:

Modelo simples

K=| 0 «a v (2.16)

Modelo geral

K == O s(i);lUQ Vo (217)
0 0 1

2.3.2 Parametros Extrinsecos

Parametros extrinsecos sao os parametros da camera que sao associados a ori-
entacao e ao posicionamento do sistema de coordenadas da camera centrado no

centro 6ptico C' em relagao ao sistema de coordenadas global (conforme a Figura
2.11])).
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Figura 2.11: Parametros extrinsecos

Os parametros dividem-se em:

Parametros de translagao: que estdo associados ao posicionamento.

Correspondem ao deslocamento da origem do sistema de coordenadas da
camera para o sistema de coordenadas global, combinadas em um vetor de

translagao:

e t,: deslocamento sobre o eixo x
e {,: deslocamento sobre o eixo y

e {.: deslocamento sobre o eixo z

Parametros de rotacgao: que estao associados a orientacao.

Correspondem aos angulos de rotagdo que deve ser aplicados aos eixos do
sistema de coordenadas da camera de modo que eles adquiram a mesma ori-

entacao do sistema de coordenadas global.

e w: angulo de rotagdo no eixo x no sentido anti-horario (roll)
e ¢: angulo de rotag¢do no eixo y no sentido anti-horéario (pitch)

e p: angulo de rotagdo no eixo z no sentido anti-horério (yaw)

A representagao da translagao serd dada pelo vetor t conforme a Equagao (12.18)).

t=|t, (2.18)



A representacao da rotagao serd dada pela matriz R. Utilizaremos a convencao
dos angulos de Euler Z-Y-X [12], confome podemos ver a seguir.

A matriz de rotagdo de Givens é a matriz cuja rotagdo é associada a apenas
um dos eixos do sistema referencial [I3]. As matrizes de rotacao de Givens de um

sistema 3D sao:

1 0 0
R;(w)=1]0 cosw —sinw — eixo x (2.19)

0 sinw cosw

cos¢ 0 sing
R,(¢) = 0 1 0 —  eixoy (2.20)
| —sin ¢ 0 cos¢

cosp —sinp 0
R.(p)=| sinp cosp 0 —  eixo z (2.21)
0 0 1

Uma matriz de rotacdo em funcao das matrizes de rotacao de Givens segundo a

convencao dos angulos de Euler Z-Y-X corresponde a:

R = R.(p)Ry(¢)Ra(w) (2.22)

cospcos¢ cospsingsinw —sinpcosw cos psin ¢ cosw + sin psinw
R = | sinpcos¢ sinpsin¢sinw + cospcosw sin psin ¢ cosw — cos psinw (2.23)

—sin ¢ cos ¢ sinw COS ¢ cos w

Por fim, podemos juntar esses parametros de forma a gerarmos uma matriz

TPE3P. Essa matriz de transformagdo D é chamada de matriz de orientacdo e

posicionamento.
o et = | |
_ onde ry = |"'n1, "n2; Tn3),
D=R tj=|r1ry t 2.24
R 6= 1 e
rs tz

2.3.3 Calibracao

O processo de estimar os parametros intrinsecos de uma camera é chamado
de calibracdo. Em certas técnicas de calibracdo podem ser estimados também os
parametros extrinsecos. Essa estimativa é feita a partir de pontos referenciais con-

trolados de modo a obtermos uma matriz de transformacao dos pontos 3D para o
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plano da imagem. Existem duas metodologias principais para calibracao linear de

cameras:

Método de Tsai [14]: essa técnica requer um grid 3D como referéncia. E a técnica
mais usada em calibracao, pois, além de ser a mais robusta, com apenas uma
imagem, podemos obter a estimagao tanto dos parametros intrinsecos como

dos extrinsecos.

Método de Zhang [15]: essa técnica requer um grid planar 2D como referéncia.
Requer que facamos deslocamentos nao necessariamente conhecidos da camera
ou do grid para fazermos a estimativa dos parametros intrinsecos. Ela é de

mais facil implementacao que o outro método, mas é menos robusta.

As técnicas nao-lineares utilizam-se muitas vezes das lineares como ponto de
partida para seus algoritmos de otimizagao. As solugoes lineares sdo, normalmente,
muito proximas da solugdo nao-linear do sistema [16]. Usaremos uma técnica li-
near baseada na metodologia de Tsai para estimar os parametros da camera neste
trabalho.

Estimacao da matriz P

Primeiramente, vamos escrever a matriz P da Equagao(2.5)) da seguinte forma:

Q{ q14
Q3T q34

Substituindo a Equagao (2.25) na Equacao (2.5), obtemos a relacao entre as
coordenadas dos pontos 3D do cenario e os pontos 2D da imagem. Definindo que

M = [X,, X, X,]", obtemos as seguintes equagdes para um ponto:

Va, = Q{M + q14
Y, = ng + Qo4
P = q;f/\/l + q34

Substituindo 1 nas equagoes anteriores, obtemos as duas equagoes lineares.

ai MY — 20z MY 4 guy — 20g30 = 0
ag MY —z0qf MWD + gyy — 20g34 = 0

Para N pontos, obtemos 2N equagoes compondo um sistema linear homogéneo:

Aq =0, (2.26)



onde:

A: matriz (2N x 12) dos pontos 2D da imagem e dos pontos 3D da referéncia
no cenario

q: vetor (12 x 1) correspondendo a q = [qf , q14, 92 , Go4, A% , q34]"

Podemos nesse caso, aplicar uma otimizacao de minimos quadrados usando SVD
(conforme explicagdo no Apéndice B) como algumas referéncias sugerem, como por
exemplo em [I7]. Contudo, Faugeras [16] sugere uma otimizagao com restrigao sobre
a norma de qs, que sera explicada a seguir.

Primeiramente, vamos obter a matriz P a partir dos parametros da camera, ou
seja, P = KD:

Modelo simples
Oéufl + Uofg Oéutx + Uotz
P = O{Uf'g + Uofg O./Uty + U()tz (227)

f.3 tz
Modelo geral

QT — oy, cot 0Ty + upls  auty —  cot 0ty + ugt,
P= Ay f’g + Uofg Ly ty + ’Uotz (228)

sin 6 sin 6

f‘3 tz

Podemos notar que para qualquer um dos modelos g2 = r3. Como r3 corresponde
a uma linha de matriz de rotacdo (que é ortogonal), podemos afirmar que ||F3]|* = 1

por ser um vetor de uma base ortonormal. Conseqiientemente, concluimos que

|| =1 (2.29)

Na otimizacao com restricao sugerida por Faugeras, que é analisada no Apéndice
C, usaremos essa restri¢cdo mais especifica encontrada na Equacgao ([2.29)).

As matrizes C e D da otimizacao conforme o Apéndice C sdo definidas pelas

Equagdes (Z:30) e 231).

(MONT 1 Oy —alV
O (MO 1 —glV
C= : : : : (2.30)
(MY 1 01y —a(¥)
O (MW 1 2™ 2N %9
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D= : (2.31)

8

LY - 2N x3

A solugao sera composta pelos vetores y e z que corresponderao a:

q;
q14
y=| q (2.32)

q24

L B34 J g,

= lal, 2

Decomposi¢cao da matriz P

Os parametros intrinsecos e extrinsecos sao calculados a partir da matriz P que
é estimada pelo método explicado na se¢ao anterior. A partir das Equagoes ,
e , poderemos definir as equacoes de cada parametro. Cabe ressaltar
que, além da solugao do vetor q para o sistema homogéneo Aq = 0, a solucao —q
também ¢ valida tanto para o sistema quanto para a restricdo da Equacdo (2.29).

A fim de resolver esse fator de escala ¢ = +1, mais uma vez, iremos analisar as

Equagoes (2.27)) e (2.28)), e podemos ver que:
t: = €q (2.34)

O componente t, sempre tera de ser sempre positivo, pois o grid estard sempre
localizado a frente da cAmera no processo de calibragao, como podemos ver na Figura
Logo, a Equacao sera a nossa referéncia quanto & escolha do fator de
escala e.

Podemos obter as relagoes dos nossos parametros conforme vemos nas Tabelas
e[2.2l Provas destas equagoes podem ser encontradas no Apéndice A.

22



Tabela 2.1: Equagoes dos parametros do modelo simples

Variaveis Equagoes
_ 4T
uo = q;p 93
up e vg
_ 4T
Vo = 43 d3

o = /aTa; —

Q€ Qy
_ T 2
Ay = q2 dz — Vo
t, = ¢l91a—Uodss)
xr — ay
translacédo t t, = SM
y o
l: = €q3a
T T
T = E(ql 7“0'5]3)
1 —
rotagdo R Foy = ¢ (a¥ —voaql)
Ay
0 — eal
r3 = €qy

Tabela 2.2: Equagoes dos parametros do modelo geral

Varidveis Equagoes
— T
uo =qj qs
ug € vg
— ~T
Vo = 43 d3

o = \/aTay —wBsin

Qi € Qy
av = \/ala, —vZsing
te = €[qua + (424 — voq34) T c08 0 — Uoq3a] 5
translagdo t ty = e(g2a — Voqaa) SLHG
v
lz = €qaq
f1=ela] +(af —voad)s™ cosf —uoqf] ;-
rotacao R ro = E(qg — qug) s‘ilnve
r3 = qu
angulo 6 cos — — {a1%Xas)-(ayxas)

" Tl xaglllazxasll
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Capitulo 3
Geometria Epipolar

Duas imagens projetadas por uma camera em movimento de um cendrio 3D sao

relacionadas pela Geometria Epipolar, conforme vemos no exemplo da Figura 3.1}

YR o

Figura 3.1: Exemplo de imagens para uso da Geometria Epipolar

Neste capitulo, daremos inicio com algumas defini¢des sobre a Geometria Epi-
polar. Nas sec¢oes seguintes, descreveremos as matrizes essencial e fundamental que
correlacionam os pares de pontos homélogoﬂ de duas imagens de uma camera em

movimento e depois descreveremos como estimé-las de forma linear.

3.1 Definicoes

A Geometria Epipolar é a relagdo geométrica da intersecao entre os planos das
imagens com o conjunto de planos epipolares, tendo a reta da linha de base como in-
tersecao entre eles, conforme vemos na Figura[3.2] Na proxima sec¢ao, apresentamos

seus principais elementos.

1'Um par de pontos homélogos corresponde as projecdes de um ponto 3D do cendrio nos planos
de duas imagens.
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Figura 3.2: Tlustracao da definicdo de Geometria Epipolar

3.1.1 Elementos da Geometria Epipolar

Os principais elementos da Geometria Epipolar sao representados na Figura[3.3|

plano epipolar 11

= N\
epipolos

Figura 3.3: Elementos da Geometria Epipolar

Linha de Base - b

A linha de base (baseline) é a reta projetiva que passa pelos centros focais das

duas cameras, C' e (.

Plano Epipolar - II

O plano epipolar é o plano gerado pelos trés pontos nao colineares: os dois

centros focais C' e C' e o ponto 3D do cenario M.
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Reta Epipolar - 1

As retas epipolares sdo as retas projetivas geradas pela interse¢ao entre o plano

epipolar e os planos das imagens.

Epipolo - e

Os epipolos sao os pontos gerados pela intersecao entre as retas epipolares e a

reta da linha de base.

3.2 Restricao Epipolar

A partir da Geometria Epipolar entre duas imagens de uma camera, pode ser
observado que: sendo o ponto projetado no plano da primeira imagem x; conhecido,
entdo a reta epipolar Iy, formada por es X x5 (Teorema , também sera conhecida
e possuira o seu ponto homdlogo, ou seja, a proje¢ao do ponto 3D (M) no plano da
segunda imagem, o ponto X,. Em outras palavras, a cada ponto projetado de um
ponto 3D em uma imagem, esta associada uma reta epipolar na outra imagem na

qual situa-se o seu ponto homélogo, conforme os exemplos da Figura [3.4)

Figura 3.4: Exemplos gréaficos da restri¢cao epipolar

Isso corresponde a restricao epipolar que pontos homologos devem satisfazer.
Com isso, caso a restricao seja atendida em ambos os sentidos, pode-se afirmar que
os dois pontos correspondem a projecao de um mesmo ponto 3D.

Um exemplo com duas imagens de uma cadmera é apresentado na Figura[3.5 onde
um ponto 3D ¢é projetado em ambas as imagens nos pontos X; e X, respectivamente.
Através dessa restri¢cao, verificamos que ambos correspondem a um ponto de suas

respectivas retas epipolares 1; e l.
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Figura 3.5: Exemplo real da restri¢cao epipolar

A restri¢do epipolar pode ser descrita matematicamente segundo as matrizes
essencial e fundamental associadas entre duas imagens da camera, conforme veremos

nas proximas secoes.

3.3 Matriz Essencial

Antes de falarmos sobre a matriz essencial é necessario definirmos, primeira-
mente, 0 que vem a ser um ponto calibrado em coordenadas homogéneas (X). Este
pode ser descrito como sendo um ponto do plano da imagem 2D, cuja matriz de
calibracao K é igual a matriz identidade. Logo, sua matriz de projecao P sera
composta somente pelos parametros extrinsecos da camera.

A matriz essencial foi introduzida por Longuet-Higgins [I§]. E a matriz que
descreve a Geometria Epipolar dos pontos homélogos de duas imagens calibradas
(quando K = I). Veremos a seguir que essa matriz correlaciona os pontos homélogos

somente segundo a mudanca de orientagao e posicionamento entre as imagens.
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Definicao Matematica da Matriz Essencial

A partir da Figura [3.6] analisaremos como a matriz essencial correlaciona os

pontos calibrados x; e Xy entre as duas imagens.

Figura 3.6: Exemplo de duas imagens com movimento da camera de (R,t)

Definindo M como o ponto 3D do cenario, seu ponto em coordenadas ho-

mogéneas normalizadas em P? é dado por:

X - [M] )

Agora, iremos fazer uma TPE3 (Sec¢ao [1.3.7)), onde mapearemos o ponto M no
sistema de coordenadas da primeira imagem e na posi¢ao do espago-3 projetivo sob o
plano da imagem. Os parametros Rg e ty correspondem aos parametros extrinsecos

da camera na primeira imagem.

X, — [ Ry to]X: [%5(1] (3.2)
0351 1 1

Faremos a TPE3P (Secao [1.3.8)) do ponto 3D na proje¢ao da primeira imagem
X para a projecao da segunda imagem Xs.
Poxo = PX; = [ R t ]X1 (3.3)

Substituindo X; pelo seu valor dado na Equagao (3.2):

PoXo = 1 RX; +t (3.4)
Multiplicando pela esquerda pela matriz [t] Xﬂ

oft] %o = 1 [t] Ry + et (3.5)

2[.]x - operador matriz de produto vetorial (Apéndice A)
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Multiplicando pela esquerda pelo vetor X2

=0
—_——

Ve %; ([E]%) = vn (X5 [t] R ) (3.6)

Obtemos a equacgao da restricao epipolar que correlaciona os pontos das duas

imagens:

%5 [t]xR%; = 0 (3.7)

A matriz essencial é definida por:

E = [t|yR (3.8)
Com isso, vemos que a matriz essencial s6 depende da orientacao e do posicio-

namento entre as imagens da camera.

3.3.1 Propriedades da Matriz Essencial

Propriedade 3.3.1 (Restri¢ao epipolar)

)v(gE)vil == )UC?ET)UCQ == 0

Prova: Equacao (3.7)).

Propriedade 3.3.2 (Posto da matriz)

p(E) =2

Prova:

Como a matriz de translacao gerada pelo operador ([-]«) possui posto 2 e a
matriz de rotacao R possui posto completo, entdo a matriz essencial E, formada
pelo produto das duas matrizes (Equagao , possuird o menor posto, ou seja,
p(E) = 2|,
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Propriedade 3.3.3 (Retas epipolares)

iz = E)v(l il = ET)UCQ

Prova:

Sabemos que X5 é um ponto da reta projetiva ig, consequientemente:
igig = O
Logo, a partir da equagao da restricao epipolar:

=y
T y v
X2 EXl = O — 12 = EXl

Sabemos que X; é um ponto da reta projetiva l;, conseqlientemente:

lr{}v(l - 0

Logo, a partir da equagao da restricao epipolar:
_ir
—~ = .~
)\/(%"E }u(l = O — ]_1 = ET)U(Q

Propriedade 3.3.4 (Epipolos)

Eél - 0 ETéQ - 0

Prova:
Para qualquer ponto X; (diferente do epipolo &), a reta epipolar L,
(Propriedade [3.3.3]) contém o epipolo és.
Logo,
7

Ta T T 5\
beo=0 — x/(E'é)=0

ou seja, o epipolo &, ¢ o vetor do espaco nulo da matriz ET: |ETé, = 0.

A partir da equacdo: E = [t] R, obtemos ET = RT[t]L = RT[—t],
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Usando a Propriedade |3.3.3 obtemos:

RT([—t]«x€) = RT(—t x &) =0
Concluimos que .
Tu

Para qualquer ponto x, (diferente do epipolo &), a reta epipolar I, = ETx,

(Propriedade [3.3.3)) contém o epipolo €;.
Logo,
5
o —N—

ou seja, o epipolo €; é o vetor do espago nulo da matriz E: .

A partir da equacdo E = [t|«xR e da Propriedade [3.3.3], obtemos:

Concluimos que |&; = RTt|.

Propriedade 3.3.5 (Matriz dos valores singulares)

Sa

E=US;Vl — Sp= se |, Vsa € RT

Prova:
Essa prova é baseada nos resultados do artigo [19].
Sabemos que: |E = [t]«R|.

Existe uma matriz de rotacao R., que transforma o vetor de translagao t em

a=R.t=0,0,][t|]".

A partir da propriedade do operador matriz de produto vetorial [20], que diz:

Para um vetor v € R? e uma matriz H € R*3, se det(H) = +1 e v/ = Hv,

entdo [v], = H'[v/] H.

Podemos afirmar que:
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Entao,

EE" = [t} RR[4 = [t)[t]7 = R7[a] R.R?[a]"R. = R7[a][a]’R,

X

Calculemos [a][a]L:
0 —tll 0 0 il o [tI* 0 0
al«al=tl 0o of |t 0o o= 0 [t 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Podemos concluir que [a]«[a]l corresponde a matriz diagonal A dos autovalores
da matriz EET. A partir dos conhecimentos de SVD do Apéndice B, podemos

concluir que a matriz diagonal dos valores singulares de E sera dada por:

It 0 0
Se=1 0 |t|| 0
0 0 0

Por causa do posto incompleto da matriz operador produto vetorial, o vetor
t é definido exceto por um fator de escala. Conseqiientemente, podemos definir:
So = n||t||, sendo n € RY.

Dessa forma obtemos

S 0 0
SE = 0 Sa 0
0O 0 0

3.4 Matriz Fundamental

Da mesma forma como iniciamos o estudo da matriz essencial na Se¢ao 3.3, é
necessario definirmos um ponto nao-calibrado em coordenadas homogéneas (X) como
sendo um ponto do plano da imagem 2D cuja matriz de calibragao K ¢é diferente da
matriz identidade.

A relacao entre os pontos calibrados e nao-calibrados é dada por uma matriz
TPP (Segao [1.3.4) representada pela matriz de calibragao (K).

% = Kx (3.9)

A Geometria Epipolar que relaciona os pontos homologos das duas imagens nao-

calibradas ¢ descrita pela matriz fundamental F', a ser definida em seguida.
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A partir da equacgao da restricao epipolar da Propriedade [3.3.1] e da Equacao

(3.9]), temos:

LK, "EK;'%; =0 (3.10)

A matriz F depende da orientacao e do posicionamento entre as imagens da
camera como a matriz E, mas também dos parametros intrinsecos das imagens

inseridos nas matrizes de calibracao associadas a cada imagem:
F = K,"EK " (3.11)

3.4.1 Propriedades da Matriz Fundamental

Propriedade 3.4.1 (Restrigao epipolar)

IF% = %xTF %, = 0

Prova: Equacao (3.10)).

Propriedade 3.4.2 (Posto da matriz)

p(F) =2

Prova:
Como a matriz essencial E possui posto 2 (Propriedade [3.3.2) e as matrizes de
calibracao das imagens K; e Ky possuem posto completo, entao a matriz fundamen-

tal F, formada pelo produto entre elas (Equagao (3.11])), possuird o menor posto,

ou seja, |p(F) =2/

Propriedade 3.4.3 (Retas epipolares)

IQ = Ff(l il - FT}ZQ

Prova:

Sabemos que X, é um ponto da reta projetiva l, conseqiientemente:

33



Logo, a partir da equacao da restricao epipolar:

IFx, =0 — |l =Fx

Logo, a partir da equagao da restricao epipolar:

=17
1
~ =

IFx,=0 — |, =F'x,

Propriedade 3.4.4 (Epipolos)

Fél == 0 FTé2 == 0

Prova:
Para qualquer ponto %X; (diferente do epipolo &),
a reta epipolar I, = Fx; (Propriedade contem o epipolo é,.
Logo,
17

e, =0 — xI'(FTé) =0
2 €2 — 1 2) —

ou seja, o epipolo &, ¢ o vetor do espaco nulo da matriz F7: |FTé, =0/

A partir da equacio F = K;7EK;! = K; 7 [t] RK{", obtemos:
FT = K 'RTtIK, " = K R[] K !
Usando a Propriedade [3.4.3] obtemos:
K "RT([-t].K;'e;) = Ki "RT(—t x (K;'€,)) =0

Concluimos que .

Para qualquer ponto X, (diferente do epipolo &),
a reta epipolar l, = FTx, (Propriedade D contem o epipolo é;.
Logo,
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ou seja, o epipolo €; é o vetor do espago nulo da matriz F: .

Usando a equacdo F = K57 [t],RK;" e a Propriedade [3.4.3] obtemos:

Ky [t]«(RK;'8) = Kyt x (RK;'8;) =0

Concluimos que |&; = KRt |.

Propriedade 3.4.5 (Matriz dos valores singulares)

F=US;Vl — Sp= s , Vsq € Vsg € RT

Prova:
Como a matriz fundamental F possui posto 2 (Propriedade [3.4.2)), isso implica

que na SVD (Apéndice B) havera dois valores singulares (s, e sg).

3.5 Estimacao das Matrizes Essencial e Funda-

mental

Existem vérias formas de estimarmos essas matrizes [21]. Neste trabalho, iremos
optar pelo uso de técnicas lineares em funcao de serem mais rapidas e de mais facil

implementacao e analise.

3.5.1 Algoritmo de 8 Pontos

O Algoritmo de 8 Pontos foi introduzido por Longuet-Higgins [I§] para o célculo
da matriz essencial. Nesse artigo, a matriz essencial é usada para calcular a estrutura
de um cenario via duas imagens de cameras calibradas.

Iremos notar que, na sua formulacao, [18] utiliza a equacao da restri¢ao epipo-
lar para obter o sistema de equagOes lineares. Sabendo que a restri¢cao epipolar é
igual tanto para matriz essencial quanto para a fundamental (Propriedades e
, esse algoritmo pode ser utilizado também para estimar a matriz fundamental,
conforme proposto por Hartley e Zisserman [13].

Se possuirmos ao menos 8 pontos homoélogos nas duas imagens, podemos de-
terminar os nove parametros da matriz F (ou E, caso os pontos sejam calibra-

dos), exceto por um fator de escala. Sejam os pontos homélogos x; = [uy, vy, 1]7
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e X3 = [ug, vy, 1]T. Como eles sdao homologos, a equagao da restricio epipolar ¢

satisfeita:

x; Fx; =0

S fiz fis Uy
[Uz V2 1} f21 f22 f23 vy | =0
fa1 fa2 fs3 1

Efetuando essa multiplicagdo matricial, obtemos a seguinte equacao linear:

Uty f11 + Uav1 f12 + U f13 + Vot for + Vav1 faa + Vo foz + uifa1 + v1fsa + fz3 =0

Dessa forma, formamos um conjunto de equagoes lineares para N pares de pontos
homodlogos (N > 8):

fu
f12
N G S N C B O N O O B fis

B N B N N C B fa1

N N N N N N N N N N N N
B L B LR B g
f32

f33

eyl
[\v}
I
oo oo oo o oo

Af =0 (3.12)

Como vemos na Equacao , trata-se de achar a solu¢ao de um sistema
homogéneo. Resolveremos o problema através da otimizacao linear de minimos
quadrados através da SVD, conforme o Apéndice B. A solugao de F sera definida
exceto por um fator de escala.

A inacuracia na determinagdo dos pontos homologos e o ruido de suas coorde-
nadas implica no posto da matriz ser p(A) = 9. Por sua vez, a matriz F (ou E)
estimada serd nao singular, ou seja, a solugao nao atende a propriedade do posto de
F (ou E) ser igual 2, o que corresponderia ao caso em que o posto da matriz fosse
p(A) =8.

Uma solucao para este problema consiste em substituir F' pela matriz singular F*
que minimize a norma de Frobenius: |F — F*|| [22], fazendo o mesmo para matriz
E [20).
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Fazemos a SVD da matriz F e obtemos:

F =UrSrV5 (3.13)

onde Sp é a matriz diagonal [s,, sp, S| com valores singulares de F, sendo s, >

Sp > Sc. A solugdo que minimiza a norma de Frobenius serd dada por [22]:

F* = UpSp- Vi, (3.14)

onde Sp« é a matriz diagonal [s,, sp, 0] com valores singulares de F*, sendo s, >
sy > 0. No caso da estimativa da matriz E, prova-se [20] que esta corregdo do

problema da singularidade leva ao resultado

E* = UgSgp- VL, (3.15)

onde Sg« ¢ a matriz diagonal [*23%2, %X (] com valores singulares de E*.

Entretanto, esse ajuste da singularidade implica em um aumento do erro do
algoritmo, conforme podemos ver na analise com as figuras a seguir.

Usando as quatro fotos de um grid em posigoes e orientacgoes da camera diferentes
(Figura , através do Algoritmo de 8 Pontos, estimamos as matrizes F para cada
caso em fung¢ao de uma quinta imagem comum as quatro. Usamos os oito pontos
3D demarcados nas imagens. A partir de um mesmo ponto 3D em comum entre as
imagens, obtivemos, na quinta imagem, suas retas epipolares (1, 1., L4, 1) geradas
a partir dos pontos (Xu, X,, Xyq, Xpm) € Suas respectivas matrizes F (Propriedade
3.4.3)).

No primeiro caso (Figura|3.8), as matrizes F nao sofreram o ajuste de singulari-
dade no algoritmo. No segundo caso (Figura , as matrizes F sofreram o ajuste
de singularidade no algoritmo.

Podemos observar que depois do ajuste de singularidade do algoritmo, as retas
nao mais convergiram para o mesmo ponto hémologo. Uma solugao para corri-
gir essa instabilidade sera estudada na se¢do seguinte, no Algoritmo de 8 Pontos

Normalizado.
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(c) Ponto Zyg (d) Ponto Zym,

Figura 3.7: Imagens iniciais para os Algoritmos de 8 Pontos
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Figura 3.8: Algoritmo de 8 Pontos Figura 3.9: Algoritmo de 8 Pontos
sem ajuste de singularidade com ajuste de singularidade
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3.5.2 Algoritmo de 8 Pontos Normalizado

Apesar da simplicidade do Algoritmo de 8 Pontos, ele sempre foi muito criticado
pela sua elevada sensibilidade ao ruido gerado na escolha dos pontos homédlogos.
Contudo, [23] sugere que uma transformagcao (translacao e escalamento) dos pontos
homélogos do par de imagens antes da formulacao das equacgoes lineares do Algo-
ritmo de 8 Pontos (Equagao (3.12))), acarretaria em uma melhora da estabilidade da
solucao. Analisaremos essa estabilidade de modo a verificarmos qual transformacao

implicard numa maior robustez da solucao.

Analise de Estabilidade do Algoritmo de 8 Pontos

O ntmero de condigdo £ = Apax/Amin ¢ um fator importante na anélise de esta-
bilidade de um problema linear, pois ele corresponde a uma medida da sensibilidade
da solugao do sistema [24] as variagoes dos dados. A solugdo mais robusta possivel
corresponde a K — 1. Se « for grande, pequenas variagdes nos dados (no nosso caso,
posi¢oes dos pontos homélogos) podem causar mudancgas significativas na solucao
do sistema.

O namero de condicao para avaliar a estabildade de nosso problema sera dado
POI Kgprs = A1/ As, pois a matriz A deve ter posto 8, e nao 9. A razao principal para o
fraco condicionamento da solucdo obtida da matriz AT A é a falta de homogeneidade
nas coordenadas da imagem.

Suponha que os pontos homélogos x; e x5 correspondam a [100, 100, 1]7 em uma
imagem de dimensao 200 x 200.

Entao, a linha correspondente da matriz A serd igual a:
1, = [10%,10%, 107, 10, 10*, 102,102, 10%, 1]. (3.16)
A contribui¢ao para matriz AT A serd da forma 121, contendo valores entre 108
e 1. Assumindo que os elementos das diagonais da matriz AT A sejam iguais a:
diag(ATA) = [10%,10%, 10, 10%, 10%, 10%, 10*, 10*, 1], (3.17)

fazemos uso da Propriedade de Entrelagcamento [25], e com essa propriedade obtere-
mos um valor limite para o nimero de condi¢ao de nosso interesse.
Vamos indicar H,, como submatriz principal w x w da matriz ATA (esquema

resen na Figura |3. ; m u i-ésimo maior autovalor.
apresentado na F a(3.10) e \;(H, ) como seu i-ésimo maior autovalo
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H,

Hs

Hs

H.
Hs

{Hz

Figura 3.10: Esquema das submatrizes de AT A para anélise de estabilidade

Logo, Hy = AT A, e o niimero de condicdo que queremos saber para anélise da
estabilidade sera

A1 (Hy)

Kgpts = 3.18
8pt >\8(H9) ( )

Como a soma dos autovalores serd igual ao trago da matriz Hy (A (Hs)+ Mo (Hs) =

10* + 1) e a matriz Hy é semidefinida positiva, podemos concluir que

A (Hy) < 10% + 1. (3.19)

A partir da Propriedade de Entrelacamento, os autovalores sdo ordenados da

seguinte forma:

As(Ho) < Ar(Hg) < -+ < M(Hy) < 10% + 1. (3.20)

Dessa forma, o maior autovalor de Hg nao serda menor do que o maior valor

dentre os elementos da diagonal, ou seja,

A1 (Hy) > 10°. (3.21)

A partir das Equagoes (3.20) e (3.21)), podemos verificar que o nimero de
condicao para analise da estabilidade torna-se um valor alto, correspondendo a

_ M) 10° (3.22)

s = N(Ho) = 104 + 17

Em geral, o valor de A\g(Hy) serd muito menor do que 10? 4 1, implicando que o

nimero de condi¢ao (ksps) seja maior ainda.
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Analise da Matriz de Transformacao da Normalizacao

De modo a contornar o problema ilustrado pela Equacao (3.22), os pontos
das imagens devem sofrer uma tranformacao para diminuir o valor do ntimero de

condigao Kgps, € com isso melhorar a robustez do algoritmo.

Transformacao de Translagao

Primeiramente, vamos supor que as coordenadas dos pontos da primeira ima-
gem (no eixo w) sejam, por exemplo: [1001,1002,998,---]. Caso apliquemos
uma translacao do valor 1000 nessas coordenadas, seus numeros serao agora:
1,2,—2,---].

Podemos verificar que, nos valores nao transladados, o valor significativo na
analise do algoritmo é escondido por um “offset” das coordenadas, no nosso exemplo
de valor 1000. Pode-se notar que a parte significativa esta localizada muitas vezes
no terceiro ou quarto algarismo significativo do valor original da coordenada. A
remocao desse “offset”, dado por exemplo, pela média das coordenadas no eixo
correpondente (centréide dos pontos), implica numa melhora da robustez.

A translacao dos pontos deslocando o centrdide para a origem do sistema de

coordenadas é definida por:

1 0 —py
jjt'rans‘ = 0 1 —y |
00 1

onde u, ¢ a média das coordenadas ao longo do eixo u

_ 1

1=

0

—

e i, ¢ a média das coordenadas ao longo do eixo v

Transformacao de Escalamento

Uma outra transformac¢do muito 1util na normalizagao sera a transformacao de
escalamento. Pela analise da estabilidade do Algoritmo de 8 Pontos, pode-se verificar
que um escalamento das coordenadas de modo que as coordenadas homogéneas
estejam na média iguais a unidade, acarretard em uma melhora significativa do
nimero de condi¢do da matriz AT A. Na referéncia [23] ha dois tipos de escalamento

(isotrépico e nao-isotrépico) para normalizagao.
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e Escalamento isotrépico: os pontos sofrem uma mudanca de escala igual
para as duas coordenadas associadas aos eixos u e v, de modo que a distancia

média dos pontos ao centréide (desvio padrao médio) seja /2.

Tesc. is0. —

o o c»@

oo o
— o O

onde ¢ é a média dos desvios padrao das coordenadas dos eixos u e v:

e Escalamento nao-isotrépico: os pontos sofrem uma mudanca de escala
independente para cada uma das duas coordenadas associadas aos eixos u e v,

de modo que o desvio padrao dos pontos ao centrdide seja unitario em cada

eixo.

Tesc. fi—iso. — 0

o o
— o o

onde o, é o desvio padrao das coordenadas ao longo do eixo wu,

1 N
= | 30 g

=1

e g, ¢ o desvio padrao das coordenadas ao longo do eixo v,

1 N

i=1

Devemos lembrar também que o ajuste da singularidade da matriz F (ou E)
do Algoritmo de 8 Pontos implica num ajuste da matriz em questao, levando em
consideracao uma influéncia equivalente para todas as entradas, as coordenadas dos
pares de pontos homélogos das imagens, independente de suas magnitudes. Com
isso, entradas de dados com pequenas magnitudes sofrem muito mais perturbagao
em relacdo as entradas maiores. A normalizacdo tem como objetivo equilibrar es-
sas coordenadas na estimagdao de modo que o ajuste de singularidade nao cause

divergéncia da solucao do sistema.
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Normalizacao de Hartley

A normalizagao serd dada pelo produto das matrizes de transformacao Tqriiey =

(Tesc.ﬂrans.) .

e Normalizagao isotropica:

\/i O _ \/iu‘u

G \/é’

— 2 2
THartley 150. — 0 \&[ - &MU

0 0 1
e Normalizagao nao-isotropica:

1 L
Ou 0 Oy
T I 1
Hartley n—iso. 0 oo v

0 1

Na Figura [3.11], vemos um exemplo com os pontos de referéncia obtidos de uma
camera de 2 megapixels. Vemos esses pontos normalizados segundo a transformacao
isotrépica (Figura e segundo a transformagao nao-isotrépica (Figura de
Hartley e podemos observar que apds as normalizagoes os dados ficam concentrados

na origem.

u
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
T T T T T T T

L

200

400

> 600

800

1000

+ pontos ariginals

o  centroide (p, py)

1200

Figura 3.11: Pontos medidos de uma imagem de 2 megapixels
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+  ponlos normalizados | | 1+ pontos normalizados |

o centroide (0,0) ] : { o ecentraide (0.0)

r : I A : : ! , , ‘ .
desvio padrac () : : p desvio padrac (o = 1) |

4 i o o 4 L L L
Figura 3.12: Normalizacao isotropica Figura 3.13:  Normalizacdo nao-
dos pontos da Figura|3.11 isotrépica dos pontos da Figura(3.11

Estimacao da matriz F (ou E) do sistema

Na rotina do algoritmo, inicialmente, normalizamos os pontos da primeira ima-
gem através de uma transformacao de Hartley (isotrépica ou ndo-isotropica) gerada
a partir do conjunto desses pontos, e analogamente, realizamos o mesmo procedi-
mento para os pontos da segunda imagem. Definimos esses pontos normalizados da
seguinte forma:

)V(l = T1X1 )VCQ = T2X2 (323)

Sabemos pela equagao da restri¢ao epipolar (para F - Propriedade e para E -
Propriedade [3.3.1)):

xa Fx; = 0.

Substituindo pelos pontos normalizados das equagoes obtemos
% T, "FT'%, = 0. (3.24)

A relacao da matriz F (ou E) com a estimada através dos pontos normalizados
¢ dada por:
F =T, FT;! (3.25)

Ou seja, apds realizarmos a estimagao da matriz fundamental (ou essencial) do
Algoritmo de 8 Pontos com os dados normalizados segundo uma normalizagdo de

Hartley, devemos fazer uma desnormalizacdo da matriz estimada de modo a obter-
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mos a matriz F (ou E) do sistema, além de realizarmos o ajuste final de singulari-
dade:

F = TIFT,. (3.26)

Para observarmos a melhoria do algoritmo, vejamos o exemplo mostrado no
final da se¢ao do Algoritmo de 8 Pontos. Realizamos o mesmo procedimento usando
o Algoritmo de 8 Pontos Normalizado com transformagao isotropica de Hartley.

Podemos ver que agora, as retas epipolares com ajuste de singularidade convergem

para préximo do ponto correto.

Figura 3.14: Algoritmo de 8 Pontos Figura 3.15: Algoritmo de 8 Pontos
Normalizado sem ajuste de singulari- Normalizado com ajuste de singulari-
dade dade
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Capitulo 4
Estimacao de Movimento

Como vimos no capitulo anterior, a matriz essencial E é descrita somente em
funcao dos parametros orientagao e posicionamento entre as duas imagens da camera
(R, t) conforme a Equacao (3.8)). Nesse capitulo, iremos estimar esses parametros

para diferentes tipos de movimento de uma camera.

4.1 Movimento de Translacao Pura

O primeiro tipo de movimento que iremos analisar corresponde ao movimento
de translacao pura [I3], ou seja, matriz de rotagdo R =1 (w = 0°,¢ = 0°,p = 0°),
conforme a Figura [4.1]

Figura 4.1: Movimento de translagdo pura de uma camera

Podemos observar, na Figura [£.2] que a situagdo de uma cdmera estaciondria
capturando os pontos de referéncia do cenario 3D e se deslocando segundo uma
translagao pura -t, é semelhante ao movimento de translacao pura da camera de t

na Figura [4.1]
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e

Figura 4.2: Movimento de translagao pura do cenario 3D capturado por uma camera
estacionaria

Na situacao da camera estacionaria, podemos observar que os pontos de re-
feréncia no espago 3D formam retas paralelas ao vetor de translacdo t e que a
projecao de retas paralelas corresponde a retas concorrentes, tendo o ponto de fuga

como o ponto de encontro entre si.

e A partir da propriedade dos epipolos (Propriedade [3.3.4)), obtemos

é1 =t= Et.p.

=I
=
é&=R't=t=E],

e A partir da propriedade das retas epipolares(Propriedade [3.3.3)), obtemos

L=E ,x .. L=¢éxx — L=l

].2 = Esz.fg 11 = éQ X )VCQ — ].1 = 12

Conseqiientemente, esse ponto de fuga correspondera ao epipolo de ambas as
imagens do movimento da camera (e = €; = &), assim como essas retas projetivas

serdo as retas epipolares de ambas as imagens (1 =1, = I,).
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4.2 Movimento de Translacao com Rotacao Co-

nhecida

O movimento que iremos analisar nessa secdo corresponde ao movimento de

translacao com rotagdo previamente conhecida. Essa andlise é baseada no algoritmo

de Sun [26].

Sabemos que os pontos homologos obedecem a restri¢ao epipolar para cada caso:

Caso calibrado:

%3 Ex; =0 %5 ([t]xR)%; =0 (4.1)
onde: )u(l = [Ul,’Ul, 1]T e }v(g = [U,Q,’Uz, 1]T
Caso nao-calibrado:
% Fx, =0 Ky T ([t R)K 1%, =0 (4.2)
onde: K% = [uy,v1,1]7 e Ky'%y = [ug, vs,1]7 .
Obtemos entao a seguinte equacao:
0 —t. 1 i1 Ti2 713 Uy
[ up vo 1 ] t. 0 -t To1 To2 T23 v, | =0 (4.3)
—t, 0 31 T32 733 1
Desenvolvendo a equagao, obtemos:
Aty + Ayty + At, =0
onde:
A, = uirer  + ViT22  + To3 — UV2T31 — U1U2T32 — U233
Ay = ujugrsy + viUpTzy 4+ Usrsz — uiryy  — U1T12 — 713
A, = wvoryy + VT2 + Uiz — UgUgTa — ViUl —  UpTos

Formemos um conjunto de equacoes lineares para N pares de pontos homoélogos

(N >2):

A;l) Agl) Agl)

ASCN) Az(/N) AgN)
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At =0 (4.4)

A solucao da Equacao corresponde a de um sistema homogéneo. Resolve-
remos o problema via a otimizagao linear de minimos quadrados através da SVD,
conforme o Apéndice B. Conseqiientemente, a solucao t sera obtida exceto por um
fator de escala, para o qual serd aplicada a restricao ||tH2 =1.

Podemos verificar o sinal de t através do céalculo da constante de profundidade
da primeira imagem da estimativa de movimento (¢). Este valor tem que ser
obrigatoriamente positivo, pois os pontos do cenario 3D estao localizados a frente
da camera, ou seja, o componente no eixo z do sistema de cordenadas da camera é
maior do que zero.

A transformacao entre os pontos em coordenadas homogéneas dos planos 2D das

imagens (Equacao (3.4)) é dada pela equagao:

oxy = R(11x1) + t, ou seja:

U9 I tx
Yo | vg | =t | Ty | X1+ | 1
1 r3 te

Esta equacao pode ser separada em trés equacoes lineares:

Paug = Py (T1%1) + ts (4.5)
Py = Py (TaX1) + 1, (4.6)
P2 = P1(T3x1) + ¢, (4.7)

Dividindo a Equagao (4.5)) pela Equacao (4.7)), obtemos:

_hi(Tixy) +t,

Uy = —
2 Y1 (Taxy) + 1,

Pug(Tsxy) + ust, = Y1 (T1x1) + 4

1 (T1 — usly)Xy = ust, — t,

Usgt, — s
= e (4.8)

(1 — ual3)xy
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Dividindo a Equacao (4.6)) pela Equagao (4.7)), obtemos:

?}Qtz — ty

(Tg — voT3)Xy

Com isso, devemos escolher uma das duas equagoes de 1, e verificar qual dos

dois vetores de transla¢ao (+t) corresponde a 1 > 0.

4.3 Movimento de Translacao e Rotacao

Esse é o ultimo e mais completo movimento de nosso trabalho, movimento de
rotacdo e translagao desconhecidos [20]. Na prova da Propriedade [3.3.5, dissemos
que existe uma matriz de rotacao R, que transforma o vetor de translacao t em

a=10,0,[t[]". (4.10)

Além disso, dissemos que a partir do propriedade do operador matriz de produto

vetorial [20], obtemos:

[t] = RI[a]«R.,. (4.11)

Dada uma matriz de rotagao de Givens com angulo p = +7 no eixo 2:
0

0 0], (4.12)

0 1

podemos renomear [a]x de modo a obtermos a Equacao (4.13)):

) =R (15) Re (1) o)

—_———

[£]]
[alx = R. (11) [ (4.13)

0
Na equagdo da matriz essencial, E = [t]xR, podemos substituir [t]x pelas
Equagoes (4.10)) e (4.11]) e obter
1t]]
E = [t].R=R/R, (+3) ¢l R.R. (4.14)
0
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Aplicando a SVD de E, obtemos:

E = USpV7, (4.15)

onde:
[[t]]
U:RIRZ (+3) S = ||t]| , VT =R,R.
0

Sendo assim, primeiramente, vamos extrair a matriz de rotagao R.

Sabemos que VI = R,R. Daqui, temos que extrair a matriz R.,, logo

U VT
/ N g
_RnT T
R RR (o) Be o BB
R = UR’ (+%)VT. (4.16)

Agora para obtermos a matriz do vetor de translagao [t]y, devemos extrair R
da Equagao (4.14) referente & matriz essencial E:

U uT
T T
T
[t]x = USzR., (+%)U . (4.18)

Existe uma solugao para a matriz de valores singulares de E da forma:

—l¢l
Sk = — It . (4.19)
0
Essa solugao corresponde a mesma anélise vista anteriormente, s6 que com uma
matriz de rotagao de Givens com angulo p = —7 no eixo z:

0 10

R.(ny=|-100]. (4.20)
0 O

A solugao do par (R, [t]«) corresponde a

R = URZT( )VT. (4.21)

_T
2
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[t] = USER. ( )UT. (4.22)

_
2

Cabe observarmos a seguinte afirmacao:

Toda matriz de rotagao é ortogonal, contudo, nem toda matriz ortogonal é de
rotacao, ou seja, para uma matriz ortogonal ser de rotagao, o seu determinante

deve ser igual a +1.

Logo, devemos fazer essa verificagdo nas matrizes U e V da SVD de E. Caso
alguma delas tenha o seu determinante igual a —1, temos de obter as matrizes U e
V da SVD de —E.

Como a matriz E proporciona as 2 solu¢oes, assim também, devido a propriedade
do posto incompleto, a matriz —E proporciona mais 2 solugoes. Logo, como nao é
possivel um matriz de rotagao —R,, pois o determinante seria igual a —1, a solucao
corresponde a —[t]«. A solugdo para isso corresponde a inverter o dngulo da matriz

de rotacao R, mantendo U como sendo uma matriz de rotagao . Isso implica que a

multiplicacao:
SoR: ()R- (z5) = 5w
Caso 1:
Il
U=R'R, (+z)) Sp= ]| ., VIT'=R,R,
0
R = UR! (+%)VT, (4.23)
[t]« = USER., (%)UT. (4.24)
Caso 2:
— It]]
U=R/R. (5, Sp= —It| .,  V'=R,R,
0
R = UR! (_E)VT, (4.25)
[t]x = USgR, (+%)UT. (4.26)



Logo, teremos quatro possiveis solugoes de (R, [t]«), listadas na Tabela
A Figurald.3|apresenta a representacgao grafica dessas quatro solugoes, onde cada

configuragao é composta dos dois modelos pin-hole frontal da camera, antes e apés

Tabela 4.1: Solugoes de (R, [t]«)

matriz de rotacao matriz de translacao

R [t]

T T T
UR; (+%)V US:ER, (+%)U
URT, .\ VT US;R., . \U7T

Z( 2) ( 2)

T T T
UR; (+%)V USzR., (7%)U

T T T
UR; (7g)V USzR., (+%)U

o movimento com os dados de cada solucao.

Podemos verificar na Figura [4.3] que somente uma das configuragoes corresponde
a resposta do problema, pois ela possui as constantes de profundidade 1 e 1

positivas (configuragdo (1)). Para obter essas constantes, podemos usar as mesmas

formulas das Equacgoes (4.8) e (4.9).

iy

Py

L] ...’"M

4

)

L] -’"M

Z

3)

* .f"w

N

(2)

* .f"\/I

4)

Figura 4.3: Configurages obtidas da estimativa de (R, t)
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4.4 Calculo do Fator de Escala do Vetor t

Como podemos observar pelo estudo dos movimentos nas Segoes 4.1, 4.2 € 4.3, em
todos os casos, a estimativa do vetor de translacao é obtida exceto por um fator de
escala. Demonstraremos a seguir uma forma linear desenvolvida em nosso trabalho
para a obtencao desse fator de escala.

Primeiramente, devemos fazer um célculo de reconstrucao 3D de dois pontos
do cenério 3D, associados aos seus respectivos pares de pontos homoélogos das duas
imagens. Para tal, aplicaremos a técnica de triangulagao linear [13].

Sejam os pontos x; e X as projecoes nos dois planos das imagens de um ponto

X do cenario 3D normalizados em coordenadas homogéneas.

X1 = [Ul, V1, 1]T X1 = P1X (427)

X9 = [’LLQ, Vo, 1]T X9 = PQX (428)

Podemos afirmar com relagao a primeira imagem que:

x1 X (P1X)=0 — [x]x(P1X)=0

0 -1 PlX 0
1 0 —u P:X | =|0 onde P} = [Py (u1), P1 (n2), P1 (n3), P1 ()]
—U1 Uy 0 P?X 0

Assim, obtemos as seguintes equacoes lineares:

U1<P%X) - (P%X) =0
v (P$X) — (P2X) =0 (4.29)
u (P?2X) — v (P1X) =0

Analogamente, podemos obter as equacoes similares para andlise da segunda

imagem:
X9 X (PQX) =0 — [fL‘Q]X(PQX) =0

U2(P§X) - (P%X) =0
vy (P3X) — (P2X) =0 (4.30)

Juntando as equagcoes linearmente independentes de (4.29) e (4.30]) referentes as
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duas imagens, formulamos o sistema:

u P? — Pl X, 0
v P3 — P? Xy | _ |0 (4.31)
u P3 — P} X, 0 '
vyP3 — P2 X 0

AX =0 (4.32)

Agrupando essas equagdes teremos um sistema linear homogéneo conforme a
Equacao (4.32), que serd resolvido através de otimizagdo de minimos quadrados
via SVD, conforme o Apéndice B. A solucao obtida de X sera normalizada de tal
modo que a coordenada X, seja igual a 1 e, entao, as outras trés coordenadas

corresponderao a estimativa das coordenadas do ponto 3D.

#MI » d & ...'Mz
My, d A,
e X . X
C, L O
I i‘;’ 1

Figura 4.4: Esquema grafico do calculo do fator de escala

Podemos ver na Figura [4.4] os trés modelos pin-hole frontal da camera: camera
antes do movimento (centro 6ptico: ('), cAmera com movimento com o vetor de
translagao exceto por um fator de escala (centro 6ptico: o ) e cAmera com movi-
mento com o vetor de transla¢do com fator de escala (centro 6ptico: C'). A partir
das projecoes nas imagens de dois pontos do cenario 3D (M; e Ms), obtemos os
pontos M; e M, através da triangulacdo linear com o vetor de translacio exceto
por um fator de escala.

Podemos observar na Figuraque os pontos M;M,CC’ e My M,CC’ formam
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dois quadrilateros semelhantes. Conseqiientemente, a razao entre os modulos dos
vetores de translacdo (¢ por t) é igual a razdo entre as distancias euclidianas dos

pontos 3D (d por d). Dessa forma, o fator de escala corresponderd a:

(4.33)

o~
I
SRV
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Capitulo 5
Algoritmos, Testes e Resultados

Nesse capitulo, exporemos as idéias contidas nos Capitulos 2, 3 e 4. Com isso,
sera gerada uma estrutura em diagramas de blocos dos algoritmos. Estes serao uti-
lizados na estimacao de movimentos de uma camera em testes com dados sintéticos

e reais.

5.1 Algoritmos

Inicialmente, como sabemos que qualquer imagem capturada por uma camera
corresponde a uma imagem nao calibrada, o primeiro algoritmo que iremos mostrar

corresponde ao algoritmo de calibragdo, mostrado no diagrama da Figura [5.1]

Calibracao
x_.. P Extracdo de
X Estimativa de P |—| Pardmetros da » K
B cdmera
v
RO; to

Figura 5.1: Algoritmo de calibragao

Este algoritmo ¢é baseado nos conceitos expostos no Capitulo 2. Os pontos do grid
3D de referéncia X e suas respectivas projecoes no plano da imagem x correspondem
as variaveis de entrada do algoritmo. Empregando a técnica de otimizacao linear
com restricdo exposta no Apéndice C, obtemos a estimativa da matriz de proje¢ao
P e através das equacgoes das Tabelas (para um modelo simples) ou (para
um modelo geral), obtemos os pardmetros da camera, cujos paradmetros intrinsecos

formarao a matriz de calibragao K.
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O proximo algoritmo que iremos expor corresponde ao algoritmo de estimagao

da matriz essencial E, mostrado no diagrama da Figura [5.2]

Estimacdo de E

Algoritmo 8 Pontos Normalizado

A

X X

I . I I

p| norm. T; » A

= ~ |Alg. 8 Pontos F > @;sngrm. r >

Z p| norm. T, X2 > 1yl norm.

de » E

K K

Figura 5.2: Algoritmo de estimacdo da matriz essencial E

Este algoritmo é baseado nos conceitos expostos no Capitulo 3. De posse de
duas imagens com uma mudanca de posicionamento entre si, os pares de pontos
homoélogos das imagens x; e X5 correspondem as variaveis de entrada do algoritmo.
Conforme veremos nos primeiros testes, utilizaremos a técnica linear do Algoritmo
de 8 Pontos com normalizacao para estimarmos a matriz fundamental F. De posse
da matriz de calibragao K, podemos transformar a matriz fundamental F na matriz

essencial E, segundo a relagao:
E = K'FK

Finalmente, o ultimo algoritmo corresponde ao da estimacao dos parametros do

movimento da cadmera, conforme o diagrama da Figura 5.3

Estimacao de movimento

|t‘r1

i
de escala > It{

0

rotacdo

f ;
transl. ¢  |e——l estim. fator
o
R

Figura 5.3: Algoritmo de estimacgao dos pardmetros de movimento

O algoritmo da Figura é baseado nos conceitos expostos no Capitulo 4. De
posse da matriz essencial E, extraimos os parametros de rotagao e translacao se-
gundo a Tabela Depois, obtemos a estimativa do fator de escala do vetor de
translacao através da reconstrugao 3D dos pontos e do valor da medida da distancia

euclidiana entre estes pontos.
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5.2 Testes e Resultados

Apoés estruturados os algoritmos, iremos testa-los de modo a provar sua eficiéncia.
Contudo, esses testes devem ser feitos com cautela, de modo que possamos identi-
ficar as deficiéncias do algoritmo. Nossos primeiros testes foram feitos com dados
sintéticos, ou seja, a caAmera e os pontos sao todos virtuais. Podemos dessa forma,
controlar todos os parametros dos testes de modo a verificarmos as falhas dos algo-

ritmos. Depois disso, partimos para os testes com imagens reais.

5.2.1 Dados Sintéticos

Fizemos uso da toolbox EGT [27] de Matlab para auxiliarmos na visualiza¢ao
destes testes. Através dela, podemos observar os movimentos dessas cameras vir-
tuais em 3D. Na Figura [5.4] pode ser visto um exemplo do uso da toolbox, onde a
camera de referéncia Cy é movimentada para camera C; segundo os parametros:
t = [30,0,0]7(cm), w = 0°, p = —25° p = 0°. A Figura mostra a proje¢ao
dos pontos 3D do grid virtual no plano da imagem da camera C,, e a Figura [5.6 a

projecao dos mesmos na imagem da camera Cj.

Figura 5.4: Exemplo de uso da toolboxr EGT
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800 =
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1200 1200

Figura 5.5: Imagem da camera de re- Figura 5.6: Imagem da camera em
feréncia Cg movimento C;

De modo a ficarem o mais proximo possivel dos testes com imagens reais, o que
serd visto posteriormente neste capitulo, os testes com dados sintéticos apresentam

as seguintes caracteristicas:

e Resolugao das imagens: 1600 x 1200 pixels (cAmera com sensor de 2 me-

gapixels),

1400 0 800
e Matriz de calibragao: K = 0 1400 600 |,
0 0 1

e Distancia da camera aos pontos 3D: aproximadamente 150 cm.

Avaliacao da Estimacao da Matriz F

Conforme analisamos matematicamente no Capitulo 4, foi feita uma comparacao
de desempenho dos Algoritmos de 8 Pontos e de 8 Pontos Normalizado através das
duas normalizagoes propostas por Hartley [23] em fungdo da estimativa da matriz
fundamental F.

Nas trés analises dessa secao, foram utilizadas aproximadamente 50 pares de
imagens virtuais com movimentos de translagao e rotacao distintos.

Na primeira andlise, referente a Figura [5.7] estimamos a matriz fundamental F
de todos os pares utilizando as trés técnicas lineares com 8, 18, 32, 50, 72 e 98
pontos homologos por par. A partir da matriz A dos sistemas homogéneos gerados
pelos algoritmos, obtivemos os ntimeros de condi¢ao (kgys) médios formado pelos
autovalores da matriz AT A, conforme descrito na Secdo 3.2 referente a anélise de
estabilidade.

Podemos observar na Figural[5.7, que o uso da normalizacao dos dados de entrada
implica em uma redugao significativa do valor do niimero de condi¢ao (kgps), € que

o aumento do niimero de pontos nao influencia na variacao desse valor.
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—=—8 Pontos
—&— 8 Pontos normalizagéo isotropica
10" 8 Pontos normalizagdo ndo-isotropica

numero de condigao - ¥apts

L
8 18 32 50 72 98
numero de pares homélogos

Figura 5.7: Anélise do valor do niimero de condi¢@o Kgps

No grafico da Figura [5.8 verificamos a influéncia do aumento do nimeros de
pontos homoélogos usados na estimativa da matriz fundamental F sobre o erro médio
da distancia geométrica dos pontos das duas imagens, associadas as suas respectivas

retas epipolares formadas por:
X1 — 11 = FTX2
X9 — 12 = FXl

Esse erro corresponde a menor distancia do ponto a reta e é definida como:

d(x,1) = 7”_;;1'%

Podemos constatar a partir da Figura [5.8] que a normaliza¢ao dos dados de
entrada reduz o erro médio dos pontos as retas epipolares, e que o aumento do

numero de pontos nao influencia na variagao desse erro.

™

=1

—&— 8 Pontos
—&— 8 Pontos normalizacgéo isotropica
8 Pontos normalizacdo ndo-isotrépica

=0

=]

=,
t

@
=)

32 50 T2 98
numero de pares homélogos

erro médio da distancia geométrica dos pontos as retas epipolares (pixels)
=

Figura 5.8: Anélise da influéncia do nimero de pontos
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De modo a verificarmos a eficiéncia do Algoritmo de 8 Pontos (Figura[5.9)), fixa-
mos as imagens com 50 pontos homdlogos e inserimos uma componente de ruido do
tipo gaussiana com média nula e desvio padrao variando de 0 a 5 pixels nas coorde-
nadas dos pontos das imagens antes da discretizacdo. Estimamos a matriz funda-
mental F para cada nivel de ruido e medimos o erro médio da distancia geométrica
dos pontos a suas referentes retas epipolares, conforme mostrado no teste anterior.

Podemos verificar na Figura [5.9] que o aumento do ruido nas coordenadas dos
pontos implica, para as estimagoes através do Algoritmo de 8 Pontos, em um ele-
vado crescimento dos erros associados aos pontos e, para as estimacoes através dos

algoritmos normalizados, em um crescimento mais suave desses erros.

—=—8 Pontos
—=— 8 Pontos normalizagéo isotrépica
8 Pontes normalizagdo ndo-isotropica |

- i i i i i i i i
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
desvio padrédo do ruido gaussiano

erro médio da distancia geométrica dos pontos as retas epipolares (pixels)

Figura 5.9: Anélise da influéncia do ruido

Avaliagao da Estimagao de Movimento

Definindo 50 pontos de referéncia no cenario 3D, fixamos a camera em uma
condigao inicial de modo que os pontos de referéncia fiquem em média a 150 cm de
profundidade do centro éptico e os pontos projetados fiquem centralizados no plano
da imagem. A partir dessa condigdo inicial, realizamos movimentos de translagao
pura (R = I) em 26 diregoes diferentes referentes aos vetores unitarios de translacao
conforme a Tabela [5.1]

Para cada dire¢ao, analisamos o movimento com o modulo do vetor de translacao
variando de 1 a 30 cm. Nessa analise, primeiramente, estimamos no algoritmo o vetor
de translagdo unitério (sem fator de escala) e, depois, estimamos o fator de escala

correspondendo ao médulo do vetor de translagao do movimento da camera.
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Tabela 5.1: Vetores unitarios de translagao (em cm)

Translacdo eixox eixoy eixo z Translacdo eixoxz eixoy eixo z
t1 1 0 0 t14 V2 o -2
t2 0 1 0 t1s 0 2 2
t3 0 0 1 t16 -2 0
ta -1 0 0 ti7 —@ 0 —@
ts 0 -1 0 t1s 0o - 2
te 0 0 -1 t1o ¥3 V3 3
ts g 0 g t21 ? *@ ?
ti3 0 —% g tag _? _? _%

Na Figura [5.10 analisamos a estimagao do vetor unitario de translagao do mo-
vimento de translagdo pura. Comparamos nos graficos da figura os erros médios
dos vetores unitarios estimados (correspondendo ao valor médio dos médulos dos
vetores erros obtidos através da subtracao vetorial entre o vetor unitario estimado
da translagao e o vetor unitario da translagdo do movimento) em fungao do médulo
do vetor de translagao do movimento da camera para cada uma das trés técnicas.

Podemos observar que com o aumento do médulo do vetor de translacao do
movimento para todas as técnicas, o erro médio tende sempre a diminuir. Além
disso, os algoritmos normalizados apresentaram sempre os menores erros sendo que,
a partir do médulo do vetor de translacdo do movimento de aproximadamente 10

cm, esses erros ficaram abaixo de 0,1 cm.

—&—8 Pontos
e L . : —=—8 Pontos normalizagéo isotrépica
; 8 Pontos normalizagéo ndo-isotropica

erro médio do vetor unitdrio {cm)

0 5 10 15 20 25 30
médulo do vetor de translagédo (cm)

Figura 5.10: Anélise da estimacao do vetor unitario de translacao da camera em
fungao dos médulos do vetor t
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Na Figura [5.11], é feita a analise da estimacao do fator de escala do vetor de
translagao do movimento de translagdao pura. Nos graficos da figura sao feitos um
comparativo entre os erros médios dos fatores de escala estimados (definido como
sendo o valor médio dos valores absolutos da subtracao entre os moédulos dos vetores
de translagao com fator de escala estimado e do movimento) e o médulo do vetor
de translagdo do movimento da camera para cada uma das trés técnicas.

Podemos verificar que o aumento do médulo do vetor de translacao do movimento
implica no aumento do erro do fator de escala para o Algoritmo de 8 Pontos. Con-
tudo, nas técnicas com uso da normalizagdo, os erros sao praticamente constantes e

abaixo de 1 cm.

9
—&—8 Pontos
—<— 8 Pontos normalizacéo isotrépica
8 Pontos normalizag8o ndo-isotrépica

erro médio do fator de escala estimado (em)

médulo do vetor de translagéo (cm)

Figura 5.11: Analise da estimac¢ado do fator de escala da translacao da camera em
funcao dos modulos do vetor t

Utilizando a camera na mesma condicao inicial do teste descrito anteriormente,
iremos analisar os movimentos de translacao com rotacao da camera.

Nesse teste, fixamos o médulo do vetor de translagao em 15 cm. Rotacionamos a
camera segundo os seguintes dngulos [0° +£1° +2/5° £5° +10° +15° =420°]
no seu eixo y e transladamos a mesma em 18 diregoes diferentes, sendo 9 diregoes
para os angulos nao-positivos (Tabela[5.2)) e as outras para os nao-negativos (Tabela

5.3), de modo que todos os 50 pontos foram projetados na imagem apds o movimento.

Tabela 5.2: Vetores unitarios de translagao para as rotagoes nao-positivas (em cm)

Translacdo eixox eixoy eixo z Translagdo eixox eixoy eixo z

- - V3 V3 V3

t] 1 0 0 tg A2 2 A2

t- V2 V2 0 to V3 _V3 V3
2 2 2 7 3 3 3

- V2 0 V2 - V3 VB _\3
3 2 2 8 3 3 3

t, V2 _V2 0 t- V3 _ V3 _ V3
4 2 2 9 3 3 3
- V2 V2

ts 2 0 .
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Tabela 5.3: Vetores unitarios de translagdo para as rotagdes nao-negativas (em cm)

Translacdo eixox eixoy eixo z Translacdo eixoxz eixoy eixo z

+ + V3 V3 V3

t -1 0 0 ts ~3 3 3

o Vi 0 o V3 B A3
2 2 2 7 3 3 3

t+ _V2 0 V2 t+ _ V3 V3 _ V3
3 2 2 8 3 3 3

it VR, B it B VB 3
4 2 2 9 3 3 3
+ V2 V2

ts —5 0 —5

Na Figura [5.12] analisamos a estimacao do vetor unitario de translacao do mo-
vimento de translacao com rotacgao. Fazemos um comparativo entre os erros médios
dos vetores unitarios estimados (correspondendo ao valor médio dos médulos dos
vetores erros obtidos através da subtracao vetorial entre o vetor unitario estimado
da translagao e o vetor unitéario da translagao do movimento) e o médulo dos angulos

de rotacao do eixo y da camera para cada uma das trés técnicas.

07 T T T
) : i i| —8— 8 Pontos

; : i {| —#— 8 Pontos normalizac#o isotrépica

06 O S 8 Pontos normalizagéo ndo-isotrépica

erro médio do vetor unitério de translagéo {cm)

0 2, 4 6 8 10 12 14 16 18 20
médulo do angulo de rotagdo no eixo y (graus)

Figura 5.12: Anélise da estimacao do vetor unitario de translagdo da camera em
fungao das rotagoes no eixo y

Na Figura|5.13] analisamos a estimacao do fator de escala do vetor de translacao
do movimento de translacao com rotagao. Nos graficos da figura, comparamos os
erros médios dos fatores de escala estimados (correspondendo ao valor médio dos
valores absolutos da subtracgao entre os médulos dos vetores de translacao com fator
de escala estimado e do movimento) e o médulo dos angulos de rotagdo do eixo y

da camera para cada uma das trés técnicas.
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' —&—8 Pontos
i| —=— 8 Pontos normalizacdo isotrépica
8 Pontos normalizacédo ndo-isotropica

erro médio do fator de escala estimado (cm)

e

i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
médulo do angulo de rotagdo do eixo y (graus)

Figura 5.13: Anélise da estimacao do fator de escala da translacao da camera em
fungao das rotagoes no eixo y

Nas Figuras [5.14] [5.15] e [5.16} fazemos a analise da estimacao dos angulos de

rotacao nos eixos x, y e z da cAmera apds o movimento de translagdo com rotacao. E
feita, para cada figura, uma comparacao dos erros médios da estimativa dos angulos
de rotagao referentes a cada um dos trés eixos da camera (correspondendo ao valor
médio dos valores absolutos da subtracao entre o angulo estimado e o do movimento
referentes a cada eixo em anélise) em fung¢dao do médulo dos angulos de rotacao do

eixo y da camera para cada uma das trés técnicas.

| ; ‘ —&—8 Pontos
00 —&— 8 Pontos normalizac8o isotrépica
| i ‘ 8 Pontos normalizac&o ndo-isotrépica

erro médio do dngulo de rotagio do eixo x (graus)

i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
médulo do angulo de rotagéo no eixo y (graus)

Figura 5.14: Analise do erro médio do angulo de rotacao no eixo x em funcao das
rotacoes no eixo y
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4 T T T
: : i | —=—8 Pontos
—<— 8 Pontos normalizac&o isotropica

Aillssesss fissaceres R Rk 8 Pontos normalizagdo ndo-isotrépica

erro médio do dngulo de rotagao no eixo y (graus)

i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
modulo do angulo de rotagéo no eixo y (graus)

S S R

Figura 5.15: Analise do erro médio do angulo de rotagdo no eixo y em func¢ao das
rotacoes no eixo y

| —5— 8 Pontos
] i| —=— 8 Pontos normalizag&o isotrépica
s d e 8 Pontos normalizagdo néo-isotropica

erro médio do angulo de rotagdo no eixo z {graus)

i i S S SN S Al
o 2 4 6 8 10 2 14 1w 18 20

médulo do angulo de rotagéo no eixo y (graus)

Figura 5.16: Anélise do erro médio do angulo de rotagao no eixo z em funcao das
rotacoes no eixo y

Podemos constatar, a partir dos gréaficos das Figuras e (referentes a

estimacao da translacao do movimento) e das Figuras [5.14] [5.15] e |5.16] (referentes

a estimacdo da rotacdo do movimento), que as estimagoes utilizando as técnicas
com normaliza¢do possuem erros pequenos e constantes para quaisquer rotagoes.
Contudo, a técnica utilizando o Algoritmo de 8 Pontos possui erros mais elevados

para movimentos com menores rotagoes de 0 a 5 graus.
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Avaliagcao da Estimacao de Trajetéria

Neste teste, realizamos a estimagao da posicao de uma camera sobre uma tra-
jetoria pré-definida.

No caso, essa trajetoria corresponde a um movimento senoidal no plano xz do
sistema referencial da camera na posicao inicial. Essa corresponde a mesma utili-
zada na condicao inicial dos testes da estimacgdao do movimento, sendo utilizados os
mesmos 50 pontos de referéncia do cenario 3D para nossas estimacoes.

A formula da trajetéria é dada por:

Z

&5)(cm), com z variando de 0 a -120 cm e y = 0 cm.

x = 50sin(m

Capturamos as imagens da camera nas posicoes marcadas na Figura [5.17]

0 P@
P
-20
. Py
-40 TJ‘
. +* .l. 3
£
5
N 60 Ps
H )
= E P5
-80
* P6
-100 k'
.
-120 PS
-60 -40 -20 0 20 40 60
Eixo X (em)

Figura 5.17: Posi¢oes da trajetoria de referéncia

Nessas posigoes, aplicamos rotacoes no eixo y da camera em relacdo a sua ori-
entacdo na posi¢ao inicial (Py), em fun¢do de uma constante angular AR. As

rotacoes das posicoes obedecem a Tabela [5.4]

Tabela 5.4: Rotagoes das posigoes

Posicbes  Rotacdes no eixo y

P 0
P AR
P, 2AR
Ps AR
Py 0
Ps —AR
Ps —2AR
Py —AR
Py 0

Nos testes foram utilizados os seguintes valores de AR =
[0° 1° 2,5° 5° 10° 15°], e cada valor correspondendo a uma trajetéria

estimada.
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Nos graficos das Figuras [5.18] |5.19| e [5.20, vemos as estimativas das trajetorias
utilizando o Algoritmo de 8 Pontos nas vistas XZ, XY e YZ, respectivamente.
Nos graficos das Figuras [5.21], |5.22] e [5.23] vemos as estimativas das trajetérias

utilizando o Algoritmo de 8 Pontos Normalizado com normalizacao isotropica nas

vistas XZ, XY e YZ, respectivamente.
Nos graficos das Figuras [5.24] [5.25| e 5.20], vemos as estimativas das trajetérias

utilizando o Algoritmo de 8 Pontos Normalizado com normaliza¢ao nao-isotrépica

nas vistas X7, XY e YZ, respectivamente.

Podemos observar que para as trajetorias estimadas utilizando o Algoritmo de

8 Pontos (Figuras [5.18 [5.19) e [5.20])), os erros das estimagoes das posigoes tendem a

aumentar, sendo esse crescimento mais intensificado para as trajetérias com menores
valores de AR (AR menores que 5°).

As trajetérias estimadas utilizando os algoritmos normalizados (isotrépica: Figu-
ras[5.21],[5.22 e[5.23} nao-isotrépica: Figuras[5.24}[5.25e[5.26)) possuem as estimacdes

praticamente iguais e essas sempre muito proximas da posicao real da camera na

trajetoria senoidal de referéncia.

60 ! ! ! ! ! ! ! e
: : - - - : : + referéncia
. s s | | | | . |—e—aR=0°
: : i i : i i —6—AR=1°
: : : : : : : —S-AR=25°
e e AR =5
: : : : : : AR = 10°
T :
9 :
N :
° :
o]
w :
1100 : :
120 | | 4 | I | | | |
-60 40 -20 0 20 40 60 80 100 120 140
Eixo X (cm)

Figura 5.18: Estimativas das trajetérias com Algoritmo de 8 Pontos (vista XZ)
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+ referéncia
—&— AR =0°
—&—AR=1°
—=—AR=25°
AR =5°
AR =10°
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S E E E = E E E E E

w O A A o T )

i i 1 i i 1 1
-80 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120 140
Eixo X (cm)

Figura 5.19: Estimativas das trajetorias com Algoritmo de 8 Pontos (vista XY)
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Figura 5.20: Estimativas das trajetérias com Algoritmo de 8 Pontos (vista YZ)
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- . + referéncia
et —— AR = 0°
——AR=1°
—=—AR=2/5°
AR =5°
AR =10°

7)o/ N S —

Eixo Z {cm)

-100

-120

Eixo X (cm)

Figura 5.21: Estimativas das trajetérias com Algoritmo de 8 Pontos Normalizado -
isotropica (vista XZ)
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Figura 5.22: Estimativas das trajetérias com Algoritmo de 8 Pontos Normalizado -
isotrépica (vista XY)
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Figura 5.23: Estimativas das trajetérias com Algoritmo de 8 Pontos Normalizado -
isotrépica (vista YZ)
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Figura 5.24: Estimativas das trajetérias com Algoritmo de 8 Pontos Normalizado -
nao-isotrépica (vista XZ7)
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Figura 5.25: Estimativas das trajetérias com Algoritmo de 8 Pontos Normalizado -
nao-isotropica (vista XY)
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Figura 5.26: Estimativas das trajetérias com Algoritmo de 8 Pontos Normalizado -
nao-isotropica (vista YZ)
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5.2.2 Dados Reais

Finalmente, depois de avaliados os algoritmos com dados sintéticos, vamos testa-
los com imagens reais. Utilizamos uma camera digital da Logitech modelo Quickcam
Orbit AF. Ela é composta por um sensor 6ptico de 2 megapixels (resolu¢ao 1600 x
1200) e um conjunto de lentes Carl Zeiss ajustéavel (distdncia focal varidvel de 2mm
a 3,2 mm).

Inicialmente, precisamos obter a matriz de calibracao K das imagens. Calibra-
mos a camera antes de comecar os experimentos usando como referéncia 3D as bordas

dos azulejos de um canto entre duas paredes, conforme podemos ver na Figura [5.27]

P

AR TR

Figura 5.27: Exemplo de imagem usada para calibragdo da camera

Nesses testes, utilizamos um mapa de posi¢oes conforme vemos na Figura [5.28]
Calibramos a camera usando a imagem capturada na posicao de referéncia O do
mapa da Figura Utilizamos 70 pontos correspondentes aos azulejos que me-
dimos previamente com uma régua e obtivemos um erro médio absoluto de 1,17
pixels na reproje¢ao dos mesmos com a matriz estimada. Na Tabela [5.5 seguem os

parametros de calibragao estimados.
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Tabela 5.5: Parametros da camera estimados na calibragao

Parametros

Valor Unidade
ug 797, 69 pixels
vo 598, 25 pixels
Qy 1427,5 (pixels)cm ~2
ay 1410, 1 (pixels)cm ~2
0 90, 23 graus
[ 5, 2503 ]
t 24,3141 cm
138, 5536

—0,0629 —0,0433 —0,9971

—0, 7582 0,6517 0,0195
—0,6490 —0,7572 0,0738

/| +
D15,+15 Z+15 ‘ D15,+15

fl 1-: 19 | Z-lS .D+15,-1? \

_ B 1\

+ 0 0
+5°

o

a
D s 0° Z 30 | "
730,-30

& 5°
+10° i %g i
_ +15° .

Figura 5.28: Mapa dos testes com imagens reais
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Depois de calibrada a camera, realizamos os testes segundo o mapa de posi¢oes
exposto na Figura [5.28, Na imagem capturada em cada posicao, medimos manu-
almente as coordenadas associadas aos cantos dos alvos em forma de tabuleiros de

xadrez, conforme vemos na Figura [5.30, Totalizam-se 80 pontos de referéncia por

imagem.
3 y
- w X

Figura 5.29: Camera na posi¢ao de Figura 5.30: Imagem capturada na
referéncia O posicao de referéncia O

A fotografia da camera na posi¢ao de referéncia O é mostrada na Figura [5.29] e
a imagem capturada pela camera nessa posicao aparece na Figura [5.30, Utilizando
o Algoritmo de 8 Pontos com normaliza¢do nao-isotrépica e a camera na posicao de
referéncia O como posicao inicial do movimento, estimamos os seguintes movimen-

tos:

Movimentos de Translagao Pura

Nesse teste, avaliamos, inicialmente, o movimento de translacao pura sobre os
eixos x e z da camera. As translagoes no mapa (Figura [5.28)), correspondem, para

a translagao sobre o eixo x, as posi¢oes X, e sobre o eixo z, as posicoes Z.

Tabela 5.6: Deslocamento sobre o eixo =

Mapa Translacao Trans. Estimada Erro da translagao Unidade
30,0 29, 54
X430 0,0 1,14 2,52 cm
0,0 —2.21
15,0 14.85
X115 0,0 0.63 0,81 cm
0,0 —0.49
—15,0 —14, 69
X_15 0,0 —0,57 1,56 cm
0,0 1,42
—30,0 —29,51
X_30 0,0 —1,07 3,67 cm
0,0 3,47
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A partir da Tabela[5.6], que analisa o deslocamento da camera no eixo x, podemos
observar que quanto mais a camera se afasta da posi¢ao de referéncia, maior é o erro
na estimativa do vetor de translacao, pois o uso da matriz de calibracao obtida na
posicao de referéncia comega a nao ser mais valido sendo mais uma fonte de erro na
estimacao. Em média, esse erro corresponde a 10% do valor do médulo do vetor de

translacao do movimento.

Tabela 5.7: Deslocamento sobre o eixo z

Mapa Translagao Trans. Estimada Erro da translacao Unidade
0,0 0,96
Z 30 0,0 2,19 2,44 cm
30,0 29,55
0,0 1,19
Zi1s 0,0 1,77 2,16 cm
15,0 14,72
0,0 —1,12
Z_15 0,0 —1,62 2,01 cm
—15,0 —14,65
0,0 —2,96
Z_30 0,0 —4,43 5,38 cm
—30,0 —29,26

Na Tabela (andlise do movimento no eixo z), podemos ver que novamente
o fendomeno do afastamento da posicao de referéncia da camera, influencia no au-
mento do erro da estimativa do vetor de translagao, assim como vimos na analise
do deslocamento do eixo x.

No segundo teste, avaliamos o movimento de translagdo pura sobre os dois eixos
rz da cAmera. No mapa (Figura , estas translacoes correspondem as posigoes
D~ (diagonal com angulo de —45°) e DT (diagonal com angulo de +45°).

Tabela 5.8: Deslocamento na diagonal em —45°

Mapa Translacao Trans. Estimada Erro da translacéao Unidade
[ —30,0 ] [ —22,87 ]
D~ 0,0 —0,16 7,60 cm
—30,+30 J ) ’
T 30,0 27,34
[ —15,0 ] [ —11,90 ]
D~ 0,0 0,77 3,20 cm
1541 ) , )
5,+15 15,0 14,62
[ 15,0 ] [ 11,03 ]
D, 0,0 —0,85 3,22 cm
15,—15 ) ) ’
t18, —15,0 —14,47
[ 30,0 ] [ 22,32 ]
D, 0,0 —2,86 8,49 cm
30,—30 ’ g ’
+30, —30,0 —27,76
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Tabela 5.9: Deslocamento na diagonal em +45°

Mapa Translacao Trans. estimada Erro da translacao Unidade
N 30,0 24, 41
D 0,0 1,13 6,98 cm
+30,+30 30,0 25,95
N 15,0 11,19
D 0,0 1,77 3,40 cm
15,415 ’ ’ ’
L8+ 15,0 14,72
. —15,0 —14,59
Dt 0,0 —1,91 3,87 cm
18,—15 —15,0 —11,65
n —30,0 —29,13
pt, 0,0 —5,36 11,39 cm
30,—30 —30,0 —19,99

A partir das Tabelas e podemos constatar que os erros das estimacoes
dos vetores de translagdo sdo um pouco maiores os das Tabelas [5.6] e [5.7] haja vista
que o deslocamento em um tnico eixo faz com que o erro das estimativas seja menor

em relagdo ao deslocamento em dois eixos (x e z).

Movimentos de Translagao e Rotacao

Nesse teste avaliamos o movimento de translacao com rotacao sobre o eixo y da

~
camera.
~ . o~ +
Tabela 5.10: Rotacoes na posicao: D
¢ posI¢ —15,—15

Translacao Trans. Estimada Erro da translagao Unidade Rotagao Rot. estimada Erro da rotagao Unidade

[ —15,0 ] [ —14,59 ] 0,0 —0.50 0,50
0,0 —1,91 3,87 cm 0,0 0.19 0,19 graus

—15,0 —11,65 0,0 —0.88 0,88

[ —15,0 ] [ —11,02 ] 0,0 0,79 0,79
0,0 —0.65 4,04 cm 5,0 5,18 0,18 graus

—15,0 —15.19 0,0 0,47 0,47

[ —15,0 ] [ —10.34 ] 0,0 —0, 46 0,46
0,0 —0.84 4,77 cm 10,0 10, 35 0,35 graus

—15,0 —15,64 0,0 1,28 1,28

[ —15,0 ] [ —10,58 ] 0,0 0,55 0,55
0,0 —0,93 4,54 cm 15,0 15,71 0,71 graus

—15,0 —15,48 0,0 —2,15 2,15

Na Tabela [5.10, podemos observar que os erros das estimacgoes dos vetores de
translacao sao praticamente iguais, e as estimativas dos angulo de rotacao de 0 a
15 graus, possuem erros de até no maximo 2,5 graus. Podemos ver na analise em
deslocamentos eqiiidistantes, nas Tabelas [5.11], [5.12] e [5.13], que obtemos as mesmas

respostas para as estimacoes de translacao e rotacgao.
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Tabela 5.11: Rotagoes na posi¢ao: D” 5 ;5

Translagao Trans. Estimada Erro da translacao Unidade Rotagao Rot. estimada Erro da rotagao Unidade
[ —15,0 ] [ —11,90 ] 0,0 0, 86 0,86
0,0 0,77 3,20 cm 0,0 —0,76 0,76 graus
15,0 14, 62 0,0 0,85 0,85
[ —15,0 ] [ —13,44 ] 0,0 —0,41 0,41
0,0 2,50 3,55 cm 5,0 5,09 0,09 graus
15,0 13,01 0,0 0,21 0,21
[ —15,0 ] [ —12,66 ] 0,0 0,48 0,48
0,0 2,53 3,65 cm 10,0 10, 36 0,36 graus
15,0 13,76 0,0 —1,09 1,09
[ —15,0 ] —12,49 | 0,0 1,77 1,77
0,0 2,61 3,77 cm 15,0 16, 64 1,64 graus
15,0 13,90 0,0 —2,49 2,49

Tabela 5.12: Rotagoes na posi¢ao: Df5’15

Translacao Trans. Estimada Erro da translagao Unidade Rotagao Rot. estimada Erro da rotagao Unidade
[ 15,0 ] [ 11,90 ] 0,0 0,89 0,89
0,0 0,77 3,20 cm 0,0 0,55 0,55 graus
15,0 14, 62 0,0 0,31 0,31
[ 15,0 [ 15,03 ] 0,0 0.65 0,65
0,0 2,49 5,84 cm —5,0 —6.41 1,41 graus
15,0 9,80 0,0 —0.40 0, 40
[ 15,0 ] [ 15,93 ] 0,0 0,19 0,19
0,0 2,70 5,98 cm —10,0 —9,87 0,13 graus
15,0 9,74 0,0 —1,23 1,23
[ 15,0 ] [ 15,92 ] 0,0 —0,51 0,51
0,0 2,86 6, 06 cm —15,0 —13,25 1,75 graus
15,0 9,73 0,0 2,14 2,14

Tabela 5.13: Rotagodes na posicao: Dl_57,15

Translacao Trans. Estimada Erro da translacao Unidade Rotagao Rot. estimada Erro da rotagao Unidade
[ 15,0 ] [ —11,90 ] 0,0 0,27 0,27
0,0 0,77 3,20 cm 0,0 —0,96 0, 96 graus
—~15,0 14, 62 0,0 0,42 0,42
[ 15,0 ] [ 11,12 0,0 0,31 0,31
0,0 —0,17 3,88 cm —5,0 —5,38 0, 38 graus
—15,0 —15,25 0,0 —0,09 0,09
[ 15,0 ] [ 10,79 ] 0,0 —1,02 1,02
0,0 —0,16 4,23 cm —10,0 —11,07 1,07 graus
—15,0 —15,48 0,0 0,05 0,04
[ 15,0 ] [ 10,51 ] 0,0 1,81 1,81
0,0 —0,03 4,54 cm —15,0 —16, 89 1,89 graus
—15,0 15,68 0,0 0,49 0,49
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Capitulo 6
Conclusoes

A partir dos primeiros testes, vemos a melhora na robustez da estimativa da
matriz fundamental, onde o ntimero de condi¢do diminuiu de 10'® para 10° em
média, conforme o gréifico da Figura [5.7] Através do grafico da Figura [5.9) vemos
como os erros geométricos das estimativas crescem rapidamente no Algoritmo de 8
Pontos, enquanto os algoritmos com normalizacao mostraram uma maior robustez
ao ruido. Mesmo com o aumento do ntimero de pontos de entrada, o erro permanece
em média constante, como mostrado na Figura [5.8]

Com relagao as estimacoes de movimento, podemos constatar que para movi-
mentos com pequenas translacoes, todos os métodos mostram erros elevados, como
podemos ver nas Figuras e [5.11] Para movimento com rotagdo, a partir das
Figuras[5.12], [5.13] [5.14] [5.15] e [5.16], podemos verificar que o Algoritmos de 8 Pontos

apresenta maiores erros, principalmente para pequenas rotagoes, em comparacao

com os algoritmos normalizados.

Com relagao as estimagoes de trajetorias, podemos constatar que os algoritmos

normalizados apresentam erros menores, conforme as Figuras [5.21] [5.22| e |5.23| (as-
sociadas a normalizacao isotrépica) e |5.24] |5.25| e |5.26] (associadas a normalizagao

nao-isotropica). Na trajetéria dos testes, observamos que as estimativas através do

Algoritmo de 8 Pontos tendem a divergir da trajetoria, conforme vemos nas Figuras

EI8 B.19ep.20

O Algoritmo de 8 Pontos é mal condicionado, e essa técnica so se torna viavel

quando ¢ usada a normalizagdo dos dados de entrada como sugere Hartley [23].
Nos testes com imagens reais nao obtivemos resultados tao bons quanto os
sintéticos, mesmo com a normalizacdo de Hartley. As estimagoes mostraram-se
sensiveis a variagoes dos dados de entrada. Observamos que, a medida em que nos
afastavamos da regiao de calibracao da camera, o erro das estimativas aumentava.
Uma rotina de autocalibragao, como por exemplo [28], poderia ser uma solug¢ao para

diminuir esse erro.
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Ambas as técnicas de normalizacao do Algoritmo de 8 Pontos podem ser utiliza-
das como técnicas para uma estimacao inicial rapida do movimento. Com um ajuste
nao-linear usando técnicas como Levenberg-Marquardt ou Gradiente Descendente
(exemplos podem ser vistos em [I3] e [20], respectivamente), pode ser possivel vir a
melhorar a exatidao dos resultados do Algoritmo de 8 Pontos Normalizado.

Em trabalhos futuros, pode ser considerada a implementagdao de uma rotina de

autocalibragao e a avaliagao da melhora dos algoritmos com um ajuste nao-linear.
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Apéndice A

Provas de Teoremas, Formulas e

Equacoes

Teorema (p-

Sendo r = [ry, 7y, 7.]T € p = [ps, Py, 2] "
A equagao da reta r conforme Equagao (1.2)):
Te® +1yy + 1,2 =0
Substituindo as coordenadas z, y e z pelo ponto p:
ey +1ypy +1p. =r'p=p'r=r-p
Logo, r - p = 0 correspondera a um ponto p na equacao da reta r.

Teorema (p-

Sendo rt = [Tf,r‘y‘l,rf]T r? = [rf,rf,rf]T e P = [Pu:Dy: D2

, ¥
As equagdes das retas vt e r® conforme Equacio (1.2)) ficam:
rir + 'r‘fy +ri2=0

rlr+rly+rlz=0

A

O ponto p é o ponto de encontro entre as duas retas r* e r”, logo obtemos o

seguinte sistema linear:

ripe +ripy +rip. =0
Tfpx +Tpry +r§pz =0
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O resultado de r x r® obtemos:

T g Zz

rt xrB =] 4 raord | = [(ryArf — D), (rdrB —rdeB), (rirl — rArB)}T
rB 1B B

Se substituirmos r* x r” no sistema linear acima, veremos que r* x r” é solucao

para o sistema. Logo, |p =4 x r?|

Teorema (p.

Sejam p* = [p7, p;, 21", P = [pF, 0l 021" ex = [rp, 1y,

Os pontos p* e p? fazem parte da reta r, logo obtemos o seguinte sistema linear:

]T

Pl B + i, =0
plre +pory +plr. =0

O resultado de p# x p? é:

z

>
NeoY

T
= [(pp? — ppl), (pip% — pip?), (2% — py'p?)]

3

P XpP =|p, D
Py Dy P
Se substituirmos p” x p? no sistema linear acima, veremos que p** x p? é solucao

A
z
B
z

8y 8
Sy e

para o sistema. Logo, |r = p# x p?|

Férmula do ponto ideal (p.

Duas retas paralelas em P? possuem a relacao entre as suas duas primeiras com-
ponentes iguais segundo um fator de escala. Sendo assim, consideremos as retas
paralelas r = [r,, 7, k1|7, v8 = [r,, 7, ko], onde ki # ko.

Pelo Teorema , podemos dizer que my, = r? x r?. Logo,

Ty Zz
Moo = | Ty Ty kl - (kQ - kl) [_Tya Tz, 0]
Ty Ty ko

m,, = [a,b,0]"

Conseqiientemente, podemos considerar

Férmula da reta ideal (p.

Consideremos os pontos ideais m%, = [pz, p;, 0", mZ = [pZ, pJ,0]".

Pelo Teorema , podemos dizer que ro, = m2 x mZ. Logo,

>
NaY

p = (0,0, (p2p? —pﬁpf)]T

p

r'ec = | p

p

Sy B
Sy e
oS O W

roo = [0,0,c]7|.

Conseqlientemente, podemos considerar

86



Férmula TPP para retas (p. [6)

Sabemos pelo Teorema [1.1], que ¥"p’ =0 e r’p =0, logo, r''p’ = r'p.
Sabemos pela Equagao (1.3)), que p’ = Hp.
Substituindo p’ na equacao temos:

THp=(T)p - PTH=1
H'y =r

r =H Tr

Férmula TPE3 para planos (p.

Podemos pegar o Teorema no P? para os elementos duais ponto e reta, e
expressa-lo de forma semelhante em P para os elementos duais ponto e plano,
obtendo 7™M’ =0 e "M =0 , logo, 7"M' = 7T M.

Sabemos pela Equagao , que M’ = HM.

Substituindo M’ na equacao temos:

(7™THM = (7I)M — sTH=nx"
Hi7n' =7

o =HTr

Equacées dos paridmetros do modelo simples - Tabela (p-

Matriz de projecao:

T p— —_
€q;  €q1a QT + Upl3  Quty + ugt,
_ T _ - -
P= €qy €Q24 = Qo + Ugl's Oévty + Uotz
T —
€q3  €q34 r3 t,

Podemos, logo de inicio, obter os seguintes pardmetros: rs = eql e t, = eqsy

1. Coordenadas do centro do sensor éptico

® Ugp:
a,T1 + ugrs = eql
ul1 ol's q;
= _ T
rs = €qs
=0 =1 =1

_— e T
av (T1 - T3) +ug (T3 - T3) = € qp s

Uy = (I1TQ3
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® g

T2 + VoT3 = €q3

- T
rs = €qs
—— —_—~ 7
— —— T 7
a, (To - T3) +vg (T3 - T3) = € Qyqs
T
Vo = Q343

2. Comprimento da altura do cone de proje¢ao nos eixos u e v

o oy
o, T1 + Ul = €eqy
(Oéuf'l -+ U0f3>2 = (6(1{)2
=1 =0 =1 =1

y T — T T T
az (11 T1) F2au (1 - T3) +ug (T3 - T3) = € qiq

Oy = \/ q{ql - u(2)

o

Oévf'g —+ U()f'g = qu
(s + voT3)? = (eq3 )?
=1 =0 =1 =1

" —_— T TR
aZ (To - To) +2a,vg (T - T3) +v5 (T3 - T3) = € 39,

Qy = \/ ng2 - U(%

3. Vetor de translagao t

o t,:

[ Qyty + uOtz = €414

l, = €q34

1. = 14— %0g34
x Qy

° i,
[ Oévty + Uotz = €G24

t, = €434

I 424—v0934
ty = e

4. Matriz de rotacao R

o I3 T3 =eql
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® Iy
= = _ T
QT + Upl3 = €qy

= T
r3 = €qs

T T
q; —uo093
Qg

f‘1:€

® TI'y!
= = _ T
Qo + Vpr3 = €Q,

= T
rs = €qs

T T
— —
Ty = EQQ 093

v

Equacdes dos pariAmetros do modelo geral - Tabela (p-

Matriz de projecao:

€ql  equa Q1 — Qy, €Ot 0Ty + ugls  aut, — ay, cot Bt, + ugt,
_ T — [ I - [}
P= €Qy €Qoy | = sinUGrQ + vgrs ﬁty + vot,
T —
€qQ; €G34 rs t.

Podemos, logo de inicio, obter os seguintes pardmetros: rs = eqi e t, = €qs4
1. Coordenadas do centro do sensor 6ptico
® Ugp:

QT1 — , cot Oy + ugT3 = eql

= _ T
I's = €qg
=0 =0 =1
— - — - — - 2" T
a, (T - T3) —oy, cot O (T2 - T3) +up (Ts - T3) = € Qg
— T
Uo = 9193
® Up.
oy = = T
singT2 T VoT3 = €dp
= _ T
s = €q3
=0 —1 =1
ay (. m ro.T 2 T
v (To - T3) 1 (T3 T3) = € quqg
_ T
Yo = Q293

2. Comprimento da altura do cone de projecao nos eixos u e v

o .

Qy
sin 6
(5572 + vor3)? = (eq3)?

2 o —— 2,__/\7 /-'2\ T
singe ( 2 r2) —i_2sinv0U0 (r2 ) I'3> +UO (1'3 : 1'3) = € qyQqy

Iy + Uol3 = €qs

ay = \/qq, — v sinf
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o oy
Ty — , cot 0Ty + ugTz = eql

[, (T1 — cot Ory) + uers)? = (eql)?

=0 =0 -1 =1
_ _ — — —_—
a2 (T1 — cot OT5)2 + 20, up[(Ty - T3) — cot O (¥y - T3)|+ud (T3 - T3) = € qlq
—1 0 —1

— — —
a?[(ry-1Ty) —2cot O (T - 1) +cot? 0 (T - T2)] = qf q; — ud
=1

a2[(sin? @ + cos? 0) /sin? 0] = ql'q, — u?
Qy = 1/ af q; — ugsind

3. Vetor de translacao t

° ty:
gty + vot, = €qa
l. = €qsq

sin 6

ty = €(g2a — Vog31)

o t,:
ayty — oy cot 0ty 4+ upt, = €qia
ty = €(q2a — voq31) 20
1y = €q34

ay(ty — cot0t,) = e(qra — woqsa)

te = €[qua + (qoa — UOQ34)%Z cosf — uOQ34]a%

4. Matriz de rotacao R

Clw T
® I3! |I'3s = €(5

® f‘gi
ay 7 n T
sinUG Iy + UpT3 = €y
a T
I's = €q3

Ty = e(qg —vogs)

[ J I_‘li
QT1 — Q, cot Oy + ugT3 = €ql
ry = e(qs — qug)%
f'g = qu

. (T] — cot 0ry) = e(ql — upq?)

) = elaf + (a5 —voqz) 2= cosf — uoqs],-
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5. Angulo entre os eixos da imagem u e v
e 0:

Como: |qs* = 1

) 5 2 2 (112
Formula: |[ja x b||” + ||a - b]|” = ||a||” ||5]|

Logo,

ay = y/afqy — ugsinf

o = Jafa, — (af qs)?sin

2 2 2 .
aw =/l |? s * = llay - @ sin 6

vy = ||y X gl sin

ay = /qiqy — v sinf

o = \Jaba, — (g qz)? sin 6

2 2 2 .
vy = \llasl? lasl|? = lla2 - as][*sin 6

ay = [|gy X g/ sin§

Férmula de Lagrange: |a x (b X ¢) =b(a-c¢) — c(a - b)

£ = e(a — voa)) 222

sin @

Ty = €(q; — g5 9393) o

||(13||2:1

sin 6

=T
T, = €[d, (a3 - a3) —a3(qs - da)] %

T _ (Q2XQ3)}
rs =€ X
2 {‘13 oo xas]|

Ty = elq] + (g — voq} )2 cos § — uoqd | -

r=c[(af — alasaf) L + (af — afqsaf) L cos o]

f'lT =c {(Ch - Q3Q3TQ1)(71u + (qy — q3q3Tq2)a% COoS 9}
llas|>=1 llag|2=1
rp = e[(a (a5 a3) —as(as - @), + (A2 (A3 - a3) —a3(as - @2)) 5 cos o]
=T _ e (g1 xa3) (a2xq3)
F = g [ X fan + g x (35 cosd)

Como: 1 -t1 =0
=1

(91 xas) (g2 xqa3) (q2 X q3) > < (q2 X q3))
qs X 1 Qg X +{Qqy X —— ] - | Qg X —— 0=0
< ’ ”‘“X%”) < ’ ”"2“‘3) ( P e > ] P g x gl )

91



1
llay xag|lllaz xasll

cosf = qs X ((h X Q3) "3 X (QQ X Q3)]

Formulas axb-c:a-bxc‘

— 1 _ .
e P [ [% (dy X d3) X gz X (A % qg)]

Usando a féormula de Lagrange:

€080 = — oo [CIB,' <q3[(q1 X q3) - (qz X q3)] — (@2 X q3)[(q; X q3) -qs])]

las)|*=1 =0

—— —_—
€08 0 = — o Tarar | s ds1(d X ds) (da X as)] s - (da % as)[(ay qu)-qg])]
_ (a3 xq3)-(as xq3)
0086 = — faywagazxay |
Férmula do operador matriz de produto vetorial - [-],

Seja a = [ay, ay,a.]" e b= [by,b,,b.]".

Podemos calcular o produto vetorial a x b da seguinte forma.

axb= Ay Gy Gy | = [(aybz - azby)a (a'zbac - accbz)v (a'a:by - a'ybx)]T
by, b, b,

Se colocarmos esse produto na forma matricial do operador ([-]x) obtemos:

[a]xb = [(_azby + ayb2)7 (asz - awb2)7 (_aybx + awby)]T

0 —a, ay
[a] X = G 0 —Qy
—Qy Ay 0
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Apéndice B

Decomposicao em Valores
Singulares (SVD)

A decomposigao em valores singulares (SVD) é uma das mais importantes de-
composi¢oes de matrizes usadas em Visao Computacional. Como sabemos do conhe-
cimento basico de Algebra Linear, uma matriz quadrada A pode ser diagonalizavel
em uma matriz diagonal onde sua diagonal principal sao os autovalores de A. Isto

pode ser escrito como:

A =QAQ” (B.1)

onde:

Q é uma matriz ortogonal dos autovetores, ou seja, a matriz com todos os
vetores colunas (ou linhas) possuindo norma unitéria e gerando um sistema de bases,
ortogonais entre si

A é uma matriz diagonal cuja diagonal principal [A1, Ag,---,A,] sdo os

autovalores de A

A decomposicdo em autovalores s6 é valida para matrizes quadradas, ou seja,
A € R™". A SVD surgiu como uma decomposi¢ao, similar a de autovalores, contudo
mais geral, de forma a incluir o caso de matrizes nao quadradas, ou seja, A € R™*",
A seguir, iremos dar uma defini¢ao formal da SVD, descrever algumas de suas

propriedades e por fim, explicar como e porque podemos usé-la para otimizacao.
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B.1 Definicao

Para qualquer matriz A € R™*" existe a seguinte decomposicao:

A =USVT (B.2)

onde:

U é uma matriz ortogonal (m X m), cujos vetores coluna sao os vetores sin-
gulares a esquerda de A.

S é uma matriz diagonal (m x n) com valores ndo negativos, cujos valores
da diagonal nao nula de S sao chamados de wvalores singulares de A. Os valores
singulares de S sdo decrescentes, ou seja, s; > so > --- > 5, > 0.

V é uma matriz ortogonal (nxn), cujos vetores coluna sao os vetores singulares
a direita de A.

B.2 Propriedades

A matriz diagonal S é composta somente por elementos nao-negativos. Os valores
singulares de A serdo [sy, S2, - ,S,| e preencherdo r primeiros lugares da matriz
diagonal principal de S. Logo, r correspondera ao posto da matriz A.

As colunas da matriz ortogonal U serdo os autovetores da matriz quadrada AA™.

AAT = (USVT)(vSTUT) = USSTU” (B.3)

As colunas da matriz ortogonal V serdo os autovetores da matriz quadrada AT A.

ATA = (vSTUT)(UusVT) = vsTsv” (B.4)

Os autovalores da matriz quadrada SS” (m x m) correponderdo a s?,s2, - - - , 52

e (m — r) zeros. Os autovalores da matriz quadrada STS (n x n) correponderdo a
s? s3,---,s% e (n—r) zeros. Conseqiientemente, os valores singulares de S corres-

ponderdo & raiz quadrada dos autovalores nao nulos de AAT e ATA (por isso da
nao negatividade dos elementos de S).
As colunas de U e V fornecerao as bases ortonormais para os quatro sub-espacos

fundamentais:
e primeiras r colunas de U: espaco coluna de A
e ultimas m — r colunas de U: espago nulo a esquerda de A
e primeiras r colunas de V: espago linha de A

e ultimas n — r colunas de V: espaco nulo a direita de A
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B.3 Otimizacao

A SVD é excelente para calculos computacionais estaveis. Uma das razoes prin-
cipais é o fato de decompor a matriz em U e V matrizes ortogonais. A multiplicacao
por uma matriz ortogonal nunca muda o comprimento de um vetor (propriedade de
preservagao da norma [24]: ||Qx|| = ||x]|), como, por exemplo, em:

|Ux|* = xTUTUx = x"x = ||x]|° (B.5)

A outra razao se deve ao fato da facil obtencao da nocao de grandeza dos valores

singulares da matriz S.

B.3.1 Otimizacao Linear por Minimos Quadrados (Ax = b)

Podemos usar a SVD para solucionar sistemas de equagoes lineares do tipo Ax =
b, sendo A € R™" e m > n . Isto serd equivalente a minimizacao da norma

quadrada |[[Ax — bHZ, que corresponde a otimizacao linear por minimos quadrados.
min ||[Ax —b||> < min|Ax —b|
min [[Ax — b|| = min HUSVTX - bH

Usando a propriedade da preservacao da norma, multiplicando por U7 pela

esquerda
min || Ax — b]| = min |SV"x — UTb|

Substituindo y = VI'x e b* = UTb, teremos o sistema Sy = b*:

S1 b?
U1
b*
on A e (B.6)
bn+1
0 Yn :
I | by

A solugdo desse sistema serd simplesmente y; = bf/s;. Obviamente, s; # 0,
assumindo que o posto de A deve ser n.

Por fim, a solu¢ao da otimizacao em minimos quadrados sera:

x = Vy (B.7)
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B.3.2 Otimizac¢ao Linear por Minimos Quadrados (Ax = 0)

Contudo, algumas vezes as equagoes do sistema linear Ax = b estao na forma ho-
mogénea, sendo b = 0. Entéo, nosso problema de minimizagao se torna min ||Ax]||.
Devemos prestar atencao que pode ser obtida a solugao trivial, ou seja, x; = 0.
Assim, vamos impor uma condi¢do em x para evitd-la. Enunciaremos o problema

da seguinte forma:

Encontrar x que min ||Ax]||* sendo [|x]|* = 1 ou

Encontrar x que min ||Ax|| sendo ||x|| =1
min [|[Ax|| = min HUSVTXH

Usaremos, novamente, a propriedade da preservacao da norma, multiplicando

por UT pela esquerda
min || Ax|| = min HSVTXH

Substituindo y = V7x, nosso problema sera min ||Sy|| sendo [|y|| = 1.

Como a matriz diagonal S possui seus valores singulares em ordem decrescente,
entdo a solucdo minima serd y = [0,0,--- ,1]%.

Finalmente, sabendo que x = Vy, entao a solucao para x sera a ultima coluna
da matriz V. Em outras palavras, podemos dizer que a solucao corresponde ao

autovetor associado ao menor autovalor da matriz quadrada AT A.
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Apéndice C
Otimizacao com Restricao

A referéncia [I6] mostra como realizar a otimizagao linear de minimos quadrados
de um sistema homogéneo do tipo Ax = 0 dada uma restriao do tipo ||Bx||* = 1,
sendo m xn a dimensao de A (onde m > n), nx1 a dimensao de x e pxn a dimensao
de B (onde p < n). Isso implica que selecionaremos somente alguns elementos de x
para compormos a restricao. E uma minimizagao mais restritiva do que aquela feita
com SVD no Apéndice B.

Seja z = Bx de dimensao p X 1 e o vetor y de dimensao n — p X 1 composto

pelas n — p coordenadas restantes de x. Temos:

Ax =Cy+ Dz (C.1)

onde:
C é uma sub-matriz de A (m x n — p)

D ¢ uma sub-matriz de A (m x p)
O problema da otimizagao é representado agora da seguinte forma:

rgliyn |Cy + Dz|® sendo |z||* =1 (C.2)

Utilizando-se da técnica de multiplicadores de Lagrange, o problema é equiva-

lente a:

min H = [y + Dz’ + A(1 — [2]?) (C3)

Calculando as derivadas parciais de H em relagao aos vetores z e y

H
oH _ 2(CTCy + C"Dgz) (C.4)
dy
%H =2(D"Dz + D Cy — \z) (C.5)
Z
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Igualando a zero as derivadas parciais encontramos os seguintes resultados:
Na Equacao (C.4):
C'Cy+C'Dz=0 — y=—-(C'C)'C'Dz. (C.6)
Na Equacao (C.5)), e também substituindo y da Equagao (C.6):
DDz +D'Cy - z=0
DDz + D' C[-(C"TC)'C"Dz| = Az
(DD — DTC(CTC)"'C'D)z = Az (C.7)

A Equacao (C.7)) pode ser reescrita na forma:
D'(I- C(CTC) 'CT)Dz = Ez = Az (C.8)
Se substituirmos y da Equagao (C.6)) na Equacao (C.2]), obtemos:

|cl-(c"c)'c"Dyl +DzH2
— H c(crc)'ch) DZH
= 2’D7(I - C(CTC)" ') (I - C(CTC)'CT)Dz

Logo, quando a expressdo a cima for minima, temos (C(CTC)~'C”) — 0, impli-

cando que

=)\z =1
/-/\

-z DT (I -Cc(CTC)'CDz = \ ||z|* =

Conseqtientemente, o erro minimo correspondera ao menor autovalor da matriz
E. Como esse critério requer que esse minimo seja nao-negativo, teremos de provar
que os autovalores de E sao todos nao-negativos.

Para isso, teremos de provar que E é uma matriz semidefinida positiva. Podemos
observar na Equacio (C.8), que caso provemos que F = (I — (CTC)7!C”) é uma
matriz semidefinida positiva, entao provamos que E também sera.

Entao, seja v um autovetor associado a um autovalor nao-nulo de F.

(I-C(CTC)'CT)v = Apv (C.9)

Multiplicando por C* a esquerda, obtemos:

=I

MClv=CT1I-c(cro)'chv=[c! - (cTc)c'e) ' Ccllv=0
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ArClTv =0 (C.10)

Entao, temos duas solucoes possiveis A\p = 0 e CTv = 0.
Abrindo a Equagao e considerando o caso da solugao CTv = 0 para a

Equagao obtemos:
—0
—_
v—C(CTC) ' CTv = M\pv
vV = ApV. (C.11)

Como sabemos que o vetor v é nao-nulo por ser um autovetor, com isso a outra
solucao corresponde a A = 1. Com isso provamos que os autovalores de F sao
nao-negativos (0 e +1), implicando em F ser semidefinida positiva e, por sua vez, E

também.
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