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O Problema de Rejei¢ao de Distturbios (DDP) foi alvo de varios estudos nas
ultimas décadas. Foram investigadas vérias possiveis abordagens, seja através de
uma visao geométrica da resolucao deste problema, encontrando as condigoes de
existéncia de solucoes a partir de um subespaco invariante, seja por uma visao
estrutural e frequencial, onde uma inspecao detalhada das matrizes do sistema indica
a solubilidade ou nao deste problema. O mesmo foi feito para uma derivacao do
DDP, o Problema de Rejeicao de Distiarbios por Realimentacao Estatica de Saida
(DDPKM), ou seja, foram encontradas as condi¢oes de solubilidade através de um
subespaco e também usando fungoes de transferéncia.

Juntamente com esses estudos, hi a necessidade da implementacao computaci-
onal de algoritmos que indiquem se h& ou nao soluc¢ao, tanto para o DDP como para
o DDPKM. J4 foi proposto um algoritmo neste sentido para o DDP, ao fazer uma
mera inspegdo nas matrizes do sistema (visao estrutural). Porém o mesmo nao se
pode dizer para o caso do DDPKM, ou seja, nao foi ainda proposto um algoritmo
que, com base nas matrizes do sistema, possa indicar a solubilidade do problema.

Este trabalho se propoe a implementar no ambiente MATLAB o algoritmo ja
proposto para o DDP, assim como propor um algoritmo e sua respectiva implemen-
tacdo computacional, também com base no ambiente MATLAB, que com base nas

matrizes do sistema aponte se 0o DDPKM tem ou nao solucgao.
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The Disturbance Decoupling Problem (DDP) was top of many studies in recent
decades. Much has been developed and investigated several possible approaches,
either through a geometric view of this problem, to find conditions of existence of
solutions from a subspace invariant, to a based of transfer matrices, where a detailed
inspection of the matrices the system indicates the solvability of this problem. This
same type of research was for a derivation of the DDP, the Disturbance Decoupling
Problem by Static Measurement Feedback (DDPKM), or were the conditions of
solubility by a subspace and using the transfer functions.

Together with these studies, there is the need for implementation of computa-
tional algorithms to indicate whether there is solution for both the DDP and the
DDPKM. Already proposed an algorithm for the DDP in order to make a simple
inspection of the matrix system (structural vision). But the same can not be said
for the case of DDPKM, ie not yet proposed an algorithm that, based on the matrix
of the system, may indicate the solubility of the problem.

This paper proposes to implement computationally using MATLAB for the
environment that the algorithm already proposed for the DDP, and propose an
algorithm and its computational implementation, also based in the MATLAB envi-
ronment, which based on matrices the point where the system has DDPKM solution

or not.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo sera feita uma revisao de varios estudos relacionados com o
Problema de Rejeicao de Distiirbios, baseada no trabalho desenvolvido por MATOS
(2004) [41].

1.1 Problemas de Rejeicao de Distiirbios

O Problema de Rejeicao de Distiarbios vem sendo estudado nas tltimas dé-
cadas, sendo pesquisada sua utilizacao para varios sistemas, como por exemplo 0s
lineares, nao-lineares e discretos. A solucdo teodrica deste problema é uma das apli-
cagoOes para o enfoque geométrico para o controle de sistemas lineares, usando para

isso o conceito de subespacos (A,B)-invariantes.

Através dos conceitos de invaridncia, WONHAM E MORSE (1970) [59] ¢ BASILE
E MARRO (1968) [3] encontraram a soluc¢ao tedrica para o Problema de Rejeicao de
Disturbios com realimentacao completa de estados (DDP, Disturbance Decoupling
Problem). Este consiste em encontrar uma lei de controle u(t) = Fz(t) tal que a
funcao de transferéncia que relaciona o disturbio & saida controlada seja igual a zero
para todas as freqiiéncias, ou seja, o disturbio sob hipdtese alguma influenciara a

saida controlada. Para um sistema descrito da seguinte forma:

<.

—
~

SN—
I

. Az(t) + Bu(t) + Bd(t) , w(ty) =0 (1.1)
Z(t) — Dm(t) , t> 0



onde x € R™ é o vetor das varidveis de estado, u(t) € R™ é o vetor das entradas
de controle, d(t) € R? é o vetor das entradas dos distirbios, z(t) € RP é o vetor
das saidas a serem controladas. A solu¢ao do DDP segundo o enfoque geométrico é
encontrada a partir do calculo de V*, o subespago maximal, inico, (A,B)-invariante

contido no espaco nulo a direita de D.

WONHAM E MORSE (1970) [59] também solucionaram o Problema de Rejei-
¢ao de Disturbios com Realimentagao Estatica e Estabilidade (DDPS, Disturbance
Decoupling Problem with Stability), cujo objetivo é estabelecer uma lei de controle
u(t) = Fz(t) que além das propriedades necessarias a solugdo do DDP, ou seja, o
disturbio nao afetar a saida controlada, também estabilizaria o sistema em malha
fechada. Para solucioné-lo é necessario calcular V7, o subespa¢o maximal tinico

(A B)-invariante localizado a direita de D que estabiliza o sistema.

Caso seja necessaria a alocacao de polos o Problema de Rejeicao de Distturbios
com Alocacao de Polos (DDPM, Disturbance Decoupling Problem with Pole Pla-
cement) pode ser aplicado. Resumindo, esses trés problemas podem ser expostos
assim: para o sistema representado em 1.1 e sendo K = ker(D) e £ = Im(E) o
subespaco nulo a direita da matriz D e a imagem da matriz E respectivamente, as

condicOes necessarias e suficientes a solucao do DDP, DDPS e DDPPP sao:

DDP: ECyr
DDPS: £ CV; e (A, B) é estabilizdvel
DDPPP: & C R* e (A, B) é controlavel

onde V*, V' e R* sao o subespago maximal tnico (A, B)-invariante, o subespago
maximal tinico (A, B)-invariante estabilizante e o subespago maximal tinico de con-

trolabilidade, contidos em /C, o espaco nulo a direita de D.

LINNERMAN [35] apresentou um método eficiente e seguro para calcular R*,
o subespaco maximal tinico controlavel contido no subespaco nulo a direita de D,
assim como uma expressao para o conjunto de todos os controladores relacionados.
Se esta condigao nao for satisfeita, o célculo de V; e o conjunto relacionado de

matrizes de realimentacao ¢ obrigatorio.

Se existir, a solugao para o DDP nao ¢ tnica. Um dos problemas trabalhados



foi o de encontrar todos os controladores que solucionam o DDP. Na Literatura,
encontramos resolucoes para algumas classes de sistemas. DOREA E MILANI (1997)
[21] obtiveram a solu¢ao completa e a parametrizagao de todos os controladores que
solucionam o DDP para uma classe particular de sistemas, incluindo os sistemas
inversiveis a esquerda. J& em PARASKEVOPOULOS, KOUVOPOLIS E TZIERAKIS
(1992) [45], foi apresentado um método para rejei¢oes de distiurbios em sistemas
inversiveis a esquerda via realimentacao estatica proporcional, onde condicoes ne-
cessarias e suficientes sao estabelecidas na forma de um critério algébrico simples
e as expressoes analiticas gerais de todas as solugoes as matrizes de controle sao

derivadas, sendo as solugoes parametrizadas por uma tnica matriz arbitraria.

1.2 Equacao G(s)X(s) = H(s)

A equagao matricial G(s)X(s) = H(s), onde G(s) e H(s) sao matrizes racio-
nais proprias conhecidas e a matriz racional propria X (s) é a incognita procurada
é extremamente importante, pois a existéncia de solucoes para ela se associa as

condigoes de solucao de muitos problemas em sistemas lineares multivariaveis.

O DDP pode ser estudado a partir das matrizes de transferéncia que relacionam
a entrada de controle e a entrada de distirbios com a saida do sistema, G,(s) (p xm)

e H,(s) (p x q), respectivamente, dadas por
G.(s)=D(sI — A)™'B (1.2)
H.(s) = D(sI — A)'E. (1.3)
Pode-se mostrar que a solucao do DDP, além de se relacionar com a existéncia

de um subespaco invariante, também esta ligada com a existéncia de uma matriz

racional estritamente propria X (s) (m x ¢) tal que a expressao
G.(s)X(s) = H.(s) (1.4)

seja verdadeira.

A equagdo G(s)X(s) = H(s) ja foi bastante estudada. MORSE (1974) [43]
estudou esta equacao e a sua relacao com o Problema de Adaptacao de Modelos.

WoLoviICH foi o primeiro a formular este problema, no inicio da década de 70.



WANG E DAVISON (1973) [54| consideraram o problema de encontrar uma solucdo
X (s) propria e de ordem minima e indicaram como um determinado procedimento

poderia ser usado para encontrar inversas de ordem minima para um dado sistema.

A existéncia de solucdes proprias e estritamente proprias para a equacao 1.4
através das bases minimas foram encontradas respectivamente por FORNEY (1975)
[24] e DEL NERO GOMES E NORONHA (1990) [18]. WorLoviIcH (1974) [56] mostrou
a conexao da equacao 1.4 com o Problema de Adaptacao Exata de Modelos e os meios
para encontrar uma solucao para esta equacao, caso exista, para o caso particular
em que p > m (ou seja, o problema nao tem solu¢do ou tem uma tnica solugao que

pode ser facilmente encontrada).

Uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de solucao prépria no
caso em que p < m e p > ¢, utilizando o interactor de uma matriz racional propria
G(s) fora apresentado por WOLOVICH E FALB (1976) |57]. Ja HAauTus (1980)
[27] mostrou que a solu¢do do Problema de Rejeigdo de Distirbios também esta
relacionada com a solugdo da equacdo 1.4. VARDULAKIS (1984) [50] expressou esta
equacao como uma equacao diofantina G X; + G>Xy, = H e relacionou sua solucao
com a de WoLovicH (1974) [56]. Em BHATTACHARYYA, DEL NERO GOMES E
Howze (1983) [5], a equagao aparece novamente e, apds uma parametrizagdo de
suas solucoes, alguns aspectos importantes sobre a robustez do DDP puderam ser
vistos. Em MITA (1976) |42] foram mostradas condigGes necessarias e suficientes
para o DDP para sistemas com entradas, saidas e disturbios escalares baseadas no
enfoque freqiiencial, sendo este resultado estendido por BHATTACHARY YA (1980) (6]

para o caso em que apenas a saida é escalar.

O problema da estabilidade das solugdes X (s) para a equacao 1.4 ja foi tratado
na literatura por VARDULAKIS E KARCANIAS (1985) [52], que usaram uma fatora-
¢ao para investigar o problema de solugoes proprias e estaveis. PERNEBO (1981)
[46] também estudou este assunto em que, além de apresentar as condigGes para
a existéncia de solugoes proprias e estaveis, forneceu uma forma de encontrar tais
solucoes e uma parametrizagao delas. A utilizacao das chamadas Structure Matrices
para encontrar estas solucoes foi desenvolvida por PERNEBO E EM VARDULAKIS E
KARCANIAS. O resultado de PERNEBO possui um inconveniente mapeamento entre

determinadas regioes do plano complexo. J4 os resultados de VARDULAKIS E KAR-



CANIAS necessitam da forma de Smith-McMillan no infinito que é bem trabalhosa
para ser calculada. Em BANDEIRA (1992) [1] foi proposto um método simples para
verificacdo da natureza das solucoes X (s) para p < m, ou seja, se para um deter-
minado sistema é possivel encontrar uma solu¢do X (s) para a equagao 1.4 propria,
improépria ou estritamente propria, assim como solucoes estaveis ou nao. Além disso,
também em [1], outro objetivo foi a obten¢ao de uma lei de controle u(t) = Fx(t)

que soluciona o DDP a partir da solu¢ao X (s).

1.3 Rejeicao de Distirbios e Desacoplamento

Se existir, a solucao do DDP consome somente parte da “capacidade de con-
trole” da matriz de realimentacao de estados. Desta forma permite-se o uso da
capacidade remanescente para alcancar objetivos de controle complementares. E é
o que normalmente acontece em muitas situacoes praticas. A rejeicao de disturbios
nao é o unico objetivo de controle. Outros objetivos sao normalmente adicionados

ao sistema de controle, como por exemplo desacoplamento ou alocacao de pdlos.

Por isso, o Problema de Rejeicao de Disttirbios e o Problema de Desacopla-
mento tém um grande interesse na teoria de controle e ainda continuam sendo bas-
tante pesquisados. Para cada problema em separado foi mostrado (ver emWONHAM
E MORSE (1970) [59], GRIZZLE E ISIDORI (1989) [25], Koussiouris (1980) [32]
e ICART, LAFAY E MALABRE (1990) [28] para o Problema de Desacoplamento e
MALABRE, MATINEZ-GARCIA E DEL-MURO-CUELAR (1997) [39] para o DDP)
que ha polos fixos aparecendo em um sistema em malha fechada apos aplicagao de
uma realimentacao de estados completa para solucao do problema. Denominado de
Problema de Modos Fixos, foi completamente caracterizado em termos geométri-
cos por MALABRE E MARTINEZ-GARCIA (1995) [38], enquanto uma caracteriza¢ao
polinomial foi obtida por KOUSSIOURIS E TZIERAKIS (1995) [34]. Uma vez que os
polos nao-fixos em malha fechada podem ser explorados de forma a se obter de-
sempenhos complementares do sistema realimentado, o Problema de Pélos Fixos
dentro do Problema de Rejeicao de Distiirbios caracteriza os graus de liberdade dis-
poniveis quando a alocacao dos poélos é considerada. Em LOPEZLENA ESTRADA E

MARTINEZ-GARCIA (1999) [36] ¢ dada uma caracterizagao algébrica da familia de



realimentacao estatica de estados que rejeita o distirbio em sistemas lineares inva-
riantes no tempo e que causam o conjunto minimo de polos fixos em malha fechada
(supondo que o sistema é controlavel), enquanto assegura também o méximo de

graus livres em termo de alocacao de pélos.

Alguns trabalhos consideram o Problema de Rejeigao de Distirbios junta-
mente com o Problema de Desacoplamento por Realimentacao Completa de Esta-
dos. CHANG E RHODES (1975) [10] exibiram as condigdes necessérias e suficientes
de solucao deste problema, mostrando ser equivalente & solucao de cada problema
em separado. A caracterizacao algébrica e estrutural para a solucao de poélos fixos
para este problema simultaneo foi dada por KOUSSIOURIS E TZIERAKIS (1986) [33]
utilizando uma aproximacao no dominio da freqiiéncia no caso onde as saidas sao
escalares-particionadas (scalar-patitioned). Em CAMART, MALABRE E MARTINEZ-
GARCIA (2001) [9] é fornecida uma caracterizacdo alternativa para este problema,
baseada no enfoque geométrico, assim como um outro procedimento para o posici-

onamento dos polos livres remanescentes.

1.4 Rejeicao de Distarbios usando a Saida

Em situacoes em que o vetor de estados nao esta disponivel a medigao, estuda-
se o0 Problema de Rejeicao de Disturbios por Realimentagao de Saida (DDPM, Dis-
turbance Decoupling Problem by Measurement Feedback). Seu objetivo é calcular um
controlador por realimentacao dinamica na saida medida tal que a funcao de trans-
feréncia do disturbio a saida seja zero. Este problema foi solucionado por WILLENS
E COMMAUT (1981) [55] e SCHUMACHER (1980) [47]. DOREA E MILANI (1997)
[21] também discutiram o DDPM e, com base nos resultados encontrados para o
DDP, propuseram um método para encontrar um compensador de ordem reduzida.
O Problema de Rejeicao de Distirbios com Realimentacao de Saida e Estabilidade
(DDPS, Disturbance Decoupling Problem by Measurement Feedback with Stability)

foi resolvido por IMAT E AKAsHI (1981) [29] e WILLENS E COMMAUT (1981) [55].

Também existe dentre os Problemas de Rejeicao de Distturbios baseados em

realimentacao na saida um problema de formulacao bem simples, o Problema de



Rejeicao de Disturbios com Realimentacdo Estatica de Saida (DDPKM,
Disturbance Decoupling Problem by Static Measurement Feedback). Para um sistema

com a seguinte descricao:

Sq y(t) =Cx(t) , t>0 (1.5)

onde x € R™ é o vetor das variaveis de estado, u(t) € R™ é o vetor das entradas de
controle, d(t) € R? ¢ o vetor das entradas dos distirbios, y(t) € R! é o vetor das
saidas a serem medidas e z(t) € RP é o vetor das saidas a serem controladas. O
objetivo do DDPKM é encontrar uma lei de controle u(t) = Ky(t) tal que a funcao

de transferéncia que relaciona o disturbio d(t) com a saida controlada z(t) seja nula.

As condicoes de existéncia para as solucoes do DDPKM foram inicialmente
propostas por HAMANO E FURUTA (1975) |26] e SCHUMACHER (1980) [47]. Ha-
mano e Firuta propuseram o calculo de um subespago invariante que goza de certas
propriedades. Porém, no caso geral, este subespaco ¢ bastante dificil de ser calcu-

lado.

CHEN (1997) |11] encontrou uma solu¢ao para o DDPKM para uma determi-
nada classe de sistemas multivariaveis lineares e invariantes no tempo. Seu método
caracterizou todas as possiveis solucoes para o DDPKM para uma classe de funcoes
de transferéncia, que relaciona a entrada controlada com a saida controlada, inversi-
vel a esquerda. Mas este método possui dois inconvenientes: além de ser restrito, s6
é possivel ser implementado se inicialmente o sistema representado por uma base de
coordenadas especial na qual o DDPKM tera solucao se e somente se uma submatriz

especifica é nula.

Ja em DOREA E MILANI (2003) [23| os resultados anteriormente encontrados
por CHEN (1997) [11] relativos ao DDPKM sédo estendidos a um conjunto mais
abrangente de sistemas. Sao estabelecidas para duas familias de sistemas condicoes
necessarias e suficientes a existéncia de solucoes, o que ocorre se e somente se um

determinado subespaco for invariante.

Em MATOS (2007) [41] foram apresentadas as condi¢oes necessarias e sufici-

entes a solubilidade do DDPKM sob o enfoque estrutural e freqiiencial. Um dado
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sistema tem solucao caso as matrizes envolvidas no sistema apresentem certas pro-
priedades ap6s uma mudanca na base de estados. Sob o enfoque frequencial, basta

que existam matrizes estritamente proprias que tornem verdadeiras certas condicoes.

1.5 Algoritmos de Verificacao do DDP

Juntamente com os primeiros estudos tedricos relativos ao DDP, surgiu a ne-
cessidade de métodos eficientes para verificar se 0 DDP tem ou nao solucao. Um
algoritmo baseado no calculo de V* pode ser encontrado em WONHAM (1979) [58].
Porém este, e métodos com o mesmo objetivo, sao geralmente bastante trabalhosos,
o que muitas vezes implica em dificuldades computacionais. Ha pesquisas no sentido

de caracterizar V* de maneira diferente da proposta por WONHAM.

Desde entao, além dos interesses em simplificar as manipulagoes relativas ao
DDP e aos problemas que envolvem o calculo de V*, tornou-se extremamente interes-
sante qualquer interpretacao deste subespaco em termos mais intuitivos. Sobretudo,
havia o interesse em nao so explicar as propriedades geométricas de V* mas também
em métodos de verificacao de solucoes para o DDP em termos freqiienciais, ou seja,

usando matrizes de transferéncia.

Algoritmo neste sentido foi desenvolvido por DEL NERO GOMES (1980) [16]
em que inspecoes em partes das matrizes que compoem o sistema sao realizadas de
modo sistemético e seqiiencial, levando a conclusdes sobre a solubilidade do DDP.
Sob este mesmo enfoque ainda nao hé na Literatura estudo referente a outros tipos

de problemas da mesma familia, como por exemplo o DDPKM.

1.6 Estrutura da Tese

O objetivo principal deste trabalho ¢ propor algoritmos computacionalmente
implementaveis para verificar, através das matrizes envolvidas no sistema, as con-
digoes necessarias e suficientes & solubilidade do DDP e do DDPKM. Também se

propoe a implementar computacionalmente os algoritmos obtidos.

No segundo capitulo sera feita uma breve revisao nos conceitos relativos ao



Problema de Rejeicao de Disttirbios com realimentagao completa de estados, segundo

os enfoques geométrico e freqiiencial.

No terceiro capitulo sera feita uma revisao, também segundo os enfoques geo-
métrico e frequencial, da caracterizacao do Problema de Rejeicao de Distiirbios com

Realimentacao Estatica de Saida.

No capitulo 4 serao abordados respectivamente uma revisao do algoritmo ma-

tricial desenvolvido para o DDP, assim como sua implementacao computacional.

Um estudo inicial para propor um algoritmo matricial para verificar se o
DDPKM tem solucao e algumas diretrizes de uma possivel implementacao com-
putacional serao abordados no capitulo 5. Conclusoes e possiveis trabalhos futuros

serao mencionados no capitulo 6.



Capitulo 2

O Problema de Rejeicao de
Disttirbios (DDP)

Sera feita uma revisao neste capitulo baseada no trabalho desenvolvido por
MATOS (2004) [41]. O Problema de Rejeigao de Distiirbios vem sendo estudado ha
mais de trés décadas, sendo um importante topico da Teoria de Sistemas de Controle
Linear Multivaridavel. Sua formulacao é simples. Seja o sistema linear invariante no

tempo:
S (2.1)

onde o comportamento do sistema pode ser afetado por dois sinais: o sinal de entrada
de controle u(t) e uma entrada de disturbios d(t). Deve-se controlar o sistema usando
uma realimentacao de estados u(t) = Fx(t), de tal forma que o distiurbio nao afete
o sinal de saida controlada z(¢). A figura 2.1 abaixo permite uma visualizac¢do do

problema.
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d(t)
u(t) ",
S —— = 2 (1)
F e [L‘(t)

(b)

Figura 2.1: (a) Sistema em malha aberta, (b) sistema realimentado para rejeicao de

disturbios.

Este problema pode ser resolvido matematicamente de duas formas: usando o
enfoque geométrico, em que se objetiva encontrar um subespaco (A,B)-invariante que
o solucione, e o enfoque estrutural /freqiiencial, baseado em fungoes de transferéncia.

Estas duas maneiras de resolver o problema serao revistas a seguir.

2.1 Enfoque Geométrico

A Teoria da Invariancia é importante a abordagem geométrica de diversos
problemas de controle. A formulagao inicial e a solucao do Problema de Rejeicao
de Distirbios usando a Teoria da Invariancia foram desenvolvidas por WONHAM
E MORSE (1970) [59] e BASILE E MARRO (1968) [3] para sistemas lineares sob

uma lei de controle do tipo u(t) = Fz(t). De acordo com WONHAM (1979) [58] a
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base do enfoque geométrico consiste em associar certas propriedades dos sistemas
com subespagos vetoriais. Assim, para haver solucao para o DDP, deve-se observar
propriedades geométricas de subespacos conhecidos. Da mesma forma que o DDP,
vérios problemas relacionados com o Problema de Rejeicao de Disturbios, entre eles
o DDPS e o DDPKM (que sera estudado mais adiante) podem ser estudados através

de subespacos.

2.1.1 Existéncia de Solugoes para o DDP

O material desta secao permite rever os mecanismos geométricos basicos. Seja

o sistema linear multivaridvel invariante no tempo descrito por:

o] 0 = Aw(t) + Bu(t) + Ed(t) , a(to) =0 (2.2)
2(t) = Dz(t) , 20

onde z € R™ & o vetor das variaveis de estado, u(t) € R™ & o vetor das entradas
de controle, d € R? ¢ o vetor das entradas dos disturbios e z(t) € R? é o vetor
das saidas a serem controladas. As matrizes B, E' e D possuem posto completo. O
objetivo é encontrar uma realimentacao de estados u(t) = Fz(t), tal que a funcao de
transferéncia de distirbio d(t) para a saida controlada z(t) seja igual a zero. Assim,

usando a lei de controle u(t) = Fz(t), o sistema em malha fechada torna-se:

sd W) =(A+BFz(t)+ Ed(t) , (t) =0 (2.3)
2(t) = Da(t) , 120

Levando em conta que z(0) = 0, as equacoes 2.3 podem ser resolvidas por:
t
2(t) = / DeATBRT) Ba(r)dr (2.4)
0

Para o DDP ter solucao basta a equagao anterior ser igual a zero para qualquer
valor de d(t). Isso também pode ser representado pela seguinte proposicao: para
qualquer derivada 2™, n = 1,2, 3, ..., o termo que contém d(t) deve ser nulo. Assim,

temos para a primeira derivada de z(t):
2(t) = D(A+ BF)x(t) + DEd(t) (2.5)
onde deve-se ter DE = 0. Paran > 2:
2M(t) = D(A + BF)"z(t) + D(A+ BF)" Y Ed(t) (2.6)
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Isso resulta em:

DE =0
D(A+ BF)E =0
D(A+ BF)?E =0

| D(A+BF)"'E=0

(2.7)

De acordo com o teorema de Cayley-Hamilton apenas as primeiras n identida-

des sao necessarias. Assim, podemos escrever:

ECK
(A+ BF)ECK
(A+ BF)2ECK (2.8)

| (A+BF)"'ECK

onde & = Im(FE) e K = ker(D). Estas equagoes equivalem a:
E+(A+BF)E+...+(A+BFR)"ECK (2.9)

em que o sinal de mais indica a soma de subespagos. Sendo uma transformagcao
linear M : R® — R"™ e ¥V C R™ um subespaco, o subespaco V + MV + ...+ M1V

¢ comumente denotado por (M|V). Assim, temos que:
(A+ BF|E) C K (2.10)
Temos entao enunciado o seguinte teorema:

Teorema 2.1.1. O Problema de Rejei¢ao de Distirbios (DDP) tem solugdo se e

somente se for possivel encontrar uma matriz de estados F(m x n) tal que:
D(sI —A—BF)'E=0 Vs (2.11)
ou equivalentemente:

(A+BF|E) =&+ (A+BF)+ (A+BF)?E+...+(A+BF)" ' CK (2.12)

Agora, faremos uma revisdo sobre o conceito de subespagos (A,B)-invariantes,

indispensaveis a continuacao dos estudos cléssicos referentes do DDP.
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Definicao 2.1.1. Consideremos o par (A,B) relativo ao sistema 2.1. Um subespago

VY CR" é (A,B)-invariante se AY CV + B, onde B é a imagem de B.

Pode-se demonstrar que um dado subespago V é (A,B)-invariante se e somente
se houver uma matriz F' € R™*" tal que (A + BF)V C V. O subespago (A,B)-
invariante de dimensao maxima entre todos os contidos no espaco nulo a direita de

D, aqui denotado por IC, é:
V* =Subespaco maximal tnico (A,B)-invariante contido em K.

O subespago V := (A+ BF|E) =€+ (A+ BF)é+...+ (A+BF)" 1 é (AB)-
invariante, pois é facil demonstrar que (A + BF)Y C V. De acordo com a equagio
2.12, a solu¢ao do DDP depende de (A + BF|E) estar contido em K e além disso
ser um subespago (A,B)-invariante. Como visto anteriormente, o maior subespagco

com estas caracteristicas é V*.

O Teorema a seguir mostra as condigcoes de existéncia para a resolucao do

Problema de Rejeicao de Distirbios em funcao de V*.

Teorema 2.1.2. [58] O Problema de Rejeicao de Distirbios (DDP) tem solugdo, ou
seja, existe uma matriz de realimentacao de estados F(m xn) tal que (A+ BF|E) C

K se e somente se £ C V*.

Assim, pode-se descrever geometricamente as condig¢oes de existéncia de solu-

coes para o DDP a partir do esquema 2.2 abaixo.

Figura 2.2: Representacao dos Subespagos envolvidos na solucao do DDP

Dito isso, encontrar a solucao para o Problema da Rejeicao de Disttrbios

através do enfoque geomeétrico implica inicialmente em encontrar o subespaco V*.
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H4 na literatura vérios algoritmos que permitem calcular V*, como por exemplo em

[58], onde foi desenvolvido um algoritmo bem simples, como pode ser visto a seguir.

Vo =K
Vl = Vo N A_l(B + VO)

(2.13)
Vi+1 = Vl N Ail(B + Vl)

V,=V* ,ondev=dimK

\

Para facilitar a visualizacao, seguiremos com o exemplo:

Exemplo 2.1.1. Seja o sistema descrito por:

0O 1 0 0 0 0
0 -3 1 0 0 1
z(t) = x(t) + u(t) + d(t)
0o 0 -2 1 0 0
0o 0 0 -1 1 0
zt)=|11 0 0 0|z
Usando o algoritmo para calcular V*, temos:
)
000
1 00
Vo =K =
010
0 01
. / ( A
0 0
0 0
Vl = V() N A_l(B + Vo) =
10
0 1
\ J
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Vz = Vl N A_I(B—F Vl) =

= o O O

Vs=VanatB+vy) = {0} =V

Obviamente o DDP nao terd solucao. Vejamos agora o que aconteceria caso a

matriz B passasse a ser:

_ o O

Entao teremos:

Vo = ker(D) =K
V= V() N Ail(B + Vo) = V()

Como V; =V, temos que:

000
1 00
V=V, =V =
010
0 01
\ J

Como £ C V*, o DDP tem solu¢ao. Para acharmos a matriz de realimentagao
F, deve-se fazer F' = [ fi fo f3 fa ] e impoe-se a condi¢io (A + BF)V* C
V*. Apds algum trabalho, encontraremos fo = —1, f3 = f, = 0. Assim, F =

fi =1 0 0 ], onde f € arbitrdrio.
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Exemplo 2.1.2. Considere o péndulo duplo invertido na figura 2.3 abaizo:

¥

02

&

.

Figura 2.3: Péndulo duplo invertido.

—>

As entradas uy e us sao torques sobre seus respectivos pivds. Os estados sao

0s dngulos 01 e 0y e as suas respectivas derivadas. As saidas medidas sao 0, e 05. O

objetivo de controle é manter o péndulo duplo invertido na posicao vertical através

de uma ler de controle apropriada. O péndulo invertido pode ser descrito por:

0,0
9,8
0,0

—9,8

1,0
0,0

1,0
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0

0,0
-9,8
0,0
29,4

0,0
1,0

0,0 |
0,0
1,0
0,0

0,0
0,0

Usando o algoritmo 2.13 para calcular V*, obtem-se:

(

17
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Vi=V N A_l(B + Vo) =V N A_IVO = = {0} = V*.

o o = O
= o O O
o o O

o = O O

Neste caso o DDP nao terd solucao.

Ao observar os exemplos ja mostrados, percebe-se que a obtencao da matriz de
realimentacao F' pode ser muito trabalhosa. Um método sisteméatico para calcular
uma matriz I’ ou uma familia de matrizes F' utilizando o subespaco V* que soluciona

o DDP ¢ dado a seguir.

Teorema 2.1.3. Dadas uma base V para V* (n x v) e uma matriz W (n xn —v)

de tal forma que [ VW | € nao-singular, defina a transformacao de similaridade

Q=[v W]

tal que

Entao o conjunto de solucoes para o DDP, ou seja, a familia de matrizes F

que solucionam o problema € dada por:

{F(m x n)|A3(F) = 0}.

Usando esta metodologia, é possivel calcular uma solucao para o DDP, exclu-
sivamente a partir das matrizes A, B, D e E da malha aberta. O exemplo 2.1.3

ilustra este método.
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Exemplo 2.1.3. Seja o sistema descrito por:

10 1 0 0 10 00

01 0 0 0 01 00
it)=100 -1 0 0|z@®)+]|0 0|u®)+|1 0|d?

00 0 -1 0 00 01

00 0 0 —1 00 00

01 0 0 0
2(t) = 2(t)

10 0 0 0

Utilizando o algoritmo 2.13 para calcular V*, obtém-se:

( )

=
|
S
|
o o ~ o o

S = O O O
- o o o O

\

Vi=Vy=V"

Como & C V*, o DDP tem solugao e portanto uma matriz Q como definida

anteriormente pode ser igual a:

(00 0[1 0]
00 0[01
Q=[V W]l=|100/00
01 0[00
(00 1[0 0

Supondo
Fi Fia Fi3 Fiy Fis

F21 F22 F23 F24 F25

F=

a matriz As(F) serd igual a:

1+ Fs Fiy Fis
Fys Fyy  Fys

As(F) =

o que fornecerd a sequinte familia de F' que soluciona o DDP:
Fiu. Fis, =1 0 0
FQl F22 0 0O

F=
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2.2 Enfoque Estrutural

Uma contribuicao para a resolucao do problema foi dada por DEL NERO GO-
MES E BHATTACHARYYA (1981) [17]: a resolucdo do Problema de Rejeigdo de Dis-
tarbios seguindo um enfoque estrutural. Segundo esta visao, através de diagramas
em blocos os subespacos relacionados com a solucao do DDP sao explicados de
uma maneira bem simples. Com isso, foi criado um método de resolucao do DDP
sem a necessidade de calcular qualquer subespaco. A visao estrutural do DDP foi

desenvolvida a partir do sistema a seguir, ja descrito anteriormente:

=
=
~—
[
NN
S
=
+
S~/
S
=
+
&
=
=
=
~
N
[
=}

s’ (2.14)

O Problema de Rejeigao de Disttrbios, de acordo com [17], teré solucao se e
somente se for possivel representar o sistema de acordo com o diagrama em blocos
exposto na figura 2.2 abaixo, em que a saida z;(¢) do sistema S; tem o mesmo

tamanho da entrada u(t):

Figura 2.4: Diagrama de blocos esquematico para a solugao do DDP.

E imediato perceber, olhando para o diagrama, que u(t) = —z(t) é uma

possivel solu¢do para o problema. Sendo z;(t) o estado do subsistema S; temos:

=

1(t) = Apzi(t) + Ajpaa(t) + Byu(t) + Erd(t)
21(t) = Dix(t)
To(t) = Agaxa(t) + Bap(t) = Agewa(t) + Balu(t) + 21(t)]
z(t) = Daxa(t)

(2.15)
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Colocando essas equacoes dinamicas sob a forma matricial temos:

. AH A12 Bl El
(t) = x(t) + u(t) + d(t)

ByDy Ay By 0 (2.16)
= 0 D |

Uma possivel realimentacao de estados que soluciona o DDP, usando a lei de

controle u = Fx(t), sera:

F:[_Dl 0]. (2.17)

A forma canonica exibida acima e o diagrama de blocos equivalente indicam a
existéncia de solucoes para o DDP. Assim, para qualquer sistema, é possivel afirmar
que o DDP tem solucgao se e s6 se for possivel realizar uma mudanca de bases x = Q&

que coloque as matrizes do sistema na forma 2.16:

Teorema 2.2.1. [17] O Problema de Rejei¢ao de Distirbios (DDP) tem solugao
para um sistema de matrizes (A, B, D, E) se e somente se ezistir um nimero real

v, q <v<n—peuma base de estados na qual as matrizes (/AL B, 15, E} do sistema

satisfazem:
[ Ay | Ay | B E
z(t) = AH A12 z(t) + Al u(t) + !
i Agy | Ago | By 0 (2.18)
z(t) = 0 ﬁz

onde A11 év Xy, Ajg évX(n—r), etc e Ay = By Dy, para alguma matriz Dy m X v.

Isto significa uma nova condi¢ao para a resolucdo do DDP. Assim, para que
E C V*, é necessario e suficiente encontrar uma base no espaco de estados na qual as
matrizes que compoem o sistema tenham a estrutura de 2.18. Em outras palavras,
deve-se procurar () n X n inversivel tal que a mudanca de bases dada por z = Qz

coloque as matrizes no formato de 2.18.

Agora vejamos um exemplo:
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Exemplo 2.2.1. Repetindo o Exemplo 2.1.1

-O

0
#(t) =

0

_O
=1

Uma mudanca de bases a partir de:

o O = O

Colocard as matrizes na forma:

-3 1 01]0

0 -2 110
i(t) =

0 0 —1/0

1 0 00
2(t) = 0 0 01

o = O O
- o O O

- o O =

o o o =

= O

o O

que exibe o formato de 2.18, para v =3 e D, = [ 1 00 }

2.3 Conclusao

Foi feita uma breve revisao das condicoes de existéncia de solugao para o DDP
usando para isso dois enfoques existentes: o geométrico, que depende do céalculo de
um subespaco, e o estrutural, que trabalha com as matrizes que descrevem o sis-
tema, que ja facilita bastante o entendimento e a determinacao de solucao para este
problema sem ter que fazer uso da Teoria da Invaridncia. Esta segunda implemen-

tacao serd aproveitada, como veremos em um capitulo posterior, na implementacao

de um algoritmo capaz de determinar se o DDP tem ou nao solucao.
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Capitulo 3

Rejeicao de Distirbios com

Realimentacao Estatica de Saida

A seguir far-se-4 uma breve descricdo do que foi estudado sobre um outro
Problema de Rejeicao de Distirbios, o Problema de Rejeicao de Distirbios com
Realimentacao Estatica de Saida (DDPKM). Da mesma forma que para o DDP, as
condicoes necessarias e suficientes para soluciona-lo, através dos enfoques geométrico

e estrutural, serao revistas.

Diferentemente do DDP pouca atencao foi dada ao Problema de Rejeicao de
Disturbios com Realimentagao Estética de Saida (DDPKM). Até bem pouco tempo,
este problema sé fora investigado sob o enfoque geométrico, onde as condicoes de
existéncia se baseiam em um subespaco cuja existéncia ¢ bastante dificil de se ve-
rificar. Recentemente, condicoes de existéncia sob o enfoque freqiiencial também
foram encontradas. O DDPKM, assim como o DDP, também tem uma formulacao

bastante simples. Seja o sistema multivaridvel linear e invariante no tempo:

t(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ed(t) , x(t)) =0
s34 y(t) = Calt) 120 (3.1)
z(t) = Dx(t)

onde z € R™ & o vetor das variaveis de estado, u(t) € R™ é o vetor das entradas
de controle, d(t) € RY é o vetor das entradas dos disttrbios, y(t) € R' é o vetor
das saidas a serem medidas e z(t) € RP é o vetor das saidas a serem controladas.

Supoe-se que as matrizes B e E tenham posto de coluna completo e as matrizes
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C e D tenham posto de linha completo. O sistema linear multivariavel pode ser

representado através da figura 3 a seguir.

ut) . ()
d&.. S I—](

Figura 3.1: Sistema estudado.

O objetivo do DDPKM é encontrar uma lei de controle u(t) = Ky(t) que
faga com que a func¢do de transferéncia que relaciona o distirbio d(¢) com a saida

controlada z(t) seja nula. Podemos representar o sistema em malha fechada pela

figura 3.2.

Figura 3.2: Sistema em malha fechada.

A seguir, revisaremos as condigoes de existéncia para a solu¢cao do DDPKM

segundo dois enfoques ja apresentados na literatura: o geométrico e o estrutural.

3.1 Enfoque Geométrico

As condigoes geométricas para a resolucao do DDPKM se baseiam na exis-
téncia de um subespaco que possua certas propriedades [26] [47]. Em CHEN [11]
foram propostas condi¢oes necessarias e suficientes a solucao do DDPKM em sis-
temas inversiveis a esquerda (sistemas cuja fungdo de transferéncia que relaciona a
entrada u(t) com a saida controlada z(t) é inversivel & esquerda). Neste método, o

sistema é inicialmente posto numa base de coordenadas especial em que o DDPKM
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tem solucao se e somente uma submatriz especifica é nula. Em DOREA E MILANI
(2003)[23] os resultados propostos pelo método descrito antes [11] sdo estendidos a
duas classes importantes de sistemas, com uma caracterizacao bem completa das

solucoes e a parametrizacao de todas as matrizes de realimentacao do sistema.

Para o DDPKM, além do conceito de subespago (A,B)-invariante ja visto para
o DDP no capitulo 2 é necessario ter em mente o conceito de subespago (C,A)-

invariante. Consideremos entao as defini¢oes 3.1.1 e 3.1.2 seguintes:

Defini¢ao 3.1.1. /58], [2] Considere o par (A,B) relativo ao sistema 3.1. Um
subespago V C R™ é (A,B)-invariante se AY C V + B.

Mostra-se que V é um subespago (A,B)-invariante se e somente se existir uma
matriz F' € R™¥! tal que (A + BF)Y C V. Também pode-se observar a existéncia

de um subespago de dimensao méaxima entre todos os contidos no subespaco .

V* = Subespago maximal tnico (A,B)-invariante contido em K.

Definicao 3.1.2. [58], [2] Considere o par (C,A) relativo ao sistema 3.1. Um
subespago S € R™ € (C,A)-invariante se A(SNC) C S.

Mostra-se que o subespago S é (C,A)-invariante se e somente se existir uma
matriz G € R™! tal que (A + GC)S C S. O conjunto de todos os subespagos
(C,A)-invariantes que contém &£, que é a imagem da matriz E, possui um elemento

de dimensao minima.
S. = Subespago de dimensao minima (C,A)-invariante que contém &.
O teorema a seguir enumera as condicoes de existéncia para o DDPKM segundo

o enfoque geométrico:

Teorema 3.1.1. [26], [47] O Problema de Rejei¢ao de Distirbios com Realimenta-
¢ao Fstdtica de Saida (DDPKM) tem solucao se e somente se existir um subespago

V, (A,B) e (C,A)-invariantes, tal que € CV C K.

Em outras palavras, podemos afirmar que o DDPKM tem solugao se e somente
se existir um subespaco V e uma matriz K € R(™<) tais que £ C V C K e (A +
BKC)Y C V.
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Este teorema descreve as condicOes necessarias e suficientes a existéncia de
solugoes para o DDPKM a partir da obtencao de um subespago que goza de certas
propriedades. Porém nao é apresentado um método construtivo deste subespaco,
pois é extremamente complicado de ser obtido no caso geral, a nao ser em casos par-
ticulares, em que pode-se concluir a existéncia do subespaco, obter a caracterizacao
das solugoes bem como parametrizar todas as matrizes de realimentacao de saida

correspondentes.

Pode-se representar as condicoes de existéncia de solucao para o DDPKM sob

o enfoque geométrico através de conjuntos conforme a figura 3.3 a seguir.

Figura 3.3: Representacao dos Subespacos envolvidos na solu¢gao do DDPKM

Fazendo uma comparacao com a estrutura das condicoes de existéncia para
solucao do DDP, nota-se que o DDPKM nada mais é do que um subconjunto das

solucoes do DDP.

Figura 3.4: Representacao dos Subespacos envolvidos na solucao do DDP
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Em DOREA E MILANI (2003) |23] foram apresentadas condigdes necessarias
e suficientes & solucao do DDPKM para duas classes de sistemas: sistemas que
satisfazem B N V* C S, e sistemas que satisfazem V* C C + S,. A seguir veremos

detalhes destas condicoes.

3.1.1 Solucao para sistemas que satisfazem BN V* C S,

Seja o seguinte sistema em estudo:

Sq y(t) =Cx(t) , t>0 (3.2)

E supondo que este sistema satisfaz a seguinte condigao:

BNy cS, ,onde B=Im(B) (3.3)

Sistemas cujas matrizes de transferéncia sao inversiveis a esquerda, propriedade
esta que possibilita reconstruir a entrada u(t) a partir da saida y(t), formam uma
categoria importante de sistemas que satisfaz a suposicao anterior. Estes sistemas
inversiveis a esquerda satisfazem a seguinte condicdo: BNV* =0 [2]. O DDPKM é
estudado unicamente para este sistema em CHEN (1997) [11]. Observemos o seguinte

conjunto de subespacos:
J(A,B;K;S,) 2 {V:VEI(AB;K) e V'DOS8} , (3.4)

onde Z(A, B; K) representa o conjunto de subespago (A,B)-invariantes contidos em
IC. A partir do teorema a seguir, podemos perceber que para o DDPKM ter solucao,

necessariamente o conjunto J (A, B; K;S,) nao pode ser vazio.

Lema 3.1.1. /23] Se BN V* C S., entio J(A, B;K;S.) possui um elemento de

dimensdo minima.
V. =minV € J(A, B;K;S,) (3.5)

A partir destes resultados preliminares é possivel deduzir as condigoes de exis-

téncia de solugoes para o DDPKM para esta classe de sistemas.
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Teorema 3.1.2. [23] Para sistemas em que BNV* C S,, o Problema de Rejeicao
de Distirbios com Realimentacdo Estdtica de Saida (DDPKM) tem solugdo se e

somente se V, € um subespaco (C,A)-invariante.

As condicoes geometricas estabelecidas através deste teorema independem de
qualquer base escolhida para representar os espacos de estado, entrada e saida do
sistema. Agora serao vistas as condicoes de existéncia para outra familia importante

de sistemas.

3.1.2 Sistemas que satisfazem V* C C + S,

Novamente colocaremos o sistema ja conhecido:
i(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ed(t) , x(ty) =0
S9 y(t) = Cux(t) , >0 (3.6)

Desta vez suporemos que o sistema obedece a seguinte condi¢ao:
V*CC+S. (3.7)

onde C = ker C , ou seja, o espago nulo & direita da matriz C'. Os sistemas cujas
matrizes de transferéncia sao inversiveis a direita sao uma categoria importante de
sistemas que obedecem a esta condigdo. Caracterizam-se pela condicdo 2| C+ S, =

R™. Observe agora a seguinte familia de subespacos:
J(C, AEV)E{S:ScI(C,AE) e SOV} (3.8)

onde Z(C, A; £) representa o conjunto de subespaco (C,A)-invariantes que contém
E. O resultado a seguir mostra que uma condi¢ao necessaria para que o DDPKM

tenha solugao é o conjunto J(C, A; E;V*) nao ser vazio.

Lema 3.1.2. Se V* C C+S,, entio J(C, A; E;V*) possui um elemento de dimensao

mdrima.

S§"= maxS e J(C,A;E;V) (3.9)

A partir desse resultado pode-se afirmar as condig¢oes necessarias e suficientes

para a existéncia de solucao do DDPKM para esta familia de sistemas.
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Teorema 3.1.3. [23] Para sistemas para os quais V* C C + S, o Problema de
Rejei¢ao de Distirbios com Realimentac¢ao de Saida (DDPKM) tem solugdo se e

somente se 8* é um subespaco (A,B)-invariante.

3.1.3 Parametrizacao de solucoes

Se uma das condi¢oes expostas acima, BN V* C S, ou V* C D + §,, for
verificada, serd possivel determinar mudancas de base ortogonais tais que o sistema

possa ser representado pelas seguintes matrizes:

A, A | By B E
= 11 A  B= 11 B2 CE= 1
i Ao Ago | By 0 0
O Ci1 Cis (3.10)
0 Cx
D = 0 DQ

Onde Bs; possui posto de coluna completo, C1; tem posto de linha completo

e: o
I
V,=1Im (se BNV, CS,) (3.11)
0
Ou: o
1
S*=1Im (se V*CC+S,) (3.12)
0

Lembrando que I equivale a matriz identidade e 0 representa a matriz nula,
ambos com suas devidas dimensoes. Observa-se também que as estruturas das ma-
trizes D e E sao obtidas pressupondo que a condi¢ao de existéncia para o Problema

de Rejeicao de Disturbios DE = 0 é satisfeita.

Agora veremos uma proposicao que representa uma condicao necessaria a exis-
téncia de solucao para o DDPKM, levando em conta somente o caso BN V* C S,.

Por dualidade, podemos encontrar os mesmos resultados para o outro caso.

Assim, a representagao acima reflete as seguintes decomposicoes dos espagcos

de estado, entrada e saida medida:
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X=X A4,
U=U dU,
Y=Y1®V:

em que X1 = V,, By = BNV = BNV, BU = B, DX = Y, DoX = s,
kerD2:D+V*.

Proposigao 3.1.1. [23] Para sistemas em que BNV* C S,, 0 DDPKM tem solugao

se e somente se existe uma matriz K1 tal que:

Ag1 + Bo1 K11C1p =0 (3.13)

Assim, o conjunto de todas as matrizes de realimentacao estatica de saida que

resolvem o DDPKM é dado por:

Kn K
K=| " 7" (3.14)
K21 K22

Em que Ky, é dada pela solugao do sistema de equacoes descrito anteriormente,

enquanto que as matrizes Ko, Ko e Koy possuem valores livres.

Esta parametrizacao explicita os graus de liberdade da matriz de realimentacao
de saida K, o que pode fazé-la ser usada em outras estratégias de controle além da

Rejeicao de Distarbios.

Uma dessas estratégias é estabilizar do sistema em malha fechada. Com a pa-
rametrizacao acima, percebe-se que o problema passa ao problema de realimentacao

estatica dos trios (All —+ Bll Kll 011 s Blg y Cll) € (A22 —+ Bgl Kll 012 s Bgl s 022).

3.2 Enfoque Estrutural

Até agora os resultados obtidos passam necessariamente pela Teoria da Invari-
ancia, em que para 0 DDPKM ter solucao devemos encontrar um subespago (A,B) e
(C,A)-invariante. O calculo destes subespagos, como ja mencionado, é extremamente

complicado e nao h& um procedimento formal para sua obtencao.

Estes fatos animam a obter, da mesma forma que a realizada para o DDP, uma

maneira de solucionar o DDPKM se valendo das matrizes no modelo do sistema.
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Em MATOS (2004) |[41] houve uma importante contribui¢ao neste sentido. A seguir,
serao vistas as condicOes necessarias e suficientes 14 desenvolvidas para encontrar
a solucao do DDPKM usando o enfoque estrutural. Seja o sistema ja descrito e

estudado na figura 3.1.

O objetivo aqui é encontrar uma matriz de realimentacao de saidas K tal que
a lei de controle u(t) = Ky(t) rejeite os distiurbios da saida controlada z(t). Por
analogia ao diagrama encontrado para o DDP, o DDPKM tera solucao se e somente
se for possivel representar seu diagrama de blocos conforme a figura 5.1 abaixo, onde

M é um ganho estético.

Y

yi(t) @_> vt
u(t) u(t)

v(t) p(t)

dit) — s,

— Z(t)

<
w

Figura 3.5: Representacao dos Subsistemas envolvidos na solugao do DDPKM

Da mesma forma que para o DDP, é possivel escrever as equacoes dinamicas

deste sistema. Seja entao x; o estado do subsistema S;, o resultado é:

1(t) = Anzi(t) + Apza(t) + Byu(t) + Erd(t)
yi(t) = Cran(t)

(t) = My, (t) = MCyz,(t) = Dya:(t)

o(t) = Agoxo(t) + Bo[v(t) 4+ u(t)] = Agwa(t) + Bou(t) + BoMCyzy(t)  (3.15)
Y2(t) = Caxa(1)

y(t) = y1(t) + y2(t) = Cra(t) + Coza(t)

z(t) = 29(t) = Daxa(t)

<

-
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Passando essas equacoes a forma matricial temos:

Ay Aqo B, Ey
z(t) = x(t) + u(t) + d(t)
BoMCy Ag By 0
) 1. (3.16)
y(t) = 4 Cy x(t)
2(t) = 0 D,

Essa forma canonica estd associada as condigoes de solucao para o DDPKM.
Equacoes sob a forma acima se caracterizam por por¢oes nulas nas matrizes D e
E e pela parte inferior & esquerda da matriz A ser multipla ao mesmo tempo das
submatrizes By e C';. Uma matriz de realimentacao estatica de saida K que soluciona

o DDPKM usando a lei de controle u(t) = Ky(t) é dada por:
K:[_M 0} (3.17)
Assim, pode-se apresentar o seguinte teorema:

Teorema 3.2.1. [/1] O Problema de Rejei¢ao de Distirbios com Realimentagao
FEstdtica de Saida (DDPKM) tem solugao para um sistema descrito pelas matrizes
(A,B,C, D, E) se e somente se existe um numero real v, ¢ < v < v—p, uma matriz
real M(m X p) e uma base do espaco de estados na qual as matrizes <A,B,é,f),§)

do sistema satisfazem:

(3.18)

onde Ajy év X v, Ajg év X (n—v) ete, e Ayy = BoMCY.

Uma contribuicao deste teorema é uma visao estrutural nova para o DDPKM,

anteriormente resolvido apenas com a ferramenta da Teoria da Invariancia.

32



Exemplo 3.2.1. [/1/Considere o sequinte exemplo:

-2 1 -1 0 0 -2 -1 -1 0
-2 -1 -1 -1 -1 -1 0 -3 2
A= 6 -1 5 -1 0 B = 1 0 E = 4 =2
6 -2 5 —1 1 3 1 5 —2
2 4 1 2 0 1 0 2 -2

D= 0o 1 -1 1 1

Fazendo a sequinte transformacao de similaridade & = Qx, onde:

1 0111
3 200 1
Q= 4 -2 010
5 =200 0
2 2200 0
Teremos:
567 —5.33| 1.33 267 —0.67 0.67 0.33
567 —6.33| 033 1.17 —3.67 017  0.33
A= 033 —067|-333 —567 —433| B=1| —067 —033| E=
067 —1.33| 133 267 0.33 ~1.33 —0.67
033 067| 133 267 233 0.67 0.33
4 -9 0 1 0
C=| -8 4 0 0 1
1 0 1 9 3
D= 0 0 0 —1 1

Algumas das possiveis matrizes K que solucionam o DDPKM a partir da equa-
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cao Agl + égf(él =0 sao:

. 05 0 2 . -0.5 =05 2
K K.
0 01 -2 -1 -1

3.3 Conclusao

Foram revisadas as as condi¢oes necessarias e suficientes & obtenc¢ao de solucao
do DDPKM sob os pontos de vista geométrico e estrutural. No enfoque geométrico,
a solubilidade do DDPKM baseia-se na obten¢ao de um subespago (A,B) e (C,A)-
invariante extremamente dificil de ser verificado, a menos em casos particulares. Ja
no enfoque estrutural, o DDPKM tem solugao se o sistema puder ser caracterizado

pela forma da equacao 3.18, o que facilita bastante os célculos.

No capitulo 5 veremos um algoritmo que permite, baseado nestes resultados

estruturais, indicar se o DDPKM tem ou nao solucao para um dado sistema.
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Capitulo 4

Algoritmo matricial para o DDP

4.1 Introducao

Os estudos relativos ao DDP sob o ponto de vista estrutural oferecem condicoes
necessarias e suficientes para a existéncia de solucoes, necessitando para isso apenas
das matrizes que caracterizam o sistema. Este fato, além de seu interesse tedrico,
facilita bastante os calculos, pois possibilita a criacao de um algoritmo que responde
eficientemente se o Problema de Rejeicao de Distirbios tem ou nao solucao. Esse
algoritmo foi desenvolvido por DEL NERO GOMES (1980) [16], se destina a fazer
inspecoes seqiienciais em porcoes das matrizes do sistema até se alcangar uma decisao

sobre a solubilidade do DDP.

Faremos uma breve revisao de alguns conceitos do capitulo 2. Seja o sistema

linear e invariante no tempo descrito por:

=
=
~—r
[
NN
8
=
_|_
S~
S
=
_|_
&
.
=
=
=~
N
[
e}

s’ (4.1)

onde z € R™ & o vetor das variaveis de estado, u(t) € R™ é o vetor das entradas
de controle, d(t) € R? é o vetor das entradas dos distturbios e z(t) € RP é o vetor
das saidas a serem controladas. As matrizes B, E' e D possuem posto completo. O
teorema a seguir assegura que os distirbios serao rejeitados para um dado sistema se
e somente se for possivel colocar o seu diagrama de blocos na forma vista na figura

2.2, repetida aqui por conveniéncia.
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Figura 4.1: Diagrama de blocos esquematico para a solucao do DDP.

Teorema 4.1.1. [17] O Problema de Rejei¢ao de Distirbios (DDP) tem solugao
para um sistema de matrizes (A, B, D, E) se e somente se existir um nimero real

v, q <v<n—peuma base de estados na qual as matrizes (A, B, ﬁ, E} do sistema

satisfazem:
[ A | Ay | B E
i(t) = A11 A12 o) + A1 u(t) + 1
| Az | Az | By 0 (4.2)
z(t) = 0| D,

onde A1y évxv, Ajg évX(n—r), etc e Ayy = By Dy, para alguma matriz Dy m X v.

Nesta forma As; é a porcao inferior esquerda da matriz A formada pelas n — v
ultimas linhas e v primeiras colunas e é um multiplo de By, que é a porc¢ao inferior
da matriz B formada por suas n — v ultimas linhas. A porcao inferior de E e as

primeiras colunas da matriz D devem ser nulas.

Resolver o DDP entdo seria procurar uma matriz inversivel Q) tal que Q *AQ,
Q7 'B, DQ e Q'E apresentem as propriedades explicitadas na equacao 4.2. O

corolario que serd mostrado a seguir especifica ainda mais estas propriedades.

Corolario 4.1.1. [16]/ O Problema de Rejei¢ao de Distirbios € solivel para um
sistema descrito pelas matrizes (A, B, D, E) se e somente se ezistir um nimero real

v, q <v<n-—peuma base do espaco de estados na qual as matrizes <A, B, ﬁ, E)

satisfazem o teorema 4.1.1 e ainda:

ﬁgz[o\fp] e By = 2" (4.3)
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Podemos afirmar desta forma que as matrizes D e E podem ser consideradas

iguais respectivamente a:

I

= r- q
D:[o‘[p} e E=|-% (4.4)
0
Assim, a matriz procurada () deve satisfazer as condigoes impostas pelo coro-
lario 4.1.1 e pela equacao 4.4. Mas se na base originalmente usada para descrever
o sistema as matrizes D e E ja apresentarem a forma de 4.4, é de se esperar que

() tenha uma estrutura bastante especial e camarada. Consideremos entao que o

sistema (A, B, D, E) se apresenta, na base original, como:

A A A B, I,
T(t) = | Ay Ag Aoy |z(t)+ | By |ult)+ | 0 |d()
4.5
_A31 Asy A33_ B3 0 (4.5)
= o o 1, |0

onde a submatriz Ay; tem dimensdo (¢ X q), Asa(n —q—p X n—q—p), Ass(p X p),

Bi(g x m) e assim por diante.

Esta hipotese é sustentada pelo corolario 4.1.1: se nao for possivel encontrar
uma base inicial em que as matrizes do sistema gozem desse formato, o DDP nao
tem solucao. Supondo entdao que o sistema original é descrito por 4.5, é de facil

constatacao que a matriz () procurada possui a forma:

]q Q12 Q13
Q= 0 M Qo3 (4-6)
0O O I,

Como fica claro nas demonstragoes formais em [16], pode-se considerar as

submatrizes (12, Q13 € (Q23 nulas, fazendo com que a matriz () procurada tenha a

forma:
I, 0 0
Q=10 M 0 (4.7)
0 0 I,

Assim, conclui-se que para encontrar a matriz () basta simplesmente encontrar

uma matriz M(n—q—pxn—q—p) nao singular, ou seja, ao utilizar as equagoes 4.5
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podemos trabalhar apenas com o "miolo", sem perder as informacgoes proprias do
DDP. O problema pode entao ser formulado da seguinte maneira: dado um sistema
(A, B, D, E) na forma de 4.5, deseja-se saber se o0 DDP tem ou nao solu¢ao sem
calcular V*. Para que isso ocorra, devemos verificar se é possivel por o sistema
na forma 4.2 usando matrizes de transformacao () como em 4.7. Se for impossivel
achar tais matrizes, o DDP se torna impossivel de ser solucionado. O objetivo entao
¢ elaborar um algoritmo, ou seja, uma busca ordenada, um conjunto de regras que
seguidas diversas vezes concluem sobre a existéncia ou nao de uma solugao. Serao
apresentados mais trés resultados que também sao conseqiiéncias do corolério 4.1.1

e das equacoes 4.5.

Corolario 4.1.2. [16] Se ezistir uma matriz Di(m x n—p) tal que [ A3 Ass } =
B3 D, entao o Problema de Rejeicao de Disturbios tem solugcao usando u = [ —D; 0 } .

Teremos ainda V* = ker D.

Corolario 4.1.3. [16] Se nao existir uma matriz Dy(m x q) tal que A3y = BsD,

entdo o Problema de Rejeicao de Distirbios nao tem solugao, ou seja, € ¢ V*.

Corolario 4.1.4. [16] Se existir uma matriz Dy(m X q) tal que:

— D (4.8)

entao o Problema de Rejeicao de Disturbios tem solucao, usando u = [ -D; 0 ]

Teremos ainda que € serd (A,B)-invariante.

Para aplicar estes resultados, duas condigoes suficientes e uma necesséria, basta
fazer uma mera inspecao das equacoes 4.5. Isso permite, para alguns casos, uma

verificacao praticamente imediata da solubilidade ou nao do DDP.

Exemplo 4.1.1. Seja o sistema descrito a sequir.

=31 1 00 0 1

0[-2 110 0 0
A= B = E =

0 0 =110 1 0

I/ 0 010 0 0
D = 0 0 0|1
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Pode-se observar, por meio de simples inspecao das matrizes, que o DDP nao

tem solucao pois VD1, BsD; = 0 # Az = 1. Porém, ao mudarmos a matriz B para

0
0

teremos que [A?;l A32} = [1 0 0} = B3Dq para D, = [1 0 0}. Pelo
coroldrio 4.1.2 o DDP tem solucao com F = [ 1 00 f4 } onde f4 pode assumir

qualquer valor.

Os corolarios acima tem aplicagao restrita. Desejamos um algoritmo geral
que, para qualquer sistema na forma 4.5 realize uma busca ordenada, um conjunto
seqiiencial de tarefas que leva a decisoes finais sobre a existéncia de solugoes para
o DDP. Para entender melhor o formalismo final do algoritmo apresentamos agora

um exemplo numérico detalhado.

Exemplo 4.1.2. [16] Seja o sistema descrito abaizo:

1{0 0010 0 1 1
110 1 0/{0 1 0 0
ct)=10[(1 0 1[0 |xz@®)+ |0 0 |ut)+|o0]|d?)
0/0 1 0/0 0 —1 0
| 0/0 1 00 | 0 0 _F_
zt)=10/0 0 01 |z(t)

As transformacoes de equivaléncia que preservam a particular forma das ma-

trizes D e E sao dadas por:

11010 11010
Q=1|0|M|0 e Q'=|0/P|0O
0ol o1 0lol1

onde M e P sdo matrizes (3 X 3) nao-singulares tais que PM = M P = I3.
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Estamos interessados em partes especificas das matrizes A= Q1AQ e B =
Q7 'B: a porcao inferior esquerda de fl, Ay (n — v X V) e a por¢ao inferior de é,

B, (n — v x m). Deseja-se encontrar wm valor de v tal que:

Ay = ByDy para alguma matriz D, (4.9)
Como jd fora visto no teorema 4.1.1, ¢ < v < n —p comegcemos por:

1. Primeiro Passo: v =n —p=4.
Ay (4) = LIQTTAQR* ; By(4) = LQ™'B

onde os operadores L; e R’ sio definidos da segquinte forma:

L; X = matriz composta pelas © ultimas linhas de X.

Y R/ = matriz composta pelas j primeiras colunas de'Y .

110
2121(4)=[0\0\1]A 0| M ;32(4):[0\0‘1]3
0|0

Desenvolvendo:
A21(4) =10 ma ma mzs] :'32(4) = [ 0 0}

onde 0s m;; sao os elementos da sequnda linha da matriz M.

Para a condicao 4.9 ser verdadeira devemos ter ma; = Moy = Moz = 0,
violando assim a hipdtese da nao-singularidade de M. Portanto, nao € possivel

chegar a forma 4.2 com a dimensao v = 4.
2. Sequndo Passo: v=n—p—1=3

12121(3) = L,Q 'AQR? ; 32(3) = L,Q™'B

1] 0
A 0| LiP|0 . 0| LP|1
An(3) = Al o| MR | ;B:(3) =
o] o |1 o] o |1
0| o
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Antes de continuar, percebe-se que:

A X X X . X X
A21 (3) = ; B2(3) =
0 TMo1 MM9o2 0 0
onde X pode assumir qualquer valor. Uma condicao necessdria para que 4.9 se
verifique e o processo continue € moy = Moy = 0. Esta restricao, juntamente

com o fato de que L1 PMR? = [ 00 ] nos conduz a conclusao de que L1 P =

[ 0 p32 O }, 0 que permite-nos escrever:

~ 0 mi1 +M31 M2 + M3g A 0 0
A (3) = ps2 1 B2(3) =
0 0 0 0 0
Desta forma, para que a condicdo 4.9 ser verificada, devemos ter my; +
mgy = Mg + mgz = 0 ou p3o = 0. Qualquer destas possibilidades afeta a

nao-singularidade de M e portanto nao hd novamente como chegar a forma

4.2 com v = 3.

3. Terceiro Passo: v=n—p—2=2

A5 (2) = LsQ ' AQR? ; By(2) = LsQ™'B

1] 0
A 0| LyP |0 . 0| LyP |1
An(2) = Al 0| MR | ;B:(2) =
0| 0 |1 0| 0 |1
0| o0

Ao usarmos ainda a restricao mo; = moy = 0 € fdcil notar que:

X X X X
A21(2) = 0 ps(my+ms) | 5 32(2) =10 0
0 0 0 O

onde novamente X pode assumir qualquer valor. Para que 4.9 valha e o pro-
cesso mais uma vez continue, € necessdario que mi; + msy, = 0. Esta restricao

T
e mais o fato de que LoPMR™' = [ 00 } nos leva a:

LoP — P21 P22 P21
0 ps2 O
Substituindo mais acima temos:
par 0 P21 —p21
An@)=1] 0 0| :B@2=1] 0 0
0 0 0 0
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Agora, neste terceiro passo, em que v = 2, a condi¢cao 4.9 € satisfeita

desde que:

. +1 06
D v

o)

em que y € 0 $a0 NUMeros reais quaisquer.

Logo, o DDP tem solucdo para este sistema e a matriz ) responsdvel pela

mudanca de bases que o poe na forma 4.2 pode ser obtida a partir de:

0 0 0
mi1  Miz M3

0 0 mos
—Mmi1 M3z 133

0 0 0

O

Il
o o o o =
_- o o o o

Embora o DDP tenha sido resolvido sem a necessidade de calcular V*, este pode
ser extraido de qualquer uma das matrizes (Q acima, usando as idéias mostradas no

teorema 4.1.1. Teriamos entao:

1 0
0 1
Vi=4 0 0
0 -1
0 0

\

valor idéntico ao obtido por qualquer outro método existente e que satisfaz a condi¢ao

Ve cCE&.

Embora haja neste exemplo alguns aspectos um tanto obscuros, ele sugere que
existe alguma maneira suave, natural e pouco forcada de encontrar um procedimento
sisteméatico. Um aspecto a mais do exemplo é que a equacao 4.7 oferece-nos a
possibilidade de trabalhar na dimensao reduzida n—q—p. Este exemplo é, em suma,
uma maneira de mostrar como nasceram os algoritmos que serao apresentados daqui

em diante.
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4.2 Algoritmo Matricial

Maiores detalhes, assim como demonstracoes finais para todos os resultados

podem ser encontrados em [16]. Seja o sistema descrito por:

Ay A A B, I,
(t) = | Ay Amm Ass x(t)+ | By |u(t)+ | 0 |dt)
4.10
i As; Asy Asg | B3 0 ( )
z2t)=1 0 o0 I, |z

Se aplicarmos a transformacao caracterizada em 4.7 as matrizes D e F nao se

alterarao, mas as matrizes A e B passardo a ser iguais a:

Ay Ao M Az By
A=| PAy PAwM PAy | B=| PB, (4.11)
Az AzM Asg Bs

onde P = M~! e as particoes apresentam as mesmas dimensoes das matrizes do

sistema descrito em 4.5. Considerando v = vy = n — p = dim {ker D} temos:

A

Axn (o) = [ Az

A

Az M ] By () = Bs (4.12)

A matriz M é nao-singular, portanto 12121 = 32151 se verifica neste passo se e
somente se [ Aqy Asy ] = DB3D; para alguma D;. Isto demonstra a validade do

corolério 4.1.2.

Agora para um passo genérico v =v; < n — p:

. L;PAy ‘ L;PAyy MR’ . L;,PBy
Agl(l/i) = ] [§] BQ(I/i) = |/ (413)
A31 ‘ A32MRJ B3

onde, como visto no exemplo 4.1.2, L; P sdo as 7 tltimas linhas da matriz P e MR’

sao as j primeiras colunas da matriz M.

A submatriz As; estd sempre inserida em Agl(VZ‘), assim uma condicao neces-
saria para o DDP ter solucao é existir uma matriz D; tal que A3y = BsD;. Esta
provado o corolario 4.1.3. J& o coroléario 4.1.4 é provado pelo simples fato de P ser

inversivel.
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Estes trés resultados, pela importancia e acessibilidade das informacoes, ja se-
riam suficientes para dar as equacoes 4.5 a categoria de forma especialmente talhada
para estudar o DDP. Neste ponto é conveniente fornecer uma maneira mais comoda
para representar a condicao 4.9 e todas as que lhe sao equivalentes. Com efeito,
dadas as matrizes A e B existiria uma matriz D tal que A = BD se e somente se
{A} C {B}, ou seja, o subespaco gerado pelas colunas de A esta contido no subes-
paco gerado pelas colunas de B. Outra notacao equivalente para esta inclusao seria
o uso de simbolo manuscrito para representar subespacos: A C B. A condicao 4.9

seria entao representada por:

{AQl} C {BQ} ou AQl C BQ (414)

Antes de formalizacao final do algoritmo, vamos fazer uma recapitulacao em

passos:

1. Primeiro passo: v =n —1p
Pergunta: {Az} C {B3}?

Se a resposta for negativa, entao o DDP nao tem solugao e o algoritmo
deve ser parado pois £ ¢ V*. Caso seja positiva, podemos passar a proxima

pergunta, que é:

Pergunta: { Ay A3y } C {Bs}?

Se a resposta for positiva devemos parar o algoritmo pois o0 DDP certa-
mente tem solucao e & C V* = ker D. Se a resposta for negativa, podemos
garantir apenas que V* # ker D.

2. Segundo passo: v=n—p—1

A visdo adquirida em exemplos como o 4.1.2 auxilia bastante. Sendo

n=n-—q-—p:

Pergunta: Existe M (7 x ) tal que {Az; M R"'} C {Bs}?

Se a resposta for nao, a tinica certeza é que dim V* <n —p—1 e vamos

entao a outras etapas do algoritmo. Mas se for positiva a resposta, é possivel
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que o DDP tenha solucao. Para garantir a solubilidade do problema, devemos

fazer outras perguntas. Sendo P a matriz inversa de M, ou seja, P = ML

Pergunta: {L1PAs} C {L1PBs}?

Caso a resposta seja negativa, devemos parar o algoritmo, pois é certo
que £ ¢ V* e portanto o DDP nao tem solugao. Mas se a resposta for positiva,

prosseguiremos com outra pergunta.

L P Ay | LiPAnMR™ L,PB,
C N
Ay | ApMR™ By

Pergunta:

Neste caso, a resposta sendo positiva faz com que dim V* =n—qg—p—1e
com isso pode-se dizer que o Problema de Rejeicao de Disttrbios seguramente

tem solucao. Se a resposta for nao, deve-se partir a outras iteracoes.

J& é possivel escrever um fluxograma completo para este algoritmo baseado

em manipulacoes das matrizes do sistema.

45



Nao

Y

eg V*

{As} < {Bs}
Sim
v Sim
{An} < {By}
Nao

A4

< V*#zkerD >

I\]~ _
© IM | {A,MR""} < {B,}

cecV¥=KerD

Y

Sim

y
(LPA,} < (LPBy | N »

Sim

* ; Sim
[LIPAH L ,PA22MR" ] [ ] @
A32MMR“ !

Ay

»<_dim V’l< <n-p-1

:

AM | {A,MR"’} c {B,}

lSim

v
.
(A} (B} e V*

(0 ]}Sm{[ A

A 4

dim V* <q

€

eEg V*

Nao

Figura 4.2: Fluxograma do algoritmo que determina se o DDP tem ou nao solugao
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Demonstracoes formais sobre a validade destes procedimentos, e de outros a

ele equivalentes, podem ser encontrados em [16].

4.3 Implementacao do Algoritmo Matricial para o

DDP

A implementacao do algoritmo matricial que determina se o Problema de Re-
jeicao de Disturbios tem ou nao solucao foi realizado no ambiente MATLAB e é
composto por quatro programas, a saber: wnicio, transformacao e algoritmo e tam-
bém pelas funcgoes arredonda e encontra_ M. Nas proximas subse¢oes cada um dos

programas sera abordado com mais detalhes.

O objetivo agora é implementar todo o algorimo proposto na secao anterior,
0 que possibilita dar uma posicao a respeito da solubilidade ou nao do DDP para
um dado sistema. O diagrama em blocos que ajuda a ter uma boa visao de seu

funcionamento é exibido na figura 4.3 a seguir.

Entradas: matrizes A, B, De E

|

INiCIO
DeE
v
TRANSFORMACAO
A, BeP Q AZH Azz: A}I’ A327 B2> B3, p,q, 0, BJ, dif
v | 3 | B
ARREDONDA » ALGORITMO - - ENCONTRA M
Anova M, verifica, D, dif -

Bnova, P

Figura 4.3: Diagrama Geral dos Programas do algoritmo matricial para o DDP
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4.3.1 Programa Inicio

Neste programa sao inseridos os valores das matrizes que descrevem o sistema
a ser estudado. De posse desses dados, ele realiza os célculos do niimero de linhas e
colunas de todas estas matrizes (valores esses que serao usados ao longo de toda a
implementagao do algoritmo matricial), gerando os valores das dimensées n, p, ¢, r
e o (que é igual a n =n — g — p) e por fim verifica se as matrizes D e E ja possuem
a forma encontrada na equacao 4.4, ou seja, D = [ 0 Ip } e B = [ Iqg 0 ]T.
Caso a resposta seja positiva, o programa ja vai diretamente a etapa de verificacao
da solubilidade do DDP. Se negativa, passa-se a uma busca de uma transformacao
inicial de bases dada por x = QZ, a fim de colocar D e E na forma requerida.
Sobre esta etapa, seréd feita uma descricao mais detalhada na proxima subsecao. O
diagrama em blocos desta primeira parte de verificacoes é apresentada pela figura

4.4 a seguir.

Entradas: matrizes A, B, De E

Calculo dos ntimeros de linhas e de colunas
das matrizes do sistema A, B, D e E.

Calculos das dimensoes:
n = numero de linhas da matriz A
p = numero de linhas da matriz D
q = numero de colunas da matriz E

r=n-p
o=n-q-p
. Sim
D=[0 L]J&E=[I, 0] Q=1
J Nao
TRANSFORMACAO ALGORITMO

Figura 4.4: Diagrama em Blocos do Programa Inicio
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4.3.2 Programa Transformagao

Como ja mencionado, este programa se incumbe de procurar uma mudanca
de bases preliminar, dada por x = Qz, que transforma as matrizes (A, B, D, E)
originais do sistema nas matrizes (A,E,ﬁ,E) onde D = DQ = [ 0 ‘ I, } e B =
Q'E = [Iq

encontrar uma tal matriz () indica a nao-existéncia de solucao para o DDP.

T -
0 } . E sempre bom ter em mente que a impossibilidade de se

Duas etapas compoem o programa. Na primeira delas busca-se uma transfor-
macao que altera apenas a matriz D; na segunda etapa o objetivo é uma transfor-
macao que muda F e que preserva as mudancas ja feitas anteriormente em D. A
composicao entre estas mudancas de base é o objetivo final do programa transfor-

mac¢ao.

Consideremos entao o problema associado & primeira etapa, aqui descrito em
seu contexto puramente algébrico: dadas as matrizes (A, B, D, E'), com as dimensoes
costumeiras e, com posto(D) = p, encontrar () n X n é inversivel tal que DQ = D=
[ 0 ‘ I, ] E facil perceber que, se uma dada @) tem esse comportamento, entio
D = DQ! = [ 0 ‘ I, ] Q7!, o que garante que as p ultimas linhas de Q! sao

formadas por D, ou seja

Ql=|— (4.15)
D

onde X (n —p x n) é qualquer, desde que suas n — p linhas e as p linhas de D sejam
linearmente independentes. Conclui-se imediatamente que o algoritmo de primeira

etapa é:

1. Escolher X (n —p x n) qualquer tal que

p=|" (4.16)
D

seja invertivel.

2. (Q = P~! ¢ a matriz procurada.

A segunda etapa é caracterizada pelo problema: dadas as matrizes (A, B, D, E),

com as dimensoes e hipoteses costumeiras, e onde D = [ 0 ‘ I, } , encontrar () n xn
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e inversivel tal que

A

DQ:D:[MQ} e O'E=FE-—|"“ (4.17)
0

A primeira das restrigoes 4.17 permite concluir que as p tltimas linhas da @

procurada sao [ 0 ‘ I, ] ou, em outras palavras,

Q _ Qll Q12 (418)
0| I,

onde Q11(n — p X n — p) é inversivel e Q12 é n — p X p. E imediato verificar que a
inversa de uma matriz com a estrutura exibida em 4.18 é dada por

—1 —1
Qu | —Qu Q2

(4.19)
0\ I,

Q=

onde as dimensoes das particoes sao as mesmas. A segunda das restricoes 4.17

permite escrever

Q1 | Q2 I,
0 I, 0

E=QE = (4.20)

Esta equacao 4.20 significa que as ¢ primeiras colunas de () devem ser com-
postas por E, e isto permite concluir que as p ultimas linhas de E devem ser ne-
cessariamente nulas para haver solugao para esta etapa (e para o DDP). Assim, o

algoritmo para a segunda etapa é:

1. E; £ n — p primeiras linhas de E, E, = p tltimas linhas de E.

2. Fy # 0 = DDP nao tem solugao

3. (Fy =0). Escolher Y(n—pxn—p—q) tal que Q11 = [ E, ‘ Y } seja inversivel.
4. Escolher Qq2(n — p X p) qualquer e montar a matriz procurada.

Q _ Qll QIQ (421)
0 | I,

O diagrama de blocos geral para o programa transformacao, envolvendo as

duas etapas, ¢ mostrado a seguir.
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Entradas: matrizes D e E

)

Sim

Escolha da matriz X tal que

vy ]

Q=W

A

Definicao das submatrizes
E, e E;

Escolha da submatriz Y tal
que Q, =[E, |Y]

A

Escolha da submatriz Q,,
tal que

QZ[QHQU]
0 I,

v

ALGORITMO

Figura 4.5: Diagrama em Blocos do Programa Transformacao
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4.3.3 Programa Algoritmo

De posse das matrizes A, B, D, E, onde D e E ja estao "prontas", este
programa implementa computacionalmente os passos do algoritmo matricial que

diagnostica a solubilidade ou nao do DDP.

A principal acdo deste programa é encontrar, ou nao, uma transformacao de
bases x(t) = Qz(t) que preserva o formato das matrizes D e E e faz com que
A e B passem a ter a forma de 5.10. Depois, estas passam por um processo de
arredondamento de cada um de seus elementos (através da subrotina arredonda,
que seréa explicada posteriormente) e depois pelo de decomposigdo em submatrizes

(A1, Aj2, Asz e ete) ja explicitadas nesta forma.

Para determinar se subespacgos gerados por porcoes da parte inferior esquerda
da matriz A estdo contidas nos subespacos gerados por porcoes inferiores da matriz

B, necessita-se do seguinte lema:

Lema 4.3.1. Dadas duas matrizes A e B, com o mesmo niimero de linhas, o subes-
paco gerado pelas colunas de A, {A} estd contido no subespago gerado pelas colunas

de B, {B} se e somente se:

p(B)=p ([ B A ]) (4.22)

onde p designa o posto da matriz.

O fato de este resultado utilizar o calculo de posto obriga as matrizes A e B
a passarem pela subrotina de arredondamento de cada um de seus elementos. No
processo de mudanca de bases, por incertezas nos calculo do MATLAB, podem ser
encontrados resultados que geram problemas na verificacao dos postos. Por exem-
plo, para o calculo de um novo elemento da matriz A, ao invés do resultado ser igual
a zero, foi-lhe atribuido o valor 1 x 10~7. Como este resultado possui relevancia ao
calculo do posto, ja que posto(1l x 1077) # posto(0), surgiu esta necessidade. Por
arbitragem, o numero de casas decimais permitidas pela subrotina de arredonda-
mento ficou igual a quatro, valor este que pode obviamente ser alterado em virtude

das magnitudes das grandezas envolvidas.

Apos essa etapa de preparacao das matrizes A e B, sao realizadas as primeiras

inspecoes nas porcoes destas matrizes, em que o valor de v é igual a n — p, testando
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as condicoes dos corolérios 4.1.2 e 4.1.3. Caso { [ Ay ‘ As ] } - { [ Bs } }7 o DDP
certamente tem solugdo. Caso contrario, se {As1} ¢ {Bs} certamente o DDP sera
insoltvel; se essa inclusdo vale mas ao mesmo tempo {As} ¢ {Bs}, passaremos
a verificar se h& alguma base no espaco de estados x = Q& que soluciona o DDP.
Para isso, como ja mencionado anteriormente, basta trabalhar com o "miolo" desta

matriz (). E é justamente esta a proposta da funcao encontra_ M.

Se a resposta for sim, a funcao encontra_ M retorna com o valor deste "miolo"
da matriz procurada () capaz de solucionar o DDP e, por conseguinte, o programa
informa que o DDP tem solucao e que a dimensao de V* =n —p — dif. Se ao final
da funcao nao foi possivel encontrar uma base de estados que solucione o DDP, o
programa algoritmo passa a realizar as tultimas verificacoes do algoritmo matricial

proposto, quando o valor da variavel o for igual a ¢, que sao:

posto [ B, ‘ Ay } = posto [ B, } e
B, | Ay B, (4.23)

posto = posto | ——
Bs | A3 Bs

Se a resposta para as duas perguntas for positiva o DDP tem solugao. Caso
contrario £ ¢ V* e o DDP nao tem solugao. O diagrama em blocos deste programa

pode ser observado através da figura 4.6 a seguir.
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Entradas: matrizes A, B, D, Ee Q

v

Célculos:

invQ = Q-1
Anova=1invQ .A.Q
Bnova=invQ . B
Dnova=D.Q
Enova=1invQ . E

Anova e Bnova

| !

Arredondamento das matrizes

Anova e Bnova ARREDONDA

f |

Aarred e Barred

A

Calculo das submatrizes A, A,,, A,
A215 AZZ’ A23’ ASI’ A327 A337 Bl’ BZ? B3

;

p[B.]=p[B, A,]
. Sim
p[B]=p[B. A, Al —@

A21’ A227 ASU A325 BZ)
B3) p9 q: 09 B_]a dlf
IM inversivel tal que v
L,PB, — LuP A, LdifPAzzl\/[RMif [Dl Dz ] < ENCONTRA_M
B, Ay A MR™
\ Néo M, verifica, D, dif
Nao
p[B.] = p[B, A.]
Sim

Sim B, |_ B, A, hda
S N T

Figura 4.6: Diagrama em Blocos do Programa Algoritmo
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4.3.3.1 Verificagao da Matriz M

Para verificar se existe ou nao uma matriz M, "miolo" da matriz de transfor-
macao de bases (), que é a resposta a seguinte equacao, quando ja constatado que

o valor de v é menor que n — p:

L,PAy | LPAnMER/ L:PB, [;
. — | | D
Ay | ApMR By

D, } (4.24)

Para isso, foi criada esta funcao cujo objetivo é fornecer uma possivel matriz
M, tendo como entradas as submatrizes Ay, A, Az1 Ass, By e Bs, as dimensoes
P, ¢, 0 =7 e m (neste caso representada pela varidvel Bj) e a variavel dif, que num
primeiro momento é igual a um. De posse de todas as entradas e da equacao 4.24

repetida acima, podemos decompo-la em quatro outras equacoes, que sao:

Asy = BsDy (4.25)
L;PAy = L;PByD; (4.26)
A MR = B;D, (4.27)
L;PAyy MR = L;PB,D, (4.28)

A equacao 4.25 certamente possui solucao, pois como ja visto no programa
algoritmo { Az} C {Bs}. O primeiro passo da fungao encontra_ M consiste portanto
em encontrar o conjunto de todas as solucoes desta equacao. Esta é solucionada da

seguinte forma:

As = BsD,
A31 - B3D1 - O (4 29)
]q
| An|-By ] |
Dy

Seja p3 o posto da matriz [ Asy ‘ — By ], entao vs ¢ a nulidade dessa matriz.

Seja entao Kers(q+m X v3) uma base para o espaco nulo de [ Asy | —Bs } . Deve-se
entao encontrar a matriz de parametros livres F3(vs X q) tal que:
Iq
K€T3F3 = (430)
B3
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onde, partindo do pressuposto que {As1} C {Bs}, esta matriz deve existir e 3 é
uma solucao particular da equacao Az = Bs;D;. Sendo pB3 0 posto da submatriz
Bs, a sua nulidade sera dada por vgs = m — pp3. Seja entdo Kergs(m X vps) uma
base para o espaco nulo de Bs, o conjunto de todas as solugoes para a equacgao 4.25
é dado por:

Dy = B+ KerpsFps (4.31)

onde F3(vps X ¢) € uma matriz com elementos livres. Uma destas solugoes também
deve satisfazer a equacao 4.26, caso contrario o DDP certamente nao tem solucao.

Esta é resolvida da seguinte forma:

LiPAy = L;PByD,
LiPAg = L;PBs(B3 + KerpsFp3) (4.32)
LiP(Ag1 — Bofls — ByKerpsFps) =0
O algoritmo proposto para esta funcao abordard apenas os casos em que o
posto da submatriz Bs é igual a m, ou seja, caso as colunas de B3 sejam linearmente

independentes. Neste caso o espago nulo de B3 é zero e a equacao 4.32 acima se

simplifica da seguinte maneira:

LiP(Ay — Byf33) =0
(4.33)
(Ay1 — Baf33)"LiPT =0

Sejam Keryi(o X vg1) uma base para o espago nulo da matriz formada por

(Agy — By33)T e Fy(vg X i) uma matriz formada por parametros livres, temos:
LiPT = Kery Fy (4.34)

ou seja

L;P = FKerl, (4.35)

Para solucionar a equagao 4.27 (ou seja, AsoM R/ = B3D2)7 devemos considerar

primeiramente o lema a seguir:

Lema 4.3.2. Dadas as matrizes A(pxo0) e B(pxm), existe X(oxk),k=1,2,... 0
tal que {AX} C {B} se e somente se k < a, onde « € a nulidade de [ A ‘ —B ]
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Demonstracao: Seja Ky(o+ m X «) uma base para o espago nulo de [ A ‘ -B }
Sendo F(a x k) uma matriz qualquer, temos que [ A ‘ —-B } KoF = 0 se e somente
se k < o (Ko é a matriz mais "larga" tal que [ A ‘ —B } Ko = 0. Sendo X as o

primeiras linhas de KyF' e d as suas m tultimas linhas temos:

[ a|-B] ); ~0

AX-BD =0 (4.36)
AX = BD
{AX} c {B}
Desta forma, a pergunta a ser solucionada para o algoritmo consiste em: dadas

as submatrizes Asy(p X 0) e B3(p X m), existe uma matriz M (o x o) inversivel tal

que {Ass MR~} C {B3}, parai=1,2,...,07

Lembramos que M R°~* é uma matriz (o X 0—1) composta pelas o —i primeiras
colunas de M. Se o — i < a = nulidade [ Asy ‘ Bs } entao, pelo lema anterior,
existe X (o x o — i) tal que {A3 X} C {Bs} e é facil encontrar X (o x i) tal que
M = [ X ‘ X } ¢ inversivel. Se o — 4 > « nao existe X e consequentemente nao

existe M.

Os passos do algoritmo referentes a questao {Az MR~} C {Bs} podem ser

detalhados no diagrama em blocos exibido na figura 4.7 abaixo.
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o = Nulidade [A,, -B;]

i=1+1 .
o-15a

\ 4

Nao Sim

\ 4

Base para o Espago Nulo de [A,, -B;]
KO (otm x a)

\ 4

Formacao da matriz de parametros livres
F (a x o-dif)

X=[I, 0]KOF
Criagdo da matriz Xi tal que [X Xi] seja
inversivel

D,=[0 L]KOF

Figura 4.7: Algoritmo para a Resolucao da Terceira Equagao de Verificacao da

Existéncia da Matriz M
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Desta maneira encontramos a familia de todas as submatrizes Dg e todos os
X tais que:
A3 X = B3D, (4.37)

Pode-se resolver a equacgao 4.28, necessaria para encontrar a matriz M, repetida

neste ponto por conveniéncia.
L;PAy MR = L;PB,D, (4.38)
da seguinte maneira:
LiPAyMR = L;PByD,

| . (4.39)
LiP(AysMRI — PByDy) =0

Fazendo agora as seguintes consideracoes:
L,P = F2T1K eTQTl
BaDy =By [ 0] 1, | KoF = [ 0] By | KoF (4.40)

Ay MR = Asy [ 1,

0| KoF = | Asy |0 | KoF
temos a resolucao desta equacao, que é exibida a seguir.
LJD([AQQ‘O} - [0‘32 ])KOF:O
([ ] ]) o =
FIKerl, [ Aoy ‘ _B, ] KoF =0 (4.41)

Temos uma matriz Kerl [ Aoy

—B, } K\ com parametros fixos e duas ma-
trizes ) e F com parametros livres que devem satisfazer 4.41. Uma maneira

empirica de resolver isto é: arbitrar um valor para F; e encontrar F no espaco nulo

de F} Kerl, [ Aoy

—B, ] Ky ou entdo podemos arbitrar F' e encontrar F3; tal que
4.41 se verifica. E importante notar que se ' (ou FJ;) ndo puder ser encontrado

pelo procedimento acima, nada se pode concluir sobre o DDP.
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Entradas: submatrizes A,,, A,,, A,,, A,,, B, ¢ B,, p, q, 0, Bj, dif

.

A31B3 = [A31 'Bs]

!
Célculos:
nu_3 =q+ Bj + p(A;B;)
Espago Nulo da matriz A, B,
Solugdo Particular da Equacdo A,, = B; D,

A 4
Nao
- Colunas de B, 1. d.
rank (B) = Bj Saida da Fun¢io

Sim

v
A,B,=[A,; -Bi]

.

Calculo do espaco nulo da matriz
A,,B,=KO0

:
Célculos:
Formagao da matriz de pardmetros livres F (o x o-dif)
X=[I, 0]KOF
Formacao da matrizM =[X  Xi]
D,=[0 I;]KOF

Célculos:
eq2 =A, -B,beta 3
Espago Nulo de eq2 = Ker 21
Formacao da matriz de parametros livres F_21 (Ker21j x dif)
Y=F 21" Ker 21"
I

Montagem das matrizes de parametros livres
F (o x o-dif) e F_21 (Ker21j x dif) tais que
Y [A22 B2]KOF=0

}

Resolucdo da matriz Xi tal que
Y Xi=1
M=[X Xi]

Figura 4.8: Diagrama em Blocos das Funcoes encontra_ M e calcul
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4.3.3.2 Funcao de Arredondamento de Matrizes

A subrotina arredonda é acionada logo ap6s as matrizes A e B terem passado
pela mudanca na base de estados para evitar possiveis inconsisténcias no calculo do
posto nas diversas verificacoes existentes ao longo da implementacao do algoritmo
matricial. Seu trabalho é apenas arredondar elemento a elemento de uma dada

matriz pelo nimero de casas decimais desejada.

Os diagramas em blocos do programa algoritmo e das fungoes arredonda e

encontra_ M sao vistos nas figuras 4.9 a seguir.
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Entradas: uma matriz X qualquer e
n = nimero de casas decimais a
aproximar

l

Calcula o numero de linhas e colunas da
matriz X (X;, X;)

A 4

FORi=1:x,
FORj=1:x

Multiplica cada elemento da matriz
por 10"

v

Arredonda o elemento

A 4

Elemento = X(i,j)

v

Matriz X

Figura 4.9: Diagrama em Blocos da Subrotina Arredonda
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Capitulo 5

Algoritmo matricial DDPKM

5.1 Introducao

Da mesma forma que para o DDP, os estudos relativos ao enfoque estrutural,
que oferecem condigoes necessarias e suficientes a existéncia de solugoes bastando
conhecer as matrizes que descrevem o sistema, possibilitam, além de uma facilidade
maior nos céalculos, criar um algoritmo, uma busca ordenada, que responda com
eficiéncia se o Problema de Rejeicao de Disturbios com Realimentacao Estatica de
Saida tem ou nao solucao. Este capitulo trata de estudos preliminares, que podem
ser objeto de estudo em trabalhos futuros, realizados com o objetivo de estabelecer
este algoritmo. Faremos agora uma breve revisao de conceitos ja mencionados no

capitulo 3. Seja o sistema linear e invariante no tempo descrito por:

=
=
~—

Il

N

x(t) + Bu(t) + Ed(t) , x(ty) =0

Sq y(t) = Cxz(t) . >0 (5.1)
onde z € R™ & o vetor das varidveis de estado, u(t) € R™ é o vetor das entradas
de controle, d(t) € R? é o vetor das entradas dos disttrbios, y(t) € R' & o vetor
das saidas a serem medidas e z(t) € R? ¢ o vetor das saidas a serem controladas.
Supoe-se que as matrizes B e E tenham posto de coluna completo e as matrizes C'

e D tenham posto de linha completo.

O teorema que serd mostrado a seguir assegura que as perturbagoes serao

rejeitadas para um dado sistema se e somente se for possivel colocar o seu diagrama
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em blocos sob a forma da figura 5.1, repetida por conveniéncia a seguir.

yi(®) D . ()

u(® u(t)

i — g I v PO PO

Figura 5.1: Representacao dos Subsistemas envolvidos na solugao do DDPKM

Teorema 5.1.1. [/1] O Problema de Rejeicao de Distirbios com Realimentagao
FEstadtica de Saida (DDPKM) tem solugao para um sistema descrito pelas matrizes
(A,B,C, D, E) se e somente se existe um numero real v, ¢ < v < v —p, uma matriz
real M(m X p) e uma base do espaco de estados na qual as matrizes <A,B,é,ﬁ,E)

do sistema satisfazem:

~ ~ A~ A

A | Arg B, E;

Aoy | Ao Bz 0

Z?(t) = Ci | Oy f(t)

(5.2)

A

W= o | b |a

onde Ajy év Xv, Ajg év X (n—v) ete, e Ayy = BoMCY.

A submatriz /121, a porcao inferior esquerda da matriz fl, é formada pelas n—v
iltimas linhas e v primeiras colunas e é um miltiplo de Bg, que ¢é a porcao inferior
da matriz B formada por suas n — v linhas e também de C’l, a porcao da matriz C
formada por suas v primeiras colunas. A porcao inferior de Eeas primeiras colunas

da matriz D devem ser, assim como no DDP, nulas.

Entao, para resolver o DDPKM deve-se encontrar uma matriz () inversivel, tal
que Q7 TAQ, Q7 'B, CQ, DQ e Q 'E apresentem as propriedades explicitadas na
equacao 5.2. O resultado abaixo é uma generalizacao do resultado correspondente

ao DDP. Como nao ha demonstragao sera considerada uma conjectura.
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Conjectura 5.1.1 O Problema de Rejeicao de Distarbios com Realimentacao Esta-
tica de Saida é soluvel para um sistema descrito pelas matrizes (A, B,C, D, E) se e
somente se existir um ntmero real v, ¢ < v < n—p e uma base do espago de estados

na qual as matrizes (1217 B,C, D, E) satisfazem o teorema 4.1.1 e ainda:

A

DQZ[O‘IP} e b= |— (5.3)

Podemos afirmar desta forma que as matrizes D e E podem ser consideradas

iguais respectivamente a:

. |
D:[o‘]p} e E=|-% (5.4)
0

Nota-se que esta propriedade apresentada pela conjectura acima é a mesma
utilizada para caracterizar as matrizes D e E usadas no estudo da solubilidade
do DDP para um dado sistema. De maneira analoga, a matriz () deve satisfazer
condigoes impostas pela conjectura 5.1.1 e pela equacao 5.4. Mas se na base origi-
nalmente usada para descrever o sistema as matrizes D e E ja apresentarem a forma
de 5.4, é de se esperar que () tenha uma estrutura bastante especial e camarada.
Consideremos entao que o sistema (A, B,C, D, E) se apresente, na base original,

por:

Ay A A By I,
(t) = | Ay Agy Ags | @)+ | By |u(t)+ | 0 |d(t)
Ay Aszy Asg Bs 0

L (5.5)
=] o G o |

onde a submatriz Ay; tem dimensao (¢ X q), Aga(n —q—p X n—q—p), Ass(p X p),

Bi(g x m) e assim por diante.

A conjectura 5.1.1 sustenta esta hipdtese: se nao for possivel encontrar uma
base inicial em que as matrizes do sistema gozem das propriedades de 5.5, o DDPKM

nio tem solucdo. E de facil constatacdo que a matriz Q, da mesma forma que nos
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estudos relativos ao DDP, possui a forma:

Iq QlQ QlS
0o 0 I

Pode-se considerar as submatrizes (Q12, Q13 € ()23 nulas, fazendo com que a

matriz () resulte em:

I, 0 0
Q=0 M 0 (5.7)
0 0 I,

Para encontrar a matriz () basta encontrar uma matriz M(n —q —p X n —
g — p) nao singular, ou seja, de maneira analoga ao DDP, ao utilizar as equagoes
5.5 podemos trabalhar apenas com o "miolo", sem perder as informacoes proprias
do DDPKM. O problema pode entao ser formulado da seguinte maneira: dado um
sistema (A, B,C, D, E) na forma de 5.5, deseja-se saber se 0 DDPKM tem ou néo
solucao sem calcular V*. Para isso ocorrer, devemos verificar se é possivel por o
sistema na forma 5.2 usando matrizes de transformagao ) como em 5.7. Se for
impossivel achar tais matrizes, 0o DDPKM se torna impossivel de ser solucionado. O
objetivo entao é elaborar um algoritmo, ou seja, uma busca ordenada, um conjunto
de regras que seguidas diversas vezes concluem sobre a existéncia ou nao de uma
solucao, de maneira semelhante ao realizado para estabelecer o algoritmo para o
DDP. Serao apresentados mais trés resultados que também sao conseqiiéncias do

conjectura 5.1.1 e das equagoes 5.5.

Conjectura 5.1.2 Se existir uma matriz C1(I X n — p) e uma matriz de ganho
estatico K (m x [) tais que [ As; Asy } = B3 K (] entdao o Problema de Rejeicao de
Distirbios com Realimentacao Estatica de Saida tem solucao a equacao 5.5 usando

u=—K [ cy, O ] Teremos ainda V* = ker D.

Conjectura 5.1.3 Se ndo existir uma matriz C(l X ¢) ou nao existir uma matriz
de ganho estatico K (m x () tais que Az; = B3K () entdao o Problema de Rejeicao de

Distirbios com Realimentagao Estatica de Saida nao tem solucao, ou seja, £ ¢ V*.
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Conjectura 5.1.4 Se existir uma matriz C1(l X ¢) e uma matriz de ganho estatico
K(m x 1) tais que:
Ao By
= KO,
Az B;
entao o Problema de Rejeicao de Distiirbios com Realimentacao Estatica de Saida

tem solucao, usando u = —K [ Cy, O }

Estes resultados foram obtidos fazendo uma mera inspecao das equacoes 5.5.
Isso permite uma verificacao imediata e praticamente imediata da solubilidade ou
nao do DDPKM de uma maneira bem proxima da utilizada para estudar o DDP. O

exemplo abaixo ilustra o procedimento.

Exemplo 5.1.1. Seja o sistema descrito a sequir.

(2 —1/-1 0| o] 2 1] (10
2 —1]-1 —1|-1 “1 0 0 1
A=| 6 -1| 5 —1| o| B=| 1 0| E=|00
6 —2| 5 —1| 1 3 1 0 0

2 2 1 2| 0 0 0 00

D= O o 0 O 1}

Por meio de simples inspecao das matrizes, observa-se que o DDPKM nao tem

solugao pois BsKCy, =0 # Az = [ 2 4 } Porém, ao mudarmos a matriz B para:

T
~1 0

B=| 1 0
3 1

L 1 0_
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Teremos que [A:ﬂ Aso } = [ 2 2 1 2} = B3K(C4 para esta matriz C.

-1 =2 2
Pela conjectura 5.1.2 o DDP tem solugcao com K = , onde kay, koo
ko1 koo ko

e koz podem assumir qualquer valor.

Estas conjecturas descritas acima tem aplicacao restrita. Desejamos um algo-
ritmo geral que, para qualquer sistema na forma 3.2.1 realize, de maneira analoga ao
realizado para o DDP, uma busca ordenada, um conjunto seqiiencial de tarefas que
leva a decisoes finais sobre a existéncia de solugoes para o DDPKM. Para entender
melhor o formalismo final do algoritmo apresentamos agora um exemplo numérico
detalhado, onde foi inserida uma matriz C' em um sistema que conhecidamente o
Problema de Rejeicao de Distirbios ja tenha solucao, com o objetivo de medir a

influéncia da matriz C. Para isso, foi repetido o exemplo 4.1.2 [16].

Exemplo 5.1.2. Seja o sistema descrito abaizo:

[ 110 0 00| (0 1] (1]
110 1 00 1 0 0
zt)=10|1 0 1|0 |z@®)+ |0 o0 |ult)+]| o0 |d)
00 1 01/0 0 —1 0
00 1 01/0 0 0 0

11010
y(t) = x(t)

00 1[0
zE)=10[0 0 01 |=(t)

As transformacoes de equivaléncia que preservam a particular forma das ma-

trizes D e E sao dadas por:

11010 11olo0
Q=1|0|M|0 e Q'=1]0/P|O
0| 01 0|01

onde M e P sao matrizes (3 X 3) nao-singulares tais que PM = MP = I3.

Estamos interessados em partes especificas das matrizes A = Q7'AQ, B =

Q7B e C = CQ: a porcao inferior esquerda de /l, Ay (n — v X V), a por¢ao
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inferior de B, By (n — v x m) e a por¢io esquerda de C, ¢, (I x v). Deseja-se

encontrar um valor de v tal que:

Ay = BoKC,y para alguma matriz K (5.8)

Como jd fora visto no teorema 3.2.1, ¢ < v < n —p comegemos por:

1. Primeiro Passo: v =n —p =4.
A21(4> = [41627114Q2R4 5y 32(4) = LlQilB 5 él (4) = CQR4

onde os operadores L; e R’ sio definidos da segquinte forma:

L; X = matriz composta pelas 1 ultimas linhas de X.

Y R’ = matriz composta pelas j primeiras colunas de Y .

1{0
/121(4):[0‘0‘1}14 0|M ,-32(4)2[0‘0\1}3;
0|0

110
C@)=C|olm
0|0

Desenvolvendo:

A21(4) = [0 Ma1 Moy Mo } :'32(4) = [ 0 0] ;

A 0 myp+mor miz +moy My3 + Mmas
Ci(4) =
0 msp ms3o mss

onde 0s m;; sao os elementos da sequnda linha da matriz M.

Para a condicao 5.8 ser verdadeira devemos ter ma; = Moy = Moz = 0,
violando assim a hipotese da nao-singularidade de M. Portanto, nao € possivel

chegar a forma 5.2 com a dimensao v = 4.
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2. Sequndo Passo: v=n—p—1=3

As(3) = LyQ ' AQR® ; By(3) = L,Q 7' B ; C1(3) = CQR?

1 0
. 0| L;P|0O . 0| L;P|0O
A (3) = Al 0| MR? ; By(3) = B ;
0 0 1 0 0 1
0 0
1 0
Ci3)=C|o| MR
0 0

Antes de continuar, percebe-se que:

. X X X . X X
Agl (3) = B BQ 3) =
0 mo1 Moo 0 0
~ 0 mip + Moy Mg + Moo

0 msy mso

onde X pode assumir qualquer valor. Uma condicao necessdria para que 4.9 se
verifique e o processo continue € moy = Moy = 0. Esta restricao, juntamente
com o fato de que L1 PMR? = [ 00 ] nos conduz a conclusao de que L1 P =

[ 0 p32 O }, 0 que permile-nos escrever:

~ 0 mi1 +Ms31 M2 + M3o ~ 00
A1(3) = p32 i Ba(3) = ;
0 0 0 0 0
~ 0 mi1 M2

C1(3) =

0 mg ma

Desta forma, para que a condicao 4.9 ser verificada, devemos ter myy +
mg1 = Mg + mgz = 0 ou p3o = 0. Qualquer destas possibilidades afeta a
nao-singularidade de M e portanto nao hd novamente como chegar a forma

5.2 com v = 3.
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3. Terceiro Passo: v=n—p—2=2

Ay (2) = LsQAQR? ; By(2) = LyQ7'B ; C1(2) = CQR?

1 0
. 0| LsP |0 N 0] LsP |0
A (2) = Al 0| MR | ;Bs(2) = B;
0 0 1 0 0 1
0 0
1 0
Ci(2)=C| 0| MR!
0 0

Ao usarmos ainda a restricio mo; = moo = 0 € fdcil notar que:

X X X X
. . . 0 my
An(2) = | 0 psa(my +ms) | s B202)=10 0 | ;Ci(2) =
0 maq
0 0 0 0

onde novamente X pode assumir qualquer valor. Apds algumas verificacgoes,

observa-se que p3o = 0, o que inviabilizaria a existéncia da matriz M.

4. Quarto Passo: v=n—p—3=1

A (1) = LiQ TAQR' ; By(1) = LyQ7'B ; C1(1) = CQR!

1
. 0| LsP |0 . 0| LsP |0 A
Agl(l) = A 0 5 BQ(]_) = B 5 01(1) = C O
0| 0 |1 0 of 0 |1

Apds algumas verficacoes temos:

b1
~ P21 ~ X X ~ 0
Agi (1) = ; Bo(1) = ;Ci(1) =
P31 0 0 0
0

Observa-se entao que p11 = pa1 = pa1 = 0. Desta forma, € facil verificar

que ndao existe uma matriz M tal que ponha o sistema na forma 5.2. Portanto o

DDPKM nao tem solucao.

Este exemplo mostra que a matriz C' influencia nos célculos para diagnosticar

sobre a solubilidade ou nao do DDPKM. Ele também sugere uma maneira suave de
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encontrar um procedimento sistematico. Um aspecto a mais do exemplo é que a
equacao 5.6 oferece-nos a possibilidade de trabalhar também na dimensao reduzida
n —q — p. Este exemplo incentiva a mostrar um algoritmo inicial, preliminar, que

serd apresentado daqui em diante.

5.2 Algoritmo Matricial

Nesta se¢ao vamos propor, sem demonstragoes, um método para verificar se o

DDPKM possui ou nao solucao. Seja o sistema com a seguinte descrigao:

A A A B I,
o(t) = Ay Agg Ao x(t) + By ut)+ | 0 | d(®)
| Asi Ay Asg By 0 (5.9)

TOE Ie e N F1()

Z(t)Z: 0o 0 I }x(t)

Mais uma vez, se aplicarmos a transformagao caracterizada em 5.7 as matrizes

D e E nao se alterardo, mas as matrizes A, B e C passardo a ser iguais a:

All A12M A13 Bl
A = PAyy PAyxM PAgs B = PB,
(5.10)
i Asy AsoM  Asg | Bs
é = Cl CQM Cg

Onde P = M~! e as matrizes apresentam as mesmas dimensdes das matrizes do
sistema descrito em 5.5. A partir de agora, por ter usado um raciocinio analogo ao do
estudo do DDP, poderemos considerar os mesmos passos usados ali. Recapitulando

os passos e considerando v = vy =n — p = dim ker D temos:
A (vg) = [ Az ‘ Az M ] i Ba(vo) =Bs 3 Ci(wo) = [ Cn ‘ CiaM ] (5.11)

A matriz M é nao-singular, portanto se verifica que se e somente se [ Agy Asy ] =

Bs K [ Cy Chs ] o DDPKM tem solugao, o que sustenta a conjectura 5.1.2.
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J& para um passo genérico v =v; <n —p:

. LiPAy, L iPAuMR . LiPB,

Ay (v;) = By (v;) = ;

Az Az MR Bs (5.12)

CAtl(”l) - 011 ClgMRj ]

Onde L; P sao as i tltimas linhas da matriz P e M R? sao as j primeiras colunas

da matriz M.

Da mesma forma que para o DDP, submatriz A3; estd sempre inserido em
Azl(’l}i> e a submatriz C; esta sempre dentro de C’l(vl). Assim, para o DDPKM ter
solugdo a condigao necesséaria é existir uma matriz K tal que A3, = B3KC). Esta
provada a conjectura 5.1.3. J& a conjectura 5.1.4 se sustenta pelo simples fato de P

ser inversivel.

Estes trés resultados, pela importancia e acessibilidade das informagoes, ja
seriam suficientes para dar as equacgoes 5.5 a categoria de formas especialmente
talhadas para estudar o DDPKM. As verificacoes sao simples, através novamente de
uma inspe¢ao das matrizes que descrevem o sistema, adicionando as perguntas ja

existentes para a verificacao de solubilidade do DDP outras perguntas.

De posse destas conclusoes, vamos fazer uma recapitulacao em passos:

1. Primeiro passo: v =n —p
Pergunta: {Agl} C {Bg} e {Agl} C {CH}?

Se a resposta for negativa para uma destas condicoes, entao o DDPKM
nao tem solucao e o algoritmo deve ser parado pois £ ¢ V*. Caso seja positiva,

podemos passar a proxima pergunta, que é:

Pergunta: { Ay Asy } C{Bs}e{ Ay As } CH{ Oy Cio }7

Se a resposta for positiva para ambas as condicoes, devemos parar o
algoritmo pois 0 DDPKM certamente tem solucao e &€ C V* = ker D. Se a
resposta for negativa, passemos ao proximo passo.

2. Segundo passo: v=n—p—1
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Pergunta: Sendo 2 =n —q—p, existe M (7 x 1) tal que {Azx M R"'} C {Bs}
e {AggMRﬁ_l} C {CllMRﬁ_l}?

Se a resposta for nao, a tnica certeza é que dim V* < n—p—1. Passemos
entao a outras etapas do algoritmo. Mas se for positiva a resposta, é possivel
que o DDPKM tenha solucao. Para garantir a solubilidade do problema,

devemos fazer outras perguntas, tais como:

Pergunta: Sendo a matriz P a inversa de M, {L1PAs} C {L1PBs} e
{L1PAyn} C {C1}?

Caso a resposta seja negativa a uma destas questoes, devemos parar o
algoritmo, pois é certo que £ ¢ V* e portanto o DDPKM nao tem solugao.
Mas se a resposta for positiva para ambas as questoes, facamos entao outra

pergunta para saber se o DDPKM com certeza tem solucao.

LiPAy; LiPAyuMR™ L,PB,
Pergunta: ) C e
A31 A32MR”71 B3
LiPAy LiPAyuMR™!

C{ Cy CiaoMR™! }?
Asy Ay MR . -

Neste caso, a resposta sendo positiva as duas questoes faz com que dim
V =n—q—p—1e com isso pode-se dizer que o Problema de Rejeicao
de Disturbios com Realimentacao Estatica de Saida seguramente tem solucao.

Caso contrario, deve-se partir a outras iteragoes.

Cabe mais uma vez lembrar de que estes sao estudos preliminares. Estudos
futuros podem, com mais detalhes, confirmar estas afirmacoes. Segue na figura 5.2

o diagrama em blocos do algoritmo que define a solubilidade do DDPKM.
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Sim

{An} C (B} e (A} c {Cp)

Nao
\4

< V*zkerD >

Nao
{A,} c (B} e {A,} c {C,}
Sim

Nao _ _ _
M| {A,MR""} c {B,} e {A,MR"'} < {A,MR""}
Sim
' Nio
{L]PAZI} - {L]PBZ} e {L]PAZI} - {Cl]}
v Sim
"L.PA,, L,PA22MR™"] - [LIPBz] e |
B n-1"=7 n-1
L1PA21 L1PA22MI} C {[C“ C]zMR ]}
- A31 A}ZMMRn-] —
Nao v
»<dim V* <n-p-1
Nao n-2 l ns2 n-2
IM | {A,MR™} c {B,} e {A,MR"} c {A,MR""}
lSim
v .
a0
{A,} < {B,} > ez V*
Sim l Sim
A21 C Bz e A21 C {C“}
A31 B3 A31
Nao
A 4
dim V* <q
(]
ez V*

Figura 5.2: Fluxograma do algoritmo que determina se o DDPKM tem ou nao

solucao
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Capitulo 6

Conclusoes

O principal objetivo deste trabalho, que era a implementacao computacional
de um algoritmo matricial proposto para verificar se o Problema de Rejeicao de
Disttarbios tem ou nao solucao foi conseguido com sucesso. Basicamente, as etapas
desta implementacao consistem em trés etapas: medicao das dimensoes de todas as
matrizes que descrevem o sistema, verificacao se as matrizes D e E ja possuem a
estrutura camarada descrita em 4.4, ou seja, se D = [ 0 Ip } e = [ Iqg 0 ]T e
caso contrario, realizar uma transformacao de bases r = Q& de forma a coloca-las
nesta forma, e por tltimo a etapa de inspecdes ordenadas de porgoes das matrizes A
e B propostas pelo algoritmo propriamente dito. Estas verificacoes de subespagos,
na implementagdo computacional, é obtida com a verificacao de postos da seguinte

forma:

pB)=p(| B 4|) (6.1)

onde p designa o posto da matriz. Também foi acrescentada uma funcao que cal-
cula uma possivel matriz M, "miolo" da matriz de transformacao de bases (), que
soluciona o Problema de Rejeicao de Distiirbios. Esta matriz ¢ a resposta para a

seguinte equagao, quando ja observado que a dimensao v é menor que n — p:

Ay | ApMR By

LiPAgl ‘ LiPAQQMRj szBQ [ D
- 1

D, | (62)
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A equacao acima é decomposta em outras quatro a saber:
Az = BsD;

L;PAy = L;PByD;
(6.3)
Ao MRI = B3 D,

LiPAyy MR} = L;PByD,

Foram apresentados no capitulo 5 estudos preliminares, ainda passiveis de veri-
ficacao em estudos posteriores, sobre uma extensao dos algoritmos de verificagao de
solubilidade do Problema de Rejei¢ao de Distirbios (DDP) ao Problema de Rejeicao
de Distirbios com Realimentacao Estatica de Saida (DDPKM). Além da transfor-
macao de bases de forma a por o sistema em uma forma propicia e de inspecoes
de partes interessantes das matrizes A e B, também se faz necessario observar se

subespacos gerados por porcoes da matriz A estao contidos em porcoes da matriz

C.

7
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Apéndice A

Anexos

Os anexos consistem nos programas e as subrotinas utilizadas na implementa-

¢ao dos algoritmos de resolugao do DDP.

A.1 Programa Inicio

#Primeira parte da implantagdo do algoritmo de verificagdo da solugdo do
#Problema de Rejeigdo de Disturbios.

b

JRotina inicial para teste de condigdo camarada do sistema.

%Com a entrada dos valores das matrizes do sistema A,B,D,E pode-se

%hou encaminhar o algoritmo & etapa de transformagdo linear ou, se

hou D=[0 Ir] e E=[Iq 0]’ este programa ja encaminha logo todas as
Jmatrizes para a etapa de verificagdo da solubilidade do Problema

%de Rejeigdo de Disturbios.

b

clear,clc
A = input (’Digite o valor da matriz A \n\nA=’)
B = input (’Digite o valor da matriz B \n\nB=’)
D = input (’Digite o valor da matriz D \n\nD=’)
E = input (’Digite o valor da matriz E \n\nE=’)

%Entradas para o DDP: matrizes A,B,D,E.
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[Ai,Aj] = size(A); %Determina o numero de linhas e colunas
[Bi,Bj] = size(B); %das matrizes A,B,D,E.

[Di,Dj] = size(D);

[Ei,Ej] = size(E);

Dcam=isequal(D, [zeros(Di,Dj-Di) eye(Di)])
%Testa se D ja é apropriada, ou seja, D=[0 Ip]
p=Di;
n=Ai; %Determina os valores das dimensdes n, g, p.
9=Ej;
vV=n-p;
0=n-9q-p;
Ecam=isequal(E, [eye(Ej) ;zeros(Ei-Ej,Ej)]1)
%Testa se E ja é apropriada, ou seja, se E=[Iq 0]’
if Dcam==1 & Ecam==1
Q=eye(n)
algoritmo
else
transformacao
end
#Para o caso do sistema ja ter uma condigdo camarada, a matriz de
stransformagdo Q se iguala a matriz identidade para ndo alterar os

Y%valores das matrizes do sistema.

A.2 Programa Transformacao

#Esta & a segunda parte da implantagdo do algoritmo de verificagdo da
%hsolugdo do Problema de Rejeigdo de Distirbios.

b

#Rotina encarregada de compor a matriz de transformagdo linear inicial Q.
#De posse das matrizes D e E, este programa faz o primeiro teste das
%hcondigBes de solubilidade do problema proposto e depois compde a

Ymatriz Q.
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b
if D*E==zeros(p,q)
#Primeira comparagdo se D*E=0.
W = [randn((n-p),n) ; DI
#Formagédo da matriz W tal que W = [X DI’

Q
D = DxQ

inv (W) %Q = inv(W)

El = E(1:(n-p),:)
%Formag3do da submatriz E1.
Q((n-p+1):n,:) = [zeros(p,(n-p)) eye(p)]
%0ltimas p linhas da matriz procurada Q.
Y = randn(r,o0)
%Y deve ser qualquer e tal que a submatriz Q11 seja inversivel.
Q(1:(n-p),1:(n-p)) = [E1l Y]
tMatriz procurada Q ja formada com a insercgdo de Q11.
algoritmo
else
display(’Impossivel encontrar a matriz de transformacdo linear Q porque
o produto entre as matrizes D e E n#o & igual a zero.’)
display(’0 DDPKM ndo tem solug&o.’)

end

A.3 Programa Algoritmo

%Este passo é representa a implementagdo propriamente dita do
halgoritmo proposto pela tese de Afonso Celso del Nero, para a
hverificacdo da solubilidade do Problema de Rejeigdo de Distdrbios.

b

%A partir de todas as matrizes envolvidas no sistema e da matriz

%de transformacgdo linear inicial Q, vinda do passo anterior, estas
Jmatrizes do sistema sdo transformadas e assim s8o feitas as primeiras

hverificagdes de solubilidade.

87



b
Q1=Q;
invQ=inv(Q)
Anova=invQ*Ax(Q);
Bnova=invQ*B;
Dnova=Dx*Q
Enova=invQ*E
%Temos todas as matrizes do sistema ja transformadas.
Aarred=arredonda(Anova,4)
Barred=arredonda(Bnova,4)
hArredondo os valores das matrizes A e B obtidas apds a
stransformagdo linear inicial para no méximo 4 casas decimais.
%Encontrar as submatrizes Al1, A12, A13, A21, A22,
%A23, A31, A32, A33, B1, B2, B3.
Al1=Aarred(l:q,1:q9);
A12=Aarred(1l:q, (g+1) : (n-p));
A13=Aarred(1l:q, (n-p+1):n);
A21=Aarred((gq+1): (n-p),1:q);
A22=parred ((g+1): (n-p), (g+1): (n-p));
A23=Aarred((qg+1): (n-p), (n-p+1) :n);
A31=Aarred((n-p+1) :n,1:q9);
A32=Aarred ((n-p+1) :Ai, (q+1) : (n-p));
A33=Aarred ((n-p+1) :n, (n-p+1) :n);
Bi1=Barred(1:q,1:Bj);
B2=Barred((q+1):(Bi-p),1:Bj);
B3=Barred((Bi-p+1) :Bi,1:Bj);
B3A31=[B3 A31]
if (rank(B3)==rank(B3A31))
#Primeiro passo do algoritmo => {A31}c{B3}7?
B3A31A32=[B3 A31 A32]
if (rank(B3)==rank(B3A31A32))
%#Segundo passo do algoritmo. => {A31 : A32}c{B3}7

88



dif=0;
disp(’Imagem de E estd contido no subespago V* = ker D.’)
disp(’0 espago imagem da matriz B3 estd contido na imagem da matriz
formada pelas submatrizes [A31 A32].°)
disp(’0 DDP tem solugdo.’)
else
disp(’Vx diferente de Ker C.’)
r=n-p-1
dif=1;
[M,MR,A32MR] =encontra_M(A21,A22,A31,A32,B2,B3,p,q,0,dif,Bj)
WVerifica se existe a matriz M tal que {A32MRii-1}c{B3}
1f verifica ==
invQ=inv(Q)
Anova=invQ*A*Q
Bnova=inv(Q*B
Dnova=Dx*Q
Enova=invQ*E
else
B2A21=[B2 A21]
if (rank(B2)==rank(B2A21)) n{A21}c{B2}7
A21A31=[A21 ; A31]
B2B3=[B2 ; B3]
B2B3A21A31=[B2B3 A21A31]
if (rank(B2B3)==rank(B2B3A21A31)) %{[A21 ; A31]}c{[B2 ; B3]}
if det(M)==
Q=Q1
else
Q((q+t1) : (n-p), (q+1): (n-p))=M
end
invQ=1inv (Q)
Anova=invQ*A*Q

Bnova=invQ*B
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Dnova=D*Q
Enova=invQ*E
%Temos todas as matrizes do sistema ja transformadas.
disp(’Imagem de E esta contido no subespago Vx e & igual a E
pois {[A21 ; A311}c{[B2 ; B3]}.’)
disp(’Dimensdo do subespago V*=q’)
disp(’0 DDP tem solugdo.’)
r=q;

else
disp(’Dimensdo do subespago V*<q.’)
disp(’Imagem de E ndo estd contido no subespago Vx.’)
disp(’0 DDP n3o tem solucgdo.’)

end

else
disp(’Imagem de E ndo estd contido no subespago Vx.’)
disp(’0 DDP n3o tem solugdo.’)
end
end
end
else
disp(’Im E n3o estd contido no subespago V. 0O DDP n&do tem solugdo.’)

end

90



Apéndice B

Funcoes

B.1 Funcao arredonda

function M = arredonda(x,n)
%Esta funcdo é dedicada exclusivamente para o arredondamento de todos os
%valores de uma dada matriz x pelo nimero de casas decimais n. E @itil no
halgoritmo de verificagdo de solubilidade do Problema de Rejeigdo de
%Distirbios para previnir erros residuais que possam prejudicar a
hverificacdo de subespagos.
[xi,xj] = size(x);
for i=1:xi
for j=1:xj
xmul=x(i, j)*10"°n;
JMultiplica cada elemento da matriz por 10 elevado a n.
xarred=round (xmul) ;
%Arredonda para o inteiro mais proéximo.
X(i,j)=xarred/10"n;

%Divide o resultado por 10 elevado a n.
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B.2 Funcao encontra M

function [M,verifica,D] = encontra_M(A21,A22,A31,A32,B2,B3,p,q,0,dif,Bj)
%Esta funcgdo se destina a encontrar uma possivel matriz M que solucione

%o Problema de Rejeigdo de Distirbios (DDP).

#As entradas para esta sub-rotina s&o as submatrizes da matriz A do sistema
%A21, A22, A31 e A32, as submatrizes da matriz B do sistema B2 e B3, as
sdimensdes o (igual a n-g-p), p, q € Bj (que & o nimero de colunas da
Jmatriz B) e o pardmetro dif, equivalente ao indice i.

h

A31B3 [A31 -B3]

rho_3 = rank(A31B3)
nu_3 = q + Bj + rho_3

K3 = null(A31B3)

beta_3 = B3\A31 #Equacdo A31 = B3xbeta_A31.

rho_B3 rank (B3)

if rho_B3 == Bj

D1 = beta_3
else
KerB3 = null(B3) %Espaco nulo da submatriz B3.
nu_B3 = Bj - rho_B3
FB3 = sym(zeros(m,nu_B3)) #Monto uma matriz FB3 com variaveis quaisquer.

for lin = 1:m

for col = 1:nu_B3

FB3(lin, col) = sym(sprintf(’fb3_%d_%d’, lin, col))

end
end
D1 = beta_3 + (KerB3+FB3)
disp(’As colunas da submatriz B3 ndo s3o linearmente independentes.
Ndo serad objeto de verificagdo desta fungdo.’)
return

end
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b
#Resolvida a primeira equagédo.
b
A32B3 = [A32 -B3]
KO = null(A32B3)
#Espago nulo da matriz formada por [A32 -B3].
[KOi,alfa_KO] = size(KO)
%Medindo o nimero de colunas da base para o espago nulo da matriz [A32 -B3].
[M,X,Xi,D2,F,Y,YXi] = calcul(A21,A22,B2,beta_3,K0,alfa_XK0,0,dif,Bj)
M = [X Xil
WVerifica se M = [X Xi] é inversivel.
verifica = 0
if det(M) == 0
%Caso M ndo seja inversivel nova iteragdo é realizada.

dif = dif + 1

if (o - dif) ==

verifica =1
return

end

[M,X,Xi,D2,F,Y,YXi] = calcul(A21,A22,B2,beta_3,K0,alfa_K0,o0,dif,Bj)
end

D = [D1 D2]
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B.3 Funcao calcul

%Esta & uma fungdo auxiliar a fungdo encontra_M. Ela responde as equagdes
%3 e 4 do algoritmo proposto para encontrar a matriz M, "miolo" da matriz
hde transformagdo de bases procurada Q.
h
function [M,X,Xi,D2,F,Y,YXi] = calcul(A21,A22,B2,beta_3,K0,alfa_K0,o0,dif,Bj)
for dif = dif:o
if (o - dif) ==
return
end
if (o - dif) <= alfa_KO
F = sym(zeros(alfa_K0, (o - dif)))
%Monto uma matriz F com variiveis quaisquer.
for lin = 1:alfa_KO
for col = 1:(o - dif)
F(lin, col) = sym(sprintf(’_f_%d_%d_’, lin, col))
end
end
X = [eye(o) zeros(o,Bj)]*KO*F
Xi = sym(zeros(o,dif))
ZMonto uma matriz Xi com varidveis quaisquer.
for 1lin = 1:0
for col = 1:d4if
Xi(lin, col) = sym(sprintf(’xi_%d_%d’, lin, col))
end
end
M= [X Xil
D2 = [zeros(Bj,0) eye(Bj)]*KOx*F
break
end

end
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h

#Montadas as condigles que resolvem a terceira equagéo.

b
eq2 = A21 - (B2*beta_3) %Supondo rank(B3) = m.
Ker_21 = null(eq2’) %Espago nulo da matriz eq2 transposta.

[Ker21i,Ker21j] = size(Ker_21)
F_21 = sym(zeros(Ker21j,dif))
JMonto uma matriz F_21 com variaveis quaisquer.
for lin = 1:Ker21j
for col = 1:4if
F_21(1in, col) = sym(sprintf(’_fy_%d_%d_’, lin, col))
end
end
if size(F_21) == [1,1]
Y = conj(F_21’)*Ker_21°
else
Y = conj(F_21%)*Ker_21°
%Encontrado o valor com paradmetros livres de Y.
end
o
#Resolvida a segunda equagdo.
h
disp(’Até este passo foram encontradas familias de solugdes.’)
eqd = Y+([A22 -B2])*KO*F
matrzero = zeros(dif,o-dif)
for lin = 1:dif
for col = 1:(o-dif)

aux = char(eq4(lin,col))

scan = textscan(aux,’%shs%hd%d’,’delimiter’,’_’)
¢ = scan{2}
i = scan{3}
j = scan{4}
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auxi = 0
while size(i)>=[1,1]

if (strcmp(c(1,1),’fy’) == 0)

if auxi ==
F(i(1,1),j(1,1)) = Resp
else
F(i(1,1),j(1,1)) = rand

end

X = [eye(o) zeros(o,Bj)]1*KOxF

else
if auxi ==
F_21(i(1,1),j(1,1)) = Resp
else
F_21(i(1,1),j(1,1)) = rand

end
if size(F_21) == [1,1]
Y = conj(F_21’)*Ker_21°
else
Y = F_21’%Ker_21°
%Encontrado o valor com parédmetros livres de Y.
end

end

eq4 = Yx[A22 -B2]*KO*F

aux = char(eq4(lin,col))

scan = textscan(aux, ’%s¥%s¥%dld’,’delimiter’,’_>)

¢ = scan{2}

i scan{3}

j = scan{4}
if size(i)==[0,1]
auxi = 2

break

end
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[ii,1j] = size(i)

[ji,jj]1 = size(j)
i(1,1)

z1

wl
for z = 1:1i1
if ((A(z,1) "= z1) |l (G(z,1) "= wil))
break
elseif z == ii
Resp = solve(eq4(lin,col) - matrzero(lin,col) ,matrzero(lin,col))
%Acha-se o valor da solugdo.
auxi = 1
end
end
end
if auxi ==
continue
end
end
end
YX = single(Y*X)
X = single(X)
Y = single(Y)

D2 = single([zeros(Bj,o0) eye(Bj)]*KO*F)

b

J%Neste passo foi resolvida a quarta equagio.
o

YXi = Y*Xi

matrzero = zeros(dif)
ident = eye(dif)
for 1lin = 1:dif

for col = 1:dif

aux = char(¥YXi(1lin,col))
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scan = textscan(aux,’%s%d%d’,’delimiter’,’_’)

i scan{2}

scan{3}

J

while size(i) >= [2,1]
Xi(i(2,1),j(2,1)) = rand
YXi = Y*Xi

aux = char(YXi(lin,col))
scan = textscan(aux,’%s%d%d’,’delimiter’,’_’)
i = scan{2}
j = scan{3}
end
Resp = solve(YXi(lin,col) - ident(lin,col) ,matrzero(lin,col))
%Acha-se o valor da solugdo.
Xi(i,j) = Resp
YXi = Y*Xi
end
end
Xi = single(Xi)
M= [X Xi]
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