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Resumo da Dissertacao apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
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Markus Vinicius Santos Lima

Setembro/2009

Orientador: Paulo Sergio Ramirez Diniz

Programa: Engenharia Elétrica

Filtros adaptativos estdao presentes em mnosso cotidiano em uma infinidade de
aplicagoes, tais como equalizacao do sinal recebido em sistemas de comunicagoes,
cancelamento de eco e estimacao de parametros. Na pratica, os algoritmos do tipo
gradiente estocastico s@o os mais utilizados, embora ja existam algoritmos mais efi-
cientes, como por exemplo os da familia set-membership, que conseguem obter um
resultado superior em termos de erro quadratico médio (MSE), além de requerer
um numero reduzido de operagoes aritméticas. Como os algoritmos do tipo set-
membership sdao relativamente recentes (surgimento a partir de 1998) e um pouco
mais complexos, caracteristicas importantes tais como desempenho de MSE em re-
gime permanente, velocidade de convergéncia e estabilidade ainda nao foram plena-
mente estudadas. O objetivo desta dissertagao é estudar o comportamento de MSE
em regime permanente do algoritmo set-membership affine projection (SM-AP). O
SM-AP foi escolhido por conciliar duas caracteristicas importantes, conhecidas como

reuso e selecao de dados, além de generalizar varios outros algoritmos.
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Adaptive filters are present in our daily life in various applications, such as
equalization of the received signal in communication systems, echo cancellation,
and parameter estimation. In practice, stochastic gradient algorithms are the most
widely used, even though there are more efficient algorithms, for example those
belonging to the set-membership family, which obtain better result in terms of mean-
square error (MSE), and also require a reduced number of computations. Since the
set-membership algorithms are relatively recent (emerged in 1998) and somewhat
more complex, important characteristics such as MSE performance in steady-state,
convergence speed, and stability have not yet been studied. This dissertation aims to
study the MSE behavior of the set-membership affine projection (SM-AP) algorithm
during steady-state. The SM-AP was addressed since it combines two important
features, viz., data reuse and data selection, in addition to generalizing many other

algorithms.
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Capitulo 1

Introducao

Um problema tipico de processamento digital de sinais é projetar um filtro digital
que possua um conjunto de caracteristicas desejaveis, isto €, que atenda determina-
das especificagoes. Esse problema aparece em vérias situagoes tais como [1, 2, 3]:
em processamento de imagens utilizam-se filtros digitais para real¢car uma imagem,
em sistemas de comunicagoes tem-se os filtros formatadores de pulso responsaveis
por modelar o sinal transmitido de forma que ele nao interfira em outros sistemas de
comunicacgoes que estejam utilizando bandas adjacentes, em bancos de filtros para
comprimir sinais, etc.

No entanto, existem muitas aplicagoes em que nao dispomos das especificacoes do
filtro ou elas sdo variantes no tempo (hé inclusive casos em que essas duas situagoes
ocorrem ao mesmo tempo) [4]. Nesses casos, torna-se necessario utilizar um filtro
especial, capaz de aprender/capturar as suas caracteristicas desejaveis de forma
iterativa@ . A esse filtro especial da-se o nome de filtro adaptativo.

Filtragem adaptativa faz-se presente em nosso cotidiano em diversas situacoes.
Em sistemas de comunicacoes, por exemplo, o sinal transmitido é distorcido pelo
canal e chega corrompido ao receptor. No receptor, pode-se utilizar um equalizador
adaptativo com a finalidade de minimizar os efeitos do canal sobre o sinal transmitido
[4].

Outro exemplo classico onde filtros adaptativos sao utilizados é no cancelamento

1Optou-se por utilizar o termo “de forma iterativa” ao invés de “ao longo do tempo” pois, de
forma geral, filtros adaptativos podem ser utilizados em aplicagdes nas quais o aprendizado ocorre
ao longo de outra grandeza que nao o tempo. Em processamento de imagem, por exemplo, o

aprendizado é feito ao longo do espaco, conforme a imagem vai sendo varrida.



de eco, seja ele elétrico ou acustico [5]. A telefonia fixa é um exemplo de sistema em
que ha eco elétrico, gerado por um equipamento denominado hibrida. Atualmente,
esse tipo de problema é praticamente imperceptivel gracas aos filtros adaptativos.
Ja o eco actstico surge devido a existéncia de um caminho de retorno entre o sinal
que sai de uma caixa de som e um microfone, fazendo com que o usuario receba uma
versao de seu proprio sinal transmitido de volta. Esse problema ocorre em sistemas
de teleconferéncia e sua solucao é bem mais dificil, pois o ambiente de teleconferéncia
(uma sala) proporciona multiplos percursos para que o sinal que sai da caixa retorne
pelo microfone. Em outras palavras, a resposta ao impulso das salas costuma ser
bem longa, da ordem de milhares de coeficientes, além de que o sinal realimentado
¢ correlacionado com o sinal de voz do outro usuario.

Enfim, outras aplicacoes de filtros adaptativos, além das citadas acima, podem
ser encontradas em [4, 6, 7].

Portanto, dada a gama de situag¢oes nas quais filtragem adaptativa se aplica,
cabe ao projetista conhecer os diferentes algoritmos adaptativos de forma que ele
possa escolher aquele que melhor atenda as suas necessidades. Dentre esses algorit-
mos, o set-membership affine projection (SM-AP) destaca-se por possuir graus de
liberdade que definem sua velocidade de convergéncia, complexidade computacional
e desajuste. Além disso, o SM-AP inclui diversos outros algoritmos como casos par-
ticulares, tais como o set-membership normalized least-mean-square (SM-NLMS),
o set-membership binormalized least-mean-square (SM-BNLMS), o affine projection
(AP) sem coeficiente de relaxamento, e outros algoritmos que o AP abrange, como
por exemplo, o normalized least-mean-square (NLMS), o binormalized least-mean-
square (BNLMS), dentre outros.

Diversas publicag¢oes tém confirmado o poder do algoritmo SM-AP em diferentes
aplicagoes. Em [5,/8] o algoritmo SM-NLMS mostrou-se superior aos algoritmos tra-
dicionalmente utilizados em cancelamento de eco. Em [9], o SM-AP (e os algoritmos
que ele abrange) proporcionou melhores resultados que os algoritmos comumente uti-
lizados para supressao de interferéncia em um cenario de comunicacao baseado em
DS-CDMA (direct-sequence code-division multiple access). Em [10, 11] o algoritmo
SM-AP é utilizado em um cenério de equalizacao semi-supervisionada e mostra um

desempenho superior ao do classico constant modulus no que diz respeito a taxa de



erro de bits; além disso, o numero de atualizagoes realizadas pelo SM-AP é bastante
inferior. Uma variante do SM-AP ¢ utilizada em [12] para controle ativo de ruido.

Contudo, mesmo com todo o sucesso que o SM-AP vem tendo, ainda nao existe
nenhuma analise para esse algoritmo; possivelmente porque ele ¢ um algoritmo re-
lativamente novo (surgiu em 2001 [13]) e bastante complexo de se analisar. O mais
proximo que se encontra na literatura sao dois trabalhos relacionados com algorit-
mos que sdo casos particulares do SM-AP [14, [15]. Em [14] é apresentada uma
analise para o algoritmo SM-BNLMS, porém ela se baseia em modelos simplificados
para o sinal de entrada do filtro adaptativo. Em [15], a principal contribui¢ao é
uma equagao cuja solucao fornece o erro quadratico médio (MSE, do inglés mean-
square error) apds convergéncia relativo ao algoritmo SM-NLMS. O problema dessa
abordagem ¢ que a equacao derivada ¢é bastante complexa de forma que pouco pode
ser extraido a respeito da influéncia das variaveis (mencionadas anteriormente como
os graus de liberdade do SM-AP). Além disso, o MSE teérico derivado em [15]
apresenta inconsisténcia com a préatica?.

Recentemente, resultados referentes ao MSE em ambiente nao-estacionario para
uma versao simplificada do SM-AP, conhecida como simple-choice [4] ou também
SM-AP simpliﬁcad(g , foram exibidos em [16]. Porém, as derivagoes foram omitidas.

Este trabalho visa cobrir essa lacuna existente na literatura.

1.1 Objetivo

O objetivo desta dissertacao é analisar o algoritmo set-membership affine pro-
jection (SM-AP) quanto ao seu desempenho de erro quadratico médio (MSE, do
inglés mean-square error) em estado estacionario, isto é, ap6s a convergéncia do
algoritmo. Mais especificamente, pretende-se derivar expressoes para o excesso de
MSE (EMSE) e para o desajuste que revelem como os graus de liberdade presentes

no SM-AP se relacionam, e dessa forma, ajudar ao projetista.

2Esse problema serd explicitado no Capitulo [5] quando o leitor j4 tiver sido apresentado ao

SM-AP e estivermos discutindo os resultados de simulagdes.
30 SM-AP simplificado é um caso particular do SM-AP no qual o algoritmo atualiza os coefi-

cientes do filtro adaptativo seguindo unicamente a dire¢ao do vetor de entrada mais atual. Para

maiores detalhes, vide Capitulo 6 de [4].



1.2

Motivacao

A idéia de analisar o algoritmo SM-AP surgiu devido a muitos fatores:

. SM-AP é um algoritmo bastante rico e complexo, que oferece ao projetista

mais graus de liberdade do que os algoritmos tradicionais. Entender como

essas variaveis se relacionam é uma tarefa interessante e desafiadora;

O SM-AP combina duas caracteristicas importantes: a selecdo de dados que
faz com que os recursos computacionais sejam poupados quando os dados de
entrada nao trazem inovacgao, e o reuso de dados que representa um compro-
misso entre a velocidade de convergéncia e a complexidade computacional por

atualizagao do algoritmo;

. Esse algoritmo generaliza diversos outros, tais como o SM-NLMS, SM-BNLMS,

AP, BNLMS e NLMS, dentre outros;

. Publicag¢oes vem demonstrando o potencial do SM-AP em uma grande varie-

dade de aplicagoes.

1.3 Organizacao da Dissertacao

A presente dissertacao esta estruturada da seguinte forma.

No Capitulo 2| relembramos alguns aspectos de filtragem adaptativa bem como

alguns dos principais algoritmos adaptativos. O objetivo desse capitulo é apresentar

o algoritmo SM-AP utilizando uma abordagem simples. Acreditamos que uma breve

exposicao a alguns algoritmos menos complexos pode facilitar a compreensao e apre-

ciagdo das principais caracteristicas do SM-AP. Esses algoritmos menos complexos

Sao:

LMS (do inglés, least-mean-square);
NLMS (do inglés, normalized least-mean-square);
AP (do inglés, affine projection) e

SM-NLMS (do inglés, set-membership normalized least-mean-square).



O Capitulo|3 apresenta as principais técnicas utilizadas para analisar algoritmos
adaptativos quanto ao seu desempenho de MSE. Sao elas: equacao a diferengas (ED),
equagao diferencial ordinaria (EDO), e conservagao de energia. Atengao especial é
dada ao método de conservacao de energia, pois ele facilita a anélise do SM-AP (o
motivo ficara claro posteriormente).

No Capitulo 4/ exibimos de forma detalhada a andlise do algoritmo SM-AP. Ini-
cialmente, introduzimos (e justificamos) um modelo para o algoritmo SM-AP sem

4. Em seguida, utilizamos o método de con-

a presenca da nao-linearidade do err
servacao de energia para analisar o algoritmo. Ao longo de nossa analise, algumas
assuncoes serao feitas. Algumas serao perfeitamente vélidas, enquanto outras, em-
bora apenas aproximagoes, ainda assim serao feitas para que consigamos chegar
em formulas fechadas para o excesso de erro quadratico médio e desajuste desse
algoritmo. Este capitulo constitui a principal contribuicao desta dissertacao.

O Capitulo 5 apresenta os resultados de simula¢oes comparando os desempenhos
de MSE, pratico e tedrico, referentes ao SM-AP, considerando diferentes tipos de
entrada do filtro adaptativo. Neste capitulo, ficara claro uma das grandes vantagens
de nossa analise: nao assumir um modelo para o sinal de entrada do filtro adaptativo.

Finalmente, os Capitulos 6] e 7| encerram esta dissertacao apresentando as con-

clusoes e os trabalhos futuros, respectivamente.

1.4 Notacao

Nesta dissertagao utilizamos letras mintsculas (por exemplo, =) para denotar
variaveis escalares, vetores sdo denotados por letras minidsculas em negrito (por
exemplo, x), e matrizes sao denotadas por letras maitsculas em negrito (por exem-
plo, X). Todos os vetores sao vetores coluna. Denotamos o corpo dos ntimeros reais
por R, e utilizamos R, para representar o conjunto dos niimeros reais nao-negativos.
Dessa forma, o produto interno entre dois vetores x,y € R, denotado por (x,y),
pode ser escrito como (x,y) = x’y, onde ()T é a operacio de transposicao aplicada
a (-). A norma euclidiana de um vetor é dada por || - ||. Também definimos E[-],

tr{-}, e P[] como os operadores valor esperado, traco, e probabilidade, respectiva-

4Essa nao-linearidade ¢é inerente aos algoritmos do tipo SM.



mente. O operador diag{A} aplicado & matriz A gera um vetor cujos elementos sao
a diagonal principal de A. Por fim, I é a matrix identidade, e O representa um vetor

(ou uma matriz) cujos elementos sdo todos iguais a zero.



Capitulo 2

Filtragem Adaptativa

Filtros adaptativos, como o préoprio nome sugere, sao filtros digitais capazes
de auto-ajustar seus coeficientes, isto é, sua funcao de transferéncia, ao longo das
iteracoes. A forma como os coeficientes sao atualizados é determinada pelo algoritmo
adaptativo [7, 17] e depende do sinal de entrada. Logo, filtros adaptativos sao
sistemas nao-lineares e variantes no tempo. Contudo, para a grande maioria dos
filtros, o mapeamento entrada-saida em uma determinada iteragao é linear, ou seja,
o principio da superposi¢ao [1] vale quando analizamos uma dada iteracdo. Filtros
com essa caracteristica sdo conhecidos, devido a um abuso de linguagem, como filtros
adaptativos lineares [7].

Filtragem adaptativa linear tem suas raizes em estimagao linear. Os primeiros
estudos envolvendo estimacao linear foram realizados por astronomos, com destaque
para Galileo, por volta de 1632, e visavam compreender o movimento dos astros
celestes. No entanto, o surgimento da teoria de estimagao linear é creditada a
Gauss, inventor do método de minimos quadradOSH em 1795. O método de minimos
quadrados constitui, em filtragem adaptativa, uma importante vertente que deu
origem a uma famosa familia de algoritmos conhecida como RLS (recursive least-
squares) [7].

Outra importante vertente é o método de estimagao por minimo erro quadratico

médio (MMSE, minimo MSE) em processos estocasticos, cujos primeiros estudos

LA origem desse método foi, inicialmente, contestada por alguns, pois embora Gauss o tenha
descoberto primeiro, ele nao o publicou. Foi Legendre, em 1805, quem derivou esse mesmo método,

de forma independente, e o publicou.



foram realizados por matemaéticos renomados, dentre eles: Kolmogorov (1939) e
Wiener (1949) [7]. O MMSE deu origem a uma familia de algoritmos adaptativos
conhecida como gradiente estocastico. Dentre os algoritmos pertencentes a essa
familia esta o famoso LMS.

Iniciamos este capitulo apresentando, na Se¢ao conceitos basicos de filtra-
gem adaptativa. O objetivo dessa se¢ao ¢ estabelecer a notagdo e relagdes entre
as principais variaveis que aparecem no contexto de filtragem adaptativa, e que
serao extensivamente utilizadas ao longo da dissertacao. Na Secao|2.2/ apresentamos
alguns algoritmos do tipo gradiente estocastico e, na Se¢ao 2.3 apresentamos os al-
goritmos da familia SM. A motivacao para essa abordagem é que os algoritmos da
familia SM que serao apresentados sao baseados em algoritmos da familia gradiente

estocastico.

2.1 Conceitos Basicos

Antes de apresentar os algoritmos, é importante definir a notagdo que sera uti-
lizada ao longo da dissertacao. Cabe salientar que a estrutura do filtro adaptativo
considerada é sempre a transversal, também conhecida como tapped-delay line [4, 7).

A Figura 2.1 ilustra as principais varidveis envolvidas no processo de filtragem

adaptativa, em uma dada iteracao k. Definimos o sinal
x(k) = [z(k) z(k-1) ... z(k—N)T eRNH (2.1)

como o vetor de entrada do filtro adaptativo, também conhecido como regressor [6],
onde N ¢é a ordem do filtro. Os coeficientes do filtro adaptativo estao representados
por

w(k) = [wo(k) wy(k) ... wy(k)]T €RN*! (2.2)

que, para sermos sucintos, denominaremos de vetor de coeficientes. A saida do filtro
adaptativo é

y(k) =w!(k)x(k) €R (2.3)

e o sinal de referéncia d(k) € R, o qual chamaremos de sinal desejado, costuma se

apresentar, em situagoes praticas, corrompido por algum tipo de ruido n(k) € R.



Por fim, comparando-se o sinal desejado com a saida do filtro temos o sinal erro
e(k)=d(k) —y(k) eR (2.4)

que ¢é utilizado para atualizar o vetor de coeficientes conforme uma regra determi-

nada pelo algoritmo adaptativo.

2.2 Gradiente Estocastico

Os algoritmos adaptativos do tipo gradiente estocastico sdo baseados em métodos
de otimizag¢ao conhecidos como métodos de gradiente. Esses métodos recebem esse
nome porque a minimizac¢ao ocorre seguindo a direcao contraria a do gradiente, ou
de uma fungao do gradiente. Por exemplo, o método de méxima descida (steepest
descent) segue a dire¢ao contraria a do gradiente, enquanto o método de Newton se-
gue a dire¢ao contraria a do vetor definido como o produto da matriz Hessiana vezes
o gradiente [18]. Métodos de gradiente sdo bastante simples, porém s6 convergem
para o minimo global quando a func¢do objetivo é convexa [18, 19, 20].

Considerando as observacoes acima, o problema de otimizacao mais comum em
filtragem adaptativa é o de encontrar um w(k) que minimize a func¢do objetivo
E[e%(k)], isto é, o MSE. De fato, utilizando as relagdes apresentadas na Segdo [2.1]

temos

B[] = E|[(d(k) - y(h))

d(k)
v ¢
X ww s
L Algoritmo (k)
Adaptativo

Figura 2.1: Modelo basico de operacao do filtro adaptativo.



Assumindo que x(k) é estacionario no sentido amplo [21] (WSS, do inglés wide sense
stationary) e d(k) é também WSS com média 0 e varidncia o3, podemos re-escrever

a equacao acima como
E[e*(k)| = o7 — 2w” (k)p + w (k)Rw(k) (2.6)

onde p ¢ o vetor de correlagao-cruzada entre o sinal desejado e o vetor de entrada, e

R é a matriz de auto-correlacdo do vetor de entrada. Suas defini¢bes sao dadas por

p = Eld(k)x(k)] (2.7)
= B [x(k)x" (k)] (2.8)

Pode-se observar que o MSE é uma fungao quadrética em w(k), vide equagao (2.6),
e a sua matriz Hessiana é dada por R, definida na equagao (2.8), que é uma matriz
simétrica e semi-definida positiva [22]. Essas duas caracteristicas estabelecem que a
superficie de MSE é um paraboldide convexo [18] e, portanto, podemos garantir que
os métodos de gradiente convergem para o minimo global, sendo entao desnecessario
utilizar técnicas de otimizagao mais elaboradas e computacionalmente mais custosas
[18].

Uma vez definido o MSE como fungao objetivo, o gradiente com respeito a w(k)

g(k) = [W] = —2p + 2Rw(k) €RN*! (2.9)

e a solucao iterativa seguindo o método de maxima descida é

wik+1) = w(k) - pe(k)
= w(k) — pu(—2p + 2Rw(k)) (2.10)

onde p é conhecido como fator de convergéncia ou tamanho do passo.

Contudo, como podemos notar pela equagao (2.10), a minimizacao do MSE utili-
zando o método de méxima descida requer algum conhecimento estatistico (no caso,
conhecimento de R e p) do problema, que, em geral, ndo temos. Dessa forma, o que
faremos nas subsegoes seguintes é apresentar um conjunto de algoritmos adaptativos
que seguem a dire¢ao de um vetor g(k) que é uma aproximagao instantanea (no sen-

tido de sé utilizar uma realizagdo do processo estocéstico) do verdadeiro gradiente
g(k) [4].
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Como observagao final, gostariamos de salientar que existem algoritmos adapta-
tivos baseados em outros métodos de gradiente (vide [4, 6, 7]). Porém, para a nossa
finalidade aqui, s6 estamos interessados nos algoritmos baseados no de maxima
descida. Analogamente, existem algoritmos do tipo gradiente estocéastico que mi-
nimizam outras funcgoes objetivo, diferentes do MSE, como por exemplo o LMF

(least-mean fourth) cuja fungao objetivo relacionada ¢ E [64(/{3)] 123].

2.2.1 LMS

O algoritmo LMS (least-mean-square) surgiu em 1960 com Bernard Widrow e seu
aluno de doutorado Marcian E. Hoff [24], e marca o surgimento do campo atualmente
conhecido como processamento adaptativo de sinais, ou simplesmente, filtragem
adaptativa. Na época, o algoritmo foi apresentado com o nome Adaline (adaptive
linear). Algumas das classicas referéncias sobre o LMS sao [25,/26], porém existem
diversas fontes onde o LMS é coberto com profundidade, por exemplo [4, 6, 7].

O LMS realiza a seguinte aproximagcao instantanea para o gradiente [4]

onde

p(k) = d(k)x(k) (2.11)
R(k) = x(k)x"(k) (2.12)

Logo, podemos re-escrever o gradiente aproximado como

g(k) = —2(d(k)x(k)) +2(x(k)x" (k))w(k)
= —2(d(k) —x" (k)w(k))x(k)
= —2e(k)x(k) (2.13)

Note que g(k) é uma variavel aleatéria, pois depende das variaveis aleatérias e(k) e
x(k), dai o nome gradiente estocastico. Definida a aproximagcao para o gradiente, a

equacao de atualizacdo do LMS é obtida
w(k+1) = w(k)—ug(k)
= wi(k)+ 2pe(k)x(k) (2.14)
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Vale ressaltar que o problema de otimizacao que é efetivamente resolvido pelo

LMS, isto é, a fungao cujo gradiente resulta em g(k), é [4]
miny g e*(k) (2.15)

isto é, minimizar o erro quadratico (instantaneo) em fungao de w(k).

A seguir, descrevemos o algoritmo LMS [4]. O algoritmo LMS, juntamente com
sua versao normalizada (NLMS, que serd apresentado na préxima subsegao), sao os
algoritmos mais utilizados na pratica, pois eles sao eficientes e simples.

Algoritmo Least-Mean-Square
Etapa 1. Inicializacao:

x(0) =w(0)=[0 ... 0]F

escolha p satisfazendo 0 < pu < {IR} M

Etapa 2. Recursao:

Para k > 0 faga

e(k) = d(k) —w (k)x(k)

w(k +1) = w(k) + 2ue(k)x(k)

2.2.2 NLMS

O algoritmo NLMS (normalized least-mean-square) foi proposto, de forma inde-
pendente, por [27] e [28], ambos em 1967. A principio esse algoritmo recebeu outros
nomes, o mais conhecido sendo: learning identification. Aparentemente, o nome
NLMS foi adotado por volta de 1980 gragas aos trabalhos [29, 30].

A motivagdo do NLMS foi superar um problema presente no LMS conhecido
como amplificagdo de ruido do gradiente (gradient noise amplification [7]). Esse
problema ocorre porque a aproximacao do gradiente utilizada no LMS é proporcional
ao vetor de entrada x(k) e, consequentemente, quando a norma desse vetor é grande,
a atualizagao também o sera, porém em uma direcdo que nao é a “correta’”, isto é,
diferente da direcao de —g(k).

Portanto, a proposta do NLMS é modificar a atualizagdo do algoritmo LMS de

forma a torna-lo menos sensivel ao tamanho do vetor de entrada. Com esse intuito,

2Essas restrigoes para escolha de u decorrem da andlise de convergéncia do LMS (vide subsegoes

3.3.2 e 3.3.3 do livro [4]). Na prética, costuma-se escolher um p pequeno, pois ndo conhecemos R.

12



a aproximacao para o gradiente adotada pelo NLMS é

o e
&) = ) (2.16)

e a equacao de atualizacao é

wk+1) = w(k) - pug(k)

= W Le X .

O problema de otimizacao relacionado com o algoritmo NLMS com p =1, é

minggeey 3wk 1) - wik)|?

(2.18)
sujeito a  d(k) — wh(k+ 1)x(k) =0

O problema de otimizacao descrito acima informa que desejamos encontrar um

w(k + 1) mais proximo possivel a w(k) (conhecido na literatura como critério de
Ini turbacao), de fi t"E'OEt 1

minima perturbagao), de forma que o erro a posteriori® seja 0. Em outras palavras,

definindo o hiper-plano onde o erro a posteriori é nulo
My = {w e RN - d(k) — w'x(k) = 0} (2.19)

a atualizagdo w(k + 1) serd uma projecao de w(k) em Ili, pois é a atualizacao de
menor norma (minima perturbagao), considerando p = 1. Isso também nos diz que
x(k) L T, pois a dire¢ao de atualicao é dada por x(k),vide equagao (2.17). A
Figura[2.2 resume a interpretacao geométrica da atualizacdo do NLMS no R3. Note

que, geometricamente, a influéncia de p no processo de atualizagao é:

3Erro calculado a partir dos dados atuais, porém com o vetor de coeficientes ja atualizados.

Figura 2.2: Interpretacdao geométrica da atualizacao do NLMS no espago dos coefi-

cientes.
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p=0—-wlk+1)=wk);

0<pu<1l—w(k+1) ¢ I, nem chega até o hiper-plano IIj;

p=1—wlk+1)eTI;

1 <pu<2—w(k+1)¢ I, passa do hiper-plano IIy;

w>2—||lw,—wk+1)|? > |lw, — w(k)|? isto é, tende a se distanciar de

w, (algoritmo nao converge);

onde w,, sao os coeficientes 6timos do filtro adaptativo dados pela solucao de Wiener.

Portanto, para que o NLMS convirja, devemos escolher p € (0,2). Na pratica,
escolhe-se 1 € (0, 1], pois os resultados obtidos para p € (1,2) podem ser obtidos
no intervalo pu € (0, 1), vide Figura[2.2, e além disso, escolher p € (1,2) gera uma
amplificacao desnecessaria do ruido.

A seguir apresentamos o algoritmo NLMS com fator de regularizacao ¢ [4]. Esse
fator de regularizacao costuma ser escolhido como uma constante muito pequena cuja
I

finalidade é evitar problemas numéricos que possam ocorrer quando ||x(k)||* — 0.

Algoritmo Normalized Least-Mean-Square
Etapa 1. Inicializacao:
x(0)=w(0)=1[0 ... 0]
escolha p satisfazendo 0 < p < 2
Etapa 2. Recursao:
Para k£ > 0 faca
e(k) = d(k) — wT(k)x(k)
wk+1)=w(k)+ me(k)x(k‘)

2.2.3 AP: Reuso de Dados

O algoritmo AP (affine projection) surgiu em 1984, com o trabalho [31], e visava
aumentar a velocidade de convergéncia do NLMS, especialmente em situagoes nas
quais o sinal de entrada é colorido.

Analisando a Figura 2.2, Ozeki e Umeda notaram que a velocidade de con-

vergéncia do algoritmo poderia aumentar se a atualizagao fosse uma projecao em
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II;_1 NII. Note que assim como x(k) L Iy, temos x(k — 1) L II;_; e, portanto,
a nova direcao de atualizagdo proposta em [31] é uma combinacéo linear de x(k) e
x(k — 1), vide Figura2.3.

Na Figura 2.3, temos um exemplo de atualizagao no espaco dos coeficientes
w(k) € R?® (ou seja, a ordem do filtro ¢ N = 2) realizada pelo algoritmo AP com
reuso de dados L =1 e com pu = 1.

Generalizando essa idéia, podemos adotar
R -1
(k) = —X(k) X" (R)X(k)] " e(k) (2.20)

onde a matriz X (k) € RN+ ¢ 3 matriz de entrada que contém o vetor atual de

entrada x(k) e L vetores de entrada passados
X(k)=[x(k) x(k—=1) ... x(k—1L)] (2.21)
O vetor erro e(k) € RET! é definido como
e(k) =d(k) —y(k) (2.22)
onde o vetor desejado e o vetor saida sao definidos, respectivamente, como
d(k) = [d(k) d(k—1) ... d(k—1L)" (2.23)
y(k) = X'(k)w(k) (2.24)
Dadas as defini¢oes acima, a equagao de atualizagao do AP ¢
wk+1) = w(k) - ug(k)
= w(k) + uX(k) [XT(R)X(K)] " e(k) (2.25)

1Ty,

x(k)

diregéo\l%(k -1
de

atualizagao

Figura 2.3: Interpretacao geométrica da atualizagao do AP no espago dos coeficien-

tes, considerando N =2e L = 1.
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O problema de otimizacao relacionado com o algoritmo AP com u =1, é

MiNy (k1) slw(k+1) — w(k)|]?

(2.26)
sujeito a  d(k) — XT(k)w(k+1) =0

Analogamente ao algoritmo NLMS, para garantirmos a convergéncia do AP de-
vemos escolher o fator de convergéncia respeitando 0 < p < 2, e na pratica utiliza-se
w e (0,1].

A seguir, apresentamos o algoritmo AP com fator de regularizagao § [4]. Esse
fator de regularizacao costuma ser escolhido como uma constante muito pequena

cuja finalidade é evitar problemas numéricos que possam ocorrer devido a inversao

da matriz X*' (k)X (k).

Algoritmo Affine Projection
Etapa 1. Inicializacao:
x(0) =w(0)=1[0 ... 0]
escolha p satisfazendo 0 < p < 2
Etapa 2. Recursao:
Para k£ > 0 faca
e(k) =d(k) — XT(k)w(k)
w(k+ 1) = w(k) + uX (k) [XT(k)X(k) + 1] e(k)

2.2.4 Consideracoes Finais

O algoritmo NLMS pode ser obtido a partir do AP fazendo-se L = 0. Analoga-
mente, o AP com L = 1 recai num caso particular chamado BNLMS. Sabe-se que a
velocidade de convergéncia desse algoritmo aumenta com L, porém o seu desajuste
também aumenta [4, 32]. Além disso, o nimero de multiplicagoes realizadas por
atualizagdo do vetor de coeficientes é avaliado em [33]. Obviamente, para o AP,
devido a necessidade de inverter uma matriz, esse nimero de multiplicacoes cresce
com L de forma ctibica (L?). Também em [33], é apresentada uma implementacao
rapida para o AP, denominada de FAP (fast affine projection). O FAP é baseado
numa técnica conhecida como janela deslizante (sliding window) utilizada em [34]

para o RLS.
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Existem trabalhos, por exemplo [35] e referéncias nesse trabalho, que propoem
1 variavel para o AP de forma que o algoritmo apresente uma alta velocidade de
convergéncia (4 — 1) no inicio da operac¢ao, porém um desajuste pequeno apds a
convergéncia (u — 0). Analogamente, existem trabalhos que buscam encontrar um
d que aumente a velocidade de convergéncia do AP (§ pequeno), porém sem piorar

o seu desajuste ap6s convergéncia (J maior), por exemplo [36] e referéncias nele.

2.3 Set-Membership Filtering: Selecao de Dados

A familia SM (set-membership) de algoritmos adaptativos segue a filosofia set-
membership filtering (SMF) que surgiu com o trabalho de Huang e seus alunos [37],
em 1998. Ao contrario da abordagem conhecida como set-membership identification
[38,139], que assume a existéncia de um limite superior para o ruido, a abordagem
SMF assume um limite superior na variavel erro e, consequentemente, pode ser
aplicada em uma variedade de aplicagoes, inclusive em identificagdo de sistema [37].

A filosofia SMF pode ser implementada de diferentes formas. Dentre elas, estao
as implementagoes baseadas nos métodos de otimizacao conhecidos como optimal

bounding ellipsoids (OBE) [40]. Esses métodos de OBE sdo interessantes pois [37]:

e Realizam a estimacao de uma regiao de possiveis solucoes, ao invés de estimar

um unico ponto;
e Exibem boas propriedades de convergéncia e rastreamento;
e Existe prova de convergéncia para a maioria dos OBE [38, 41];

e Realizam a selecao de dados, isto é, s6 atualizam os coeficientes se os dados

de entrada trouxerem alguma inovacao.
Os algoritmos da familia SM possuem dois estagios:

1. Avaliagao da informagao (information evaluation ou também innovation

check): checa-se o quanto de inovagao existe no sinal erro;

2. Atualizacao: caso a quantidade de inovagao presente no sinal erro seja superior

a um determinado valor, efetua-se a atualizacao dos coeficientes do filtro.
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Essa caracteristica confere baixo desajuste e nimero de atualizagdes reduzido
(economiza recursos computacionais) aos algoritmos do tipo SM [4, 14,37, 42].
O objetivo da abordagem SMF é encontrar o conjunto viavel ©, definido como
0= N {weR"":|d-w'x| <7} (2.27)
(x,d)eS
onde 7 € R, ¢ o limite superior aplicado no médulo do sinal erro, & é o conjunto
formado por todos os possiveis pares de entrada (x,d). Na prética, isso é feito
iterativamente conforme descrito a seguir.

Considere os dados de entrada (x(i),d(i)), para i =0, 1,..., k, e seja
H(i) = {w € RV |d(i) — w'x(i)] <7} (2.28)

o conjunto restrito de solugoes em uma dada iteragao ¢. Pode-se obter um conjunto
Y(k), denominado de exact membership set, que é uma estimativa de ©, da seguinte

forma

(k) = ﬂ H (i) (2.29)

E claro que, como (k) nao leva em consideragdo todos os possiveis pares de
entrada, temos © C (k). Note que H(i) é uma regiao entre dois hiper-planos,
e ¥(k) é um poliedro formado pela intersegao de todos esses hiper-planos, até a
iteracao k. A interpretacio geométrica do SMF é resumida na Figura|2.4.

Na pratica, %7 costuma ser escolhido de forma a modelar a incerteza que

temos em torno de w, devido a presenga de ruido n(k). Portanto, costuma-se es-

Figura 2.4: Interpretacdao geométrica do SMF no espaco dos coeficientes, conside-

rando k = 1.
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colhé-lo como uma fun¢io de o (variancia do ruido) , mais precisamente, y = |/502.

2.3.1 SM-NLMS

O algoritmo SM-NLMS (set-membership normalized least-mean-square) foi pro-
posto em [37], em 1998. Esse algoritmo mescla as caracteristicas desejaveis do NLMS
com a filosofia SMF.

O problema de otimizacao relacionado ao SM-NLMS é

minyn 3wk +1) — w(k)|? (2.30)
sujeito a w(k+1) € H(k)

de onde se conclui que:

o w(k) € H(k) — w(k + 1) = w(k), ou seja, ndo ha atualizagao;

o w(k)¢ H(k) > wk+1) =w(k)+ ”)f((:))uze(k)x(k), onde p(k) =1-— le%)‘, isto

é, w(k + 1) é obtido através de uma proje¢ao de w(k) em H(k).

Quando o SM-NLMS atualiza, a regra de formagao de w(k + 1) descrita acima

minimiza a seguinte fungao objetivo [4]

minwgen  5l[W(k+1) — w(k)|?

(2.31)
sujeito a  |d(k) — wT (k+ 1)x(k)| =75

e a sua interpretacao geométrica é descrita na Figura 2.5.

d(k) — wix(k) =7

Figura 2.5: Interpretacao geométrica da atualizacdo do SM-NLMS no espago dos

coeficientes.
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A seguir apresentamos o algoritmo SM-NLMS com fator de regularizagao ¢ [4].
Assim como no NLMS, o fator de regularizacao tem a finalidade de evitar instabi-
1?

lidade numérica que pode ocorrer quando ||x(k)||* — 0, e é usualmente escolhido

como uma constante pequena.

Algoritmo Set-membership Normalized Least-Mean-Square
Etapa 1. Inicializacao:
x(0) =w(0)=[0 ... 0]
escolha 7 proximo de \@, onde 02 é a variancia do rufdo n(k)
Etapa 2. Recursao:
Para k£ > 0 faca
e(k) = d(k) — wT(k)x(k)

1— 1= sele(k)| >7%

u(k) = le(k)]
0 do contrario

wik +1) = w(k) + 510 e(k)x (k)

2.3.2 SM-AP

O algoritmo SM-AP (set-membership affine projection) surgiu em [13], em 2001.
A idéia de Werner e Diniz era formular um algoritmo com reuso e sele¢ao de dados,
de forma que a velocidade de convergéncia do SM-NLMS fosse aumentada (rela-
cionado ao reuso de dados, vide Subse¢ao 2.2.3), porém realizando menos operagoes
aritméticas e sem piorar o desajuste (abordagem SMF).

Portanto, analogamente ao AP, o SM-AP reutiliza L dados passados para acelerar

sua convergéncia. Vamos re-escrever o ezact membership set da seguinte forma [4]

o) = (0 o) (m H(j))
=t N Ui (2.32)
onde s

=0 e

representa a intersecao dos k — L primeiros conjuntos restritivos, enquanto

wllsz: ﬂ H(j)

j=k—L
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representa a intersecao dos L + 1 ultimos conjuntos restritivos. Dessa forma, o
objetivo do SM-AP é achar um w(k+1) € ¢y_,. Dito isso, o problema de otimizagao

relacionado com o SM-AP é

MiN (k4 1) %HW(]€ +1) - W(k>H2 (2.33)
sujeitoa  w(k+1) e ¥y,

de onde se conclui que:
o w(k)eyr , — w(k+1)=w(k), ou seja, ndo hd atualizagao;

o w(k) ¢ Uf_, — wlk+ 1) = w(k) + X(k) [X (k)X (k)] " [e(k) —v(k)], onde
~ (k) é o vetor de restrigdo e w(k+1) é obtido através de uma projecao de w(k)
em ¥ ;. O vetor de restrigdo (k) pode ser escolhido de infinitas maneiras,
desde que respeite |v;(k)| <7, para i = 0,1,..., L. Na préatica, as principais
escolhas sdo [4]: vetor de restricdo com moédulo constante baseado no erro
(apresentado no infcio da Sec¢ao 4.4), vetor trivial (vide Secao [4.5) e o vetor
de restri¢ao simples (também conhecido como simple-choice), que nao sera

abordado neste trabalho.

Quando o SM-AP atualiza, a regra de formagao de w(k + 1) descrita acima

minimiza a seguinte fungao objetivo [4]

Ml (k41) %Hw(k‘ +1) —w(k)|]?

(2.34)
sujeito a  d(k) — XT(k)w(k + 1) = v(k)

e a sua interpretacdo geométrica, para um dado vetor (k) escolhido de forma
arbitraria (i.e., suas componentes foram escolhidas ao acaso, porém respeitando
|7 (k)] <7, parai = 0,1,...,L.), é descrita na Figura [2.6. Note que as varidveis
aqui presentes sao as mesmas definidas anteriormente para o AP, vide Subsecao

2.2.3.

A seguir apresentamos o algoritmo SM-AP com fator de regularizacao § [4].

Algoritmo Set-membership Affine Projection
Etapa 1. Inicializacao:
x(0) =w(0)=[0 ... 0]T
escolha % proximo de \/@
escolha o vetor «y(k) respeitando |v;(k)| <7, parai=0,1,...,L
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Etapa 2. Recursao:

Para k > 0 faga

e(k) =d(k) — XT(k)w(k) »

w(k) + X(k) [ X7 (k)X (k) + 61 [e(k) = v(k)] se leo(k)| >7

w(k) do contrério

w(k+1)=

2.3.3 Consideracoes Finais

O SM-AP engloba, como casos particulares, os algoritmos SM-BNLMS, SM-
NLMS, AP com p = 1 (e os seus casos particulares, por exemplo o BNLMS e o
NLMS, ambos com g = 1), dentre outros. Note que quando o SM-AP atualiza, a
sua lei de formagao de w(k + 1) é bem parecida com a do AP e, portanto, deve ser
possivel utilizar uma abordagem similar & do FAP [33] para implementar o SM-AP
de forma rapida.

O SM-AP possui os seguintes graus de liberdade: v(k), 7, L e . Existem muitos
trabalhos visando otimizar esses parametros segundo algum critério. Em [43, 44]
estuda-se a utilizacdo de 7 variante no tempo. Em [45] otimiza-se L de forma a
aumentar a velocidade de convergéncia, aumentando L, e, apds convergir, diminuir
o L tornando o desajuste um pouco menor. Quanto a otimizagdo de 9, valem as

mesmas observagoes feitas no final da se¢ao anterior (parte de consideragoes finais).
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Figura 2.6: Interpretacao geométrica da atualizacao do SM-AP no espago dos coe-

ficientes.
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Capitulo 3

Principais Técnicas de Analise de

EMSE

Este capitulo tem por finalidade apresentar os trés principais métodos de analise
de EMSE (excess of mean-square error) presentes na literatura. Dessa forma, as
Secoes (3.1, 13.2], e[3.3 correspondem aos métodos de analise por equacao a diferencas
(ED), por equagao diferencial ordinaria (EDO), e o método de conservacao de ener-
gia, respectivamente. Apoés essa breve exposicao, apresentamos, na Sec¢ao 0s
argumentos que nos levaram a utilizar o método de conservagao de energia para

analisar o algoritmo SM-AP.

3.1 Equacao a Diferencas

O método de andlise de EMSE por equagao a diferencas (ED) se baseia na teoria

da independéncia [46], vide Defini¢ao 1.

Defini¢ao 1 (Teoria da Independéncia). Assume-se que os vetores de entrada x(k)
sdo independentes entre si. Enunciando de maneira mais formal, a teoria da inde-
pendéncia diz que:

Dois vetores de entrada x(k;) e x(ky) sdo estatisticamente independentes para

todo k1 # ks.

A teoria da independéncia, vide Definicaoll, pode ser aplicada a quaisquer vetores

de entrada independentemente de suas estruturas. Embora essa teoria nao seja
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valida para algoritmos que utilizem vetores de entrada com estrutura de tapped-
delay-line, que é o caso dos algoritmos que nos interessam nesta dissertacao, ela
simplifica consideravelmente a analise, como veremos a seguir.

E claro que para vetores de entrada com estrtura de tapped-delay-line

Agora, vamos comecar a analise de EMSE por ED. Primeiramente, o sinal de

saida do filtro adaptativo em uma dada iteragao k apds o transiente é

y(k) = w'(k)x(k)
= wl(k)x(k) —wlx(k) + wix(k)

o

= Aw'(k)x(k) + wlx(k) (3.1)

onde

Aw(k) = w(k) —w, (3.2)

é o vetor de erro dos coeficientes, ao qual chamaremos, por simplicidade, de vetor

desvio. Definindo o erro existente quando w(k) = w, como sendo

eo(k) = d(k) — wlx(k) (3.3)

—E [(eo(k) — AW (k)x(k))?]

=B [e2(k)] —2E |eo(k)Aw" (k)x (k)| +E [Aw (k)x(k)x" (k) Aw (k)] (3.4)

e, como consequéncia da teoria da independéncia (vide Definigao temos que
Aw(k) é independente de x(k), pois Aw(k) depende da variavel aleatéria w(k)
que por sua vez depende dos vetores de entrada anteriores a x(k). Dessa forma,

podemos reescrever a equagao acima como
E(k) = B |e2(k)| =28 [Aw” (k)| E[eo(k)x (k)] +E [Aw (k)x (k)x" (k) Aw (k)| (3.5)

e, pelo principio da ortogonalidade [4, 6], sabemos que E [e,(k)x(k)] = 0. Além
disso, o termo E [AWT(k’)X(k’)XT(k)AW(k’)} ¢ maior ou igual a 0, onde a igualdade
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é obtida quando w(k) = w,. Nesse caso, tem-se o minimo MSE apés convergéncia
Enin, OU s€ja,

Emin = E(K) [y, = B [2(F)] (3.6)
Dessa forma, a equagao pode ser escrita como

E(k) = &uin +E | AW (k)x(k)x" (k) Aw (k)] (3.7)

Como a equacgdo acima envolve apenas escalares, aplicaremos o operador traco no

ultimo termo e utilizaremos a propriedade tr{AB} = tr{BA} para escrevermos

E() = Euin + tr {B[AW (k)x(k)x" (k) Aw (k)] }

= Guin + B [tr {Aw (k) Aw (k)x(k)x" (k) }]

= Guin + tr {E [Aw(k) wT(k)}E[x(k)xT(k)]}

= G + tr {E [Aw(k) AW (k)R] |

= G + B [tr {AW" (h)RAW(k) }]

= & + B [AWT (F)RAW(K)] (3.8)

onde novamente utilizou-se a teoria da independéncia para separar os valores espe-
rados que dependiam de Aw(k) dos que dependiam de x(k).
Por defini¢ao, o EMSE avalia o quao longe o MSE esta do MSE minimo, ou seja,

EMSE = £(k) — &uin €, de acordo com a equagao acima
EMSE = E [Aw” (k)RAw (k)] (3.9)

Como a média de Aw(k) é zero (isto é, estimador ndo é polarizado) para k
suficientemente grande, a equagao (3.9) pode ser escrita em funcdo da matriz de
covaridncia de Aw(k), cov [Aw(k)] = E [Aw(k‘)AwT(kz)] aplicando, novamente, o
operador traco

EMSE = E |t {RAw(k)Aw" (k)}]
= tr{Rcov[Aw(k)]} (3.10)

Utilizando a decomposicao espectral [4, 22] para a matriz R, podemos escrevé-la
como R = QAQT, onde A € RV+IXN+1 & yma matriz diagonal formada pelos
autovalores de R, e Q € RN*XN+1 & yma matriz ortogonal cujas colunas sdo os

autovetores de R. Dessa forma, podemos reescrever a equac¢ao acima como
EMSE = tr {QAQTCOV [Aw(k)]} (3.11)
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e como QQ” = I, podemos multiplicar QQ” pela direita e criar uma nova varidvel

definida como Aw'(k) = QT Aw(k), e com isso escrever

EMSE = tr{QAQ"cov[Aw(k)] QQ"}
— tr {QACOV AW (k)] QT}
= tr{Acov [AwW'(k)]} (3.12)

Através da equagdo (3.12) conclui-se que apenas os elementos da diagonal
de cov[Aw'(k)] influenciam no EMSE. Dessa forma, definindo o vetor v/(k) =
diag{cov [AW'(k)]|} e o vetor X = diag{A}, podemos escrever essa equacao da se-
guinte forma

EMSE = ATV/(k) = i \vs(k) (3.13)
i=0

Essa é a esséncia do método de analise por ED. Agora, o que nos falta para
calcularmos o EMSE ¢ escolher algum algoritmo para analisar. Basicamente, utili-
zamos a equacao de atualizagdo do algoritmo adaptativo escolhido para calcular o
cov [Aw'(k)] e substituir em (3.12)), ou entdo calcular diretamente o vetor v/(k) e
substitui-lo diretamente em (3.13)). Note que esse processo requer os mesmos passos
que foram realizados nesta secao, isto ¢, invocar a teoria da independéncia, utilizar a
decomposicao espectral para R, e realizar a mudanca de variavel. Ao fim do processo
teremos uma equagao onde cov [Aw’'(k + 1)] é escrito em fungao de cov[Aw'(k)] e,
assumindo que ap6s convergéncia vale cov [AwW'(k 4 1)] = cov[Aw/(k)], podemos

resolvé-la.

3.2 Equacao Diferencial Ordinaria

O método de anéalise de filtros adaptativos por meio de equacao diferencial or-
dinaria (EDO) foi desenvolvido por [47, 48], e uma de suas principais vantagens é nao
utilizar a teoria da independéncia (vide Defini¢do[1). Em sintese, o método de EDO
aproxima uma ED por uma EDO e, a partir dai, realiza a anélise no dominio continuo
utilizando a grande variedade de resultados disponiveis para sistemas continuos.

A anélise por EDO, diferentemente da analise por ED, ja parte da equagao de
atualizagao do algoritmo. Por conveniéncia, utilizaremos o LMS como exemplo, con-

forme realizado em [6]. Conforme vimos na Subse¢ao2.2.1} a equagao de atualizacao
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do LMS em uma dada iteracao k+ P — 1 ¢
wk+P)=wk+P—1)+2ue(k+P—-1)x(k+ P —1) (3.14)
Resolvendo essa recursao, podemos escrever a equagao anterior em func¢ao de w(k)

wk+P) = wk+P—1)+2pe(k+P—1Dx(k+P—1)

= wk+P—-2)+2pue(k+P —-2)x(k+P—2)+2ue(k+P—-1)x(k+P—1)

k+P—-1

= w(k)+2u > e(i)x(q)
i=k
e, apos uma breve manipulacao, temos

w(k+ P) —w(k) ML

2p i=k
W W k+P—1
(k+£; (k) _ ; > cliyxli (3.16)

Note que no lado direito da igualdade temos uma média temporal. Assumindo que os
processos estocésticos sdo estaciondrios e ergbdicos [21] e que o p é suficientemente
pequeno de forma que os coeficientes nao variem muito no intervalo de iteragoes

[k, k + P — 1], a seguinte aproximagcao pode ser feita

;)E;e@ﬂszk%k%ﬂ:p—Rw%) (3.17)

e, com isso, podemos aproximar a equagao (3.16) como

w(k + P) —w(k)

—p— 1
2P p — Rw(k) (3.18)
que, para g — 0 pode ser aproximada por
dw (t
‘g>:p—Rw@ (3.19)

3.3 Conservacao de Energia

O método de conservacao de energia foi proposto nos trabalhos [49, 50], por
Sayed e Rupp, e foi posteriormente utilizado para analisar diversos algoritmos. Em
[6] encontram-se os principais resultados envolvendo/utilizando o método de con-

servagdo de energia. Ao contrario dos dois métodos anteriormente apresentados,
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este método nao utiliza a teoria da independéncia e nem requer um passo infinitesi-
mal (u — 0). Além disso, assim como o primeiro método apresentado, a derivagao
da relacao de conservacgao de energia é bastante genérica, por exemplo, ela vale para
a grande maioria dos algoritmos do tipo gradiente estocastico.

Inicialmente, vamos considerar um subconjunto de algoritmos pertencentes a
familia gradiente estocastico cuja equagdo de atualizagdo pode ser escrita da seguinte

forma

w(k + 1) = wik) + 2ux(k) fle(k)] (3.20)

Note que, dentre os algoritmos que foram apresentados no capitulo 2] dependendo

da escolha da funcao f[e(k)], temos um algoritmo diferente:

e fazendo fle(k)] = e(k) temos o LMS;

e fazendo fle(k)] = %Hx(i)”z,e(k) temos o NLMS;

e fazendo fle(k)] = re(k) temos o NLMS regularizado;

e através de outras escolhas, podemos chegar a outros algoritmos que nao foram

abordados nesta dissertagao, por exemplo, LMF ou o sign-error [4,6].
A seguir, subtraimos w, dos dois lados da equagao (3.20) gerando
Aw(k + 1) = Aw(k) + 2ux(k) fle(k)] (3.21)

onde Aw(k) = w(k) — w, ¢ o vetor desvio, o0 mesmo que foi utilizado na Subsecao

Multiplicando por x* (k) pela esquerda, a equacdo acima torna-se
—&(k) = —e(k) + 2ul|x(k)|* fle(k)] (3.22)

onde o erro-sem-ruido a priori é(k) e o erro-sem-ruido a posteriori £(k) sao definidos

como

ék) = —x"(k)Aw(k) = e(k) — n(k) (3.23)
ék) = —xT(K)Aw(k+1) = e(k) — n(k) (3.24)

onde e(k) = d(k) — wT (k)x(k) e e(k) = d(k) — wT (k + 1)x(k) sdo os erros a priori

e a posteriori, respectivamente.
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Podemos isolar fle(k)] obtendo
[é(k) — &(k)] (3.25)

onde (||X(l€)||2)T ¢ a pseudo-inversa de um escalar, cuja definigao ¢ [6]

(i) = | e X (B #0 (3.26)

0 do contrario

Substituindo (3.25) em (3.21) temos

Aw(k +1) = Aw(k) +x(k) ([x(F)] ) [e(k) — &(k)] (3.27)

E, re-arranjando os termos

Aw(k + 1) — x(k) (|\X(k¢)H2)Té(/f) = Aw(k) = x(k) (|Ix(k)| ) &k)  (328)

Finalmente, tomando a norma de ambos os lados da equagao anterior, a seguinte

relacao se revela

Jaw(k + DI + (IxR)P) 1ek)? = [aw®mIP + (Ix®)?) 12RP (320

que é a relacao de conservacao de energia. Note que todos os termos presentes nessa
equagao dizem respeito a energia associada a algum tipo de erro. Os Aw(k + 1)
e Aw(k) representam o erro presente nos coeficientes, isto é, o quao distante os
coeficientes estao de w,. Os é(k) e (k) representam o erro-sem-ruido a priori e a

posteriori, respectivamente, ou seja, s6 contabilizam os erros inerentes ao algoritmo.

3.4 Escolha do Método

Descartamos a utilizacao do método ED, pois desejamos evitar recorrer a te-
oria da independéncia, uma vez que ela nao reflete a realidade, ja que esta-
mos utilizando uma estrutura de tapped-delay line!. Além disso, para utilizar-
mos o método ED precisamos avaliar cov|[Aw’(k + 1)], que por sua vez depende
de cov[Aw(k + 1)] = E [Aw(k + 1D)AwT (k + 1)}, que pode ser computado a par-

tir da equacao de atualizacao do algoritmo adaptativo escolhido. Porém, avaliar

INa verdade, se considerarmos que x(k) e w(k) sdo dois processos conjuntamente estaciondrios,
e que w(k) varia muito lentamente com x(k), entdo podemos considerar que esses dois processos

sdo aproximadamente independentes [54].
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cov[Aw(k + 1)] é complicado para algoritmos que fazem reuso de dados, uma vez
que a teoria da independéncia nao pode ser aplicada para X(k) e Aw(k) com L # 0,
considerando-se que X (k) guarda L vetores de entrada anteriores.

O método por EDO também foi descartado, pois, para o SM-AP, nao ha um
pardmetro p que possamos forcar que ele tenda a zero. Além disso, o método de
EDO costuma facilitar o estudo da estabilidade do algoritmo, e nao a analise de
MSE (que é o que nos importa).

Portanto, nos resta o método de conservacao de energia que ja foi utilizado com

sucesso para analisar o AP [51].
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Capitulo 4

Analise de EMSE do SM-AP

No presente capitulo, derivaremos expressoes para duas medidas de desempenho
bem conhecidas, denominadas de excesso de MSE (EMSE) e desajuste, com a fina-
lidade de descrever o comportamento de MSE em regime permanente (isto é, ap6s
a convergéncia) do algoritmo SM-AP em um ambiente estaciondrio.

Inicialmente, na Secao [4.1, apresentaremos um resumo das variaveis que serao
constantemente utilizadas neste capitulo. O objetivo dessa secao é facilitar o leitor
concentrando as defini¢oes importantes em um tnico lugar, e além disso, possibilitar
que os capitulos anteriores possam ser pulados por pessoas ja familiarizadas com
o assunto. A Secao 4.2 destina-se a apresentar o ambiente estaciondrio, definir
matematicamente o EMSE e desajuste, e apresentar o nosso modelo de anélise.
Em seguida, na Secao derivamos expressoes de conservacao de energia para o
nosso modelo. Por fim, nas Secoes 4.4 e (4.5, escolhemos dois tipos de vetores de
restricao (k) que sdo comumente utilizados e derivamos as expressoes para o EMSE

e desajuste.

4.1 Resumo das Principais Variaveis

Como ja foi dito, o SM-AP reutiliza dados antigos. Assumindo que dispomos dos
ultimos L + 1 pares de dados de vetores de entrada e de sinais desejados, podemos

definir as principais variaveis presentes no algoritmo SM-AP em uma determinada

32



iteracao k:

X(k)=1] x(k) x(k—1) ... x(k—1L) ] (matriz de entrada)

x(k)y=[ k) xk-1) ... 2(k—N) |7 (vetor de entrada)

wk)=[ wo(k) wi(k) ... wyk) ]¥ (vetor de coeficientes)
dk)=[ dk) dk-1) ... dk—1L) ]* (vetor desejado) (4.1)
y(k) =1 (k) k) ... k) |8 (vetor de restrico)

e(k) =] ey(k) e(k) ... e(k) |&  (vetor de erro a priori)

e(k) =1 eo(k) e(k) ... er(k) ]& (vetor de erro a posteriori)

onde a matriz de entrada X(k) € ROVFUXUE+D contém o vetor de entrada atual
x(k) € R¥*L e os L vetores de entrada anteriores x(k — i) para i = 1,...,L; os
coeficientes do filtro adaptativo sdo dados pelo vetor de coeficientes w(k) € RV
o vetor desejado d(k) € RET! contém o sinal desejado atual d(k) e os L anteriores
d(k —1i) parai=1,...,L; o vetor de restricio é dado por (k) € REFL; sendo que
e(k),e(k) € REF! definidos como

e(k) = d(k)— X" (k)w(k) (4.2)
e(k) = d(k) —X"(k)w(k+1) (4.3)

sao os vetores de erro a priori e a posteriori, respectivamente

O parametro 7 € R, estabelece um limite superior para o vetor de restrigdo, isto
é, |vi(k)| <7 parai=0,...,L e é usualmente escolhido com base na variancia do
ruido ¢2. O valor mais comumente utilizado é 5y = \/@, uma vez que esse valor faz
com que o algoritmo SM-NLMS atualize durante poucas iteragoes e tenha desajuste

pequeno [44]. O vetor de ruido n(k) € RET! é definido como
n(k)=1[ nk) nk—1) ... n(k—L) ]* (vetor de ruido) (4.4)

Note, a partir das defini¢oes acima, que os vetores de entrada, desejado e o de
ruido tem uma estrutura de tapped-delay line e, portanto, existe uma relagao de
deslocamento entre os seus elementos em iteracoes préoximas. Essa observagao sera

utilizada posteriormente.

INao confundir eg(k), primeira entrada do vetor e(k) (vide equacdo (4.1)), com e,(k), erro
existente no sistema quando os coeficientes do filtro adaptativo coincidem com a solu¢ao de Wiener,

isto é, quando w(k) = w, (vide equagdo (3.3)).
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4.2 Preliminares

Vamos comecar descrevendo o modelo do ambiente que serd considerado, conhe-

cido como modelo estacionario (pag. 285 de [6]).

Definicao 2 (Modelo Estacionéario). Dizemos que os dados {d(k),x(k),n(k)}
satisfazem o modelo estacionario se eles obedecem as seguintes condigoes:

(a) Fw, € RN d(k) = wlix(k) + n(k),Vk;

(b) As variaveis aleatorias d(k), n(k),x(k) tem média 0, Vk;

(c) Vk,n(k) é ii.d. com varidncia o2 = E[n?(k)];

(d) Vki,Vko,n(k1) é independente de x(k»);

(e) A matriz de autocorrelacao do sinal de entrada é R = E { (k:)xT(k)} ,Vk;

(f) A condigao inicial w(0) é independente de {d(k),x(k),n(k)}, k.

O modelo descrito acima recebe o nome de estacionario porque w,, o> e R nao
dependem de k. Como consequéncia da Defini¢ao 2, podemos escrever o erro a priori

e(k) = d(k) - y(k)
= wlx(k)+n(k) —w’ (k)x(k)
= n(k) +é(k) (4.5)

onde é(k) = (w, — w(k))Tx(k) é o sinal de erro-sem-ruido a priori. Elevando ao

quadrado a equagao acima temos
e (k) = n*(k) + &*(k) + 2n(k)é(k) (4.6)
E em seguida, tomando o valor esperado chegamos em
Ele*(k)] = E[n*(k)] + E[e*(k)]
= o> +E[e*(k)] (4.7)

onde utilizamos na primeira linha a Proposi¢do [1 (enunciada logo abaixo) e na

segunda linha invocamos a Defini¢ao 2l

Proposicao 1 (Resultado de Independéncia). Como consequéncia do modelo esta-
ciondario dado na Defini¢aol2, o ruido n(k) é independente de é(k) (para maiores

detalhes, ver Subse¢do 6.2.2 de [6]).
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Finalmente, assumindo que o algoritmo converge, podemos estudar o seu desem-

penho de MSE em regime estacionario através da anélise de )

Jim Ele*(k)] = o2 + EMSE (4.8)
onde
EMSE = lim E[&*(k)] (4.9)

e o desajuste (M, do inglés misadjustment) é dado por

_ EMSE

2
On

M

(4.10)

Note que, até agora, as equagdes apresentadas neste capitulo valem para qualquer
algoritmo adaptativo em ambiente estacionario, mesmo para aqueles que reutilizam
dados. Entretanto, nés adaptaremos a notacao apresentada aqui para a notagao
apresentada na Secdo (4.1, pois ela elimina ambiguidades que podem ocorrer na
notagdo dos algoritmos que reutilizam dados, através da inclusao do subscrito 0
com a finalidade de denotar que éy(k) = é(k) é o primeiro elemento do vetor erro-
sem-ruido a priori €(k) que sera definido posteriormente, veja equagao (4.25). Dessa

forma, a definicaio do EMSE torna-se
EMSE = lim E[es(k)] (4.11)

Agora que introduzimos as quantidades que desejamos calcular, podemos
comecar a andlise do algoritmo SM-AP utilizando uma abordagem baseada em ar-
gumentos de conservacao de energia [51] apresentada na Segao[3.3.

Na verdade, consideraremos um algoritmo que é uma pequena generalizacao do
SM-AP, pois adota os coeficientes de regularizagio (8) e de relaxamento (u)?. A esse
SM-AP com constante de relaxamento chamaremos de GenSM-AP (isto é, SM-AP
generalizado) apenas para diferenciar do SM-AP original, introduzido em [13].

A equagao de atualizagdo do GenSM-AP ¢é dada por

Wk + 1) |7+ X(B) XT (k)X (k) + 01| [e(k) — (k)] se |ea(k)| > T2)

w(k) do contrario

2A tnica razdo de termos considerado o fator p, também chamado de fator de convergéncia,
é para haver correspondéncia direta entre as expressoes de EMSE do GenSM-AP e do AP. Em
outras palavras, o GenSM-AP com vetor de restrigdo «(k) = O recai no algoritmo AP e, como

mostraremos na Secdo 4.5, as expressdes de EMSE desses dois algoritmos sdo idénticas.
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A nao-linearidade apresentada na equacgao (4.12) devido a etapa de innovation
check torna a analise muito dificil de ser realizada. Portanto, nés utilizaremos um
modelo simplificado, introduzido na Sec¢ao IV de [14], para superar esse problema.

Assim, representaremos a equacgao (4.12) da seguinte forma
~1
wik+ 1) = w(k) + Pup (k)X (k) [ X" (k)X (k) +61]  [e(k) —~y(k)],  (4.13)

onde P, (k) € [0,1] é uma funcdo que representa a probabilidade de atualizar os

coeficientes do filtro em uma dada iteracao k, isto é, Puy,(k) = P [leo(k)| > 7).

4.2.1 O Modelo de Analise

Pode-se argumentar que o modelo de anélise dado pela equagao (4.13) nao reflete
a pratica, dada pela equagao (4.12), uma vez que a nao-linearidade no erro é trocada
por um fator escalar. Em outras palavras, o processo de innovation check é trocado
por um parametro P,,(k) que funciona da mesma forma que um coeficiente de
relaxamento. Em resumo, o nosso modelo de analise, a primeira vista, parece nao
ser valido.

Isso seria verdade se (4.12) e (4.13)) fossem equagdes a diferencas deterministicas.
Entretanto, todas as varidveis presentes nessas equagoes sao variaveis aleatorias,
com excegdo a p e Py,(k) que sdo deterministicas. Portanto, temos que encarar
essas equagoes como equacoes estocasticas a diferencas. Além disso, as métricas que
desejamos calcular (EMSE e desajuste) representam um comportamento médio, isto
é, teremos que tomar o valor esperado das variaveis aleatérias em algum momento
durante a nossa analise. Por fim, olhando para o valor esperado dessas duas equagoes
veremos que elas representam a mesma relacdo. Vamos mostrar isso com mais
detalhes.

Seja p(k) € RN uma varidvel aleatéria representando a perturbacao aplicada

a w(k) quando |eg(k)| > 7, i.e,
~1
p(k) = pX(k) | X" (F)X (k) +61]  [e(k) — v (k)]
Podemos escrever a equacao (4.12) como

w1y = [ e leoth)] > 7 m
w(k) do contrério
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Agora, seja p/(k) um vetor aleatério definido por

p(k) com probabilidade Py (k)
0 com probabilidade 1 — P,,(k)

p'(k) =

onde Py, (k) = Plleg(k)| > 7]. Com essa defini¢do, a equagao (4.14) pode ser rees-
crita como

w(k+1) =w(k)+ p'(k) (4.15)
Em seguida, tomando o valor esperado de obtemos
E[w(k +1)] = E[w(k)] + E[p' (k)] (4.16)
Calculando o valor esperado de p’(k), temos
E'(k)] = E[P(k)| leo(k)] <7 (1= Pup(k) + EP'(K)] leo(k)] > 7] Pup(k)
= 0(1 = Py(k)) + Elp(F)| leo(k)| > 7] Pup(k)
= E[p(k)] leo(k)| > 7] Pup(k)
e, assumindo que p(k) e |eg(k)| > 7 s@o fracamente dependenteg, podemos escrever
E[p'(k)] = E[p(k)] Pup (k) (4.17)

e agora ¢é direto verificar que o valor esperado da equagao (4.12)), dado pelas equagoes
(4.16) e (4.17), leva ao mesmo resultado que o valor esperado de (4.13).

Em resumo, reflete (4.12), na média. Como estamos interessados no com-
portamento médio do algoritmo, precisaremos tomar valores esperados do nosso
modelo e, desse momento em diante, o modelo de analise reflitird perfeitamente a

pratica.

4.3 Expressoes de Conservacao de Energia

O modelo de anélise, dado pela equacao , pode ser escrito como

A

w(k + 1) = w(k) + Pup (k)uX(F)S(k) [e(k) — (k)] (4.18)

3Note que essa assuncio sera tdao melhor quanto maior for P, (k), pois dessa forma a média
de p(k) é dominada pela influéncia do termo E [p(k)| |eo(k)| > 7]. Consequentemente, o modelo
adotado se torna melhor conforme L cresce (vide graficos de Py, (k) apresentados no Capitulo(5) e

7 decresce.
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onde, com a finalidade de manter a notacao compacta, definimos

R(k) = XT(k)X(k) (4.19)

S(k) = [R(k)+61" = [X"(W)X(k) +01] (4.20)
Conforme ja foi dito anteriormente (veja Definigao 2), o sinal desejado é dado
por

d(k) = wix(k) + n(k) (4.21)

o

Subtraindo w,, os coeficientes 6timos do filtro, dos dois lados da equacao (4.18)
obtemos

Aw(k + 1) = Aw(k) + Pop (R)uX(H)S (k) [e(k) — 7 (k)] (4.22)

onde Aw(k) = w(k) — w, é o vetor desvio.

Multiplicando a equacao (4.22) por XT (k) pela esquerda, e usando (4.19) temos

—&(k) = —&(k) + Pup(k)uR(k)S(k) [e(k) — (k)] (4.23)
onde
gk) = —XT(k)Aw(k+1) =e(k)—n(k) (4.24)
8k)= —XT(k)Aw(k) =e(k)—n(k) (4.25)
e, &(k) = [Go(k) &1(k) ... &k, (k) = [eo(k) &r(k) ... en(k)]" € RLH,

sao os vetores erro-sem-ruido a posteriori e a priori, respectivamente. Lembre-se
que precisamos do primeiro elemento do vetor €(k) para calcularmos o EMSE, vide
equacao (4.11)).

Assumindo que f{(k:) é inversivel (isto é, que X(k) tem posto completo por

colunas) podemos resolver a equagio (4.23) da seguinte forma
R (k) [6(k) — &(K)] = Pup(k)pS(k) [e(k) — (k)] (4.26)
Usando a equagio (4.26) na equagdo (4.22)
Aw(k+1) — X(E)R ' (k)e(k) = Aw(k) — X(B)R (k)& (k) (4.27)

Teorema 1 (Relagao de Conservacao de Energia para o GenSM-AP). Avaliando as

energias dos dois lados da equagao (4.27), podemos mostrar a sequinte relagao
1Aw(k + 1)|* + [&" (B)R 7 (k)e(k)] = | Aw(k)[* + [" (k)R (k)&(k)|  (4.28)
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que envolve as energias do vetores desvio, e dos vetores de erro-sem-ruido a priori

e a posteriori.

A prova do Teorema [1] é realizada no Apéndice |A. Note que esse teorema vale
para outros algoritmos, por exemplo, o AP.

Aplicando o operador valor esperado & equagao (4.28) obtemos
E[|aw(k+1)|?] + E [6" (k)R (k)e(k)] = E [[|Aw(k)[?] + E [" ()R (k)& (k)]

que é conhecida na literatura como a relacao de varidncia das energias [51].
Assumindo que em uma dada iteracao k o algoritmo ja tenha convergido, entao

E[||Aw(k + 1)|%] = E[||Aw(k)||?], e portanto
E & (k)R (k)&(k)| = E [e" (k)R (k)& (k)] (4.29)

vale em regime permanente, ou seja, as energias dos erro-sem-ruido a priori e a
posterior: se conservam, em regime permanente.

Agora, utilizamos a equagao para eliminar a dependéncia do erro-sem-
ruido a posteriori, €(k), da equagdo acima e usamos o fato de que tanto f{(k) quanto
S(k) sao matrizes simétricas para obter, depois de uma manipulacao matematica

simples, a relacao

Py (k)uE[[e(k) =y (k)" S (k)R (k)S (k) [e(k) — (k)] = 2E 67 (k)S (k) e(k) — (k)]
(4.30)

onde usamos a relacao &7 (k)S(k)[e(k) — v(k)] = [e(k) — ~(k)]"S(k)é(k), uma vez
que os dois termos envolvidos sao escalares e S(k:) ¢ simétrica.

Pela equagdo (4.25) temos e(k) = é(k) + n(k). Substituindo essa relagdo em
temos

A

Py (k)uE [[&(k) + n(k) — v (k)" S(k)R(k)S(k) [8(k) + n(k) — (k)]
= 2F [6"(k)S(k) [&(k) + n(k) —y(k)]|  (4.31)

Definindo

[eX

(k) = &(k) — (k) (4.32)

a equagao (4.31) pode ser reescrita como
Py (k)uE[[8(k)+n(k)]" S(k)R(K)S (k) [8(k)+n(k)]]| =2E[[&(k) +v (k)] S(k) [6(k)+n(k)]]
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Expandindo a equagao acima obtemos

Uma vez que o fator de regularizagdo é uma constante pequena (0 < 1) usada
apenas para evitar instabilidade numérica devido a inversao de matriz, podemos

assumir S(k) = R1(k) para simplificar a expressao acima

A

k)&(k) + 0’ (k)S(k)n(k) + 20" (k)S(k)e(k)|
(k)n(k) +~" (k)S(k)e(k) +~" (k)S(k)n(k)]

U —

=2 [6" (k)S(k)a(k) + &" (k)

>
=
B
=z
=
=
®

Re-arranjando os temos e utilizando a relacio & (k)S(k)n(k) = n7 (k)

vez que eles sao escalares e g(k) é simétrica, nds temos

(2= Pup(k))B [€" (K)S(R)&(k)| +2(1 = Pup(k)1) [0 (k)S(k)&(k)| +2E [y" (K)S (k)& (k)|
= Pup(R)uE [0 ())S(k)n(k)] ~2E [y" ()8 (k)n(k)]

Aplicando o operador traco na equagao acima e utilizando a propriedade

tr{AB} = tr{BA}, podemos escrever

|
—~
Bl
SN—
=
S
—~
ol
SN—
>
—~
)
S—
——

(2= Pup(k)E [t {07 (1)8(4)}] +2(1 = Pup(k))E [t

= Pup(k)pE [tr {n(k)n” (k)S(k) }| — 28 [tr {n(k)v" (k)S(k) }]

Considerando que g(k) é estatisticamente independente do ruido e do erro-sem-

ruido a priori apos a convergéncia, podemos escrever

+2tr {E [8(k)y" (k)]
= Pyp(k)ptr {E [n(k)n” (k)| E [S(k)|} — 2tr {E [n(k)y" (k)] E [S(k)] }

Por fim, eliminamos a dependéncia de é(k) através da substituicao de (4.32) na
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equagao acima, e obtemos

(2 = Pup(k)p)tr {E [6(k)&” (k)] E [S(k)] } + 2(1 = Pup(k)u)tr {E [8(k)n” (k)| E [S(k
—Pup(B)utr {E [y(k)y" (k)| B [S(k)| } + Pup(k)utr {E [&(k)y" (k)] E [S(k

—(2 = Pup(B)p)tr {E [y (k)&" (k)| E [S(k)|} — 2(1 = Py (k)p)tr {E [y (k)" (k)] B [S(
= Py (k)ptr {E [n(k)n” (k)| E [S(k)|} — 2tr {E [n(k)y" (k)| E [S(k

Na préxima secao, com a finalidade de chegarmos em férmulas fechadas para o
EMSE do SM-AP, assumiremos que as matrizes de correlacao presentes na equacao
acima sao predominantemente diagonais. Note que, sob essa assunc¢do, as apro-
ximagoes E [8(k)y7 (k)| ~ E[v(k)&" (k)] e E|v(k)nT(k)] ~ E[n(k)y"(k)] sao

validas, e a equacao acima ¢ reduzida a

(2 = Pup(k)p)tr {E [&(k)&" (k)] E [S(k)] } + 21 = Pyp(k)u)tr {E [8(k)n” (k)| E [S(k)]
—Pup(k)utr {E |y (k)y" (8)] B [S(h)]} = 21 = Pup(k)p)tr {E [8(k)y" (k)] B [S(k))
+2P,p (k) ptr {E [y (k)n" (k)| E [S(k)]

= Pup(R)utr {E [n(k)n” (k)| E [S(h)

Nesta secao derivamos uma importante relacdo que é valida para o GenSM-
AP com qualquer escolha possivel para o vetor v(k). Agora, prosseguiremos nossa

analise assumindo uma escolha especifica para esse vetor.

4.4 Vetor de Restricaio com Mobdulo Constante
Baseado no Erro

Nesta se¢ao trabalharemos apenas com o vetor de restri¢do (k) do GenSM-AP
escolhido conforme a Definicao (3l Nas subsecoes que se seguem, calcularemos cada

uma das matrizes necessarias para computarmos o EMSE em (4.34).

Definicao 3 (Vetor de Restricao com Médulo Constante Baseado no Erro). Todo

vetor de restrigdo (k) que é escolhido conforme
vi(k) =7 signle;(k)], parai=0,1,...,L (4.35)
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¢ dito um vetor de restricao com moédulo constante baseado no erro.

4.4.1 Aproximacgio para E[é(k)é’ (k)]
Examinando a {i + 1}-ésima linha das equagoes e (4.25) temos

&(k) = —xT(k —i)Aw(k + 1) (4.36)

éi(k) = —xT(k —i)Aw(k) = ei(k) — n(k — 1) (4.37)
para i = 0,...,L. Usando na equagdao (4.23) o fato de que f{(k)g(k) ~ I para ¢
pequeno, temos

— &(k) = —&(k) + Pup (k) [e(k) — v(k)] (4.38)
cuja {i + 1}—ésima linha é dada por

Ei(k) = &(k) — Pup(k)p[es(k) — 7i(F)] (4.39)
Usando a relagao e;(k) = é;(k) + n(k — i), veja (4.37), a equacao acima pode ser
escrita como

i) = (1 — Pap(R))é(k) — Pap()p (nlls — ) — (k) (4.40)
E elevando ao quadrado, temos
(k) = (1= Pyp(k)p)*& (k) + (Pup(k)p)® (n(k — i) — 7i(k))”
2R (k)a(1 — Pup(R)p)és(k) (n(k — 1) — (k) (4.41)

Note que o vetor de erro-sem-ruido a posteriori é relacionado ao erro-sem-ruido

a priori através da relagao (4.42
Ei(k—1) = —xT(k—1—19)Aw(k)
= —x'(k—(i+1)Aw(k)
— (k) (4.42)
Entéo, considerando a equagao (4.41) na iteragao k — 1, substituindo (4.42) na
mesma, e tomando o valor esperado, obtemos
Bl k)] = (1= Ppw)’E[6(k = D] + (Pup)’E [(n(k — 1 =) =5k = 1))’
2Pl — P E[Ei(k — 1) (n(k — 1 — i) — 3k — 1)) (4.43)
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onde consideramos que, em regime permanente, Py,(k) é uma constante P,,.

Expandindo a equagao acima temos

E &2, (k)1 = Pupu)E [E7(k = 1)] + (Pup)®E [n*(k = 1= )] + (Pappt)’E [32(k = 1)]
—2(Pupit)’E [n(k — 1 = i)yi(k — 1)]
~2Puppi(1 = Papp) E[E(k — Dn(k — 1 — )]
+2Pyppa(1 — Pappt)B[Ei(k — 1)7:(k — 1)] (4.44)

que pode ser simplificada usando a equagao (4.35)), usando a relagao E [y (k — 1)] =

2, parai=0,1,..., L, e usando E [n?(k)] = 02,Vk (vejal2), levando a

E [, (k) H1 = Pupp)E [&(k — 1)] + (Popp)?02 + (Puppt)*7"
—2(Pupt) 7B [n(k — 1 — i)signle; (k — 1)]]
—2Pyppi(1 = Papp) B [Ei(k — Dn(k — 1 — i)
+2Pppt(1 — Puppt) TE [E:(k — V)signle;(k — 1)]] (4.45)

Teorema 2 (Teorema de Price). Considere duas varidveis aleatdrias a e b. Se as-

sumirmos que essas varidveis sao conjuntamente Gaussianas [21], a sequinte apro-

E [sign[a]b] ~ , /WiQE ba) (4.46)

A prova do Teorema 2| pode ser encontrada em [52,21] e, por nao ser central em

ximacdao € valida

2

2 € a variancia de a.

onde o

nossa discussao, sera omitida.
Assumindo que n(k — 1 — i) e ¢;(k — 1), assim como é;(k — 1) e e;(k — 1) sao
duas sequéncias aleatérias conjuntamente gaussianas, podemos aplicar o Teorema /2|

na equagao (4.45) para obtermos a seguinte relagao

E [é?ﬂ(k)} = (1- Pup:u)QE [é?(k - 1)} + (Pup:u)203 + (Pup:u)272
2 Puppt) il — DE [k — 1 — i)es(h — 1)
—2Pypp(1 = Pypp)E[&:(k — D)n(k — 1 — )]

F2Popp(1 = Pappt)Tpi(k — DE[@(k — Des(k — 1] (4.47)

onde

pi(k) =\ =577 (4.48)



Agora, utilizamos a relagao e;(k—1) = é;(k—1)+n(k—1—1i) com a finalidade de
remover a dependéncia do sinal de erro a priori da equacao acima e, apds re-arranjar

0s termos temos

B2, (k)] = [1— Pupp+2Pupuipi(k)] (1 — Papp) B [&2(k)]

+ o7+ 7 = 200i(k)07] (Pupis)? (4.49)

onde assumimos que o algoritmo ja atingiu a convergéncia de forma que podemos
trocar E[é2(k — 1)] e E[e?(k — 1)] por E[e?(k)] e E[e?(k)], respectivamente. Além
disso, também desprezamos os termos dependentes de E[n(k —1—1)é;(k — 1)],
pois eles sao muito menores que os demais, por exemplo, para ¢ = 0 temos
E[n(k —1)éy(k — 1)] = 0, devido a Defini¢ao[2 e Proposigao

Faremos agora a seguinte assunc¢ao
pi(k) =~ po(k) , parai=0,1,..., L (4.50)

com a finalidade de simplificar as manipulacdes matematicas posteriores. Usando

essa assuncao, podemos reescrever a recursao dada pela equagao (4.49) como

B[ (k)] = aB [E(8)] + b (Pupp)’ (4.51)

onde
a = [1 - Pupﬁb + 2Pup:“’7p0(k)] (1 - Pup:u) (452>
b = |02 +7" —27p0(k)o?] (4.53)

Agora, vamos resolver a recursao acima. Para ¢ = 0 temos
E[e2(k)] = aF [e2(k)] + b (Puppe)’ (4.54)
Para i = 1 temos

B[] = aB[ak)] +b(Pupp)’

= @B [&(k)] + (1 + a)b (Pyp)’ (4.55)
Por indugao, é facil mostrar que

E [, (k)] = a"VE (k)] + <Z al> b (Papp)? (4.56)



Entao, assumindo que E {é(k)éT(k)} ¢ predominantemente diagonal, que é o que

costuma ocorrer na pratica, podemos escrever

E [6(k)6” (k)| = A1E [e3(k)| + Agb (Puppt)” (4.57)
Ccom
1
a 0
Al = a2
0
aL
(&
0
1 0
A2 = 1+a
0
ZlL:_Ol aL

4.4.2 Aproximacio para E[n(k)nT (k)]

Assumindo que o ruido é branco e usando a Defini¢ao 2 temos

E [n(k)n” (k)| = 021 (4.58)

n

onde E {n(k:)nT(k:)} € REAIXLHL

4.4.3 Aproximagao para E[é(k)n’ (k)]

Como os elementos da matriz E [é(k:)nT(k)} sdo bem menores que os demais,
consideraremos

E [&(k)n” (k)] ~ 0 (4.59)

4.4.4 Aproximacio para E[v(k)n” (k)]

Usando a assuncio de diagonal dominante (ADD) para a matriz E[y(k)n” (k)]
utilizando a definigdo de «(k), o Teorema 2, a relagdo e(k) = €(k) + n(k), e a
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aproximacao dada pela equagao (4.59), temos
E [y(k)n" (k)] ~ 70,C +7E [&(k)n” (k)| C ~ F02.C

onde

po(k)
p1(k) 0
C= pa(k)

pr(k)

e, se considerarmos a assunc¢ao , podemos simplificar a expressao acima para

B [y(k)n" (k)] = 70700 (K)L 41 (4.60)

4.4.5 Aproximagao para E[v(k)y! (k)]

Novamente, usando a ADD para a matriz E[v(k)y” (k)], temos

E [y(k)y" (k)] ~ 31141 (4.61)

4.4.6 Aproximacgao para E[é(k)yT (k)]

Por fim, invocando mais uma vez a ADD para a matriz E[e(k)~y7 (k)], utilizando
a defini¢ao de ~(k), o Teorema 2 a relagdao e(k) = é(k) + n(k), e considerando a
assuncao , temos

E [8(k)y" (k)]

Q

JCE [&(k)&" (k)]

Too(k) { ALE [60(k)] + Asb (Pupit)’ (4.62)

Q

4.4.7 EMSE para SM-AP

Agora, por conveniéncia, comegamos reescrevendo a relacao de energia (4.34),

considerando que o algoritmo ja esta operando em regime permanente de forma que
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possa substituir Py, (k) por P, levando a

(2 = Popp)tr {E [6(k)&" (k)| E [S(k)| } +2(1 = Pypp)tr {E [6(k)n” (k)| E [S(k)] }
—Puppttr {E [y (k)y" (k)| E [S(k)|} = 2(1 = Popp)tr {E [6(k)y" (k)| E [S(k)]}
+2Pypptr {E [y(k)n” (k)] E [S(k)] }

= Pyputr {E [n(k)n” (k)] E [S(k)| |

Note que todas as matrizes de correlacao presentes nessa equagao ja foram cal-
culadas nas subsegdes anteriores. Portanto, substituindo as equagoes (4.57), (4.58),
(4.59), (4.60), (4.61), e (4.62) na equagdo acima, temos

(2= Pup)E[e (k)] tr { AsB[S(k)] }+ (2= Puppt)b (Pupit)” tr { A2 E[S (k)| }

—Pupp?tr {B[S(k)] } —2(1— Pup) 700 (k)E |3 (k)] tr { AL E [S(k)| }

—2(1= Pupit)Tp0 (k)b (Pupis)? tr { AsE[S (k)| b+ 2P 702 po (k) tr {E[S (k)| }
= Pypuoatr {E[S(k)|} (4.63)

Conforme sabemos, 0 < P, < 1 e u deve ser escolhido tal que 0 < p < 1.
Entao, considerando que P, < 1, ou p < 1, ou o produto P,ppt < 1, os termos que
dependem de (Pup,u)2 sao muito menores que os outros e podem ser desprezados,

levando a

(2 = Puppt) = 2(1 = Puppt)Tpo (k)] tr { AL E [S(k)| } E [&3(k))]
= Pupt [02 +7* — 2702 po (k)] tr {E [S(k)] } (4.64)

Re-arranjando a equacao acima e considerando que os elementos da diagonal
principal de E [é(k:)} sao iguais, conseguimos obter uma expressao para o EMSE do

GenSM-AP

EMSEcensu-ap = B |&(k)]
(02 + 7% — 2702 po(k)] Pappitr {E [S(k)] }
[(2 = Pup) = 2(1 = Pupp)7po (k)] tr { ASE [S(k) |}
(LAY [or +7 = 2900po(k)] Puppt (1 —a
= o= R 30— P o) (069)

onde a = [1 — Pyppt + 2Pupp7po(k)] (1 — Pyppe) conforme definido em (4.52). O de-
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sajuste do GenSM-AP ¢ dado por
EMSEGenSM—AP

o
=2
(L+1H1+é—4hmﬁﬂf%u< 1—a>
(2= Papit) — 201 — Pappt)po(k)] \1—aZ71
Fazendo 1 = 1, a equagao (4.65) se torna o EMSE do algoritmo SM-AP com

MGenSM—AP =

(4.66)

vetor de restricao com moédulo fixo baseado no erro

EMSEsn—ap = E{ég(k)}“zl

L+ 1) [02+7 —2902p0(k)) P ( 1—7
(2= Pyp) —2(1 = Pyp)7po(k)] ( 1;¥1) (4.67)

onde @ = [1 — Py 4+ 2Pyp7po(k)] (1 — Pyp). O desajuste do SM-AP ¢é dado por

1—a

L)1+ 5 = 29(k)| P 1-a
MsMAr = 16 P ) = 21— Pu)iso(R)] ( )

e, uma vez que consideramos p = 1, a acuracia das aproximacoes dadas pelas

- (4.68)

equacoes (4.67) e (4.68) irda aumentar conforme P,, se aproxima de zero.
Note que as expressoes de EMSE e Desajuste estao em funcao de P, e po(k)
e, até o presente momento, nada foi dito a respeito dessas variaveis. Elas serao

estudadas na proxima subsecao.

4.4.8 Euristicas sobre py(k) e Py
Escolha de py(k):

Pela equagao (4.48), temos que

2

Polk) =\ TRl e

(4.69)

Portanto, arbitrar po(k) significa arbitrar E[e2(k)]. Contudo, sabendo E[e(k)],
descobrir o E[eZ(k)] ¢ imediato. E mais, sendo matematicamente rigoroso, as
equagoes (4.67) e (4.68) deveriam ser resolvidas em funcao de E[é2(k)] e as suas
solucoes serem analisadas como possiveis candidatas ao EMSE e ao desajuste do
SM-AP, respectivamente. Esse é, de fato, um trabalho que ainda pretendemos in-
vestigar.

No entanto, em [15], os autores optaram por fazer uma andlise bastante rigorosa,

do ponto de vista matematico, do SM-NLMS e descobrir o MSE através da solucao de
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uma equagao. Porém, para derivar essa equagao, aproximagcoes fortes, possivelmente
invalidas para a maior parte dos casos, foram utilizadas. Consequentemente, o
resultado final de [15] apresenta inconsisténcia com os resultados praticos, como
sera verificado no préximo capitulo. Esse foi o principal motivo de termos optado
por fazer uma assunc¢ao baseada em experimentos, sendo mais coerente com o modelo
e com as aproximagoes realizadas ao longo da derivacao, ao invés de tentar resolver
a equacao.

Além disso, durante a derivacao da expressao para o EMSE do SM-AP, utilizamos
a aproximacgao que, em geral, nao é valida para L > 0. Isso reforca a idéia
de que a simples solugao da equagao (4.67) talvez leve a um resultado inconsistente

com a pratica. Sendo assim, E[e2(k)] foi escolhido da seguinte forma:

L

Ele3 (k)] = 202 + ol (4.70)

"L+l

A aproximacao dada acima ¢ um refinamento da aproximagao utilizada em [16]
para uma versao simplificada do algoritmo SM-AP. Com base em observagoes ex-
perimentais, notamos que o algoritmo SM-AP com vetor de restricio com médulo
constante baseado no erro é mais sensivel ao fator de reuso de meméria L que a
versao do SM-AP considerada em [16] (simple-choice) e, portanto, resolvemos in-

corporé-lo na expressao.

Escolha de P,;:

Pelo teorema central do limite [21, 53], sabemos que, para um k suficientemente
grande, o sinal de erro eg(k) = d(k) — w’ (k)x(k) tera distribuicio gaussiana, pois
ele é formado pela soma de varias variaveis aleatorias independenteﬁ até o instante
k. Além disso, devido ao modelo estacionério (vide Defini¢ao 2), ele terd média 0.

Portanto, a probabilidade do filtro adaptativo atualizar, em uma dada iteracao k, é

dada por

Pup(k) = Plleo(k)| > 7] (4.71)

4Essa afirmacéo é valida para o caso em que o sinal de entrada é branco e, quanto mais colorido
for o sinal de entrada, menos valida serd essa assunc¢ao de distribui¢do gaussiana para a varidvel

€erro.
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e, ap0s a convergéncia, essa probabilidade de atualizacao ¢ dada por
P, =2Q (2
w =20 (2 (4.72)
o
onde o2 é a variancia de ey(k), e Q (-) é a funcao distribui¢ao cumulativa comple-

mentar da Gaussiana, definida como

Q(z) = /x - \/12_7Te_t2/2dt (4.73)

Recorrendo a teoria da independéncia, sabemos que a variancia do erro pode ser

escrita da seguinte forma

0l = oL+ E[Aw" (F)RAW(k)] (4.74)

e —

Como nao queremos assumir um modelo para o sinal de entrada do filtro adapta-

tivo, utilizaremos o quociente de Rayleigh [4, 22] para descobrir a regiao de possiveis

2

valores para o

O Ao ([ AW ()] < 0F < 07 + A2 [[| AW (£) ] (4.75)

onde Apin € Amax 880 0 menor e o maior autovalor de R, respectivamente.

O modelo proposto para 2 ¢

ol = o2+ a0l
= (1+\a)02 (4.76)
onde
Ag = \/AminAmax (4.77)
a constante proxima de 0 (4.78)

Tabela 4.1: Escolha de a em func¢ao da L e da razao de autovalores.

L \ entrada | branca )/\"I‘I‘]—d;‘ =20 )/\‘:‘I‘]—d;‘ =80
0 0,08 0,07 0,06
1 0,08 0,25 0,25
2 0,08 0,25 0,25
3 0,08 0,25 0,25
4 0,08 0,25 0,25
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Notamos, por meio de simulag¢oes, que quando alterdvamos somente «, as ca-
racteristicas da curva de desajuste tedrico eram conservadas, porém ela sofria um
translado vertical, i.e., se deslocava para cima ou para baixo. Com base nessa ob-
servacao, chegamos nos valores de « apresentados na Tabela [4.1. E interessante
notar que, para L # 0, os valores de a dependem apenas da razao de autovalores.

Por fim, a aproximacao para P,, dada em (4.72), nao leva em consideragao que
a probabilidade de atualizacao em regime permanente aumenta junto com L. Dessa
forma, para chegarmos em um valor de P,, adequado para o modelo precisamos

somar uma Constante, O que nos levou a Seguinte eXpI‘eSSéJO:
_ v
Pup - 2Q — |+ Pmin <479)
e

onde P, ¢ uma estimativa do menor valor que P,, assume em funcao de 7.
A Tabela 4.2/ resume os valores de P,.;, que foram utilizados nos experimentos.
Esses valores foram obtidos a partir de varias simula¢oes em diferentes cenarios.

Além disso, a aproximagao (4.79) ndo é muito sensivel a variagdes pequenas de Pp;y.

4.5 Vetor Restricao Trivial
Outra escolha interessante para o vetor de restrigao (k) é
~(k) =0 (4.80)

que ¢ conhecido como vetor de restricao trivial.
Assumindo um vetor (k) trivial, o algoritmo GenSM-AP dado pela equagao
(4.12) se torna o AP [4].

Tabela 4.2: Escolha de P.;, em funcao de L e da razao de autovalores.

L\ entrada branca i‘:ﬁ =20 i:ﬁ = 80
0 0 0 0
1 0,15 0,20 0,20
2 0,30 0,38 0,38
3 0,35 0,43 0,43
4 0,40 0,50 0,50
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Note que o vetor trivial pode ser mapeado em um vetor de restricao com modulo
constante baseado no erro através da escolhay = 0 (vide equagao ) e, portanto,
os resultados derivados na secao anterior também se aplicam aqui. Note também

que quando ¥ = 0 temos P,, = 1 (vide equagao (4.72)), e a equagao (4.65) se torna

EMSEaps = B[R], | = %tngiag;%“Jﬁ(Mm

que é o EMSE do AP (vide equagao (4.123) de [4]). O desajuste do AP é dado por

(L+Dp [ 1-(1-p)p?
Mapa = @) (1 “ (- M)z(LH)) (4.82)

que também estd de acordo com [4] (vide equacao (4.124) dessa referéncia).

52



Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo, a validade das expressoes (4.67) e (4.68) serd testada,

considerando-se diferentes situac¢oes. Para todos os cenarios, consideraremos o pro-
blema de identificagdo de sistema onde o sistema desconhecido é um filtro FIR
(resposta ao impulso de duracao finita), e o filtro adaptativo é também um filtro

FIR com a mesma ordem do sistema desconhecido.

5.1 Cenario 1

Nesta sec¢ao, consideraremos um sistema desconhecido cuja resposta ao impulso

0,1 0,30 —0,2 —0,4 —0,7 —0,4 —0,27

Nas proximas subsecoes mostraremos os resultados de MSE e desajuste para

diferentes valores de L. Para cada L, consideraremos trés tipos de entrada:
e razao de autovalores 1 (entrada branca);
e razao de autovalores 20 e
e razao de autovalores 80.

Os sinais de entrada que sao coloridos foram gerados a partir de um processo auto-
regressivo de primeira ordem. Em todos os trés casos citados acima a variancia do
sinal de entrada é 1 e a varidncia do ruido Gaussiano é 1072, Além disso, a média

de ambas as variaveis aleatérias é 0, respeitando o modelo estacionario.
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Para gerar os resultados experimentais de MSE em regime permanente utilizamos
o seguinte procedimento. Para cada realizagdo do processo estocastico rodamos o
algoritmo adaptativo durante 10% iteracdes. Cabe ressaltar que o algoritmo, para
o cenario em questao, converge antes de 500 iteragoes para todo valor de L. Os
resultados experimentais de MSE em regime permanente sao obtidos realizando-se
uma média temporal das 9 x 103 dltimas iteracoes de cada realizacio, e em seguida
calculando-se a média estatistica (das médias temporais de cada realizagao) ao longo

de 100 experimentos realizados de forma independente.

5.1.1 SM-NLMS (L =0)

Nesta subse¢ao apresentamos resultados de simulagoes para o SM-AP com vetor
de restricao com mddulo constante baseado no erro e considerando L = 0. Para essa
configuragao, o SM-AP coincide com o SM-NLMS [4].

As Figuras 5.2, e/5.3 apresentam, respectivamente, o P,,, MSE em regime
permanente, e desajuste do SM-NLMS considerando um sinal de entrada branco.

Identificamos com as Figuras 5.4, [5.5] e [5.6, respectivamente, o P,,, MSE em
regime permanente, e desajuste do SM-NLMS considerando um sinal de entrada
colorido, cuja razao de autovalores é 20.

As Figuras e apresentam, para uma entrada colorida com razao
de autovalores 80, o P,,, MSE em regime permanente, e desajuste do SM-NLMS,

respectivamente.

1 T T T T

experimento
0.9 teoria I

o

Sos5f
0.4r
0.3
0.2r

0.1

Figura 5.1: Percentual de atualizacao do filtro adaptativo em funcao de 7, onde 7 é

a constante que define 7 = /02 x T — entrada branca (L = 0).
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MSE em regime permanente (escala linear)

Figura 5.2: MSE apods convergéncia em funcao de 7, onde 7 é a constante que define

¥ = /02 x 7 — entrada branca (L = 0).

Figura 5.3: Desajuste em funcao de 7, onde 7 é a constante que define ¥ = /o2 x 7
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Figura 5.4: Percentual de atualizagao do filtro adaptativo em funcao de 7, onde 7 é

a constante que define ¥ = (/02 x 7 — entrada com razao de autovalores 20 (L = 0).
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Figura 5.5: MSE apds convergéncia em funcao de 7, onde 7 é a constante que define

¥ = /02 x 7 — entrada com razao de autovalores 20 (L = 0).
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Figura 5.6: Desajuste em funcao de 7, onde 7 é a constante que define ¥ = /o2 x 7

— entrada com razao de autovalores 20 (L = 0).
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Figura 5.7: Percentual de atualizagao do filtro adaptativo em funcao de 7, onde 7 é

a constante que define ¥ = y/02 x 7 — entrada com razao de autovalores 80 (L = 0).
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Note, observando as figuras relativas ao desajuste do SM-NLMS, que o desajuste
pratico desse algoritmo nao tende a zero quando ¥ — oo. Em outras palavras,
o MSE em regime permanente nao tende a 02 quando i — oo, contrariando o
resultado obtido em [15]. A Figural5.10 elimina qualquer divida que possa existir a
respeito disso, pois ela mostra que o desajuste aumenta a partir de um determinado
valor de 7 (assinalado com um quadrado na curva pratica). O comportamento da
curva de desajuste pratico confere com a nossa intuicdo a respeito do algoritmo
SM-AP, pois para valores baixos de 7 temos o problema de amplificacdo do ruido
(noise enhancement) que vai sendo atenuado conforme 7 cresce, justificando a parte
decrescente da curva e, em seguida, a curva passa a ser crescente com 7, pois com o

aumento de 7, maior ¢ o médulo do erro toleravel sem que o algoritmo atualize os

2.6 T T T T -26 T T T T

experimento experimento
teoria teoria
24 |

j -26.5

2.2 1

-27.51
181 1

MSE em regime permanente (escala linear)
MSE em regime permanente [dB]

141 \\\\N\M\MA; -28.51 M
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Figura 5.8: MSE apés convergéncia em fun¢do de 7, onde 7 é a constante que define

¥ = /02 x 7 — entrada com razao de autovalores 80 (L = 0).
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— entrada com razao de autovalores 80 (L = 0).
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coeficientes do filtro adaptativo e, portanto, maior serd o MSE.

Analizando os resultados obtidos nesta subsecao, conforme pode ser visto nas
figuras apresentadas, as curvas tedricas e praticas estdo bem préximas. A distancia
entre o desajuste pratico e tedrico, no intervalo 7 € [0, 5] nao ultrapassa 0,2. Con-
tudo, percebe-se uma diferenca de tendéncia (derivada) entre as curvas. Logo, nossa
curva tedrica se distancia da pratica para 7 > 5. Na prética, para 7 = 10 a diferenca
entre as duas curvas de desajuste chegou a 0,5 no pior caso, i.e., quando a razao de
autovalores do sinal de entrada ¢ igual a 80. A causa desse problema de tendéncia
entre as curvas é, possivelmente, o modelo de analise que consideramos, pois quando
L =0 e 7 é grande, as hipéteses assumidas para que o modelo de anélise seja uma
boa aproximacao da préatica sao desrespeitadas, vide Subsecao 4.2.1.

Definindo 7, € [0, 5] como sendo o valor de 7 para o qual o desajuste é minimo,
temos, na Tabela um resumo dos 7, para os trés tipos de sinais de entrada.

Pode-se notar que os valores praticos e tedricos sao bem proximos.
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Figura 5.10: Desajuste do SM-NLMS em funcao de 7, onde 7 é a constante que
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(c) entrada com razao de autovalores 80 .
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Por fim, a Tabelal5.2 mostra alguns resultados de desajuste para quatro escolhas
particulares de 7. Pode-se perceber que a escolha usual 7 = \/@ nem sempre é a
melhor, em termos de gerar um desajuste menor para o SM-NLMS. A escolha 7 =
\/4;% , por exemplo, seria uma opcao melhor no caso em que a razao de autovalores

é 80.

5.1.2 SM-BNLMS (L =1)

Nesta subse¢ao, consideraremos o algoritmo SM-BNLMS [4], que é um caso par-
ticular do algoritmo SM-AP com vetor de restricdo com modulo constante baseado

no erro quando fazemos L = 1.

As Figuras(5.11]5.12] e[5.13/apresentam, respectivamente, o P,,, MSE em regime

permanente, e desajuste do SM-BNLMS considerando um sinal de entrada branco.
Analogamente, as Figuras|5.14,[5.15| e[5.16/ mostram, para um sinal de entrada
colorido cuja razao de autovalores ¢ 20, o P,,, MSE em regime permanente e desa-
juste do SM-BNLMS.
Considerando um sinal de entrada colorido com razao de autovalores 80, as Fi-
guras 5.17, 5.18] e[5.19 ilustram o P,,, MSE em regime permanente, e desajuste do
SM-BNLMS, respectivamente.

Assim como na Subsecao 5.1.1, os resultados obtidos nesta subsecao estao con-

Tabela 5.1: Valores de 7, considerando L = 0.

resultado \ entrada branca % =20 ﬁia: =80
experimental 95,0 4,9 4,3
tedrico 5,0 5,0 5,0

Tabela 5.2: Valores de desajuste para diferentes valores de 7 (L = 0).

~ Amax — Amax —
7 \ entrada branca Jmax = 20 Juax = 80
(exp.)  (teo.) (exp.) (teo.) (exp.) (teo.)

0,4277 0,3444 0,5054  0,3666 0,5170  0,3851
0,2925 0,3634 0,3636  0,4025 0,3873  0,4358
0,1821 0,2813 0,2487  0,3376 0,3033  0,3890
0,1525 0,2207 0,2342  0,2759 0,3145  0,3280

ot =~ [\) —
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¢ a constante que define ¥ = /02 x 7 — entrada branca (L = 1).
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Figura 5.12: MSE apds convergéncia em funcao de 7, onde 7 é a constante que define

¥ =4/02 x 7 — entrada branca (L = 1).
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Figura 5.14: Percentual de atualizagao do filtro adaptativo em fun¢ao de 7, onde 7 é

a constante que define ¥ = y/02 x 7 — entrada com razao de autovalores 20 (L = 1).
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Figura 5.15: MSE ap6s convergéncia em fungao de 7, onde 7 é a constante que define

¥ = /02 x 7 — entrada com razao de autovalores 20 (L = 1).
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Figura 5.16: Desajuste em funcao de 7, onde 7 é a constante que define ¥ = /o2 x 7

— entrada com razao de autovalores 20 (L = 1).
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Figura 5.17: Percentual de atualizagao do filtro adaptativo em fun¢ao de 7, onde 7 é

a constante que define ¥ = (/02 x 7 — entrada com razao de autovalores 80 (L = 1).
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Figura 5.18: MSE ap6s convergéncia em fun¢ao de 7, onde 7 é a constante que define

¥ = /02 x 7 — entrada com razao de autovalores 80 (L = 1).
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dizentes com a pratica. Além disso, pode-se notar que o problema de tendéncia das
curvas de desajuste existente para o SM-NLMS nao existe para o caso em que L = 1
(SM-BNLMS). A Tabela 5.3 resume os valores de 7, para os trés tipos de sinais de
entrada. Novamente, percebemos que os valores tedricos estao bem proximos dos
praticos.

Por fim, a Tabela 5.4 mostra alguns resultados de desajuste para quatro escolhas
particulares de 7. Pode-se perceber que a escolha usual 7 = \/E esta longe de ser
a melhor, em termos de gerar um desajuste menor para o SM-BNLMS. Para essa

finalidade, a escolha 7 = /102 mostrou-se bem superior.

5.1.3 L=2

De forma analoga ao que foi feito nas subsecoes anteriores, mostraremos, nesta
subsec¢ao, resultados para o MSE em regime permanente considerando o algoritmo

SM-AP com vetor de restricao com modulo constante baseado no erro e com L = 2.

As Figuras(5.20] 5.21] e[5.22apresentam, respectivamente, o P,,, MSE em regime

permanente, e desajuste do algoritmo considerando um sinal de entrada branco.
Resultados para o P,,, MSE em regime permanente, e desajuste do algoritmo

considerando um sinal de entrada colorido, cuja razao de autovalores ¢é 20, sao

exibidos nas Figuras 5.23,5.24] e[5.25, respectivamente.

Tabela 5.3: Valores de 7, considerando L = 1.

resultado \ entrada branca % =20 f\‘r‘i‘l—a: =80
experimental 0,80 0,90 0,80
tedrico 0,85 0,75 0,75

Tabela 5.4: Valores de desajuste para diferentes valores de 7 (L = 1).

~ >\max — >\max —
7 \ entrada branca Jnax = 20 Jnax = 8()
(exp.)  (teo.) (exp.) (teo.) (exp.) (teo.)

lo2 0,7845 0,7273 1,2780  0,8986 1,3940  1,0500
202 1,0170 0,9220 1,5630  1,1480 1,6810  1,3610
402 1,6960 1,6760 2,4240  1,9680 2,5930  2,2770
502 2,0770  2,2230 2,8570  2,5130 3,0510  2,8470
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Figura 5.21: MSE apds convergéncia em funcao de 7, onde 7 é a constante que define

v = \/agixr — entrada branca (L

—92).
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Figura 5.23: Percentual de atualizagao do filtro adaptativo em fun¢ao de 7, onde 7 é

a constante que define ¥ = (/o2 x 7 — entrada com razao de autovalores 20 (L = 2).
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Figura 5.24: MSE apds convergéncia em funcao de 7, onde 7 é a constante que define

7 = /02 x 7 — entrada com razao de autovalores 20 (L = 2).
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Figura 5.25: Desajuste em funcao de 7, onde 7 é a constante que define ¥y = /o2 x 7

— entrada com razao de autovalores 20 (L = 2).
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As Figuras(5.26, 5.27, e[5.28| ilustram, respectivamente, o P,,, MSE em regime
permanente, e desajuste do algoritmo considerando um sinal de entrada colorido,
cuja razao de autovalores é 80.

Assim como na Subsecao 5.1.1, os resultados obtidos nesta subsec¢ao estao con-
dizentes com a pratica. Além disso, pode-se notar que o problema de tendéncia das
curvas de desajuste existente para o SM-NLMS também nao existe para o caso em
que L = 2. A Tabela 5.5 resume os valores de 7, para os trés tipos de sinais de
entrada. Novamente, percebemos que os valores tedricos estao bem proximos dos
praticos.

Por fim, a Tabela 5.6 exibe alguns resultados de desajuste para quatro escolhas

particulares de 7. Pode-se perceber que a escolha usual /502, novamente, nao ¢ a
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Figura 5.26: Percentual de atualizagao do filtro adaptativo em funcao de 7, onde 7 é

a constante que define 7 = y/02 x 7 — entrada com razao de autovalores 80 (L = 2).
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Figura 5.27: MSE apos convergéncia em fungao de 7, onde 7 é a constante que define

¥ = /02 x 7 — entrada com razao de autovalores 80 (L = 2).
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melhor, no que diz respeito a gerar um desajuste menor para o SM-AP com L = 2.

514 L =4

Com a finalidade de ilustrar que o problema de tendéncia da curva tedrica de
desajuste é um problema particular do caso em que L = 0, resolvemos mostrar um

grafico de desajuste para L = 4 e entrada branca, vide Figura[5.29.
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Figura 5.28: Desajuste em funcao de 7, onde 7 é a constante que define ¥ = /o2 x T

— entrada com razao de autovalores 80 (L = 2).

Tabela 5.5: Valores de 7, considerando L = 2.

resultado \ entrada branca f\‘:ﬁ‘ =20 ’/\\I“ﬁ =80
experimental 0, 60 0,70 0,60
tedrico 1,00 0,90 0,75

Tabela 5.6: Valores de desajuste para diferentes valores de 7 (L = 2).

7 \ entrada branca % =20 % =80
(exp.) (teo.) (exp.) (teo.) (exp.) (teo.)
J1o2 1,140 1,223 1,782 1,865 1,900 2,184
V202 1,684 1,433 2,486 2,171 2,638 2583
V102 3,092 2,692 4262 3,536 4,493 3,963
\/@ 3,789 3,743 5,158 4,555 5,393 4,934
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5.2 Cenario 2

Nesta secao, consideraremos o mesmo cenario descrito na Se¢ao 5.1, porém com
a variancia do ruido igual a 1072, O nosso objetivo aqui é verificar o quanto nos-
sas aproximagoes para o desajuste sao sensiveis a uma piora na razao sinal-ruido.
Escolheu-se exibir, na Figura [5.30, o resultado do desajuste do SM-AP com L =1
e entrada com razao de autovalores igual a 80.

Comparando as Figuras (considera 02 = 1072) e/5.19 (considera o2 = 107?)

nota-se que as curvas geradas em ambos os casos sao praticamente idénticas.
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Figura 5.29: Desajuste em func¢ao de 7, onde 7 é a constante que define ¥ = \/07217
— entrada branca (L = 4).
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Figura 5.30: Desajuste em funcao de 7, onde 7 é a constante que define ¥ = /o2 x T

— entrada com razdo de autovalores igual a 80 (L = 1) e 02 = 1072
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5.3 Resumo dos resultados

Neste capitulo mostramos que os resultados obtidos a partir da analise do al-
goritmo fornecem uma boa aproximacao do comportamento real de MSE em re-
gime permanente do SM-AP. Além disso, mostrou-se que a escolha usual 7 =5 em
¥y = m nem sempré é boa (em termos de gerar um desajuste pequeno), verifi-
cando que conforme L aumenta, mais préoximo 7, estard de 0. Mais do que isso,
mostramos que o desajuste do SM-AP é uma curva convexa em 7 e, consequente-
mente, podemos utilizar técnicas de otimizacao convexa para descobrir o 7,, isto €,
podemos otimizar a curva tedrica do desajuste e, com isso, obter uma boa apro-
ximacao do 7, pratico. Essa observacao nao vale para as curvas tedricas em que
L = 0 devido a uma diferen¢a no formato dessas curvas. Contudo, para um inter-
valo de 7 € [0, 5] (que é o intervalo de escolhas usuais para 7), os desajustes tedrico
e pratico sao muito proximos.

Mostramos também que os resultados obtidos em [15] néo representam uma boa
aproximacao para o SM-NLMS, uma vez que a sua expressao de MSE apds con-
vergéncia é monotonicamente decrescente com ¥ e decai até o2, ou seja, o EMSE
e desajuste obtidos em [15] tendem a 0 conforme 7 cresce. Mostramos, nos experi-

mentos realizados para o SM-NLMS, que isso nao é verdade.
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Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertagao foi realizada, pela primeira vez na literatura, a analise de MSE
em regime permanente do algoritmo SM-AP.

A abordagem utilizada nesta apresentacao foi a de, primeiramente, apresentar
o algoritmo SM-AP como uma espécie de generalizagdo de outros algoritmos e res-
saltar duas de suas caracteristicas mais importantes: selecao de dados e reuso de
dados. Em seguida, discutiu-se brevemente sobre os métodos de analise de algorit-
mos adaptativos enfatizando os pontos fortes e fracos de cada técnica. Com isso, a
escolha pela utilizacdo do método de conservagao de energia foi justificada.

Em seguida, realizou-se a analise do algoritmo SM-AP, baseada no método de
conservacao de energia, e derivou-se expressoes para o excesso de MSE e o desajuste
desse algoritmo. E importante ressaltar que em momento algum de nossa analise
escolhemos uma distribuicao para o vetor de entrada.

Por fim, apresentam-se alguns resultados de MSE em regime permanente para o
algoritmo SM-AP. Verificou-se experimentalmente que as expressoes tedricas deriva-
das fornecem uma boa aproximagao para o comportamento real desse algoritmo apos
convergéncia. Atencao especial foi dada aos casos em que L =0 e L = 1, pois eles
recaem nos algoritmos SM-NLMS e SM-BNLMS, respectivamente. Cabe ressaltar
que para o algoritmo SM-NLMS ja existe uma andlise de MSE em regime perma-
nente [15], porém ela apresenta inconsisténcia com a pratica, uma vez que o seu
MSE é monotonicamente decrescente com 7, enquanto que, na pratica, verificou-se
que existe uma regiao de valores de 7 na qual o MSE é monotonicamente decrescente

com 7 e uma outra regiao na qual o MSE é monotonicamente crescente com 7.
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Além disso, deve-se destacar que as expressoes propostas para EMSE e desajuste
foram testadas em varios outros cenarios e sempre proporcionaram boas estimati-
vas do EMSE e desajuste reais do algoritmo. Portanto, podemos concluir que as
aproximacoes e euristicas propostas na analise nao sao particulares para o cenario

considerado nesta dissertacgao.
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Capitulo 7

Trabalhos Futuros

Segue-se alguns trabalhos que ficaram em aberto e podem ser realizados em

futuras investigagoes:

e calcular o EMSE de forma exata, utilizando algum método numérico para

resolver a equagdo (4.67), na variavel E [¢2(k)];
e verificar o problema de tendéncia da curva de desajuste para L = 0;

e analisar outras caracteristicas do SM-AP, tais como velocidade de con-
vergéncia, comportamento em um ambiente nao-estacionario, estabilidade,

dentre outras.
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Apeéendice A
Prova do Teorema 1

Comegamos re-escrevendo a equacgao (4.27), nosso ponto de partida para provar

o0 teorema |l
Aw(k+1) — X(E)R ' (k)é(k) = Aw(k) — X(k)R ™ (k)&(k)
Calculando a norma Euclidiana dos dois lados da equagao acima obtemos
AW (k + 1) = X(B)R ™ (k)e(k)|* = |Aw(k) = X(k)R ™ (k)E(k)|

Expandindo ambos os lados da igualdade

Como &(k) = —=XT(k)Aw(k + 1) e &(k) = =XT(k)Aw(k)

|Aw(k 4+ 1)|> + &7 (k)R™
AW (E)|)? + & (k)R (k)&(k) + " (k)R (k)e(k) + & (k)R (k)&(k)

onde utilizamos o fato de que a inversa de uma matrix simétrica é também simétrica.
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Removendo os termos iguais dos dois lados da ultima equacao, a seguinte igual-

dade é valida

AW (k + DI +&" ()R (k)e(k) = [Aw(k)[* + " (k)R (k)

I}

(F)

e a prova do teorema [1 estd concluida. Repare que ao longo da demonstracao

nenhuma aproximacao foi utilizada.
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