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Os equalizadores adaptativos baseados nos critérios do erro quadratico e do
erro médio quadratico sao populares essencialmente porque possuem implementacoes
simples através dos algoritmos RLS e LMS, respectivamente, e também porque suas
funcoes-custo levam em consideracao nao somente a distorcao causada pela sobre-
posicao dos simbolos mas também toda e qualquer interferéncia sobre os simbolos
transmitidos. No entanto, sabemos que os critérios do erro quadratico ou do erro
médio quadratico nao representam diretamente a principal figura de mérito da maior
parte dos sistemas de comunicagoes digitais, sendo esta a taxa de erro de bits. Dessa
forma, é imediato inferir que uma melhoria significativa de desempenho pode ser ob-
tida se utilizarmos como funcao custo do procedimento de otimizacgao a taxa de erro
de simbolos, ao invés do erro quadratico ou do erro médio quadratico.

Dessa forma, nesta dissertagao, primeiro, propomos o equalizador de minima
taxa de erro para a constelacao L-PSK. Entao, depois disto, obtemos o equalizador
adaptativo de minima taxa de erro para a constelacao L-PSK, para o caso de elevada
razao sinal-ruido e para um valor suficientemente elevado do niimero de simbolos da

constelagao L-PSK.
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The ubiquitous Minimum Mean Square Error (MMSE) criterion has proved to
be of great practical and theoretical importance, especially because of its simplicity,
generality and analytical tractability. However, at the same time that the MMSE
criterion provides a cost function that is general enough to be applied to innumerous
problems of interest, it is not able to model precisely the cost function of most
problems of practical interest.

Accordingly, in this work, we, first, propose the equalizer which minimizes
directly the symbol error rate for the L-PSK signal constellation. And after that, by
using approximations to the high signal-to-noise ratio and also to a signal constella-
tion large enough, we propose the adaptive equalizer which approximately minimizes

the symbol error rate for the L-PSK signal constellation.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Filtros Adaptativos

Em meados da década de 1950, a introducao dos computadores digitais no
controle dos links de comunicagoes fez com que a maior parte da atividade na area
da teoria de sistemas estivesse direcionada para os sistemas com dados amostrados
[1]. Como resultado desse esforco, o filtro de Kalman [1, 2] e o algoritmo LMS (Least
Mean Squares) [3, 4] foram propostos no inicio da década de 60. O LMS ¢é reconhe-
cido, atualmente, como o mais simples e mais utilizado algoritmo de aprendizado
[3].

Na Figura 1.1, esquematizamos o mecanismo, basico, de adaptagao dos coefi-
cientes de um filtro FIR, h(n). Os sinais d(n) e x(n) correspondem ao sinal desejado
e ao sinal utilizado como entrada do filtro adaptativo, respectivamente. O sinal e(n)
corresponde a diferenga entre a saida do filtro adaptativo, y(n), e o sinal desejado,
d(n). Entao, a cada amostra, o algoritmo adaptativo serd responsavel por alterar os
coeficientes do filtro FIR com objetivo de reduzir o valor de uma fungao do sinal de

erro, F'{e(n)}.

1.2 Aplicacao: Equalizacao Adaptativa

Na teoria dos sistemas de comunicacoes engloba-se o efeito das distorcoes
causadas pelo filtro de transmissao, modulador, meio de transmissao e demodulador

em um filtro comumente referido como o ”canal”’[5]. Em um canal monousuério



d(n)

x(n) h(n) y(n) - @

Algoritmo
Adaptativo

Figura 1.1: Filtro Adaptativo

a distor¢ao causada pela sobreposicao dos simbolos recebidos é chamada de inter-
feréncia entre simbolos sendo o tipo de interferéncia mais comum ao lado do ruido
aditivo [5]. Em sistemas de comunicagoes sem fio a interferéncia entre simbolos re-
sulta, principalmente, da propagacao do sinal pelo meio de transmissao por multiplos
caminhos.

A natureza do canal sem fio é inerentemente nao estacionaria. Nao sé
a distancia do aparelho a estagao base poderda variar mas também os possiveis
multiplos caminhos. Dessa forma, nesse ambiente, qualquer solucao para a supressao
de interferéncia deverd adaptar-se as exigéncias do ambiente [5].

Apesar de o estudo da aplicacao de filtros adaptativos em equalizadores ser
uma &drea ativa de pesquisa [6, 7, 8], sua origem nao é recente [9]. No inicio da
década de 70 a utilizacao de filtros adaptativos para propositos de equalizacao ja
era estudado. Ja nessa época estabeleceu-se os dois modos de operacao para o
equalizador: o modo de treinamento onde o equalizador se adapta e o modo de
operacao onde o equalizador funciona como um filtro fixo ou adaptativo de forma
cega.

Durante o modo de treinamento, a saida do canal sera utilizada como entrada
do filtro adaptativo e os simbolos transmitidos corresponderao ao sinal desejado.
Dessa forma, poderemos obter, de maneira adaptativa e sem conhecimento prévio
dos momentos estatisticos dos sinais envolvidos, um filtro que corrija as distorcoes

produzidas pelo canal.



1.3 Motivacao

Os equalizadores adaptativos baseados nos critérios do erro quadratico e do
erro médio quadratico sao populares essencialmente porque possuem implementagoes
simples através dos algoritmos RLS e LMS [4], respectivamente, e também porque
suas fungoes-custo levam em consideragao nao somente a distor¢ao causada pela so-
breposicao dos simbolos mas também toda e qualquer interferéncia sobre os simbolos
transmitidos. Uma evidéncia dessa popularidade corresponde ao fato de que alguns
dos principais livros de filtragem adaptativa [10, 4, 9] dedicam-se quase que ex-
clusivamente a exposicao de algoritmos adaptativos que baseiam-se diretamente ou
indiretamente nestes critérios.

No entanto, sabemos que os critérios do erro quadratico ou do erro médio
quadratico nao representam diretamente a principal figura de mérito da maior parte
dos sistemas de comunicagoes digitais, sendo esta a taxa de erro de bits. Dessa
forma, é imediato inferir que uma melhoria significativa de desempenho pode ser
obtida se utilizarmos como funcao custo do procedimento de otimizagao a taxa de
erro de simbolos, ao invés do erro quadratico ou do erro médio quadratico.

Entao, com este objetivo em mente, os trabalhos [11, 12, 7| dedicaram-se a
encontrar os equalizadores adaptativos de minima taxa de erro para as constelagoes
L-PAM [13] e L-QAM [13]. Em linhas gerais, os algoritmos encontrados apenas
incorporam a atualizacao seletiva dos coeficientes ao ja conhecido algoritmo LMS
a0 mesmo tempo que proporcionam um desempenho superior em relacao a taxa de
erro de simbolos.

Dessa forma, motivados por estes resultados, comecamos a nos questionar
como deveria ser o equalizador adaptativo de minima taxa de erro para a constelagao
L-PSK [13] e também se esse algoritmo possuiria alguma conexao com o algoritmo
adaptativo que minimiza o quadrado da diferenca de fase entre o sinal desejado
e a salda do filtro adaptativo (algoritmo LMP ou Least Mean Phase) [14]. Neste
contexto, surgiu o topico desta dissertacao, que corresponde ao desenvolvimento do

equalizador adaptativo de minima taxa de erro para a constelacao L-PSK.



1.4 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacao tem como objetivo principal encontrar o equalizador adap-
tativo de minima taxa de erro para a constelacao L-PSK. Mais precisamente, bus-

caremos as respostas as seguintes perguntas:

P1: Qual é a expressao do equalizador adaptativo de minima taxa de erro para a

constelacao L-PSK 7

P2: O equalizador adaptativo de minima taxa de erro para a constelacao L-PSK
possui alguma relagao com o algoritmo adaptativo que minimiza o quadrado da
diferenga de fase entre o sinal desejado e a saida do filtro adaptativo (algoritmo

LMP ou Least Mean Phase) [14]?

No capitulo 2 apresentamos os fundamentos teéricos desta dissertacao, como a
apresentagao do algoritmo LMP (Least Mean Phase) [14] e a descrigao do equalizador
de minima taxa de erro para a constelacao L-PAM [11, 7].

No capitulo 3, considerando um sistema de comunicagoes MIMO que utiliza a
constelacao L-PSK, calcularemos os gradientes da SER em relagao aos filtros MIMO
de transmissao e de recepcao. Este capitulo apresentard resultados instrumentais
para o desenvolvimento do o equalizador adaptativo de minima taxa de erro para a
constelagao L-PSK.

No capitulo 4 utilizaremos os resultados obtidos no capitulo anterior com
objetivo de responder as perguntas P1 e P2. E, depois simularemos o algoritmo
proposto com objetivo de avaliar o seu desempenho.

Finalmente, concluimos nosso trabalho no Capitulo 5 e discutimos alguns
trabalhos que podem ser realizados a partir do desenvolvimento apresentado nesta

dissertacao.



Capitulo 2

Filtros Adaptativos

Nesse capitulo, apresentaremos os filtros adaptativos relacionados ao desen-
volvimento do algoritmo adaptativo a ser proposto nesta dissertacao, o equalizador
adaptativo de minima taxa de erro para a constelacao L-PSK. Neste capitulo des-
creveremos os algoritmos LMS (Least Mean Squares) [4, 9, 10], LMP (Least Mean
Phase) [14] e o equalizador de minima taxa de erro para a constelagao 2-PAM
13, 11, 7).

Denotaremos os coeficientes do filtro adaptativo, no instante n, como w(n) €
C+ | paral € N. A entrada do filtro adaptativo e o sinal desejado serdo denotados

por u(n) € C*Y, d(n) € C, respectivamente.

2.1 Algoritmo LMS

A forma real do algoritmo LMS (Least Mean Squares) foi proposta em 1960
pelo trabalho pioneiro de B. Widrow e M. E. Hoff Jr., marcando, assim, o inicio
da teoria moderna de filtragem adaptativa [4, 9, 10]. Nessa segao derivaremos o
algoritmo LMS como uma aproximacao para o método da descida mais ingreme
[4, 9.

O método da descida mais ingreme é um método iterativo de busca de solu¢ao
que atualiza os valores da variavel a ser otimizada no sentido oposto ao do vetor

gradiente, da seguinte forma:
w(n+1) =w(n) — uVyl§(w(n))], (2.1)

onde g corresponde ao passo do algoritmo e V,[{(w(n))] ao vetor-gradiente da



funcao £(-) em relagdo a w(n) no ponto {(w(n)).

Vale a pena ressaltar que apesar de o método apresentado nessa secao ser
geral o suficiente para ser aplicado em qualquer fungao funcao-objetivo £(w(n)) o
resultado da busca dependera da condicao inicial quando a funcao objetivo nao for
convexa ou concava [15].

Para a fungao custo, convexa, do erro médio quadrdtico linear [4, 9] a recursao

do método da descida mais ingreme pode ser escrita como
w(n+1)=wn)—pu {Ruw(n) - Rud] , (2.2)

onde R, corresponde a matriz de autocorrelacao do sinal de entrada e R4 a cor-
relacao cruzada entre o sinal desejado e o sinal de entrada.
Aproximando as matrizes R, e R4 por realizagoes instantaneas, obtemos as

seguintes recursoes
wn+1) = w(n)—p [u(n)uT(n)w(n) - u(n)d(n)] (2.3)
= w(n)+ pu(n) [d(n) — wT(n)u(n)] : (2.4)

Finalmente, obtemos na equagao (2.4) a recursao que representa o algoritmo
adaptativo LMS. Vale a pena salientar que durante a adaptacao utilizamos somente o
conjunto de coeficientes do filtro adaptativo do instante anterior, w(n), o regressor,
u(n), e a diferenga entre o sinal desejado, d(n), e a saida do filtro adaptativo,
o

w' (n)u(n).

2.2 Algoritmo LMP

Nessa secao, apresentaremos um algoritmo de filtragem adaptativa cuja mo-
tivagao é complementar a motivagao do algoritmo LMS. Nesta secao apresentaremos
o algoritmo LMP (Least Mean Phase) [14] que, ao invés de minimizar a quadrado do
valor absoluto entre o valor desejado e a saida do filtro adaptativo, busca minimizar
o quadrado da diferenca de fase entre o valor desejado e a saida do filtro adapta-
tivo. Essa abordagem pode ser especialmente interessante quando desejamos utilizar
esse algoritmo como um equalizador adaptativo em um sistema de comunicacao que

utilize a constelacao L-PSK [13], por exemplo.



Mais precisamente, para o conjunto de coeficientes w(n), a fungao-custo que
representa o valor médio do quadrado da diferenga de fase entre o valor desejado,

T(n)u(n), pode ser escrita como [14]

(2 tominy] -

d(n), e a saida do filtro adaptativo, w

Soup(w(n)) =E

onde d(n) # 0.

Calculando o vetor-gradiente da func¢ao £ry/p(¢) em relagdo a w(n) no ponto
Eomp(w(n)) e realizando aproximagoes estocdsticas baseadas em realizagoes ins-
tantaneas, obtemos a implementacao adaptativa [14]

WT(n)U(n)) ju(n)
d(n) (wh(n)u(n))”

wn+1)=w(n)—u <4 (2.6)

que corresponde ao algoritmo adaptativo LMP (Least Mean Phase).

2.3 Equalizacao Adaptativa de Minima Taxa de
Erro para a Constelacao 2-PAM

Nessa secao, apresentaremos o equalizador adaptativo de minima taxa de
erro para a constelagdo 2-PAM [11, 7]. A conexao deste algoritmo com o algoritmo
LMS motivara o desenvolvimento do algoritmo adaptativo a ser proposto nesta dis-
sertacao, que corresponde ao equalizador adaptativo de minima taxa de erro para a
constelagao L-PSK.

Primeiro, para a constelagao 2-PAM [13], consideramos que os simbolos trans-
mitidos sejam 41, e que hé um erro de transmissao, no instante n, quando o sinal do
(

simbolo transmitido, d(n), é diferente do sinal da saida do equalizador, w* (n)u(n).

Mais precisamente, definimos a funcao indicadora de erro como

1, se sign (d(n sign (w” (n)u(n
Lean(d(n), w" (n)u(n)) 2 o () # st (Hum) -y

0, caso contrario,
onde a fungao sign (+) retorna o valor do sinal de seu argumento. A fun¢ao indicadora
de erro, Ipay(d(n),w”(n)x(n)), é igual a 1 quando h&a um erro de transmissao e

igual a 0 quando a transmissao ¢ realizada com sucesso.



Nesse cenario, os trabalhos [11, 7] propuseram o equalizador de minima taxa
de erro para a constelacdo 2-PAM para o caso de elevada razao sinal-ruido (SNR).

Este algoritmo pode ser descrito pela seguinte recursao [11, 7]
w(n+1) = w(n) + plpar(d(n), w' (n)u(n))d(n)u(k). (2.8)

Neste ponto, convém ressaltar duas importantes caracteristicas deste algo-
ritmo, que servirao para motivar o desenvolvimento do algoritmo a ser proposto

nesta dissertacao:

e 0 equalizador de minima taxa de erro para a constelacao 2-PAM s6 atualiza
seus coeficientes quando ha um erro de transmissao. Ou seja, este algoritmo é

seletivo em relacao as suas atualizagoes;

e devido a semelhanca do equalizador de minima taxa de erro para a constelacao
2-PAM com o algoritmo LMS, podemos interpretd-lo como uma versao do

algoritmo LMS que incorpora a atualizagao seletiva dos seus coeficientes.

Entao, combinando os resultados apresentados nesta secao com a descri¢ao
do algoritmo LMP, realizada na se¢ao anterior, somos levados a conjecturar que,
ao realizarmos a atualizagao seletiva dos coeficientes do algoritmo LMP, poderemos
obter o equalizador de minima taxa de erro para a constelacdo L-PSK [13]. No

Capitulo 4 desta dissertagao forneceremos a resposta a esta conjectura.



Capitulo 3

Filtragem MIMO de Minima Taxa
de Erro

Nesse capitulo, primeiro, apresentamos o sistema de comunicagao MIMO uti-
lizado e, em seguida, calculamos a expressao de sua taxa de erro de simbolos (SER).
Depois disso, com objetivo de utilizar o algoritmo da descida mais ingreme para
otimizar os filtros MIMO de transmissao e de recepgao, calcularemos os gradientes
da SER em relacao aos coeficientes dos filtros de transmissao e de recepcao, respec-
tivamente. Por tltimo, iremos comparar o desempenho do equalizador de minima
taxa de erro para a constelacao L-PSK com os desempenhos do algoritmo LMP
[14] e do filtro Wiener [2]. Dessa forma, através de alguns exemplos, poderemos
avaliar qualitativamente o ganho de desempenho obtido ao adotar-se a abordagem
apresentada neste capitulo.

Esse capitulo apresentard alguns dos resultados descritos no trabalho [16],
como, por exemplo, o Teorema 1 e os Lemas 1 e 3. Como contribuicao desta dis-
sertacao apresentaremos as Proposigoes 2, 3 e 4 e os Corolarios 1 e 2.

Os resultados apresentados neste capitulo serao instrumentais no desenvolvi-

mento do algoritmo adaptativo a ser apresentado no proximo capitulo.

3.1 Descricao do Sistema

O sistema de comunicacao MIMO utilizado nesse capitulo ¢ ilustrado na Fi-

gura 3.1. O canal é representado pelo filtro FIR MIMO C(z) e os filtros FIR MIMO



de transmissao e de recepgao correspondem as matrizes E(z) e R(z), respectiva-

mente. Os filtros C(z), E(z) e R(z) sio definidos como

C(z) 2 Z i)z, (3.1)
E(z) £) e(i)z, (3.2)

R(z) £ r(i)z™", (3.3)

onde c(i) € CN  e(i) € CN*M ¢ r(i) € CM*P. Também serd 1til definirmos a
matriz da convolucéo do receptor, R(z), com o canal, C(z), como H(z) £ R(2)C(z),

de forma que tenhamos

g+l
H(z) =) h(i)z™", (3.4)
i=0
onde h(i) € CM*N,
Nesse cendrio, nosso objetivo final consiste em otimizar os coeficientes dos
filtros E(z) e R(z) de forma a minimizar a taxa de erro de simbolos (SER) para

a constelacdo L-PSK. A seguir, para facilitar a referéncia, definimos a constelacao

L-PSK.

Definigao 1. A constelagao L-PSK é definida pelo sequinte conjunto [13]

)2
Eé{aEC}a:eXp(‘%),parak:zO,l,...,(L—l)}. (3.5)

O sinal de entrada, de saida e o ruido aditivo do sistema de comunicacao
ilustrado na Figura 3.1 sao definidos no dominio do tempo, respectivamente, como
xy(n) € LM x(n) € CM e vp(n) € CP. Assume-se que as M componentes do
vetor, x,7(n), sejam descorrelacionadas entre si e também que os simbolos de cada
componente sejam independentes entre si e distribuidos de maneira uniforme no
conjunto L. O ruido vp(n) é aditivo Gaussiano circularmente simétrico (AGCS)
[17] e independente do sinal de entrada x,/(n). Além disso, o ruido, vp(n), é
estacionario no sentido amplo, possui média zero e matriz de covariancia conhecida.

Neste cenario, combinando os efeitos do ruido aditivo, do canal e dos filtros
de transmissao e recepcao, podemos escrever a expressao para a saida do sistema no

dominio do tempo como [16]

x(n) = RCFx(n) + Rv(n), (3.6)

10
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Figura 3.1: Sistema MIMO.

onde as matrizes C € CPUDxN(+atl) o | g CNU+agt)xMimtati+l) 54 definidas

pelas matrizes Sylvester [18], em blocos, abaixo

c(0) c(1) c(2) c(q) 0 0
ca| 0 <O <) c(g—1) «¢(q) o 1 3.7)
00 o a0) ) clo-1) )
[ c(0) e(1) e(2) e(m) 0 0
pa 0 e(0) e(l) e(m—1) e(m) 0 | (3.8)
| 0 0 -+ e0) el o e(m—1) e(m) |
e os sinais x(n) € LMmFTa++l) o v(n) € CPH+Y s3o definidos como
x| [ v |
x| T e | T g
_XM(n—m—q—l)_ _Vp(n—l)_
E, define-se a matriz R € CM*P(+1) da seguinte forma
R = [r(0) r(1) --- r(])]. (3.10)
Por 1ltimo, também serd tutil definirmos a matriz H da seguinte forma
H2 W (g+1) h"(g+1—1) --- W7(0)]". (3.11)

Além de ser importante caracterizarmos a saida do sistema MIMO, x(n),
também é conveniente escrevermos a expressao da sua i-ésima componente, que
também corresponde a i-ésima saida do receptor MIMO. Com esse objetivo, pri-

meiro, escrevemos o vetor X(n) em funcao das suas M componentes

%(n) 2 [#1(n), da(n), ..., dn(n)]". (3.12)



Podemos descrever z;(n) como
#i(n) = wi CFx(n) + w;v(n), para i=1,..., M, (3.13)

onde w; € CPUH+DX1 corresponde a i-ésima linha da matriz R, transposta, de forma
que é possivel escrever

R=[w; wy - wy]". (3.14)

Apébs caracterizarmos a i-ésima saida do receptor MIMO, descreveremos as
propriedades de sua componente ruidosa, que é criada pela filtragem do ruido v(n)

pelo vetor w;. Primeiro, definindo a matriz de covariancia, do ruido v(n), como
®, £ E [v(n)v’(n)] (3.15)

segue que a variancia do ruido na i-ésima saida pode ser escrita como

ol =w]d,wi, para i=1,..., M. (3.16)

Em [17, 16] propoe-se o seguinte resultado, que assegura que o ruido na saida

de w; ¢ AGCS.

Proposicao 1. A propriedade de simetria circular de um processo Gaussiano é
preservada quando o ruido Gaussiano circularmente simétrico € filtrado por um filtro

linear.

A seguir, definimos a regra de deteccao que serd aplicada a i-ésima saida do
receptor MIMO, z;(n), parat=1,..., M.
Definicao 2. Primeiro, definimos as L hipoteses do problema de detec¢ao

2m

H; : exp (jf) , parai =0,...,(L—1). (3.17)

Para uma dada observacao x € C, a funcao de detec¢ao, D:C— L, decidird a favor

da hipotese H; quando

(3.18)

parai=0,...,(L—1).



Dessa forma, o sinal detectado na i-ésima saida do receptor MIMO serd de-

finido da seguinte forma

Zi(n) = D (Li(n)), (3.19)
parai=1,..., M. Agrupando as M saidas, Z;(n), em um tnico vetor obtemos
x(n) = [#1(n), Z2(n), ..., Zx(n)]". (3.20)

O vetor desejado, ou ainda o vetor transmitido, associado ao vetor detectado,

x(n), corresponde a

d(n) £ xp(n —9), (3.21)

onde 0 € N corresponde ao atraso imposto ao sistema pelo canal e pelos filtros
de transmissao e recepcao. O vetor d(n) pode ser escrito em funcao das suas M

COIIlpOIlel’ltGS CcOo1mo

d(n) = [dy(n), do(n), . .., da(n)]T. (3.22)

Neste capitulo, nos referimos a d;(n) como o sinal desejado, ou transmitido, na
1-ésima entrada.

Com efeito, quando &;(n) # d;(n), para i = 1,..., M, fica caracterizado um
erro de transmissao. Caso contrario, a transmissao foi realizada com sucesso. Neste
contexto, na préxima segao, calcularemos a taxa de erro de simbolos(SER) para o

sistema MIMO descrito nessa secao.

3.2 Calculo da Expressao Exata para a SER

Com objetivo de calcular a SER para o sistema descrito na Se¢ao 3.1 proce-
deremos da seguinte maneira: primeiro, definiremos a notacao dos K = LM(m+ati+1)
possiveis valores do vetor de entrada x(n) € £Mm+a++1). depois disto, para cada
possivel valor de x(n), calcularemos a probabilidade de erro associada a transmissao
do sinal d;(n), para ¢ =1,..., M. Entao, considerando todos os K valores do vetor
de entrada x(n), calcularemos a SER através da média dos valores da probabilidade
de erro associada a transmissao dos sinais d;(n), parai=1,..., M.

A seguir, definimos os K possiveis valores do vetor entrada x(n) € £M(m+a+i+1)
e suas respectivas saidas, nao-ruidosas, do canal e do i-ésimo filtro de recepcao, w;,

parai=1,..., M.
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Definicao 3. Denota-se os K elementos do conjunto LMMFaH+1) como
X, para k=1,... K. (3.23)

Suas respectivas saidas, nao-ruidosas, do canal e do i-ésimo filtro de recep¢ao,

w;, sao definidas como

yi = CFxy, (3.24)

sie 2 wi CFxy, (3.25)

para k=1,...,. K et=1,..., M.

Por dltimo, associa-se a cada sinal s;, recebido e filtrado, o sinal transmitido,
ou ainda o sinal desejado d;,. Para facilitar a notacdo denotaremos a diferenca de
fase entre s, e d; como

Sik

Age = 2% (3.26)
dig,

onde Ay, € (—m, .
A probabilidade de erro associada a transmissao do sinal d;., para i =

1,....Mek=1,..., K, é definida como
Pe(dik) é Ev [Izk(vz)] y (327)

onde o valor esperado é calculado em relagao a variavel aleatoria v;, que é Gaussiana
2

circularmente simétrica, de média zero e de variancia o;. A fungao indicadora de

erro, I;x(v;), é definida da seguinte forma

Sik+v; T
N ]_, Se ’ZZT > i3
L (vi) = (3.28)
0, caso contrario.
A variavel aleatoria v;, parat =1, ..., M, representa o ruido aditivo na saida

do i-ésimo receptor, w;. Com efeito, para uma dada realizacao da variavel aleatoria
v;, a funcdo I (v;) indica se houve, ou nao, erro na transmissao do sinal d;. A
probabilidade de erro na transmissao do simbolo d;, é calculada através do valor
esperado da fungao I (v;).

O entendimento mais detalhado da fungao indicadora de erro, I;;(v;), nao sé
¢é fundamental para o cdlculo da SER mas também sera instrumental no desenvolvi-
mento do algoritmo adaptativo a ser apresentado no préximo capitulo. Com esse ob-

jetivo, distinguiremos trés casos a serem estudados separadamente: a)|A;| € [0, 7],

14



b)|Aw| € (F,7m— ] e c)|Ai| € (m — T, 7], que sao ilustrados nas Figuras 3.2, 3.3 e

3.4, respectivamente. Deste modo, obtém-se o seguinte resultado:

Proposicao 2. Através da andlise da Figuras 3.2, 3.3 e 3.4, pode-se reescrever a

fungao Lix(v;) como

19 ) + I (vs), se|Aul €0, %]

Lip(vi) = 1 — Ii(]z)(vi) + ]i(,f)(vi), se |Ap| € (F,m— T (3.29)

L’

1— I§,Z>(w) — ]Z.(If)(vi), se |Aw| € (m — T, 7],

Sik+;
1, [
ik

€ [% B ‘Aik|77T] e sign(z%) — —sign(g%f;)

I(]?) (Uz> 4 (330)
0, caso contrdrio,
( d
1, )ZM € [Z + |Awl, 7] e sign(£2Et%) = sign(/ k)

1) (v;) & sl E o (3.31)
\0, caso contrdrio,
.
[z e [|An] - F.7] e sign(£5558) — sign(£%)

I (v;) £ " - * *(3.32)
0, caso contrdrio,

€ [2m — 7 — |Aul, ] e sign(£2F) = —sign(£ %)

1’ ’Zsik'f‘vi

Sik

0, caso contrdrio.
(3.33)

A seguir, com objetivo de melhorar o entendimento da Proposicao 2, estu-

daremos, individualmente, cada um dos casos |Ay| € [0, 7], [Awx| € (7.7 — T e

|Ajx| € (m — T, 7] através das Figuras 3.2, 3.3 e 3.4:

e para o primeiro caso, |Aj| € [0, 7], considerando a Figura 3.2, a fungao I i(,? ) (v;)
é igual a 1 quando o sinal (s;; + v;) esta na regiao delimitada pelas semi-retas
OAe ()_Cf', e a fungao Ii(,f) (v;) éigual a 1 quando o sinal (s;;+v;) esta na regiao

. . . % %
delimitada pelas semi-retas OB e OC};

s

e para o segundo caso, |Ay| € (¥, 7 — 7], considerando a Figura 3.3, a fungao
[Z(,Z )(vi) é igual a 1 quando o sinal (s;; + v;) estd na regiao delimitada pelas
semi-retas OA e O—C>’, e a fungao Il(,f ) (v;) ¢é igual a 1 quando o sinal (s;x + v;)

, .~ . . . e -
esta na regiao delimitada pelas semi-retas OB e OC};

15



Figura 3.2: |Ay| € [0, F].

e para o terceiro caso, |Ay| € (7 — T, 7|, considerando a Figura 3.4, a funcao

T
Ii(,z) (v;) é igual a 1 quando o sinal (s;; + v;) estd na regiao delimitada pelas
semi-retas OB e O—)D, e a fungao Ii(,? (v;) é igual a 1 quando o sinal (s; + v;)

, .~ . . . a1 e
esta na regiao delimitada pelas semi-retas OA e OD.

Dessa forma, a partir do resultado apresentado na Proposicao 2, segue que é
possivel reescrever a Equagao (3.27) como

.

E, | L (v) | +E, |10 (w)|, se |Aul€[0,7]

P.(dx) =<1 -, Ii(,z)(vi) +E, Ii(,f)(vi) , se |Agle (F,m— ] (3.34)

1—E, | I ()| =B, | ()], se |Au] € (r— .7

\

Isto significa que através do calculo do valor esperado das funcoes Ii(a) (v3),
Il(,f ) (vy), Ii(,z) (v;) e Ii(,f) (v;), finalmente, obteremos a expressao para a probabilidade

de erro de transmissao do simbolo d;x, P.(d;;). Este resultado é apresentado a seguir:

Teorema 1. A probabilidade de erro associada a transmissao do simbolo dyy,, P.(d),

16



Figura 3.3: |Ay| € (£, m— T].

parai=1,....M ek =1,..., K pode ser escrita como [16]

(

h(ck, Sip, i) + h(Bik, sir, 03), se |Au| € [0, ]

Pe(dit) = § 1 — h(yik, ik, 05) + h(Bir, s, 03), s |Ayl € (F,m— 7] (3.35)

\1 — h(Viks Sik> 03) — WG, Sik, 03), se |Ag| € (7 — 7,7,

onde R
1 |52 sin?(\)
h(\,s,0) & — ———= | do, 3.36
(A,5,0) QWO/GXP< 02 sin?(¢) ¢ (3-36)
A€ |-, e
Qi L2 - % -+ |A1k|, (337)
T

B 2= m— T~ | Airl (3.38)
e e T % — A, (3.39)
Ciw = —T + % + [ Akl (3.40)

Com objetivo de simplificar a notacao, no restante da dissertacao, iremos

17



=7+ 7+ A

Figura 3.4: |Ay| € (7 — T, 7]

escrever somente os parametros de interesse da fungao h(\, s, o). Dessa forma, na
maioria dos casos, somente o limite superior da integral sera listado como parametro.

A seguir, enunciamos o Lema 1, que serd instrumental na prova do Teorema

Lema 1. A probabilidade Py de que diferenca de fase entre um sinal s € C e
sua versao corrompida por ruido, de média zero AGCS, esteja no intervalo [, ]

corresponde a

[ |5|? sin? (7 — 1))
Py=— - d 3.41
¥ 27?/0 P ( 02 sin?(¢) ) ¢ ( )
= h(m =1, s,0), (3.42)
onde 02 € a variancia do ruido e ¢ € [0, 7.
Prova: Ver Apéndice A. O

18



Prova do Teorema 1: Utilizando o Lema 1 é possivel escrever que

E, [19) ()] = h(a, s, 1), (3.43)
E, [I9 )] = h(Bi, six. 02), (3.44)
E, (19 (w)| = h(vie. six. o). (3.45)
E, (15 (0)] = h(G i, ). (3.46)

Substituindo as equagbes acima na Equagao (3.34), obtem-se a equacao de-

sejada

h(ck, Sip, 0i) + R(Bix, six, 03), se  |Au| € [0, 7],

Pe(dik) L 1- h(%‘k, Sikaai) + h(ﬂilm Sik,Uz')7 se |Azk| € (%;W - %] (3‘47>

\1 - h(Cik, Sz’k>0i) - h(%’k, Sz’k,Uz')> se |Azk| € (7T - %aﬂ-]

O

Como contribuicao dessa dissertacao propomos o corolario a seguir, que as-
segura que a probabilidade de erro, P.(d;), pode ser escrita utilizando-se somente
dois casos, [Ax| € [0, 7] e |[Ay| € (T,7], ao invés de trés. Este resultado simpli-
ficara consideravelmente o calculo do gradiente da probabilidade de erro, que serd

apresentado na préxima secao.

Corolario 1. E possivel reescrever a Equagio (3.35) como

h(ig, Sip, 07) + h(Bik, Sir, 01), se  |Au| € [0, ]
P.(dy) £ ’ L (3.48)

1 — h(Vik, Sik> 03) + W(Bik, sk, 03), se |Dix| € (F, 7).

Prova: Como (. = — [, segue que
h(Cika Sipuai) = —h(ﬁik, Sipvai)' (3-49>
Com efeito, para |Ay| € (7 — T, 7] é possivel escrever que

1— h(Qk, Sik, Ui) - h(%k, Sik, Ui) =1+ h(ﬂilm Sik, Uz’) - h(%k, Sik, Ji)a (3-50)
o que completa a prova. ]

Outra contribuicao desta dissertacao consiste no resultado a seguir, que sera
fundamental para o desenvolvimento do algoritmo adaptativo a ser apresentado no

préximo capitulo.
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Corolario 2. A probabilidade de erro, P.(dy.), e conseqiientemente a SER perma-

necem inalteradas quando multiplicamos o vetor w; por uma constante real positiva.
Prova: Primeiro, definimos, w; = cw;, para ¢ € Rf. Depois disso, escrevemos

Sip = WZTCFXk = CSjk, (351)

o =w; d,wi = c’o7. (3.52)

Dessa forma, é possivel escrever que

A
ooy ] 5| sin?(\)
0
A
1 |53 sin?(\) (3.53)
‘%/e"p <‘g—@)>) 49
0
= h(X, ik, 05).

Entao, a partir da Equagao (3.48) tem-se que

h(cig, Sip, 0;) + h(Bik, Sik, 0:), se |Ag| €0,
Pe(di) = ' 0.z (3.54)
1 — h(Yiks Sip, 0i) + h(Bik, Sip, 03), se  |DAi] € (%77]7

0 que completa a prova. O

Finalmente, a taxa de erro de simbolos do sistema MIMO descrito nessa secao

pode ser escrita como [16, eq. 14]

1 M K
SER = -— >N Puda), (3.55)

i=1 k=1
e a taxa de erro de simbolos associada a i-ésima entrada do sistema MIMO corres-

ponde a [16, eq. 24]

K
1 :
SER; = % 1521 P.(di), parai=1,..., M. (3.56)

3.3 Formulacao do Problema de Otimizacao

Antes de iniciarmos a formulacao do problema de otimizacao propriamente

dito, definiremos a poténcia média de entrada para o sistema MIMO apresentado na
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Secao 3.1 e também reescreveremos s;, de uma maneira conveniente a formulacao

do problema de otimizagao. A poténcia média de entrada ¢ definida como [16]
Po2 LT (EE") = L jlvec(®) P (3.57)
m M M Y *

onde

E=le(0) e(l) -~ e(m)], (3.58)

e o operador vec(-) empilha as colunas da matriz que a ele é aplicado em um longo
vetor coluna; alocando a primeira coluna no topo, depois a segunda coluna e assim
por diante [19].

Também sera util escrevermos s;, parai=1,..., M ek =1,..., K, alterna-

tivamente como
sie = vec (E)ti, (3.59)
onde [16]
tir = vec (((H)i:M:(q+l)M+i,:)H X/:)* ) (3.60)
onde a notacao (H)g,.ark1,. denota a sub-matriz de H formada pelas linhas cujos

indices estejam no conjunto {kq, ko + M, ..., k1} e a matriz X}, é definida como

xp(qg+1) xp(g+1+1) - xp(m+qg+1)
X, & ' ' ' : (3.61)
xx(1) x5 (2) o xE(m+1)
I x;(0) xk(1) e Xk (m) |
onde xx(v), para v =0,...,(m + g + 1), corresponde ao v-ésimo elemento do vetor

X

Nesse trabalho, para uma dada poténcia média de entrada, desejamos oti-
mizar os coeficientes dos filtros de transmissao, E(z), e de recepcao, f{(z), com
objetivo de minimizar a taxa de erro de simbolos para a constelagao L-PSK. Mais

precisamente, desejamos resolver o seguinte problema de otimizagao [16]
{E(Zr;ifré(z)} SER sujeito a P, = constante. (3.62)

Com o auxilio do multiplicador de Lagrange, A > 0, o problema de otimizacao pode

ser reescrito como uma minimizagao sem restrigdes da seguinte forma [16]
§ =SER+ \P,. (3.63)
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Dessa forma, com objetivo de encontrar os filtros de transmissao e de recepgao
que minimizam a fungao-custo descrita pela Equagao (3.63), utilizaremos o método
da descida mais ingreme, separadamente, para o transmissor e para o receptor. Ou
seja, para um dado valor do filtro de recepgao, utiliza-se o método da descida mais
ingreme para otimizar o transmissor, e depois disto otimiza-se o receptor com base
no valor do filtro de transmissao encontrado anteriormente. Este procedimento é
repetido até que a convergéencia ocorra. Se o filtro de transmissao nao garante a
poténcia média desejada, outro valor de A deve ser utilizado e todo o procedimento
de otimizacao deve ser realizado novamente.

Neste cenario, para um dado valor do receptor, o filtro de transmissao sera
atualizado através da seguinte recursio [16]

9¢

vec(E) = vec(E) — MW(E*)’

(3.64)

e para um dado transmissor, w;, o filtro de recepgao serd atualizado através da

seguinte recursao [16]

23
W, = W; — l——, 3.65
H w (3.65)
parai=1,..., M, e onde u representa o passo do algoritmo de busca. Dessa forma,

depois de realizarmos as recursoes indicadas pelas Equacoes (3.64) e (3.65), vec(E)
e w; corresponderao aos novos valores dos filtros de transmissao e de recepcao, res-
pectivamente. Com objetivo de calcular as iteracoes subseqiientes, considera-se que
vec(E) e W; correspondem aos novos valores das varidveis vec(E) e w;, respectiva-
mente [16]. Este procedimento é repetido até que a convergeéncia ocorra [16].

Com base nas Equagbes (3.55)-(3.57) é possivel escrever os gradientes da

fungao-custo, &, em relagao a vec(E) e w; da seguinte forma

9¢ A\
Ovec(E*) KM Z Z (9vec E* MVQC(E)a (3.66)

06 OSER, 1 o= OP.(dy)
ow:  owr KM o gwr (3.67)

Com objetivo de encontrarmos as expressoes para os gradiente da fungao-
custo, &, em relagao a w; e vec(E) ainda nos resta obter os gradientes de P.(d;;) em

relacdo a w; e vec(E). Esse resultado é apresentado a seguir.
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Proposicao 3. Os gradientes de P.(d;.) em relagio a w; e vec(E) sao dados por,

para k=1,...,. K eit=1,..., M,

OP.(di) . JYk <I>3wz-
OP.(dix) . gth
Yz = Ai) = Dik, 3.69
Ovec(E*) sign (Ai) s;fkpk (3.69)
onde
H(wik,Sik,0i —gsign(A;g ) oy H(Bik:Sik 04 isien(A, ) -
—We(+jSigH(Aik)7ik) + H(Sﬁiiic(»;z:fi)e(-i-jsign(Aik)ﬁik)’ se ‘Azk‘ c (%’ﬂ-]’
(3.70)
+H(ik, Sik, 03) + H(Bik, Six, 03), se [Aw| € [0, ]
Cp = (3.71)
_H(’yzka Sik, Ui) + H(ﬁzka Sik, Ui)a se |Alk| S (%a ﬂ-]a
(&

0?sin?(¢) ) o2sin*(¢)

A
. 2 . 2
H(A, s,0) 2 %/exp (-'SPSIH W) [sPsin(Y) (3.72)
0

Com objetivo de simplificar a notagao, no restante da dissertacao, iremos escrever
somente os parametros de interesse da func¢ao H(\, s, o). Dessa forma, na maioria

dos casos, somente o limite superior da integral serd listado como parametro.
Prova: Ver Apéndice B. O

Entao, através deste resultado podemos reescrever as Equagoes (3.64) e (3.65)

como
p X it A
o\ : ik
vec(E) = vec(E) — Zavi 321 ;:1 sign (Agx) 3 Dik — Mvec(E), (3.73)
T yi oo dlw
— k v Vi
Wi = W; — KM 321 sign (Ajr) . Pik — KM 321 o2 Ciks (3.74)

parai=1,..., M.

Outra contribuicao desta dissertagao consiste no algoritmo a seguir, que sera
fundamental para o desenvolvimento do algoritmo adaptativo a ser apresentado no
proximo capitulo. Para facilitar a referéncia iremos denotar esse algoritmo através

do acronimo EMSERE (Ezact Minimum Symbol Error Rate Equalizer).
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Proposigao 4. (Algoritmo EMSERE) Considerando que M = 1, ||wy||* =1, e que

o ruido AGCS, na saida do canal, seja branco € possivel reescrever a Equagao (5.74)

como i
_ . JYi P
W, = Wy — '“Z sign (Aqx) Sik: %, (3.75)
k=1
para 0 < p < 1.
Prova: Ver Apéndice D. O

Como o algoritmo EMSERE serd instrumental para o desenvolvimento do
algoritmo adaptativo a ser apresentado no proximo capitulo, na proxima secao,

compararemos o seu desempenho com o desempenho do filtro de Wiener [2] e do

algoritmo LMP (Least Mean Phase) [14].

3.4 Comparacao de Desempenho

Nessa secao, através de alguns exemplos, iremos comparar os desempenhos,
em regime permanente, dos algoritmos EMSERE, LMP (Least Mean Phase) [14] e
do filtro de Wiener [2] ao variarmos a razao sinal-ruido(SNR) de 0dB até 35dB.

Utilizamos o algoritmo LMP [14] e o filtro de Wiener [2] com objetivo de
avaliarmos a reducao na SER obtida através da adoc¢ao de uma abordagem baseada
na minimizacao da SER ao invés de adotarmos uma abordagem baseada na mini-
mizacao do erro quadratico, ou na minimizacao do quadrado da diferenga de fase
entre o valor desejado e a saida do filtro.

Nessa segao, utilizaremos o canal C'(z) = (—0.4892 + 70.6067) + (0.8867 —
91.1269)z~! para a constelacio 8-PSK, e empregaremos um equalizador de 3 coefi-
cientes com atraso idéntico a 2. Como a funcao-custo da SER para a constelagao L-
PSK nao é convexa [15], se inicializarmos o algoritmo EMSERE de maneira aleatéria,
este algoritmo podera convergir para um minimo local, que pode estar bem longe
do minimo global, tornando-se, dessa forma, ineficaz compararmos o algoritmo EM-
SERE com o filtro de Wiener, por exemplo. Nesse contexto, com objetivo de garan-
tir a comparacao efetiva entre os algoritmos EMSERE e LMP e o filtro de Wiener,
iremos inicializar os algoritmos EMSERE e LMP com os coeficientes do filtro de

Wiener.
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Na Figura 3.5, considerando valores da razao sinal-ruido entre 0dB e 35dB,
apresentamos a SER para os algoritmos EMSERE, LMP e para o Filtro de Wiener.
Primeiro, observa-se que, para a SNR baixa ou moderada, os algoritmos EMSERE,
LMP e o filtro de Wiener possuem um desempenho parecido, e para elevada SNR,
o algoritmo EMSERE proporcionam uma reducao significativa na SER.

Dessa forma, a melhoria de desempenho apresentada pelo algoritmo EM-
SERE nos motiva a buscar, no proximo capitulo, uma alternativa adaptativa para

a implementacao do algoritmo EMSERE.

3.5 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos os resultados que foram propostos no trabalho
[16], assim como alguns novos resultados que serao instrumentais no desenvolvimento
do algoritmo adaptativo a ser proposto no proximo capitulo. Mais precisamente, o
resultados apresentados nas Proposigoes 2, 3 e 4 e os Corolarios 1 e 2 sao contri-
buicoes desta dissertacao.

Por 1ultimo, ao compararmos o desempenho do algoritmo EMSERE com o
algoritmo LMP e com o filtro de Wiener observamos uma redugao significativa na
SER, para o caso de elevada razao sinal-ruido. Este fato, nos motiva a investigar
a implementacao adaptativa do algoritmo EMSERE, que sera realizada no préximo

capitulo.
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Figura 3.5: Comparacao entre os algoritmos EMSERE, LMP e o filtro de Wiener
para valores da SNR entre 0dB e 35dB.
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Capitulo 4

Equalizacao Adaptativa de

Minima Taxa de Erro

4.1 Introducao

Nesse capitulo, apresentaremos a principal contribuicao desta tese, que cor-
responde a derivagao do equalizador adaptativo de minima taxa de erro para a
constelagao L-PSK. Com esse objetivo, utilizaremos o sistema de comunicagoes des-
crito no capitulo anterior para o caso particular em que ha somente uma entrada e
uma saida, M =1, e em que o filtro de transmissao corresponda a identidade.

A Secao 4.2 apresenta a derivacao do equalizador adaptativo de minima taxa
de erro para a constelagao L-PSK. Na Secao 4.3 avaliaremos o desempenho do algo-
ritmo adaptativo apresentado neste capitulo. Por tltimo, na Secao 4.4 concluimos

o capitulo.

4.2 Derivacao do Equalizador Adaptativo

Nessa secao, utilizaremos alguns dos resultados apresentados no capitulo an-
terior, como, por exemplo as Proposicoes 2 e 4, que necessitam da notacao introdu-
zida na Definicao 3 do capitulo anterior. Neste cendrio, como M = 1, com objetivo
de simplificar a notacao consideramos, sy = Sy, dip = dp, Ap = Ap, a1 = g,
Bik = By Mk = Yo, W1 =W, 01 =0, U1 =0, pip = p € i, = I

Dessa forma, enquanto que para descrever os resultados apresentados no
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capitulo anterior utilizamos a notacao introduzida na Definicao 3, que nao indexa
no tempo as variaveis envolvidas, nesse capitulo, devido a caracteristica adaptativa
do algoritmo a ser apresentado, ¢ mandatorio indexarmos o equalizador, no tempo,
através do indice n € N, como w(n). Dessa forma, w(n) correspondera aos coefici-
entes do equalizador na n-ésima iteracao do algoritmo adaptativo. Nesse contexto,
também é importante definirmos suas entradas e suas saidas, no instante n.
Lembrando que na Segao 3.1 caracterizamos x(n) como o vetor de entrada
e v(n) como o vetor do ruido, no instante n, podemos definir as entradas e saidas,

ruidosas e nao ruidosas, do equalizador w(n) como

u(n) £ Cx(n) + v(n), (4.1)
y(n) = Cx(n), (4.2)
#(n) £ w'(n)u(n), (4.3)
s(n) £ w'(n)y(n), (4.4)

onde, os vetores u(n) e y(n) correspondem as entradas ruidosas e nao-ruidosas do
equalizador w(n). E, Z(n) e s(n) correspondem as saidas ruidosas e nao-ruidosas,
respectivamente, do equalizador w(n). Nesse contexto, o sinal desejado associado a
entrada x(n) corresponde a d(n).

Entao, através desta notagao, apresentamos o equalizador adaptativo de
minima taxa de erro para a constelagao L-PSK. Para facilitar a referéncia iremos
denotar esse algoritmo através do acronimo AMSERE (Adaptive Minimum Symbol

Error Rate Equalizer).

Teorema 2. (Algoritmo AMSERE) No regime de elevada razdo sinal-ruido e para
um valor suficientemente elevado do numero de simbolos da constelacio L-PSK, o
equalizador adaptativo de minima taxa de erro para a constelagao L-PSK pode ser

escrito como

|2(n)[* yu*(n) (n)
1) = —ul’ — )L —= 4.5
win+1) = win) =l () S ey (02500 ) )
onde
( ~ A~
+sign (£28), se |58 €0,5] ¢ |45 € (5.7
[(n) 2 { —sign (4§EZ;)> se ‘42% € (f,m e ’Z% €0, 7] (4.6)
0, caso contrdrio,
\
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para 0 < p < 1 ellw(n)|| =1. Também assume-se que o ruido interferidor na saida

do canal seja aditivo, branco e circularmente simétrico.

A funcédo I'(n) é nao-nula quando o simbolo s(n) pertence a regiao de detecgao
do simbolo d(n) e o simbolo #(n) nao pertence, e também quando o simbolo s(n)
nao pertence a regiao de detecgao do simbolo d(n) e o simbolo &(n) pertence.

A variavel py, definida na Equagao (3.70), é utilizada na definicao do algo-
ritmo EMSERE, que é apresentado na Proposicao 4. Para derivarmos o algoritmo
AMSERE a partir do algoritmo EMSERE, sera instrumental realizarmos a seguinte

aproximacao para a variavel py.

Lema 2. Para o regime de elevada razao sinal-ruido e para um valor suficientemente

elevado do numero de simbolos da constelacio L-PSK € possivel realizar a sequinte

aprorimacao
|skl® .
Pr ~ o2 S1g1 (Ak) exXp (_jAk) E, [Fk(v)] ) (47)
onde )
+sign (432:”) ,oselApl €0, 7] e I(v) =1
Th(v) 2 _gign <45’ijv> . selAyl € (2,7 e L(v) =0 (4.8)
0, caso contrdrio,
\
parak =1,..., K. A func¢ao I'y(v) € nao-nula quando o simbolo sy, pertence a regiao

de deteccao do simbolo dy. e o simbolo (s + v) ndo pertence, e também quando o
simbolo s, nao pertence a regiao de detec¢ao do simbolo dy, e o simbolo (sy + v)

pertence.
Prova: Ver Apéndice E. O

Prova do Teorema 2: Com objetivo de provar o Teorema 2, utilizamos o algoritmo
EMSERE, que é apresentado na Proposicao 4, e que necessita da notacao introduzida
na Definicao 3. Por exemplo, para enunciar o resultado proposto na Proposicao 4,
faz-se necessario distinguir cada um dos simbolos si e os sinais desejados associados,
dy, para k = 1,..., K. Dessa forma, iniciaremos a prova do Teorema 2 adotando
a notacao usada na Proposicao 4 e introduzida na Definigao 3 do capitulo anterior.

Depois, concluiremos a prova utilizando a notagao apresentada no inicio dessa secao,
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que indexa no tempo o equalizador assim como as demais variaveis envolvidas. Ou
seja, no final, sem perda de clareza, abandonaremos o indice k e indexaremos os
sinais envolvidos, assim como os coeficientes do equalizador, no tempo, através do
indice n € N.

Neste cendrio, substituindo o resultado do Lema 2 na Equacao (3.75) obtém-

se
K *
W=Ww— % Z sign (Ay) ]{kpk (4.9)
k=1 Sk
= Jsil? gy
~w— % ; T O (A B [T(w) (4.10)
K B |2 %
W % ;EU [%%exp (—1A0) Th(v) | (4.11)

para 0 < p < 1. Dessa forma, utilizando aproximacoes instantaneas, obtemos a

implementacao adaptativa

2 *
_ Skl”JY
WA W — ,ul"k(v)| 2| Fexp (—A), (4.12)
o s;
para0 < pu<lek=1,..., K. Dessa forma, cada atualizagao dos coeficientes do

equalizador, w, depende de um tinico valor de k e também de uma tinica realizagao do
ruido v. Entao, com objetivo de evidenciar a caracteristica adaptativa do algoritmo
e de usar uma notacao familiar mais familiar & area de filtragem adaptativa [10, 4, 9]
sem perda de clareza, abandonaremos o indice k e indexaremos os sinais envolvidos,

no tempo, através da notacao apresentada no inicio desta segao

w(n+1) = w(n) — ur(n)@%exp (—]4%) S @13)

Ainda é util realizarmos uma outra aproximagao; para o caso de elevada razao

sinal-ruido pode-se escrever que

s(n) = &(n), (4.14)
y(n) = u(n). (4.15)
Devido a utilizacao do Lema 2, a recursao (4.13) s6 é valida para o caso de elevada

razao sinal-ruido. Com efeito, pode-se reescrever, de forma aproximada, a recursao

(4.13) como

w(n+ 1) =w(n) — ul(n) ) exp (—]Zm) : (4.16)



Isto completa a prova. U

A fungao I'(n), definida pela Equagao (4.6), é responsavel por decidir, com
base no valor da diferenga de fase entre as varidveis s(n) e Z(n), se haverd, ou
nao, atualizacao dos coeficientes do filtro adaptativo AMSERE, no instante n. Isso
significa que I'(n) depende do conhecimento da saida nao-ruidosa do equalizador,
s(n), e também que nao podemos simplesmente realizar a aproximagao, para o
caso de elevada razao sinal-ruido, indicada na Equacao (4.14). Neste trabalho,
contornaremos a dependéncia do algoritmo AMSERE em relacao a saida nao-ruidosa
do equalizador, s(n), através da identificagdo prévia do canal de comunicagoes por
um algoritmo de filtragem adaptativa [4, 9]. Dessa forma, através da estimativa
obtida para o canal e do conjunto atual de coeficientes do equalizador, w(n), iremos
estimar o valor de s(n). Essa estimativa sera utilizada na implementagao do calculo
da fungao I'(n). Na secdo, a seguir, utilizaremos este procedimento ao simularmos
o algoritmo AMSERE.

Neste ponto, convém ressaltar duas importantes caracteristicas do algoritmo

AMSERE:

e devido a semelhanga do equalizador AMSERE com o algoritmo LMP, podemos
interpreta-lo como uma versao do algoritmo LMP que incorpora a atualizacao
seletiva dos seus coeficientes assim como uma corre¢ao na direcao de atua-

lizagao dada por exp <—J4 d(n) )5

e assim como o equalizador adaptativo para a constelagao 2-PAM, o algoritmo
AMSERE ¢ seletivo em relacao as suas atualizacoes; o algoritmo AMSERE
somente atualiza seus coeficientes quando o simbolo s(n) pertence a regiao de
deteccao do simbolo d(n) e o simbolo #(n) nao pertence, e também quando o
simbolo s(n) nao pertence a regiao de detecgao do simbolo d(n) e o simbolo

Z(n) pertence.

4.3 Comparacao de Desempenho

Nessa secao, através de alguns exemplos, iremos comparar os desempenhos
em regime permanente e em regime transiente dos algoritmos AMSERE, EMSERE,

LMP (Least Mean Phase) [14] e do filtro de Wiener [2].
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Conforme vimos na sec¢ao anterior, o algoritmo AMSERE ¢ obtido a partir do
algoritmo EMSERE quando realizamos aproximagoes vélidas para o caso de elevada
razao sinal-ruido, para uma constelacao L-PSK suficientemente grande e também
quando realizamos aproximacoes estocasticas baseadas em realizagoes instantaneas.
Dessa forma, ao compararmos o desempenho do algoritmo AMSERE com o algo-
ritmo EMSER estaremos, na verdade, avaliando o efeito das aproximacoes mencio-
nadas acima.

Também utilizamos o algoritmo LMP [14] e o filtro de Wiener [2] com obje-
tivo de avaliarmos a redugao na SER obtida através da adogao de uma abordagem
baseada na minimizagao da SER ao invés de adotarmos uma abordagem baseada
na minimizacao do erro quadratico, ou na minimizacao do quadrado da diferenca de
fase entre o valor desejado e a saida do filtro.

Dessa forma, primeiro, na Subsecao 4.3.2 comparamos o transiente dos algo-
ritmos AMSERE, EMSERE e LMP. Depois disso, na Subsecao 4.3.3 avaliaremos a
SER obtida apds a convergéncia para os algoritmos AMSERE, EMSERE e LMP.

4.3.1 Ambiente de Simulacoes

Nessa segao, utilizaremos o canal C(z) = (—0.4892 + 70.6067) + (0.8867 —
71.1269)z~! para a constelacio 8-PSK, e empregaremos um equalizador de 3 coefi-
cientes com atraso idéntico a 2. Utilizaremos 5 x 10* ensembles para os algoritmos
adaptativos AMSERE e LMP. Antes de simularmos o algoritmo AMSERE, utiliza-
remos o algoritmo LMS por 100 iteracoes e 100 ensembles com objetivo de estimar
o canal do sistema [4, 9].

Como a fun¢do-custo da SER para a constelagao L-PSK nao é convexa [15],
se inicializarmos os algoritmos AMSERE e EMSERE de maneira aleatéria, estes
algoritmos poderao convergir para um minimo local, que pode estar bem longe
do minimo global, tornando-se, dessa forma, ineficaz compararmos os algoritmos
AMSERE e EMSERE com o filtro de Wiener, por exemplo. Nesse contexto, com
objetivo de garantir a comparagao efetiva entre os algoritmos AMSERE, EMSERE
e LMP e o filtro de Wiener, iremos inicializar os algoritmos AMSERE, EMSERE e

LMP com os coeficientes do filtro de Wiener.
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Figura 4.1: Comparacao entre os algoritmos AMSERE, EMSERE e LMP para a
SNR de 25dB.

4.3.2 Desempenho em Regime Transiente

Nessa subsegao, calcularemos a SER para cada uma das iteragoes dos algorit-
mos AMSERE, EMSERE e LMP. Dessa forma, poderemos comparar o desempenho,
em regime transiente, dos algoritmos propostos nesta tese com o filtro de Wiener e
com o algoritmo LMP.

Na Figura 4.1, considerando uma razao sinal-ruido de 25dB, calculamos a
SER para cada uma das iteragoes dos algoritmos: AMSERE, EMSERE e LMP. Pri-
meiro, observamos que os transientes dos algoritmos AMSERE e EMSERE possuem
um comportamento similar, mas devido as aproximacoes realizadas, o algoritmo
AMSERE apresenta uma SER sistematicamente maior do que a SER obtida pelo
algoritmo EMSERE. Entretanto, pode-se afirmar que o algoritmo AMSERE repre-
senta uma aproximacao valida para o algoritmo EMSERE, porque ao compararmos
os desempenhos dos algoritmos AMSERE e LMP, observamos que o algoritmo AM-
SER proporciona uma reducao significativa na SER. Além disso, como os algoritmos
AMSERE e EMSERE foram inicializados com os coeficientes do filtro de Wiener,
através da andlise da Figura 4.1, observamos que em poucas iteragoes os algoritmos
AMSERE e EMSERE foram capazes de proporcionar uma SER significativamente

inferior aquela apresentada pelo filtro de Wiener.
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Figura 4.2: Comparacao entre os algoritmos AMSERE, EMSERE e LMP para a
SNR de 20dB.

Nas Figuras 4.2 e 4.3 considerando as razoes sinal-ruido de 20dB e 30dB,
respectivamente, calculamos a SER para cada uma das iteragoes dos algoritmos:
AMSERE, EMSERE e LMP. Primeiro, na Figura 4.2, para a SNR de 20dB, obser-
vamos que, embora os algoritmos AMSERE e EMSERE proporcionem uma redugao
na SER, essa melhora do desempenho é quase que insignificante. Por outro lado, na
Figura 4.3, para a SNR de 30dB, vemos que os algoritmos AMSERE e EMSERE
proporcionam uma reducao drastica na SER. Esta é uma tendéncia que sera confir-
mada na proxima secao; enquanto que os algoritmos AMSERE, EMSERE, LMP e
o filtro de Wiener possuem um desempenho semelhante para a SNR baixa ou mode-
rada, os algoritmos AMSERE e EMSERE proporcionam uma reducao significativa
na SER para o regime de elevada SNR.

A seguir, na Tabela 4.1 listamos a SER média para o regime transiente dos
algoritmos AMSERE e EMSERE e LMP para 3 diferentes valores da SNR, 20dB,
25dB e 30dB. Para facilitar a comparacao, também incluimos as SER associadas ao
filtro de Wiener. Primeiro, ao compararmos os desempenhos dos algoritmos AM-
SERE e EMSERE com o algoritmo LMP e com o filtro de Wiener, observamos que os
algoritmos AMSERE e EMSERE proporcionam uma redugao significativa na SER.
Segundo, para esse exemplo, através da comparacao do desempenho dos algoritmos

AMSERE e EMSERE, podemos afirmar que o algoritmo AMSERE corresponde a
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Figura 4.3: Comparacao entre os algoritmos AMSERE, EMSERE e LMP para a
SNR de 30dB.

uma boa aproximacao ao algoritmo EMSERE.

SNR | EMSERE | AMSERE LMP Filtro de Wiener
20 | 1.52x 1072 | 1.72 x 1072 | 2.45 x 1072 2.48 x 1072
25 | 6.4x107* | 8.7x107* | 84 x 1073 8.8 x 1073
30 | 40x107° | 7.3x107° | 1.7x 1073 1.9x 1073

Tabela 4.1: Comparacao da SER para os diferentes algoritmos.

Na proxima subsecao, iremos comparar o desempenho dos algoritmos AM-
SERE, EMSERE e LMP, em regime permanente, para diferentes valores da razao

sinal-ruido.

4.3.3 Desempenho em Regime Permanente

Nessa subsecao, calcularemos a SER, em regime permanente, para os algo-
ritmos AMSERE, EMSERE, LMP e para o Filtro de Wiener ao variarmos a razao
sinal-ruido de 0dB até 35dB.

Dessa forma, na Figura 4.4, considerando valores da razao sinal-ruido entre
0dB e 35dB, apresentamos a SER para os algoritmos AMSERE, EMSERE, LMP

e para o Filtro de Wiener. Primeiro, observa-se que, para a SNR baixa ou mode-
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Figura 4.4: Comparacao entre os algoritmos AMSERE, EMSERE, LMP e o filtro
de Wiener para valores da SNR entre 0dB e 35dB.

rada, os algoritmos AMSERE, EMSERE, LMP e o filtro de Wiener possuem um
desempenho parecido, e para elevada SNR, os algoritmos AMSERE e EMSERE
proporcionam uma reducao significativa na SER. Segundo, para esse exemplo, ao
compararmos o desempenho dos algoritmos AMSERE e EMSERE, podemos afir-

mar que o algoritmo AMSERE corresponde a uma boa aproximacao ao algoritmo

EMSERE.

4.3.4 Consideracoes Finais

Nessa se¢ao, discutiremos algumas peculiaridades no comportamento dos al-
goritmos AMSERE e EMSERE. Mais precisamente, observaremos que, dependendo
do canal utilizado, os algoritmos AMSERE e EMSERE podem apresentar um de-
sempenho significativamente superior, ou um desempenho similar ao desempenho
obtido pelo filtro de Wiener. Este comportamento deve-se ao fato de que, enquanto
que para alguns canais, o filtro de Wiener encontra-se proximo do equalizador de
minima taxa de erro, para outros canais, o filtro de Wiener encontra-se distante

do equalizador de minima taxa de erro. Dessa forma, somente no segundo caso os
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-1.077488 - 0.08771121  1.815615 + 0.889844i
0.412478 - 0.51986411  0.997496- 0.743163i
0.213752 - 0.42425281 -0.178654 + 0.866669i
-0.146909 + 0.6133661 -1.166679+ 0.395632i
0.329199 - 0.0128621  -0.365272- 0.505268i
0.523168 - 0.1463371  0.810596+ 0.6985841
0.331490 + 0.9834551  1.944949 + 0.2986151
-0.183811 + 1.6075871 -0.437211+ 0.191829i
-0.235529 + 0.5231221  0.500874- 0.9305811
-0.425262 + 0.1547851  0.095583+ 0.9057621

Tabela 4.2: Canais Escolhidos

algoritmos AMSERE e EMSERE sao capazes de proporcionar um desempenho sig-
nificativamente superior ao desempenho obtido pelo filtro de Wiener. Nesta secao,
consideramos que os canais foram perfeitamente identificados.

Primeiro, com objetivo de evidenciar que os algoritmos AMSERE e EMSERE
podem proporcionar um desempenho significativamente superior ao desempenho ob-
tido pelo filtro de Wiener, iremos comparar o desempenho dos algoritmos AMSERE
e EMSERE com o desempenho do filtro de Wiener para os 10 canais listados na
Tabela 4.2, para valores da razao sinal-ruido entre 0dB e 35dB. Para estes canais,
o filtro de Wiener situa-se distante do equalizador que minimiza a SER, o que nos
permite utilizar os algoritmos AMSERE e EMSERE para obter um desempenho sig-
nificativamente superior. Além disso, utilizamos o filtro de Wiener para inicializar
os algoritmos AMSERE e EMSERE. Para cada valor da razao sinal-ruido, a SER é
calculada através da média das taxas de erro de simbolos que sao obtidas para cada
um dos 10 canais listados na Tabela 4.2. Na Figura 4.5 apresentamos os resultados
para os algoritmos AMSERE e EMSERE e para o filtro de Wiener. Dessa forma,
podemos observar que os algoritmos AMSERE e EMSERE apresentaram um desem-
penho significativamente superior ao desempenho obtido pelo filtro de Wiener. Mais
precisamente, para a razao sinal-ruido de 25dB o algoritmos AMSERE e EMSERE
apresentam uma SER aproximadamente dez vezes inferior a SER apresentada pelo

filtro de Wiener.
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Figura 4.5: Comparagao entre os algoritmos AMSERE, EMSERE, e o filtro de

Wiener para os 10 canais escolhidos.

Depois disso, comparamos o desempenho dos algoritmos AMSERE e EM-
SERE com o desempenho do filtro de Wiener para um conjunto de 20 canais, que
sao obtidos de forma aleatéria. Além disso, inicializamos os algoritmos AMSERE
e EMSERE com os coeficientes do filtro de Wiener corrompidos por ruido aditivo.
Com isso, desejamos comparar a SER dos algoritmos AMSERE e EMSERE com
a SER do filtro de Wiener e também com a SER obtida para os coeficientes ini-
ciais dos algoritmos AMSERE e EMSERE. Dessa forma, também seremos capazes
de avaliar a convergéncia dos algoritmos AMSERE e EMSERE para um ensemble
de 20 canais. Para cada valor da razao sinal-ruido, a SER é calculada através da
média das taxas de erro de simbolos que sao obtidas para cada um dos 20 canais.
Na Figura 4.6 e na Tabela 4.3, apresentamos esses resultados para os algoritmos
AMSERE e EMSERE, para o filtro de Wiener e para os coeficientes iniciais dos al-
goritmos AMSERE e EMSERE. Primeiro, observamos que para esse conjunto de 20
canais, os algoritmos AMSERE e EMSERE apresentaram um desempenho bastante
proximo ao desempenho apresentado pelo filtro de Wiener. Podemos explicar esse

comportamento, através da justificativa de que, para esse conjunto de canais, o filtro
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Figura 4.6: Comparagao entre os algoritmos AMSERE, EMSERE, e o filtro de
Wiener e os coeficientes iniciais dos algoritmos AMSERE e EMSERE para os 20

canais aleatorios.

de Wiener minimiza a SER, o que, de fato, impossibilita os algoritmos AMSERE e
EMSERE de apresentarem um desempenho superior. Também observamos que, os
algoritmos AMSERE e EMSERE apresentam valores da SER sistematicamente in-
feriores aos valores da SER apresentados por seus conjuntos de coeficientes iniciais,
o que é uma evidéncia do funcionamento correto dos algoritmos AMSERE e EM-
SERE. Por tultimo, observa-se que os coeficientes iniciais dos algoritmos AMSERE e
EMSERE apresentam uma SER maior para as SNRs de 30dB e 35dB do que para a
SNR de 25dB. Isso acontece porque os coeficientes iniciais dos algoritmos AMSERE
e EMSERE sao gerados a partir dos coeficientes do filtro de Wiener corrompidos
por ruido aditivo.

Nessa se¢ao, primeiro, vimos que para os canais em que o filtro de Wiener
situa-se distante do equalizador de minima SER, os algoritmos AMSERE e EM-
SERE proporcionam um desempenho significativamente superior ao desempenho
obtido pelo filtro de Wiener, o que é uma evidéncia da importancia dos algoritmos

AMSERE e EMSERE. Por outro lado, observamos que, para os canais em que o

39



15dB | 20dB | 25dB | 30dB | 35dB

MMSE 0.193 | 0.173 | 0.165 | 0.162 | 0.161
EMSERE 0.192 | 0.187 | 0.157 | 0.165 | 0.202
AMSERE 0.233 | 0.252 | 0.182 | 0.197 | 0.242

Coeficientes Iniciais | 0.335 | 0.371 | 0.277 | 0.415 | 0.303

Tabela 4.3: Valores da SER para os diferentes cendrios.

filtro de Wiener situa-se préximo ao equalizador de minima SER, os desempenhos
dos algoritmos AMSERE, EMSERE e do filtro de Wiener sao similares. Por tltimo,
também observamos que para o ensemble de canais aleatérios, os algoritmos AM-
SERE e EMSERE convergiram para um valor da SER inferior ao valor da SER
obtida para os seus coeficientes iniciais, o que é uma evidéncia do funcionamento

correto dos algoritmo AMSERE e EMSERE.

4.4 Conclusao

Nesse capitulo, para o caso de elevada razao sinal-ruido e para um valor sufi-
cientemente elevado do nimero de simbolos da constelagao L-PSK, apresentamos o
equalizador adaptativo de minima taxa de erro para a constelagao L-PSK (AMSERE
ou Adaptive Minimum Symbol Error Rate Equalizer).

Através de simulagoes, observamos que, ao mesmo tempo que o algoritmo
AMSERE apresenta um desempenho comparavel ao desempenho apresentado pelo
algoritmo EMSERE (Ezact Minimum Symbol Error Rate Equalizer), para canais
onde o filtro de Wiener encontra-se distante do equalizador de minima taxa de erro,
e para o caso de elevada razao sinal-ruido, o algoritmo AMSERE apresenta um
desempenho significativamente superior ao desempenho apresentado pelo filtro de

Wiener.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho, primeiro, propomos o equalizador exato de minima taxa de
erro para a constelacdo L-PSK (algoritmo EMSERE). Depois disso, a partir do al-
goritmo EMSERE, obtemos o equalizador adaptativo de minima taxa de erro para a
constelagao L-PSK (algoritmo AMSERE), para o caso de elevada razao sinal-ruido e
para um valor suficientemente elevado do niimero de simbolos da constelagao L-PSK.
Estas contribuicoes sao enunciadas na Proposicao 4 e no Teorema 2, respectivamente.

Entao, no capitulo 4 comparamos os desempenhos dos algoritmos AMSERE,
EMSERE, LMP [14] e do filtro de Wiener [2] com objetivo de avaliarmos a reducao
na SER que pode ser obtida através da adogao de uma abordagem baseada na
minimiza¢ao da SER ao invés de adotarmos uma abordagem baseada na minimizagao
do erro quadratico, ou na minimizagao do quadrado da diferenca de fase entre o valor
desejado e a saida do filtro. Dessa forma, observamos que, para a SNR baixa ou
moderada, os algoritmos AMSERE, EMSERE, LMP e o filtro de Wiener possuem
um desempenho parecido, e para elevada SNR, os algoritmos AMSERE e EMSERE
proporcionam uma reducao significativa na SER. Além disso, também observamos
que, o algoritmo AMSERE apresenta um desempenho comparédvel ao desempenho
apresentado pelo algoritmo EMSERE, o que de certa forma valida as aproximacoes
realizadas.

Além disso, o resultado apresentado na Proposicao 3 também corresponde a
uma contribuicao desta dissertacao. Nesta proposi¢ao, calculamos a expressao para
os gradientes da probabilidade de erro de simbolo em relagao aos filtros MIMO de

transmissao e de recepgao.
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5.1 Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, podemos investigar uma maneira de eliminar a de-
pendéncia do algoritmo AMSERE em relacao a poténcia do ruido ou simplesmente
podemos utilizar uma estimativa da poténcia do ruido [9]. Além disso, devido a
caracteristica seletiva quanto as atualizagoes do algoritmo AMSERE podemos inves-

tigar a sua possivel conexao com os algoritmos adaptativos Set-Membership [20, 21].
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Apeéendice A
Prova do Lema 1

Nesse apéndice, mostraremos que a probabilidade P, de que diferenca de fase
entre o sinal s € C e sua versao corrompida por ruido AGCS de média zero esteja

no intervalo [, 7] corresponde a

1 |5|% sin? (7 — 1))
P, = o /. exp (— o7 5in%() ) do (A.1)
= h(m =), (A.2)

onde % é a variancia do rufdo e v € [0,7]. A p.d.f., em coordenadas polares, do

ruido AGCS ¢ dada por [22]

mo?

p(r) = ——exp (-Z_Z) | (A3)

onde 7 corresponde a distancia do ponto a origem. Neste ponto, convém notificar
que o material apresentado nesse apéndice foi-me apresentado pelo Professor Are

Hjgrungnes.

Prova: A Figura A.1 ilustra o problema corrente. Nesse cenario, a probabilidade P,

corresponde a integral da p.d.f. do ruido, centrada em s, sobre a regiao delimitada
. —_—  ——

pelas semi-retas OA e OD.

Dessa forma, podemos inferir que a probabilidade P, pode ser expressa como

P, = / / p(r)rdrdf (A.4)
o Jro

1 T e r?
=— exp ( —— | rdrdf. (A.5)
xe 0 R(6) o
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Depois de realizar a seguinte mudanca de variaveis

u=r?—du=2rdr

tem-se que

1 T oo U
P, — (—-) dudo.
T ona? /0 /Rz(g) FP T 2)

Entao, aplicando a lei dos senos a Figura A.1

R(O) _ H _ sl
sin(¢)  sin(m — (0 +1))  sin(@ + 1)’

e integrando na variavel u, obtemos

o2 [TV |5|? sin?(x))
P, = ——— ) df.
Y 2102 /0 P ( o2 sin?(0 + w))

Novamente, realizando a seguinte mudanca de variaveis
p=m—(0+v)— dp=—db,

podemos reescrever a expressao para a probabilidade P, como

P, 1/07r_wexp (_\s\zsinz(w—w)) "

T or o2 sin?(¢)

= hir —v).
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Figura A.1: Tlustragao do resultado apresentado pelo Lema 1.
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Apendice B
Prova da Proposicao 3

Com objetivo de provar a Proposicao 3, primeiro, enunciamos o Lema 3, que

serd instrumental na prova a ser desenvolvida neste apéndice.

Lema 3. Os gradientes das fun¢oes h(auy), h(Bik) e h(vix), para i = 1,.... M e

k=1,...,K, em relacao a w; e vec(E) podem ser escritos como
o) 1 2 j :
OMay) =5_ €Xp _|smz| Zsign (Air) I
ow? 21 o; 2 39 (B.1)
dTw, - '
+ H(ou) [ v y—f — jcot(au)sign (Ag) ﬂ} ,
0; Sik Sik
(Bik) e _|5162| Zsign(Aik)&
ow? 2T : 2 o (B.2)
<I>3vvi Y Vi .
+ H(Bix) 5— — -+ j cot(Bir)sign (Aix) S|
0; Sik Sik
88(7*1@) —— exp (_‘3 kz‘ ) J gn (Ag) y*k
W 2 2 3 (B.3)
oTw, yi yi '
+H(Vir) | —5— — - + J cot(yir)sign (Ai) -1
o; Sk ik
. 1 t*
aah(c(y]lsz) :2_ exp ( |82k| ) §Slgn (Azk) f
vec T .
v B.4
6 0
+ H(our) | ——= — j cot(ar)sign (Ag) == |,
zk
h i i 2 t;
8(5k2 _ ( k|)_SIgH(Ak)L*k
Ovec(E*) 7 (B.5)

t*
+ H(Bix) [—— + 7 cot( Sy )sign (A, )Sik] 7

ik
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‘ 12 ; *
_Oh(yik) —_iexp <—|Slk| )isign(ﬁik)tﬁ

ovec(E*)  2r 2 )2 T
¢ ¢ B.6
t | : tik (B.6)
+H(vir) | == + J cot(yx)sign (Air) = | -
Sik Sik
]

Prova: Ver Apéndice C.
Prova da Proposi¢ao 3: Primeiro, distinguimos dois casos, a)|A| € [0, ] e b)[A| €
(F,7:
a) [Aix| €0, 7]
A partir das Equacoes (B.1) e (B.2) tem-se que

. . T > * ) x
Oh{aix) + Oh(Bi) = H(om) {(I)Vw, _ Yk cot (v )sign (Ayr) ‘%]

* * 2 *
ow; ow; oF ST £

(2

dTw, k i i
+H(Bw) [ V2 — y—f + cot(Bix)sign (Ag) j}:k}
o st Sik

'y H(o; o

]Zk M exp (—jSlgn (Azk) aik)

Sip. s1n(aik) (B 7)
‘ | Jye H(Bix) |
+ sign (Aj) sz, sin(Bu)

= — sign (A)

exp (+7sign (Ai) Bix)

T
(IDVWZ-

2
g

[H(evir) + H(Oi)]

=sign (Ai) %pik + ' Cik-

De forma equivalente, a partir das Equagoes (B.2) e (B.3) tem-se que

Ohlow) | OMBi) _ 3y 4,) {—t—k cot(aik)sign(Aik)jtf’f]

Ovec(E*) = Ovec(E*) st b

t , it
+ H(Bix) {—L*k + cot (B )sign (Ai) J *k]

Sik Sik
It H(cr)
%, sin(oug)
. Jt H(Bix) .
A; Ai) Bi
+ sign (A) 5t sin(An) <P (+ssign (Air) Bir)

) t;

=sign (Ax) j—*kpik.

Sik

= — sign (Au) exp (—Jsign (A) cir)

b) [Awl € (T, 7]
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A partir das Equacoes (B.4) e (B.5) tem-se que

—OhCyw) | OMBi) _ gy [_ Dowi Vi cot (yir)sign (A )jSYk]

ow; ow; o} Sk ik
Ol w, . vy
+ H(/@zk) |i‘|‘ v2 & + COt(/@ik)SlgIl (Azk) j)*,k:|
0; Sk Sik
= + sign (A; )‘7{’“ M) exp (jsign (Au) Bir)
Sik Sm( k)

- 7 Az 7
sign (Ag) ) Sm(%k) exp (jsign (Aix) vir)

+ 2 [—H(vir) + H(Bix)]
Pl w;
=sign (A, )]Ykpzk + e,
Szk Uz
(B.9)
De forma equivalente, a partir das Equagdes (B.5) e (B.6) tem-se que
—0h(yi) | Oh(Bix) tik Tt
— M) |+ 2 — cot(ya)sign (Ay) 2
Ovec(E*) * Ovec(E*) H() +slk cot(q)sign (Aie) %,
t: it
() | -5+ cot(ien (39 222]
Sik Sik
+sign (Ai) 5%, sin(Gu) exp (jsign (Air) Bix)  ( )
. Jti H(%k) -
—sign (Ay) LY M)
sign (80) £ ST e (i (8u) )
: 't;-k
=sign (Ai) j—*kpik-
Sik

Isto completa a Prova da Proposicao 3.
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Apéndice C
Prova do Lema 3

Prova: Primeiro, com objetivo de simplificar a notacao consideramos, s;; = s, djx =
d,Aik:A,az’k:a,ﬁik:ﬁa%k:%}’k:%tik:t,Wi:Wagizzgze
Xr = X. Neste ponto, convém notificar que o material apresentado nesse apéndice
foi desenvolvido pelo Professor Are Hjgrungnes.

Para facilitar a referéncia, escrevemos novamente a fungao h(\),

h(y) 2 %]exp( ‘j;;lj( ) 6 — 27r/f (1)

0

onde
A |s[?sin*())
= —_—— . C.2
f(¢) exp < 0_2 Sil’l2(¢) ( )
Entao, considerando a regra de Leibniz para a diferenciacao de integrais de-
finidas,
oh(N) 1 o\ of (o)
ow* 27 [fo\)ﬁw* +/0 ow* do| . (C3)

Pode-se, escrever que

on(\) 1 ( |s|2) )
S TP | ——
ag

ow* 2 ow*

1 do? 1 9s|? 1))
+HA) {ﬁ@w* |s|? Ow* B QCOtO\)W} ’

onde definimos

A
a1 e [ |s|2sin?(A)\ |s|?sin?())
H) = 27r0/ P ( o?sin?(¢) ) o2 sin?(¢) a¢- (C5)
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De forma anéloga, pode-se mostrar que

oh(N) 1 [ s\ oA
ovec(E*) 27 P o? ) Ovec(E*) (C.6)

1 0o 1 0ls]? O\ '
+HO) {? dvec(E*)  |s[2 Ovec(E*) 2C0t()\)8vec(E*) ’

Dessa forma, antes de calcularmos os gradientes das funcoes h(a), h(f3) e
h(7), necessitaremos dos resultados abaixo, que serdao apresentados e provados, a

seguir, nos Lemas 4, 5 e 6.

d|s|?
8‘W‘* =sy”", (C.7)
s> .
&/T(:E*) = st y (CS)
gﬁj = %Sign (A) TJQ, (C.9)
oAl j . st*
W = 581gn (A) @, (ClO)
do?
= olw (C.11)
ow* v
Oo?

Entao, substituindo os resultados das Equagoes (C.7)-(C.12) nas Equagoes
(C.4) e (C.6), obtém-se as derivadas parciais das fungoes h(a), h(3) e h(vy) em
relagao a vec(E*) e em relacao a w*

ow* o2

2 . *
Ofa) _ 1 exp (_ﬂ) I sign (A) L
2w s

&7 . N (C.13)
WYY
+ H(a) [ e i cot(a)sign (A) s*} :
2 : *
on(P) =— L exp L8P lsign (A) Y
ow* 2 o2 ) 2 s* (C14)
q)zw y* . . y* '
+ H(5) o + j cot(f)sign (A) il
2 *
o) L exp 5 lsign (A) Y
ow* 2m 2 )2 s* (C.15)
q)zw y* . . y* '
FHG) | Y cot(y)sian (4)
2 - *
aﬁi((olgz)*) Z%eXp (Jj-_l) en (8) 7
'V
(C.16)

#14(e) [ — et () 4],

S S*



o o (C.17)
+H(B) {—E + j cot(B)sign (A) ;] ,
oh(v) 1 s\ J . t*
vec(E) ~ 25 P (‘?) goien (8) = s
FH() [—— 1 jcot(y)sign (A) t—]
]

A seguir, propomos os Lemas 4, 5 e 6, que apresentam os resultados das
Equagoes (C.7)-(C.12), que foram necesséarias para a realizacao da prova do Lema

3.

Lema 4. FE possivel escrever que

d|s|*
= sy* C.19
el LA (C.19)

d|s|*
—— = st”. C.20
dvec(E*) (€.20)
Prova: Primeiro escrevemos,

|s|* = ss* = w! CFx(x"FYC"w*). (C.21)

Entao, derivando |s|* em relagdo a w* obtemos a Equagao (C.19),

8‘8‘2 T *
——— = w’ CFx(CFx)
ow (C.22)

= sy".

Agora, com objetivo de obter a Equagao (C.20), reescrevemos |s|? como

5|2 = 55 = vec” (E)tt”vec(E*). (C.23)
Entao, segue que
d|s|* T
——— =vec (E)tt”
8vec(E*) (C24)
= st™.
O

04



Lema 5. FE possivel escrever que

0|A J . st*
—_— e — A —_— ~2
Fvec(m) ~ 2 B R (C.25)
Al _j . sy”
Ger — oSi8n (A) S (C.26)

Prova: Antes de calcularmos as Equagoes (C.25) e (C.26), derivaremos, nos itens a

% e 0|z| (b)aéz (C)B|ZZ‘

0z 0z*) oz* oz* ) onde

seguir, como passos intermedidrios, as derivadas, (a)
z=x+ jyej=+—1. Entdo, por ultimo, no item (d), calcularemos as Equagoes

(C.25) e (C.26).

dlz| , 92|
a> oz* € 0z

Com objetivo de calcular a derivada de |z| em relagao a z*, escrevemos |z| em

funcao de sua parte real e imaginéaria,
2| = Va? +y2 (C.27)

Primeiro, calcula-se as derivadas parciais de |z| em relagao a x e y,

olz| x x

= = C.28
or Vi T (G28)
9lz| Y y
= =2, C.29
Oy a2+ y2 |4 (€29
Entao, pode-se escrever que
dz| 1/x vy 1z
o RS Z )= C.30
=z (i) = o (€30
De forma analoga, pode-se mostrar que
dlz| 12z*
—_— == C.31
0z 2|z ( )
) 4

Com objetivo de calcular a derivada de £z em relagao a z*, escrevemos £z em

funcao de sua parte real e imaginaria,

/z = arctan (%) (C.32)



Primeiro, calcula-se as derivadas parciais de Z/z em relacao a x e v,

o/ 1 - _
8:)32 B 2 y a2 +y 2 (C.33)
()
Py ]
- - AL - (C.34)
v (5)" Tty
Entao, pode-se escrever que
0z 1 ([ x Yy jz
L N C.35
CEE <|z\2 “\zP) IEE (C.35)
0| £z|
oz*

Com objetivo de calcular a derivada de |Zz| em relacao a z*, escrevemos

flg(z,27), 9" (2,27)) = [£7] (C.36)

onde
f(z,2") = |z, (C.37)
g(z,2%) = ZLz. (C.38)

Entao, utilizando a regra da cadeia [23, eq. (9)], obtemos
012z _ 0f(g(%27), 9" (%, 2") Og(2,27) | Of(9(2 2"), g7(2,2")) Og" (2, 27)
0z* 0g(z, z*) 0z* 0g*(z, z¥) 0z*

o) e gz g
2g(z, ) 2F  2glz ) 202

J . 2
= §SIgIl (ZZ) W
(C.39)
ool a1l
Ovec(E*) ow*

Finalmente, com objetivo de calcular as Equagoes (C.25) e (C.26), escrevemos

pla(w,w?), q"(w,w")) = [A], (C.40)

onde
plz,2%) = |22 (C.41)
q(z,2") ::E;X. (C.42)



Entao, utilizando a regra da cadeia [23, eq. (9)], obtemos a Equagao (C.25),

0|A| _ Op(q(w, w*), ¢*(w, w*)) dg(w, w*) N Ip(q(w, w*), ¢*(w, w*)) dg*(w, w")
ow* Jq(w, w*) ow* Iq* (w, w*) ow*
gw,w*) y*

= jsign(Zq(w, W*))WE

J . sy”
= ;siegn (A) S
(C.43)
De forma andloga, pode-se obter a equacao (C.26),
0|A]| J . st*
— == A ) C.44
Frec() — 28 (A (C.44)
O
Lema 6. E possivel escrever que
do?
=T C.45
T —alw, (C.15)
do?
— =0. C.46
Ovec(E*) ( )
Prova: A variancia do ruido o2 pode ser escrita como
o? =wld,w. (C.47)
Entao, derivando 02 em relagao a w* obtemos a Equagao (C.45),
do?
= dl'w. C.48
T —alw (C.15)
De forma andloga, obtém-se a Equagao (C.46),
do?
— =0. C.49
Ovec(E¥) ( )
U
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Apeéendice D
Prova da Proposicao 4

A seguir, enunciamos o Lema 7, que serd instrumental na prova a ser apre-

sentada nesse apéndice
Lema 7. E possivel escrever que

H(N, s,0) < =, (D.1)

N | —

para A € (0, ).

Prova: A partir da Equacao (3.72) tem-se que

02 sin’ 02 sin?(¢)

[ sin*(A )exp (+M) 6 (D3)

o2 sin?(¢)

1
2

)

SlIl

H(\, s, 0) ( 8‘281“ ) [sPsin’(Y) (D.2)
(-5

1
2m

Como X € (0,7), segue que

Prova da Proposicao 4: Primeiro, assumindo que o ruido AGCS, na saida do canal,

seja branco e de variancia o2 pode-se escrever que

(I)z;Wl B Wlag oW D.6
2 2,2 2° ( : )
oy [[wil[?o2  [Jwil]
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Dessa forma, através da Equagao (3.74) podemos escrever que

K
W = Z sign (Aq) iyk ne _ Z ?k (D.7)

Reorganizando os termos obtemos

K
_ k JYE Pik
Wi =W — py sign (Agy) = . (D.8)
1 ( P 2 K) s, st K

k=1

Utilizando o Lema 7 garantimos que |c1| < 1 e através do Corolario 2 pode-
se assumir que ||wy||> = 1, sem perda de generalidade. Dessa forma, para 0 < p < 1

podemos escrever que

( ||w ||2 Z Clk) (D.9)

Com efeito, utilizando novamente o resultado do Corolario 2 tem-se que

K

S B0
(1_/~sz 1}’@) =1 S1k

onde w difere de w; por uma constante multiplicativa positiva, o que pelo Corolario

€V1:W1—

(D.10)

2 nao altera a SER resultante.
Finalmente, pode-se escrever que
K

W, =Wy — ,L_LZ sign (Aqy) jz’k%, (D.11)
k=1 51k

para 0 < p < 1. U
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Apeéendice E
Prova do Lema 2

A seguir, enunciamos o Lema 8, que serd instrumental na prova a ser apre-

sentada nesse apéndice

Lema 8. A seguinte aproximacdo € vdlida para o regime de elevada razdo sinal-

ruido, E—‘;,
s H(A, s,0)
—h(A N E.1
o2 ( S, U) Sll’l()\) ( )
para 0 < A\ < 7.
Prova: Ver Apéndice F. O

Prova do Lema 2: Com o objetivo de provarmos o Lema 2, distinguiremos trés casos,

2)|Al € [0.5), DA € (F.m— 5] e )| A € (r — £,

a) |Agl €0, 7]

Primeiro, utilizando o resultado do Lema 8 e as defini¢oes das varidveis oy e

| |?
52

0k € possivel aproximar pg, para o regime de elevada razao sinal-ruido,
como

‘ 2

Dk =+

(E.2)
Ainda sera necesséario realizar uma outra aproximacao; para um valor sufici-
entemente elevado do ntimero de simbolos da constelagao L-PSK é possivel

escrever que

exp (:tj%) ~ 1. (E.3)
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Dessa forma, pode-se reescrever a Equagao (E.2) como

po + 5 e (00) [ (o) — h(3). (£.4)

E, conforme foi visto na Prova do Teorema 1, através do Lema 1 pode-se

mostrar mostrar que

h(ay) = E, [1,560 (v)} , (E.5)

h(B) = E, [1,5@ (v)] , (E.6)

e através da Proposicao 2 obtém-se que

h(ay) = +sign (Ay) E, [sign <4 S’“:k' “) I,ﬁ“’(v)} , (E.7)
h(Be) = —sign (A4) E, [sign <4Sk;‘ ”) Ilgﬁ)(v)} . (E.8)

Com efeito, é possivel escrever que

| 2

S . . . S+ v «
- I;2 exp (—jAy) sign (A) E, [&gn <4 ‘ ) (1) +I,§ﬁ)(v))] .

Sk
(E.9)
Novamente, utilizando o resultado da Proposicao 2 obtém-se que
2
s . .
Pr N %exp (—7Ag) sign (Ag) E, [Tk(v)], (E.10)

para |Ag| € [0, 7].

b) |Ak| € (%aﬂ- - %]

Utilizando o resultado do Lema 8 e as defini¢oes das variaveis v e (3 é possivel

~ . , 2
aproximar pg, para o regime de elevada razao sinal-ruido, Isg’z' , COMO

2

J RS +|j—|2€xp (—jiAg) [+h(7k) exp (+jsign (Aik) %) — h(fk) exp (—jsign (Aik) %ﬂ ’
(E.11)

Novamente, para um valor suficientemente elevado do ntimero de simbolos da

constelagao L-PSK realizaremos a seguinte aproximacgao

exp (ij%) ~ 1. (E.12)
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Dessa forma, é possivel reescrever a Equagao (E.11) como

b~ + e (<) () — (). (E.13

E, conforme foi visto na Prova do Teorema 1, através do Lema 1 pode-se

mostrar mostrar que

how) = By [10(0)] (E.14)

h(B) = E, [1,5@ (v)] , (E.15)

e através da Proposicao 2 obtém-se que

h(7) = —sign (A) E, [sign (4%) 1,9’(@)} , (E.16)
h(By) = —sign (Ay) E, [sign (43’“; ”) ],gﬁ)(v)} . (E.17)

Com efeito, é possivel escrever que

| 2

S ‘ ) . Sk + v
D A |;2 exp (—jAyg) sign (Ag) E, [Slgn <4 b ) (—I,iy)(v) +L§ﬁ)(v)>] :

Sk
(E.18)
Novamente, utilizando o resultado da Proposicao 2 obtém-se que
2
s . .
Pr N %exp (—7Ag) sign (Ag) E, [Tk(v)], (E.19)

para |Agx| € (7,7 — .

c) |Axl € (m— £, 7]

Utilizando o resultado do Lema 8 e as defini¢oes das variaveis i, Ok e ( €

~ . /7 . 2
possivel aproximar pj, para o regime de elevada razao sinal-ruido, “2‘2' , COMO

P~ +|j—|22€xp (—JAk) [+h(7k) exp (+jsign (Ak) %) = h(C) exp (—jsign (Qi) %)} ’
(E.20)

Novamente, para um valor suficientemente elevado do niimero de simbolos da

constelagao L-PSK realizaremos a seguinte aproximacgao

exp (ij%) ~ 1. (E.21)
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Dessa forma, é possivel reescrever a Equagao (E.20) como

po~ + e (<) ) - iG] (£.22)

E, conforme foi visto na Prova do Teorema 1, através do Lema 1 pode-se
mostrar mostrar que

hw) = By |17 (0)]

(E.23)
h(G) = B, [10()]

(E.24)

e através da Proposicao 2 obtém-se que

sign (A E, [sign (45"?;’ “) o (v)} , (E.25)

h(C) = +sign (Ap) E, [sign (43’“ i ”) 19 (v)} .

h(Vk)

” h (E.26)
Com efeito, é possivel escrever que
o= 2 e (i sign (a0 8, [sen (2252) (<1000 - 1£0)]
(E.27)
Novamente, utilizando o resultado da Proposicao 2 obtém-se que
Dr R ‘Saifexp (—7Ag) sign (Ag) E, [Tk(v)], (E.28)
para |Ag| € (7 — T, 7.
O
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Apendice F
Prova do Lema 8

Nesse apéndice, demonstraremos que a seguinte aproximacao ¢ valida para o

regime de elevada razao sinal-ruido, snr £ |j22,
H(A, s,0)
snrh(\, s,0) &~ ) (F.1)
onde
1 sin?(\) sin?(\)
H(\, s,0) = %/0 exp (—snr81n2(¢)) Snrsin2(¢)d : (F.2)
1 sin?(\)
h(A,s,0) = %/0 exp (—snrsin2(¢)> do, (F.3)

para 0 < A < 7.

Prova: Primeiro, escrevemos

H(A, s,0) 1 I sin?
— 22— =— [ exp| —snr
sin(A) snr 27 J, P

1 sin?(\ sin(\)
=9/, exp <—snrsin2(¢) +In sin2(¢)>) do (F.5)
Entao, se é verdade que
sin?(\) sin(\)
rstey = I ()| (0

obtém-se (F.1) a partir da Equacao (F.5). Portanto, resta-nos provar que a Desi-
gualdade (F.6) é valida para o caso de elevada razao sinal-ruido.

Dessa forma, com o objetivo de mostrarmos que (F.6) é satisfeita para um va-

lor suficientemente alto da razao sinal-ruido, distinguimos dois casos, a) In ( sin(y) ) >

S0 ()
0Oeb)ln (;ﬁ&) < 0:
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a) In ( sin() ) > 0. Nesse caso, reescrevemos (F.6) da seguinte forma

n2(9)
sin?(\) sin(\)
sn?(g) " <sin2<¢>) |

Como z > eln(x), para z > 0, tem-se

snr

snr >

esin(\)’

b) In ( sin() ) < 0. Nesse caso, reescrevemos (F.6) da seguinte forma

Sin?(9)
sin?(\) sin(\)
i > ()

(
), para x > 0, tem-se

Como sin?(¢) <1lez >eln(x

1
> — .
> esin®(\)

Entao, para um dado valor da razao sinal-ruido, snr, podemos utilizar (F.8)

e (F.10) com objetivo de determinar os valores de A para os quais a aproximagao

(F.1) é valida. Exemplificando, na Tabela F.1 apresentamos os valores de A que

satisfazem (F.8) e (F.10) para dois valores diferentes da razao sinal-ruido, snr.

snr A
10 | [21°, 134°]
50 | [4°, 155°]

Tabela F.1: Valores de A que satisfazem (F.8) e (F.10) para snr = 10 e snr = 50.

Finalmente, nas Figuras F.1 e F'.2 avaliamos qualitativamente a aproximacao

descrita pela Equagao (F.1). Em particular, observamos que quando snr = 50 as

duas curvas apresentam um comportamento aproximadamente idéntico.
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snr =10
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Figura F.1: Comparagao entre snrh(\, s, o) e gy bara snr = 10.
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Figura F.2: Comparagao entre snrh(\, s, o) e ~imgy Para snr = 50.
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