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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos ne-
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Flavio Rainho Avila
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Orientador: Luiz Wagner Pereira Biscainho
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Uma aplicacao freqiiente de técnicas de restauracao de audio é na remocao
de defeitos audiveis em gravagoes de interesse artistico e historico, tipicamente de
midias analdgicas. As técnicas de restauracao digital variam de métodos heuristicos
computacionalmente eficientes a métodos estatisticos sofisticados. Estes tultimos
permitem modelar o sinal de dudio e distirbios de forma bastante realista, ao custo
de alta complexidade computacional.

Esta dissertacao lida com o problema de remocao de dois tipos de ruido lo-
calizado: clicks e pulsos longos. Foram empregados métodos bayesianos para a
modelagem estatistica dos disturbios, e foram usadas técnicas baseadas em MCMC
para a estimacao numérica das variaveis envolvidas. No caso dos clicks, propoe-se
um modelo que os descreve individualmente, com o objetivo de reduzir a complexi-
dade computacional em relacao aos métodos bayesianos encontrados na literatura.
Para os pulsos longos, é proposta uma modificagao no modelo anterior dos clicks,
permitindo a detecgao e remocao conjuntas desse tipo de defeito. Os dois algoritmos
tém estrutura similar e se baseiam no algoritmo de Metropolis-Hastings com saltos
reversiveis associado ao amostrador de Gibbs. A qualidade da restauracao obtida

foi aferida através de simulacoes com sinais sintéticos e reais.
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Department: Electrical Engineering

A common application of audio restoration techniques is the removal of audi-
ble defects from sound recordings of artistic and historical interest, typically found
on analog media. Digital restoration techniques span from low-complexity heuristic
methods to sophisticated statistical ones. The latter allows for modelling of audio
signals and defects in a realistic fashion, at the cost of higher computational burden.

This dissertation deals with the removal of two kinds of localized distur-
bances: clicks and long pulses. Bayesian methods have been employed for statistical
modeling of those defects, and MCMC-based techniques have been used for numer-
ical estimation of the involved variables. In the case of clicks, a new model which
describes them individually yields reduced computational complexity compared to
Bayesian methods found in literature. For long pulses, the former model is modified
to allow the joint detection and removal of this kind of defect. Both algorithms
exhibit a similar structure, mixing the Reversible-Jump Metropolis-Hastings algo-
rithm and the Gibbs Sampler. The attained performance has been assessed through

simulations on synthetic as well as real signals.
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Glossario

x — dados observados

0 — parametros

MAP — Mazimum a posteriori

MH - algoritmo de Metropolis-Hastings

RJ-MH - algoritmo de Metropolis-Hastings com saltos reversiveis

MCMC — Markov Chain Monte Carlo

x(n) — sinal de dudio ndo corrompido

y(n) — sinal de audio corrompido

i(n) — seqiiéncia indicativa de amostras corrompidas

AR — autorregressivo

a — vetor de parametros do modelo AR

A — matriz associada ao modelo AR

0 — variancia de excitagao do modelo AR

no — amostra inicial de um defeito (click ou pulso longo)

M — duracao de um click ou duracao da descontinuidade inicial de um pulso longo
A — taxa de decaimento de um click

V' — amplitude de um click

IG — distribuicao gama inversa

oy, — variancia da descontinuidade inicial de um pulso longo

V. — fator de amplitude da cauda de um pulso longo

T, — constante de tempo associada ao decaimento da envoltéria de um pulso longo
7 — constante de tempo associada ao decaimento da freqiiéncia de um pulso longo
¢ — fase inicial do pulso

fmin/ fmaz — freqiiéncia de oscilagdo minima/méxima da cauda de um pulso longo
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas de restauracao de audio tém como objetivo reduzir ou eliminar defei-
tos audiveis presentes em sinais de audio, introduzidos pelos mecanismos de gravacao
e reprodugao, ou resultantes de deterioragao ou desgaste dos meios de gravagao [1].

Os defeitos mais comuns presentes em sinais de dudio costumam ser desig-
nados por onomatopéias. Click, crackle, hiss, wow sao alguns exemplos. De forma
simplificada, as degradagoes sao classificadas em dois grupos: localizados (como click
ou crackle) e globais (como hiss ou wow). Degradagoes do primeiro tipo contami-
nam apenas algumas amostras do sinal e tendem a ocorrer em rajadas, enquanto
que defeitos do segundo tipo afetam todas as amostras do sinal.

As primeiras técnicas nessa area consistiam de processamentos analdgicos
simples, que variavam desde filtragem passa-baixas, para remocao de ruido de fundo,
até retirada manual das areas defeituosas do sinal. O procedimento em geral de-
mandava muito tempo e gerava resultados insatisfatérios [1].

Com o aumento do poder computacional dos processadores digitais nos anos
1980, técnicas mais sofisticadas de processamento de sinais puderam ser implemen-
tadas para restauracao de audio, tornando o procedimento mais rapido (em alguns
casos em tempo real) e garantindo melhor resultado. No caso de defeitos locali-
zados, a abordagem em geral era realizada no dominio do tempo e consistia em
localizar a regiao defeituosa e substitui-la por uma estimativa do sinal original. Os
defeitos globais eram usualmente tratados por filtragem no dominio da freqiiéncia.

Recentemente tém sido propostas técnicas de restauragao por ressintese [1].



Essas técnicas heuristicas computacionalmente eficientes formaram a primeira
fase de trabalhos na drea de restauragao digital de audio. Em particular, a técnica
baseada em filtragem inversa para localizagao e remocao de clicks [2] e o método
de subtragao espectral para redugao de ruido de fundo (hiss) [3] tornaram-se po-
pulares devido a sua simplicidade de implementacao e por produzir bons resultados
perceptivos.

Usando técnicas sofisticadas de inferéncia estatistica, Godsill [4,5] deu inicio
a uma segunda fase na area. Métodos bayesianos foram utilizados para os problemas
de correcao da variagao de pitch (wow) e remogao de clicks. Para essa ultima tarefa,
a aplicacao dos algoritmos EM (Expectation-Mazimization) e de técnicas numéri-
cas baseadas em MCMC (Markov-Chain Monte Carlo), em particular o amostrador
de Gibbs, permitiram o uso de modelos hierarquicos bastantes sofisticados, garan-
tindo resultados de alta qualidade. O grande inconveniente dessas técnicas é a alta
complexidade computacional exigida.

Esta dissertagao lida principalmente com o problema de restauragao de clicks.
O objetivo é propor novos métodos de estimacao que tornem o procedimento de
restauracao computacionalmente mais eficiente, mantendo a sofisticacao permitida
pelas técnicas baseadas em MCMC. Sera tratado ainda o problema de remocao de
pulsos longos, usando uma abordagem similar.

Para isso, serao propostos novos modelos com caracteristicas que exploram
as propriedades dos clicks e permitem reduzir a complexidade computacional. Para
selecao de modelos e estimacao do sinal de dudio original, serao adotadas técnicas
de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), em particular os algoritmos de
Metropolis-Hastings (MH) e de Metropolis-Hastings com saltos reversiveis (RJ-MH).

Este texto estd organizado da seguinte forma: Além desta introducao, apre-
sentamos no Capitulo 2 os principios basicos de inferéncia bayesiana, que incluem os
conceitos de distribuicao a priori e distribuicao a posteriori, priori nao-informativa
e modelo hierdrquico. No Capitulo 3, apresentamos alguns métodos numéricos que
permitem lidar com problemas de estimacao complicados, que surgem naturalmente
da aplicacao do método bayesiano; sera feita uma introdugao a cadeias de Markov e

alguns algoritmos baseados em MCMC serao descritos com algum detalhe. O texto



prossegue com a descricao do problema de restauracao no Capitulo 4; serao apre-
sentados alguns modelos possiveis para a descricao de clicks e alguns métodos de
restauracao existentes na literatura que serao usados como referéncia para compa-
racao. No Capitulo 5, é apresentado um novo método de restauragao de clicks que
procura resolver alguns inconvenientes dos métodos expostos no Capitulo 4. Nesse
capitulo sao reportados os resultados obtidos com o método proposto e a compara-
¢ao com os métodos existentes. O Capitulo 6 propoe um algoritmo para remogao de
pulsos longos usando uma abordagem similar ao desenvolvido para remocao clicks.

As conclusoes finais estao no Capitulo 7.



Capitulo 2

Métodos Bayesianos de Inferéencia

Estatistica

Este capitulo se destina a apresentacao de conceitos bésicos de inferéncia
estatistica, com enfoque nos conceitos e métodos que serao diretamente usados nos
algoritmos desenvolvidos nesta tese. Para uma apresentagao mais completa sobre o
tema, recomendamos os livros de Bernardo e Smith [6], W. Bolstad [7] e Gamerman
8].

O capitulo comega com uma discussao sobre duas importantes interpretagoes
para o conceito de probabilidade: cldssica, freqiientista e bayesiana (ou subjetiva).
Em seguida, apresenta-se o problema geral de otimizacao com alguns possiveis mé-
todos freqiientistas de solucao. O paradigma bayesiano de inferéncia estatistica é
apresentado na Secao 2.3 e as diferengas em relacao a abordagem freqiientista sao sa-
lientadas. Apresentam-se ainda o teorema de Bayes, base para inferéncia bayesiana,
e os conceitos de probabilidade a priori, priori nao-informativa e prioris conjugadas.
Para finalizar o capitulo, descreve-se sucintamente a teoria de decisao bayesiana, um

método 1util para localizacao de amostras corrompidas num sinal de audio.

2.1 Algumas interpretacoes de probabilidade

O conceito de probabilidade tem provocado intimeras controvérsias histéricas.

Nesta secao, vamos apresentar trés interpretagoes desse conceito: classica, freqiien-



tista e bayesiana (ou subjetiva). Para uma exposi¢do mais completa, veja [9].

Pela definicao cldssica de probabilidade, é preciso estabelecer um conjunto
bem definido de eventos elementares, todos supostos igualmente provaveis. A pro-
babilidade de um evento qualquer (formado por uma uniao de eventos elementares)
é entao calculada como a razao entre o nimero de eventos elementares favoraveis
aquele evento e o niimero total de eventos possiveis. Essa definicao levanta algumas
questoes, por exemplo: Como estabelecer a priori que certos eventos sao igualmente
provaveis?

Outro conceito de probabilidade bastante popular é o fregientista, cujo nome
se deve a nocao de freqiiéncia relativa na qual ele se baseia. Em vez de estabelecer
a priori um conjunto de eventos possiveis, como na definicao classica, pela visao
freqiientista deve-se levar em conta o numero de eventos efetivamente obtidos em
experimentos, supostamente em condigoes similares (idealmente idénticas). Se o
nimero de experimentos é suficientemente grande, a probabilidade é a razao entre
o numero de resultados favoraveis e o nimero total de experimentos. Pela lei dos
grandes numeros, essa razao deve se aproximar cada vez mais de um certo valor
quanto maior for o nimero de experimentos.

Como exemplo, seja o experimento de lancamento de um dado. Existem 6
possibilidades de resultado para cada lancamento. Pela simetria da situagao, um
adepto da visao classica diria que todos os resultados sao igualmente provaveis. A
probabilidade de uma dada face ser obtida é, portanto, de 1/6. A probabilidade de o
resultado ser, digamos, um ntimero par ¢ igual a razao entre a quantidade de niimeros
pares entre 1 e 6 e a quantidade total resultados possiveis. Para um freqiientista,
¢ impossivel determinar a prior: as probabilidades envolvidas; a probabilidade s6
pode ser obtida depois de um grande nimero de experimentos. A probabilidade de
sair um numero par ¢ obtida contando-se o nimero de vezes em que este resultado
realmente foi obtido e dividindo-se pelo nimero total de experimentos. Se o dado
nao for viciado, espera-se que essa razao seja préxima a 1/2, o mesmo valor obtido
pela definicao classica. No entanto, sé se pode afirmar que o dado nao ¢é viciado
apos os experimentos serem realizados.

E comum, entretanto, que se fale de probabilidades associadas a eventos que



nao podem ser repetidos e para os quais nem a noc¢ao classica nem a freqiientista fa-
zem sentido. Por exemplo, “a probabilidade de o Flamengo ser rebaixado este ano é
de 90%” ou “a probabilidade de a rede do LPS nao funcionar hoje é de 99,9%”. Para
permitir o tratamento matematico de sentencas como essas, algumas escolas estatis-
ticas aceitam a nogao de probabilidade vista como “grau de confian¢a” (subjetiva)
sobre a veracidade de uma afirmagao. Essa visao ficou conhecida como bayesiana
ou subjetiva.

Essas duas principais interpretacoes de probabilidade sao o ponto de partida
para as duas escolas de estatisticas antagonicas, a freqiientista e a bayesiana. Embora
ambas sejam bem sucedidas no tratamento de diversos problemas, ¢ comum que os
estatisticos adotem uma visao e rejeitem a outra, reforcando a longa controvérsia

entre essas duas escolas [10].

2.2 Problema geral de inferéncia e algumas solu-
coes

Inferéncia estatistica é empregada quando se deseja obter informacoes a partir
de dados que podem ser descritos por modelos probabilisticos. Por exemplo, o
receptor de um sistema de comunicacao precisa decidir com base nos dados recebidos
quais foram os provaveis dados transmitidos. Na aplicacao desta tese, desejamos
estimar o sinal de audio original com base num conjunto de amostras corrompidas.

Para formalizar o conceito, seja x uma variavel aleatéria (possivelmente mul-
tidimensional) descrita pela distribuicao! p(x; @), em que 8 é um vetor contendo pa-
rametros (desconhecidos) que definem as caracteristicas da distribuigao (tais como
média ou variancia, por exemplo). Dispondo de um conjunto de amostras de x,

deseja-se estimar o vetor de parametros 6.

10 nome “distribuicdo” de uma varidvel aleatéria X se referird tanto & densidade de probabi-
lidade p(z) (no caso de V.A. continua) quanto & probabilidade P(z) (no caso de V.A. discreta);
quando for importante sera feita a distingao clara disto. Mas havera alguma liberdade de ter-
minologia, por exemplo, ao dizer que a maximizacao da densidade de probabilidade maximiza a

probabilidade.



De acordo com a abordagem freqiientista, @ é um valor fixo porém desconhe-
cido. Partindo-se dessa premissa, diversos critérios de otimizacao podem ser usados
para estimar o valor dos parametros. Os mais usuais sao a maxima verossimilhanca
(Mazimum Likelihood, ML), o erro médio quadratico (Mean Square Error, MSE) e a
minima variancia (Minimum Variance, MV) [11,12]. Devido a sua importéancia para
inferéncia bayesiana, o critério de maxima verossimilhancga sera brevemente descrito
aqui.

A funcao de verossimilhanca, 1(x;0), é definida como:
I(x; 0) = p(x]6). 2.1)

e é interpretada como uma quantificacao da probabilidade de os dados x serem
observados quando o vetor de parametros é 6. O critério ML estabelece que o valor
estimado para 0 ¢é aquele que maximiza a funcao de verossimilhanca, ou seja, é o
valor de @ que faz os dados observados serem os mais provaveis. Matematicamente,
pelo critério ML:

M = argmaxy gl(x; 0), (2.2)

em que O é o conjunto de valores possiveis para 6.

Como exemplo de aplicacao do critério ML, vamos considerar o modelo li-
near, que aparece freqiientemente em diversos problemas de processamento de sinais.
Nesse modelo, o vetor de dados observados x é obtido pela soma de um produto ma-
tricial e um ruido v:

x =GO+ v. (2.3)

Esse modelo pode descrever, por exemplo, um sinal formado por uma mistura
de sendides com amplitudes desconhecidas imersas em ruido.
Freqiientemente v é modelado como ruido branco gaussiano de média zero e

variancia 2, caso em que a verossimilhanga ¢ dada por [4]:

1 - L (x—GO)T (x—GH)
p(x[0) = puy(x — GO) = (2ro?)VE° 23 ; (2.4)
e a estimacao pelo critério ML fornece [4]:
oM = (GTG)'GTx. (2.5)



Esse resultado coincide com o conhecido método de minimos quadrados [13],
cujo critério de otimizagao nao é estocastico. Veremos na préxima se¢cao como esse

mesmo problema ¢é encarado pela abordagem bayesiana.

2.3 Inferéncia bayesiana

Inferéncia bayesiana é uma técnica que parte da nocao subjetiva de probabi-
lidade, vista como “grau de confianca”, e trata os parametros desconhecidos como
variaveis aleatérias com uma densidade de probabilidade associada. A distribuicao
associada aos parametros antes de os dados estarem disponiveis recebe o nome de
priori ou distribuicao a priori; essa fungao deve refletir o “grau de confianca” do
projetista sobre os possiveis valores dos parametros. Apds os dados serem levados
em consideracao, a nova distribuicao dos parametros é chamada de posteriori ou
distribuicao a posteriori. Na Secao 2.5 o conceito de probabilidade a priori serd
melhor analisado.

Para este trabalho, algumas caracteristicas do paradigma bayesiano se mos-
traram importantes. A principal delas é a possibilidade de se incorporar qualquer
conhecimento do usuario, muitas vezes subjetivo, ao modelo probabilistico, algo proi-
bido pela dtica freqiientista. Num sistema de restauragao, o conhecimento do proje-
tista sobre o comportamento tipico de um defeito (por exemplo, a taxa de amostras
corrompidas) é de grande valia para o desempenho do sistema. Além disso, a abor-
dagem bayesiana permite que parametros indesejados possam ser marginalizados
(integrados) e retirados da andlise, tornando desnecessario um pré-processamento

para estimagao desses parametros (ver Segao 2.6).

2.3.1 Teorema de Bayes

Através do teorema (ou regra) de Bayes, podemos utilizar os dados disponi-
veis para atualizar o conhecimento sobre os provaveis valores dos parametros. Seja
p(0|H) a distribui¢ao a priori, em que H (de histéria) representa todas as infor-
macoes a disposicao do usudrio sobre os parametros de interesse antes de os dados

estarem disponiveis. Pelo teorema de Bayes, podemos obter a distribuicao a poste-
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x|6, H)p(6|H)
p(x)

em que p(x) ¢ a densidade de probabilidade associada ao vetor de dados x e na equa-

p(0]x, 1) = !

: (2.6)

¢ao acima é um fator de proporcionalidade que garante que a integral do quociente

seja igual a 1.
o) = [ plxie)p(6)as. (2.7)
6
Como os dados sao supostos conhecidos, p(x) é uma constante e nao afeta a

forma da fungao p(@|x, H). Por essa razao é usual escrever o teorema de Bayes por

uma relacdo de proporcionalidade (simbolizada por o), deixando de fora p(x):
p(01x, H) o< p(x[0, H)p(0|H). (2.8)

O valor de @ pode ser entao estimado estabelecendo-se algum critério de
otimizagao, sendo os mais comuns o BMSE (Bayesian MSE) e o MAP (Mazimum
a Posteriori) [12].

Pelo critério MAP, o valor estimado para os parametros é aquele que maxi-

miza a distribuicao a posteriori:

OMAY = argmaxg gp(0]x, H). (2.9)

Voltando ao exemplo do modelo linear, se pudermos considerar @ uma variavel
aleatdria, o problema pode ser tratado pela abordagem bayesiana. Considerando
uma priori gaussiana com média mg e matriz de covariancia Cg, o valor estimado

pelo critério MAP é dado por [4]:
MAP = (GTG + 02C, 1) T (GTx + 02Cy ' my). (2.10)

Podemos ver na equacao acima que se os elementos de Cgy forem altos, as
parcelas introduzidas pela priori se tornam irrelevantes, e entao a solucao MAP se
aproxima da ML. Isso é razoavel, uma vez que valores altos para Cg indicam que a

priori é bastante “espalhada” e todos os valores sao quase igualmente improvaveis.



2.4 Modelo bayesiano hierarquico

A regra de Bayes é a ferramenta matematica que permite atualizar o conheci-
mento sobre os parametros, permitindo que os dados sejam levados em consideragao.
A aplicagao desse procedimento seguidas vezes dé origem a um modelo hierdrquico,
em que a probabilidade a posteriori de um certo nivel é a probabilidade a prior: de

um nivel superior, como ilustra o grafico da Figura 2.1.

(&
\
(2

o

Figura 2.1: Exemplo de modelo bayesiano hierarquico

Considere a distribuicao a posteriori p(@|x). A distribui¢do a priori de 6
pode depender de outros parametros, digamos ¢, que sao também desconhecidos e
podem ter uma probabilidade a priori associada. Aplicando a regra de Bayes duas

vezes, temos:

p(0, ¢|x) o p(x[0, #)p(6|d)p(9). (2.11)

Podemos repetir o procedimento quantas vezes desejarmos, até obtermos uma
priori que nao depende de nenhum parametro desconhecido, usualmente uma priori

nao informativa (ver Secao 2.5.2).
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2.5 Distribuicao a prior:

Um dos aspectos fundamentais da teoria de inferéncia bayesiana reside no
conceito de distribuicdo a priori, ausente na abordagem freqiientista. Como afir-
mado, a distribui¢do a priori (simbolizada por p(@)) é uma fungao que reflete o
conhecimento do projetista sobre os possiveis valores dos parametros sem levar em
consideracao os dados.

Embora seja possivel utilizar critérios freqiientistas para a escolha de p(8),
usualmente o conhecimento proveniente da experiéncia subjetiva do projetista é o
fator preponderante para a escolha da probabilidade a priori. Diversas técnicas
servem para guiar o projetista nessa tarefa, dentre as quais destacamos o método
do histograma, o método da fungao de distribui¢ao e o método de verossimilhanca
relativa [8].

Apesar de tteis, essas técnicas costumam gerar distribui¢oes complicadas e de

dificil tratamento analitico, o que prejudica o procedimento posterior de otimizacao.

2.5.1 Prioris conjugadas

Para garantir que a distribuicao a posteriori seja analiticamente tratavel, é
comum o uso de prioris conjugadas, que sao definidas como distribui¢oes com es-
trutura algébrica similar a da verossimilhanca. Isso garante que a posteriori seja do
mesmo tipo da priori, mas com parametros modificados. Por exemplo, se a verossi-
milhanga é gaussiana, a escolha de uma gaussiana como priori gera uma posteriori
também gaussiana, uma distribuicao com caracteristicas que facilitam a otimizagao
dos parametros.

Nesta tese, usamos prioris conjugadas definidas pelas distribuicoes gama e
gama-inversa [14], ambas definidas por suas médias e variancias e, além disso, con-
jugadas em relacao a gaussiana. Mais detalhes sobre essas distribuigoes serao dados

no Capitulo 4.
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2.5.2 Priori nao-informativa

Priori nao-informativa, como o nome sugere, é uma distribuicao que ideal-
mente nao contém qualquer informagao sobre os possiveis valores dos parametros.
A escolha aparentemente mais ébvia é uma distribuicao uniforme, que associa igual
probabilidade para todos os valores possiveis dos parametros, fazendo com que a
posteriori coincida com a funcao de verossimilhanca. No caso discreto, essa esco-
lha nao apresenta problemas; para variaveis continuas, entretanto, uma distribuicao
uniforme ¢é inadequada porque nao é invariante em relacao a uma transformacao de
variaveis um-para-um, isto é, se a distribuicao de 6 é uniforme, a distribuicao de
¢ = f(0) serd nao-uniforme [8]. Esse resultado nao é razodvel, pois se ndo temos
conhecimento sobre @, o mesmo deve ocorrer com ¢.

Para eliminar esse inconveniente, Jeffreys introduziu uma classe de distribui-
¢Oes invariantes a transformagoes um-para-um [8]. A priori de Jeffreys associada a
variavel 0 é dada por:

p(6) o [1(9)['2, (2.12)

onde I(0) ¢é a informagcao de Fisher de 6, definida por:

1(0) = Exjo l—a%g (p(XW))} , (2.13)

06°
que mostra que que a priori depende apenas da verossimilhanca.
No caso de modelos invariantes com relacao a escala, obtém-se a seguinte
prior de Jeffreys:
1

p(0) o 9 (2.14)

H4& outras alternativas para a escolha de prioris nao-informativas. Jaynes [15]
propos que o critério de maxima entropia fosse usado na especificacao da distribuicao
a priori. Bernardo [16] também defende que a escolha da priori ndo-informativa deva
ser feita através de critérios baseados na teoria da informagao.

Na maioria dos casos, a distribuicao gerada é impropria, isto é, sua inte-
gral é diferente de 1. Esse fato nao chega a ser um problema, visto que estamos
interessados, no mais das vezes, na forma da distribuicao, e nao nos seus valores

exatos.
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2.6 Eliminacao de parametros

E comum que o vetor de parametros contenha elementos que nao sao de
interesse para estimacao. Nesse caso, podemos integrar esses parametros indesejados
(nuisance parameters) e entao trabalhar apenas com os parametros de interesse. Se
0 for particionado entre os parametros indesejados e os de interesse, de tal forma

que 6 = (¢, 1), a posteriori para os parametros de interesse é:

p(¢) = /w Db, 1), (2.15)

Essa operacao nem sempre pode ser feita analiticamente, especialmente nos
casos em que a distribuicao é multivariavel e nao possui uma forma conhecida.
Nesses casos, os algoritmos que serao vistos no proximo capitulo permitem realizar

a integral acima numericamente.

2.7 Teoria da decisao bayesiana

A teoria da decisdo bayesiana [11] lida com o problema de classificacdo ou
reconhecimento de padroes. Pressupoe-se a existéncia de um conjunto finito (ou
pelo menos contavel) de estados ocultos S e um conjunto de dados observados x.
O objetivo é selecionar, dentre todos os estados de S, aquele que “melhor” (num
sentido a ser especificado) se adapta aos dados observados.

Pela abordagem bayesiana do problema, cada estado s; tem associada a si uma
probabilidade a priori P(s;). Tanto a fungao de verossimilhanca ((x;s;) = p(x]s;)
quanto a probabilidade a priori sao supostas conhecidas. O teorema de Bayes pode
ser entao aplicado, gerando, para cada estado, a probabilidade a posteriori:

p(x|s:) P(s:)

Plaib) ===

i=1,.., N, (2.16)

Y

em que N é o numero de estados e a probabilidade total é dada por:

px) = D plxls) Plsi). (2.17)

Diversos critérios podem ser adotados para a obtengao do “melhor” s;. O mais

simples é 0o MAP, que define o estado escolhido como aquele com maior probabilidade
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a posteriori.

sMAP = argmax, g P(s4]x), (2.18)

em que S = {s1,..., Sy}
Voltaremos a falar da teoria da decisao bayesiana no Capitulo 4, quando a

aplicaremos ao problema de selecao das amostras corrompidas em um sinal de audio.

2.8 Comentarios conclusivos

Neste capitulo vimos os conceitos mais importantes da teoria de inferéncia
bayesiana. Embora seja possivel resolver problemas praticos apenas com esses con-
ceitos, em boa parte das aplicacoes as distribuicoes envolvidas sao multivariaveis e
multi-modais e os problemas de otimizagao que surgem naturalmente sao dificeis de
ser resolvidos pelas técnicas classicas de otimizacao. No capitulo seguinte, veremos

alguns métodos e algoritmos indicados para essa tarefa.
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Capitulo 3

Técnicas Numéricas de Estimacao

A modelagem realistica de sistemas fisicos muitas vezes exige a utilizagao de
modelos hierarquicos sofisticados, com distribuicoes bastante complexas e de difi-
cil tratamento analitico. Para lidar com esses dificeis problemas de estimagao, fo-
ram propostas diversas técnicas numéricas, dentre as quais destacam-se o algoritmo
FEzpectation-Mazimization (EM), o amostrador de Gibbs e os algoritmos Metropolis-
Hastings (MH) e Reversible-Jump Metropolis-Hastings (RJ-MH). Com excegao do
primeiro, esses algoritmos se baseiam em técnicas de Monte Carlo via cadeias de
Markov (MCMC), um procedimento bastante poderoso que consiste em obter amos-
tras de uma certa distribuicdo (em geral multivaridvel) através de uma cadeia de
Markov e realizar a otimizagao usando técnicas de Monte Carlo a partir das amostras
geradas. Este capitulo dedica-se a descri¢ao de alguns desses métodos.

Comecamos apresentando a idéia geral por tras de técnicas de Monte Carlo.
Em seguida, descrevemos o método da rejeicao, uma técnica simples de Monte Carlo
usada para obtencao de amostras de uma distribuicao, e que permitird uma compre-
ensao intuitiva dos algoritmos mais sofisticados que serao descritos posteriorimente.
Prosseguimos com a apresentagao da teoria de cadeias de Markov (MC), base para
os algoritmos que serao descritos em seguida. Nas Secoes 3.4 e 3.5 apresentamos os
algoritmos de amostragem de Gibbs e Metropolis-Hastings, dois dos mais populares
algoritmos MCMC. Serd descrita ainda uma modificagao do algoritmo MH, proposta
por Green [17], que permite lidar com modelos de dimensao varidvel. O capitulo

termina com a apresentacao de técnicas empiricas para diagnéstico de convergéncia
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dos algoritmos.
Optamos por descrever os algoritmos de forma sucinta, nos moldes do traba-
lho de Andrieu et. al [18] e de Neal [19]. Como referéncia mais completa sobre o

assunto, recomendamos os livros de Gamerman e Lopes [20] e Robert e Casella [21].

3.1 Técnicas de Monte Carlo

Técnicas de Monte Carlo consistem em gerar amostras i.i.d de uma certa dis-
tribuicao e em seguida usé-las para obter uma aproximacao de alguma caracteristica
da distribuicao dificil (ou impossivel) de obter analiticamente. Mais precisamente, de
posse de um conjunto de amostras X = {z(V1,. . oW )} de uma certa distribuicao

p(z), podemos aproximar uma integral do tipo:

Iuwa/ﬂmm@w (3.1)

através de um somatorio:

() = 5 S0 ) (3.2

E possivel mostrar que o estimador acima é nao polarizado e, pela lei dos gran-
des nimeros, converge para a integral da Equagao (3.1) quase certamente quando
N tende a infinito.

Obter amostras de uma distribuigao diretamente nem sempre é trivial. As
técnicas descritas nas proximas secoes sao formas de realizar essa tarefa indireta-

mente.

3.2 Meétodo da rejeicao

O método da rejeicao é usado quando se deseja obter amostras de uma distri-
buicao complexa usando uma distribuicao auxiliar supostamente facil de se amostrar.
Sejam 7(x) a distribuicdo de interesse e ¢(z) uma distribuigdo que, para
algum A, satisfaz Agq(x) > 7w(z),Vx. O método da rejeicao consiste em se gerar

uma amostra de ¢(z), digamos z*, e aceitd-la com probabilidade 7(z*)/(Aqg(x*)).
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Na prética, obtém-se uma amostra u de uma distribuicao uniforme entre 0 e 1 e
aceita-se z* se u < w(z*)/(Ag(x*)).

A eficiéncia do método depende do valor de A, uma medida da “préximidade”
entre ¢(z) e m(x). Quanto maior o valor de A, maior é o percentual de amostras
rejeitadas e conseqiientemente maior o nimero de iteragoes necessarias para se obter
o conjunto de amostras exigidas para a estimacao de Monte Carlo.

A principal desvantagem desse método é a dificuldade, em certos casos, de
escolher uma distribuicao auxiliar que leve a uma probabilidade de aceitacao nao
muito baixa. Para distribui¢oes multivariaveis essa tarefa é particilarmente dificil,
e nesses casos os algoritmos baseados em cadeias de Markov sao a escolha mais

indicada.

3.3 Cadeias de Markov

A teoria de cadeias de Markov é a base para os algoritmos MCMC que serao
descritos mais adiante. Nesta secao, apresentaremos uma descrigao sucinta da teoria
e enunciaremos algumas propriedades importantes para o desenvolvimento e anélise
de algoritmos MCMC. Comecamos considerando cadeias de Markov com espago de

estados discreto e em seguida estenderemos os resultados para o caso continuo.

3.3.1 Conceituagao

Uma cadeia de Markov é um processo aleatorio discreto no tempo que apre-
senta a propriedade de Markov, que estabelece que o estado atual da cadeia depende
apenas do estado imediatamente anterior. Mais formalmente, seja X a varidvel
aleatdria que representa o estado da cadeia no instante n e seja .S o espacgo de estados
para as variaveis X (™. Entdo:

P(X™ e AW XD g gn=1)  xO) ¢ A0 = p(XM g AM|x7r=1) ¢ g=D),
(3.3)
para quaisquer A®_ ... AM™ ¢ §.

No caso em que S é um conjunto finito (ou ao menos contavel), a cadeia

de Markov é dita discreta. Seja S = {s1,...,Sn}. As probabilidades condicionais
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definem a matriz de transicao, T,, cujo elemento da linha x e da coluna y é dado
por:

To(zly) = P(X™ = 5,| XD = 5). (3.4)

E f4cil ver que a soma dos elementos em cada linha de T, é igual a 1. Matrizes
com essa propriedade sao chamadas matrizes estocdsticas e possuem uma série de
propriedades importantes para a andlise de algoritmos baseados em MCMC. Uma
delas ¢é a existéncia de pelo menos um autovalor igual a 1. No caso em que todos os
elementos de T,, sao positivos, podemos garantir que todos os demais autovalores
sao distintos e menores que 1.

A probabilidade de X™, denotada por P,(x), pode ser obtida a partir da
probabilidade de X1 através de:

Py(w) =Y Tu(zly) Paa(y), (3.5)

yeSs

que pode ser escrita vetorialmente como:
Pn = TnPnfla (36)

em que P, = [P,(s1) ... P.(s,)]".
Se T, ¢é independente de n, dizemos que a cadeia de Markov é homogénea
e a matriz de transicao passa a ser denotada simplesmente por T. Nesse caso, a

aplicagao da Equacao (3.6) n vezes fornece:
P, = T"P,, (3.7)

em que Py é a distribuicao do estado inicial da cadeia.
Para o desenvolvimento de algoritmos MCMC, a cadeia de Markov deve pos-

suir as duas propriedades abaixo:

e Irredutibilidade: Partindo de qualquer estado, existir uma probabilidade nao-
nula de a cadeia mover-se para qualquer outro estado em um numero finito de

passos. Equivalentemente, T"(x|y) > 0, para algum n.

e Aperiodicidade: A cadeia nao ficar presa em ciclos.
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3.3.2 Distribuicao invariante

Uma distribuicao é dita invariante (ou estaciondria) se permanece fixa sob
a aplicacao da matriz de transicao. No desenvolvimento de algoritmos MCMC,
estamos interessados em construir cadeias de Markov que fagam com que uma certa
distribuicao seja invariante. Se estivermos trabalhando com métodos bayesianos, a
distribuicao de interesse é a distribuicao a posteriori.

Denotando a distribuigao invariante por II(x), devemos ter:

M(z) =) T(xly)(y). (3.8)

yeSs

Vetorialmente:

II = TIL (3.9)

Pela equacao acima, vemos que II é um autovetor associado ao autovalor
A = 1. Para se determinar Il unicamente, impoe-se a condi¢ao de que a soma de
seus elementos seja igual a 1.

Para algoritmos MCMC, é usual impor a condigao detailed balance para as-
segurar que uma dada distribuicao é invariante. Essa condicao estabelece que a
probabilidade de a cadeia passar de um estado z no instante (n — 1) para o estado

y no instante (n) é igual a probabilidade de a transi¢ao inversa ocorrer, isto é:
(y) T (xly) = ()T (y|x). (3.10)

Para ver que II(x) é distribui¢ao invariante, basta aplicar o somatério em
relacao a y a ambos os membros da igualdade acima e perceber que o resultado é
a Equacao (3.8). Embora mais restritiva que a Equacao (3.8), essa condigao é mais

simples de se impor para algoritmos MCMC.

3.3.3 Ergodicidade

Além de garantir que II(x) seja a distribui¢ao invariante desejada, devemos
assegurar que P, (x) convirja para I1(x) quando n tender a infinito, qualquer que seja
a distribuicao inicial Py(z). Nesse caso, dizemos que II(z) é a distribui¢do-limite da

cadeia.
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Essa propriedade é conhecida como ergodicidade. Para garantir que a cadeia
de Markov seja ergddica, é necessario que a cadeia seja aperiddica e irredutivel. No
caso discreto, isso equivale a ter os autovalores de T todos distintos. Para ver isso,
basta escrever a distribuicao inicial usando os autovetores de T como base e em

seguida calcular a expressao T"Py [19].
P0:H+CQV2+...+CNVN; (311)

Pn = TnP() =11 + CQA;VQ + ...+ CN)\R[VN- (312)

Na primeira equagao usamos o fato de que IT é o autovetor associado ao

autovalor 1. Como todos os demais autovalores sao menores que 1, concluimos que:

lim P, = lim T"P, = II. (3.13)

n—oo n—o0

3.3.4 Cadeias de Markov para espaco de estados continuo

Para o caso em que o espaco de estados S é continuo, as propriedades des-
critas nas secoes anteriores sao expressas através de densidades de probabilidade. A

propriedade de Markov ¢é definida por:
p(z™ )z 20 = p(z™]z ), (3.14)
O nicleo de transicio K, (z]y) no instante n é definido por:
Ku(zly) = pxon (] XD = y), (3.15)

em que Py (x) denota a densidade de probabilidade da varidvel aleatéria X ),

Assim, a distribuicao do estado da cadeia no instante n é dada por:

palz) = / a0y (3.16)

No caso de a cadeia ser homogénea, K, independe de n e a condi¢ao detailed

balance se torna:

/A /B K (z]y)r(y)dydz = /B /A K (y|a)m(x)dzdy, (3.17)

para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a S.
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Como no caso discreto, a condigao detailed balance é suficiente para que 7(x)
seja uma distribui¢do invariante da cadeia de Markov definida por K(z|y). Para
garantir que a distribuicao invariante seja também a distribuicao-limite, a cadeia

deve ser aperiddica e irredutivel.

3.4 Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs (Gibbs Sampler) [22] é um caso especial de MCMC
(Markov Chain Monte Carlo), indicado para os casos em que a distribuigao conjunta
¢ mais dificil de amostrar do que as condicionais. A técnica consiste em particio-
nar a varidvel conjunta em diversos componentes (possivelmente multivaridveis) e
obter amostras das distribuicoes condicionais de cada componente, considerando os
demais fixos. O processo é repetido usando os ultimos valores amostrados de cada
componente como condicionante da distribuicao dos demais componentes.

Seja m(0) a distribuigdo conjunta da qual se deseja obter amostras. A varidvel
0 é entao particionada em k componentes, de tal forma que 8 = {6,...,60;}. A

1-ésima iteragao do amostrador de Gibbs pode ser expressa como:
0 ~m(iley V.6

o) ~ (o]0, ... 60 (3.18)

0 ~ m (60,160,600 ),

em que o simbolo ~ indica que a varidvel da esquerda é uma amostra da distribuicao
a direita.
Para ver que 7(0) é uma distribui¢do invariante em cada operagao acima,

vamos calcular a distribuicdo de @ apés a primeira operacdo. Supondo p(#¢~1) =

T CAME
i) (-1 i1 ) pli-1 i1 i1 i1
p(0y, 050, o)y = @105 e ey e

— (0,657 60D, (3.19)
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O mesmo raciocinio aplicado as operagoes seguintes indica que, a cada amos-
tragem, a distribui¢ao resultante permanece igual a m(@). Sob condigoes faceis de
se obter na pratica, mostra-se que a cadeia é ergddica, isto é, apds a convergen-
cia, as amostras geradas em cada iteracao correspondem a amostras da distribuicao

conjunta ().

3.5 Algoritmo de Metropolis-Hastings

Nem sempre as distribuigoes condicionais necessarias para o amostrador de
Gibbs sao faceis de se obter. Nesses casos, o algoritmo de Metropolis-Hastings (MH)
é mais indicado. A idéia do algoritmo é semelhante a do método da rejeicao, descrito
na Se¢ao 3.2. Obtém-se amostras de uma distribuigao auxiliar (supostamente mais
simples que a distribuicao de interesse) e decide-se aceitar ou rejeitar essa amostra
dependendo de algum critério.

Pelo algoritmo MH, uma amostra z* é obtida a partir de uma distribuicao
proposta, designada por ¢(z*|z®), em que 2 é o estado atual da cadeia de Markov.
Essa amostra é aceita com uma probabilidade o dada por:

) o : m(z7)g(a]a¥)
a(z®, z*) = min (1, W(x(i))qq(x%(i))) . (3.20)

1 — 2*; em caso

Se a amostra gerada for aceita, o novo estado da cadeia é z°
contrério, a cadeia permanece no seu estado atual, isto é, 201 = 2. O nicleo de

transicao ¢ dado por:
K(@012®) = (@@ D)a@®,o640) + 5,0 (2O)r®),  321)

em que
() :/ Sq(x*‘xm) (1— a(e®,2") da” (3.22)
T*E

é a probabilidade de a cadeia permanecer no estado atual. A expressio §,¢) (z(+1)
é a funcdo impulso unitario (delta de Dirac) localizada em 2z e aplicada em z(+1),
que indica uma distribuicao “concentrada” em z(®.

Podemos verificar que esse nucleo de transicao satisfaz a condicao detailed

balance, e portanto 7(x) é uma distribui¢ao invariante da cadeia. Para garantir
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que m(z) é também a distribuigao-limite, temos que verificar a irredutibilidade e
aperiodicidade da cadeia. Como o algoritmo sempre permite a rejeicao, segue que a
cadeia é aperiddica. Para assegurar irredutibilidade, é preciso que o suporte de ¢(.)
inclua o suporte de 7(.) [18].

A eficiéencia do algoritmo MH depende fundamentalmente da escolha da pro-
posta, q(.). E usual escolher como proposta uma gaussiana centrada no estado atual,

isto ¢, g(z*[z)) = N(a*|2,02I). A escolha da variancia o? é crucial. Se q(.) é

2
q
muito estreita, apenas estados préximos ao méaximo de 7(x) sao visitados. Por ou-
tro lado, se ¢(.) é muito ampla, o percentual de amostras rejeitadas é muito alto
e, conseqiientemente, a cadeia sera altamente correlacionada, invalidando a hipé-
tese de independéncia das amostras, necessaria para a estimacao de Monte Carlo.
Para resolver esse problema, recomenda-se descartar uma fracao das amostras, re-

duzindo assim a correlacao entre elas, mas, por outro lado, aumentando o tempo

para convergencia.

3.6 MCMC com saltos reversiveis

Para tratar o problema de selecao de modelos de diferentes dimensoes, Green
[17] prop6s uma modificacao no algoritmo MH que ficou conhecida como MCMC
com saltos reversiveis (RJ-MCMC), que chamaremos neste texto de RJ-MH. Sera
apresentada aqui a derivacao alternativa mais simples do algoritmo RJ-MH proposta
por Godsill [23].

O problema de selegao de modelos consiste em determinar, dentre um con-
junto de modelos escolhido inicialmente, o mais adequado para a descricao dos dados
x. Vamos considerar um conjunto de K modelos {M, ..., Mk}, cada um especi-
ficado respectivamente pelos vetores de parametros @4, ...,0. O objetivo é obter
amostras da probabilidade condicional do indice k € L = {1,..., K} de cada mo-
delo, P(k|z), e usar técnicas de Monte Carlo para selecionar o indice de maior
probabilidade. Se as dimensoes dos componentes @k forem iguais, os algoritmos
vistos até agora podem ser usados para obtencao de amostras de P(k|z), e o valor

de k pode ser obtido de acordo com algum critério de otimizacao. No caso mais

23



geral em que dim(6;) # dim(6;) para i # j, o amostrador de Gibbs e o algoritmo
de Metropolis-Hastings nao podem ser usados, pois estes exigem dimensionalidade
constante.

Godsill comeca definindo o espago composto de parametros:
U=Kx0;x060yx...xX0, (3.23)

sendo Oy o dominio de 8y, para k € K. O vetor (k,0) € U contém o indice do
modelo k e 8 = {0, ...0}, que é composto pelos parametros de todos os modelos,
incluindo os que nao sao usados pelo modelo k. Neste espaco, a dimensionalidade é
fixa e o algoritmo MH padrao pode ser aplicado.

Assumindo que p(0|k,0_g) = p(Ok|k), em que O_; sdo os parametros nao
usados pelo modelo k, e p(z|k,0) = p(z|k,0), a distribuicao a posteriori é dada
por [23]:
plelk, 0:)p(Ox/F) (TT, . p(6ilk) ) (k)

p(x) '

A aplicacao do algoritmo MH padrao ao modelo acima usando uma proposta

p(k, 0]z) = (3.24)

do tipo
Q(k*a 0*|k70> = ql(k*|k>q2( Z*

61,)p(6~ -

e k) (3.25)

leva a uma probabilidade de aceitacao

. k¥, 0% |2) g (kO k) g2(0', |67
oz(k(l),eg()i);k*,ak*) = min | 1, a ) ]z.) il ')Q2( e ]z)) ; (3.26)
p(kD, 0,0 x)q1 (k* |k D) g2 (07 10,7,))

que s6 depende dos parametros usados pelo modelo k. Essa é a mesma equagao
obtida por Green usando um procedimento mais sofisticado.

Considerando o caso em que alguns dos parametros de diferentes modelos
tém o mesmo significado, é possivel incorporar informacgoes teis dos parametros
atuais para a geracgoes dos novos parametros. Green propoe que variaveis auxiliares
u* e u sejam concatenadas aos parametros Bl(gi()i) e 07. de tal forma que os novos
vetores (Og()i), u*) e (65.,u) tenham a mesma dimensao. E preciso ainda estabelecer

(i)

ps W) para assegurar a reversibilidade

uma bijegdo deterministica (6;.,u) = g(@

da cadeia. O vetor u* é gerado por amostragem a partir de uma distribui¢ao gs(u*)
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e 0s novos parametros sao obtidos através da transformacao acima. Nesse caso, a

probabilidade de aceitacao se torna [17]:

oKD, 0., 61.) = min <17 (0 sk o) | 0005, )
PO, 6, 1)1 (KD g (') | (617, w)

(3.27)
em que o jacobiano da transformagao leva em conta a mudanca de medida decorrente
da transformacao.

A escolha da distribuicao ¢o(u) e da transformacao deterministica é crucial
para a velocidade de convergéncia do algoritmo. Essa tarefa deve considerar as

caracteristicas particulares das distribuicoes usadas.

3.7 Analise de convergéncia

Os algoritmos apresentados até agora garantem que os estados da cadeia
de Markov sejam amostras da distribuigao-limite quando o ntumero de iteragoes
tende a infinito. Como na pratica precisamos usar um numero finito de iteracoes,
¢ importante saber quando a cadeia esta suficientemente préxima da distribuicao
limite para que suas amostras possam ser usadas para estimacao de Monte Carlo.

Muito trabalho tem sido feito em torno desse problema. Métodos tedricos
para diagnostico de convergéncia tém sido propostos, mas os resultados tiveram até
0 momento pouco impacto pratico [20]. Na prética, usam-se mais freqiientemente
métodos informais de convergéncia, que consistem de andlise estatistica dos dados
gerados pela cadeia. Embora simples, essas técnicas nao permitem garantir a con-
vergéncia de forma geral.

Dentre os métodos informais, trés abordagens podem ser usadas. A primeira
baseia-se na realizacao n cadeias paralelas. Calcula-se o histograma de n amostras na
m-ésima iteracao e se o compara com o histograma obtido k iteracoes adiante. Se os
histogramas forem bastante similares, considera-se que a convergéncia foi atingida.
O valor de k dever ser grande o bastante para evitar que a correlagao entre os
estados sucessivos da cadeia causem uma falsa impressao de similaridade entre os

histogramas.
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amostras

0 100 200 300 400 500 600
iteracao
Figura 3.1: Evolucao de um parametro de uma cadeia de Markov a partir de dife-

rentes valores iniciais.

Outro método baseia-se na construcao de uma unica cadeia e no calculo da
média ergddica das amostras obtidas. Espera-se que apds a convergéncia, a média se
aproxime de um certo valor constante. Portanto, através da andlise visual do grafico
das médias, é possivel diagnosticar a convergéncia.

A terceira técnica consiste na andlise visual da evolucao dos parametros da
cadeia. Apos a convergencia, esses parametros devem exibir um padrao constante,
que pode ser usado para diagnosticd-la. Analisando a Figura 3.1, que mostra a
evolugao de um parametro de uma cadeia de Markov partindo de pontos iniciais

diferentes, podemos concluir que a convergéncia ocorre em torno da iteragao 50.

3.8 Conclusoes

Esse capitulo fez uma breve exposicao tedrica de técnicas numéricas indi-
cadas para exploracao de distribuicoes multidimensionais de formato complicado
(por exemplo, multi-modal). Em particular, o amostrador de Gibbs e os algoritmos
de Metropolis-Hastings e Metropolis-Hastings com saltos reversiveis foram descritos

com algum detalhe. No Capitulo 5 veremos como essas técnicas podem ser usadas
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para a remocao de clicks em sinais de audio.
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Capitulo 4

Alguns Métodos de Correcao de
Clicks

Os clicks sao um dos defeitos mais comuns em gravagoes de audio antigas.
Sao principalmente causados por particulas de poeira ou por pequenos arranhoes
presentes na superficie do disco. Caracterizam-se por ter tanto localizacao quanto
duragao aleatorias, amplitude em geral menor ou comparavel a do sinal e curta dura-
¢ao (menor que 1 ms). E comum que clicks estejam presentes com grande freqiiéncia
ao longo do sinal: uma gravacao antiga pode ter até 20% de suas amostras corrom-
pidas por clicks, podendo 2% ser ja um percentual que causa bastante incomodo.
Dependendo de sua freqiiéncia de ocorréncia e de sua amplitude, sua impressao pode
nao ser individualizada pelo ouvido humano.

Uma das primeiras técnicas propostas para restauracao digital de clicks des-
creve o sinal por um modelo autorregressivo (AR) [4], [24] tradicionalmente usado
para sinais de dudio, e trata o ruido (click) como uma perturbacdo no sinal que
nao pode ser descrita por esse modelo. Essa técnica, denominada filtragem inversa,
permite determinar as amostras corrompidas, e a restauracao do sinal pode ser feita
por interpolacao. Embora computacionalmente eficiente, a técnica nao explora as
propriedades estatisticas desse tipo particular de ruido, que poderiam ser usadas
para gerar um resultado de melhor qualidade.

Em [4] e [25] é descrito um método de restauracao em que tanto o sinal origi-

nal (ndo-corrompido) quanto o ruido sdo modelados estatisticamente, e o problema é
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tratado de acordo com o paradigma bayesiano. As amostras corrompidas sao descri-
tas pela soma do sinal original e o ruido, cuja amplitude é modelada como gaussiana
de média zero e variancia constante. Essa técnica exige que se determine para cada
amostra se o ruido esta presente ou ausente, o que nos casos praticos gera um custo
computacional elevado.

Nas préximas secoes, apresentamos a modelagem matemética do sinal e do
ruido e alguns métodos bayesianos para correcao de clicks que serao usados como

padrao de comparacao em relacao as técnicas propostas nesta dissertacao.

4.1 Modelagem do sinal corrompido

Trabalhos anteriores nesta area utilizam um modelo para o sinal em que o
click ¢ considerado como ruido aditivo presente em apenas algumas amostras do
sinal. Considerando z(n) o sinal original (que foi gerado acusticamente) e v(n) o

ruido, o sinal corrompido é escrito como:

y(n) = x(n) +i(n)o(n), (4.1)

em que i(n) determina se a n-ésima amostra estd corrompida ou correta: se i(n) = 0,
a amostra estd correta; se i(n) = 1, a amostra esta corrompida.

O objetivo do sistema de restauracao ¢ estimar o sinal z(n) sendo conhecido
o sinal y(n). Usualmente, isso é feito em duas etapas: detecgao e interpola¢ao. Na
detecgao, o objetivo é decidir quais amostras estao corrompidas, ou seja, estimar
o sinal i(n). A tarefa da interpolagao é estimar o sinal z(n), sendo conhecidos os
sinais y(n), diretamente observado, e i(n), obtido pelo procedimento de detecgao.

O sinal original z(n) ¢ usualmente descrito por um modelo autorregressivo
(AR). Em alguns trabalhos, atribui-se um modelo estatistico para o ruido, v(n).
Outros usam apenas o fato de que o ruido é uma perturbagao que nao pode ser
descrita pelo modelo especificado para o sinal. Nesse caso, a parte do sinal conside-
rada corrompida é tratada como perdida (missing data) e a correlagao existente no
sinal de dudio é explorada para se determinar essas porgoes do sinal [4]. Na préxima
secao, veremos detalhes sobre a modelagem do sinal de dudio e em seguida serao

relatados os trabalhos anteriores relevantes para esta tese.

29



4.2 Modelagem do sinal de audio

Sinais de audio sao tradicionalmente descritos por um modelo autorregressivo,
que interpreta o sinal x(n) como a saida de um filtro sé-polos excitado por ruido

branco e(n):

P
z(n) = az(n —i) + e(n). (4.2)
i=1
T
O vetor a = [al,@, . ,,ap] contém os coeficientes do filtro sé-polos de

ordem P. Assumindo que a distribuigao de e(n) é conhecida, a distribui¢ao de x(n)
condicionada as P amostras anteriores de z(n), é a distribui¢ao de e(n) com média

deslocada de
P

Z a;z(n — 7). (4.3)

Sendo assim, a distribuigao de z(n) é dada por:

plz(n)|x(n —1),z(n —2),...,2(n — P)) = pe (x(n) - Z a;x(n — z)) . (44)

Como a excitagao e(n), por hipdtese, é composta de amostras estatisticamente
independentes, podemos obter a distribuigao conjunta das amostras (P +1), z(P+
2),...,xz(N), sendo N o tamanho de um bloco do sinal, condicionada as amostras

z(1),z(2),...,z(P):

px(P+1),z(P+2),...,2(N)|x(1),2(2),...,2(P)) =

— H De (x(n) — Zaix(n — z)) . (4.5)

n=P+

Definindo os vetores

X = [x(l),x(Q), .,x(N)]T, (4.6)

xo = [2(1),2(2),. ..,x(P)]T, (4.7)

xi = |2(P + 1),x(P—|—2),...,x(N)]T ¢ (4.8)
a= [al,ag,...,ap}T, (4.9)
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podemos reescrever a Equacao (4.2) de forma vetorial:

x; = Xa + e, (4.10)
em que a matrix X é dada por:
[ w(P) 2(P=1) ... (2 (1) ]
z(P+1) z(P) ... x(3) z(2)
X = . (4.11)
r(N—-2) z(N-3) ... z(N—-P) a(N-P-1)
_:L‘(N -1) (N—-2) ... s(N—-P+1) z(N-P) |

A Equagao (4.5) pode entao ser escrita de forma vetorial:
p(x1(%0, ) = pe(x1 — Xa). (4.12)

Se assumirmos excitagao gaussiana de média zero e variancia o2, teremos:

p(xafxo, ) = %e_ﬁ()q—Xa)T(xl_xa)'
(2mo2) =

(4.13)

Se o vetor x for conhecido, a maximizacao da expressao acima fornece o

estimador ML para os coeficientes a:
aM = (XTX) X x;. (4.14)

A Equagao (4.12) pode ser escrita num formato equivalente, que sera util na
derivagao dos algoritmos de remocao de clicks. Definindo a matriz A de (N — P)

linhas e P colunas por:

—ap ... ay 1 0 0 .. 0 0

0 —ap ... —ap 1 0 0 e 0
A= , (4.15)

0 0 —ap —ay 1 0 O

0 0 0 —ap —a; 1 O

0 0 0 0 —ap —ay 1

podemos escrever:

e = Ax, (4.16)
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e a distribuicao condicional de x; se torna:

1 — 1, xTAT Ax
p(X1|X0, a) = m@ 208 . (417)

Pode-se mostrar [4] que a distribui¢do conjunta de x; e xX¢ (isto é, x) é dada

por:
1 — L xTM,x
x|a) = e 20t 7, 4.18
p(x|a) (2m02) %ML [1/2 (4.18)
em que
M ! o
M,'=ATA+ | ™ : (4.19)
0 O

sendo M,,, a matriz de covariancia para P amostras de dados obtidos de um processo
AR com vetor de coeficientes a e excitacao com variancia unitaria.

Num processamento feito bloco a bloco, podem-se considerar conhecidas as
P primeiras amostras e usar a Equagao (4.18) para obtengao da verossilhanga. Se

isso nao puder ser feito, usa-se a aproximacao:

p(x|a) = p(xi|xo, a), (4.20)

que sera tao mais precisa quanto maior for a diferenca entre N e P.

4.3 Remocao de clicks por filtragem inversa

Alguns dos primeiros trabalhos de remocao digital de clicks sao baseados em
deteccao por filtragem inversa. Nessa técnica, é atribuido ao sinal de audio um
modelo autorregressivo cujos parametros sao obtidos diretamente a partir do sinal
corrompido. Considerando que no sinal original o erro de predigao é identicamente
distribuido (isto é, possui média e variancia independentes do tempo), pode-se, atra-
vés do erro, estimar as amostras corrompidas. Um erro de predigao alto indica que a
amostra correspondente nao pode ser bem descrita pelo modelo do sinal, e portanto
deve estar corrompida.

Na pratica, divide-se o sinal em blocos e determina-se o erro de predicao para
cada bloco através da filtragem inversa do bloco de sinal (e = Ay) e consideram-se
corrompidas as amostras com erro de predicao associado acima de um certo limiar,

que depende da poteéncia do bloco de sinal analisado.
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Para a descricao matematica do método, é conveniente escrever os sinais em
vetores contendo amostras nas posicoes correspondentes ao sinal corrompido e nas
posigoes em que o sinal estd correto. Seguindo a notagao de [4], usamos o sub-indice
—1 para indicar as amostras intactas e o sub-indice ¢ para as amostras corrompidas.

Por exemplo, se x denota o vetor com as amostras do sinal original, x_; e x;
sao vetores que contém as amostras corretas e corrompidas do sinal, respectivamente.

Sendo assim, podemos escrever:
X = UXZ' + KX_Z‘, (421)

em que as matrizes U e K definem as posicoes dos elementos de x; e x_; no sinal
original.
Para um sinal de 5 amostras, estando as amostras 1 e 3 corrompidas e as

T T
demais corretas, teremos x; = [:c(l) x(3)} e X_; = [x(()) gg(2) :c(4) . Nesse

Caso: B _
1 00
0 00
U=1010 (4.22)
0 0 O
0 01
. _— _ i
00
10
K=10 0 (4.23)
01
_0 O_

Uma vez determinado o sinal i(n), uma estimativa para as amostras corrom-

pidas pode ser obtida calculando-se inicialmente a distribuicao condicional:

1oy = P p(Uxi + Kx )
p(xi|x_;) G oG . (4.24)

A distribuicao de p(x) é dada por:

1 _IxTR 1%
pix) = (27T)N/2|Rx|1/2€( ’ ) (4.25)
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em que Ry = E[xxT].
Como a distribuicao é gaussiana, os estimadores MAP e MMSE levam ao

mesmo resultado, que ¢ obtido igualando-se a zero o gradiente de:
xR 'x = (Ux; + Kx ;) "R '(Ux; + Kx_;). (4.26)

Com isso, obtemos

XA = —M M, ix (4.27)
em que
M,;; = U'R_'U (4.28)
[§
M,_; = U'R_'K. (4.29)

Esse resultado nao leva em conta as amostras corrompidas y;. Veremos a
seguir um método que atribui um modelo ao ruido e permite levar em conta as

amostras corrompidas.

4.4 Correcao de clicks pelo método bayesiano

Através do paradigma bayesiano, é possivel incorporar um modelo estatistico
ao processo de geragao de clicks, e assim tratar o problema de sua deteccao pela
teoria de decisao bayesiana, e usar a teoria de estimacao bayesiana para restauracao
do sinal original. Nas préximas se¢oes, daremos detalhes dessa abordagem, de acordo

com o apresendo em [4].

4.4.1 Estimacao em blocos

Um bloco de sinal corrompido por clicks pode ser descrito vetorialmente da
seguinte forma:

y =x+iv. (4.30)
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Apenas o vetor y é conhecido. Inicialmente queremos detectar as amostras
corrompidas, isto é, estimar o vetor i. Pelo paradigma bayesiano, formamos a dis-

tribuicao a posteriori:
P(y[i)P(i)
p(y)

em que P(i) é a probabilidade a priori de i, que serd discutida mais adiante.

Plily) = , (4.31)

Como o sinal y(n) é conhecido, o denominador da expressao acima ¢ inde-
pendente de i e pode ser desconsiderado no processo de otimizagao.

Considerando o sinal x descrito por um modelo AR e o ruido gaussiano com
matriz de covariancia R,,, mostra-se [4] que a verossimilhanca é dada pelo formulario

abaixo (sendo [ = i’i o niimero de amostras corrompidas):

1
—LE )

5 EMIN
aie< 20e

p(yl|i) = - , 4.32

Y o R )
em que

Ewviy = Ey — ©"x}"A, (4.33)

xMAP — $-1@, (4.34)

®=A]A;+°R,, (4.35)

© = —(ATA iy, — iR, 'yy), (4.36)

Ey =y AT Ay _i+aly Ry (4.37)

Considerando o ruido i.i.d. gaussiano de média zero e varidncia o2, teremos
R, = 02I,. Essa hipdtese torna simples a implementacao do algoritmo, mas nem
sempre ¢ adequada para casos praticos, haja vista a ocorréncia comum de clicks de
amplitudes variadas ao longo do sinal. O valor de o2 precisa ser estimado inicial-
mente através de algum pré-processamento.

Para obtencao da localizacao das amostras corrompidas pela teoria de de-
teccao bayesiana, precisamos calcular as probabilidades a posteriori para todos os
possiveis valores de i e selecionar o maior. O sinal restaurado é obtido diretamente

da Equagao (4.34), considerando o vetor i selecionado na etapa de deteccao.
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Como cada elemento de i pode ser 0 ou 1, para um bloco de tamanho N,
existem 2V candidatos a considerar. Para um bloco de 1024 amostras (tamanho

tipico), o nimero de candidatos tornaria o método impraticével.

4.4.2 Estimacao seqiiencial

Uma maneira de se tornar a deteccao mais eficiente é faze-la de forma seqiien-
cial, o que ainda lhe atribui a vantagem de poder ser realizada em tempo real, a
medida que novas amostras sao geradas.

O procedimento consiste em se estimar a probabilidade a posteriori para os n
primeiros elementos de i, a partir da probabilidade a posteriori dos (n—1) elementos
de i. Imaginemos que, no instante n, tenhamos um conjunto de C' candidatos para o
vetor de detecgao i. Para cada um dos candidatos, teremos, no instante (n+ 1), dois
novos candidatos: um com o novo elemento igual a 1, e outro como novo elemento
igual a 0. Isso faz com que a cada iteragao o numero de candidatos dobre, o que
geraria um crescimento exponencial indesejavel. Para se reduzir a complexidade,
adotam-se técnicas de eliminacao de candidatos menos provaveis. Os testes que
realizamos mostram que ¢é possivel obter bons resultados, usando-se um conjunto de
apenas 10 candidatos. Mais detalhes sobre essas técnicas e os critérios que podem

ser usados sdo apresentadas em [4].

4.4.3 Estimacgao iterativa através do algoritmo EM e do

amostrador de Gibbs

Um problema dos métodos das secoes anteriores é a necessidade de se estimar
os parametros dos modelos do sinal e do ruido a partir do sinal corrompido, o que
pode prejudicar a qualidade da restauracao. E possivel contornar esse problema
através do algoritmo EM [26] e métodos baseados em MCMC, como o amostrador
de Gibbs, por exemplo. Esses métodos permitem que os parametros do modelo
sejam numericamente marginalizados.

O algoritmo EM permite fazer a estimacao do sinal original, considerando

o vetor de deteccao, i, conhecido. A funcao a ser maximizada é a distribuicao a
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posteriori:

x)"A = argmax, {p(x;|x_;)} = argmax,, {/p(xi, 9|x_z~)d0} : (4.38)
0

em que @ é um vetor que retne as variaveis relacionadas ao ruido e ao sinal de audio,
a saber: 02 a e o2

O algoritmo EM realiza a otimizacao acima através de operagoes sucessivas
de expectancia (célculo de um valor esperado) e maximizagao, até que se atinja a
convergencia de acordo com algum critério adequado. A desvantagem desse método
¢é exigir algum pré-processamento para estimacgao de i, o que o torna sub-6timo.

O amostrador de Gibbs permite obter amostras da distribuicao conjunta
p(x,0y) através da amostragem das distribuigoes condicionais (possivelmente mul-
tivaridveis) de cada variavel envolvida, com todas as demais fixas em seus ultimos
valores amostrados.

Além de permitir o uso de modelos hierdrquicos mais sofisticados, o amos-
trador de Gibbs tem a vantagem de permitir que se considere a variancia do ruido
variavel no tempo, tornando-o adequado para remocao de clicks de amplitudes va-
riadas.

O algoritmo apresentado em [4] e [27] consiste basicamente na amostragem

2

das varidveis x, a, o7, o2, com t = {1,..., N}, e i. Opcionalmente, os hiperpara-

670

metros das distribuicoes a priori podem ser tratados como variaveis e amostrados
juntamente com as demais variaveis.

A parte mais critica do algoritmo é a amostragem do vetor i, que exigiria
o célculo de P(ily) para todos os 2%V possiveis valores de i. Para tornar o método
pratico, Godsill propoe que essa variavel seja amostrada em sub-blocos de g amos-
tras, o que reduz o nimero de operagoes para M2?, em que M = N/q é o nimero
de sub-blocos. O autor afirma que mesmo para ¢ = 1, o método permite obter

resultados satisfatérios. A conseqiiéncia adversa desse procedimento é aumentar o

nimero de iteragoes necessarias para a convergéencia.
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4.5 Conclusoes

Neste capitulo vimos algumas técnicas existentes para remocao de clicks, que
variam em complexidade computacional e qualidade fornecida. A medida que se con-
sideram modelos mais sofisticados para o ruido, a complexidade do procedimento
de restauragao tende a aumentar. No proximo capitulo, veremos alguns métodos
alternativos para a remocao de clicks que procuram reduzir a complexidade compu-

tacional, mantendo a sofisticacao das técnicas baseadas em MCMC.
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Capitulo 5

Métodos alternativos para a

Correcao de clicks

A teoria bayesiana de deteccao para localizagao de clicks exige que os para-
metros do ruido sejam conhecidos ou tenham que ser estimados através de algum
pré-processamento. Técnicas de estimagao mais sofisticadas como o algoritmo EM
e o amostrador de Gibbs permitem que esses parametros sejam marginalizados,
evitando assim que estimativas de baixa acuidade prejudiquem o resultado. A des-
vantagem dessas técnicas avangadas, em particular o amostrador de Gibbs, é a alta
complexidade computacional exigida.

Numa tentativa de reduzir o custo computacional dessas técnicas, pensou-se
em modelos diferentes para a perturbagao (clicks), em que se desse uma descri¢ao
individualizada para cada click, reduzindo assim o nimero de variaveis a estimar.

A aplicacao desse modelo ao problema de restauragao de clicks gerou uma dis-
tribuicao bastante complexa que sé pode ser tratada através de técnicas numéricas.
As solucoes propostas seguiram uma ordem crescente de generalidade: na primeira
(Fibonacci), considerou-se a ocorréncia de um tunico click; na segunda (Metropolis-
Hastings), admitiu-se a ocorréncia de um nimero K conhecido de clicks; por fim
(Metropolis-Hastings com saltos reversiveis), permitiu-se estimar também o valor de

K.
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5.1 Modelo proposto

A Figura 5.1 mostra um sinal de audio real contaminado por clicks. Este
sinal passa por um restaurador (baseado em filtro inverso) e a diferenga entre o si-
nal corrompido e o restaurado é calculada, obtendo-se uma representacao dos clicks
presentes no sinal (Figura 5.2). Observando um click individualmente (Figura 5.3),
percebemos que seu comportamento segue um formato mais ou menos padrao: ha
uma descontinuidade abrupta e em seguida um comportamento oscilatorio de ampli-
tude decrescente. De acordo com [28], esse comportamento é causado pela resposta
do aparelho de reproducao a um impulso. Essa resposta em geral ¢ invariante no
tempo e nao-linear; se a amplitude do impulso for muito alta, a resposta pode apre-
sentar um longo transitério de baixa freqiiéncia, caso em que, no presente trabalho,
o disturbio ¢é classificado como pulso longo (ver Capitulo 6).

Essa observacao nos levou a propor um modelo em que cada click é descrito
por ruido branco gaussiano modulado por um pulso exponencial com a taxa de

decaimento, a amplitude, localizacao e duracao desconhecidas.

0.08

0.06r
0.04
0.02r

il

-0.02

amplitude

-0. 4 L I I I |
OOO 2000 4000 6000 8000 10000 12000

amostras

Figura 5.1: Sinal contaminado por clicks.

Supondo que um bloco de sinal contenha apenas um click, por esse modelo -
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0.08
0.06r
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0.02r

Oty

-0.02

amplitude

0085000 4000 6000 8000 10000 12000

amostras

Figura 5.2: Clicks retirados do sinal contaminado.

0.04;

0.03

0.0z

0.01;

amplitude

-0.01

1340 1360 1380 1400 1420 1440
amostras

Figura 5.3: Detalhe de um disturbio impulsivo.

que chamaremos de modelo multiplicativo - o ruido é matematicamente descrito por:
v(n) = r(n)VA" (=10 [y(n — ng) — u(n —ng — M)], (5.1)

em que 7(n) é ruido branco gaussiano de média zero e variancia unitaria; e V,
ng, M e X representam a amplitude, localizacao, duracao e taxa de decaimento do

pulso exponencial. Para garantir que o pulso tenha comportamento decrescente,
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devemos forcar —1 < A < 1. Na pratica, podemos impor sem perda de generalidade
0<A<I.

Embora esse modelo nao leve em conta a correlacao existente entre amostras
consecutivas do click, tem a vantagem de ser simples de tratar matematicamente
(como veremos nas préximas segoes).

No caso mais geral de K clicks, o modelo do ruido se torna:
N 0.5( )
v(n) =r(n) Z Vil Tu(n — ng, ) — u(n — ng, — My)] . (5.2)
k=1

A razao para o fator 0,5 nas expressoes acima ¢é simplificar os célculos sub-
seqiientes.

Uma forma conveniente de se caracterizar os clicks é através dos vetores

v=ln ... VK]T, (5.3)
A=[n /\K]T, (5.4)
ny = [nol nOK}T e (5.5)
M= (M, . MK}T. (5.6)

Deve-se notar que o modelo acima permite a superposicao de clicks.

5.2 Restauracao usando modelo multiplicativo para
o ruido

As quatro varidveis do modelo (A, V e ng e M) sdo supostas desconheci-
das, inicialmente. Para obtencao do sinal restaurado, duas abordagens podem ser

seguidas:

1. Estimar as varidveis do ruido inicialmente (com sinal original marginalizado) e
em seguida estimar o sinal original z(n) considerando conhecidas as varidveis

do ruido;

2. Estimar as variaveis do ruido e o sinal original conjuntamente.
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Antes de apresentarmos os detalhes das duas abordagens de restauracao,
vamos discutir a escolha das distribuicoes a prior: do sinal original e das variaveis

do ruido.

5.2.1 Distribuicao a prior:

Como mencionado na Secao 2.5, a distribuicao a priori reflete o conhecimento
subjetivo do projetista sobre os parametros que se deseja estimar. E importante
ainda que se use distribuicoes bem conhecidas para as quais métodos eficientes de
amostragem estao disponiveis. A escolha das prioris nesse trabalho seguiu as dire-
trizes de [4] e [20]. Veremos a seguir a atribuigao de prioris para cada varidvel do

ruido e para o sinal original.

5.2.1.1 Localizacao (ng) e duragao (M)

A localizacao e a duracao de um click podem ser consideradas discretas ou
continuas (o que faz sentido se pensarmos no sinal original analdgico, antes da di-
gitalizagao). Como ficard claro mais adiante, tratar essas variaveis como continuas
¢ vantajoso para a derivagao dos algoritmos e ajuda a reduzir a complexidade com-
putacional.

Se nenhum conhecimento a priori sobre a localizacao do click estiver dispo-
nivel, é razoavel assumir que todos os possiveis valores para ny sao equiprovaveis.
Sendo assim, a distribuicao a priori para cada elemento ng, pode ser uma variavel
uniforme com valores entre entre 0 e N — 1, em que N é o nimero de amostras de

cada bloco.

p(no,) = ﬁ u(ng,) — u(ng, — (N = 1)), k=1,..., K. (5.7)

Se algum pré-processamento de baixa complexidade puder ser feito para se
ter uma estimativa inicial da localizacao, esse conhecimento pode ser incluido na
distribuicao a priori. Nesse caso, uma gaussiana centrada no valor estimado pode
ser uma boa escolha.

A duracao deve ser sempre uma variavel maior que 0, embora valores da

ordem de algumas dezenas sejam tipicos, considerando uma taxa de amostragem de
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44, /'1 kHz. Uma priori conveniente para M é a distribui¢ao gama inversa [14], que é
definida apenas para valores positivos e cujo formato é determinado pelos parametros
a e (3, podendo ser mais ou menos vaga conforme o conhecimento disponivel.

(03,73
p(My) = IG(My|aay, Bar) = — 2L M vt Deo/M) o~ 1 K. (5.8)
(o)

5.2.1.2 Amplitude (V)

Veremos mais adiante que é mais simples trabalhar com V? do que com V.
Como V? ¢ sempre positiva, uma priori adequada é a distribuicio gama inversa

(definida acima), ou seja:
p(‘/ﬁ) :IG(V2|QV7BV)ak:1a7K (59)

Essa distribuigao é conjugada em relagao a gaussiana. Como veremos, essa
propriedade sera til para a obtencao de amostras da distribuicao a posteriori de
V2. Os parametros da distribuicao podem ser estimados inicialmente ou tratados
como variaveis aleatérias e incorporadas ao modelo bayesiano hierarquico. Neste

trabalho, vamos tratar esses parametros como constantes conhecidas.

5.2.1.3 Taxa de decaimento ()

A variavel A\ representa a taxa de decaimento do pulso exponencial, tendo,
portanto, que pertencer ao intervalo [0,1]. Uma distribui¢ao uniforme entre esses

extremos é uma escolha adequada para a distribuicao a prior: de A:

p(\) = U(M0,1). (5.10)

5.2.1.4 Sinal original (x)

Como vimos no capitulo anterior, um bloco de curta duracao sinal de audio
¢ usualmente representado por um modelo AR. Os parametros do modelo podem
ser estimados inicialmente (a partir do préprio sinal corrompido) e usados como
constantes nos procedimentos subseqiientes, ou tratados como variaveis aleatorias e

incorporadas ao modelo bayesiano hierarquico. Vamos considerar inicialmente que
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os parametros sao conhecidos. A distribuicao a priori do sinal original é, portanto

(Equagao 4.4),

1 —ITR'x
PR =GRt T (5.11)

em que Ry = E[xx’] = 5ATA.
e
A seguir veremos o calculo da distribuicao a posteriori para as variaveis
do ruido, considerando o Procedimento 1: realizar inicialmente a estimacao dos

parametros do ruido, com o sinal original marginalizado.

5.2.2 Obtencao da distribuicao a posterior:

Inicialmente, os parametros do modelo AR, a e 0%, serdo tratados como

constantes conhecidas. Definimos o vetor @ contendo os parametros do modelo do

ruido:
ng

6 — . (5.12)
\%
A

A verossimilhanga pode ser obtida através da Equagao (4.32):

1
—-LE
ole 2.7 FMIN

p(y|0) = p(yli) = e , 5.13
¥10) = plyl) = o e (5.13)

em que o vetor i é obtido a partir de @ a partir das expressoes abaixo:

T
e = | Oixtno, 1) Lixas, O1x(V—ng, 1) ] ) (5.14)
i(n) = max{iy,,ia,,...,ix, },n =1,2,..., N, (5.15)

sendo 01y, € 11, vetores-linha contendo n elementos iguais a 0 e 1, respectivamente.
Considerando o modelo da Equagao (5.2), a matriz de covariancia do ruido é

determinada por:

S VRN (i — g, ) — u(i — no, + My, —1)], i=j
Rvi]- _ k=1 "k 'k k k (5.16)
0, i # 7

parat=1,2,..., N
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Pela regra de Bayes, obtemos a probabilidade a posteriori:

p(8ly) o p(y|0)p(0), (5.17)

em que p(@) é a probabilidade a priori do vetor de parametros 6, cujos componentes

sao supostos independentes a priori, isto é:
p(8) = p(no)p(M)p(V?)p(X). (5.18)

Substituindo as Equagoes (5.7), (5.8), (5.9), (5.10) e em (5.18), obtemos a
distribuicao a priori de 6. Os resultados das Equacoes (5.18) e (5.13) aplicados em

(5.17) permitem obter a distribuicao a posteriori:

O_le_ﬁEMIN
p(Oly) o < X
o) (2m02)" 7 R, |12 ®|1/2
K 1
[T U0, DIG(VE |y, Bv)IG (M|, Br) 7 [(no,) — u(ng, — (N = 1))].
k=0

(5.19)

Até aqui foi descrita a obtencao da distribuicao a posteriori associada ao mo-

delo proposto. Nas proximas secoes, serao apresentadas algumas técnicas numéricas
que permitem estimar os parametros de interesse a partir daquela distribuicao. Pelo
critério MAP, os parametros estimados sao aqueles que maximizam a distribuicao
a posteriori; o critério BMSE estabelece que os parametros estimados sao a média
da distribuicao a posteriori. A obtencao dessas estimativas se mostrou dificil de ser
feita de forma analitica. Na proxima secao, sera proposto um método de se obter
a estimativa MAP dos parametros do ruido para o caso particular de apenas um
click presente no sinal. Nas secoes subseqiientes, algoritmos baseados em MCMC
serao propostos para o tratamento casos mais geral. Nesse tltimo caso, o critério de

otimizacao serd o BMSE.

5.3 Restauracao pelo método de Fibonacci

Métodos numéricos de otimizagao multivaridvel (como o método do gradiente,

o método de Newton, etc.) requerem o célculo das derivadas em relagao a cada uma
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das variaveis, o que é impossivel de ser feito analiticamente para as variaveis ng e
M, e dificil para as demais.

Optamos pelo uso de um método de otimizagao univariavel (o método de
Fibonacci [29]), empregado de forma iterativa, partindo de um intervalo inicial para
os parametros de interesse, e maximizando cada variavel por vez, considerando as
demais fixas. Mais especificamente, parte-se de uma estimativa inicial para duas
variaveis, digamos, ng e A. Em seguida, obtém-se, pelo algoritmo de Fibonacci, uma
estimativa para V2. Entdo, o valor de V2 obtido e o valor de A pré-estabelecido
podem ser usados para se obter uma nova estimativa de ng. Esse procedimento con-
tinua até que se alcance a convergéncia (de acordo com algum critério). Os valores
iniciais para os parametros sao obtidos a partir da amostragem das respectivas dis-
tribuicoes a priori. Nessa abordagem preliminar, a duracao M do click foi tratada

como constante. Os detalhes estao no algoritmo a seguir:
1. Inicializacao:

(a) nd” ~ p(no),

(b) (V3O ~p(V?),

(a) n(()]) = fib (7T (77/0, (V2)(j_1), )\(]_1)‘}’) 7[n07 N) )
m ((V2), 0§70, (V)50 XDy ) Tys, V)

(
(¢) A& = fib <7r ()\, (v2)<ﬂ’—1>,ngj*”|y) 1, N),

3. até que max{ng” /ng/ =", N /AU, (V)0 (V)00 < 4.

A funcao fib (f(z,.), I,, N) retorna uma aproximacao para o maximo de f(x)
através do método de Fibonacci, sendo dados o intervalo inicial, I,, e o nimero

de iteragoes, N, do algoritmo. Esse intervalo pode ser obtido inicialmente através
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de algum pré-processamento. Os valores de N e ¢ estao relacionados a acuidade do
resultado e podem ser escolhidos pelo usudrio conforme o erro tolerado e as restrigoes
de complexidade.

Para o método funcionar corretamente, é preciso que a funcao a ser otimi-
zada (no caso, a distribuicdo a posteriori) seja unimodal. Embora nao tenhamos
desenvolvido uma prova formal, verificamos essa propriedade empiricamente. Além
disso, é preciso garantir que dentro da faixa inicial de valores para ng esteja presente
apenas um click. Essa limitacao serd superada pelos algoritmos apresentados nas

secoes subseqiientes.

5.3.1 Estimacao de ny

O valor de ng determina quais amostras do sinal estao corrompidas, e por-
tanto permite obter o vetor y;, que aparece no argumento da exponencial das Equa-
goes (4.36) e (4.37). Como conseqiiéncia, essa equagao nao tem expressao analitica
em funcao de ng, o que implica o uso de métodos numéricos para sua otimizacao. A
Figura 5.4 mostra, para um caso particular, que a distribuicao a posteriori de ng é

unimodal. Portanto, o método de Fibonacci pode ser aplicado.

0.8 1

0.7 1

0.6 4

0.4r 1

m(ng A, Vly)

0.3 4

0.2r 1

. . . . . . .
248 248.5 249 249.5 250 250.5 251 251.5
Amostras

Figura 5.4: Distribuicao a posteriori de ng com V e A fixos.

O intervalo inicial pode ser estabelecido através de algum pré-processamento
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simples (filtro inverso, por exemplo) que estabelega uma regiao menor para os valores
possiveis de ng. Caso nao se disponha de uma estimativa inicial, todo o intervalo
correspondente a um bloco deve ser considerado, desde que se garanta que haja
apenas um click nesse bloco.

A distribuigao p(ngly) pode ser obtida, a menos de uma constante, por ins-
pegao da fungao p(0ly) (Equagao (5.17)), considerando-se apenas os termos depen-
dentes de ng. O resultado é:

e(—EmiN)

P(%b’) = W (5-20)

5.3.2 Estimacao de V

Usando este mesmo recurso, a distribuicao a posteriori de V? pode ser facil-
mente obtida:

e(_EMIN)

p(V3y) = WIG(VQ‘@VaﬁV)' (5.21)

A Figura 5.5 mostra o grafico da distribuicao a posteriori de V2. Vemos que a
funcao é unimodal, e portanto o método de Fibonacci pode ser aplicado. O intervalo
inicial para o método de Fibonacci precisa incluir o maximo da funcao. Observando

alguns sinais tipicos, pudemos escolher um intervalo adequado.
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Figura 5.5: Distribuicao a posteriori de V com ng e A fixos.
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5.3.3 Estimacao de \

A distribuigao a posteriori de A pode ser obtida a partir da Equagao (5.17)
escrevendo-se somente os termos que dependem de \:

) e(*EMIN)
p(Viy) = WU(MO, 1). (5.22)

A distribuicao a posteriori de A\ é mostrada na Figura 5.6, a partir da qual

podemos verificar a convexidade da funcao.
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Figura 5.6: Distribuicao a posteriori de A com V' e nyq fixos.

5.3.4 Resultados

Esta secao se dedica a apresentacao dos resultados obtidos com o modelo
proposto, e a sua comparacao com os obtidos pelo método bayesiano seqiiencial
(Segao 4.4.2). Foram feitos testes com sinais de dudio reais, em duas situagoes

distintas:

(A) click artificial, gerado a partir do modelo multiplicativo (equagao (5.1)), e
(B) click real, retirado de um outro sinal corrompido, e inserido num sinal nao

corrompido.
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Em ambos os casos, analisou-se um bloco de sinal com apenas um click pre-
sente. O sinal escolhido, nas duas situacoes, foi uma nota de violao com os clicks
facilmente audiveis. Foi selecionado um bloco de de 500 amostras de um sinal de
audio amostrado a 44,1 kHz, em que cada amostra é representada por 16 bits. O
click esta localizado préximo a amostra 250, como mostram as Figuras 5.7 ¢ 5.9.

Para o teste com o método seqiiencial, foi usado um modelo AR de ordem 10,
cujos coeficientes foram determinados a partir do sinal corrompido pela minimizagao
do erro médio quadratico. A variancido do ruido para o método seqiiencial no caso
de clicks artificiais foi calculada diretamente a partir do ruido que foi inserido no
sinal.

Usou-se 0o mesmo modelo AR para o sinal na implementacao do método
proposto. Nessas simulacoes, usamos distribuicoes a priori do tipo gaussiana para
V? (com média zero e variancia o = 1) e gama inversa para A (com parametros

ay=>5e 3,=038.

5.3.4.1 Situagao A: click artificial

O click foi gerado artificialmente, através do modelo da Equagao (5.1), com
os parametros: ng = 250, A =0,2e¢ V =0,3.

As estimativas obtidas para esses parametros foram: ng = 250, A = 0,1493
e V = 0,2975. Os sinais original e estimados pelos métodos seqiiencial e proposto
estao mostrados na Figura 5.8. Vemos que o método proposto fornece uma estima-
tiva mais suave e mais parecida com o sinal original do que o método seqiiencial.
Além disso, numa implementacdo em Matlab, observamos que nosso algoritmo é

significativamente mais rapido.

5.3.4.2 Situagao B: click real

A Figura 5.10 mostra o sinal original e os sinais estimados pelo método
seqiiencial e pelo método baseado no modelo proposto. Vemos que a curva obtida
pelo método proposto é mais suave, e representa melhor o sinal original. Ouvindo
os sinais estimados, percebemos um pequeno click no sinal restaurado pelo método

seqiiencial, mas nenhuma degradacao no sinal obtido pelo método proposto.

51



o o I
3] o) ~

amplitude

N
'S

o
L

245 250 255 260 265 270
amostras

Figura 5.7: Sinal corrompido com click artificial.
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Figura 5.8: Sinal original (linha continua), sinal estimado pelo método seqiiencial

(linha sélido-pontilhada) e sinal estimado pelo método de Fibonacci (linha trace-

jada).

Esses testes preliminares indicaram que o modelo proposto permite obter
bons resultados, quando comparado aos da literatura. Entretanto, para torna-lo
operacional em casos praticos, é preciso tratar o caso geral, em que o numero de

clicks num bloco é desconhecido.

5.4 Restauracao através de algoritmo MH e amos-

trador de Gibbs

O método proposto na secao anterior é limitado pelo fato de assumir a pre-

senca de apenas um click em cada bloco do sinal. Nesta secao, apresentaremos um
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Figura 5.9: Sinal corrompido com click real.
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Figura 5.10: Sinal original (linha continua), sinal estimado pelo método seqiiencial

(linha sélido-pontilhada) e sinal estimado pelo método de Fibonacci (linha trace-

jada).

método mais sofisticado, baseado no algoritmo de Metropolis-Hastings e no amos-
trador de Gibbs, que permite realizar a restauracao para o caso de um numero K
qualquer, mas conhecido, de clicks por bloco. A determinacao do numero de clicks
deve ser feita através de algum pré-processamento. Neste trabalho, usamos um
algoritmo baseado em filtragem inversa, desenvolvido em [30] e publicado em [31].
O algoritmo desenvolvido possui uma estrutura similar ao amostrador de
Gibbs, em que as distribuicoes condicionais sao amostradas iterativamente, e o al-
goritmo de Metropolis-Hastings é usado quando essa amostragem nao pode ser feita

de forma simples. A estrutura geral do algoritmo é descrita a seguir.

1. Inicializacao: gerar os parametros K e 0,
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2. Para j de 1 até Ny

(a) Para k de 1 até K, amostrar né]:l) e M,ijﬂ) de m(no,, Myly, ngﬁnok’Mﬂ);

(b) Amostrar xU+D de m(x|y, 8%);
(c) Para k de 1 até K, amostrar V;2 de 7(V2[xU+) y, 0(32/13);

(d) Para k de 1 até K, amostrar \, de m(A\x|xV*Vy, 0(2%);

Apos cada amostragem, os parametros amostrados sao inseridos no vetor 6
nas posicgoes correspondentes.

A seguir detalhamos as etapas de inicializagao e os cédlculos das distribuigoes
condicionais e as escolhas das distribuigoes propostas (quando for o caso) para cada

variavel.

5.4.1 Inicializacao

A inicializacao aleatoria dos parametros tornaria a convergéncia do algoritmo
inaceitavelmente lenta. Por essa razao é conveniente usar algum procedimento de
baixa complexidade para se obter uma estimativa inicial dos parametros, especial-
mente da localizacao ng, cuja convergéncia é mais critica. O papel do algoritmo MH
é fazer um refinamento dessa estimativa inicial.

Para inicializagao dos componentes de ng usamos como ponto de partida o
sinal de erro de predigao (e(n)) gerado pelo processo de deteccao desenvolvido em
[30], obtido usando o modelo AR. Espera-se que clicks estejam presentes nas regioes
onde esse erro € alto. O procedimento de inicializacao consiste em dividir o bloco de
sinal (que estd sendo processado) em sub-blocos de pequeno comprimento (usamos
10 amostras), calcular a energia do erro dentro de cada sub-bloco e determinar
os sub-blocos para os quais a energia do erro exceda um certo limiar (escolhido
inicialmente). O valor de K ¢ o ntimero de sub-blocos selecionados e os valores de ny,
k=1,2,..., K, sao escolhidos aleatoriamente dentro dos sub-blocos selecionados.

A inicializacao dos parametros M, V2 e X nao ¢é critica e pode ser feita de
forma simples por amostragem de suas respectivas distribuicoes a priori. O sinal x

nao precisa ser inicializado, pois nao é necessario para a amostragem de ny.
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5.4.2 Distribuicoes condicionais e escolha das propostas

Os parametros do modelo AR sao supostos conhecidos e constantes ao longo
de cada bloco do sinal (na préxima secao, trata-los-emos como varidveis aleatérias).
As distribuic¢oes condicionais para cada variavel desconhecida x e 8 podem ser ob-
tidas a partir da distribui¢do conjunta p(x, 8]y), uma vez que

p(X, O‘y)

p(x,y,O,j) (523)

p(b;]x,y,0_;) =

¢ independente de ;.
A distribuicao conjunta pode ser obtida através da aplicacdo sucessiva do

teorema de Bayes:

p(x,0y) o< p(y[x, 0)p(x|0)p(0) (5.24)
= p(ylx, 0)p(x|0)p(0) (5.25)
= p(y[x, 0)p(x|0)p(no)p(M)p(V)p(A). (5.26)

A verossimilhanga p(y|x, 8) tem a mesma forma da distribui¢ao do ruido, com
média deslocada de x. Nas amostras em que o ruido estd ausente (isto é, i(n) = 0),
o sinal observado ¢ igual ao sinal original. Portanto:
vix.0)= ] 8(u(n) - 2(m)N(yilxi, Ry, (5.27)
{i(n)=0}
em que 0(z) é a funcdo impulso unitario e

R — Zf:l Vk}‘;;n% [u(z - nOk) - u(z — N, + M — 1)] , b :j . (528)

Vi
0 i F]
A seguir apresentamos os calculos das distribuigoes condicionais para cada

variavel desconhecida e os métodos adotados para obter suas amostras.

5.4.2.1 Amostragem do sinal original x

A distribuicao condicional completa de x pode ser obtida a partir da distri-
buicao conjunta, retirando-se os termos que nao dependem de x e analisando-se a

expressao resultante.

p(x16.y) = [ 8(y(n) —2(n))N(yilx:, Ry, )N(x]0, 07 (ATA) ). (5.29)

i(n)=0
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Pela expressao acima, reconhecemos que:

P(x-|0,y) = On_i(y—i — x—;) (5.30)
(§
p(x:16,y) = N(yi|xi, R, )N(x[0, 02 (ATA) ™) (5.31)
— N[, 020, (5.32)
em que
XA = —®(ATA iy i — iRy, (5.33)
d=A7A; +0’R, e (5.34)

0 € a funcao impulso unitario m-dimensional.

Essas expressoes foram obtidas a partir do fato de que o produto de duas
gaussianas p;(x) = N(x|p,, Cq) e pa(x) = N(x| 9, C2) é também uma gaussiana de
média

1

pl = (p{Cr' + piCyt) (Gt + CyY) (5.35)

e matriz de covariancia
1

C,=(Ci'+CyY) . (5.36)

5.4.2.2 Amostragem da localizacao ny, e da duragao M

Pelo método da composigao [4], podem-se obter amostras da distribuigao

conjunta de x;, ny e M, amostrando-se seqiiencialmente as distribuicoes

p(xi|0,y) (5.37)

p(n07M|07[no,M]ay)- (538)

Para a obtencao da distribui¢ao acima, inicialmente integra-se p(x,y|€) em relacao

a x e em seguida calcula-se a posteriori, através da regra de Bayes:

p(ng, M0 _1 111, Y) X p(y|0)p(no)p(M), (5.39)

em que a expressao para p(y|@) estd descrita na Se¢ao 5.3.1. Supos-se que nyg e M

fossem independentes a priori, donde pudemos fazer p(ng, M) = p(ng)p(M).
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A geracao de amostras da distribuicao p(ng, M|0_p,, 11, y) pode ser feita pelo
algoritmo de Metropolis-Hastings, aplicado seqiiencialmente a localizacao e duragao
de cada click. Mais precisamente, para k de 1 até K, propoem-se as varidveis ng,
e M} a partir de uma distribuigdo proposta adequada (por exemplo, uma gaussi-
ana bi-dimensional de média (n(()]k : M,ij )) e matriz de covariancia diagonal) e se as
aceitam com probabilidade « obtida a partir da Equagao (3.20). Para redugao da
complexidade computacional, podemos artificialmente ignorar a presenca dos outros
clicks, o que equivale a fazer suas amplitudes iguais a zero e substituir as amostras
de y nas posicoes corrompidas pelas respectivas amostras do sinal x amostrado na

iteracao anterior. Isso faz com que as operagoes envolvam matrizes de ordem igual

a duragao do k-ésimo click, em vez da soma das duracoes de todos os clicks.

5.4.2.3 Amostragem da amplitude V

Inicialmente, calculamos a distribuicao condicional total para cada compo-

nente de V:
P(Vi|0_y,,x,y) x N(y|x;, R\)IG(Vi |, B ), (5.40)
1 1., Tp—1 B
P(V|O_v,,x,y) x R |e(_5ka“k V’“)Vk_o‘ﬂe( ‘gc), (5.41)
em que
T
Vi = |y([no,1) —2([no, 1) .. y(lno, + My) —1) — 2([no, + M) — 1)} (5.42)
e
R, - Soper (V2N [u(i = no,) — uli — no, + My = 1)], i = j  543)

0 L F ]
para i = [ng, |, [no, | +1,..., 1o, + Mi| — 1.
(Nas expressoes acima, a notacao [x] indica o menor inteiro maior que = ou
igual; e a notagao |x] indica o maior inteiro menor que z.)
Vemos que essa distribuicdo pode depender de outras amplitudes (V;) nos
casos em que existe superposicao de clicks. Nos casos em que nao existe superposicao

no k-ésimo click, a matriz de covariancia do ruido torna-se mais simples:

Rvk — ‘/IEA]LTLOIC-I_TLOIC dlag {17 Alzl’ e A;M]/c'i‘l} ’ (544)
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em que M' = |ng, + My | — [no, .

Nesse caso, reconhecemos que a distribuicao de Vj, é uma gama inversa, com

parametros:
M/
O[,,U =, + 7 (545)
e
— ~(Tno, 1=no, +i)
By=Bs+ > vi(lno, 1+, 0 (5.46)
5=0

a partir da qual podem-se obter amostras de forma simples.

No caso em que ha superposicoes, a distribui¢ao resultante é mais complicada,
e o algoritmo de Metropolis-Hastings ¢ usado para sua amostragem. Para isso,
usamos uma proposta obtida a partir da Equacao (5.41), retirando-se os termos
correspondentes a clicks superpostos. O calculo da probabilidade de aceitacao é

simplificado pelo fato de a proposta e a posteriori terem estruturas similares.

5.4.2.4 Amostragem da taxa de decaimento A

Seguindo o mesmo procedimento da se¢ao anterior, calculamos a distribuigao

condicional total para cada componente de A:

Isolando os termos dependentes de A; na distribuigao conjunta de x e 8, obte-
mos, apds simplificagoes, para a situacao em que o k-ésimo click nao esta superposto
a algum outro:

T(Ae) = p(Ar]x,0-x,,y)

1 _v(lng, D w(fng, 1+1)  w(lng, 1+M'~1)

e 2% 22 2k p()\k). (5.48)

AM'(M'—1)/2

Essa distribuicao nao é de uma forma bem conhecida. Por isso, usaremos o
algoritmo de Metropolis-Hastings para obtencao de suas amostras de forma indireta.
Como proposta, usaremos uma gaussiana centrada no valor atual da cadeia, )\,(f ), e
variancia 03 = 0,01. Esse valor foi escolhido por tentativa e erro, observando a

correlacao obtida nas amostras obtidas. Para reduzir a complexidade do calculo
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da probabilidade de aceitacao, usaremos a expressao simplificada para a razao das

distribuicoes condicionais totais:

A*
Razao das condicionais = m( (I;)) =
W()‘k )
)\ M =172 / o
_ (A;(J ) o3 (S5 w0, 1+ (D) =) ) (5.49)
by ’

No caso em que o k-ésimo click esta superposto a algum outro, a simplificagao
acima nao pode ser feita e a complexidade computacional do calculo de « serd maior.
Nao sabemos quao freqiiénte essa superposicao de clicks ocorre na pratica. De todo
modo, a complexidade da operagao de amostragem dessa variavel ¢ bem menor que
outras etapas do algoritmo, e pode ser negligenciada no calculo da complexidade

total.

5.4.3 Resultados

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos com o algoritmo Metropolis-
Hastings, considerando um numero de clicks conhecido. Usamos para teste um
sinal sintético, gerado a partir de um modelo AR de ordem 30 (cujos coeficientes
foram obtidos pelo método Least Squares [13] a partir de um bloco de sinal de
audio real com taxa de amostragem de 44.1 kHz e cada amostra codificada com 16
bits). Inserimos dois clicks gerados artificialmente nas amostras 100 e 300, como
mostrado na Figura 5.11. Os vetores de parametros dos clicks foram V = [5 15] T,

T T
A= [0,2 0,4} e M = [10 10} .

Para permitir a comparacao dos resultados experimentais obtidos pelo mé-
todo proposto com os esperados teoricamente, apresentamos gréaficos das distribui-
¢oes dos parametros do ruido. Para simplificar, apenas o primeiro click é conside-
rado.

A Figura 5.12 mostra a distribuigado conjunta tedrica dos parametros A e V,
considerando as demais varidveis fixas em seus valores corretos. Podemos perceber
que a superficie possui um unico maximo global, que ocorre em torno de A = 0,2 e
V' =10. A Figura 5.13 mostra o histograma obtido a partir de 10000 iteracoes do

algoritmo, com apenas as variaveis V' e A sendo atualizadas.
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Figura 5.11: Sinal com clicks presentes a partir das amostras 100 e 300.

As Figuras 5.14, 5.15, 5.16 e 5.17 mostram os histogramas de V', X\, ng e M
e suas respectivas distribuigoes. Em todos os quatro casos o algoritmo realizou a
atualizacao de apenas uma variavel, permitindo que fosse feita a comparagao entre os
curvas teoricas e simuladas. A evolucao dos parametros com o “tempo” é mostrada
nas Figuras, 5.18, 5.19, 5.20 e 5.21. A semelhanca das curvas nos permite verificar
a corregao do algoritmo, isto é, o algoritmo permite obter amostras da distribuicao
desejada.

O sinal restaurado é obtido pela média aritmética das amostras de x, descar-
tadas as 100 primeiras (quando supomos que a convergéncia foi atingida). A Figura
5.22 apresenta os sinais original e restaurado. A andlise subjetiva do sinal revela
que o click tornou-se auditivamente imperceptivel apos a restauracao.

Também foi testado o caso em que clicks estao superpostos, como mostrado
na Figura 5.23. Dois clicks foram inseridos num sinal artificial a partir das amostras
100 e 105. A Figura 5.24 mostra a evolugao do parametro ng com o tempo, ilustrando

a convergencia do algoritmo para os valores corretos.
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Figura 5.12: Distribuicao conjunta de V' e .

freqliéncia relativa

100

Figura 5.13: Histograma de V' e A sendo as demais variaveis fixas.

5.5 Restauracao através de algoritmo de Metro-
polis-Hastings com saltos reversiveis

O algoritmo da segao anterior requer que o numero de clicks presentes num

bloco seja inicialmente conhecido. Nesta secao, apresentaremos um método baseado
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Figura 5.14: Distribuicao e histograma de V.
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Figura 5.15: Distribuicao e histograma de A.

no algoritmo de Metropolis-Hastings com saltos reversiveis (Se¢ao 3.6) que permite
determinar o nimero de clicks de forma iterativa (além, é claro, das demais varidveis

de interesse).

O método proposto foi inspirado no trabalho de Andrieu et al [32], no qual

¢é apresentado um método para estimacao de sendides presentes num sinal formado
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Figura 5.16: Distribuicao e histograma de ny.
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Figura 5.17: Distribuicao e histograma de M.

por uma combinagao linear de sendides, contaminado com ruido aditivo gaussiano.
Naquele trabalho, o nimero de sendides é tratada como desconhecido, e o algo-
ritmo MH com saltos reversiveis é aplicado. Podemos tracar um paralelo entre as
freqiiéncias das sendides e a localizacao dos clicks do nosso problema.

Como vimos na Secao 3.6, o algoritmo RJ-MH permite fazer transicoes en-
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Figura 5.18: Amostras da condicional total de V.
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Figura 5.19: Amostras da condicional total de A

tre modelos de dimensoes diferentes. Chamaremos essas transicoes de movimentos.
Embora diversos tipos de movimento sejam permitidos, no presente trabalho usamos
apenas trés tipos simples: nascimento, morte e atualizagdo. Nascimento (simboli-
zada por b de birth) significa a adi¢do de um novo click ao conjunto de clicks da

iteracdo anterior. Morte (simbolizada por d de death) significa retirada de um click
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Figura 5.20: Amostras da condicional total de M.
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Figura 5.21: Amostras da condicional total de ny.

do conjunto de clicks da iteracao anterior. E atualizagao (simbolizada por u de up-
date) é a amostragem das variaveis do sinal e do ruido com o ntimero de clicks fixo
(como apresentado na se¢ao anterior). Seguindo a recomendacao de [17], as probabi-
lidades para aceitagao dos movimentos de nascimento e morte sao, respectivamente:

by :cmin{l,%} e (5.50)
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Figura 5.22: Sinais original (linha continua) e restaurado pelo método baseado no

algoritmo de Metropolis-Hastings (linha sélido-pontilhada).
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Figura 5.23: Sinal contaminado por clicks superpostos.

o :cmin{l,%}, (5.51)

em que P(k) é a probabilidade a priori de k (ntimero de clicks). A probabilidade de
atualizagao, ug, é tal que by +di +ur = 1. O valor de ¢ determina a proporgao entre

as propostas de atualizagao e mudanca de dimensionalidade. Green [17] sugere que
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Figura 5.24: Localizacao dos clicks superpostos.

¢ = 0,5 seja usado, fazendo com que by + dj € [075, 1].

A estrutura geral do algoritmo é descrita a seguir:
1. Inicializacdo: gerar os parametros k(©, 9;0), al® e 03(0)‘

2. Para j de 1 até Ny

Descreve-se a seguir cada uma das operacoes.

1. Inicializagao:

A inicializacao pode ser feita a partir das distribuicoes a priori de cada variavel

ou através de algum pré-processamento. A geracio de K en

pode ser feita

usando-se o sinal do erro de predicao pelo modelo AR, e(n). As varidveis a(®

o 02(0)

podem ser estimadas pelo critério Least Squares usando o préprio sinal

corrompido. As demais variaveis podem ser inicializadas trivialmente a partir

de suas distribuigoes a priori.
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2. Nascimento:

Na operacao de nascimento, um novo click é gerado e incorporado ao conjunto
de clicks existentes na iteracao anterior, e o valor de K é incrementado. As
variaveis associadas aos clicks existentes sao mantidas e as variaveis associadas
ao novo click sao propostas, formando um novo conjunto proposto:

. . T
{k:*,e,*;*}:{k(JUrl, [agggf ng M* vV x«] } (5.52)

A varidvel nj ¢é gerada por amostragem da distribuicao qr(l](')) (n) < e(n), nor-
malizada para que a soma resulte em 1. Se a proposta for aceita, reduzimos
a funcio ¢ )( ) de um fator (2, por exemplo) no valor de n§ amostrado, ge-

G+l )( ), que deve preservar a soma em 1. O

rando uma nova distribuicao ¢,
objetivo ¢é evitar que o algoritmo proponha muitas vezes os mesmos valores, o

que tornaria a convergéncia mais lenta.

.7 . * ~ . . . .
As varidveis M, V2" e \* sdo geradas a partir de suas respectivas prioris. De

acordo com a notacao da Secao 3.6, teremos:

@1 (k*|k) = q (k9 + 11k9)) = b, (5.53)
@ (DN, = (kD&Y + 1) = dy, (5.54)
q2(6y- 055(3)) = q2(0 kj(j;ir)1|0k(7))
= b () = 610, ) dD e (Mp(V*Ip(V),  (5.55)
(0, 101.) = (02,165 = o ((07)” — 6}, (5.50)

em que 0y, é a funcdo impulso unitario k dimensional e a notacio (8)%* indica
a particao de @ relacionada aos k primeiros clicks. Sendo assim, de acordo
com a Equagao (3.26), com probabilidade

kj* 0 * 1 d *
ap = min< 1, o ey, @) B i (5.57)
p(k9), 0|y, w) ¢F) (ng)p(M*)p(V2)p(X*) b

a proposta ¢ aceita, fazemos {k J+1) 0(3;;11)} = {k*,0;.} e o algoritmo inicia

uma nova iteracao.
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3. Morte:

A operagao de morte remove um click aleatoriamente (com igual probabilidade
para todos), isto é, um dos kY clicks, digamos o m-ésimo, é removido. A
variavel k£ é decrementada e as variaveis relacionadas ao m-ésimo click sao
retiradas do vetor 6, formando o vetor @x«. A probabilidade de aceitacao
da operagao de morte ¢ obtida seguindo os mesmos passos apresentados no
item anterior, e o resultado é:

— {1’ Pk, Bpely, @) g™ (ng™ )p (M p(V2 ™ )p(A™) by

p(k9), 0|y, w) 1 dio |
(5.58)

em que j,, ¢ a iteragao na qual o m-ésimo click foi proposto.

4. Atualizagao:

A operacao de atualizacao envolve os mesmos passos descritos na Secao 5.4
acrescidos do passo de amostragem dos parametros do modelo AR, a e o%.

Considerando uma priori conjunta p(a, 0?) = IG(c2|ae, 3.) (independente de

a), a amostragem desses parametros na j-ésima iteracao é dada por [4]:

a® ~ N(a|(XTX)" "X x,, 02" (XTX)1), (5.59)

27 ~1G(0ae + (N = P)/2, B + E(xD,a9)/2), (5.60)

em que X é obtido do sinal xU) de acordo com a Equacdo (4.11) (o indice
foi omitido por clareza) e E(x), al))/2 = e’e, sendo e = AUWxU) o erro de

predicao calculado usando-se os tltimos dados amostrados de a e x.

Os valores de a, e 3. podem ser escolhidos bem baixos, o que implica uma

priori bastante vaga. Usamos, como em [4], a, = 3, = 10717,

5.5.1 Resultados

Para analise do algoritmo foram feitas simulagoes em trés situagoes distintas:
(A) Sinal artificial gerado a partir de um modelo AR com clicks artificiais inseridos
(todos com V' = 0.3, M = 10 e A = 0.5); (B) Sinal artificial com clicks reais

inseridos; e (C) Sinal real corrompido por clicks. Na situagdo A os parametros do
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modelo AR sao tratados como conhecidos e iguais aos que foram usados para gerar
o sinal. O modelo AR tem ordem 30, e na situacao C os parametros do modelo sao
inicializados pelo método Least Squares a partir do préprio sinal corrompido e sao
atualizados durante a execugao do algoritmo de acordo com o apresentado na segao
anterior.

Nas trés situacoes, o sinal tem comprimento de 800 amostras. Nas situagoes
A e B, trés clicks foram inseridos nas posigoes 100, 300 e 500, e na situagao C pode-
se identificar claramente um click préximo a amostra 380. Em todas as situacoes, o
algoritmo é inicializado com K© = 0 (isto é, nenhum click) e roda por 50 iteracoes
e a média das 20 ultimas amostras de = é calculada para se obter o sinal restaurado.

Os resultados referentes a situagao A estao mostrados nas Figuras 5.25 e 5.26,
nas quais aparecem os graficos dos sinais original, corrompido e restaurado, bem
como a evolucao das varidveis ng, M, V2 e X. A analise visual indica que a varidvel
ng aproxima-se de seu valor correto antes da décima iteracao, o que nao ocorre com
as demais. Isso deve-se ao formato da distribuicao de ny, que é acentuadamente
concentrada em um certo ponto. Embora nao se tenha usado técnicas sofisticadas
para diagnostico de convergéncia, obtiveram-se resultados tuteis em torno da vigésima
iteragao.

As Figuras 5.27 e 5.28 mostram essas mesmas variaveis relativas a situa-
¢ao B. Observamos um comportamento das variaveis similar ao da situacao A, um
indicativo de que o modelo proposto lida bem com clicks reais.

Os gréficos relativos a situagao C estao mostrados nas Figuras 5.29 e 5.30.
Nessa simulagao, os parametros do modelo AR foram tratadas como varidveis aleaté-
rias e atualizados durante a execucao do algoritmo. Talvez por esse motivo tenha-se
observado nessa situagao um maior “tempo” para convergencia, que parece ocorrer
em torno da iteracao 30. As razoes para esse comportamento deverao ser investiga-

das em trabalhos futuros.

5.5.2 Analise da complexidade computacional

Nesta secao sera analisada a complexidade das principais etapas de cada

iteragao do algoritmo.
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Figura 5.25: Graficos relativos a situagao A. (a) Sinal gerado artificialmente usando
modelo AR de ordem 30 com 3 clicks artificiais inseridos. (b) Detalhe do sinal cor-
rompido (linha continua) e sinal restaurado (linha sélido-pontilhada). (¢) Diferenga

entre sinais original e restaurado.
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Figura 5.26: Gréficos relativos a situagdo A. (a) Evolucdo de ng. (b) Evolucao de

M. (c) Evolugao de V. (d) Evolugao de A.
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Figura 5.27: Gréficos relativos a situacao B. (a) Sinal gerado artificialmente usando
modelo AR de ordem 30 com 3 clicks reais inseridos. (b) Sinal corrompido (linha
continua) e sinal restaurado (linha sélido-pontilhada). (c) Diferenga entre sinais

original e restaurado.
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Figura 5.28: Graficos relativos a situagao B. (a) Evolucdo de ng. (b) Evolucao de

M. (c) Evolugao de V. (d) Evolugao de A.
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Figura 5.29: Gréficos relativos a situagao C. (a) Sinal real contaminado por click.
(b) Detalhe do sinal corrompido (linha continua) e sinal restaurado (linha sélido-

pontilhada).
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Figura 5.30: Graficos relativos a situagao C. (a) Evolucao de ng. (b) Evolucao de

M. (c) Evolugao de V. (d) Evolugao de A.
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e Inicializacao. Em principio, a inicializacao poderia ser feita associando-se
quaisquer valores as varidveis n(()o), MO, A, V2O ag(o) e a®. Para acele-
rar a convergencia, é adotado um processamento que fornece uma estimativa
inicial para essas variaveis, descrito na Secao 5.5. KEssa etapa envolve ope-
ragoes com matrizes da ordem do nimero de amostras corrompidas no bloco
de sinal. A complexidade das operacoes é muito menor do que a das etapas

subseqiientes e pode ser desprezada.

e Amostragem de ng e M. A operagao computacionalmente mais complexa é

MAP " que é dominada pela inversao de uma matriz de

a obtencao da matriz x
ordem M, que pode ser feita em O(M}?) operagoes. Esse procedimento deve
ser feito para cada um dos K clicks propostos na iteracao em questao. Como
cada amostragem exige o calculo da condicional para os valores propostos e

atuais, segue que a complexidade total dessa etapa é de:
K
o> 2mi|. (5.61)
k=1

e Amostragem de x. A amostragem dessa variavel, a partir de uma distribuicao

MAP obtido na etapa

gaussiana, pode ser simplificada usando-se o valor de x
anterior. Métodos eficientes para amostragem de uma distribui¢oes conjuntas,
baseados na decomposicao de Cholesky, permitem realizar essa operacao em

O(M3?) operagoes.

e Amostragem de V2. Essa operacao consiste na amostragem de distribuicao
gama inversa, que pode ser feita de forma eficaz, com complexidade que pode

ser desprezada comparando-se com as demais operacoes.

e Amostragem de A. Envolve basicamente o célculo de expressoes simples (Equa-

¢ao (5.49)), cuja complexidade também pode ser desprezada.

e Amostragem de 2. E feita a partir de uma distribuicao gama-inversa de forma

simples.

e Amostragem de a. Consiste na amostragem de uma distribuicao gaussiana de

dimensao P, que, como vimos pode ser feita em O(P3) operagoes.
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A complexidade total por iteracdo é a soma das complexidades das etapas
anteriores, que ¢ dominada pela amostragem de ng e a. Para reduzir a complexidade,
as variaveis do modelo AR poderiam nao ser amostradas a cada iteragao, como
sugerido em [4].

O custo total do algoritmo esta associado ao nimero de iteragoes necessarias
para atingir o que se poderia considerar como convergéncia. Na prética, se usarmos
pré-processamento de inicializacao, valores a partir de 10 iteragoes ja parecem sufici-
entes para se obter um resultado aceitavel. Todavia, a analise informal da evolugao
das varidveis indica que a convergéncia so ¢ atingida com varias dezenas de iteragoes

(tipicamente, entre 50 e 100 iteragoes).

5.6 Conclusao

Este capitulo apresentou um novo modelo para a descricao de clicks, que os
trata de forma individual através de varidaveis de localizagao, duragao, amplitude
e taxa de decaimento. Métodos bayesianos foram aplicados ao modelo, e técnicas
numéricas foram adotadas para obtencao do sinal restaurado. A aplicabilidade do
modelo a casos praticos foi avaliada através de um algoritmo baseado no método de
Fibonacci, que, todavia, ¢ limitado por exigir que o bloco de sinal possua apenas um
click. Uma solucao baseada no algoritmo MH e no amostrador de Gibbs permitiu a
generalizacao para o tratamento de blocos de sinais com mais de 1 click, mas ainda
exigia que o numero de clicks fosse conhecido. Por fim, a incorporacao do algoritmo
RJ-MH gerou um algoritmo que permitia tratar o caso mais geral em que o niimero
de clicks é desconhecido.

Numa implementacao nao-otimizada em Matlab, sendo executada num com-
putador pessoal moderno, o tempo total de processamento, tipicamente, pode ser
até 3 ordens de grandeza maior que a duracao do sinal processado.

A diferenca do algoritmo proposto em relacao ao algoritmo baseado no amos-
trador de Gibbs de Godsill (Secao 4.4.3) estd na amostragem das varidveis do ruido.
Segundo o autor, a menor complexidade por iteragao que se pode obter na deteccao

(estimagao do vetor i) ocorre quando se consideram sub-blocos de apenas uma amos-

78



tra (todavia, o autor adverte que nessa situagao a convergéncia é mais lenta). Nesse
caso, a complexidade é de O(N P), sendo que N é o tamanho do bloco e P é a ordem
do modelo AR. Em nosso algoritmo, a deteccao se da pela amostragem da varidvel
ny, cuja complexidade é expressa na Equacao 5.49, que depende da quantidade e du-
racao dos clicks presentes em cada bloco do sinal. Como conseqiiéncia, o algoritmo
proposto podera ter menor ou maior complexidade que o de Godsill, dependendo do
numero médio de clicks por bloco. Como tipicamente o nimero de clicks por blocos
¢ de algumas unidades (blocos com mais de 4 clicks sao raros mesmo em sinais muito
corrompidos), devemos esperar que, em média, nosso método possua complexidade

menor.
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Capitulo 6

Correcao de Pulsos Longos

Um dos tipos mais desagradaveis de distirbio encontrados em gravagoes ana-
l6gicas de audio sao os pulsos de longa duragao e com contetudo significativo de baixa
freqiiéncia. Sao caracterizados por uma descontinuidade de alta amplitude (similar
a um click) seguida de um longo transitério de frequencia decrescente, que chama-
remos de cauda. A Figura 6.1 mostra um pulso longo tipico. As linhas verticais
indicam a regiao correspondentes a descontinuidade inicial.

Em geral, os pulsos longos sao causados por defeitos graves na midia, como
por exemplo arranhoes ou mesmo quebra, casos em que se observam pulsos aproxi-
madamente periddicos. Os transitorios de baixa freqiiéncia resultam da resposta do
equipamento de reproducgao a descontinuidade inicial, o que lhes confere um formato

mais ou menos bem definido que pode ser explorado para sua detec¢ao/corregao.

6.1 Técnicas existentes

Uma das primeiras técnicas para corregao digital de pulsos longos apareceu
em [2] e posteriormente em [24]. O método se baseia na similaridade tipicamente
presente entre os pulsos. Assume-se que os pulsos longos presentes num dado sinal
diferem de um pulso-padrao apenas em amplitude. A localizacao dos pulsos é feita
deslocando-se o pulso-padrao ao longo do sinal, calculando-se a correlacao entre o
pulso-padrao e o sinal, e selecionando a amostra que fornecer a maior correlagao.

Para a obtencao de uma estimativa do sinal original, obtém-se a diferenga entre o si-
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Figura 6.1: Trecho de sinal contaminado por pulso longo.

nal degradado e o pulso-padrao multiplicado por um fator (que pode ser trivialmente
obtido assumindo nao-correlacao entre o pulso-padrao e o sinal original).

O método apresenta bons resultados quando a hipdétese de similaridade é
verdadeira, o que ocorre por exemplo se as falhas sao causadas por quebra do disco.
Em casos praticos, entretanto, tal hipotese nem sempre é vélida, sendo comum a
presenca de pulsos de formatos bastante variados e até mesmo a superposicao entre
pulsos muito proximos.

Em [4] e [5], ¢é apresentado um método que permite tratar casos mais gerais
de pulsos longos, ao custo de uma alta complexidade computacional. O método
associa modelos AR diferentes para o sinal e para o pulso, sendo o sinal degradado
modelado pela soma de ambos. O sinal original é entao estimado separando-se
os dois processos. O método requer que a localizacao do pulso e os parametros
do modelo sejam conhecidos inicialmente. O autor sugere técnicas simples para
obtencao dessas grandezas; todavia, a detecgao do pulso enfrenta o problema de
confundir a descontinuidade existente no inicio do pulso longo com um click comum.

Um método para correcao de pulsos longos de menor complexidade com re-
sultados similares é apresentado em [33]. Nesse trabalho, uma filtragem nao-linear

chamada two-pass split window (TPSW) é usada para obtencao de uma estimativa
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do formato do pulso, que é entao suavizada através de ajuste polinomial por partes.

6.2 Método proposto

A tentativa de aplicar diretamente o algoritmo para remocao de clicks apre-
sentado no capitulo anterior ao problema de pulsos longos mostrou-se sem sucesso,
o que nao chega a surpreender, dada a diferenca dos tipos de degradacgao, que nao
permite compartilhar um mesmo modelo.

Propusemos uma modificacao do modelo do ruido, que permitisse caracterizar
melhor os pulsos longos e mantivesse a estrutura do algoritmo. O modelo proposto
do ruido descreve o pulso como uma descontinuidade incial seguida de oscilagoes
amortecidas e de freqiiéncia decrescente. A descontinuidade é modelada por ruido

2

branco de M amostras com variancia oy, fixa (ao contrdrio do usado em mnosso

modelo para corregao de clicks, em que a variancia decrescia com o tempo):
va(n) =r(n)[u(n —ng) —uln —ng — M)]|, (6.1)

em que 7(n) = N(0,07y,) e tanto ng e M sao supostos desconhecidos inicialmente.
O modelo para o transitério de baixa freqiiéncia foi inspirado em [33] e ¢é

matematicamente descrito por:

ve(n) = Ve /P57 sin (27?71% + gb) [u(n —ng — M —1)], (6.2)
sendo
fn = (fmax - fmin)ein/fSTf + fmina (63)
em que [33]:

e f, ¢ a taxa de amostragem do sinal (usualmente 44,1 kHz);

e 7. ¢ a constante de tempo em segundos associada ao decaimento do envoltéria

do pulso;

® fuax © fumin 820, respectivamente, as freqiiéncias de oscilagao maxima e minima

em Hz admitidas na cauda;
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e 7/ ¢ a constante de tempo em segundos associada ao decaimento da freqiiéncia

do pulso;
e ¢ ¢ a fase inicial do pulso.

(As variaveis ng e M das equagoes 6.1 e 6.2 sdo as mesmas.)

Esse modelo pode ser considerado deterministico no sentido de que, se suas
variaveis forem conhecidas, o formato do pulso estara unicamente determinado.

Para simplificar, vamos dividir o vetor de variaveis do ruido em duas partes,

T
0, ¢ 0., de tal forma que 0 = [05 OCT] , sendo

T
Od:[no M O'%/d] e (6.4)
6.=[Ve 7 7 6 fun Fu] - (6.5)

6.3 Calculo das distribuicoes condicionais e esco-
lha das propostas

O algoritmo para correcao de pulsos longos usando o modelo proposto tem
estrutura similar ao usado no capitulo anterior. Em linhas gerais, ¢ preciso calcular
a condicional total para cada uma das variaveis envolvidas e usar algum procedi-
mento para obter amostras delas. Quando a distribuicao resultante tem um formato
conhecido, as amostras podem ser obtidas através de métodos simples e rapidos; no
caso em que a distribuicao nao é conhecida o algoritmo de Metropolis-Hastings ¢
usado, sendo necessaria a escolha de uma distribuicao proposta adequada.

Como feito no capitulo anterior, comegamos definindo o sinal i(n), que agora
pode assumir os valores: 0, 1 e 2, que indicam, respectivamente, se a amostra
pertence a uma regiao sem ruido, a descontinuidade inicial do pulso longo ou ao
transitério de baixa freqiiéncia (cauda). Designamos por i), i1y € i) as parti¢oes
do vetor i correspondentes as amostras 0, 1 e 2. De forma similar definimos os

vetores X(ip), X(iy)s X(i2)> Y(io)» Y(ir)> Y(iz)- As seguintes relagoes sao satisfeitas:

Y(io) = X(io)> (6.6)



Y1) = X(i) + Va, (6.7)
Y(iz) = X(iz) T Ve. (6.8)
A distribuicao a posteriori dos parametros e do sinal é dada por:

p(8,x|y) o< p(y|x, 0)p(0), (6.9)

sendo:

p(}’|X, 0) = 5(Y(i0) - X(io))N(Y(h) - X(i1)|0a Rvd)(s(Y(iQ) — X(ig) — Vc)a (610)

p(x[0) = N(x|0, R), (6.11)
R., = o7 Lu, (6.12)
1
R, = —ATA, (6.13)
9E

e, assumindo independéncia a priori entre os parametros do ruido:
p(6) =[] 6 (6.14)

Vamos agora considerar separadamente a amostragem de cada parametro
desconhecido (0 e x).

A variancia de vy é amostrada de forma andloga & varidvel V2 do capitulo
anterior. Assumindo para a‘z/d uma priori do tipo gama inversa, com parametros o,

e f,,, essa a varidvel é amostrada a partir da distribuicao IG(O'\Q/d lal, B.) com:

M
a;d Z%d-i-? (6.15)
[§
M-1
By = Bo+ > valng + ). (6.16)
=0

A amostragem das demais varidveis é feita pelo método da composicao, des-

crito na Secao 5.4. Amostra-se inicialmente 6_,2 (isto ¢, todos os componentes de 8
d

com excecao de o) a partir de p(8,]y, 07,) (isto é, x é marginalizado) e em seguida

amostra-se x (na extensao inteira da cauda) a partir de sua condicional total. Para

calcular p(@ly), inicialmente integra-se a verossimilhanga p(y|x, ) em relagao a x:
p(y|0) = /5(y(lo) - X(io))pvd (y(zl) - X(11)>5(y(12) - X(i2)>px(x>dx (617)
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:/ Poa (Y (i) = X(ir) )P (X(io)> X (1) » X(i) )X 1) - (6.18)
X(i1)
Seguindo os passos sugeridos em [4], obtemos:

1
M (*QEMIN>

o, e

0) = e : 6.19
PO o) IR 0l o

e d

em que

Ewviy = Ey — ©"x(3", (6.20)
xb =@7'e, (6.21)
b = A%;l)A(h) + O'SR;dl’ (6.22)
©—_|A” Fo) | ap-iy 6.23
= (i) | Avo) Ain) o. R Y6 | (6.23)

X(iz)

T
By — |:XT v ] Alio) [A. N ]
(f0) (i2) AT (o) (i2)

(i2) X(i2)

X(io) 2.7 -1
+ Oc y(il)Rvd y(u) (624)
A distribuicao a posteriori pode ser entao calculada pela regra de Bayes.
A amostragem das variaveis relacionadas a descontinuidade inicial, ng e M
pode ser feita de forma andloga a apresentada na Secao 5.4.2.2. Para ambas as va-
ridveis usa-se o algoritmo de Metropolis-Hastings, com proposta gaussiana centrada

em néj ) para ng e proposta discreta para M, definida por:

, 1/2, M*= MY £1
q(M*|MY)) = (6.25)

0, em caso contrario,
isto é, propoem-se apenas valores uma unidade acima ou uma unidade abaixo do
valor atual com igual probabilidade. A geracao das amostras é feita de forma similar
ao apresentado na Se¢ao 5.4.2.2.
Para amostragem dos parametros da cauda, 6., vamos inicialmente deduzir

uma expressao simplificada para sua verossimilhanga, a partir da Equagao (6.19).

1
p(y]0.) ox exp (—izTRz) : (6.26)
em que
XZ‘0
z= (6.27)
Xig



_ L —1AT Az?;
R = o2 Ail Aio Aig ¢ Ail AZ'O Aig + T AiO 1&1'2 . (628)
e ‘Ai2
Pela definicao de v,4, concluimos que:
T T
z = |:Xi0 xiQ] - |:Vdi0 V%} : (6.29)

T
Definindo o vetor p tal que [de‘o v dig} = Vyp, podemos concluir que a

condicional total de V; é uma gaussiana de média:

z'Rp
= 6.30
ILLVd pTRp ( )
e variancia:
1
2
= — 6.31
ng pTRp ( )

Essa deducao ¢ valida para os casos em que nao ha superposicao de pulsos. Se
essa condi¢ao nao for vélida, a distribuicao de V; nao é gaussiana e sua amostragem
é feita pelo algoritmo de Metropolis-Hastings.

Os demais componentes de 6., mesmo quando nao ha superposi¢ao, nao tém
condicionais totais de forma bem conhecida, o que nos leva ao uso do algoritmo
de Metropolis-Hastings para obtencao de suas amostras. Para todas as variaveis
usamos uma proposta gaussiana centrada no valor inicial e com variancia selecionada
de acordo com a ordem de grandeza tipica de cada parametro (ver préxima segao).
A razao entre as verossimilhangas é dada por:

x
MOC.) _ ! (z" — z(j))TR (z* — z(j)) : (6.32)
p(yl6d) 2
em que z* = z(0%) e z) = z(8V)).

A escolha das prioris para as variaveis da cauda nao é critica porque, devido
ao grande nimero de dados, a verossimilhanca deve prevalecer sobre a priori. Esco-
lhemos prioris gaussianas de variancia elevada para as variaveis V. e ¢, que podem
assumir valores positivos e negativos. As demais varidaveis, que s6 podem assumir

valores positivos, sao convenientemente descritas por prioris do tipo gama inversa.
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6.4 Resultados

Nesta se¢ao apresentamos os resultados obtidos usando o algoritmo apresen-
tado na se¢@o anterior. Foram feitas simulagbes em trés situagoes: (A) pulso longo
gerado artificialmente (usando o modelo das Equacoes (6.1) e (6.2)) e inserido num
sinal artificial; (B) pulso real retirado de um sinal corrompido e inserido num sinal
sem defeitos e (C) sinal originalmente corrompido por pulsos longos. A situacao A
permite testar o algoritmo propriamente dito (porque permite desconsiderar o erro
de modelagem), enquanto que a situacao B testa se o modelo proposto é adequado
para tratar pulsos reais. A situacao C permite verificar se o método proposto é
aplicavel em casos praticos.

Comecamos considerando a situagao A. Um pulso longo artificial é gerado
com os seguintes parametros: ng = 100, M = 10, a%,d =0,1,V, =01, 7. = 0,07 s,
7r = 0,013 8, fmin = 20 Hz, frax = 60 Hz, ¢ = 0. Esse pulso ¢ inserido num bloco de
sinal de 5000 amostras gerado artificialmente a partir de um modelo AR de ordem
40, cujos coeficientes foram obtidos de um sinal de dudio real usando o método Least
Squares. O algoritmo roda por 500 iteracoes, sendo as 100 primeiras descartadas e
as 400 restantes usadas para estimacao dos parametros.

Embora nao tenhamos usado técnicas sofisticadas para diagndstico de con-
vergéncia, pudemos verificar que algumas varidveis tornam-se bem préximas de seus
valores corretos com algumas dezenas de iteragoes. A Figura 6.2 mostra um exemplo
da evolugao da variavel V., com o “tempo”, no qual se percebe que ji em 50 itera-
coes o valor de V. se aproxima de seu valor correto, para o qual esperavamos que
convergisse. I[sso ocorre porque a variancia da distribuicao de V; ¢ muito pequena, o
mesmo ocorrendo com as variaveis ng e M. Essas variaveis podem ser usadas para
diagnéstico de convergéncia de maneira informal.

A Figura 6.3 mostra o sinal original, o pulso longo gerado artificialmente,
o sinal corrompido, o sinal restaurado (obtido pela média das 400 tltimas itera-
¢oes) usando o método proposto, o pulso extraido e os espectros do sinal original,
corrompido e restaurado. O grafico (e) indica que o algoritmo foi capaz de estimar

satisfatoriamente o pulso inserido. O gréfico (f) mostra que os componentes de baixa
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Figura 6.2: Amostras da varidvel V.

freqiiéncia (relacionados ao pulso longo) foram quase completamente suprimidos do
sinal corrompido.

As Figuras 6.4 e 6.5 mostram graficos relativos as situagoes B e C, respecti-
vamente. Como esperado, o erro de estimacgao na situacao B é maior que na A, o
que pode ser verificado pelo gréafico do espectro do sinal restaurado, que mostra um
componente significativo na freqiiéncia de 60 Hz. Isso ocorre porque um pulso real
(neste caso e em geral) ndo tem um formato que possa ser exatamente descrito pelo
modelo proposto para o pulso. Quanto mais proximo for o pulso real do formato
permitido pelo modelo, menor deverd ser o erro (naturalmente, um erro menor nao
significa um resultado auditivamente mais agradével).

Na situacao C, o modelo AR do sinal foi estimado a partir de um trecho
de sinal de 800 amostras imediatamente anterior ao pulso. (Poderfamos estima-lo
iterativamente, da mesma forma que foi feita na restauracao de click; entretanto, a
complexidade tornar-se-ia muito elevada devido ao grande nimero de amostras do
bloco de sinal, que chega a alguns milhares de amostras.) Como conseqiiéncia, a
modelagem nao é tao boa quanto nos casos anteriores e, embora nao tenhamos um
sinal original para comparacao, podemos ver na Figura 6.5, que o sinal restaurado,

tanto no tempo quanto na freqiiéncia, apresenta resquicios do disturbio presente no
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Figura 6.3: Graficos relativos a situacao A. (a) Sinal gerado artificialmente usando

modelo AR de ordem 40. (b) Pulso longo artificial. (c) Sinal artificial corrompido.

(d) Sinal restaurado. (e) Pulso longo inserido (linha tracejada) e pulso longo extraido

(linha continua). (f) Espectro dos sinais original (linha continua), corrompido (linha

tracejada) e restaurado (linha sélido-pontilhada).
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sinal corrompido. (Embora o sinal original pudesse apresentar componentes de baixa
freqiiéncia, no caso analisado é provavel que estes tenham vindo do ruido, porque

nas regioes vizinhas ao defeito, tais componentes sdo baixos).

6.5 Consideracoes sobre a complexidade compu-
tacional

O algoritmo proposto como apresentado nas secoes anteriores é capaz de
conjuntamente realizar tanto a localizagao quanto a restauragao do sinal, sendo por
isso mais geral que os algoritmos existentes, que fazem a localizagao e restauragao
separadamente. Além disso, os parametros do modelo AR do sinal podem, em
principio, ser tratados como nuisance variables e marginalizadas numericamente,
evitanto o uso de estimativas pouco confidveis. Esse procedimento, todavia, levaria
a um algoritmo de complexidade inaceitavelmente alta para a aplicagao pratica,
considerando o poder computacional disponivel atualmente. Uma possivel solugao
para reducao da complexidade é usar um numero menor de amostras de sinal para
amostragem dos coeficientes do modelo do sinal.

Caso a localizacao e os parametros do modelo AR possam ser tratados como
conhecidos (isto é, fazendo-se ng, M e a constantes no algoritmo), a complexidade
¢ drasticamente reduzida. Nesse caso, a matriz R é fixa durante a execucao do
algoritmo e s6 precisa ser calculada uma vez. A amostragem de cada variavel envolve
apenas multiplicagdes de matrizes (nenhuma inversdo de matrizes precisa ser feita).
A complexidade torna-se entao comparavel a do método de separacao de processos
AR, que nao é iterativo mas envolve inversao de matrizes de alta dimensao. Ainda
assim, sua complexidade é bem maior que o do método do pulso-padrao e o baseado

em filtragem TPSW.

6.6 Conclusoes

Esse capitulo apresentou uma técnica para remocao de pulsos longos de sinais

de dudio usando um método baseado no algoritmo de Metropolis-Hastings combi-
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Figura 6.4: Gréficos relativos a situacao B. (a) Sinal real sem defeitos. (b) Pulso
longo real. (c) Sinal artificial corrompido por pulso longo real. (d) Sinal restaurado.
(e) Pulso longo inserido (linha tracejada) e pulso longo extraido (linha continua).
(f) Espectro dos sinais original (linha continua), corrompido (linha tracejada) e

restaurado (linha sélido-pontilhada).
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Figura 6.5: Gréficos relativos a situagao C. (a) Sinal real corrompido por pulso

longo. (b) Sinal restaurado. (c) Sinal corrompido e pulso extraido (mais suave). (d)

Espectro dos sinais corrompido (linha tracejada) e restaurado (linha continua).
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nado com amostragem de Gibbs. E associado ao disttirbio um modelo que consiste
na concatenacao de ruido branco gaussiano e uma cauda com formato de sendide
amorteceda com freqiiéncia variavel, amortecida. Cada variavel desse modelo, assim
como o sinal restaurado, foi amostrada usando o algoritmo de Metropolis-Hastings
ou amostragem de Gibbs, dependendo do caso.

Os resultados, ainda preliminares, indicam que o método é eficaz para re-
mocao de pulsos longos quando esses possuem formato razoavelmente parecido com
o modelo proposto. Isso torna o método proposto menos geral que o baseado em
separagao de processos AR e o método baseado em filtragem TPSW. Como trabalho
futuro, pretendemos elaborar modelos mais realisticos para pulsos longos, mantendo

a estrutura do algoritmo.
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Esta dissertacao tratou do problema de remocao de dois dos tipos de defeitos
mais comuns presentes em gravagoes de dudio antigas: clicks e pulsos longos. Para
ambos os problemas, foram empregados métodos bayesianos que permitiram levar
em conta o conhecimento a priori sobre esses tipos de defeitos. Foram empregadas
técnicas numéricas baseadas em Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) para
se estimar as variaveis de interesse.

Para o problema de remocao de clicks, propusemos um novo modelo para
descricao do ruido, que trata cada click individualmente. Por esse modelo, um
click é modelado como um pulso que segue uma distribuicao cuja variancia de-
cresce exponencialmente. Sua descrigao estatistica é parametrizada pelas variaveis
de localizacao, duracao, amplitude e taxa de decaimento. A aplicacao dos métodos
bayesianos para o problema de restauracao usando esse novo modelo nos conduziu
a elaboracao de um algoritmo para remocao de clicks formado por uma mistura do
algoritmo de Metropolis-Hastings com saltos reversiveis com o amostrador de Gibbs.
O algoritmo proposto apresenta uma complexidade por iteracao que pode ser menor
do que o algoritmo de Godsill baseado no amostrador de Gibbs [4,27], dependendo
do ntumero de clicks existentes em um bloco.

A remocao de pulsos longos foi abordada de forma similar. Propusemos um
modelo para pulsos longos formado pela concatenacao de uma descontinuidade ini-
cial com um transitério de baixa freqiiéncia (cauda). A descontinuidade foi modelada

por um pulso (ruido branco) com localizagao, duragao e variancia (constante) des-

94



conhecidas; a cauda foi descrita por uma sendide exponencialmente amortecida e de
freqiiéncia decrescente. Em relacao aos métodos bayesianos encontrados na litera-
tura, o método proposto tem a vantagem de realizar conjuntamente de forma étima
a deteccao e remogao do defeito. Uma limitacdo do método é a baixa qualidade
(aferida pela andlise visual do sinal) do resultado quando os pulsos tém um formato
muito diferente do formato permitido pelo modelo.

As continuagoes naturais deste trabalho incluem os seguintes topicos:

e Simplificacao das expressoes da probabilidade condicional da localizagao bus-

cando reduzir a complexidade computacional.

e Implementacao do algoritmo de Godsill [4,27] e comparag¢ao mais sistematica

do ntimero de iteragoes necessarias para a convergencia.

e Avaliacao da qualidade das estimativas realizadas pelo algoritmo através do

calculo de regioes de confianca.

e Estudo de técnicas de aceleragao de convergéncia para algoritmos MCMC e

sua aplicacao aos algoritmos propostos nesta dissertacao.

e Verificagdo do comportamento do algoritmo de remogao de pulsos longos para

o caso de superposicao de pulsos.

e Elaboracao de modelos mais realistas para pulsos longos que permitam o tra-
tamento de defeitos de formatos mais variados, mantendo-se a estrutura do

algoritmo—em particular, associando um modelo AR de baixa ordem a cauda.

e Aplicagao de técnicas bayesianas para outros problemas de restauracao de
audio ainda nao solucionados na literatura, em particular os de talhas de muita

longa duracao.

e Testes de audicao para avaliar os resultados.
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