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Os controladores PID tém sido muito utilizados em sistemas de controles in-
dustriais ha décadas, tendo a capacidade de estabilizar e controlar cerca de 90%
dos processos industriais existentes. O sucesso dos controladores PID se deve, prin-
cipalmente, ao fato de terem uma estrutura simples, com um pequeno ntimero de
parametros a serem ajustados. Sao utilizados também porque alcancam o rastrea-
mento do sinal de referéncia e a rejeicao de perturbacao do tipo degrau, através
integral. Além disso, os mesmos possuem a capacidade de antecipacao do futuro,
devido a acao derivativa.

Recentemente, foi apresentada uma maneira sistemética de se obter a regiao
de estabilidade para os controladores PI e PID para uma dada planta modelada
por uma funcao de transferéncia racional, isto ¢, um conjunto de pontos (k,,k;) e
(kp, ki, kq) que tornam o sistema realimentado estavel. Contudo, nos trabalhos até
entao apresentados nao foi feito uso dessa regiao para se projetar controladores PI
e PID que atendam outros objetivos de projeto, tais como melhoria dos regimes
transitorios da resposta a sinais de referéncias e da rejeicao de perturbacgao de sinais
do tipo degrau.

Neste trabalho, serd proposto um método de ajuste dos controladores PID,
supondo conhecida a funcao de transferéncia da planta, podendo esta ser estavel
ou instavel. Sera utilizado um critério de otimizacao quadratico em que fazem
parte desta funcao a norma quadratica do sinal do erro e da componente do sinal
de perturbacao no sinal de saida. Para minimizar este custo, que é funcao dos
parametros do controlador PID, serd utilizado o Algoritmo Genético, onde o espago

da busca sera a regiao na qual o sistema de malha fechada é estavel.
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PID controllers have been used very frequently in industrial control system for
decades, being able to stabilize nearly 90% of the industrial processes. The success
of PID controllers is mainly due to their simple structure, with a few parameter
to be tuned. They are also employed because they can allow the tracking of the
reference signal and disturbance rejection of step signals, due to the integral action.
In addition, because of the derivative action, they have the ability of anticipation.

Recently, a systematic way to obtain the stability region for PI and PID con-
trollers for a given plant modeled by a rational transfer function, i.e., the set of
points (k,, k;) and (k,, k;, kg) that make the closed-loop stable. However, in the
works presented in the literature, this result has not been deployed to design PI and
PID controllers that address other design objectives, such as, transient improvement
of the response to reference and disturbance rejection to step signals.

In this work, it is proposed a new method for tuning PI and PID controllers,
assuming known the plant transfer function, it can be stable or unstable. It will be
used a quadratic optimization criterion formed by the [>-norms of the error signal
and of the output component of the disturbance signal. In order to search for the
controller parameter which minimizes this cost function, it will be used genetic

algorithm, where the feasibility region is given by the PI and PID stability region.
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Capitulo 1

Introducao

Os controladores PID tém sido muito utilizados em sistemas de controles industriais
ha décadas, mais precisamente, desde que, Ziegler e Nichols propuseram o primeiro
método de ajuste de controladores PID (Ziegler e Nichols, 1942). Esses controladores
tém a capacidade de estabilizar e controlar cerca de 90% dos processos industriais
existentes (Oviedo et al., 2006).

O sucesso dos controladores PID se deve, principalmente, ao fato de terem
uma estrutura simples, com um pequeno nimero de parametros a serem ajustados.
Sao utilizados também porque alcancam o rastreamento do sinal de referéncia e a
rejeicao de perturbacao do tipo degrau, através da acao integral. Além disso, os
mesmos possuem a capacidade de antecipacao do futuro, devido & acao derivativa.

O ajuste dos parametros dos controladores PID nas industriais é freqiiente-
mente feito de forma pouco adequada (por exemplo, escolha dos parametros através
de tentativa-e-erro) devido a falta de conhecimento dos métodos de ajuste por parte
dos engenheiros. O método de ajuste de Ziegler-Nichols, que foi o primeiro método
a ser desenvolvido, e por ser de facil aplicacao (é baseado na resposta ao degrau do
sistema em malha aberta), é ainda o mais utilizado na industria. Neste método, os
parametros do controlador PID sao obtidos a partir da resposta ao degrau do sistema
em malha aberta, nao sendo necessaria a identificacao da planta; os parametros sao
determinados com base na rejeicao do sinal de perturbacao que prevé um decaimento
de um quarto em relacao a amplitude do ciclo anterior.

Nos tltimos anos, muitos métodos de ajuste de parametros de controladores



PID foram desenvolvidos visando melhorar o desempenho de sistemas realimenta-
dos com este controlador. Ge et al. (n.d.) propuseram um método de projeto de
controladores PID robustos em que utilizam técnicas padroes (como LQR e Hy)
de projeto e é solucionado utilizando-se LMI. Cominos e Munro (2002) fizeram um
trabalho, resumindo alguns dos métodos de projetos de controladores PID, recentes,
mais utilizados e sobre algumas das técnicas mais exploradas, tais como: o método
de Ziegler-Nichols, de re-alocacao de polos, projetos baseados em especificacoes em
ganhos de fase e de margem, técnicas de polinomios de intervalos, projetos baseados
no teorema da estabilidade de Nyquist, Algoritmo Genéticos para ajustes de PID,
ajustes de PID utilizando a teoria da interacao adaptativa, métodos baseados em
cancelamento, métodos de integracao de magnitude miltipla 6tima, entre outras,
visando apresentar vantagens e desvantagens destes métodos. Em Ho et al. (2001) é
apresentada uma generalizacao do teorema de Hermite-Biehler, com o objetivo de se
ter uma caracterizacao para todos os controladores PID que estabilizem uma dada
planta. Astrom e Hagglund (2004) revisaram o método de resposta ao degrau de
Ziegler-Nichols, utilizando uma forma de malha robusta. Em Toscano (2004), tém-se
um trabalho de projeto de controlador PID robusto, utilizando a curva de Nyquist
da funcao de transferéncia de malha aberta. Oviedo et al. (2006) utiliza uma iden-
tificacao do sistema, e, posteriormente uma otimizacao de um critério do erro, como
a integral do erro absoluto (IAE), a energia do erro e a integral da multiplicacao do
erro pelo tempo (ITAE).

Neste trabalho, serd proposto um método de ajuste dos controladores PID,
supondo conhecida a funcao de transferéncia da planta. Sera utilizado um critério
de otimizacao quadratico em que fazem parte desta funcao a norma quadratica
do sinal do erro e da componente do sinal de perturbagao no sinal de saida. Para
minimizar este custo, que é funcao dos parametros do controlador PID, sera utilizado
o Algoritmo Genético, onde o espaco da busca serd a regiao na qual o sistema
de malha fechada é estavel, ou seja, os pontos (kp,k;, ks) que tornam o sistema
compensado estavel. Para determinar esta regiao, sera utilizada uma generalizacao

do teorema de Hermite-Biehler (Datta et al., 2000), que sera o primeiro passo do



método.

A estrutura do trabalho é a seguinte: no Capitulo 2 sera feita uma introducao
sobre os controladores PID, demonstrando as caracteristicas das agoes proporcional,
integral e derivativa. Também serao apresentados alguns fundamentos matematicos
necessarios para o desenvolvimento do novo método de ajuste dos parametros de
controladores PI e PID a ser utilizado no trabalho. Serao apresentados, ainda, alguns
conceitos de normas e sistemas buscando estabelecer relagoes entre os dominios do
tempo e da freqiiéncia. O Capitulo 3 trata da estabilidade dos sistemas compensados
com os controladores PI e PID. Primeiramente sera visto o teorema de Hermite-
Biehler e sua generalizacao, e depois, essa utilizada para descrever a estabilizacao
de plantas lineares invariantes no tempo com controladores PI e PID. No Capitulo
4 sera feita uma revisao sucinta do método de otimizacao utilizado neste trabalho,
o algoritmo genético. No capitulo 5 serd desenvolvido um método de ajuste do
parametros de controladores PI e PID para sistemas estaveis ou instaveis. Ainda, no
Capitulo 5 alguns exemplos sao utilizados para ilustrar o desempenho dos sistemas
compensados com controladores PI e PID obtidos utilizando-se o método proposto
nesse trabalho. Por fim, no Capitulo 6 serao apresentadas as conclusoes e sugestoes

de futuros trabalhos a serem desenvolvidos.



Capitulo 2

Fundamentos Basicos

Neste capitulo sera feita uma revisao sobre os fundamentos bésicos de controladores
PID visando prover a teoria necessaria para a introducao da técnica de ajuste a ser
proposta neste trabalho. Serao, apresentados, também, os fundamentos matemati-
cos necessarios para o desenvolvimento do novo método de ajuste dos parametros
de controladores PI e PID.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: na secao 2.1 serao vistos
os fundamentos dos controladores PID e em seguida, serao apresentadas as carac-
teristicas principais das agoes proporcional, integral e derivativa; na se¢ao 2.2 serao

apresentadas as conclusoes.

2.1 Controladores PID

R(s) /\E(s) U(s) X(s) Y(s)
K(s + G(s
. ©) ) ) )

Figura 2.1: Diagrama de blocos de um sistema realimentado com controlador.

Considere o diagrama de blocos da figura 2.1 onde G(s) é a planta a ser con-
trolada, K (s) o controlador a ser projetado, u(t) é o sinal de controle, e(t) é o sinal

do erro, que é a diferenga entre o sinal de referéncia r(t) e o sinal de saida medido

4



y(t), d(t) representa um sinal externo de perturbagao, 7(t) é o ruido de medigao e
x(t) é o sinal de saida. O controlador a ser considerado neste trabalho é o do tipo
PID cuja forma geral é:

ul(t) = kye(t) + ki /0 t e(N)d\ + kd%e(t) (2.1)

onde £, € o ganho proporcional, k; é o ganho integral e o k; € o ganho derivativo. Pela
equagao (2.1) verifica-se que o sinal de controle u(t) é composto por trés parcelas:
uma proporcional, uma integral e a terceira, derivativa. A parcela proporcional,
como o proprio nome diz, é proporcional ao sinal de erro e(t), a parcela integral é
proporcional a integral do sinal do erro e a derivativa é proporcional a derivada do

sinal do erro.

2.1.1 A acao proporcional

A acao proporcional é descrita pela equagao:
u(t) = kye(t), (2.2)

ou seja, o sinal de controle é proporcional ao sinal do erro. Pode-se analisar as
propriedades da acao proporcional supondo que o sistema esteja operando em regime

permanente. A partir do diagrama de blocos da figura 2.1, tem-se:
Y(s) = N(s)+ G(s)D(s) + G(s)K(s)R(s) — G(s)K(s)Y (s), (2.3)

sendo, R(s), D(s) e N(s) sao as transformadas de Laplace dos sinais de referéncia, de
perturbacao e do ruido de medicao, respectivamente. Apods algumas manipulacoes

algébricas, pode-se re-escrever a equagao acima como

_ Gs)K(S)R() | Gl)D(s) N
T TrGeK®s) 1rCEHE®E 11GEEE) (24)

Y(s)

A partir da equagao (2.4) acima, tem-se os elementos necesséarios para a andlise do
comportamento do controlador proporcional quanto a rejeicao da perturbacgao, a
sensibilidade aos ruidos de medicao e ao rastreamento do sinal de referéncia. Para

isso, faga K (s) = k.



e Rastreamento do sinal de referéncia

Para o rastreamento do sinal de referéncia, serd analisado primeiramente o
sinal da saida do sistema. Para tanto suponha R(s) = g, D(s) =0e N(s) =0.
Como K(s) = k,, tem-se que a equacao (2.4), torna-se:

G(s)k, R

YO = T G (2.5)

Supondo que K (s) = k, estabiliza o sistema realimentado, tem-se que utilizando o

teorema do valor final, resulta:

e L GOk,
zm—ﬁgwﬂ—gyﬂﬁ—l+mm%3%ﬁ (2.6)

o que mostra que, em geral, a acao proporcional sozinha nao é suficiente para que
o sistema rastreie sinais de referéncia do tipo degrau, uma vez que o erro de regime
permanente so6 serda nulo se e somente se G(0) — oo, isto é, se a planta tiver um
polo na origem.
e Rejeicao da perturbagao

Para a andlise da rejeicao de perturbacao de um sistema com um controlador
proporcional, suponha N(s) = 0. Nesse caso, a equagao (2.4) torna-se:

(5) = GEDE) | Gl)kyR(s)
1+ G(s)k, 14+G(s)k,

(2.7)

Sejam D(s) = D/s e G(s) = k,G(s) e suponha, que K (s) = k, estabiliza o sistema
realimentado. A partir da analise do rastreamento, em regime permanente, tem-se
que a parcela correspondente a resposta ao sinal de referéncia sera constante e igual

a Yr(Yr # R). Utilizando, entao, o teorema do valor final na equacao (2.7) tem-se:

- . D
skyG(s)—
lim y(t) = limsY(s)=Yp+ lim——M35—
Il = Y () = Vit iy
k,G(0)D
= Yr+ ¥ 0) =Yr+Yp. (2.8)

1+ k,ky,G(0)
sendo .

_ kyG(0)D

P kk,G(0)



Note que Yp = 0 se e somente se é(s) = 0, isto é, se e somente se a planta
tem um zero na origem. Contudo, Yp pode ser reduzido aumentando o ganho de
malha aberta k,k,G(0), uma vez que quando k,k,G(0) >> 1, ter-se-a Yz = D/k,.
Como conseqiiéncia, quanto maior o valor de k,, menor sera a contribuigao de D na
resposta.
¢ Sensibilidade aos ruidos de medicao

A partir do diagrama de blocos da figura 2.1 e fazendo-se D(s) = 0, resulta:

G(s)K(s)[R(s) = N(s)]
1+ G(s)K(s)

X(s) = (2.10)

R N . . .
Para R(s) = — e N(s) = — e supondo que K(s) = k, estabiliza o sistema reali-
s s
mentado, tem-se, utilizando o teorema do valor final que:

F(0)N
lim 2(t) = lim sX(s) = Yy — —2RGON 350 (2.11)
t—o0 s—0 1+ kyk,G(0)

onde Yy = k,k, e G(s) = k,G(s). A equagdo (2.11) acima mostra que a agio
proporcional, sozinha, nao é suficiente para eliminar os efeitos do ruido de medicao
na resposta do sistema.

Note, ainda, que um alto valor de k, melhora a rejeicao do sistema a sinais de

perturbacao do tipo degrau, contudo, um alto valor do ganho £,, resulta:

lim x(t) = Ygr — N. (2.12)

t—o0
Conclui-se, entao, que, para um controlador proporcional com alto ganho, o sistema

torna-se sensivel aos ruidos de medicao.

2.1.2 A acao integral

Com a acao integral utilizada em conjunto com a agao proporcional, elimina-se o
erro de regime permanente, ou seja, haverd um rastreamento assintético de sinais de
referéncia do tipo degrau. Para tanto, considere o diagrama de blocos da figura 2.1
e suponha N(s) = 0. Portanto, de acordo com a equagao (2.4), tem-se que o sinal
de saida sera dado por:

G(s)K(s)R(s)  G(s)D(s)

Y(s) = 1+ G(s)K(s) * 1+ G(s)K(s)

(2.13)
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Observando a equagao (2.13), pode-se constatar que o sinal de saida possui duas
componentes, uma devida ao sinal de referéncia e outra devida ao sinal de pertur-

bacao. Pode-se, portanto, escrever:

Y (s) = Yr(s) + Yp(s) (2.14)
sendo
Ya(s) = f(j)g(i‘;f((j)) (2.15)
e
Yp(s) = %. (2.16)
Assim, havera rejeicao do sinal de perturbacao se e somente se:
lim y,(t) = 0, (2.17)
e havera o rastreamento do sinal de referéncia se e somente se:
lim 4, (t) = R, (2.18)
ou, equivalentemente, analisando-se o sinal de erro, se e somente se:
lim e, (t) =0, (2.19)

t—o0

onde e,.(t) = r(t) — y,(t).
e Rejeicao da perturbacgao

A analise da rejeicao de perturbacao sera realizada a partir da componente do
sinal de saida devido a perturbagao. Para um controlador PI, tem-se:

ki

K(s) = ky+ (2.20)

D
e supondo D(s) = — e que K (s) estabiliza o sistema realimentado, pode-se aplicar
s

o teorema do valor final, obtendo-se:

D
sG(s);
lim y4(t) = lim sY'(s) = lim : (2.21)
t—o0 s—0 s—0 14 G(S) (k:ps + ]{LL>
s



lim sG(s)D
s—0 s + G(s)(kps + k;)

=0, (2.22)

o que mostra que, utilizando-se um controlador PI, tem-se completa rejeicao de
sinais de perturbacao modelados como degrau.
e Rastreamento do sinal de referéncia

Na analise do rastreamento de sinais de referéncia do tipo degrau, ser& con-
siderado o sinal do erro e,(t). Supondo que K (s) estabiliza o sistema realimentado,

pode-se escrever:

tlim e (t) = lir% s[R(s) — Yr(s)] (2.23)
, G(s)K(s)R(s) , R(s)
1 . —lims |— 22 | 2.24
e |5 - T e Rs) |~ T ek () (2.24)
Fazendo R(s) = g e utilizando a expressao (2.20), obtém-se:
sR
li =i =0. .
A e () = i e e s 1 ) (2.25)

Portanto, tem-se que um sistema compensado com controlador PI rastreia assinto-

ticamente o sinal de referéncia.

2.1.3 A acao derivativa

A acao derivativa em um controlador, é usada para aumentar a velocidade da res-
posta transitoria em malha fechada. Um controlador proporcional e derivativo pode
ser considerado um antecipador da resposta do sistema ou, equivalentemente, como
um termo que faz a previsao do sinal do erro. Para se comprovar essa afirmativa
traga-se uma reta tangente a curva de erro no instante atual (¢y) conforme mostra
a figura 2.2. Através da figura, pode-se observar que a derivada do sinal de erro no

instante ?y, coincide com a derivada da reta tangente neste instante, isto é:

d

o= —e
dt

(t) (2.26)

t=to

Escrevendo a em fungao de um erro estimado e(t), tem-se:

o= %:O(to) (2.27)



e(to)
es(t)
(o (to + Td)
t
Figura 2.2: Interpretacao da agao derivativa.
e, portanto:
es(t) = e(ty) + a(t —to). (2.28)

Seja o instante futuro ¢ dado por t = ty + 7T;. Substituindo-se esse valor de ¢

na equacao acima, obtém-se:
€S(t0 + Td) = e(to) + O./(to -+ Td — to) = e(t()) + TdO[. (229)

Substituindo-se a dado pela equagao (2.26), na equagao (2.29) acima, encontra-
se:

d
es(to + Td) = e(to) + Tdae(t) . (230)
t=to

Assim, vé-se que o sinal do erro estimado para o instante ¢ty + 7T}; é funcao do
erro no instante ty e da derivada deste sinal no instante ¢g.
e Modificagao do termo derivativo

A acgao derivativa de um controlador é proporcional a derivada do sinal do erro,

sendo dada por:

up(t) = kd%e(t) (2.31)
onde e(t) = r(t) — y(t). Tem-se, entao, que:
un(t) = kay [r6) = (0] = ha | r(0) = 000 (232

Para uma referéncia do tipo degrau, tem-se que no instante da aplicacao do

degrau, a derivada do sinal de referéncia (dr(t)/dt) sera muito grande. Depois desse
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R
P

Figura 2.3: Diagrama de blocos com um controlador PID.

instante, o sinal 7(t) quase nao sofre variagoes, ou seja, a derivada deste sinal é
praticamente nula. Isto sugere que, do ponto de vista pratico, a acao derivativa
deve ser realizada sobre a saida e nao sobre o sinal do erro. Portanto, de acordo

com (2.32) a equagao (2.31) deve er substituida por:

up(t) =~k y(t) (2.33)

Como conseqiiéncia, a forma geral de um controlador PID (equacao 2.1) deve ser

reescrita como:

t
d
u(t) = kpe(t) + kz/ e(N)d\ — kd%y(t). (2.34)
0
A correspondente relacao no dominio s serd dada por:
U(s) = Kpi(s)E(s) — kpY (s) (2.35)

onde Kpr(s) = (kp + %) e Kp(s) = skq(s) que corresponde ao diagrama de blocos
da figura 2.3.
e Limitacao do ganho derivativo

A existéncia de ruidos de medicao de alta freqiiéncia pode fazer com que a
implementagao da agao derivativa de acordo com a equacao (2.34) apresenta alguns
problemas. Para entender esse problema, seja n(t) um ruido de medigao senoidal

descrito por:

n(t) = Nosen(wpt), (2.36)
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onde wy é normalmente uma alta freqiiéncia. A partir do diagrama de blocos da

figura 2.1, tem-se:

d d
up(t) = kzdan(t) = k:da[Ngsen(wht)] = Nowpkqcos(wpt). (2.37)

Pode-se constatar, a partir da equagao 2.37, que a amplitude do sinal de con-
trole da saida da acao derivativa up(t) é proporcional a wy, e assim, o sinal de controle
atingira altos valores. Portanto, essa forma de implementacao da agao derivativa
amplifica os ruidos de medic¢ao. Para solucionar este problema, é necessario limitar
o ganho derivativo para altas freqiiéncias. Isto pode ser feito introduzindo-se um
polo, na expressao da acao derivativa do controlador em —74, sendo 74 = ky/(k,N)
com N um limitador do ganho, sendo, portanto, mais um parametro do projeto.

Deste forma a componente da acao derivativa serd dada por:

kqs
Kp(s) = Tdsd+ - (2.38)

Substituindo-se s = jw na equagao (2.38) acima, tem-se:

jk:dw

Kp(jw) = w1 (2.39)
e calculando-se 0 modulo de Kp(jw), quando w — oo, obtém-se:
i Kot = Jm |2 = [P =T e
Como 14 = kq/(k,N), tem-se que
lim |Kp(jw)] = — 4 — N, (2.41)
w00 ka/k,N

que mostra que o ganho derivativo para altas freqiiéncias é limitado em funcao
do valor de N. O diagrama de Bode da figura 2.4 mostra a limitacao do ganho
derivativo com a inclusao do novo po6lo do controlador.

Assim a nova funcao de transferéncia dos controladores PID sera dada por:

U(s) = (k:p+ k) E(s) — kas Y(s). (2.42)

s 748+ 1
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|Kp(jw)las

20log(kpN ) -=--==--===-==m=- -

f 20dB/dec  k,N/kqy w(log)

Figura 2.4: Curva de modulo do diagrama de Bode para acao derivativa.
2.2 Conclusoes

O objetivo principal deste capitulo foi apresentar alguns fundamentos basicos sobre
os controladores PID, além de mostrar alguns resultados que serao tteis no decorrer

deste trabalho.
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Capitulo 3

Estabilizacao de sistemas

realimentados utilizando
controladores P, PI e PID

Um dos métodos mais utilizados para se conhecer a estabilidade de um sistema é o
critério de Hurwitz. De acordo com o critério de Hurwitz, o problema de verificar
a estabilidade de um sistema linear invariante no tempo, se reduz a determinar as
condicoes segundo as quais todas as raizes de um dado polinomio real estao no semi-
plano esquerdo aberto do plano complexo, ou seja, tenham parte real negativa. Um
polindmio que satisfaz esta condigao é dito ser de Hurwitz.

Um critério equivalente ao de Hurwitz é dado pelo Teorema de Hermite-Biehler,
que garante que um polindémio ¢ Hurwitz se e somente se as raizes satisfazem uma
propriedade de interlacamento. Por outro lado, quando o polinémio considerado nao
¢ de Hurwitz, o teorema de Hermite-Biehler nao prové qualquer informacao a res-
peito da distribuicao das raizes do polinomio, ao contrario do critério de Hurwitz.
Resultados recentes, contudo, permitem, também, aplicar o teorema de Hermite-
Biehler a polinémios que nao sao, necessariamente, Hurwitz. Essas generalizagoes
do teorema de Hermite-Biehler serao nesse trabalho, utilizadas para testar a estabi-
lidade dos sistemas realimentamos obtidos quando controladores proporcional (P),
proporcional+integral (PI) e proporcional+integral+derivativo (PID) forem utiliza-
dos.

Este capitulo est& organizado da seguinte forma: na secao 3.1 sera visto o teo-

rema de Hermite-Biehler e, em seguida, serao apresentadas generalizagoes para este
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teorema; na secao 3.2 serd apresentada a solucao para o problema de estabilizagao

de sistemas lineares com controladores PI e PID dada em Datta et al. (2000).

3.1 O Teorema de Hermite-Biehler e suas generali-
zacoes

3.1.1 O Teorema de Hermite-Biehler

Teorema 3.1 (Teorema de Hermite-Biehler) Seja 6(s) = dg + 615 + ... + 0,5" um

polinémio real de grau igual a n. Escreva 6(s) como
5(8) = 8e(s?) + 50,(s?), (3.1)

sendo 0.(s%) e s0o(s?) as componentes de §(s) constituidas de poténcias pares e

impares, respectivamente. Para cada freqiiéncia w € R, tem-se

6(jw) = p(w) + jq(w), (3:2)
sendo p(w) = o(—w?), qw) = wWo(—w?). Seja We,, Wey,-.. 08 zeT08 TEAIS NGO-
negativos de 6o(—w?) € Wy, Woy, - .. 08 zer08 reais nao-negativos de 6,(—w?), ambos

ordenados em ordem crescente de magnitude. Entao 0(s) é Hurwitz estdvel se e
somente se todos os zeros de §.(—w?) e 0,(—w?) sdo reais e distintos, 6, e 6,1 tém
0 mesmo sinal e 0s zeros reats nao-negativos satisfazem a sequinte propriedade de
entrelagamento

0 < Wey < Wy < Wey < Woy < vv (3.3)

O

O objetivo, agora, é obter uma generalizacao para o teorema 3.1 acima para
polinomios reais que nao sejam necessariamente polinomios de Hurwitz. Para faci-
litar esta generalizacao, seré apresentada, inicialmente, uma caracterizagao alterna-
tiva do teorema de Hermite-Biehler. Para tanto, necessita-se da funcao sgn, definida

da seguinte forma.
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sgn : R — {-1,0,1}
-1 se <0
x — sgnlz] = 0 se x=0.
1 se >0

Tem-se agora o seguinte resultado.

Lema 3.1 Seja 6(s) = dg + 615 + ... + 0,8 um polindomio real dado, de grau n, e
S€JAM We, s Wey, - - . 0S 2€T0S TEALS NA0-Nnegativos de 56(—w2) € Woy, Woys - - - 08 ZETOS TEALS
nao-negativos de 6,(—w?), ordenados em ordem crescente de magnitude. Entdo, as
sequintes condig¢oes sao equivalentes:

(i) §(s) € Hurwitz estdvel.

(i1) 6, € 0p—1 tém o mesmo sinal e f(w,) = n, onde

( sgnldo] {sgnlp(0)] — 2sgnlpl)] + 259[p(w)] + -

+(=1)"""2sgn[p(wo,, )] + (=1)"sgn[p(c0)]},

para n par e m=n/2

flw,) = (3.4)
sgndo]{sgn[p(0)] — 2sgn[p(wo, )] + 2sgn[p(wo,)] + - ..
+(=1)"""2sgn[p(wo,, )] + (=1)"2sgn[p(w,,, )] },

para n impar e m—(n-1)/2

(1ii) 6, € Op—1 tem o mesmo sinal e g(w,) = n, onde
([ sgn[do]{259n[q(we,)] — 25gn[q(we,)] + 25gn[g(we,)] + - ..
+(=1)"*2sgn(q(we,, ,)] + (=)™ 2sgn[p(wm)]},

para n par e m=n/2

9(w.) = (3.5)
sgn[do[{2sgn[q(we, )] — 2sgn[g(we,)] + 2sgn[g(we,)] + . . -
+(=1)"""2sgn[q(we,,)] + (=1)"sgn[p(c0)]},

para n impar e m=(n-1)/2

Prova: Ver Datta et al. (2000). O
O teorema 3.1 é baseado no fato de que, para um polinémio de Hurwitz §(s),
quando w varia de 0 a +00 a fase de §(jw) é uma fungdo monotonicamente cres-
cente e, portanto, as raizes das partes reais e imaginarias de 0(jw) devem aparecer
alternadamente. Assim, o teorema 3.1 prové uma caracterizacao grafica. O lema

3.1, por outro lado prové uma caracterizacao analitica equivalente ao teorema 3.1.
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Se d(s) for um polindmio de Hurwitz, entao todos os zeros de p(w) e ¢(w) tém que
ser reais e distintos, caso contrario as condi¢oes impostas pelo lema 3.1 falham.
Sera apresentado um exemplo para ilustrar a aplicacao do teorema 3.1 e do

lema 3.1.

Exemplo 3.1 Considere o polinémio real
5(s) = 87 + 55% + 145° + 255" 4+ 315% 4 265% + 145 + 4. (3.6)

Tem-se, portanto, que

o(jw) = p(w) + je(w), (3.7)
sendo
p(w) = —5w’ + 25w* — 26w? + 4 (3.8)
e
q(w) = w(—w® + 14w* — 31w? + 14). (3.9)

As raizes reais nao-negativas de p(w) e de q(w) sao

we, = 0,43106, w,, = 1,08950, w,, = 1,90452
wo, = 0,78411, w,, = 1,41421, w,, = 3,37419

Note que 0 < we, < Wy < Wey < Woy < Wey < Woy, €, portanto, de acordo com o
teorema de Hermite-Biehler, como a propriedade do interlagcamento foi verificada,
entdo 6(s) € um polinémio Hurwitz.

Para se chegar a mesma conclusao através do lema 3.1, note que sgn[p(0)] =
1, sgn[p(we,)] = —1, sgn[p(ws,)] = 1, sgn|p(w.,)] = —1 e portanto como 6(s)
tem grau igual a 7, que € impar, entao m = 6/2 = 3. Assim, deve-se considerar
a equagao (3.4b) ou a equagao (3.5b) para se verificar se 6(s) é um polinémio de

Hurwitz. Para utilizar a equagao (3.4b), calcula-se:

f(wy) = sgnldo]{sgn[p(0)] = 2sgn[p(w,, )] +2sgn[p(wo, )| = 2s9n[p(we;)]} = 7, (3.10)

e, de acordo com o item (i) do lema 3.1, 6(s) é um polindmio de Hurwitz. Usando

a equagao (3.5b), calcula-se:

sgnlg(we,)] =1, sgnlg(wy,)] = =1, sgnlg(we,)] = 1, sgnlg(c0)] = =1 (3.11)
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e, desta forma,
fwe) = sgn[do]{2sgnlq(we, )] —2sgnlq(wq, )] +2sgnq(we; )] —sgnlg(o0)]} = 7, (3.12)

que, de acordo como item (iii) mostra que §(s) € um polinémio de Hurwitz.
Finalmente, para verificar que §(s) € realmente um polinomio de Hurwitz, note
que as raizes de §(s) sao —0,5 +1,3229;5, —0,5 +0,86605,—1 £+ 7 ¢ —1, que estao

no lado esquerdo do semi-plano complezo. O

A propriedade de entrelacamento do teorema 3.1, e equivalentemente, as con-
digoes do lema 3.1, permitem apenas afirmar se o polinoémio §(s) é de Hurwitz ou
nao. Por isso, serd estudado, a partir de agora, generalizacoes para o teorema de
Hermite-Biehler para polindbmios que nao sejam necessariamente Hurwitz. Essas ge-
neralizagoes serao utilizadas também para resolver o problema de estabilizacao dos

sistemas realimentados para controladores com determinadas estruturas.

3.1.2 Distribuicio das Raizes e Angulo de Fase Final Acumu-
lado

Nesta secao sera desenvolvido um estudo preliminar para a generalizagao do teorema,
de Hermite-Biehler: uma relacao fundamental entre o angulo de fase final acumulado
da resposta em freqiiéncia de um polinomio §(s) e a diferenga entre o nimero de
raizes de 0(s) nos semi-planos esquerdo aberto e direito aberto do plano complexo
(C~ e C*, respectivamente). Neste primeiro momento serao considerados polinomios
que nao tenham zeros no eixo imaginario.

Considere um polinémio real §(s) de grau n:
0(s)=0d+0s+...+0,8", & €R, i=0,1,...,n, 0, #0 (3.13)

tal que 0(jw) # 0, Yw € (—00,00). Sejam p(w) e ¢(w) duas fungoes definidas por
p(w) = Re[6(jw)] e g(w) = Im[é(jw)], isto &

5(jw) = plw) + ja(w), Vo. (3.14)
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Além disso, denote #(w) = fase(d(jw)) = arctan [ 7. Suponha

q(w)} L 1= sgnfp(w)]
p(w) 2
que A0 denote a mudanga total em 6(w) quando w varia de 0 a oo e que [(0) e

r(d) denotem o namero de raizes de d(s) em C~ e C*, respectivamente. Pode-se,

entao, enunciar o seguinte lema:
Lema 3.2 Seja §(s) um polinomio real sem raizes no eizo imagindrio. Entdo:
o T
Ay = 5[1(6) —r(9)]. (3.15)
([

. _ o ™ . G ™
Prova: Cada raiz em C~ contribui com +§ e cada raiz em C* contribui com —5

para a mudanca do argumento final. a

3.1.3 Assinatura imaginaria e real associadas a um polinémio
de coeficientes reais

Nesta secao, serao definidas as assinaturas imaginéria e real associadas a um poli-

nomio real. Essas defini¢oes serao titeis porque permitirao enunciar a generaliza¢ao

do teorema de Hermite-Biehler de forma mais clara.

Definigao 3.1 Seja d(s) um polinémio real qualquer de grau n e suponha que k
denote a multiplicidade de uma raiz qualquer na origem. Defina:

p(w) (W) = q(w)

W) = —", W) = —m—"—, 3.16
pile) = s )= (3.16)
e suponha que 0 < wy < w; < wy < ... < Wy_1 denotem o0s zeros reais, nao-

negativos, distintos e finitos de qp(w) com multiplicidade impar. Defina, ainda,
wm = 00. Entao, a assinatura imagindria o;(0) de 6(s) € definida por:

( {sgn[p (wo)] — 2sgnlps(wi)] + 2sgn[py(ws)] + ... + (1)
25gn[pf(wm—1)] + (=1)"sgn[ps(wm)]} (=1)"'sgn[q(c0)]}, se n € par

oi(0) =
{sgn[p!? (wo)] — 2sgn[ps(w1)] + 2sgnlps(ws)] + ... + (~1)m !
| 2sgn[pg(wn1)]}(—1)"  sgnlq(c0)]}, se n é fmpar
(3.17)
onde p\(wo) = L [ps ()] wn- 0
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Definigao 3.2 Seja 0(s) um polindmio real qualquer de grau n e suponha que k de-
note a multiplicidade de uma raiz qualquer na origem. Sejam ps(w) e qr(w) definidos
de acordo com a equagdo (3.16) e suponha que 0 < wy < Wy < wy < ... < W1
sejam o0s zeros reais, nao-negativos, distintos e finitos de pr(w) com multiplicidade
impar. Defina, ainda, wo = 0 e w,, = 0o. Entao, a assinatura real o,.(6) de 0(s) €
definida por:

[ {sgnla” (wo)] — 2sgnlas(wn)] + 2sgngp(wn)] + ...
+(=1)™125gn[q;(wn 1) }(=1)"sgn[p(c0)]}, se n ¢ par

o.(0) :=
{sgnla (wo)] — 2sgnlas(wn)] + 2sgnlap(wn)] + ...
| (=1 125gn[gp(wm-1)] + (—1)"sgngs(wn)] }sgnlp(co)], se n ¢ impar
(3.18)
onde g} (wo) = 155105 ()] Lomus- O

3.1.4 Generalizando o teorema de Hermite-Biehler

Neste momento, serao obtidas duas generalizagoes para o teorema de Hermite-
Biehler. Para tanto, serd apresentada uma maneira de se determinar, sistemati-
camente, o angulo de fase final acumulado “da mudanca da resposta em freqiiéncia
de um polinémio”. Primeiro, tem-se que para uma dada freqiiéncia w, o angulo de
fase de d(jw) e dado por:

O(w) = tcm‘lq(u) +a, a=00ua=m (3.19)

p(w)

Conseqlientemente, a taxa de variacao do angulo de fase em relagao a freqiiéncia w

serd dada por:

R N O )
') 1+ L) P*(w)
§(w)p(w) — p(w)g(w)
PO T Ew) (3:20)

Se p(w) e g(w) sdo conhecidos para todo w, pode-se integrar a equacao (3.20)
para obter o angulo de fase final acumulado. Entretanto, para calcular a acumulacao
final do angulo de fase para todas as freqiiéncias nao é necesséario conhecer a taxa

da variacao do angulo de fase precisamente para cada freqiiéncia. A razao para
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isso esta no fato de que para as freqiiéncias onde o diagrama polar de §(jw) faz a
transicao do eixo real para o eixo imaginario, ou vice versa, ha uma mudanca no
angulo de fase final de =7 radianos. O sinal da mudanga do angulo de fase pode ser
determinado examinando-se a equagao (3.20) no cruzamento do grafico de d(w) no
eixo real ou imaginario. Quando ha um cruzamento do eixo real ou imaginario, um
dos dois termos do numerador de (3.20) se anula e como o denominador é sempre
positivo, a determinacao do sinal da mudanca do sinal do angulo de fase torna-se
mais simples.

Note que, para algum polinémio d(s) de grau maior ou igual a um, tem-se que
ou a parte real ou a parte imaginaria de d(s), ou ambos, tornam-se infinitamente
grandes quando w — 400. Entretanto, para contar o acumulado do angulo de fase
total em miiltiplos inteiros de cruzamentos de eixos é essencial que o diagrama da
resposta em freqiiéncia usado aproxime-se do eixo real ou do eixo imaginario quando
w — Fo0o. Uma das maneiras para tornar isso possivel, é normalizar o diagrama

de §(jw), escalonando-o por ﬁ onde f(w) = (1 +w?)?2. Como f(jw) ndo tem

w)’?

nenhum zero real, este escalonamento assegurard que o diagrama da resposta em

freqiiéncia normalizada

Or(Jw) = pr(w) +jgr(w),

onde
b)) W)

de fato, intercepta ou o eixo real ou o eixo imaginario em um ponto finito quando
w =— 00, a0 mesmo tempo em que nao altera as freqiiéncias finitas em que J(jw)
intercepta os eixos real e imaginéario.

Sejam p(jw), ¢(jw), pr(jw) e qf(jw) como definidos acima e suponha que
0 =w) < wg <wy < ... < wy_1 sejam os zeros reais, distintos, nao-negativos
e finitos de ¢f(w) com multiplicidade impar. Note que, como a fun¢do ¢f(w) nao
muda de sinal quando passa através um zero real de ¢f(w) com multiplicidade par,

entao tais zeros podem ser pulados quando se conta o angulo de fase final acumu-
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lado. Defina, também, w,, = +00. Assim, as seguintes observagoes podem ser feitas:

1. Se w; e w41 sdo, ambos, zeros de gf(w) entdo
, T
NGO = Slsgnlps(w)] = sgnlps(wie)llsgnlgs (W) (3.21)

2. Se w; & um zero de ¢f(w) e w;y1 ndo é um zero de ¢¢(w), uma situagao possivel

somente quando w; 1 = 00 é um zero de pg(w) e n é impar, entao

) e
NGO = Ssgnlpg(wi)sgnlgs (@] )]. (3.22)

sgnlgr(wii))] = —sgnlgp(w)], i=0,1,2,...,m — 2. (3.23)

Note que a equagao (3.21) acima é 6bvia enquanto a equagao (3.23) é uma
simples afirmagao de que gs(w) troca de sinal quando passa por um zero com mul-
tiplicidade impar. A equagao (3.22), por outro lado, segue diretamente da equagao
(3.20).

Usando (3.23) repetidamente, obtém-se:
sgnlar(w)] = (=)™ sgnlgp(wy, 1)), i=0,1,...,m— 1. (3.24)

Substituindo (3.24) em (3.21), pode-se ver que se w;, w;+1 sdo ambos zeros de ¢;(w)
entao

i

AL = 5 sgnlps(wi)] — sgnlp(wis1)]](=1)™ " sgnlgr(w)_)]- (3.25)

A observacao acima permite enunciar e provar o seguinte teorema.
Todas as restricoes quanto ao posicionamento das raizes serao, agora, retiradas
e, portanto, o polinomio J(s) pode ser um polinémio real qualquer. Tem-se entdao o

seguinte teorema:

Teorema 3.2 Seja 0(s) um dado polinomio real de grau n. Entao

[(8) —r(0) = 04(9). (3.26)
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Prova: Ver Datta et al. (2000). O

Agora, sera apresentado o segundo teorema.

Teorema 3.3 Seja d(s) um dado polindomio real de grau n. Entao,

1(8) — 1(8) = o,(). (3.27)

3.2 Estabilizacao de plantas lineares invariantes no
tempo utilizando controladores PID

Nesta secao, serd utilizado o teorema de Hermite-Biehler generalizado para encontrar
uma solucao para o problema da estabilizacao de uma dada planta linear invariante

no tempo utilizando um sistema realimentado e um controlador do tipo PID.

3.2.1 Uma caracterizacao de todos os controladores propor-
cionais estabilizantes por realimentacao.

Figura 3.1: Diagrama de blocos de um sistema realimentado com controlador.

Considere o sistema realimentado mostrado na figura 3.1, onde r(¢) é o sinal

de referéncia, y(t) é o sinal da saida, G(s) =

¢ a funcao de transferéncia da
D(s)
planta, onde N(s) e D(s) sao polinémios coprimos e C(s) é o controlador a ser
projetado.

Ser& considerado, inicialmente o caso em que C(s) é um controlador propor-

cional, isto é,

C(s) = k. (3.28)
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Nessas condigoes, o polinomio caracteristico de malha fechada (s, k) é dado por:
d(s, k) = D(s) + kN(s). (3.29)

O objetivo é determinar os valores de k, para os quais o sistema realimentado é
estavel, ou seja, (s, k) é um polinomio de Hurwitz. O primeiro passo a ser dado
é, a partir de (s, k), construir um polindbmio que tenha somente a parte impar
dependente de k, jA que ambas as partes (par e impar) de d(s, k) sdo dependentes de

k permitindo, entao, aplicar o teorema 3.2. Considere as seguintes decomposicoes

de N(s) e D(s):

N(s) = N.(s%) + sN,(s?) (3.30)

D(s) = D.(s*)+ sD,(s). (3.31)

Suponha que o grau de D(s) seja igual a n e que o de N(s) sejam (m < n) e defina

=
*
—~
(V)
SN—
Il
=
i
(V)
S—
[

N(s?) — sN,(s%). (3.32)
Multiplicando-se 0(s, k) por N*(s) tem-se:

1(6(s,k)N*(s)) —r(d(s, k)N*(s)) = 1(0(s,k)) —r(d(s,k))

Note que d(s, k) tem grau igual a n serda Hurwitz se e somente se [(0(s, k)) =n

e r(6(s,k)) = 0. Além disso, pelo teorema 3.2
0i[0(s, k)N*(s)] = U[6(s, k)N*(s)] — r[d(s, k) N*(s)]. (3.33)

Portanto, segue o seguinte lema,
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Lema 3.3 0(s, k) € Hurwitz se e somente se
0i[0(s, K)N*(s)] = n = [I(N(s) — r(N(s))]. (3.34)
U

A tarefa, agora, é determinar para quais valores de k, se existirem, a equagao (3.34)

é verificada. Para tanto, escreva (s, k)N*(s) como

5(s,k)N*(s) = hy(s?) + kha(s®) + sgi1(s?) (3.35)
onde

hi(s?) = D.(s*)N.(s?) — s2D,(s*)N,(s?) (3.36)

ho(s?) = N.(s*)N.(s*) — s*N,(s*)N,(s%) (3.37)

g1(s%) = N.(5*)D,(5*) — De(s*)N,(s%). (3.38)

Substituindo-se s = jw, obtém-se:

6(jw, k)N*(jw) = plw, k) + jq(w) (3.39)
onde
plw k) = pi(w) + kpa(w) (3.40)
pi(w) = [Do(—w?)No(—w?) + w?D,(—w?)N,(—w?)] (3.41)
po(w) = [No(—w?)Ne(—w?) + W Ny(—w?)Ny(—w?)] (3.42)
(W) = WN(=w?)D,(—w?) = De(—w?)Ny(—w?). (3.43)

Também, define-se

_ plw, k)
pr(w, k) = —(1 n w2)m;n (3.44)
_ q(w)

Como I[N (s)—r(N(s)] é conhecido, os valores de k que estabilizam o sistema, podem

ser determinado a partir da equacao (3.34).
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Antes de anunciar o teorema sobre estabilizacao, ha a necessidade de se apre-
sentar algumas defini¢oes, que falam sobre certas segiiencias de nimeros reais 0, 1 e
-1. Essas seqiiencias sao usadas para se formar todas as possibilidades de sinais de
pf(w, k) nos zeros reais de multiplicidade impar de ¢s(w). Entre esses, hé interesse
somente naquelas possibilidades em que, ao se substituir o;(d(s, k) N*(s)), calculado
na equacao (3.17), produz-se um valor tal que (3.34) seja verificada. Tem-se entao

a primeira defini¢ao.

Definigcao 3.3 Sejam m e n nidmeros inteiros e qp(w) uma fun¢ao definida pela
equacao (3.44) e suponha que 0 = wy < wy < wy < ... < wWi_1 Sejam zeros reais,
nao-negativos, distintos e finitos de q(w) com multiplicidade impar'. Define-se a
sequiencia de numeros ig, 11,12, ...,1; COMO Seque:

(i) Se N*(jw;) = 0 para algum t = 1,2,...,1 — 1, entao define-se iy = 0; caso
contrdrio iy € {—1,1}.

(i1) Se N*(jw;) tem um zero de multiplicidade k, na origem, entao define-se iy =

sgn[pglj")(O)]; caso contrdrio iy € {—1,1}

onde
piy(w) = %;
(1+w?) "5
(111)i; = 0 se m+n é impar; i, € {—1,1} se m+n € par.
Para iy, 11, . ..,1 definidos com (i), (ii) e (iii) acima forme as sequintes seqiiencias
I= {ig,i1,...,0} e, em sequida, construir o conjunto A formado por todas as pos-

stveis seqiencias I que podem ser geradas satisfazendo as condigoes (i), (ii) e (iii).

O

A proxima defini¢ao é sobre o conjunto A(7y) de seqiiencias de A com uma de-
terminada “assinatura imaginaria” . Para fazer isto, primeiro define-se a “assinatura

imaginéaria” v(Z) associado com algum elemento Z€ A, como segue.

Definicao 3.4 Sejam os inteiros m, n e as fungées q(w), qr(w) jd definidas e

suponha que 0 = wy < wy < ws < ... < wj_1 denotem 08 zeros reais, nao-neqativos,

INote que estes zeros sao independentes de k.
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distintos e finitos de qr(w) com multiplicidade impar. Também define-se w; = 0.
Para cada seqiencia I= {ig,11,...} em A, tem-se que ¥(Z) denota a “assinatura

imagindria” associada com a seqiencia L definida por:

{ig — 2y + 2ip + ... + (=120 + (=1)4 }(—=1)"Lsgn[g(c0)]
para m-+n par
(1) =
{io — 201 + 20y + - + (—=1)"7"12i, 1 }(— 1) sgn[g(oo)]
para m-+n impar

O

Note que identificando-se iy = sgn[pgfk")((), k)], i = sgn[ps(we, k)] para t # 0,
entdo a assinatura imaginéria de d(s, k)N*(s) como determinada na equagao (3.17)
tem o mesmo valor que a quantidade (/) definida acima. Portanto, tem-se agora a

definicao:

Definigao 3.5 O conjunto de seqiiencias em A com uma determinada assinatura
imagindria vy = 1 € denotado por A(¢). Também define-se o conjunto de seqiiencias

vidveis para o problema de estabilizacao de controladores proporcionais como

F = Aln = {l[N(s)] = r[N(s)]}]-

De posse das ultimas defini¢oes, pode-se enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.4 (Estabilizagao de Controladores Proporcionais) O problema da esta-
bilizacao de controladores proporcionais realimentado tem solucao para uma dada
planta com funcgao de transferéncia G(s) se e somente se as sequintes condi¢oes $ao
assequradas:
(i) F* nao € vazio onde F* como na definicao 3.5, isto é, existe pelo menos uma
sequiencia vidvel;
e
(i1) Eziste uma seqiiencia = {ig,i1,...} € F* tal que
1 , 1
2| < a0
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onde wy, wy, Wa,... sGao como jd definidos. Além disso, se a condi¢do acima €
satisfeita pelas seqiiencias vidveis L1,2,,...,Z,€ F*, entao o conjunto de todos os

ganhos que estabilizam o sistema é dado por K = U;_| K, onde

i 1 , 1
»=| max |————|, min |————] |,
ieli>0 | G(jwy) | weliv<o | G(jwy)
r=1,2...,s.
O
Prova: Ver Datta et al. (2000). O

Uma condicao necessaria para que F* nao-vazio é, para m + n par
bl )

T (l(N(S); — r(N(s)))]

e para m + n impar,

[n = (LN (s)) = r(N(s)))[ +1
5 .

l>

Neste momento, serd apresentado um algoritmo para o calculo do intervalo &
que estabilize o sistema realimentado.
N(s)

D(s)
e D(s) coprimos. Tem-se, entao, 0s sequintes passos:

Algoritmo 3.1 Seja G(s) =

uma funcao de transferéncia racional, com N(s)

PASSO 1: Decomponha os polinémios N(s) e D(s) em suas partes pares e impares:

N(s) = N.(s%)+ sN,(s?)

D(s) = D.(s*)+ sD,(s).

PASSO 2: Sendo que 6(s, k) = D(s)+kN(s) é o polinémio caracteristico e N*(s) =
N(=s). Escreva (s, k)N*(s), da sequinte forma:

5(s,k)N*(s) = hi(s%) + kho(s?) + sg1(s?)
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onde

PAssO 3: Substitua s por jw, obtendo-se:
0(jw, F)N*(jw) = p(w, k) + jg(w)
onde
) = pi(w)+ kp2(w)
) = [De(—w*)Ne(—w?) + w?Do(—w?)No(—w?)]
po(w) = [Ne(—w?)Ne(—w?) + W’ No(—w*) No(—w?)]
)

= W[N(—w?)Dy(—w?) — De(—w?)Ny(—w?).

PASso 4: Calcule as raizes reais, nao-negativas, finitas, distintas de qf(w), como jd

definido, com multiplicidade impar:

O=wy<ws <wy < ... <wp_q.

PASSO 5: A partir da defini¢cao 3.3 monte o conjunto A.

PAssO 6: Calcule o valor de [(N(s)) —r(N(s)) e o de (—1)""t[q(c0)] e a partir das
definicoes 3.4 e 3.5. Calcule o conjunto F™, se existir.

PAssO 7: A partir do teorema 3.4 e do conjunto F* se existir, encontre os intervalos

de k que estabilizem o sistema realimentado. O

Serd apresentado um exemplo para que se possa ilustrar uma aplicacao do

algoritmo 3.1 acima.

Exemplo 3.2 Considere o problema de se estabilizar a planta G(s) = N(s)/D(s),
onde (Datta et al., 2000)

D(s) = s° 4 115" 4+ 225% 4+ 60s* 4+ 475 + 25
N(s) = s*+6s%+ 12> + 545+ 16
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utilizando controladores proporcionais. O polindmio caracteristico de malha fechada
é
d(s, k) = D(s) + kN(s)

Para a planta considerada, tem-se No(s*) = s'+122+16 e N,(s*) = 6454 ¢, desta

forma,

Portanto

5(s,k)N*(s) = (5s®+ 6s° — 5495 — 1278s* + 400)
+k(s® — 12s% — 4725 — 25325% 4 256)

+5(s% — 3255 — 627s* — 24745 — 598)
de tal modo que
6(jw, k)N*(jw) = pi(w) + kpa(w) + jg(w)

com

pr(w) = 5w® 4 6w’ — 549w* — 1278w? + 400
po(w) = w®— 1208 — 4720w — 2532w 4 256)
(W) = ww®—32w° — 627w* — 2474w* — 598).

Os zeros reais, nao-negativos, distintos e finitos de qf(w), com multiplicidade impar,
$a0 wy = 0, wy; = 0,50834, we = 2,41732 ¢ w3 = 2,91515, ¢ comon+m =9, que
¢ impar, e N*(s) nao tem zeros no eizo imagindrio, da defini¢ao 3.3 o conjunto A
torna-se

1

~1,-1,-1,1}  {1,-1,-1,1}

—1,1,-1}  {1,-1,1,-1}
1

{-1
{-1
{-1
a ) n-rny {1,-1,1,1}
Y {-1,1,-1,-1}  {1,1,-1,-1}
{-1,1,-1,1} {1,1,-1,1}
{-1,1,1,-1} {1,1,1,-1}
L {~1,1,1,1} (1,1,1,1} |
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Visto que [(N(s)) — r(N(s)) = 4 e (=1)"tsgn[q(o0)] = —1 e usando a defini¢do

3.5, entao toda seqiencia T = {ig, 1,129,153} € F* deve satisfazer
—(lg — 241 + 21y — 2i3) =1
Portanto F* = {Z1,75,Z3} onde

7, = {1,-1,-1,1}
, = {1,1,1,1}

I, = {1,1,-1,-1}.

Além disso,
_ = —1,56250
G(jwo) ’ ’
_G(;wl) = —0,78898,
_G(;@) = 2,50345,
_G(;wg) = 22,49390.

Portanto, do teorema 3.4 (passo 7 do algoritmo 3.1) tem-se:

K, =0 para I,
Ky = (22,49390; 00) para I,
K3 = (—0,78898;2,50345) para Zs.

Portanto 0(s, k) é Hurwitz para k € (—0, 78898;2,50345) U (22,49390; c0).

O

3.2.2 Caracterizacao de todos os controladores PI estabili-

zantes

Nesta se¢ao, sera mostrado, como o resultado desenvolvido na segao 3.2.1, (algo-

ritmo 3.1), pode ser estendido para resolver o problema da estabilizagio de sistemas

realimentados utilizando controladores PI. Sera considerado novamente o sistema de

controle realimentado mostrado na figura 3.1, sendo, agora, o controlador do tipo

PI, cuja fungao de transferéncia C(s) é dada por:

Cls) = by + 2 = BT o8

S S
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Conseqiientemente o polindmio caracteristico de malha fechada sera
8(s, kp, ki) = sD(s) + (k; + kps)N(s). (3.46)

O primeiro passo para o projeto de controladores PI, é determinar os valores de k,
e k; para que o polinomio caracteristico em malha fechada (s, k,, k;) seja Hurwitz.

Claramente, k, e k;, ambos, afetam as partes par e impar de 6(s, k, k;). Assim
como foi feito com o controlador proporcional, serd construido um novo polinémio
cuja parte par dependa de k; e cuja parte impar dependa de k,. Considere as

decomposicoes em partes par e impar

N(s) = Ne(s®) + sNo(s%), (3.47)
D(s) = De(s*) +sDo(s%) (3.48)

e define
N*(s) := N(—5) = N(s?) — sN,(s?). (3.49)

Multiplicando-se (s, k,, k;) por N*(s) obtém-se
165, iy k)N (5)) = (805, i ) N"()) = 13 (s, Ky K1) — 7805, iy, )
—(I(N(s)) = r(N(s))).  (3.50)
Suponha que o grau de (s, k,, k;) seja igual a ns. Portanto (s, k,, k;) serd um poli-

nomio de Hurwitz se e somente se [(d(s, kp, k;)) = ns e 7((s, kp, k;)) = 0. Portanto,

a partir do teorema 3.2 pode-se escrever o seguinte lema.
Lema 3.4 0(s, ky, k;) é Hurwitz se e somente se
0i(0(s, kp, ki) N*(s)) = ng — [[(N(s)) — r(N(s))]. (3.51)
O

A tarefa agora, ¢ determinar para quais valores de k, e k; a equagao (3.51) é verifi-

cada. Pode ser mostrado que
5(5,kp k)N*(s) = [s*(Nu(s®) Dols?) — De(s*)No(s?))
i (Ne(s?) Ne(2) — 2 No(52) No(5))]
+5[De(s*) Ne(5%) — 52 Do(s*) No(5)
Fhp(N(2)N(5%) = NN (7). (3.52)
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Substituindo s = jw, obtém-se:
S(Jw, kp, ki) N*(jw) = p(w, ki) + jg(w, ky) (3.53)

onde

w
Ot
e~

= pi(w) + kip2(w)

w
Ut
ot

= @(w) + kpga(w)

= —w?(Ne(~=w*) Do(~w?) = De(—w?)No(—w?))

w
Ut
(=

= W(De(~w*)Ne(—0?) + 0 Do(=w*) No(=w?))

wo
Ut
oo

_ ,_\ —_ — —~ —~
o Ot
Nej =~
~ ~— ~— ~—r ~—r ~—

)
)
)
w) = No(—=w?)N.(—w?) + wN,(—w?) Ny(—w?))
)
)

— W(Ne(_w2>Ne(_W2> + W2N0(_w2)NO(_w2))

Define-se, ainda

prlok) = H (360
qr(w, ky) = % (3.61)

Note que k; e k, aparecem somente em p(w,k;) e q(w, k,), respectivamente. Além
disso, para todo k, fixo, os zeros de ¢(w, k,) ndo dependem de k; e o algoritmo 3.1
pode ser aplicado, encontrando assim um intervalo, se existir, para k; para todo k.
Assim variando-se o valor de k, e resolvendo-se o problema de estabilizacao para o
controlador proporcional, para cada k, fixo num intervalo, encontra-se um intervalo
para k;.

O intervalo da “varredura” de k, nao precisa ser (—oo,00). Em muitos casos
pode-se reduzir este intervalo, como sera visto agora. Da secao 3.2.1, tem-se que
para um k, fixo, a condicao necesséria para a existéncia de k; que estabilize o sistema
¢ que ¢(w, k) tenha ao menos

. In — [l(N(S); —7(N(s))]|

, se m + ngs € par (3.62)

[n — [l(N(s)) = r(N(s))]| +1

>
- 2

, se m + ng é impar (3.63)
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raizes reais, nao-negativas, finitas e distintas com multiplicidade impar, onde m =
gr[N(s)]. Tal condigao necesséria pode ser checada a partir do algoritmo a seguir.

Primeiro, tem-se que
(W, kp) = wlU(w) + kpV (w)] (3.64)
onde

Uw) = Do(—w?*)No(—=w?) + w?Dy(—w?)N,(—w?)

V(w) = Ne(—w?)Ne(—w?) 4+ w?Ny(—w?)Ny(—w?).

Da equagao (3.64), tem-se que ¢(w,k,) tem pelo menos uma raiz real, nao-
negativa na origem. Pata determinar a distribuicao das raizes reais para diferentes
intervalos de k, serao utilizadas conclusoes que podem ser obtidas a partir do lu-
gar das raizes de U(w) + k,V (w), uma vez que U(w) e V(w) sao polinémios com
coeficientes reais coprimos e k varia de —oo a co. Entao, tem-se que, o ponto de
partida/chegada do eixo real do lugar das raizes de U(w) + kV (w) = 0 corresponde

a uma raiz real multipla e deve, portanto, satisfazer

i (v) =

isto é

o) = 0. (3.65)

Os pontos de partida/chegada do eixo real sdo, portanto, os zeros da equagao (3.65).

Sendo kb < ky < ... < k, valores distintos e finitos de k, correspondentes aos
pontos de partida/chegada do eixo real w;, i = 1,2,...,2 no lugar das raizes de
U(w) 4+ kV(w) = 0. Definindo-se kg = —o0 e k,1 = 00, entdo w;, i = 1,2,...,2 sdo
as raizes reais multiplas de U(w) + kV (w) = 0 e os correspondentes valores de k,
sao os valores de k;, i = 1,2,..., 2+ 1. Note que para k, € (k;, ki1+1), as raizes reais
de U(w) 4+ kV (w) = 0 sdao simples e o ntimero de raizes reais de U(w) + kV (w) =0 é
invariante. Entao, se U(0)+kV (0) # 0 para todo k, € (k;, ki11), entao a distribuicao
das raizes reais de U(w) + kV(w) = 0, com respeito a origem, ¢ invariante neste

intervalo de valores de k,. Tem-se, também, que se U(w) + kV(w) tem uma raiz
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na origem quando k, = k*, para k, € (k;; k1) entao a distribuicao das raizes com
respeito a origem nao é mais invariante. Portanto, tem-se que dividir o intervalo
(ki; kiv1) em dois subintervalos, (k;; k%) e (k*; k1) e checar a distribui¢ao das raizes
reais para cada um desses intervalos. A partir destes conceitos, tem-se o seguinte

algoritmo para determinar o intervalo de interesse de k,,.

Algoritmo 3.2 Considere o problema de determinar o lugar das raizes de U(z) +
kV(x) =0, onde U(z) e V(z) sao polinémios reais e coprimos e k varia de —oo a
00. Entao, podem-se sequir 0s passos sequintes:

PAsso 1: Calcula-se os pontos (w;) de partida/chegada do eizo real do lugar das

raizes de U(x) + kV (z) = 0 através dos zeros da equagao (3.65).

PAsso 2: Calcula-se k1 < ko < ... < k, correspondentes aos pontos de par-
U(w
tida/chegada do eizo real w;, i = 1,2,...,2, fazendo-se k; = _VE 3 e também
w
ko = —0 € kz+1 = OQ.

*

PAsso 3: Verifica-se se U(w) + kV (w) tem uma raiz na origem quando k, = k*,
para k, € (ki kiy1). Se existir, tem-se que dividir o intervalo (ki;kiv1) em dois
subintervalos, (ki; k*) e (k*; kitq).

PASSO 4: Como o nidmero de raizes reais de U(w) + kV(w) = 0 € invariante

num intervalo para um k € (k;, kit1), entao verifica-se para tal valor de k se
[n — (I(N(s)) — (N (s)))|
2

para m—+ns impar, raizes reais, nao-neqativas,

U(w) + kV(w) =0 tem pelo menos | >
[n — (N (s)) —r(N(s))| +1
2
finitas e distintas com multiplicidade impar, onde m = gr[N(s)] e ns = gr[d(s)]. Se

, para m —+ ns par

oul >

existir entao este intervalo (k;, kiy1) € de interesse, caso contrdrio pode ser descar-
tado.

PASSO 5: Seja k o conjunto dos intervalos de interesse, faga k, = k. a

Aplicando-se o algoritmo 3.2, pode-se determinar a distribuicao das raizes reais
de ¢(w, k,) correspondentes a diferentes intervalos de k,. Entao, usando o fato de
que

ns — [I(N(s)) —r(N(s))]

¢ conhecido, pode-se identificar os intervalos de k, para os quais ¢(w, k,) nao satisfaz
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a condi¢ao necessaria acima. Tais intervalos de k, nao precisam ser “varridos” e
podem, portanto, ser seguramente descartados.
Sera apresentado, agora, um algoritmo para o calculo de k, e de k; que esta-

bilizem o sistema realimentado.
N(s)
D(s)

e D(s) coprimos. Entao, o tem-se 0s sequintes passos:

Algoritmo 3.3 Seja G(s) =

uma fungao de transferéncia racional, com N (s)

PASsO 1: Decomponha os polinomios N(s) e D(s) em suas partes pares e impares:
N(s) = N.(s%)+ sN,(s?)
D(s) = D.(s%) + sDy(s?).

PASSO 2: Sendo que 6(s,ky, k;) = sD(s) + k;N(s)+ k,sN(s) € o polinomio caracte-

ristico e N*(s) = N(—s). Calcule o polinomio 6(s, ky, ki) N*(s), como segue:
5(8,kp, ki)N*(s) = hy(s?) + kiha(s*) + s[g1(5%) + kpga(s)]

onde

82

ha

82

(s7) = (
ha(s™) = )
9i1(s*) = De(s)
(s*) = )

gals

PAssO 3: Substitua s por jw, obtendo-se:
0(jw, kp, ki) N*(jw) = plw, ki) + jg(w, kp)
onde
= pi(w) + kip2(w)
= @(w) + kpge(w)
= —w!(Ne(~w?)Do(—w*) = De(—w?)No(—w?))

= N(—w?)Ne(—w?) + W’ Ny(—w?) N, (—w?)

3
)

= W(De(~w?)No(—w?) + w?Dy(—w?) N,y(—w?))
= W(Ne(—w?)No(—w?) 4+ w? Ny(—w?) Ny(—w?)).
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PaAsso 4: Utilize o algoritmo 3.2 para calcular os intervalos de interesse de k.
PASSO 5: A partir dos intervalos de k,, “varrer” estes intervalos e utilizando-se
um k, fizo, calcular o intervalo de k; com o algoritmo 3.1 em cada estdgio dessa

varredura, ou seja, para cada k. O

Sera visto agora um exemplo para ilustrar o algoritmo 3.3 para calcular os

valores de (k,, k;) que estabilizem uma planta dada.

Exemplo 3.3 Considere o problema de calcular todos os ganhos k, e k; dos con-
N(s)
G(s)

D(s) = s+ 3s*+295° + 1557 — 35 + 60

troladores PI que estabilizem a planta onde (Datta et al., 2000)

N(s) = s +6s*—2s+1.
Neste caso, o polindomio caracteristico em malha fechada é
3(s, kp, ki) = sD(s) + kiN(s) + kpsN(s). (3.66)

Considere a decomposi¢ao polinomial partes par e impar de N(s) e D(s):

D(s) = D,(s%) 4+ 5D,(5%) e N(s) = No(s) + sNo(s?), (3.67)
onde
D.(s*) = 3s*'+ 155> +60
D,(s*) = s'+29s* -3
N.(s*) = 6s*+1
Ny(s*) = s*—2. (3.68)
Fazendo-se

=
*
—~
Va)
~—
Il
=
|
Va)
~—
I

N(s*) — sN,(s%) = (65> + 1) — s(s*> — 2).
Portanto, da equagao (3.52) obtém-se
5(s,kp, ki) N*(s) = [s*(35% 4+ 166s* — 195 + 117) + k;(—s® + 40s*
+85% +1)] + s[(—s® — 95° 4 1545 + 369s> + 60)
+hp(—s5 4+ 40s* + 85% + 1)),
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e, dessa, forma

0(jw, kp, ki) N*(s) = [p1(w) + kipa(w)] + jlar(w) + kpga(w)];

com

pi(w) = 3w®— 166w — 19w* — 117w?
po(w) = WO+ 40wt — 8w? + 1

@(w) = —w’+ 9" + 154w’ — 369w + 60w
@pw) = W +400° — 8w + w.

Usando, agora, o algoritmo 3.2 para especificar os intervalos de interesse de ky,

tem-se
Uw) = —w®+ 9%+ 154w* — 369w? + 60
V(w) = w®+40w" —8w? + 1
tal que
q(w, kp) = wU(w) + kpV (w)]-
Agora

Uw)gsV(w) — V(w) U (W)
U?(w)
[2w' 4+ 160w — 460w? — 1180w” — 26750w° + 8984w? — 222w)|
[(—w® 4 9wl + 154w* — 369w? + 60)?]

=0

Entao os pontos de partida/chegada do eizo real distintos e finitos ou correspondente

a uma raiz na origem Sao
ki = —61,67096; ky = —60; k3 = —2,54119; k, = 16,44309
e 0s correspondentes zeros w; sao

wy = £0,16390; wp = 0; wz = £2,60928; w, = £0,55140 (3.69)
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Conseqiientemente a distribuicao das raizes reais para U(w) + kV(w) = 0 com res-

peito a origem, corresponde aos sequintes intervalos de ky:

k, € (—o0; —61,67086) : sem raizes reais
k, € (—61,67086; —60) : 2 raizes reais distintas e positivas
2 raizes reais e distintas e negativas
k, € (—60;—2,54119) : 1 raiz real e positiva
1 raiz real e negativas
k, € (—2,54119;16,44309) : 3 raizes reais distintas e positivas
3 raizes reais distintas e negativas
k, € (16,44309;00) : 1 raiz real e positivas

1 raiz real e negativas

Para este exemplo tem-se que m+mn =546 = 11 € impar e, entao, de acordo
com a equagao (3.62), para um valor de k, fixo, uma condi¢ao necessdria para a

existéncia de um valor de k; que estabilize o sistema é que q(w,k,) deve ter pelo

[ns — [[(N(s)) —r(N(s))]] +1
2

distintas e de multiplicidade impar. A distribuicao das raizes apresentada acima

menos | = = 4, quatro raizes reais, nao-negativas e

mostra que 1sso so € possivel para o intervalo
k, € (—2,54119; 16, 44309).

Para cada k, neste intervalo, pode-se utilizar o resultado desenvolvido para o con-
trolador proporcional (se¢ao 3.2.1) para determinar os intervalos de k;. Para isso,

serd “varrido” o intervalo
k, € (—2,54119; 16, 44309)

e para cada k, deste intervalo serd determinado um intervalo para k;. O conjunto

de todos 0s ganhos que estabilizam o sistema estd esbocado na figura 3.2.
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Figura 3.2: Conjunto de pontos (k,, k;) que estabilizam a planta.

3.2.3 Uma caracterizacao para todos os controladores PID
estabilizantes

Nesta secao, serd mostrado como o resultado da secao 3.2.1, pode ser estendido para
resolver o problema de se determinar os ganhos do controlador PID, k,, k;, e kq,
para que o sistema realimentado da figura 3.1 seja estavel. Nesse caso o controlador

terd a seguinte funcao de transferéncia:

k; ki+ k kqs?
C(s) = ky + = + by = + ”i* ay (3.70)

Portanto o polinémio caracteristico em malha fechada seré:
5(8, kp, ki ka) = sD(s) + (ki + kas®)N(s) + kpsN(s). (3.71)

O problema de estabilizar o sistema utilizando um controlador PID passa a ser o
de determinar os valores de k,, k;, e kg para os quais o polindmio caracteristico em
malha fechada 6(s, k,, ki, kq) seja Hurwitz.

Claramente, todos os trés parametros k,, k;, e kq afetam tanto a parte par
como a parte impar de (s, kp, k;, kq). Motivado pelos resultados das segoes 3.2.1 e
3.2.2, sera utilizado o mesmo recurso de se construir um novo polindémio cuja parte

par dependa de (k;, k4) e cuja parte impar dependa somente de k,. Considere a
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decomposigao em par e impar de N(s) e D(s), dadas por
N(5) = No(5*) 4+ sN,(s?) e D(s) = De(s*) + sD,(s?). (3.72)

Definindo-se

N*(s) := N(—5) = N,(s%) — sN,(5?). (3.73)

e multiplicando-se (s, kp, ki, kq) por N*(s) e examinando o polinomio resultante,

obtém-se:

1o(s, kp, ki, ka)N*(s)] — r[(s, kp, ki, ka) N* ()]

= {U0(s, kp, kis ka)] = 710(s, kp, ki ka)]} = {{IN(s)] = r[N(s)[}.  (3.74)

Supondo que o grau de (s, ky, ki, kq) seja ng, entao, serda Hurwitz se e somente se
1(0(s, kp, ki, ka)) = ns e 7(0(s, kp, k;)) = 0. Portanto, pelo teorema 3.2 tem-se o

seguinte:
Lema 3.5 0(s, ky, k;, kq) € Hurwitz se e somente se
0i(0(s, kp, ki, ka) N*(s)) = ns — [[(N(s) — r(N(s))]. (3.75)
O

A tarefa é determinar para quais valores de k,, k; e k; que a equagao 3.75 é assegu-

rada. E imediato verificar que

8(s, ks ki, k) N*(s) = [s*(Ne(5%) Do(s%) = De(s*)No(s))
+ (ki + kas®) (Ne(s?)Ne(s%) — 7N, (%) No(57))]
+5[D,(5*)Ne(5?) — 52Dy (s*) N,(s?)

+ky (N (s*)No(5?) — 82N,y (s*) N, (5%))]. (3.76)
Substituindo s = jw, obtém-se:

6(jw7kp7ki7kd)N*(jw> = p<w7ki7kd) +jq(w7 kp)
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onde

= p1(w) + (ki — kgw®)pa(w)
= qw)+ kpga(w)

= W (Ne(=0?) Dy(—*) = De(—w?)No(—0))

)
)
)

w) = Ne(—w*)Ne(—w?) + wNo(—w*) No(—w?))
) = w(De(~w?)Ne(=w*) + w* Do(—w?) No(—w?))
)

= W(Ne(~w*)Ne(=w?) + W No(=w?) No(~w?))

Define-se, também

p W,ki,k’ q u),k
1+ (1+w7)5

Pode-se notar que k; e kq aparecem somente em p(w, k;, kg) e que k, aparece somente
em q(w, k,). Assim para todo k, fixo, os zeros de g(w, k,) nao dependem de k; ou de
ky e, entao, pode-se usar o resultado encontrado na secao 3.2.1 para determinar os
valores de k; e k; que estabilizem o sistema. Como hé, agora, duas variaveis, sera
utilizado programacao linear para encontrar os intervalos de k; e k; para cada k.
Serao, agora, apresentadas algumas defini¢oes, que sao essencialmente as mes-

mas da secao 3.2.1 com a diferenga que sao validas para um £, fixo.

Definigao 3.6 Sejam os nimeros inteiros m e ns e a fung¢ao qr(w) como definida
nesta secao e suponha que 0 = wy < wy < wy < ... < w1 denotem 08 zeros reais,
nao-negativos, distintos e finitos de q(w) com multiplicidade impar®. Define-se a
sequiencia de numeros ig, 1,19, ...,% COMO SEJUE:

(i) Se N*(jw;) = 0 para algum t = 1,2,...1 — 1, entao iy = 0 e caso contrdrio
iy € {—1,1}

(i1) Se N*(jw;) tem uma zero de multiplicidade k, na origem, entao define-se ig =
sgn[plf;(O)] e caso contrdrio ig € {—1,1},

onde

2Note que estes zeros sao independentes de k; ou kq.
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(i11) Para todos os outrost = 0,1,2,...,1, se iy € {—1,1}. Além disso, e ng+m €
par, iy € {—1,1} e se ng +m é impar, i, = 0.

Com ig, iy, ... definidos desta forma, define-se o conjunto Ay, de todas as pos-
stveis combinagoes de zeros, uns e menos uns que satisfazem as restrigoes (i) a (iii),

acima. O

A proxima definicao é sobre o conjunto Ay () de seqiiencias de Ay, com uma
de determinada “assinatura imaginaria” 7. Portanto, primeiro define-se a “assinatura
imaginaria” v(Z) associado com algum elemento Z € A;,. Tem-se, entao, a seguinte

definicao.

Definicao 3.7 Sejam os inteiros m, ns e as fungoes q(w,ky), qr(w,k,) conforme
definidas nessa se¢ao e suponha que 0 = wy < w; < Wy < ... < w;_1 denotam o0s
zeros reais, nao-negativos, distintos e finitos de qf(w, k,) com multiplicidade impar.
Também define-se w; = co. Para cada seqiencia T = {ig,11,...} em Ay, tem-se que
Y(Z) denota a “assinatura imagindria” associada com a seqiencia Z definida por:

{ig — 20y + 2ig + ... + (=120 + (=)l }(=1)"Lsgn[g(oo, ky)]
para m + ng par
V(Z) =
{ip — 24y + 2ip + ... + (=1)"7120 1 }(—=1)"sgn[q(o0, ky)]
para m + ng fmpar

O

Note que também pode-se referir a v(Z) como a “assinatura imaginaria” de Z,

podendo ser justificado como na segao 3.2.1. Tem-se a definicao:

Definicao 3.8 O conjunto de seqiiéncias em Ay, com uma determinada assinatura
imagindria vy = ¢ € denotado por Ay, (V). Para wm dado k, fivo, também define-se
o conjunto de seqiiencias vidveis para o problema de estabilizacao de controladores

PID como
Fy, = Ap{n—[UN(s)) — r(N(s))]}-

Pode-se portanto, enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 3.5 (Principal Resultado para Estabilizacao de Controladores PID) O
problema da estabilizag¢ao de controladores PID, com um k, fizo, é resolvido para
uma dada planta com fungao de transferéncia G(s) se e somente se as sequintes
condicoes sao assequradas:

(i) F,jp 3.8 nao € vazio, isto é, existe pelo menos uma seqiencia vidvel

e

(i1) Eziste uma seqiencia I = {ig,%1,...} € Fy e valores de k; e kq tais que Vi =

0,1,2,... para 0s quais, N*(jw;) # 0,
p(wi, iy ka)ip > 0 (3.77)

onde p(wy, ki, kq)iy foi definido anteriormente. Além disso, se existir valores de k; e
kq que satisfacam a condi¢cao acima para as seqiencias vidveis Iy,Zs, ..., Iy € F,;“p,
entdao o conjunto de valores de (k;, kq) que estabilizam o sistema correspondente a

um k, fixo é a uniao dos valores de (k;, kq) satisfeitos por (3.77) para Iy, Lo, . . ., ZLs.

O

A determinacao dos pontos (kg, ki, k,) que levam a controladores PID que
estabilizam G(s) = N(s)/D(s) pode ser feita de acordo do o seguinte algoritmo.
Prova: Ver Datta et al. (2000). O

N(s)

Algoritmo 3.4 Seja G(s) = D(s)

uma funcao de transferéncia racional, com N(s)
e D(s) coprimos.

PAsSO 1: Decomponha os polinémios N(s) e D(s) em suas partes pares e impares:

N(s) = No(s*) 4+ sN,(s%) e D(s) = De(s?) + sD,(s%).

PAsSO 2: Sendo 6(s, ky, ki ka) = sD(s) + (ki + kas®*)N(s) + kp,sN(s), o poliné-
mio caracteristico, e N*(s) = N(—s). Calcule polinémio 0(s, ky, ki, kq)N*(s), como

seque:

6(8, kp, ki ka) N*(5) = [h1(8%) + (ki + kas*)ho(s?)] + 8[g1(5?) + kpga(s)]
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onde

PAssoO 3: Substitua s por jw, obtendo-se:
5(](,&), kp) kiv kd)N* (]w) = p(wa kia kd) + ]Q(w7 kp)
onde

= pi(w) + (ki = kaw?)p2(w)

= aw) + kpga(w)

= W (Ne(~w*)Do(~w*) = De(~w?)No(~w?))
= Ne(—w?)Ne(=w?) + wNo(=w?) No(—w?)

= W(De(~w!)Ne(~w?) + w?Dy(~w?) No(—w?))

= W(N(=w?)No(—w?) + WA Ny(—w?) N, (—w?)).

PASsO 4: Utilize o algoritmo 3.2 para calcular os intervalos de interesse de k.
PASsO 5: A partir dos intervalos vidveis de ky,, “varrer” estes intervalos e utilizando-
se um ky, fizo, calcular as raizes reais, nao-negativas, finitas, distintas de qp(w, ky),

como ja definido, com multiplicidade impar:

O=wy<ws <wy < ... <wp_1.

PASSO 6: A partir da defini¢ao 3.6 monte o conjunto Ay, .
PAsso 7: Calcule o valor de I[N (s)) — r(N(s)] e o de (—1)""[q(c0)] e a partir das
definicoes 3.7 e 3.8, calcule o conjunto F,jp, se existir.

PAssO 8: A partir do teorema 3.5 e do conjunto F,:p se existir, encontre os valores
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de (ki, kq) que satisfa¢a a equagao (3.77) para um k, fizo.

PASsO 9: Volte ao passo de “varredura” 5 até que se termine o intervalo de k,. O

Sera visto, agora, um exemplo para ilustrar o algoritmo 3.4 para calcular os

valores de (k,, ki, kq) que estabilizem uma planta dada.

Exemplo 3.4 Considere o problema de se encontrar os ganhos do controlador PID
N(s)

D(s) onde

que estabilizem a planta G(s) =

D(s) = s°+8s*+32s +465° + 465 + 17

N(s) = s —4s®+s+2.
O polinomio caracteristico em malha fechada é
5(8, kp, ki ka) = sD(s) + (ki + kas*)N(s) + kpsN(s). (3.78)

Sendo grau ng = 6. Considere a decomposi¢cao polinomial em duas partes, par e

impar de N(s) e D(s):

D(5) = Do(5%) 4 sD,(5%) € N(s) = No(s?) + sN,(s?), (3.79)

onde

D.(s*) = 8s*+46s*+ 17

Dy(s*) = s*+32s* +46

Ne(s?) = —4s*+2

Ny(s?) = s*+1. (3.80)
Fazendo-se

N*(s) = N(—8) = No(s*) — sN,(s%) = (—4s* + 2) — s(s* + 1),

obtém-se
5(8,kp, ki, ka)N*(5) = [s%(—125% — 180s* — 1835 + 75) + (k; + kgs?)(—s° + 14s* —

—175% + 4)] + s[(—s® — 655° — 2465* — 225 + 34) +
k(=% + 14s* — 175% 4+ 4)].
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Desta forma:
0(jw, kp, ki, ka)N*(jw) = [p1(w) + (ki — kaw?)p2(w)] + jlar(w) + kpao]
com

= —120% 4+ 180w’ — 183w* — 75w?

= WO+ 14t + 1702+ 4

3
[\

= —w 4+ 65w’ — 246W° + 22w + 34w

= W'+ 140® + 170° + 4w
Usando, agora, o algoritmo 3.2 para especificar o intervalo de interesse de ky, tem-se
k, € (—8,5;4,23337).

Para cada valor de k, neste intervalo, pode-se utilizar os tltimos passos do algo-
ritmo 3.4, para determinar os valores de (k;, kq) que tornam o sistema realimentado
estdvel. O conjunto de todos os pontos (ky, ki, kq) que estabilizam o sistema estd

esbo¢ado na figura 3.3 abaizo.

kp

-6 —|

-8 —|

-10= 5

ki
kd

Figura 3.3: Conjunto de pontos (kq, k;, k,) que estabilizam a planta.
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3.2.4 Controladores PID com modificacao do termo deriva-
tivo

Como foi visto na secao 2.1.3, o termo derivativo, na implementacao deve ser modi-

ficado para
k‘dS

UD(S) - _TdS +1

Y (s).
Contudo, essa formulacao somente serd utilizada para as simulacoes: para efeito
de calculos nao serd considerado o termo derivativo modificado, sendo introduzida
somente a limitacao do ganho derivativo nas altas freqiiéncias. Desta forma, o termo
derivativo sera:

k’dS

Ko(s) =~ (3.81)

e, portanto, o novo controlador PID torna-se:

k; k kg +k 24 (k,+ k; k;
C(s)=k,+—+ a5 :<d+ pTa)s” + (kp + kiTa)s + '
S Td8+1 S(1+Td5>

(3.82)

Neste momento, tem-se que relacionar o resultado desenvolvido para o contro-
lador PID simples e aquele apresentado na equacao (3.82). Para tanto, suponha 74
fixo e considere o problema de se determinar os valores de (k,, k;, kq) na equacao
(3.82) para que o polindmio caracteristico de malha fechada seja Hurwitz. Suponha,

ainda, que
N(s)
D(s)

G(s) =

seja uma planta que deve ser estabilizada usando o controlador PID modificado

(3.82). Nesse caso, o polinomio caracteristico de malha fechada sera dado por
5(8, kp, kis ka) = s(1+ 745) D () + [(ka + kp7a)s* + (kp + kiTa)s + kil N (s).

Agora, define-se &/, kI, k!, por

pr Y

]{71/? = k’p + ki’fd

ki = k; , (3.83)
kz/i = kd + kad
entao o polinémio caracteristico em malha fechada pode ser reescrito como
0(s, ky, kis ka) = s(1+ 748)D(s) + (kis® + ks + k)N (s). (3.84)
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Comparando a equagdo (3.84) e (3.71), é claro que o problema de determinar
(kyp, ki, ka) tal que 0(s, kp, ki, kq) seja Hurwitz é equivalente ao problema de determi-
nar o valores dos ganhos do controlador PID ideal

/

I
C(s) =k, + j + kys

que estabiliza a planta modificada

~ N(s)

G(s) = AT00" (3.85)

Desta forma, os valores de (k;,k;, k}) que estabilizam (3.85) podem, é claro, ser

determinados utilizando-se o algoritmo 3.4. Uma vez calculado (k,,, k;, k7), tem-se

que o conjunto de valores dos ganhos (k,, k;, k4) para o problema original pode ser

obtido usando-se a seguinte relacdo, que é obtida diretamente da equagao (3.83).

]{Zp 1 —Td 0 k‘llj
k=1 0 1 0 k| (3.86)
k‘d —Td Td2 1 ké

Como a transformacao 3.86 é linear, pode-se transformar o espacgo calculado para

(K, ki, ky) no espaco (kp, ki, ka) do problema original. Assim pode-se determinar

os valores de (k,, k;, kq) que estabilizam o sistema original, conforme ilustrado no

seguinte exemplo.

Exemplo 3.5 Considere o problema de se calcular os ganhos do controlador PID
N(s)
G(s)

onde

que estabilizem a planta G(s) =

D(s) = s*+55+10s* —s+1

N(s) = s—100,

sendo o controlador PID dado pela equagao (3.82) com 174 =0, 1. Definindo

k= ky + ki
k?ld = kﬁd -+ k’pTd

bl

e usando o algoritmo 3.4 para determinar o conjunto de todos os ganhos do contro-

lador PID

/

I
C(s) =k, + j + ks
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que estabilize a planta
8 N(s)
Gls) = ok
AT

tem-se o conjunto de pontos (ky, ki, k;,) mostrados na figura 3.4. Utilizando a trans-

(3.87)

0.02

d

-0.02

-0.04

-0.06

k'p

-0.08

-0.12

-0.14

-0.16 -
-0.4

Ki

Figura 3.4: Conjunto de pontos (k,, ki, k) que estabilizam a planta.

formagao (3.86), obtém-se o correspondente conjunto de (kq, ki, k,) que estabilizam
a planta original G(s). Este conjunto estd mostrado na figura 3.5.

0.02

-0.02
-0.04

-0.06

kp

-0.08

-0.1

-0.12

ki

Figura 3.5: Conjunto de pontos (k,, k;, kq) que estabilizam a planta.
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3.3 Conclusao

Neste capitulo foram apresentados algoritmos desenvolvidos por Bhattacharyya e
seus colaboradores (Datta et al., 2000), para o calculo dos ganhos dos controladores
PI e PID que estabilizem uma planta G(s) = N(s)/D(s), ou seja, a regiao de estabili-
dade dos controladores. Estes resultados terao papel importante para a continuacao
deste trabalho, uma vez que a busca dos parametros do controlador PID sera feita

nesta regiao.
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Capitulo 4

Algoritmos Genéticos

Os algoritmos genéticos (AG) sdo uma familia de modelos computacionais, que é
inspirada na teoria da evolu¢do de Charles Darwin (sobrevivéncia do mais apto).
Tais algoritmos, tentam “imitar” a teoria de a adaptacao do individuo que é mais
forte no meio onde ele se encontra, por isso tem mais chance de sobrevivéncia.
Assim o algoritmo gera populagoes de individuos que serao mais ou menos aptos
a determinados meios (fungdo que se quer otimizar). E a partir dai, os melhores
individuos vao gerar novos (e melhores) individuos até que se chegue a solugao do
problema. Normalmente os AG sao vistos como otimizadores de fun¢oes, embora a
quantidade de problemas para o qual os AG’s se aplicam seja bastante abrangente.
Uma das vantagens de um algoritmo genético é a simplificagdo que este permite
na formulagao e solugao de problemas de otimizacao, pois, a tnica informagao que
precisa é da funcao objetivo do problema.

Este capitulo esta estruturado da seguinte forma: na secao 4.1 serd fornecida
uma idéia geral da teoria dos algoritmos genéticos, na secao 4.2 serao apresentadas
algumas definicoes basicas, na secao 4.3 sera visto como sera representada gerada a
populagao inicial do algoritmo, na se¢ao 4.4 serd mostrado como sera feita a avaliacao
das populagoes, na secao 4.5 seré apresentada a técnica de selecao e reproducao dos
individuos, na secao 4.6 de cruzamento, na 4.7 de mutacao e na 4.8 de re-insercao, ja
na secao 4.9 serd apresentado o critério de parada do algoritmo, na secao 4.10 sera
apresentado um algoritmo para a utilizacao do algoritmo genético, na secao 4.11

serao apresentadas algumas vantagens e desvantagens destes tipos de algoritmos
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evolutivos e finalmente na secao 5.5 serd apresentada a conclusao.

4.1 Filosofia geral dos algoritmos genéticos

Os Algoritmos Genéticos sao métodos de busca estocésticos baseados no mecanismo
de sele¢ao natural e genética natural (Dasgupta e Michalewicz, 2001). Foram de-
senvolvidos por John Holland, seus colegas e alunos da Universidade de Michigan
(Holland, 1975). Tais algoritmos operam em uma populac¢do (estruturas artificiais
chamadas cromossomos) de potenciais solugdes aplicando o principio da sobrevivén-
cia do mais apto para produzir melhores aproximacoes para a solucao, através de
operadores genéticos naturais de selecao, reproducgao, cruzamento e mutacao.

Os cromossomos sao, geralmente, representados por cadeias de bits que contem
a informacao codificada das variaveis do problema que se deseja resolver. A etapa
de selecao desempenha o papel da selecao natural na evolucgao, selecionando, para
sobreviver e reproduzir, os organismos mais bem adaptados ao meio, no caso, os
cromossomos com melhor desempenho na populacao para, em seguida, reproduzi-
los, gerando, assim, individuos mais bem adaptados, pois foram gerados dos melhores
da geragao anterior. No cruzamento, os individuos selecionados se combinam por
partes para trocar as suas caracteristicas genéticas visando melhoréa-las e o operador
de mutacgao aplica-se eventualmente a alguns individuos para mudar, aleatoriamente,
uma parte do seu material genético e introduzir diversidade na populacao. Como
os individuos selecionados transmitem suas caracteristicas aos seus descendentes, a
informacao historica contida na populagao guia o AG para regides mais promissoras
do espaco da busca, que s6 termina quando algum critério é satisfeito.

A popularidade dos AGs se deve, principalmente, a dois fatos: sao robustos e
aplicaveis a uma grande variedade de problemas e sao eficazes e eficientes, ja que
acham solucoes boas e, inclusive, 6timas para o problema, em um tempo razoavel.
Os AGs diferenciam-se dos algoritmos tradicionais de otimizacao em quatro aspectos

importantes:

1. Trabalham usando uma codificacao das variaveis a serem otimizadas e nao as

53



varidveis em Si.

2. Ao invés de passar de uma solucao individual para uma outra, passam de uma
populagao de solugoes para uma nova populagao. Isto significa que este nao

procura a solucao em um ponto simples mas em pontos paralelos.

3. Necessitam somente de informacoes sobre a fungao objetivo do problema, nao

necessitando de derivadas dessas fun¢oes ou de outro conhecimento auxiliar.

4. Usam regras de transicao probabilisticas, nao deterministicas.

Os métodos classicos de otimizacao baseiam sua estratégia de solucao em al-
guma caracteristica propria do problema, reduzindo, assim, a sua flexibilidade e
restringindo a sua aplicabilidade a outros problemas que apresentem caracteristi-
cas diferentes. Os AGs requerem muito pouca informacao do problema e podem
otimizar fun¢oes com muitas variaveis, func¢oes descontinuas ou com ruido. A tnica
parte do AG que é dependente do problema especifico que se pretende resolver é
a funcao objetivo que se deseja otimizar. Esta é utilizada, unicamente, durante a

etapa de selecao.

4.2 Definicoes Basicas

Serao, agora, apresentadas algumas defini¢oes de termos associados aos AGs.

(i) Cromossomo E uma cadeia de caracteres representando alguma informacao
relativa as variaveis do problema que caracterizam uma solucgao.

(ii) Gen E a unidade bésica do cromossomo.

(iii) Populacdo E o Conjunto de cromossomos.

(iv) Geragado E o niimero da iteragoes que o Algoritmo Genético executa.

(v) Operagoes Genéticas Sao as operagoes que o AG realiza sobre cada um dos
CTOMOSSOMos.

(vi) Funcio Objetivo E a funcio que se deseja otimizar. Esta funcdo contém a
informacao numérica do desempenho de cada cromossomo na populacao. Aqui estao

representadas todas as caracteristicas do problema que o AG necessita para realizar
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o seu objetivo. De uma forma geral a fungao objetivo J é expressa como:
J = f(x1,29,...,2), (4.1)

sendo x1, s, ...,T, as variaveis que o algoritmo procura determinar para otimizar
J. A funcao objetivo é calculada para cada cromossomo da populacao, o que torna

maior o trabalho computacional.

4.3 Representacao Genética e Geragao da Populacao
Inicial

A forma mais comum de representacao ou codificacao das variaveis a serem otimiza-
das, e talvez a melhor, é a representacao binéaria, mas podem, também ser utilizadas
outras codificagoes, como o Codigo Gray. A maior parte dos trabalhos feitos até
hoje usando AG utilizou a codificacao binaria, uma vez que esta permite uma ma-
nipulacao facil e eficiente dos operadores genéticos sobre os cromossomos. Nesta
codificagio, cada cromossomo é um vetor contendo zeros (0) e uns (1), onde cada
bit representa um gen. Em problema de otimizacao onde as varidveis a otimizar
sao reais, a codificacao binaria é implementada convertendo-se o valor numérico da
variavel em uma expressao binaria.

Para o célculo da funcao objetivo de cada cromossomo da populacao, é preciso
realizar o processo inverso, ou seja, converter a cadeia de bits ao seu equivalente
numero real. A precisao da solucao depende da quantidade de bits utilizada para
representar estes numeros reais. No caso onde o problema de otimizagao inclui
mais de uma varidvel, como serd o caso deste trabalho, o cromossomo é construido
justapondo-se a representagao genética de cada variavel, formando assim uma grande
cadeia de bits.

A desvantagem da codificacao binaria é que se requer constantes conversoes
entre expressoes em ponto flutuante e estruturas binarias, o que significa um custo
computacional adicional.

Tendo escolhido o tipo de codificagao, o primeiro passo dos AGs é criar uma

populacao inicial. A populacao inicial de cromossomos é, usualmente, criada de
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forma aleatoéria, mas existem algumas ocasioes em que é mais apropriada uma sele¢ao
heuristica (por exemplo, quando se tem alguma informagdo sobre qual parte da
regiao da busca estd a solu¢do). No caso deste trabalho sera utilizada a forma
aleatoria. Desde que a populagao inicial contenha cromossomos suficientemente

variados, nao havera problema na busca.

4.4 Avaliacao da Populacao

A avaliacao da populacao baseia-se no principio da “sobrevivéncia dos melhores
individuos”. O procedimento comum de definir a probabilidade de sobrevivéncia p;

de um cromossomo z; é:

f(x)

NS @) 2

onde Nj,q € o nimero de individuos e f(x) é a fungao objetivo que se quer minimizar.

Dado que as transicoes no AG sao probabilisticas, a probabilidade de sobre-
vivéncia p; deve ser sempre positiva, portanto f(z) deve ser sempre positiva. Se a
fungao objetivo f(z) em algum problema especifico é negativa é preciso fazer um
mapeamento f — f de modo que a nova fungao f seja sempre positiva.

A funcao f é comumente chamada de “fitness function” ou funcao de adequacao.
Nao seré estudado neste trabalho tal funcao, pois nao sera utilizada porque como sera
visto a funcao objetivo € uma norma-2, portanto sempre positiva e nao necessitando
da funcao de adequagao para calcular a probabilidade de sobrevivéncia.

Nos processos de otimizacao com AG, a etapa de avaliacao dos individuos é
0 passo mais critico. Esta etapa ¢ geralmente a que demanda mais tempo para ser
executada, ja que a probabilidade de sobrevivéncia tem que ser calculada para cada
individuo da populagao. Quanto maior o nimero de individuos, mais tempo levaréa
o processo de selecao. Assim, a velocidade de convergéncia do AG esta relacionada
diretamente com o tamanho da populacao. O custo computacional esta concentrado

na fase de avaliacao da populagao.
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4.5 Selecao e Reproducao

Nesta etapa os cromossomos com mais alta probabilidade de sobrevivéncia sao copi-
ados de uma forma semi-aleatoria uma ou mais vezes para um novo conjunto que
gerard a futura populacao, formando, assim, uma populagao temporaria. Por outro
lado, os cromossomos com desempenho muito baixo serao removidos da populacao.
A maneira pela qual os cromossomos serao selecionados para reproduzir pode variar,
dependendo do método utilizado. Entretanto, é certo que os cromossomos mais bem
adaptados terao, necessariamente, uma probabilidade maior de sobrevivéncia e re-
producao do que os de baixo valor da funcao objetivo.

Existem muitos métodos para executar esta operacao. Um método muito em-
pregado é o chamado “binary tournament mating subset selection method”. Neste
método, cada cromossomo da populagao compete para uma vaga na nova populacao
temporaria. Dois cromossomos sao escolhidos aleatoriamente e o cromossomo com o
melhor desempenho dentre os dois é escolhido para formar parte da populacao tem-
poraria. Ambos os cromossomos sao devolvidos a populagao anterior para comecar
uma segunda selecao. Este procedimento continua até que a nova populacao tem-
poréaria esteja completa. Uma caracteristica deste esquema é que o pior cromossomo
nunca serd copiado.

Um outro método consiste em simular N vezes o lancamento de uma roleta,
onde N é o nimero de individuos a serem selecionados, cujos setores sao ponderados
em relagao a probabilidade de sobrevivéncia p; de cada individuo, ou seja, a area
de cada regido, (“fatia”), é proporcional a esta probabilidade, como vé-se na figura
4.1, e é selecionado o individuo indicado pela seta em cada um dos langamentos.
Desta maneira os cromossomos com um maior p terao mais probabilidade de serem
escolhidos. Este método tem a desvantagem da sua variancia ser muito alta e pode
acontecer que o numero de copias feitas de um bom cromossomo seja consideravel-
mente maior que a média. Por outro lado, este método nao garante que o melhor
individuo seja copiado.

O método empregado neste trabalho foi o chamado “stochastic universal sam-
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Figura 4.1: Selecao Roleta.

pling”. Este método melhora o método da roleta, minimizando a diferenca entre o
numero alocado de filhos para cada individuo e o seu valor esperado. Isso é feito
utilizando-se N “setas” de selecao igualmente espacadas ao invés de tnica seta uti-
lizada no método da roleta, (N é o ntimero de individuos a serem selecionados, como
na figura 4.2). Assim, gira-se o conjunto de setas uma tnica vez e a posi¢ao dos cur-
sores indicam os individuos selecionados. Os individuos com maior area terao maior
probabilidade de serem selecionados varias vezes. Neste método tem-se resultados

menos variantes que o da roleta.

)

Figura 4.2: Selecao “Stochastic Universal Sampling”.
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4.6 Cruzamento

O processo de selecao, obviamente, nao introduz novos individuos na populacao
temporaria. O objetivo dos cromossomos sobreviventes é servir como progenitores
de novos cromossomos. Na etapa de cruzamento, o algoritmo tenta criar novas
e melhores solugoes (individuos melhores). A forma mais simples de cruzamento
¢ chamada “cruzamento em um ponto”, que ¢ descrita a seguir. Nesse esquema,
tem-se que primeiro toda a populagao é agrupada aleatoriamente, por pares, para
gerar um conjunto de N/2 progenitores potenciais. Estes pares sdo escolhidos para
0 cruzamento.

O cruzamento é aprovado por um processo de decisao similar ao de um “lanca-
mento de moeda”. Primeiramente, escolhe-se uma probabilidade de cruzamento P,,
igual para cada par. Um langamento de moeda corresponde aqui a gerar, para cada
par, uma valor aleatorio entre 0 e 1. Compara-se, entao, o valor gerado de cada
par com a probabilidade P,. Caso o valor gerado pelo langamento da moeda seja
inferior a P, o cruzamento é permitido, caso contrario, os progenitores sao mantidos
inalterados. Ao cruzar um par, duas novas solucoes sao criadas, intercambiando-
se a informacao genética dos progenitores em um ponto que também é selecionado
aleatoriamente. A figura 4.3 mostra dois cromossomos escolhidos para um provavel

cruzamento.

Figura 4.3: Cromossomos escolhidos para o cruzamento.

Se o ponto de cruzamento acontece, aleatoriamente, na posicao 5, depois do
cruzamento, os dois cromossomos terao intercambiado seu material genético for-
mando duas novas solugoes como mostrado na figura 4.4. Estas novas solugoes
substituirao os progenitores na nova populacao.

Um operador, um pouco mais complexo, é o cruzamento do cromossomo em
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Figura 4.4: Cromossomos depois do cruzamento.

dois ou mais pontos. O procedimento é similar ao anterior. Dado os cromossomos
da figura 4.3 e os pontos de cruzamento escolhidos aleatoriamente, dependendo do
niumero de cortes que foi escolhido (dois por exemplo, nos pontos 2 e 6), entao, os

novos cromossomos terao a forma mostrada na figura 4.5.

B 1 1 0 1 1 1 0 0

Figura 4.5: Cromossomos depois do cruzamento em dois pontos.

O operador de cruzamento utilizado neste trabalho foi o cruzamento inter-
mediario, que é o método que produz novos cromossomos a partir de dois “pais”,

cujas descendéncias sao produzidas de acordo com a seguinte regra:

01:P1XOé(P2—P1), (43)

sendo a um fator de escala, escolhido aleatoriamente em algum intervalo (tipica-
mente [—0,25;1,25]) e P, e P, sdo os cromossomos pais. Cada variavel das de-
scendéncias é o resultado da combinacao das variaveis dos pais de acordo com a
equagao (4.3) com um novo «, escolhido para cada par de bits dos pais.

Para muitas aplicagoes, foram desenvolvidas representacoes genéticas especi-
ficas, assim como formas de cruzamento especificas. Esta flexibilidade é uma das
atracoes dos AGs, sendo muito facil introduzir operadores heuristicos que podem

melhorar substancialmente o desempenho do algoritmo.
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4.7 Mutacao

No processo de mutacao, o valor de um bit particular de um cromossomo é invertido.
De forma similar a etapa anterior, o processo é aprovado levando-se em conta a
probabilidade de mutagao P,,, que é geralmente um valor baixo. Para entender esse
problema, considere o cromossomo A figura 4.3 (mostrado novamente na figura 4.6).
Se o gen escolhido aleatoriamente para mutacao for o niimero 5, 0 novo cromossomo

(A, tera a forma mostrada na figura 4.6.

A 1 0 0 1 1 1 0 1

A, | 1|00 10| 11]o0]1

Figura 4.6: Cromossomos depois da operacao de mutacao.

O proposito deste operador é manter a diversidade na populagao. Desta forma,
evita-se que a populacao fique saturada com todos os cromossomos parecidos (con-
vergéncia prematura), mantendo-se assim a variedade da populagdo, sendo tutil para
evitar minimos locais. Assim, garante-se a possibilidade de se alcancar qualquer
ponto do espaco da busca. O objetivo da mutacao é, também, dar ao AG a pos-
sibilidade de gerar ou recuperar informacoes que possam ser valiosas. Este é um
operador secundario e deve ser usado com cuidado. Uma taxa de mutacao alta in-
crementa a probabilidade de que um bom individuo seja destruido, tornando a busca
totalmente aleatéria. A melhor taxa de mutacao depende da aplicacao especifica,

mas sempre é mantida em um valor baixo.

4.8 Reinsercao

Uma vez que a nova populagao tenha sido produzida pela selecao e cruzamento
de individuos de uma populagao antiga, o valor da funcao objetivo dos individuos
desta nova populagao deve ser determinado. Se menos individuos sao produzidos

pelo cruzamento do que o tamanho da populagao original, entao a diferenca entre
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o tamanho da nova e da antiga populacao ¢ chamado diferenca de geragao. Para
manter o tamanho da populacao original, o novos individuos tém que ser reinseridos
na populacao antiga. Similarmente, se nem todos os novos individuos estao sendo
usados a cada geragao ou se mais descendentes sao criados do que o tamanho da
geragao antiga, entao um esquema de reinsercao deve ser usado para determinar
quais desse individuos vao existir na nova populacao.

Para selecionar quais membros da populagao antiga deverao ser substituido. a
estratégia mais evidente é trocar os individuos com menores valores da funcao ob-
jetivo deterministicamente. Entretanto, alguns estudos tém mostrado que nao tem
diferenca significativa nas caracteristicas da convergéncia quando os individuos sele-
cionados para substituicao sao escolhidos com a selecao inversamente proporcional

ou deterministicamente como os de menores valores da funcao objetivo.

4.9 Terminacao do AG

Como o AG é um método de busca estocastica, é dificil formalizar um critério de
convergéncia especifico. Uma pratica comum é terminar o AG depois de um certo
ntimero de geracoes e entao testa-se a qualidade do melhor membro da populagao.
Se nenhuma solugao aceitavel for encontrada, o AG tem que ser reiniciado para uma

nova busca.

4.10 Estrutura dos Algoritmos Genéticos

A estrutura basica do AG é mostrada na figura 4.7, onde se observa os passos do

seguinte algoritmo:

Algoritmo 4.1 PASsO 1: Iniciar o numero da gera¢ao, i=1.

PAssO 2: Gerar uma populacao aleatoria de cromossomos P;.

PaAsso 3: Calcular a Func¢ao Objetivo de cada cromossomo e a sua probabilidade de
sobrevivéncia.

PAssO 4: Se for alcancado o nimero mdximo de geragoes, terminar o processo.

PASSO 5: Baseado na probabilidade de sobrevivéncia, realizar a selecao e reproducao
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Geracgao da Avaliagao da Obter o melhor
1> Z‘m{w
populacao inicial populagao sim individuo

nao

Inicio Resultado
i=1 Selecao

Cruzamento

Mutacao

Reinser¢ao
i=i+1

Figura 4.7: Diagrama de fluxo do AG.

dos melhores individuos gerando a populacao Py .

PAsSsO 6: Aplicar o operador de Cruzamento a populacao Py, gerando a populag¢ao
Pi.

PAsso 7: Aplicar o operador de Mutagao a populacao Py gerando a populagio Ppyq.

PASSO 8: Incrementar i e voltar ao passo 3. O

4.11 Vantagens e desvantagens dos Algoritmos Genéti-
cos

Os algoritmos genéticos tem as seguintes vantagens e desvantagens.

(a) Vantagens
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e Nao requerem conhecimento ou informacao do gradiente da superficie definida

pela funcao objetivo.

e Descontinuidades apresentadas na superficie tém pouco efeito sobre o desem-

penho da busca.

e 5ao resistentes a convergir para solucoes locais.

e Trabalham muito bem em problemas de otimizacao de grande escala.

e Podem ser aplicados numa grande variedade de problemas de otimizacao.
(b) Desvantagens

e Dificuldade em achar um minimo global exato.

e Requerem a avaliacao da funcao objetivo muitas vezes.

4.12 Conclusao

Neste capitulo, foram apresentados os aspectos principais da teoria dos Algoritmos
Genéticos. Este método de busca serd muito importante no processo de busca dos
parametros dos controladores PID 6timos, pois com ele serd garantido que a busca
nao saird da regiao de estabilidade do sistema compensado, conforme serd visto no

proximo capitulo.
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Capitulo 5

Utilizacao de Algoritmos Genéticos

no Projeto de Controladores PI e
PID Otimos

Neste capitulo, serd proposto um novo método de ajuste dos parametros de contro-
ladores PI e PID. O ajuste dos parametros é automaético e sera baseado na minimiza-
cao de uma funcao quadréatica cujas parcelas sao: a norma-2 da componente do sinal
externo de perturbacao e a norma-2 do sinal do erro multiplicado por uma funcao
racional de ponderacao. Embora formulado no dominio da freqiiéncia, o problema
de otimizacao serd resolvido utilizando ferramentas no dominio do tempo. Isto seré
possivel gracas ao teorema de Parseval. Esta minimizacao sera feita através dos
Algoritmos Genéticos, que foi escolhido porque neste método consegue-se restringir
a busca dentro da regiao de estabilidade vista no capitulo 3. Para ilustrar os resulta-
dos, serao apresentados alguns exemplos onde sao mostradas as curvas de resposta
ao degrau e do sinal de controle e calculados os seguintes indices de desempenho
para cada sistema compensado: tempo de subida (¢,), tempo de acomodacao (i),
valor de regime permanente da resposta (y,r), instante de pico (t,), percentual de
ultrapassagem (PO) e valor maximo para o sinal de controle (,,,,). Para analisar a
eficiéncia do método em relacao a rejeicao de perturbagao, seré aplicado ao sistema
um sinal externo de perturbagao do tipo degrau unitario e sera medido o tempo que
o sistema leva para rejeitar uma perturbagao (fsper¢) € 0 valor do erro percentual
maximo devido & perturbagao (E(%)).

Este capitulo esta estruturado da seguinte forma. Na secao 5.1 serao apresen-
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tados alguns conceitos de normas e sistemas buscando estabelecer relacoes entre os
valores da norma quadratica nos dominios do tempo e da freqiiéncia. Na secao 5.2
sera formulado o funcional de custo para ajuste dos parametros dos controladores
PI a partir de um problema de controle 6timo quadratico no dominio do tempo.
Na secao 5.3, o mesmo problema da secao anterior serd considerado novamente,
porém, para controladores PID. Na secao 5.4.1 serao vistos exemplos de simulagoes
do método desenvolvidos para controladores PI e PID. Na se¢ao 5.5 serao apresen-

tadas as conclusoes.

5.1 Normas de Sinais e Sistemas

Uma maneira de descrever o desempenho de um sistema de controle é através da
avaliacao de certos sinais do sistema, como o sinal do erro ou o da saida. Uma
maneira de se avaliar estes sinais é atraves das normas dos mesmos. Nesta secao

sera visto como normas de sinais e de sistemas podem ser calculadas.

5.1.1 Normas de sinais

Serao considerados nesta secao sinais continuos por partes mapeados do intervalo
aberto (—oo0,00) em R | que serdo iguais a zero para t < 0. A norma a ser estudada
¢ a norma-ly de sinais e sistemas.

Uma norma é uma fun¢ao de R x R em R* com as seguintes propriedades:

(1) ull =0

Ot
—

AA,_\,_\
Ot
[\
D = =

ot
H~

(i) |u| =0 ut)=0, WVt

(i) |laull = |af[|ull, ~ VaeR

ot
w

(i) u+ ol <l + [v]

Em concordancia com estas propriedades, sera definida a norma de um sinal

da seguinte forma.

Definigao 5.1 A norma-ly de um sinal f(t) € definida pela sequinte integral (se

existir):
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172 = / T R (5.5)

5.1.2 Normas de sistemas

Para o estudo de normas de sistemas, serao considerados sistemas lineares, invari-
antes no tempo, causais e com dimensoes finitas. Suponha que os sinais de entrada
e a saida sejam denotados, respectivamente, por u(t) e y(¢). No dominio do tempo,

um modelo para tal sistema tem a forma da seguinte equacao de convolucao:

y(t) = F(t) * u(t), (5.6)
onde f(t) denota a resposta impulsional do sistema, que pode ser escrita como:
y(t) = / ft —7)u(r)dr. (5.7)

Sistemas causais, significam que f(t) = 0 para t < 0 e portanto, f(t—7) =0, ¢ > 7.

Assim, a convolugao (5.7) acima pode ser escrita como:

y(t) = /O £t = P)ul(r)dr. (5.8)

Suponha F(s) = L{f)(t)} represente também a funcao de transferéncia do
sistema e devido a sua invariancia no tempo, F(s) é racional com coeficientes reais.

Pode-se entao definir a norma-ly de F'(s) no dominio da freqiiéncia como:
Defini¢ao 5.2 A norma de uma fun¢ao de transferéncia F(s) é definida como:

171, = o | P () Pdw. (5.9)

21 ) _

O

A partir das definigbes anteriores, tém-se o teorema de Parseval (Doyle et al.,

1992).
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Teorema 5.1 (teorema de Parseval) Em consondncia com as equagoes (5.5) e (5.9)
tem-se que:

LA = IFIIZ, (5.10)

O

Prova: Para a demonstracao do teorema de Parseval, note que a transformada de

Fourier de f(t) e escrita como:

F(jw) = /Oo f(t)e tat (5.11)

1 [ .
ft) = %/ F(jw)e’tdw (5.12)
e, portanto:

151 = [ rwa= [ rasod

— /_ Z {% /_ . F*(jw)ej“’tdw] f(t)dt

_ % : F*(jw) { /_ : f(t)e‘j“tdt] dw
-5 PGP = | IR, (5.13)

O

Observagao 5.1 A conseqiiéncia da igualdade (5.10) € que as normas ly, de um
sinal no tempo, e Ly de sua correspondente transformada de Fourrier (na freqién-
cia) sao iguais. Assim, deste ponto em diante, as normas ly e Ly serao referidas
simplesmente como norma-2, devendo o contexto indicar quando se trata do dominio

do tempo ou da freqiiéncia.

Calculo por espaco de estados
Neste momento, serd apresentado um método para calcular a norma-2 de um

sinal f(¢) utilizando uma realizagdo em espaco de estados de um sistema linear e

68



invariante no tempo cuja resposta impulsional seja f(¢). Para tanto, considere um

modelo em espaco de estados na seguinte forma:

x(t) = Az(t) + Bu(t), (5.14)
y(t) = Cx(t), (5.15)
sendo u(t) o sinal de entrada e y(t) o sinal de saida, ambos escalares, z(t) um vetor
contendo os estados do sistema com n componentes. Entao A, B,C sao matrizes

reais de dimensoes respectivamente iguais a n X n, n X 1 e 1 x n. E sabido que a

funcao de transferéncia de u para y é:
F(s)=C(sI — A)'B. (5.16)

Esta fungao de transferéncia é estritamente propria. Suponha, agora, que F(s) seja

estavel. A seguinte definicao pode, entao, ser apresentada.

Definigao 5.3 Definem-se gramianos de controlabilidade (W,) e de observabilidade

(W,), as integrais:

W, = / e BBT A dt, (5.17)
0

W, = / e BBTeMdt. (5.18)
0

O

Note que as integrais (5.17) e (5.18) convergem uma vez que A é estéavel, isto é,
todos os seus autovalores tém parte real negativa.

Considere, agora, um sistema linear invariante no tempo (SLIT) estavel com
realizagdo em espago de estados [A, B, C, D]. Pode-se, entao, enunciar o seguinte

resultado:

Teorema 5.2 W, e W, sao, respectivamente, as solugoes unicas das sequintes equa-

coes de Lyapunov:

AW, + W, AT = —BB” (5.19)
AW, + W, A = -C*TC (5.20)
(I
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Prova: Ver Chen (1999). O
A partir das defini¢oes 5.1 até 5.3 e dos teoremas 5.1 e 5.2 pode-se calcular a
norma de um sinal f(t). Para tanto, obtenha, inicialmente, F'(s) = L{f(t)}. Em

seguida, encontre uma realizagdo em espaco de estados [A, B, C, D] controlavel para

F(s), isto &, F(s) = C(sI — A)~'B. Como f(t) = L™YF(s)} = Ce’*B, tem-se:
[fll2 = / N f) f)dt = / T CeMBBTAT O gt cw.C". (5.21)
0 0

Assim, o célculo da norma de um sinal f(¢) utilizando uma representacido em
espaco de estados de um sistema linear e invariante no tempo e estavel cuja resposta
impulsional é f(t) e conseqiientemente, com fungao de transferéncia F(s) = L{f(t)}

pode ser feito de acordo com o seguinte algoritmo.

Algoritmo 5.1 Seja F(s) = L{f(t)} uma func¢ao de transferéncia racional, prdpria
e estdvel.

PASSO 1: Obtenha uma representacao em espagos de estados para F(s), isto é:
F(s)=1[A,B,C,DJ;

PASsO 2: Calcule o gramiano de controlabilidade W, de F(s) resolvendo-se a equa¢ao
de Lyapunov AW, + W.AT = —BBT. A solucdo desta equacio pode ser obtida
utilizando-se a fung¢ao lyap do Matlab.

PAsso 3: Calcule a norma de F(s):

|||, = CW.CT. (5.22)

5.2 Um funcional de custo quadratico para o ajuste
dos parametros de um controlador PI

Conforme mostrado no capitulo 2 (segao 2.1), o uso de controladores PI e PID,
garantem, desde que o sistema realimentado seja estével, que sinais de referéncia do
tipo degrau sejam rejeitados assintoticamente. Assim, a escolha dos parametros dos
controladores PI e PID devem ser ditadas por especificacoes (ou restrigdes) quanto

ao regime transitorio.
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Uma maneira de considerar o objetivo de desempenho transitério no projeto
de controladores é através da formulacao de um problema de otimizacao definido em

termos de uma fungao de custo quadratica J, definida da seguinte forma:

I= [ edra [ g = el + alul? (5:23)
0 0

onde e(t) é o sinal do erro e y4(t) é a componente do sinal de perturbagao da saida.
Note que o problema de otimizacao 5.23, definido no dominio do tempo pode ser
convertido em um problema de otimizacao no dominio da freqiiéncia. Para isso

utilizando-se o teorema de Parseval (5.1), obtém-se:
J =B + ol[Yall5, (5.24)

onde E(s) e Yy(s) correspondem, respectivamente, as transformadas de Laplace dos
sinais e(t) e yq(t).

Para ajustar os parametros do controlador PI 6timo para sistemas estaveis ou
instaveis, devem-se obter os valores de k, e k;, para os quais o sistema realimentado
seja estavel e a funcao de custo J definida na equacao (5.24) seja minima. Para
tanto, sera necessario encontrar expressoes para FE(s) e Yy(s). Para isso, suponha

que a funcao de transferéncia da planta seja definida como:

B(s)  bos™ + bys™ 4+ .+ bp_15+ by
A(s)  aps" +ay sl ap_15+ay,

G(s) = (5.25)

onde B(s) e A(s) sejam polindmios coprimos. Para o controlador PI tem-se que a

funcao de transferéncia sera:

ki  k,s+k;
K(s) = k. 4 2o fpS TR
(5) p+s S

(5.26)

A partir do diagrama de blocos da figura 5.1 podem-se obter expressoes para as
transformadas de Laplace do sinal do erro, E(s) e da componente do sinal externo
de perturbacdo do sinal de saida, Yy(s), utilizando as expressoes de G(s) e K(s)
definidas nas equagoes (5.25) e (5.26) respectivamente e de R(s) = R/s e D(s) =

D/s, resultando em:

_ ne(s) RA(s)
B(s) =205 = 5A05) % (s + ) B(5) (5.27)




Figura 5.1: Diagrama de blocos de um sistema realimentado com controlador PI.

RO DA(s)
Y =00 T SAGTF (s + RIB)

Para que se possa calcular ||E|]3 e ||Ya]|3, as funcoes E(s) e Yy(s) tém que

(5.28)

ser racionais estritamente proprias e com polos somente no semi-plano esquerdo do
plano-s. Assim, precisa-se obter a regiao de estabilidade para o sistema, isto é, os
valores de k, e k; para os quais o sistema realimentado seja estavel. Isso pode ser
obtido utilizando-se o algoritmo 3.3.

Uma vez calculada a regiao de estabilidade do sistema, o proximo passo é
encontrar os valores de k, e k; para os quais J ¢ minimo. Para isso, deve-se es-
crever F(s) e Yy(s) como uma representagao em espagos de estados, isto &, E(s) =
|A., Be, Ce, D] e Yy(s) = [Ay, By, Cy, D,|. Conforme mostrado na se¢ao 5.1, a forma
controlavel pode ser obtida diretamente a partir dos coeficientes dos polinomios dos
numeradores e denominadores de E(s) e Yy(s).

Feito isso, calcula-se o gramiano de controlabilidade (W), associado a E(s) e
Yi(s) (uma vez que, como E(s) e Yy(s) tém o mesmo denominador, A, = A, = Ae

B. = B, = B), resolvendo-se a seguinte equagao de Lyapunov:
AW, + W, A" = -BB”. (5.29)

A partir do W, pode-se calcular as norma-2 de E(s) e Y;(s), da seguinte forma:

HEH% = CeWcOT
¢ 5.30
{wmz@m@. (5:30)
Assim tem-se que:
J = [|B|l + o[ Yall5. (5.31)
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Para se achar o ponto 6timo, ou seja,os valores de k, e k; para os quais J ¢
minimo, utiliza-se um programa de busca baseado no mecanismo de selecao natural
e genética natural, o algoritmo genético. Com a utilizacao desta técnica, pode-se
limitar o espaco da busca, fazendo-se com que as populacoes que sao geradas no
algoritmo fiquem dentro da regiao de estabilidade do sistema.

O funcional de custo (5.24) pode ser modificado com o objetivo de limitar o
sinal de controle, para os casos em que o ganho proporcional fique muito grande,
podendo assim levar o sistema a saturacao e conseqiientemente sair da regiao linear

de operacao (Basilio, 1989). Para tanto, define-se a func¢ao de custo, dada por:

T = || Bull + ol Yal3, (5.32)
onde o novo F,, tem a seguinte forma:

E,(s) =W(s)E(s), (5.33)

sendo F(s) definido como na equacao (5.27) e W(s) descrito pela seguinte funcao

racional (Doyle et al., 1992)
5+
s+’

onde os parametros v e 3 representam novo parametros de projeto a serem arbitrados

W(s) = (5.34)

pelo projetista. Note que o termo W (s) funciona como uma func¢ao de ponderacao,
que produz o efeito de bloquear sinais de alta ou de baixa freqiiéncia, dependendo
dos valores de v e 3, quando y é maior que (3 os sinais de baixa freqiiéncia presentes
em e(t) sdo atenuados e quando o contrario ocorre (isto é v < 3), os sinais de alta
freqiiéncia presentes em e(t) sao atenuados, como mostra a figura 5.2.

Substituindo-se a equacdo (5.34) em (5.33) resulta:

sy Menls) (5 + 1) RA(S)
T4 T 5+ AW + s+ k) B(E)

(5.35)

Note que a expressao de Yy(s) continua sendo aquela dada pela equagao (5.28).
Deve-se, para encontrar os valores de k, e k; para os quais J é minimo e
proceder de forma idéntica ao caso anterior, desta vez, em funcao dos valores de v e

(. Para se chegar ao novo J, é necessario calcular o valor da norma de F,,, ou seja,
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Figura 5.2: Diagrama de Bode do filtro passa baixa (a) e filtro passa alta (b).

| Ewl|3, j4 que o valor de ||Y;]|3 nao depende de 7 e 3. Para isso escreve-se F,, como
uma representagao em espaco de estados, isto ¢, E,(S) = [Aew, Bew, Cew, Dew)-
A partir da representacao em espaco de estados, calcula-se o gramiano de

controlabilidade (W,,) associado a F,(s), resolvendo-se a equacao de Lyapunov:
AW + Weo AL = — B, B (5.36)
e, em seguida, calcula-se a norma-2 de F,(s), dada por:
1Ew]3 = CowWewCou- (5.37)

Assim, pode-se calcular o novo valor de J utilizando-se a equagao (5.30) para calcular

a norma-2 de Yy(s). Portanto, tem-se que:
J = || Eull3 + o[ Yall3- (5.38)

Finalmente, note que os passos da busca para encontrar os valores de k, e de £;,
serao os mesmos, a menos dos parametros v e 3, que serao ajustados de acordo com
o limite do sistema em suportar o sinal de controle. Portanto, tem-se o seguinte

algoritmo.
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Algoritmo 5.2 PAssoO 1: Sendo a func¢ao de transferéncia da planta dada por

s
G(s) = () utilizar o algoritmo 3.3 para determinar a regiao de estabilidade do

A(s)

sistema realimentado.

PASSO 2: Encontrar uma representacao em espaco de estados de E,(s) e Yy(s),
para i1sso pode-se utilizar a funcao “tf2ss” do MatLab.

PAsSO 3: Utilizando a fungao de custo J de acordo com a equagao (5.38), utiliza-se o
algoritmo genético (algoritmo 4.1) para efetuar a busca para encontrar o ponto dtimo
do sistema, ou seja, aqueles valores de k, e k; pertencentes a regiao de estabilidade
obtida no passo 1 em que a funcao custo terda o menor valor. Para isso devem-
se atribuir valores a v e B de modo a se limitar o ganho proporcional do sistema,

diminuindo-se, entao, o valor mazrimo do sinal de controle. O

Um ponto importante neste algoritmo é a determinacao da regiao de estabili-
dade. Com ela, pode-se calcular um controlador sub-6timo utilizando-se os pontos
que foram encontrados da regiao. Para isso, basta ter um programa que calcule,
para todos os pontos da regiao encontrados o valor da funcao custo para cada um
deles. O controlador PI sub-6timo sera definido pelo ponto (k,, k;) que leva ao menor

valor da funcao custo.

5.3 Um funcional de custo quadratico para o ajuste
dos parametros de um controlador PID

Para o projeto de controladores PID 6timo para sistemas estaveis ou instéaveis, define-

se o mesmo funcional de custo quadratico do projeto de controladores PI 6timos,

isto é:
J =Bz +allYall:, (5.39)
onde
E,(s) = W(s)E(s) (5.40)
e
W(s) = jig (5.41)
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Figura 5.3: Diagrama de blocos com um controlador PID.

onde v e [ sao os parametros de projetos a serem atribuidos pelo projetista, como ja
visto. Como no caso do controlador PI, o primeiro passo sera encontrar expressoes
para E,(s) e Yy(s). Portanto assim como na sec¢do 5.2, supondo-se a fungao de

transferéncia da planta seja:

B(s)  bos™ +b1s™ !+ 4 b1+ by

G(s) = —
(5) A(s) aps" + a1s" M+ ...+ a,_18+ay,

(5.42)

sendo B(s) e A(s) polinémios coprimos.
Para o controlador PID, de acordo com o diagrama de blocos da figura 5.3,

tem-se as seguintes fungoes de transferéncias:

U(S) = KPI(S)E(S) — Kd(S)Y(S) (543)

onde
Kﬁ@:@+%:@%ﬁ. (5.44)
Kp(s) = kygs. (5.45)

Escrevendo-se, agora, as transformadas de Laplace dos sinais de erro F,(s)
e da componente do sinal de perturbagdo no sinal de saida Yy(s), em fungao das
expressoes de G(s), Kpr(s) e Kp(s) das equagoes (5.42), (5.43), (5.44) e (5.45)
respectivamente e de R(s) = R/s e D(s) = D/s, resultando em:

o ne(s) R[A(s) + B(s)(kas)]
B) = sy = 5A0) £ s + B B(s) + (kas) B5) (5.46)
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e, portanto:

gy = Mewls) _ (5 + N R(A(s) + B(s)(kas))
Fol9) = 0uls) = G BIAW) + Uy + k) B(s) + (kas) B) (5.47)
Ya(s) = ny(s) _ DB(s) | (5.4

d(s)  sA(s) + (kps + ki) B(s) + (kqs)B(s)

As fungoes Fy,(s) e Ya(s) tém que ser racionais, estritamente proprias e com
polos somente no semi-plano esquerdo do plano-s, para que se possa calcular ||E,|3
e ||Ya]|3. Assim, é necessario obter a regido de estabilidade para o sistema, isto &, os
valores de k,, k; e kg para os quais o sistema realimentado seja estavel.

Para encontrar os valores de k,, k; e kq, pertencentes a regiao de estabilidade,
para os quais a fungao J os seus minimos, primeiro deve-se escrever E,(s) e Yy(s)
como uma representagao em espago de estados, isto ¢, E,(s) = [Aew, Bews Cews Dew
e Yu(s) = [Ay, By, Cy, D], na forma controlavel e, em seguida, calcular os gramianos
de controlabilidade W, e W, associados a Yy(s) e E,(s) resolvendo-se as seguintes
equagoes de Lyapunov:

AW, + WA} = —B,B;, (5.49)
AesWew + Weo AL = —B,,,BL. (5.50)

Feito isso, pode-se calcular a norma-2 de E,(s) e Yy(s), da seguinte forma:

1Eul} = CewWewCl, (5.51)

IYall; = C,W.Cp (5.52)
e obter

J = [|Eyl3 + allYall3. (5.53)

Para obter o ponto 6timo, ou seja, os valores de k,, k; e k; para os quais J
¢ minimo, sera utilizado o algoritmo genético com o espago de busca definido pela
regiao de estabilidade do sistema. Isto pode ser feito de acordo com o seguinte

algoritmo:

Algoritmo 5.3 PAssoO 1: Sendo a funcao de transferéncia da planta dada por

s
G(s) = () utilizar o algoritmo 3.4 para determinar a regiao de estabilidade do

A(s)
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sistema realimentado.

PASSO 2: Encontrar uma representacao em espago de estados de E,(s) e Yy(s)
definidos pelas equagoes (5.47) e (5.48), respectivamente. Para isso pode-se utilizar
a func¢ao “tf2ss” do MatLab.

PAsso 3: Utilizando a funcao de custo J de acordo com a equacao 5.53, utilizar o
algoritmo genético (algoritmo 4.1) para fazer a busca para encontrar o ponto dtimo
do sistema, ou seja, aqueles valores de ky, k; e kg em que a fungao custo terd o
menor valor, onde o espago da busca € definido pela regiao de estabilidade calculada
no Passo 1. Para isso deve-se atribuir valores a v e 3 de modo a se limitar o ganho
proporcional do sistema, diminuindo-se, entao, o valor mdzrimo do sinal de controle.

O

Do mesmo modo que no célculo do controlador PI, pode-se, também, determinar
um controlador sub-6timo para o controlador PID a partir dos pontos da regiao de
estabilidade determinada no Passo 1 do algoritmo 5.3. Para isso basta, para cada
ponto da regiao de estabilidade, calcular o valor da funcao custo e, em seguida,

escolher o ponto (k,, ki, kq4) que levou ao menor valor da fungao custo.

5.4 Exemplos

Serao, agora apresentados alguns exemplos de projeto utilizando-se o método de
ajuste dos parametros de controladores PI e PID proposto neste trabalho. Serao
calculados dois controladores: (i) um controle sub-6timo calculando o custo para
cada ponto da regido de estabilidade; (ii) um controle 6timo , em que a busca do
ponto 6timo ¢ feita utilizando-se o algoritmo genético na regiao de estabilidade.
Para calcular o controlador 6timo utilizando o algoritmo genético, foi utilizada
a biblioteca de rotinas criadas para Matlab (Chipperfield et al., 1994) para a im-
plementacao do mesmo. O primeiro passo a ser dado, segundo o algoritmo 4.1 é a
geracao da populacao inicial. Nos exemplos a seguir, foi utilizada uma populacao
com 50 individuos (N=50). Como a rotina utilizada gera a popula¢ao em uma regiao

que é uma “caixa’, ou seja, seus limites sao valores constantes nos trés eixos, entao o
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primeiro passo é calcular a regiao de estabilidade do sistema, para que com os pontos
limites da mesma, possa ser “criada” a caixa onde serd gerada a populacao inicial.
Note que a regiao de estabilidade se encontra dentro da caixa, portanto alguns indi-
viduos podem ficar fora da regiao. A partir desta populacao, é feita a avaliacao da
probabilidade de sobrevivéncia da mesma. Nesta etapa deve-se calcular os valores
da funcao custo para cada individuo da populacao inicial, sendo importante veri-
ficar, primeiramente, se o individuo (ponto) esta dentro da regido de estabilidade,
uma vez que se o sistema nao for estavel, nao é possivel calcular o gramiano de
controlabilidade utilizando-se a equacao de Lyapunov. Para tal verificacao, tem-se
que, a partir do valor de k,, pode-se determinar a regiao de (k;, kg) para os quais o
sistema ¢ estavel, assim, como o ponto a ser verificado é (k,, k;, kq), tem-se que, se
os valores de k; e de k; estao dentro da regiao de pares que tornam o sistema estavel
para o dado k,, o individuo (ponto) esta dentro da regiao de estabilidade do sistema.
Se isto nao ocorrer, o ponto estard fora de tal regiao, portanto, uma outra funcao
terd que ser utilizada nestes individuos. Nestes exemplos, utilizou-se uma funcao
constante com um valor relativamente alto, para que o valor minimo esteja sempre
dentro da regiao de estabilidade. A partir do valor da funcao custo para todos os
pontos, calcula-se a probabilidade de sobrevivéncia de cada individuo da populacao
inicial, como os valores da funcao custo dos pontos que estao fora da regiao foram
definidos como um valor constante e alto, a probabilidade de sobrevivéncia destes
individuos é muito baixa, portanto, tais individuos serao eliminados do processo
evolutivo. Com a probabilidade de sobrevivéncia de cada individuo calculada, faz-se
entao a selecao dos que tem as melhores probabilidades de adaptacao. Para esta
etapa, foi utilizado o método de selecao “Stochastic Universal Sampling” como foi
visto na secao 4.5. A partir dos individuos selecionados, faz-se entao o cruzamento
destes. Neste trabalho utilizou-se a probabilidade de cruzamento P, = 0,7. Apos
esta etapa, tem-se que utilizar o operador mutacao nestes individuos. Neste caso
a probabilidade de mutacao utilizada foi P,, = 0,01. Com os individuos criados,
depois de utilizados estes operadores, o proximo passo é a re-insercao destes na pop-

ulacao inicial e, a partir dai, recomecar o processo com esta nova populagao, onde
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também serao verificados se os individuos estao dentro da regiao de estabilidade, até
que o nimero maximo de geragoes seja alcancado. O nimero maximo de geracoes
adotado é 60. Apos alcangar este niimero de geragoes, o melhor individuo da ultima

geracao é o resultado final do processo de otimizacao. Em todos os exemplos foi

feito o =1, R(s) =1/s e D(s) =1/s.

5.4.1 Exemplos de controladores PI

Exemplo 5.1 Planta instavel, de fase nao minima e com grau relativo igual a 2
(Datta et al., 2000).

Considere uma planta com a sequinte funcao de transferéncia:

s+ 6s2—25s+1

G(s) —
() = 3357 12055 7 1552 — 35 1 60

(5.54)

De acordo com o algoritmo 5.2, o primeiro passo € obter a regiao de estabilidade
(algoritmo 3.3), ou seja, os valores de k, e k; para os quais o sistema € estdvel. Esta
regiao estd mostrada na figura 3.2.

Atribuindo-se v = 0,8 e 3 =1, tem-se que um controlador PI sub-dtimo serd

15,2320
S

Kou(s) = 2,9588 + (5.55)

Utilizando-se o algoritmo genético, com 0s mesmos valores de v e [3, chega-se ao
sequinte controlador:

15,2518

K,(s) = 2,9859 + (5.56)

Nas figuras 5.4 e 5.5 estao as curvas de resposta ao degrau e do sinal de con-
trole, respectivamente, utilizando-se os controladores PI, étimo e sub-otimo, dados
pelas expressoes (5.55) e (5.56), obtidas a partir de simula¢ao, com o tempo de
100 sequndos, sendo a perturbacao aplicada em 50 sequndos. Neste caso o0s con-
troladores ficaram muito parecidos e as curvas de resposta ao degrau e do sinal de
controle foram aprorimadamente coincidentes. A analise do desempenho do sistema
compensado pode ser melhor realizada com o auxilio da tabela 5.1. Neste exem-
plo, a planta nao € simples de ser controlada, pois € uma planta instdvel, de fase

nao minima e com grau relativo igual a 2. Com relagao ao rastreamento do degrau
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Figura 5.4: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PI ¢timo e
sub-6timo para o exemplo 5.1.

unitdrio, pode-se destacar o tempo de acomodagao que foi aproximadamente igual a
25 sequndos, o tempo de subida foi menor que 1 sequndo e que o sistema consequiu
rastrear o degrau. Quanto a rejeicao de perturbacao, pode-se perceber que, tanto
olhando a tabela quanto olhando a resposta na figura 5.4, o método proposto rejeitou
a perturbacao rapidamente. Com relacao ao sinal de controle, pode-se perceber que
este teve uma valor mdrimo nao muito elevado em relagcao ao esforco necessdrio

para manter o rastreamento em regime permanente.

Exemplo 5.2 Sistema instavel, fase nao-minima e grau relativo igual a 1.

Considere uma planta com a sequinte funcao de transferéncia (Datta et al.,
2000):
st + 483 +23s% + 465 — 12
s5 + 251 + 2353 + 4452 4+ 97s + 98

G(s) = (5.57)

Primeiramente, deve-se obter a regiao de estabilidade do sistema compensado re-
presentada na figura 5.6. O proximo passo € achar os valores de k, e de k; que

minimizem a funcao custo. Usando v = 0,01 e 3 = 1 obtém-se o sequinte contro-
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Figura 5.5: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PI 6timo e
sub-6timo para o exemplo 5.1.

Tabela 5.1: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo
5.1

Método/ | Controlador
indices Otimo
t, 0,7487
ty 95,1231
Yinf 1,0000
tp 10,0810
PO(%) 35,4670
Urna 77,5185
Lspert 7,1195
E(%) 10,9751
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Figura 5.6: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.2.

lador sub-dtimo:

0,3536
Kou(s) = 2,3365 — =, (5.58)

e utilizando o algoritmo genético, chega-se ao sequinte controlador:

K, (s) = 2,7871 — 2399 (5.59)
S

Neste exemplo, obteve-se também um controlador dtimo, utilizando v = 0,01

e 0 =100, dado pela sequinte funcao de transferéncia:

0, 4831
K (s) = 2, 7887 — = (5.60)

Nas figuras 5.7 e 5.8 estao representadas as curvas de resposta ao degrau € o
sinal de controle, respectivamente, utilizando-se os controladores étimos com (=1
(linha verde), o controlador étimo com (3 = 100 (linha azul) e o controlador sub-
dtimo com § = 1 (linha vermelha). A simulagao foi realizada com o tempo de
150 sequndos, sendo a perturbacao aplicada em 75 sequndos. Utilizando-se a tabela
5.2, faz-se a comparacao dos métodos apresentados. Com relagao a resposta ao
degrau pode-se observar que no sistema realimentado com o controlador PI dtimo

utilizando-se 3 = 100, o tempo de subida e o tempo de pico foram signifcantemente
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Figura 5.7: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PI 6timo
com # =1 (linha verde), com § = 100 (linha azul) e sub-6timo com § = 1 (linha
vermelha) para o exemplo 5.2.

menores que dos outros controladores. Por outro lado este controlador teve um
percentual de ultrapassagem maior que os outros dois controladores apresentados.
Note, ainda, que o valor mdximo do sinal de controle foi um pouco menor utilizando-
se o controlador sub-dtimo. Finalmente, quanto a rejeicao de perturbacao os trés
controladores apresentados tiveram desempenho semelhante, com o controlador sub-

otimo tendo um erro mdximo devido & perturbacao um pouco maior que 0s outros.

Exemplo 5.3 Sistema instdvel, fase nao-minima e grau relativo igual a 2.
Considere uma planta com a sequinte func¢dao de transferéncia (Datta et al.,

2000):
s —4s2+s5+2
55 + 8s% 4 3253 + 4652 + 465 + 17"

O primeiro passo € obter a regiao de estabilidade do sistema compensado, represen-

G(s) = (5.61)

tada na figura 5.9. Em sequida, fazendo-se v = 0,6 e 8 = 2, obtém-se o sequinte

controlador PI sub-dtimo:

84



— 6timo beta=100
—— 6timo
—— subdtimo

0 50

100

150y

Figura 5.8: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PI 6timo 0 =1
(linha verde), com § = 100 (linha azul) e sub-6timo com # = 1 (linha vermelha)

para o exemplo 5.2.

Tabela 5.2: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo

5.2
Método/ Controlador Controlador Controlador
indices | Sub-6timo f =1 | Otimo =1 | Otimo 3 = 100
ty 41,5375 34,7856 21,9439
ts 42,4531 36,6178 41,4399
Yinf 1,0000 1,0000 1,0000
tp 0,0000 45,3150 28,1800
PO(%) 0,0000 1,2305 15,1960
Umaz 2,3365 2,7871 2,7887
tspert 32,0510 31,5445 34,3845
E(%) 32,4715 28,2203 28,5406
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Figura 5.9: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.3.

1,65
Kop(s) =1,24+ —. (5.62)
s
Utilizando algoritmo genético, obtém-se o sequinte controlador otimo:
1,6715
K,(s) =1,1721 4+ = } (5.63)
s

Nas figuras 5.10 e 5.11 estao representadas as curvas de resposta ao degrau e o
sinal de controle, respectivamente, utilizando-se os controladores dtimo (linha azul)
e o controlador sub-dtimo (linha vermelha). A simulagao foi feita com o tempo de
100 sequndos sendo a perturbacao aplicada em 50 sequndos.

A partir da tabela 5.3, pode-se fazer uma comparacao entre os resultados obti-
dos com os controladores otimo e sub-otimo. Nesta tabela estao os indices de de-
sempenho medidos, de onde se pode perceber que os resultados das simulacoes dos
dois controladores ficaram quase idénticos. Deve-se destacar que a resposta nao
apresenta percentual de ultrapassagem pois a saida do sistema teve um comporta-
mento super-amortecido. A resposta tem um tempo de subida pequeno e o tempo de
amortecimento relativamente maior nas duas simulacoes. Quanto ao valor mdzimo
do sinal de controle e a rejeicao de perturbacao esses foram bastante prorimos para

0s dois sistemas.
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Figura 5.10: Respostas ao degrau dos sistemas com os controladores PI 6timo (linha
azul) e sub-0timo (linha vermelha) para o exemplo 5.3.
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Figura 5.11: Sinais de controle dos sistemas com os controladores PI 6timo (linha
azul) e sub-60timo (linha vermelha) para o exemplo 5.3.
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Tabela 5.3: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo
5.3

Método/ | Controlador | Controlador
indices | Sub-6timo Otimo
Ly 7,7580 7,7141
ts 17,0282 16,9232
Ying 1,0000 1,0000
tp 0,0000 0,0000
PO(%) 0,0000 0,0000
Umag 9,6092 9,6087
topert 12,2236 12,2182
E(%) 18,7801 18,7717

Exemplo 5.4 Sistema instdvel, fase nao-minima e grau relativo igual a 1.

Considere uma planta com a sequinte func¢dao de transferéncia (Datta et al.,
2000):

s34+ 3524+ 5+8
s1 42834+ 352+ 7s+ 14"

G(s) = (5.64)

O primeiro passo € obter a regiao de estabilidade do sistema compensado, que estd
mostrada na figura 5.12. Aplicando-se o método proposto, e fazendo-se v = 0,6 e
8 =2 obtém-se o sequinte controlador PI sub-ctimo:

1,65

Kan(s) = 1,2+ ==, (5.65)

Para os mesmos valores de v e (3, obtém, utilizando algoritmo genético, o sequinte

controlador:

1 1
K(s) = 1,1721 + 20715 (5.66)

S

Nas figuras 5.13 e 5.14 estao representadas as curvas de resposta ao degrau e o
sinal de controle, respectivamente, utilizando-se o controlador étimo (linha azul) e o
controlador sub-détimo (linha vermelha), feitas através de simulagao, com o tempo de
200 sequndos, sendo a perturbacao aplicada em 100 sequndos. A comparacao entre
0s desempenhos dos sistemas compensados pode ser melhor realizada com o auxilio

da tabela 5.4. Nota-se, a partir das figuras 5.13 e 5.1/ e da tabela 5.4 novamente,
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Figura 5.12: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.4.

Tabela 5.4: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo
5.4

Método/ | Controlador | Controlador
indices | Sub-6timo Otimo
tr 0,5211 0,5216
ts 58,8969 58,7725
Yinf 1,0000 1,0000
tp 3,2200 3,2200
PO(%) 95,2637 94,4520
Umag 4,7241 4,6951
spert 35,8416 35,8106
E(%) 32,4101 32,1215

que as simulagoes dos dois métodos ficaram praticamente idénticas. Neste exemplo,
0s sistemas compensados nao tiveram um bom desempenho, pois as respostas ficaram
muito oscilatorias e demoraram muito a entrar em regime permanente ficando, com
um tempo de amortecimento muito alto, apesar de um tempo de subida baixo. Outro
indice que foi muito ruim foi o percentual de ultrapassagem, ficando em quase 100%.
Quanto a rejeicao de perturbacao, o sistema compensado também nao teve resposta
satisfatoria, demorando um longo tempo para rejeitar a perturbacao e com um erro
alto devido a mesma, além do sistema ter oscilado muito neste periodo. Com relacao

ao sinal de controle, o sinal mdzimo nao foi tao alto como em outros exemplos.
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Figura 5.13: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PI 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.4.
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Figura 5.14: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PI 6timo (linha
azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.3.
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Exemplo 5.5 Sistema instdvel, fase nao-minima e grau relativo igual a 3.
Considere uma planta com a sequinte funcdao de transferéncia (Datta et al.,

2000):
s — 100
st 4+ 553 +10s2 — s+ 1

G(s) = (5.67)

Primeiramente € necessdrio obter a regiao de estabilidade do sistema compensado.
Contudo, neste caso tem-se que nao existe tal regiao, ou seja, nao existe nenhum par
(kp, ki) que torne o sistema realimentado estdvel. Neste exemplo, pode-se ver que
a planta possui dois polos e um zero instdveis, ou seja, no lado semi-plano direito
do plano tmagindrio. Utilizando o lugar das raizes, € possivel verificar que com o

controlador PI nao é possivel realocd-los no lado esquerdo do plano imagindrio.

Exemplo 5.6 Sistema estdvel, fase nao-minima e grau relativo igual a 1.

Considere uma planta com a sequinte func¢ao de transferéncia (Dorf e Bishop,
1999):
s—1
52+ 2s+ 100

G(s) =

O primeiro passo € encontrar a regiao de estabilidade do sistema compensado re-

(5.68)

presentada na figura 5.15. Feito isso, o prozimo passo € achar os valores de k, e
de k; que minimizam a funcao custo, para achar o controlador otimo e a partir dos
pontos da regiao, encontrar os valores de k, e de k; em que se tenha o menor valor
da funcao custo, achando-se assim o controlador sub-ctimo. Fazendo-se v =1 e

B =1 obtém-se o sequinte controlador PI sub-dtimo:

43,4
Kop(s) =2 — ——. (5.69)
s
Utilizando o algoritmo genético, obtém-se o sequinte controlador otimo:
42,3743
K,(s) =1,5217 — —. (5.70)
s

Nas figuras 5.16 e 5.17 estao representadas as curvas de resposta ao degrau e
0 sinal de controle, respectivamente, utilizando-se o controlador étimo (linha azul) e

o controlador sub-étimo (linha vermelha), feitas através de simulagao, com o tempo
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Figura 5.15: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.6.

Tabela 5.5: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo
5.6

Método/ | Controlador | Controlador

indices | Sub-6timo Otimo
t, 2,7604 3,0097

ts 02,4931 0,8048
Yinf 1,0000 1,0000

iy, 0,0000 0,0000
PO(%) 0,0000 0,0000
Umaz 2,0000 1,5217
tapert 1,6025 1,6110
E(%) 8,2100 8,4201

de 20 segundos e a perturbacao aplicada em 10 sequndos. Utilizando-se a tabela 5.5,
pode-se fazer a comparacao dos resultados. Note que as simulacoes dos sistemas
compensados utilizando os dois métodos ficaram praticamente idénticas novamente.
Com relacao a resposta ao degrau pode-se observar que nao hd percentual de ultra-
passagem. Com relacao ao tempo de subida e ao tempo de amortecimento, esses
sao aprorimadamente iquais. Pode-se concluir que, neste exemplo, os controladores

tiveram um bom desempenho.

Exemplo 5.7 Sistema estdvel e de grau relativo igual a 2,
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Figura 5.16: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PI 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.6.
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Figura 5.17: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PI 6timo (linha
azul) e sub-0timo (linha vermelha) para o exemplo 5.6.
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Figura 5.18: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.7.

Considere uma planta com a sequinte funcao de transferéncia (Americano,

2001):
1
G(s) = s24+4s54+4

A regiao de estabilidade do sistema compensado encontra-se representada na figura

(5.71)

5.18. Nota que esta regiao cresce infinitamente na diregcao de k, tendo sido, na
sua representagao truncada quando k, = 100. Os prozimos passos sao utilizar o
algoritmo genético para encontrar o controlador PI que minimiza a funcao custo,
e calcular o custo para todos o pontos da regiao de estabilidade, achando, assim,
0s controladores dtimo e sub-dtimo respectivamente. Fazendo-se v = 6 e = 12
obtém-se o sequinte controlador PI sub-otimo:

12
Koun(s) = 53+ —. (5.72)

O controlador otimo terd a sequinte funcao de transferéncia:

11,7255

K,(s) = 53,0240 + (5.73)

Nas figuras 5.19 e 5.20 estao representadas as curvas de resposta ao degrau e o
sinal de controle, respectivamente, utilizando-se o controlador 6timo e o controlador

sub-otimo, feitas através de simulagao, com o tempo de 40 sequndos e a perturba¢ao
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Figura 5.19: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PI 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.7.

aplicada em 20 sequndos. A comparacao entre os desempenho dos dois controladores
pode ser melhor realizada utilizando-se a tabela 5.6. Note que as simulagoes dos
sistemas compensados utilizando os dois métodos ficaram idénticas. No que se refere
aos tempos de subida e de pico da resposta ao sinal de referéncia, pode-se ver que
esses indices foram baizos. Nota-se que o rastreamento da resposta nao foi exato na
simulacao. Com relacao ao sinal de controle, obteve-se um valor mdzximo muito alto,
o que € devido ao elevado ganho proporcional do controlador obtido neste exemplo.
A razao para isto € que a regido de estabilidade obtida foi muito grande e o valor de
k, que minimiza a funcao custo também foi grande, portanto ocorrendo-se um valor
mdazimo muito alto no sinal de controle. Quanto a rejeicao de perturbacao, nota-se
que conforme mostra a tabela os sistemas rejeitaram quase que instantaneamente a

perturbacao.

Exemplo 5.8 Sistema estdvel, fase minima e de grau relativo igual a 4.

Considere uma planta com a sequinte fun¢dao de transferéncia (Basilio e Matos,
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Figura 5.20: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PI 6timo (linha
azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.7.

Tabela 5.6: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo
5.7

Método/ | Controlador | Controlador

indices Sub-6timo Otimo
2% 0,2646 0,2646

t 4,7451 4,8684
Yinf 0,9992 0,9991

tp 0,4300 0,4300
PO(%) |  36.3500 36,2812
U 53,0000 53,0240
spert 0,0000 0,0000
E(%) 1,8201 1,7800
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Figura 5.21: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.8.

2000):
505 + 750

G =
(s) s5 + 30s* + 33553 + 169052 + 3624s + 2240

(5.74)

A regido de estabilidade do sistema compensado estd mostrada na na figura 5.21.
Os controladores PI dtimos e sub-otimos, para v = 2 e = 4 tém-se as sequintes

funcoes de transferéncia:

3,3

Kup(s) = 7,0133 + ==, (5.75)
3,3224

Ko(s) = 7,1220 + =2 (5.76)

Nas figuras 5.22 e 5.23 estao representadas as curvas de resposta ao degrau e o
sinal de controle, respectivamente, utilizando-se o controlador 6timo e o controlador
sub-dtimo, feitas através de simulagao, com o tempo de 30 sequndos e a perturba¢ao
aplicada em 15 seqgundos. Note-se mais uma vez que as respostas quase se superpoem.
De acordo com a tabela 5.6, com relacao a resposta ao degrau pode-se observar que o0s
tempos de subida, de amortecimento e de pico sao bastante satisfatorios. Quanto ao
percentual de ultrapassagem também obteve bom resultado (aproximadamente 16%).
Com relagao ao sinal de controle, obteve-se um wvalor mdximo aprorimadamente

wgual a duas vezes e meia o valor de regime permanente. Quanto ao tempo para
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Figura 5.22: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PI 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.8.

rejeitar a pertubrbacao, este representa aprorimadamente um quarto do tempo que o

sistema leva para atingir o tempo de acomodacao da resposta ao sinal de referéncia.

O

Exemplo 5.9 Sistema estdvel e de grau relativo igual a 8.
Considere uma planta com a sequinte func¢ao de transferéncia (Astrom e Hag-
glund, 1995):

1 1
G(s) = = D.77
(s) (s+1)8 58+ 857+ 2850 + 5655 + 705 4 5653 + 2852 + 8s + 1 (5:77)

A regiao de estabilidade do sistema compensado estd mostrada na na figura 5.24.
Aplicando-se o método proposto, para v = 8 e f = 4 obtém-se o sequinte controlador

PI sub-dtimo:

0,125
Kop(s)=0,9+ 75 . (5.78)
Com os mesmo v e 3, o controlador dtimo serd:
0,1227
K,(s) =0,9061 + — . (5.79)
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Figura 5.23: Sinal de controle para os sistemas com os controladores PI 6timo (linha
azul) e sub-0timo (linha vermelha) para o exemplo 5.8.

Nas figuras 5.25 e 5.26 estao as curvas de resposta ao degrau e o sinal de
controle, respectivamente, utilizando-se o controlador otimo e o controlador sub-
otimo, feitas através de simulagao, com o tempo de 200 sequndos e a perturbagao
aplicada em 100 sequndos. Vé-se que, novamente, as simulacoes sao praticamente
coincidentes. A partir da tabela 5.8 e da resposta ao degrau, vé-se que os indices
de desempenho foram piores que em outros exemplos, principalmente o tempo de
acomodac¢ao. Com relacao ao sinal de controle, o valor mdzimo foi baizo em re-
lacao a outros exemplos. Quanto a rejeicao de perturbacao vé-se um elevado valor
da resposta e um tempo para rejeitda-la da mesma ordem de grandeza do tempo de

acomodacao da resposta ao degrau.

Exemplo 5.10 Sistema estavel, fase minima e de grau relativo igual a 4.
Considere uma planta com a sequinte fungao de transferéncia (Basilio e Matos,
2002):

28,552 4+ 6,935 4 18,2
$6 + 17,4755 4+ 46, 78s* + 67,5253 + 64, 8652 + 43,35 + 14, 16

G(s) = (5.80)
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Tabela 5.7: Indices de desempenho relativos aos sistemas realimentados do exemplo

5.8
Método/ | Controlador | Controlador

indices | Sub-6timo Otimo
t 1,1510 1,1384

t, 6,0369 6,017
Yinf 1,0000 1,0000

i, 1,5400 1,5300
PO(%) | 15,8601 16,4827
U 7.6549 7.7612
tapert 1,4805 1,4557
E(%) 12,2903 12,2208

0.35

ki

Figura 5.24: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.9.

Tabela 5.8: Indices de desempenho do relativos ao sistema realimentado do exemplo

0 0.5
kp

5.9
Método/ | Controlador | Controlador
indices | Sub-6timo Otimo
tr 10,3248 10,3389
ts 45,8684 45,7546
Yinf 1,0000 1,0000
tp 13,4100 13,3600
PO(%) 19,4825 18,7072
Umaz 2,0007 2,0007
tspert 53,5918 53,5180
E(%) 76,0094 75,9548
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Figura 5.25: Respostas ao degrau para o sistemas com os controladores PI 6timos
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.9.
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Figura 5.26: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PI 6timo (linha
azul) e sub-0timo (linha vermelha) para o exemplo 5.9.
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0.8

Figura 5.27: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.10.

A regiao de estabilidade do sistema estd representada na figura 5.27. Apos encontrar
a regiao de estabilidade, o prozimo passo € achar os valores de k, e k; que minimizam
a fungao custo, levando-se assim aos controladores PI otimo e sub-otimo. Usando-se

v=1¢e =10, obtém-se o sequinte controlador PI sub-dtimo:

0, 36
Kop(s) = 1,254 + — (5.81)
s
e o sequinte controlador otimo:
0, 3620
K,(s) =1,2503 4+ — . (5.82)
s

Nas figuras 5.28 e 5.29 estao mostradas as curvas de resposta ao degrau e o
sinal de controle, respectivamente, utilizando-se os controladores oétimo e sub-otimo,
obtidas através de simulagao, com o tempo de 150 sequndos sendo a perturbagao
aplicada em 75 sequndos.

Utilizando-se a tabela 5.9, faz-se a comparagao entre os controladores apresen-
tados. As simulacoes dos sistemas compensados utilizando os dois métodos ficaram
aprorimadamente idénticas, uma vez que 0s ganhos dos controladores ficaram bem
prozimos. Neste exemplo, a resposta ao degrau foi muito oscilatoria com um regime

transitorio muito longo, o que pode ser verificado com a ajuda do tempo de aco-

102



y(®
18

— o6timo
— subétimo

1.6 b

14 b

0.8 B

0.4 4

0.2 4

) I I t(s)
0 50 100 150

Figura 5.28: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PI 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.10.

modac¢ao, que foi muito longo, em contrapartida, o valor mdzimo do sinal de controle
foi baizo em relacao a outros exemplos. No que diz respeito a rejeicao de pertur-
bacao, vé-se que o sistema compensado teve um desempenho ruim, demorando a

eliminar a perturbacao.

Exemplo 5.11 Sistema instdvel, fase minima e grau relativo igual a 2.

Considere uma planta com a sequinte func¢ao de transferéncia (Basilio, 1989):

s> +8,55s+ 17,5

G(s) —
)= T e 105521

(5.83)

Neste exemplo, nao hd regiao de estabilidade para o controlador PI, ou seja,
nao eziste nenhum par (k,,k;) que torne o sistema realimentado estdvel. Por isso

nao hda como utilizar um controlador PI para controlar este sistema.

Exemplo 5.12 Sistema instdvel, fase nao-minima e grau relativo igual a 2.
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Figura 5.29: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PI 6timo (linha
azul) e sub-0timo (linha vermelha) para o exemplo 5.10.

Tabela 5.9: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo
5.10

Método/ | Controlador | Controlador
indices | Sub-6timo Otimo
tr 2,4019 2,4036
ts 50,9914 51,0378
Yinf 1,0000 1,0000
tp 7,5100 7,5100
PO(%) 31,2236 31,3047
Unnas 1,7722 1,7721
tspert 46,3108 48,2015
E(%) 63,5203 63,5301
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Considere uma planta com a sequinte func¢ao de transferéncia (Basilio, 1989):

s3 — 7,552 — 8,55+ 105

GKS)::55-7,5544—1353%—10,582—-238-—12

(5.84)

Novamente, nao hd regiao de estabilidade para este exemplo.

5.4.2 Exemplos de controladores PID

Exemplo 5.13 Sistema instdvel, fase nao-minima e grau relativo igual a 2.
Considere novamente a planta do exemplo 5.1, cuja func¢ao de transferéncia e

dada por:
s 4+6s2—2s+1
s 4+ 351 + 2953 + 1552 — 3s + 60

G(s) = (5.85)

Para projetar um controlador PID, o primeiro passo, sequndo o algoritmo 3.4 €
tracar a regiao de estabilidade do sistema realimentado, conforme mostrada na figura
5.30. Fazendo v = 0,8 e f =1, obtém-se o sequinte controlador PID sub-dtimo:

17,46
Kpp,(s) = 4,5+ ==, Kp,(s) = 3,33Ls. (5.86)

Utilizando-se o algoritmo genético obtém-se sequinte controlador:

15, 4810

Kpr,(s) = 3,0205 + , Kp,(s) =0,3345s. (5.87)

Para que se possa analisar melhor o desempenho do sistema compensado, nas
figuras 5.31 e 5.32 estao representadas as curvas de resposta ao degrau e o sinal
de controle, respectivamente, utilizando-se o controlador PID dtimo e sub-dtimo. A
simulacao foi feita com o tempo de 100 sequndos com a perturbacao aplicada em 50
sequndos. Tem-se, ainda, a tabela 5.10, para comparagao dos controladores obtidos.

Analisando-se a tabela 5.10 e as figuras 5.31 e 5.32, pode-se observar que o
regime transitdrio teve forte influéncia da nao-minimalidade da fase de G(s). Os
tempos de subida, e de amortecimento e o percentual de ultrapassagem foram um
pouco melhores para o sistema compensado com o PID dtimo. Jad o tempo de pico
das duas simulacoes ficaram proximos. Quanto ao sinal de controle, o valor mdzrimo

for um pouco menor no controlador otimo. Note que o valor mdximo do sinal de
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Figura 5.30: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.13.

Tabela 5.10: Indices de desempenho relativo aos sistemas realimentados do exemplo
5.13

Método/ | Controlador | Controlador

indices | Sub-6timo Otimo
t 1,0843 0,7834

s 32,0434 25,5582
Yinf 1,0000 1,0000

i, 10,8000 10,1400
PO(%) | 45,9876 37,1725
U 87,8896 78,2768
tapert 7.3921 6,9114
E(%) 6,2310 10,2406

controle € cerca de 1,5 vezes o seu valor de regime permanente. Quanto a rejei¢ao
de perturbac¢ao, o tempo para extinguir o seu efeito foi praticamente o mesmo para
0s dois sistemas e o erro mdximo devido a perturbacao foi menor com o controlador

sub-otimo.

Exemplo 5.14 Sistema instdvel, fase nao-minima e grau relativo igual a 2.
Considere novamente a planta do exemplo 5.2, cuja fungao de transferéncia é

dada por:
st 4+ 453 + 235% 4+ 465 — 12
§5 + 254 + 2353 + 4452 + 975 + 98

G(s) = (5.88)
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Figura 5.31: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.13.
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Figura 5.32: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.13.
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O primeiro passo para o projeto do controlador PID € encontrar a regiao de
estabilidade so sistema em malha fechada. Neste exemplo tal regiao nao existe, pois
nao hd nenhum ganho do controlador PID, ou seja, (kp, ki, kq), em que o sistema
compensado seja estdvel. Portanto nao hd como projetar um controlador PID para

este sistema.

Exemplo 5.15 Sistema instdvel, fase nao-minima e grau relativo igual a 2.
Considere agora a planta do exemplo 5.3, que possui a sequinte funcgao de

transferéncia:
s3 — 48 +5+2

5.89
s5 + 8st 4 3253 4 4652 + 465 + 17 (5.89)

G(s) =

Primeiramente, obtém-se a regiao de estabilidade do sistema realimentado,
representada ba figura 5.33. Fazendo-se v = 0,8 e B = 2 obtém-se o sequinte

controlador PID sub-dtimo:

2,1996

KPIS (S) = 1, 6877 + s KDS(S) = 2, 2012s. (590)

Utilizando o algoritmo genético, tem-se o sequinte controlador:

2,4249
KPIO(S) == 1,5642 + ’

, Kp,(s) =1,8878s. (5.91)

Nas figuras 5.34 e 5.35 estao as curvas de resposta ao degrau e o sinal de
controle, respectivamente, utilizando-se 0s controladores étimo e sub-dtimo. A si-
mulacao foi feita com o tempo de 40 sequndos, sendo a perturbacao aplicada em 20
sequndos.

Utilizando-se a tabela 5.11, pode-se fazer a comparacao dos métodos apresenta-
dos. Nesta tabela estao os indices de desempenho medidos. Com relagao a resposta
ao degrau, o tempo de amortecimento do controlador dtimo foi um pouco menor
em relacao ao sub-otimo. Contudo, para o sistema controlado pelo PID sub-otimo,
nao se verificou ultrapassagem. Quanto ao sinal de controle mdximo, os dois con-

troladores ficaram praticamente iguais, enquanto que o sistema compensado com o
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Figura 5.33: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.15.

Tabela 5.11: Indices de desempenho relativos aos sistemas realimentados do exemplo
5.15

Método/ | Controlador | Controlador

indices | Sub-6timo Otimo
t, 45445 4.6356
ls 7,9485 6,4027
Yinf 1,0000 1,0000

t, 0,0000 95,4400
PO(%) 0,0000 4,8159
U 9,7821 9,7471
tspert 8,2761 92,9297
(%) 20,0545 19,6717

PID dtimo eliminou a perturbacao mais rapidamente que o sistema com o PID sub-
otimo. Contudo, o erro mdzrimo devido a perturbacao foi aproximadamente igual

nos dois sistemas.

Exemplo 5.16 Sistema instdvel, fase nao-minima e grau relativo igual a 1.
Considere novamente a planta do exemplo 5.4 cuja funcao de transferéncia é

dada por:
$*+3s*+5s+38

Gls) = st 4+ 253 4+ 3524+ Ts4+ 14

(5.92)
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Figura 5.34: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.15.
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Figura 5.35: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.15.
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Figura 5.36: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.16.

Primeiramente encontra-se a regiao de estabilidade do sistema compensado, repre-
sentada na 5.36. Fazendo v = 0,7 e 3 = 1 obtém-se o sequinte controlador PID
sub-otimo:

6, 456
Kpr,(s) = 1,0886 + ———, Kp,(s) = ~0,0263s. (5.93)

Utilizando, agora, o método otimo, tem-se o sequinte controlador:

6, 2566
5

Kp]o (S) = 1,0344 + y KDO(5> = —0,0242 (594)

Para a andlise do desempenho dos controladores, tém-se as figuras 5.37 e 5.38,
representativas das curvas de resposta ao degrau e o sinal de controle, respectiva-
mente, para os sistemas com o0s controladores PID dtimo e sub-otimo. A simulac¢do
foi feita com o tempo de 200 sequndos a perturbacao aplicada em 100 sequndos.
Além disso, para ajudar na comparacao do desempenho, tem-se a tabela 5.12, onde
estao listados os indices de desempenho medidos. Neste exemplo, a resposta ao de-
grau do sistema realimentado for muito ruim, com a saida oscilando muito, sendo
o sistema com o controlador otimo levado a um tempo de amortecimento menor
que aquele com o controlador sub-otimo. Por outro lado, o sistema com o contro-
lador sub-otimo propiciou um percentual de ultrapassagem menor que o controlador

otimo. Quanto ao sinal de controle, os dois controladores obtiveram valores mdzimos
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Figura 5.37: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.16.

quase idénticos. No que se refere a rejei¢cao de perturbagao, nota-se que o contro-
lador otimo eliminou mais rapidamente a perturbacao que o controlador sub-otimo,
embora o erro mdrimo devido a perturbacao tenha sido bastante proxrimo nas duas

simulagoes.

Exemplo 5.17 Sistema instdvel, fase nao-minima e grau relativo igual a 3.
Considere novamente a planta do exemplo 5.5, cuja funcao de transferéncia é

dada por:
s — 100
st + 5834+ 1082 —s+1

G(s) = (5.95)

O primeiro passo € obter a regiao de estabilidade do sistema compensado, sendo
representada na figura 3.5. Fazendoy = 0,7 e f = 1 obtém-se o sequinte controlador

PID sub-détimo:

0,2531

Kpr.(s) = —0,1671 — . Kp.(s) = —0,3621s. (5.96)
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Figura 5.38: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PID 6timos
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.16.

Tabela 5.12: Indices de desempenho relativos aos sistemas realimentados do exemplo

5.16

Método/ | Controlador | Controlador
indices | Sub-6timo Otimo
tr 0,5045 0,5156
ts 77,6925 58,8437
Ying 1,0001 1,0000
tp 3,1700 3,2000
PO(%) 85,8616 92,7368
Umag 4,6656 4,6997
spert 45,3271 35,8525
E(%) 31,5422 32,2916
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Figura 5.39: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.17.

Utilizando o algoritmo genético, tem-se o sequinte controlador:

0,2740

Kpr,(s) = —0,1629 — . Kp,(s) = —0,3752s. (5.97)

Observando-se as figuras 5.39 e 5.40, onde estao, respectivamente, as curvas
de resposta ao degrau e o sinal de controle, do sistema compensado utilizando-se o
controladores otimo e sub-otimo, obtidas a partir de simulagoes feitas com o tempo
de 300 sequndos a perturbacao aplicada em 150 sequndos, pode-se fazer a analise de
desempenho os sistema. Para 1sso, tem-se, também, a tabela 5.13, onde estao os
indices de desempenho do sistema. Pode-se observar que neste exemplo, a saida do
sistema for muito oscilatoria e com o tempo de amortecimento muito alto nas duas
simulacoes. Quanto ao valor mdximo do sinal de controle, os sistemas compensados
com 0s dois controladores obtiveram altos indices. Na rejeicao de perturba¢ao, os
controladores obtiveram um desempenho também ruim, demorando-se muito para

eliminar a perturbacao.
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Figura 5.40: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.17.

Tabela 5.13: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo

5.17

Método/ | Controlador
indices Sub-6timo

Controlador
Otimo

£, 1,5230
t, 91,7086
Ying 1,0000
ty 2,4400
PO(%) | 84,8931
Unnas 1,1597

topert 149,4696
E(%) 246,9451

1,5184
90,8958
0,9999
2,4500
86,8294
1,1741
148,0525
254,3923
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Figura 5.41: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.18.

Exemplo 5.18 Sistema estdvel, fase nao-minima e grau relativo igual a 1.
Considere novamente a planta do exemplo 5.6, cuja funcao de transferéncia €

dada por:
s—1

Gl8) = 595100

(5.98)

O primeiro passo € obter a regiao de estabilidade do sistema compensado.
Primeiro, obtém-se a regiao de estabilidade do sistema compensado, que estd
representada na figura 5.57. Fazendo v =1 e f =1 obtém-se o sequinte controlador

PI sub-dtimo:

66,033

Kpr.(s)=1,8— , Kp.(s) = —0,66s. (5.99)

Utilizando o algoritmo genético, obtém-se o sequinte controlador:

69, 7781

Kpr(s) =1,9541 — . Kp,(s) =—0,7101s. (5.100)

Para que se possa analisar melhor, nas figuras 5.42 e 5.3, respectivamente,
estao as curvas de resposta ao degrau e o sinal de controle utilizando-se os contro-
ladores dtimo e sub-dtimo. A simulacao foi realizada com o tempo de 20 sequndos e
perturbacao aplicada em 10 sequndos. Tem-se a tabela 5.13, para a comparagao dos
controladores. Pode-se observar que neste exemplo, os indices de desempenho da si-

mulacao do sistema compensado com o controlador sub-dtimo, obtiveram resultados
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Figura 5.42: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.18.

ligeiramente superiores do que os com o dtimo, exceto o tempo de subida e o tempo
de amortecimento. Na rejeicao de perturbacao, o controlador sub-otimo, também,

for um ligeiramente melhor que o d¢timo.

Exemplo 5.19 Sistema estdvel e grau relativo igual a 2.
Considere novamente a planta do exemplo 5.7, cuja funcao de transferéncia é

dada por:
1

s24+4s54+4

G(s) =

A figura 5.44 representa a regiao de estabilidade do sistema. Note que esta regiGo

(5.101)

cresce infinitamente, tendo sido sua representagao truncada em k,, k; e kq tqual 100.

Portanto, fazendo v =1 e B =1 obtém-se o sequinte controlador PID sub-dtimo:

50
Kpr,(s) = 94,801 + —, Kp_(s) = 46,2s. (5.102)
S

Utilizando o algoritmo genético, tem-se o sequinte controlador:

19,9723

Kpr,(s) = 93,0677 + , Kp,(s) =6,2690s. (5.103)
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Figura 5.43: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.18.

Tabela 5.14: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo

5.18
Método/ | Controlador | Controlador

indices | Sub-6timo Otimo
t 1,3841 1,2055

ls 1,8996 1,7206
Yinf 1,0000 1,0000

t, 0,0000 1,4400
PO(%) 0,0000 3,3779
Umaz 1,8965 2,2786
Tspert 0,8626 0,9479
(%) 14,5424 16,8721

118



s
N%%\R&m 2

5
o

90 — et

Y

2

80 .»w%ﬁ%\%ﬁ

.
R

70 |

o
F
X
;,g,};;w

%

%
7

i
.
i

:
.

60 .o

i

50 -.-:-'”‘:.‘-";."".-‘,\\"-}‘.;-:;:' i

g 40

-
25
i

%
#
::}'}'}.;f
i
7
7

2

}’a
S ¥

2

i

i

7
2

e
i
.

5

5

I

Z
e
.:;f" s
e
7

30 .

%
;/’

20 —|

2

7
x
Z
%

R

kd ki

Figura 5.44: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.19.

Tabela 5.15: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo
5.19

Método/ | Controlador | Controlador

indices Sub-6timo Otimo
2% 1,0793 0,2578

ts 02,2326 0,9288
Yinf 1,0000 0,9997

t, 2,0700 0,3700
PO(%) 11,8328 11,7552
U 94,8010 93,0677
spert 0,0000 0,0000
E(%) 0,7622 0,9213

Nas figuras 5.45 e 5.46 estao representadas as curvas de resposta ao degrau e o
sinal de controle, respectivamente, utilizando-se os controladores dtimo e sub-dtimo.
A simulacgao foi realizada com o tempo de 20 sequndos a perturbacao aplicada em 10
sequndos. Na tabela 5.15 tem-se os indices de desempenho para os sistemas reali-
mentados, de onde s observa que o tempo de amortecimento e de pico do controlador
otimo, teve melhor desempenho que os do controlador sub-otimo. Quanto a rejei¢ao
de perturbacao, os sistemas a rejeitaram quase que instantaneamente. Note que o
sinal mdzimo de controle foi muito alto. Isto se deve ao ganhos terem sido altos,

porque o ponto otimo encontrado do foi proximo ao limite da regiao de estabilidade.
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Figura 5.45: Resposta ao degrau para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.19.
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Figura 5.46: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.19.
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Figura 5.47: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.20.

Exemplo 5.20 Sistema estavel, fase minima e grau relativo igual a 4.
Considere novamente a planta do exemplo 5.8, cuja funcgao de transferéncia é

dada por:
50s + 750

s% + 30s* + 33553 + 169052 + 36245 + 2240

G(s) = (5.104)

O primeiro passo € obter a regiao de estabilidade do sistema compensado. A figura
5.7 representa a regiao de estabilidade do sistema. Aplicando-se o método proposto,
e fazendo-se v =4 e 3 = 22 obtém-se o sequinte controlador PI sub-dtimo:

21,08
Kpr,(s) = 12,549 + ——, Kp,(s) = 8,86s, (5.105)
S

e utilizando o método dtimo, tem-se o sequinte controlador:

Kpy,(s) = 11,5018 +

18,9630
’T Kp,(s) =6,5178s. (5.106)

Nas figuras 5.48 e 5.49 estao as mostradas as curvas de resposta ao degrau e o
sinal de controle, respectivamente, utilizando-se os controladores otimo e sub-dtimo.
A simulagao foi realizada com o tempo de 40 sequndos a perturbacao aplicada em

20 segqundos.
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Figura 5.48: Resposta ao degrau para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.20.

Utilizando-se a tabela 5.16, pode se fazer a comparacao dos controladores apre-
sentados. Nesta tabela estao os indices de desempenho medidos. Os resultados das
simulacoes dos dois controladores ficaram quase idénticas. Pode-se destacar que o
tempo de amortecimento na simula¢ao do controlador dtimo foi menor que o do
sub-dtimo. Quanto ao mdrimo sinal de controle e a rejeicao de perturbac¢ao, os dois
sistemas foram semelhantes, podendo-se destacar que o erro devido a perturbac¢ao

fot um pouco menor na simulacao do controlador sub-otimo.

Exemplo 5.21 Sistema estdvel e grau relativo igual a 8.
Considere novamente a planta do exemplo 5.9, cuja fungao de transferéncia é

dada por:

1 1
G(s) = = 5.107
(s) (s+1)8 84857+ 2850 + 5655 + 70s* 4 56553 + 2852 + 8s + 1 ( )

Tem-se que a figura 5.44 representa a regiao de estabilidade do sistema. Fazendo-se

v =8 e 3 =4 obtém-se o sequinte controlador PID sub-étimo:
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Figura 5.49: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PID 6timos
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.20.

Tabela 5.16: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo
5.20

Método/ | Controlador | Controlador

indices | Sub-6timo Otimo
t 1,0111 0,9152

s 72097 5,2921
Yinf 1,0000 0,9997

t, 1,8700 1,8700
PO(%) | 37,3585 36,0235
U 14,1697 13,1966
tapert 1,484 1,9386
(%) 4,3310 5,2231
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Figura 5.50: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.21.

0, 1885

Kpr.(s) = 1,3073 + , Kp.(s) = 3,7439s, (5.108)

utilizando o algoritmo genético, tem-se o controlador:

0,1862
KPIO(S) = 1,2827+ ’

, Kp,(s) =3,5808s. (5.109)

Nas figuras 5.51 e 5.52 estao as curvas de resposta ao degrau e o sinal de
controle, respectivamente, das simulacoes dos sistemas compensados, utilizando o0s
controladores dtimo e sub-dtimo. A simulacao foi realizada com o tempo de 250
sequndos e perturbacao aplicada em 125 sequndos. Utilizando-se, também, a tabela
5.17, para a ajudar na comparac¢ao dos métodos apresentados, percebe-se que 0s
resultados das simulacoes foram, novamente, semelhantes. Quanto a resposta ao
degrau, tem-se que o tempo de acomodagao foi um pouco menor no controlador
dtimo, assim como o tempo de rejeicao a perturbacao. Os outros indices foram

semelhantes.

Exemplo 5.22 Sistema estdvel, fase minima e grau relativo igual a 4.

Considere novamente a planta do exemplo 5.10, cuja fungao de transferéncia
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Figura 5.51: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.21.
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Figura 5.52: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.21.
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Tabela 5.17: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo
5.21

Método/ | Controlador | Controlador
indices | Sub-6timo Otimo
tr 8,6898 8,7597
ts 57,9498 52,7359
Yinf 1,0000 1,0000
tp 10,9500 11,0400
PO(%) | 21,2462 20,9245
Umaz 1,9987 1,9996
spert 52,0195 46,4619
E(%) 58,5090 59,1126

€ dada por:

28,552 + 6,935 + 18,2
6 + 17,4755 + 46, T8s* + 67, 5253 + 64, 8652 + 43, 3s + 14, 16

G(s) = (5.110)

O primeiro passo € obter a regiao de estabilidade do sistema compensado, que estd
representado na figura 5.53. Fazendo-se v =1 e 3 =5 obtém-se o sequinte contro-

lador PID sub-dtimo:

6,15
Kpr,(s) = 2,6101 + ——, Kp_(s) = 5, 542s. (5.111)
S

Utilizando o algoritmo genético, tem-se o sequinte controlador:

6,2112

Kpr(s) = 2,6431 + , Kp,(s) = 5,3640s. (5.112)

Nas figuras 5.54 e 5.55 estao representadas as curvas de resposta ao degrau e o
sinal de controle, respectivamente, utilizando-se o controlador 6timo e o controlador
sub-ctimo. A simulacao foi feita com o tempo de 100 sequndos a perturbacao aplicada
em 50 segundos.

Utilizando-se a tabela 5.18, percebe-se que os resultados das simulacoes dos dois
controladores ficaram quase idénticos novamente. Pode-se destacar que o tempo de
amortecimento da simulagao do sistema realimentado utilizando o controlador étimo
for menor que a do sub-otimo. Tem-se, também, que o percentual de ultrapassagem

obtido foi alto nas duas simulacoes.
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Figura 5.53: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.22.
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Figura 5.54: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.22.
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Figura 5.55: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.22.

Tabela 5.18: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo

Controlador
Otimo

5.22
Método/ | Controlador

indices | Sub-6timo

128 1,4946

ts 24,7745

Yins 1,0000

t, 3,0000

PO(%) | 59,8324

Umaz 3,7011

tapert 8,3241

E(%) 15,3116

1,4693
21,7274
1,0000
2,8900
59,6583
3,7664
8,1662
15,6360
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Figura 5.56: Regiao de estabilidade do sistema realimentado do exemplo 5.23.

Exemplo 5.23 Sistema instdvel, fase minima e grau relativo igual a 2.
Considere novamente a planta do exemplo 5.11, cuja fungao de transferéncia

¢ dada por:
52+ 8,55+ 17,5
st — 1552 4+ 10s + 24

O primeiro passo € obter a regiao de estabilidade do sistema compensado, que estd

G(s) =

(5.113)

mostrado na figura 5.56. Novamente, esta regiao foi truncada com os ganhos iguais
a 100, pois também esta cresce infinitamente. Fazendo-se v =1 e =1 obtém-se o

sequinte controlador PID sub-otimo:

35
Kpr,(s) =94,932+ —, Kp,_(s) = 16, 588s. (5.114)
s
Utilizando o algoritmo genético, tem-se o sequinte controlador:
12,4255
Kpr,(s) = 93,2429 + ———— Kp,(s) = 14,7632s. (5.115)

Para a analise do desempenho dos controladores, tém-se as figuras 5.57 e 5.58
onde se encontram as curvas de resposta ao degrau e o sinal de controle, respectiva-
mente, utilizando-se os controladores dtimo e sub-dtimo. A simulacao foi feita com
o tempo de 15 sequndos a perturbagao aplicada em 7,5 sequndos.

Além disso, para ajudar na comparacao entre os controladores, tem-se a tabela

5.19. Nesta tabela estao os indices de desempenho medidos. Tem-se que o tempo de
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Figura 5.57: Respostas ao degrau para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.23.

pico e o tempo de amortecimento na simulagao do controlador dtimo, foram menores
que 0s da stmulagao do sub-otimo. Por outro lado, o percentual de ultrapassagem do
controlador sub-dtimo, foi menor que o do dtimo. Tem-se, também, neste sistema,

que o sinal mdximo de controle foi alto.

Exemplo 5.24 Sistema instdvel, fase nao-minima e grau relativo igual a 2.
Considere novamente a planta do exemplo 5.12, cuja fun¢ao de transferéncia

€ dada por:
s3 —7,5s% — 8,55+ 105

G —
() = 7 5T T 1399 110,55 — 235 — 12

(5.116)

Nao hd regiao de estabilidade para esta planta, utilizando-se um controlador PID.

O

Na tabela 5.20, serd mostrado o tempo de simulagao da otimizacao da funcao
custo, utilizando o algoritmo genético, como dito anteriormente. Neste tabela, pode-

se verificar que tais tempos, nao foram elevados.
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Figura 5.58: Sinais de controle para os sistemas com os controladores PID 6timo
(linha azul) e sub-6timo (linha vermelha) para o exemplo 5.23.

Tabela 5.19: Indices de desempenho relativos ao sistema realimentado do exemplo
5.23

Método/ | Controlador | Controlador

indices | Sub-6timo Otimo
t, 0,2658 0,2291

ts 2,9190 0,7305
Yinf 1,0002 1,0009

t, 1,5800 0,2900
PO(%) 2,9017 6,4543
Umaz 94,9320 93,2429
tapert 0,0000 0,0000
E(%) 1,3102 1,3611
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Tabela 5.20: Tempo de simulagao utilizando o algoritmo genético para os exemplos

Exemplo | Tempo (s)
5.1 15
5.2 17
5.2 14
0.4 11
2.5 -
5.6 16
2.7 13
5.8 13
5.9 12
5.10 11
5.11 -
5.12 -
5.13 15
5.14 17
0.14 14
5.16 11
5.17 -
5.18 16
5.19 13
2.20 13
5.21 12
5.22 11
5.23 -
5.24 -
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5.5 Conclusoes

Neste capitulo, foi visto o método de otimizacao da funcao custo no projeto de con-
troladores PI e PID e foram apresentados varios exemplos de sistemas compensados
com estes controladores. A partir destes exemplos foi possivel constatar que, em
alguns casos, nao foi possivel utilizar tais controladores, pois para tais sistema nao
foi possivel obter regiao de estabilidade. Em outros exemplos, o controlador nao
obteve bons resultados, ficando com uma resposta muito oscilatoria. Ja em outros,
o controlador obteve bons indices de desempenho, mostrando que este ¢ um método

pode ser eficiente no projeto de controladores PI e PID.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho foi proposto um método de ajuste dos parametros de controladores
PI e PID que se baseia na minimizacao de uma funcao custo quadratica, podendo
ser aplicados a plantas modeladas por funcoes de transferéncia racionais estaveis ou
instaveis. A maioria das plantas utilizadas nos exemplos deste trabalho, nao sao
simples de serem controladas, pois em sua maioria sao instaveis, de fase nao-minima
e com grau relativo maior ou igual a 2.

A partir das simulacoes realizadas, verificou-se que em alguns casos, tanto o
controlador PI quanto o PID, nao foram capazes de controlar o sistema, uma vez
que nao existiam regioes de estabilidade nestes casos. Em outros exemplos as simu-
lagoes nao obtiveram bons indices de desempenho, pois o sinal da saida foi muito
oscilatorio, apesar do sistema realimentado ser estavel. O regime transitorio nestes
casos foi muito ruim e o sistema demorou muito para entrar em regime permanente.
J& na maioria dos exemplos, os controladores PI e PID, obtiveram resultados satis-
fatorios, tendo um baixo tempo de acomodacao e também um baixo percentual de
ultrapassagem. Em alguns destes casos, o sinal méaximo de controle foi um pouco
alto. Se o projeto exigir que o sinal maximo de controle nao deva ser muito alto,
deve-se manipular os parametros v e ( para tentar diminuir o valor maximo do
sinal de controle. Em praticamente todas as simulacoes, o controlador sub-6timo
obteve parametros parecidos com os do controlador 6timo e conseqiientemente, as
simulacoes também foram parecidas. Isso deve-se ao fato de que a grade escolhida

para gerar a regiao de estabilidade tinha passos bastantes pequenos.
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Pode-se, também, analisar o desempenho dos controladores PID com relagao
aos controladores PI, j4 que os exemplos simulados foram idénticos para os dois
controladores. Observando primeiro os exemplos em que nao existiu regiao de esta-
bilidade para os controladores PI e PID, os tinicos exemplos em que isto aconteceu
foram os 5.12 e 5.24, associados & mesma planta. Nos casos em que somente um
tipo de controlador nao obteve a regiao de estabilidade, o outro controlador nao
obteve bons resultados nos indices de desempenho nas simulagoes realizadas, como
aconteceu nos exemplos 5.5 e 5.17. Ja nos outros exemplos, em que foi possivel obter
controladores PI e PID, note-se que o desempenho dos controladores foi parecido
em alguns como nos exemplos 5.1 e 5.13, mas, em outros, o controlador PID obteve
melhores indices, principalmente no tempo de amortecimento e na rejeicao de per-
turbacao. Conclui-se que o controlador PID teve desempenho igual ou superior ao
controlador PI, nos exemplos simulados.

Um ponto que pode ser objeto de investigacao no futuro ¢ um estudo mais
detalhado da influéncia de W (s) em relacédo as especificagoes de desempenho, procu-
rando uma maneira sisteméatica de se obter § e v em funcao das especificacoes de
desempenho e da resposta em freqiiéncia de E(s), isto é, quando, na primeira ite-
ragao 5 =y # 0. Um outro ponto que também pode ser investigado, é a utilizacao
do método para sistemas com atraso e identificados, ja que o desenvolvimento deste
trabalho foi feito a partir do conhecimento da planta, o que nem sempre é pos-
sivel em sistemas industriais. Uma solucao possivel para sistemas com atraso, seria
uma aproximacao racional para este atraso. Mas nem sempre isto ¢ uma solucgao efi-
ciente, podendo levar o sistema a instabilidade. Finalmente, em um trabalho recente
(nao publicado) Bhattacharyya e Keel obtém regioes de estabilidade para sistemas
compensados com controladores PI e PID simplesmente a partir da resposta em
freqiiéncia da planta (sem necessidade de encontrar uma func¢ao de transferéncia).
Esses resultados poderiam ser utilizados de forma direta a teoria aqui apresentada,
uma vez que a norma quadratica poderia ser facilmente calculada no dominio da

freqiiéncia.
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