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Resumo da Dissertagdo apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
necessarios para obten¢do do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.).
DECOMPOSICAO EM FORMA DE SMITH UTILIZANDO FORMA CANONICA
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Raphael de Oliveira Leite
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Matrizes polinomiais tém sido objeto de interesse tanto na teoria matematica,
quanto na engenharia de controle (analise e projeto de sistemas multivariaveis) e
também em processamento de sinais.

No estudo de matrizes polinomiais, a forma de Smith desempenha um papel
significativo. Utilizando a forma de Smith ¢é possivel, por exemplo, determinar o posto
normal de uma matriz polinomial; além disso, através de sua variante, a Forma de
Smith-McMillan, podem-se determinar os pdlos e zeros de um sistema multivariavel.

O objetivo principal desta dissertagdo ¢ propor um algoritmo para a obtengao da
forma de Smith de matrizes polinomiais quadradas (mxm) através da determinacdo da
forma de Jordan da matriz de evolugao de estados de uma realizacdo de ordem minima
associada a matriz de transferéncia G(s) = IA™'(s), onde A(s) denota a matriz polinomial
cuja forma de Smith deve ser computada. Sao também determinadas as matrizes
multiplicadoras U(S) e V(S) tais que U(S)A(S)V(S) = S(S), onde S(S) representa a forma de
Smith de A(S), através da obtengdo de uma base polinomial minima para o espaco nulo
de uma determinada matriz polinomial e, em seguida, calculando os polindmios
coeficientes da combinag¢do linear dos vetores polinomiais da base que levem as

matrizes unimodulares U(S) e V(S).
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Polynomial matrices have received considerable attention in mathematics, in
control engineering (mainly in the analysis and design of multivariable systems) and in
signal processing.

In the study of polynomial matrices, the Smith form plays an important role.
Using the Smith form, it is possible, for instance, to determine the normal rank of a
polynomial matrix and the poles and zeros of a multivariable system, using the so-called
Smith-McMillan form.

In this dissertation, it is proposed a new method for the computation of Smith
form of polynomial matrices of dimension mxm. The key step of the algorithm is the
computation of the Jordan form of the state transition matrix of the minimal realization
associated with G(s)=IA"'(s), where A(S) is the polynomial matrix whose Smith form
must be computed. The matrices U(S) and V(S) such that U(S)A(S)V(S)=S(s), where S(S)
is the Smith form of A(S), are obtained by computing a minimal polynomial bases for
the null space of a certain polynomial matrix are in the sequence by finding polynomials
of the linear combination of the elements of the basis which make the matrices U(S) and

V(s) unimodular.
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1. Introducao

“No meio da dificuldade esta
a oportunidade”
Einstein

O estudo e projeto de processos ou sistemas fisicos pode ser realizado usando-se
métodos empiricos. Para tanto, aplicam-se diversos sinais de entrada ao sistema fisico e
medem-se suas respostas. A partir destas, estima-se se seu desempenho esta satisfatorio
e, em caso contrario, sdo feitos alguns ajustes, prosseguindo neste processo de tentativa-
e-erro até que se encontre um resultado que atenda aos indices de desempenho pré-
estabelecidos. Porém, estes métodos podem se mostrar impraticaveis se os sistemas
fisicos em estudo forem complexos demais, ou muito caros, ou ainda perigosos. Nestes
casos, entram os processos analiticos. Os processos analiticos consistem basicamente
da seguinte seqiiéncia de procedimentos: modelagem, desenvolvimento de equagdes
matematicas, analise e projeto.

Tomando como base o nimero de entradas e saidas, os sistemas podem ser
divididos em dois tipos basicos: os de uma entrada e uma saida (escalares, ou
monovariaveis) e os sistemas de multiplas-entradas e multiplas-saidas (multivariaveis).
A compreensdao destes sistemas € muito importante em areas como controle de
processos, engenharia aeroespacial, meteorologia e economia, s6 para citar alguns
exemplos.

A modelagem de sistemas multivaridveis objetiva a obtencdo de matrizes de
transferéncias, que sdo matrizes racionais. Tendo como motivagdo o caso escalar, essas
matrizes racionais podem ser escritas como o produto de uma matriz polinomial pela

inversa de outra matriz polinomial. Assim, no estudo de sistemas multivaridveis, as
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matrizes polinomiais t€ém destacada relevancia. Matrizes polinomiais tém sido objeto de
interesse tanto na teoria matematica [1], [2], quanto na engenharia de controle (analise e
projeto de sistemas multivariaveis) [3], [4], [5], [6], [7], [8] e também em
processamento de sinais [9], [10], [11]. Esta importancia se deve ao fato que muitos
conceitos relativos a sistemas monovaridveis s6 podem ser generalizados para o caso
multivariavel utilizando-se matrizes polinomiais.

A forma de Smith [12] € um conceito relevante dentro do estudo de matrizes
polinomiais e de reconhecida importancia como elemento chave na andlise e projeto de
sistemas de controle multivaridveis. Utilizando a forma de Smith é possivel, por
exemplo, determinar o posto normal de uma matriz polinomial; além disso, através de
sua variante, a Forma de Smith-McMillan [13], podem-se determinar os polos e zeros
de um sistema multivariavel.

A determinagdo da forma de Smith de uma matriz A(S) e R”™(s) consiste

basicamente de sua diagonalizagdo. O método cléssico de obtengdo da forma de Smith
envolve a manipulagdo de matrizes unimodulares através de operacdes elementares de
linhas e colunas. Por essa razdo ndo ¢ apropriado para célculos numéricos, porque
resulta em um nimero extraordinariamente grande de manipulacdes polinomiais, além
de reconhecida sensibilidade numérica dos métodos de redugao baseados em operagdes
elementares de linhas e colunas.

Gantmacher [1] propés um método direto para a reducdo de uma matriz
polinomial a sua forma de Smith, o qual serviu de motivagao para outros métodos [14],
[15], que podem ser vistos como variagdes do método proposto por Gantmacher.
Entretanto, todos estes métodos sofrem de instabilidade numérica e crescimento dos
coeficientes porque o pivoteamento ndo ¢ baseado nos coeficientes de S, mas sim em

suas poténcias. Ainda nos anos 70 do século passado, Ramachandran [16] propds um
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método para obtengdo da redugdo exata de uma matriz polinomial a sua Forma de
Smith, porém este método tem aplicagdo limitada a matrizes polinomiais
monovariaveis.

Provavelmente um dos primeiros métodos polinomiais diretos apresentados, seja
aquele proposto por Kaltofen et al. [17]; contudo ele nao calcula os multiplicadores (ou
transformagoes equivalentes) U(S) e V(S) tais que se S(S) representa a forma de Smith de
A(S), U(S)A(S)V(S) = S(s). Em outro algoritmo, Kaltofen et al. [18] propdem um
algoritmo probabilistico para obter a forma de Smith, onde ¢ mostrado que além da
forma de Smith, também as matrizes multiplicadoras podem ser obtidas de forma
estocastica. Esse algoritmo tem como base a multiplicagdo da matriz de entrada por
uma outra matriz constante escolhida aleatoriamente, chamada “condicionante”, que
tem por objetivo pré-condicionar a matriz de entrada para facilitar a obtencdo da forma
de Smith através de sua forma de Hermite [4]. A chave para seu sucesso ¢ a boa
escolha desta matriz constante, o que ndo ¢ facil, uma vez que nao had uma maneira
deterministica de se encontrar essa matriz “condicionante”. Outros algoritmos baseados
em métodos probabilisticos também foram apresentados recentemente [19], [20], [21],
[22]. Além deles, pode ser encontrado na literatura também aplicagdes especificas
recentes para a forma de Smith, principalmente na area de processamento de sinais [23].

Um grande numero de artigos tem sido devotado ao problema de se estabelecer
conexdes entre matrizes polinomiais e realizagdes em espaco de estado, com particular
atencdo a matriz de evolucao de estados estar na forma canonica de Jordan [24], [25],
[26], [27]. Seguindo essa linha, Van Dooren, et al. [28] propdem um algoritmo para
obtencdo da Forma de Smith-Macmillan de matrizes racionais a partir de sua expansao

em série de Laurent.
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O objetivo principal desta dissertagdo ¢ propor um algoritmo para a obtencao da
forma de Smith de matrizes polinomiais quadradas (mxm) através da determinagdo da
forma de Jordan da matriz de evolugdo de estados de uma realizacdo de ordem minima
associada a matriz de transferéncia G(s) = IA™(s). Sdo também determinadas as
matrizes multiplicadoras U(S) e V(S) através da obtencdo de uma base polinomial
minima para o espago nulo de uma determinada matriz polinomial [29] e, em seguida,
calculando os polindomios coeficientes da combinagao linear dos vetores polinomiais da
base que levem as matrizes unimodulares U(s) e V(S).

Como ferramenta de apoio aos calculos foi utilizado o software Matlab da
Mathworks [30], tendo sido desenvolvidas fungdes que implementaram os algoritmos
descritos neste trabalho e possibilitaram os calculos dos exemplos apresentados. As
fungdes aqui desenvolvidas visam complementar aquelas introduzidas por Barcelos [31]
e compor o conjunto de fungdes (toolbox) denominado Polymat. Outros conjuntos de
fungbes analogos ja existem a disposi¢do, por exemplo, a Polynomial Toobox,
comercialmente chamada de Polyx (www.polyx.cz). A vantagem do método
apresentado neste trabalho em relagdo a Polyx, por exemplo, vem de sua concepgdo.
Todos os calculos das fungdes que compdem Polymat sdo baseados em matrizes de
coeficientes, ou seja, todas as manipulacdes envolvem apenas matrizes numéricas. Ja as
fungdes de Polyx sdo baseadas em matrizes simbdlicas, o que faz necessaria maior
capacidade de processamento computacional dos resultados. Além disso, a Polymat
visa ser disponibilizada para a area académica de forma livre para que a mesma seja
utilizada e melhorada.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma. No capitulo 2 serao
apresentados os fundamentos da teoria de sistemas multivariaveis. Ainda no capitulo 2,

apresenta-se uma discussao dos assuntos relacionados a obtengao da forma de Smith de


http://www.polyx.cz/
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uma matriz polinomial, culminando com um algoritmo para o calculo da mesma.
Exemplos ilustrativos sdo também apresentados. No capitulo 3, um novo algoritmo
para a obtencdo da forma de Smith de matrizes polinomiais ¢ proposto. Com vistas a
mostrar o desempenho computacional deste algoritmo, e também para clarificar a sua
utilizacdo, sdo apresentados alguns exemplos. Por fim, no capitulo 4, ¢ apresentada

uma breve analise sobre os resultados obtidos e sugestdes de trabalhos futuros.
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2. Fundamentos Teoricos

“A aquisicdo da sabedoria é
melhor que a das pérolas.”
Jo, 28, 18

Este capitulo destina-se a apresentar parte da teoria envolvida no célculo da
forma de Smith de matrizes polinomiais. Na se¢do 2.1, apresenta-se uma breve
comparagdo entre sistemas escalares (monovaridveis) e sistemas multivaridveis
(multiplas entradas e multiplas saidas). Na secdo 2.2, abordam-se os conceitos de
controlabilidade e observabilidade e, em seguida, na secao 2.3, sdo revisadas as
realizagdes de ordem minima para sistemas multivariaveis. Na se¢do 2.4 discute-se a
descricdo por fragdoes de matrizes (DFM). A secdo 2.5 considera o problema de obter
uma realizagdo de ordem minima a partir de uma DFM irredutivel. Esse problema tera
um importante papel no trabalho aqui desenvolvido. A se¢do 2.6 trata de polos e zeros
de sistemas multivariaveis e, para tanto, torna-se necessario introduzir a Forma de Smith
de matrizes polinomiais. Na se¢do 2.7 ¢ descrito um algoritmo para o calculo da forma
de Smith, deixando alguns exemplos para serem desenvolvidos na seg¢dao 2.8.
Finalmente, na se¢do 2.9, ¢ feita uma analise sobre alguns métodos presentes na
literatura e sdo tecidos alguns comentarios. Este capitulo foi escrito tomando-se por

base [4], [6], [31], [32], [33].

2.1. Comparacao entre Sistemas Escalares e Multivariaveis

Esta secdo apresenta brevemente os conceitos de sistemas escalares buscando

estendé-los aos sistemas multivariaveis.
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2.1.1 Sistemas Escalares

Um sistema escalar, ou sistema monovariavel (SISO), é aquele que apresenta
apenas uma entrada e uma saida. Seja, portanto, um sistema linear e invariante no
tempo (SLIT) com entrada u(t) e saida y(t). Entdo a funcdo de transferéncia desse

sistema sera dada por:

_Y©e
G(s) = UGs) (2.1)
sendo
G(s) = b(s) _ bs"" +b,s"* +...+b, _s+b, 2.2)

a(s) s"+as"'+a,s"*+...+a,_s+a,
com b(s) e a(s) coprimosl. E sabido [4], [6] que, para o sistema descrito pela equagio
(2.2), ¢ possivel obter uma realizagdo em espaco de estado de ordem n e que esta
realizagdo tem ordem minima, isto ¢, possuir o menor nimero possivel de estados. Uma

dessas realizacdes ¢ dada por:

{X(T) = AX(t) + bg(t)’ 2.3)
y(t) =cx(t)
sendo

[-a, 1 0 1 b, |

-a, 0 b,

A=l i i - ilb=| ¢ lec=[l 0 - 0 0]. (24
-a,, 0 0 b,
| -a, 0 0 0] | b, |

Considere agora o calculo dos polos/zeros de G(S). Suponha que Z, 3, 51, 3.

denotem, respectivamente, os conjuntos dos poélos, zeros, zeros finitos e zeros no

infinito de G(S). Entdo:

" Dois polindmios sio ditos coprimos se todos os seus maximos divisores comuns tém grau igual a zero,
isto €, sdo escalares reais.
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(1) 37’:{peC:iiirgG(s)zw}:{pe(C:a(p)zo}

(ii) 3;:{26@:13@(5):0}:%ugﬁw,onde 3, ={2eC:b(2)=0} e 3, tem

cardinalidade igual a grau[b(s)] — grau[a(s)].

2.1.2 Sistemas Multivariaveis

Considere agora um sistema multivariavel (MIMO), com m entradas e p saidas.

Assim, o modelo da funcdo de transferéncia serd dado por y(S) = G(S)u(s), onde

u(s) e R™'(s) e y(s) e R”™(s) denotam, respectivamente, as transformadas de Laplace
dos vetores de entrada e saida e G(s) e R (s) denota a matriz de transferéncia, sendo

RP™(s) o conjunto das matrizes racionais p x m. A esta matriz de transferéncia

podem-se associar diversas realizacdes de diferentes ordens, conforme serd ilustrado no
exemplo a seguir.
Exemplo 2.1: Considere a matriz de transferéncia G(S) dada por:

1 1

(s=1)(s+3)
s—2 )

(s—1)(s+3) (s+3)°

G(s) = (S_‘é) 2.5)

(1) Como primeiro exemplo, considere a seguinte realizagdo para G(S).

s _{911(8) 912(8)} {yl(S)}_{gll(S) glz(sq{ul(sq
()= = =
0,(5) 9x(9) Y2(9)] [92(5) 95 (8) [ u,(s)

Yi(S)=Y,,(8)+Y,(9)

== 20O = {yz (8)= Y21 (8) + Y ()

A forma recursiva para a expressao apresentada acima é:

)_Zij 1= Aj Xij (t) + biju(t)

Y;(8) =0 (s)u; () = {yij (1) =c;x; (1) ’

onde
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-10 1
—2 1 0

A12_ 3 0} blzz[l} C12:[1 O]
(-5 1 0 0

A,=|-3 0 1|, b,=| 0] ¢c,=[1 0 0]
9 0 0 -6

-6 1 1
A, = _9 0} bzzz{_z} c22=[1 0]

Definindo-se gz[XITl(t) XH () x5, (1) X;(t)], tem-se que uma realizagdo

para G(s) sera dada por:

2 1 0 0
-1 0 1 0
-2 1 0 0
3.0 0 1
X(t) = -5 1 0 X+ 0 O
-3 0 1 0 0 (2.6)
9 0 0 -6 0
-6 1 0 1
i -9 0] 0 -2
y(t)z'l 01 00 0O0O o}((t)
000010010

Note que a ordem dessa realizagdo ¢ n;=9.
(2) Escreva agora G(S)= N(s)/d(s) onde
d(s)=(s—=1)*(s+3)> =s*+4s’ - 25 —125+9

N(S):[(s+3)2 (s—l)(s+3)}:{sz+6s+9 s*+2s-3 }

—6(s—1) (s=2)(s-1)° —65+6 S°—4s” +55-2

Escrevendo N(S) = Nj s+ N, s2+ N3 s + N4, onde

0 0 1 1 6 2 9 -3
N1: > sz 5 N3: > N4: 5
0 1 0 -4 -6 5 6 -2
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¢ definindo d(s) = st + als3 + a232 + ass + as, tem-se que uma outra realizagdo para

G(s) sera:
-al, 1, 0 N,
-a,l, 0 | N
= *° S X+ S u
-al, 0 0 |1, N, , (2.7)
-a,1, 0 0 0 N,
y(t)=[|2 0 0 O]X(t)

cuja ordem é n, = 8 (N < Nny).

Surge, entdo, uma pergunta natural. Qual a menor ordem possivel para as
realizagcdes associadas a uma dada matriz de transferéncia? Para responder essa
questdo, sdo necessarios os conceitos de controlabilidade e observabilidade, a serem

apresentados a seguir.

2.2. Controlabilidade e Observabilidade

Esta secao introduz os conceitos de controlabilidade ¢ observabilidade. A
controlabilidade de um sistema est4 associada a capacidade de se controlar os estados,
isto €, de se levar os estados de um sistema de uma posi¢ado inicial arbitraria para uma
posi¢ao final também arbitraria em um intervalo de tempo finito. A observabilidade de
um sistema esta associada a capacidade de se determinar o estado inicial de um sistema
a partir do conhecimento da saida. A seguir, sdo apresentados em maiores detalhes cada

um desses conceitos.

2.2.1 Controlabilidade

Considere uma descrigdo em espaco de estado de um SLIT com n estados e m

entradas
X(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.8)

onde AcR™ e BeR™™. Pode-se entdo apresentar o conceito de controlabilidade.
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Definicdo 2.1 O par (A,B) da equagdo de estados (2.8) é controlavel se e somente se

para todo estado inicial X(t,) = X, € todo estado final X(t;) = X3, para (t; > 1,), existir uma
entrada u(t), t [t,,t,], tal que X(t1) = Xa. O

A analise matematica da controlabilidade de um sistema ¢ feita utilizando-se o
seguinte teorema:
Teorema 2.1 E equivalente dizer que:

1. O par (A,B) ¢ controlavel.

2. A matrizn xn

t t
W, (t) = j e"BB"e*dr = j erIBBTe g7 (2.9)
0 0
¢ ndo-singular para qualquer t>0.
3. A matriz de controlabilidade n x m

¢=|B AB AB - A"'B] (2.10)

tem posto cheio, ou seja, tem posto igual a n.
4. A matriz [A-Al B] de dimensdo n x (n+m) tem posto completo para todo
autovalor, A, de A.
Prova: Ver [6], paginas 145 a 147. mi
Uma vez apresentada uma maneira de se verificar se um par (A,B) € controlavel,
0 passo seguinte ¢ apresentar uma maneira sistematica de, a partir de uma realiza¢do
ndo controlavel, obter uma outra realizagdo equivalente a realizagdo dada (no sentido de
que ambas levem a mesma funcdo de transferéncia) e que esta seja controlavel. Isto
sera feito a seguir.
Lema 2.1 Transformacdes de similaridade ndo alteram o posto da matriz de

controlabilidade, isto ¢, se
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X(t) = Ax(t)+Bu(t) [ X(t) = AR(t)+ Bu(t)
€ ~
y®)=Cx(®) y(t)=CR(t)

onde X(t) =TK(t) e, portanto, A=T 'AT, B=T 'B ¢ C=CT, entio

pl@AB)I= ol @A, B)].
Prova: Ver [4] ou [6]. i

Teorema 2.2 Seja a realizagdo em espaco de estado

X(t) = Ax(t)+ Bu(t
X(t) = Ax(t) + Bu(t) @.11)
y() =Cx(t)+ Du(t)

e suponha que p[ @A,B)]=r<n. Defina:

(1) Q=[q1 92 ... Or Qr+1 ... On], onde Q;, i = 1,...,r sdo as r primeiras colunas
linearmente independentes da matriz @A,B) e i, | = r+1, ... , n sdo quaisquer vetores
escolhidos de modo que Q seja uma matriz ndo singular.

(if) x(t) = QX(t)

Entdo, pode-se re-escrever o sistema apresentado em (2.11) como

R(t) = AR(t) + Bu(t
X(t) A_( )+Bu(t) 2.12)
y(t) =Cx(t)+ Du(t)
onde
;| A A 5 |B A
A= B=| ¢© c=|Cc. C 2.13
{OAC’ Jlec=le. cl 2.13)
com as matrizes A, e R™, B, e R™™ e C, e R"™" . Pode-se dizer que:

(@ A AAB=T;

(b) T(s) = C(sI-A)'B+D = C(sl-Ac)*B.+D.

Prova: Ver [6] i

Assim, de acordo com o Teorema 2.2, a realizacdo em espago de estado
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{xc (1) =Ax.(O)+B.u(t) (2.14)

YO =Ccx.(H)+Du(®)

¢ equivalente, tendo a realizacao (2.14) menor ordem.

2.2.2 Observabilidade

O conceito de observabilidade ¢ dual do conceito de controlabilidade. De forma
sucinta, controlabilidade estuda a possibilidade de se guiar o estado a partir da entrada,
enquanto observabilidade estuda a possibilidade de se estimar o estado inicial a partir da
saida de forma tUnica.

Considere uma realizagdo em espaco de estado

{X(t) = AX(t) + Bu(t) 2.15)

y(t)=Cx(t)+Du(t)’

onde A, B, C e D sdo, respectivamente, matrizes constantes de ordem nxn, nxm, pxn e
pxm,.

Definicédo 2.2 A realizagdo (2.15) é observavel se e somente se para todo estado inicial
X(0) = Xop, existir um tempo finito t;>0 tal que, conhecendo-se a entrada e a saida u(t) e
y(t), respectivamente, definidas no intervalo [0, t;], o estado inicial Xo ¢ determinado
unicamente. De outra forma, a realizagao ¢ nao-observavel. i

Note que, como
t
X(t) = eMx, + j " IBu(r)dr, (2.16)
0
entao
t
y(t) = Ce*x, +C [e*Bu(r)dr + Du(t)
0
t .
y(t)-C [e*“Bu(z)dz - Du(t) = Ce™x,
0

Definindo
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§(t) = y(t)—CjeA(”)Bu(r)dr— Du(t) (2.17)

e notando que U(t) e y(t) s3o conhecidos no intervalo [0,t;], entdo se pode escrever:
¥(t) =Ce™x,. (2.18)
Observe que Y(t) pode ser vista como a resposta livre do sistema a condigao

inicial Xo. Assim, ¢ possivel enunciar uma defini¢do equivalente a Defini¢do 2.2.
Defini¢cdo 2.3 A realizagdo (A, B, C, D) da equagao (2.15) é observavel se e somente
se o estado inicial puder ser unicamente determinado a partir do conhecimento da
resposta livre em um intervalo de tempo finito. m
A verificagdo da controlabilidade de um sistema ¢ feita utilizando-se os
seguintes teoremas.
Teorema 2.3 (Teorema da Dualidade) O par (A,B) ¢é controlavel se e somente se o
par (BT,AT) ¢ observavel.
Prova: Veja [6], pagina 156. m
Utilizando-se o Teorema 2.3, podem-se obter resultados analogos aos do
Teorema 2.1.
Teorema 2.4 E equivalente dizer que:
1. O par (A,C) de dimensao n € observavel.

2. A matriznxn
t T
W, (t) = [e*"CTCe™dt (2.19)
0

¢ ndo singular para qualquer t > 0.

3. A matriz de observabilidade ng x n
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0= (2.20)

tem posto n (posto completo).

4. A matriz (n+qg) x n

A-Jl
C
tem posto completo para todo e qualquer autovalor 4 de A.

Prova: Veja [6], pagina 156. m

2.3. Realizacdo de ordem minima

Nesta secdo serd abordado o problema de se obter uma realizagdo de ordem
minima. Serd apresentado inicialmente o conceito de realizagdes equivalentes e a seguir

sera feita a caracterizacdo das realizagdes de ordem minima.

2.3.1 Realizagbes Equivalentes

Realizagdes equivalentes podem ser definidas como segue.
Defini¢cdo 2.4 Duas realizagdes (A1,B1,C1,D) e (A2,B2,C2,D) de ordens diferentes sdo
equivalentes quando elas levam a mesma matriz de transferéncia, isto ¢,
Ci(sl = A))'B1 + D = Cy(sl — A))'B, + D. 0
Seja G(s) = C(sl —A)'B + D a fungio de transferéncia de um sistema e considere
a matriz €= Z*{(sl - A)*}. Sabe-se que

n

2
e oA+ A A (2.21)
2! n!

Aplicando a transformada de Laplace em (2.21), chega-se a:

2 n
z{e’“} =(sl - A)" =z{| +At+A2%+...+ A”t—'+...}. (2.22)
! n!
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Pode-se, portanto, escrever:

0 0

(SI-A) " =5+ As?+ A’s7 4 L+ ATV 4= AT S AT

k=0 k=1

Portanto
G(s) = c(i A"‘ls‘ij +D= iCAk-1 Bs™+D. (2.23)
k=1 k=1
Definido-se hy = CAk'lB, k=1,2, ..., n, resulta:
G(s) = i hs*+D. (2.24)
=

A partir de (2.23) e (2.24), pode-se introduzir os chamados Pardmetros de Markov.

Defini¢éo 2.5 Aos parametros hy = CAk'lB, k=1, 2, ..., n, da-se o nome de Parametros

de Markov de G(S). m
Note que, na Defini¢do 2.5 ¢ dito que hy, para k=1,2,...,n, sdo os parametros de

G(S) e ndo da realizagdo (A,B,C,D), conforme enunciado a seguir.

Lema 2.2 Duas realizagdes (A,B,C,D) e (1&,@,6,5) , ndo necessariamente de mesma

ordem sdo equivalentes se ¢ somente se D=D e CA“'B=CA“'B, para

k=123, .. O

2.3.2 Realizacdes de Ordem Minima

Definicdo 2.6 Uma realizagdo (A,B,C,D) de G(S) ¢ chamada de realizagdo de ordem

minima de G(S) se A tem a menor dimensdo possivel, ou equivalentemente, o menor

numero de estados possivel. mi
Uma maneira de se verificar na pratica se uma realizagdo ¢ de ordem minima ¢

dada pelo teorema a seguir.

Teorema 2.5 Uma realizagdo (A,B,C,D) de uma matriz de transferéncia G(S) ¢ dita

de ordem minima se e somente se (A,B) ¢ controlavel e (C,A) € observavel.
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Prova: Ver [33]. i
Para finalizar o estudo de realiza¢des de ordem minima, ¢ importante ressaltar
que existem infinitas realizagdes de ordem minima. Porém, conforme sera mostrado a
seguir, dadas duas realizagdes de ordem minima, existe uma e somente uma
transformagao de similaridade que as relaciona.
Teorema 2.6 Sejam (A,B,C,D) e (A,g,é,ﬁ) realizagdes de ordem minima de um
sistema com fun¢do de transferéncia G(S). Entdo, existe uma, e somente uma,
transformacio de similaridade T, tal que A=T'AT, B=T'B ¢ C=CT. Além
disso, define-se T e T?, respectivamente, como T =(€¢€¢ ) 7€ )" ¢
T'=@"0)'" (¢ 0),onde 6 =0(C,A), € =¢(A,B), 0 =0(C,A) ¢ ©=2(A,B).

Prova: Ver [4], pagina 364. i

2.4. Descricao por FracOes de Matrizes

O objetivo principal desta secdo ¢ o estudo das Descrigdes por Fracdes de
Matrizes (DFM). Além disso, conceitos importantes como, por exemplo, matrizes
unimodulares e maximo divisor comum de matrizes polinomiais, Identidade de Bezout,

reduc¢do por coluna e realiza¢cdo na forma controlador serdo abordados.

No decorrer do capitulo e dos subseqiientes considere que R"%[s] denota o

conjunto das matrizes polinomiais pxq ¢ R™9(s) denota o conjunto das matrizes

racionais pPXd.

2.4.1 Matrizes Unimodulares

Quando ¢ necessdario realizar-se operagdes elementares com linhas e colunas de
matrizes polinomiais com o objetivo de, por exemplo, calcular o posto normal de uma

matriz (Definicdo 2.7), ou uma redugdo por coluna, ou de quaisquer operagdes que
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envolvem pré ou pos-multiplicagdo por matrizes que ndo alteram o posto normal da
mesma faz-se uso de matrizes unimodulares.
Defini¢do 2.7 O posto normal de G(S) ¢ definido como o maior posto de G(S) para
todos os valores de s C. m
Defini¢cdo 2.8 Uma matriz polinomial quadrada U(S) é denominada unimodular se e
somente se ela € ndo singular para todo s € C, ou equivalentemente se e somente se o
seu determinante € ndo-nulo e independente de S. i
Fato 2.1 Uma matriz polinomial U(S) ¢ unimodular se e somente se sua inversa
U™(s) é também unimodular.
Prova: A prova ¢ imediata e serd omitida. i
Ainda sobre matrizes unimodulares, ¢ necessdrio citar uma importante
propriedade: a multiplicagdo de uma matriz qualquer por uma matriz unimodular nao
altera o grau do determinante dessa matriz, isto ¢, se V(S) for uma matriz polinomial
qualquer e U(S) uma matriz unimodular, entdo X(s) = U(s)V(s) ¢é tal que

gr(X(s)h = gr([V(s)D.

2.4.2 Maximo Divisor Comum de Matrizes Polinomiais

Outro conceito importante para auxiliar o assunto central desta secdo ¢ o de

Maximo Divisor Comum (MDC).
Definicdo 2.9 Sejam N(s)e RP™[s] ¢ D(s) e R*"[s], isto é, matrizes polinomiais
com o mesmo namero de colunas. Entdo, a matriz R(s) e R™"[s] serd um MDC de

N(s) e D(s) a direita se ela satisfizer as seguintes condi¢des:
(1) R(s) ¢ um divisor comum a direita de N(S) e D(S), isto €, existem matrizes

polinomiais Nr(S) e Dg(S) tais que N(S) = Nr(S)R(S) € D(S) = Dr(S)R(S).
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(i1) Se Ri(S) ¢ qualquer outro divisor comum a direita de N(S) e D(s), entdo Ri(S) € um
divisor a direita de R(S), ou seja, existe uma matriz polinomial W(S) tal que
R(S)=W(s)Ru(9). m

Da mesma forma, pode-se definir MDC a esquerda com as mudangas Obvias.
Definicdo 2.10 Sejam N(s)e R”"[s] e D(s) e R™[s], isto é, matrizes polinomiais
com o mesmo numero de linhas (p). Entdo, a matriz L(s) e R”"[s] serd um MDC a

esquerda de N(S) e D(s) se ela satisfizer as seguintes condigoes:
(1) L(s) ¢ um divisor comum a esquerda de N(S) e D(S), ou seja, existem matrizes
polinomiais Ni(S) e D((S) tais que N(S) = L(S)NL(S) e D(s) = L(S)D.(s).
(i1) Se Li(s) € qualquer outro divisor comum a esquerda de N(S) e D(S), entdo Li(S) é um
divisor a esquerda de L(S), ou seja, existe uma matriz polinomial W(s) tal que
L(s) = L1(S)W(S). m

Nos casos em que N(S) e D(S) estdo associadas a um problema de controle, a
matriz R(S) sera quadrada, isto ¢, g=m ou q=p, conforme o caso.

O conceito de MDC de matrizes leva diretamente ao conceito de matrizes
coprimas, quais sejam.
Defini¢cdo 2.11 Seja R(S) um MDC a direita de N(s) e D(s). Entdo, as matrizes D(S) e
N(S) sdo coprimas a direita se e somente se R(S) ¢ unimodular. Analogamente, seja L(S)
um MDC a esquerda de D(S) e N(S). Logo, as matrizes D(S) ¢ N(S) sdo coprimas a
esquerda se e somente se L(S) ¢ unimodular. i

Por simplicidade, de agora em diante, a matriz D(S) serd suposta quadrada
(g=m). Um importante resultado envolvendo MDC a direita de matrizes polinomiais é

apresentado a seguir.
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Teorema 2.7 Sejam N(s) e R”™[s] ¢ D(s) e R™™[s] e suponha que |D(s)|#0. Seja

U(s) e RP"™P*™[s] uma matriz unimodular formada pelo produto de matrizes

elementares tais que

D(s) | _|R(s)
oef 2], 229
Entao R(s) ¢ um MDC a direita de N(S) e D(s).
Prova: Ver [4], pagina 377. i

Um fato importante sobre maximos divisores comuns de matrizes polinomiais ¢
que eles ndo sdo Unicos, isto €, se Ri(S) e Ry(S) sdo MDCs a direita de N(S) e D(S)

(|D(S)|¢O), entdo existe uma matriz unimodular U(S) tal que Ri(S) = U(S)Rx(9).

Também ¢ importante que se diga que se um MDC ¢ unimodular, entdo todos os MDCs
serdo unimodulares.
Para finalizar este assunto, uma importante conseqiiéncia do Teorema 2.7 ¢ a

chamada Identidade de Bezout [2], [4], [29] apresentada a seguir.
Teorema 2.8 Duas matrizes N(S)e R”™[s] e D(s)e R™"[s] sdo coprimas se e
somente se existirem matrizes X (s) € R™™[s] e Y(s) € R™"[s] tais que

X (5)D(5)+Y (S)N(S) = I . (2.26)
A equacio (2.26) acima se da o nome de identidade de Bezout.
Prova: Ver [4]. i

De posse dos conceitos apresentados nessa subsecdo, pode-se abordar o assunto

principal que ¢ a Descri¢ao por Fragdoes de Matrizes (DFM) para matrizes racionais.

2.4.3 DFM a Direita e DFM a Esquerda

Em sistemas escalares, uma funcao racional g(S) pode ser escrita como a razao

entre dois polindmios b(S) e a(s), da seguinte forma:
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g(s) = b(s) _ b(s)a™'(s)=a"'(s)b(s). (2.27)
a(s)

No caso matricial, uma matriz G(s) e R”™(s) pode inicialmente ser escrita

como

G(s) :ﬁ N(s). (2.28)

onde N(s) e R”™[s] e d(s) é um polindmio correspondente a0 MMC dos polindmios do
denominador de G(S). Note que, assim como no caso escalar, também a matriz G(S)

podera ser escrita pelo produto de uma matriz polinomial pela inversa de outra

polinomial. Para tanto, defina:

B(s) = N(s) . A(s)=d(s)l
A(s)=d(9)1, B(s)=N(s)

Nessas condi¢cdes, G(S) podera ser escrita como:
G(s)=B(s)A™'(s)= A (5)B(9). (2.29)

Definigio 2.12 Ao produto B(s)A™(s) [A (s)B(s)] que satisfaz & equacio (2.29), d4-
se o nome de Descricao por Fragdes de Matrizes a direita (a esquerda) de G(S). O
Note que existem diversas maneiras de se obter descricdes por fracdes de

matrizes.

2.4.4 DFMs Irredutiveis
Seja G(S) = N(s) D(s) uma DFM 4 direita de G(s) e seja R(S) um MDC a direita
de N(s) e D(s), isto €, N(S) = Nr(S)R(S) e D(s) = Dr(S)R(S). Assim, pode-se escrever
G(s) = N(s) D(s) = Nr(S)R(S) [DR(SR(S)] " = Nr($)DR™(5),
que mostra que Nr(s)Dr(s) ¢ também uma DFM a direita de G(s).
De acordo com a equagdo (2.25), particionando-se U(S) apropriadamente, pode-

S€ €SCrever:
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U11(s)D(s) + U12(s)N(s) = R(s)
U11(S)Dr(S)R(S) + U12(S)Nr(S)R(S) = R(s)
X (5)Dy(8) +Y (N (8) =1,
onde X(s) =U,,(s) e Y (s) =U,(s). Assim, de acordo com a Teorema 2.8, Dg(S) e

NR(S) sdo coprimas. Isso leva a seguinte defini¢do.
Definicdo 2.13 Uma DFM G(s) = N(s)D}(s) ¢ irredutivel se, e somente se, N(s) e D(S)
sdo coprimas a direita. i

E importante observar que DFMs irredutiveis ndo sdo unicas, basta pré-

multiplicé-las por matrizes unimodulares.

2.4.5 DFMs Duplamente Coprimas

Uma importante aplicacdo da identidade de Bezout (2.26) as DFMs de uma
matriz racional G(s) e R”"(s) é a obten¢do de uma fatora¢do duplamente coprima de
uma dada matriz de transferéncia. Este problema pode ser formulado como segue.
Teorema 2.9 Sejam G(s) = N(s)D'(s) = D' (s)N(s) DFMs irredutiveis & direita ¢ a
esquerda, respectivamente. Entdo existem matrizes polinomiais X(s), Y (s), X(s) e

Y(s) tais que

{XN(S) —j(s)}{D(s) Y(s)}:[l o} (2300
~N(@s) D) [N(s) X()| [0 1|
€
(Pl I R
N(s) X(s)J|-N(s) D(s) 0 I

As equagdes (2.30a) e (2.30b) da-se o nome de Identidade de Bezout Generalizada.

Prova: Ver [4], pagina 382. i
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2.5. Obtencédo de uma Realizacdo de Ordem Minima a Partir de
uma DFM Irredutivel

Nessa secao sera feita uma conexao entre os resultados das se¢des 2.3 ¢ 2.4.

Para tanto, é fundamental o conceito de matrizes reduzidas por coluna.

2.5.1 Matrizes Reduzidas por Coluna

Por uma questdo de simplicidade, serdo consideradas apenas matrizes reduzidas
por coluna, embora, usando a dualidade, seja possivel reproduzir este estudo para
matrizes reduzidas por linha. Antes de definir o conceito de matriz reduzida por coluna

¢ importante citar o conceito de grau de um vetor polinomial.

Definicdo 2.14 Seja d(s) € R™[s] um vetor polinomial, o grau de d(s) é dado pelo
grau do polindmio de maior grau entre aqueles que pertencem a d(s). i
Definicdo 2.15 Seja D(s) e R™™[s] e escreva D(s) como D(s) = [d1(S) da(S) ... dm(S)],
onde di(s), i=1,2, ...,m, sdo vetores polinomiais de grau k;, i=1,2, ....m. Entdo, D(s) é

reduzida por coluna se e somente se

gr {det[D(s)]} =Zm:ki. (2.31) o

i=1
Uma outra forma de se caracterizar matrizes reduzidas por coluna é notando que
toda matriz D(s) € R™™[s] pode ser escrita na seguinte forma:
D(s) = DncS(S) + Dyc H(s), (2.32)
onde D,, e R™™ ¢ uma matriz formada pelos coeficientes de s de cada uma das
colunas i de D(s) de grau ki,

S(s) £ diag {s",s",....s"" | (2.33)
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S
gki-2
S
1
gl
g2
¥(s)=
S
1
ghn1
gkn2
S
1 (2.34)

Pode-se entdo enunciar o seguinte resultado.
Fato 2.2 Seja D(s) e R™"[s] e escreva D(S) = DnS(s) + Dic'H(s). Entdo D(s) é
reduzida por coluna se e somente se det[D, ]#0, ou equivalentemente Dpc é nio-

singular. i
A importancia do conceito de matrizes reduzidas por coluna sera mostrada na

proxima secao. Nesse ponto, ¢ importante ressaltar que dada uma matriz D(S) nao
unimodular, existe uma matriz unimodular U(S) tal que B(S) =D(sS)U(S) seja reduzida
por coluna [27]. Assim, dada uma DFM & direita irredutivel G(s)=N(s)D*(s) em que
D(s) ndo ¢ reduzida por coluna, ¢ sempre possivel encontrar uma outra DFM irredutivel

G(s) =N(S)E_l (s) em que B(S) ¢ reduzida por coluna. Para obter essa DFM basta

multiplicar D(S) por U(s), onde U(S) ¢ a matriz unimodular que torna 5(5) reduzida por

coluna [27].
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2.5.2 Realizagdo na Forma Controlador

Seja G(s) e R™[s], G(s) = N(s)D™'(s) onde N(s) e D(s) sdo coprimos (G(S)
irredutivel) e D(S) € reduzida por coluna. Suponha, sem perda de generalidade, que
G(s) ¢ estritamente propria. Note que, se G(S) for propria, entdo G(S) pode ser escrita
como G(Ss) = Gey(s) + D, sendo D=[d;]e R”™, com djj o quociente da divisdo do
polindmio do numerador pelo polindmio do denominador de @ii(S) e Gep(S) €
estritamente propria. O objetivo dessa se¢do ¢ obter uma realizagdo em espago de
estado de ordem n = gr[|D(s)|]. Tal realizagdo pode ser obtida da seguinte forma.

Como Y(s) = G(s)u(s), entdo y(s) = N(s)D*(s)u(s). Definindo &(s) = D (s)u(s),
tém-se:

{U(S) =D(s)&(s)
y(s) = N(s)&(s)

Escrevendo D(S) = DpcS(S) + Dic H(S), onde Dpc ¢ a matriz composta pelos
coeficientes dos termos de maior grau das colunas de D(S) e Dy, os coeficientes dos
demais termos, entdo como D(s) &, por hipétese, reduzida por coluna, tem-se que Dpc™”

existe. Portanto U(S) pode ser escrito como:
u(s) = D(s)&(s) = DieS(s)&(s) + Dic H(5) &)

Dhe2u(s) = S(s)&(S) + Dne *Dic (S) &)

e, conseqiientemente:

S(s)e(s)=—D 'D, ¥(s)(s) + D, u(s) (2.352)
y(s)= N, F¥(s)&(s) ’ (2.35b)

uma vez que G(S) ¢ estritamente propria.

Seja di(S) a i-ésima coluna de D(S) e suponha que gr[di(s)]=ki. Como
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£9)=[£,(5) &) ... &,(5)] eS(s)=

entao

s57¢,(5)
K, —
$572%, ()

&,(s)
P(s)e(s) = : (2.36)
$e, (5)

s g, (s)

£ (S)

L (K +Ky +. K )x1=nx1

$.2,(5)
st £,(9)

S(s)e(s) = (2.37)

sng ()
As equagoes (2.35a), (2.36) e (2.37) sugerem a seguinte atribuicdo de estados:

X, (1) = gl(kl_l)(t)a X, (1) = gl(kl - ®, - Xik, O =¢ (),
Xy, (1) = gékz_l)(t)a Xy (1) = gékz_Z) ®, -, Xk, (D =¢,(1),

X = 5" (1), X, =e5m (1), o Xy O =g, (1)

Note que:

X, (1) = 51“(1) 0, X,({t)= 51(k]_1) O=x,®, - Xy O =X, (1),
X, (1) = g§k2) O, X,M= gékrl) O =%, (1), -, Xy, () =Xy, (1),

Xini t= gr(nkm) (1, X2 (1= grﬁwkmil) O = Xt ®, -, kam (1= Xk, -1 )

e, assim, calculando-se a transformada inversa de Laplace da equacdo (2.35a) resulta:
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X, (1)
X, (t
2‘:( ) |2 ~D "D, x(t) + Dy u(t).
Xy (1)
Definindo-se  Xi(t) = [Xu(t) Xio(t) xw®], i = 1, 2, ., m e

x® =[x ® )

equacdo (2.35b), resulta:

X! (t)]T e tomando a transformada de Laplace inversa da

y By By
. B3 |-
X(t): . - Dhc ch X(t)+ D}:;U(t) (238)
w) e B
y(t) = Nlcx(t)
onde:
0 0 0 0] e ]
1 0 - 00 0"
&=0 1 -0 0/ ,BY=|0
o0 - 1 0j _Ot_k_xm
com eit ,1 =1, 2, .., m denotando a i-ésima linha da matriz identidade de ordem m.
Finalmente, definindo-se
8 B,
B3
Aco € Beo =
<r8> Bé'g)
chega-se a:
X() = A x(t) + B.u(t
{() Acx(t) + Beu(t) (2.39)
y(t) =Cex()
onde
Ac = Aco _BcoDh_chlca Bc = BcoDh_cla Cc = Nlc‘
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A realizagdo (2.39) ¢ denominada forma controlador.

2.6. Po6los e Zeros de um Sistema Multivariavel

Nessa secdo serda considerada a extensao do conceito de polos e zeros para de
sistemas multivariaveis. A maneira de se determinar esses polos e zeros representa o
assunto central desta dissertagao, uma vez que isso ¢ feito através da Forma de Smith de
matrizes polinomiais. A forma de Smith ¢ um conceito relevante para o estudo de
matrizes polinomiais. Com ela € possivel achar o posto normal de uma matriz
polinomial e, além disso, através da forma de Smith-McMillan, ¢ possivel achar os

polos e zeros de um sistema multivariavel.

2.6.1 Polos e Zeros de Sistemas Escalares

Seja g(s) = b(s)/a(s), a fungdo de transferéncia de um sistema escalar, onde a(s)
e b(s) sdo polindmios de graus n e m, respectivamente (n>m). E sabido que os

conjuntos de polos (£ e zeros (3) de g(s) sdo definidos da seguinte forma:

P = pe(C:li_r)lgg(s)=oo}={pe(C:a(p)=0} (2.40)
e
F=51Y 5 (2.41)
onde
5 ={z2€C:9(z)=0}={zeC:b(z)=0} (2.42)
e
5, ={ o, com multiplicidade n-m}. (2.43)

2.6.2 Forma de Smith de Matrizes Polinomiais

Teorema 2.10 Para qualquer matriz polinomial N(s)e R™™[s], existem matrizes

unimodulares {U(S),V(S)}, tais que
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UINGSIV(S)=Z,(S), (2.44)
onde
o,() i ]
o, (S) i 0rx(m—r)
2y(9)= | s (2.45)
10 ) S
L O(p—f)Xr i 0(p—f)x(m—f) _

sendo que o,(S)|o0;,,(S), 1 =1, ..., r-1 (5i(S) divide 65+1(S)) e I € o posto (normal) de
N(s). Os polinémios o;(S), 1 =1, ..., r, sd0 mdnicos, sendo denominados polindmios
invariantes de N(S).

Além disso, seja A,(S) o MDC monico de todos os menores de ordem i x i de

N(s), entao se pode identificar

& (s) = ﬁi% i=1, ..., min(p,m) (2.46)

onde, por definigdo, A (s)=1.
Prova: Ver [4], paginas 390-392. i
Definigd0 2.16 A matriz X, (s) definida acima, di-se o nome de forma de Smith da
matriz N(s) e R™[s]. m

E importante ressaltar que, embora 2 (S) seja unica, as matrizes unimodulares
U(s) e V(S) ndo o sdao. Além disso, como U(S) e V(S) sdo matrizes unimodulares,
entdo existem as matrizes polinomiais X (s)=U"'(s) e Y(s) =V '(s) tais que

N(s) = X(S)Z (S)Y(S). (2.47)
O segundo membro da equagdo acima ¢ denominado decomposi¢do em forma de

Smith da matriz polinomial N(S).
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A forma de Smith de uma matriz permite generalizar o conceito de zeros para

um sistema multivariavel. Note que, no caso escalar,

g(s)=%=$[n(s)], (2.48)
e, portanto,
%,(s)=n(s), (2.49)
com
n(s) = %:) (2.50)

sendo ap denotando o coeficiente da poténcia de S de maior grau de n(s). Desta forma
0,()=N(8)=(S—2,)(s = 2,)-+(s - Z,), (2.51)
0 que mostra que os zeros finitos de g(S) sdo raizes de oi1(S) = 0.
Para o caso multivariavel, a matriz X (S) ndo mais ficard identicamente nula
para os valores de z € C, tais que oi(z) =0, 1 = 1,..., r, e sim perdera posto. Portanto, a

forma mais geral de se definir os zeros finitos de uma matriz de transferéncia ¢ a

seguinte.
Definicdo 2.17 Os zeros finitos de uma matriz de transferéncia G(s) e R™™(s) sédo os

valores z € C tais que G(z) perde posto. i

2.6.3 Forma de Smith-McMillan

Uma vez introduzido o conceito da forma de Smith, relevante para o estudo de
matrizes polinomiais, serd considerada agora a chamada forma de Smith-McMillan,
através da qual ¢ possivel determinar os polos e zeros de um sistema multivariavel.

Para tanto, seja G(s) e R (s), G(s) = N(s)/d(s), sendo N(s) e R™™[s] e d(S) o menor

multiplo comum monico dos denominadores de G(S). Escreva N(s)= X(S)Z, (S)Y(S),
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sendo X, (s) a forma de Smith de N(s), X(s)eR""[s] e Y(s)e R™"[s] matrizes

unimodulares. Escreva G(S) como

G(8) = XL, VS =X Dy () = XL (N (9),  (2552)
d(s) d(s)
onde
20 | ‘
v, (s) :
) L
| rx(m-r)
Ie(s)= v2(S) | (2.53)
£ (9) |
_________________ ve®i
L 0<p—r>xr ! O<p—r>x(m—r>_
(]
&0 _oi® -9,y (2.54)
w,(s) d(s)

sendo {& (S), Wi (S)} polindmios coprimos e r o posto (normal) de G(S).
Definigd0 2.18 A matriz T;(s) definida acima se d4 o nome de forma de Smith-
McMillan de G(S). O

A partir da defini¢do de & (S) e ¥ (S) pode-se verificar que:

vi(S)|wia(s), i=L..,r-1 (2.55)
£(9)|&,,(s), i=L...,r-l, (2.56)
d(s) =,(s) (2.57)

As propriedades (2.55) e (2.56) sdo razoavelmente 6bvias de se deduzir. J4 para se
obter a expressdo (2.57) note que, se y,(S)=d(S) e como &,(S)/y,(S)=0,(5)/d(S),
entdo d(S) e oi(S) deveriam ter um fator comum. Conseqiientemente, todos os

elementos de N(S) e d(s) deveriam ter esse fator comum, o que contradiz a definigdo de

d(s).
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Outro conceito relacionado é o de grau de McMillan.

Defini¢cdo 2.19 O grau de McMillan de uma matriz de transferéncia ¢é igual a soma dos
graus dos polindmios ¥ (S), i = 1, 2,..., r, da forma de Smith-McMillan dessa matriz,

isto é:
0= grly, 1. (2.58) ©

Pode-se mostrar que o grau de McMillan ¢ igual a ordem da realizagdo minima
associada a fung¢ao de transferéncia &(S).
Por fim, apresenta-se a defini¢do de polos e zeros de sistemas multivariaveis.

Definigdo 2.20 Pdlos e zeros finitos de um sistema multivariavel sdo definidos como:

Q?:{DECZ&EIQG(S):OO}={p€(CZl//i(p)=O, i=1,...,r} (2.59)
[
5 ={z2€C: p[G(2)]<r}={zeC:5(2)=0, i=1,...r} (2.60)

onde r ¢ o posto normal de G(S).

2.7. Um Algoritmo para Obtencdo da Forma de Smith Usando
Operacdes Elementares de Linhas e Colunas

Uma maneira tradicionalmente usada para se obter a forma de Smith de uma
matriz polinomial A(S) € através de operagdes elementares de linhas e colunas. Um
algoritmo foi desenvolvido por Pace e Barnet [14]. O algoritmo produz a forma de
Smith

S(s) = U(S)A(S)V(9), (2.61)

para qualquer matriz polinomial A(S) € R”"[s], matrizes unimodulares U (s) e R”*"[s]

e V(s)eR™[s] e
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S(s)= o (2.62)

onde r é o posto de A(S) e ow|Ok+1k+1, parak =1, 2, ..., r-1.

O algoritmo consiste em executar operacdes elementares nas linhas e colunas de
A(S). Primeiro escolhe-se o polindmio diferente de zero de menor grau de A(S) e leva-o
para a posicao (1,1) por trocas de linhas e colunas. Entdo, subtraem-se multiplos deste
polindmio dos outros polindmios na primeira linha e coluna de forma a reduzir os graus
dos polindmios da primeira linha e coluna. Apo6s isso, determina-se um novo polindmio
em S(S) (S(s) « A(s))' de menor grau, caso exista, ¢ leva-o para a posi¢o (1,1) e
repete-se o processo para todos os polindmios na primeira linha e coluna até todos
serem reduzidos a zero. A repeti¢do dos passos acima nas linhas e colunas restantes
produzird a uma matriz constituida por dois blocos, no superior uma matriz diagonal e

no inferior uma matriz polinomial qualquer.

Seja
O-ll !
I
|
Okl |
S(s) ¢ | ——--——-—22HL b - (2.63)
! Ok """ Oknm
| . .

|

i | Ok Opm

a matriz S(S) cujo bloco superior tem dimensao (k — 1), com o131 | 622] ... | Ok-1k-1-

Realizando o procedimento descrito acima na primeira linha e coluna do bloco

inferior obtém-se:

'O simbolo <— seré usado para indicar o valor assumido pela matriz ao fim da operagdo descrita a
seguir.
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Oy k-1

S(s) « Ok

O k+1,k+1 Ok+1,m

O pk+l v Opm |

Resta agora checar se ok.1,k-1 divide ok, j& que isto € uma precondicdo da
forma de Smith. Confirmado isto, poder-se-4 continuar com o algoritmo. Se nao,

alguns passos devem ser seguidos. O primeiro ¢ calcular um maximo divisor comum

g(S) entre oOk-1,k-1 € Ok € expressa-lo na forma:

O 111 X(8) + owY(5) = §(s). (2.64)

Em seguida, adiciona-se a linha (k — 1) multiplicada por X(S) a linha k ¢ adiciona-se

também a coluna kK multiplicada por y(s) a coluna (k — 1) resultando

Oy

S(s) «

g

Oy_i k-1

O 'kk

O k+1,k+1

O pk+l

Ok+1,m

Opm |

(2.65)

Os passos principais do algoritmo sdo, entdo, recomegados para um novo bloco

diagonal inferior formado pelas p—( k+2) linhas e m—(k+2) colunas restantes de S(s). O
procedimento termina quando o bloco no canto inferior direito consistir inteiramente de
zeros, ou S(S) for uma matriz diagonal.

Ja para as matrizes unimodulares U(S) e V(s), deve-se inicia-las como U(S) = I, e

V(s) = In e executando as mesmas operagdes com linhas sobre S(S) em U(S) e as
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mesmas operagdes com colunas sobre S(S) em V(S), consegue-se a forma de Smith de
A(S), assim como as matrizes de transformagao unimodulares U(S) e V(S).
O desenvolvimento acima pode ser resumido no seguinte algoritmo.
Algoritmo 2.1
Passo 1 Faca U(s) = lp e V(S) = In.
Passo2 k=0.
Passo3 k=k+ 1.
Passo4 Determine a posicdo do polindmio diferente de zero de menor grau,
chame-o gjj, o bloco de linhas k, k+1, ..., p e colunas k, k+1, ..., m de S(s).
Se for todo zero, faga r =k — 1 e pare.
Passo 5 Se i #Kktroque as linhas i ¢ k de ambas S(S) e U(S).
Passo 6 Se J# k troque as colunas | e k de ambas S(s) e V(S).
Passo 7 Se ha somente um polindmio diferente de zero na coluna k de S(S) va para
o Passo 11.
Passo 8 Divida o coeficiente do termo de maior grau de oy do termo de maior grau
de onk, N = k+1, ..., p, chamando o resultado de A4,. Subtraia o grau de oy do
grau de onk, N = k+1, ..., p, chamando o resultado de up.

Passo 9 Subtraia A,s™ vezes a linha k de S(s) da linha n, n = k+1, ..., p. Faga as

mesmas operacdes em U(S).

Passo 10 Véa para o Passo 4.

Passo 11 Se ha somente um polindmio diferente de zero na linha k de S(s), va para o
Passo 15.

Passo 12 Divida o coeficiente do termo de maior grau de oy pelo coeficiente de
maior grau de okn, N = k+1, ..., m, chamando o resultado de z4. Subtraia o

grau de oy do grau de oy, N = k+1, ..., m, chamando o resultado de v,,.
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Passo 13 Subtraia x,s" vezes a coluna k de S(S) da coluna n, n = k+1, ..., m.
Realize as mesmas operagdes em V(S).

Passo 14 Va para o Passo 4.

Passo 15 Se k = 1 va para o Passo 21.

Passo 16 Calcule g(s), o MDC entre ok-1k-1 € Ok , com os polinomios X(S) e Y(S) tal
que

Ok-1k-1 X+ Okk = 0.

Passo 17 Se ok-1k-1 =@ va para o Passo 21.

Passo 18 Adicione X vezes a linha (k — 1) a linha k de ambas S(s) e U(S).

Passo 19 Adicione y vezes a coluna k a coluna (k — 1) de ambas S(S) e V(S).

Passo 20 k=k-2.

Passo 21 Se k# 1 e k# m, va para o Passo 3, se ndo faga r = K e pare. m

Completando o procedimento, a forma de Smith S(S) substitui a matriz A(S)

dada. Isto ¢é, o11, 092,..., O S30 0s polindOmios invariantes.

2.8. Exemplos Numeéricos do Algoritmo

Para ilustrar o algoritmo proposto na se¢do anterior, serdo apresentados, agora,

alguns exemplos.

Exemplo 2.2: Considere a matriz A(s) € R*’[s], dada por:

—s” +1 —-S+1
As) = S+ 0 S+ '
0 s+1 0

Todos os passos envolvidos na redugdo serdo descritos, sendo as matrizes do
produto S(s)=U(S)A(S)V(S), U(s) e R*[s], A(s) e R*’[s] e V(s) e R*[s], atualizadas

apods cada passo.
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(1) Defina U(s)=I, e V(s)=lI3, sendo |, e I3 matrizes identidade de ordens 2 e 3,

respectivamente (S(S) < A(S)). Portanto:

100
10 €41 0 —s+1

U(s) L V(S |0 1 0], Sy | > " St
0 1 0 o0 0 s+l 0

(2) De acordo com o Passo 4 do Algoritmo 2.1, primeiro deve-se identificar a
posicdo do polindmio de menor grau de S(S): posi¢ao (1,3). Deve-se entdo, como no

Passo 5 e no Passo 6, trocar as colunas 1 e 3 de S(S) e V(3):

0 1
1 0
U(s) « , V(S)«<1|0 1 0], S(s)«
®) {O 1} ® 0 0 ®) 0 s+1 0

—s+1 0 —32+1}
1

(3) O Passo seguinte a ser considerado (Passo 13) ¢ reduzir o polindmio da linha
1, coluna 3 buscando sempre tornar S(S) uma matriz diagonal. Para tanto, deve-se

multiplicar a coluna 1 por S e diminuir o produto da coluna 3 de S(s) e V(S), obtendo-se:

0 0 1
U s) I 0 V() 01 0 5(s) -s+1 0 —-s+1
«— , «— , “— .
0 1 | 0 —s 0 s+1 0

(4) O elemento (1,3) pode ser ainda reduzido. Para tanto, deve-se subtrair a

coluna 1 da coluna 3 de S(S) e V(S), resultando

0 1

0
U(s)e{(l) ﬂ, V)« |0 1 0 |, S(s)<—{
0

—s+1 0 0}
1 —s—1

0 s+1 0

(5) Note que, o polindmio (-s+1) ndo divide (s+1), desta forma, como
estabelece o Passo 16, calcule X e y da expressdo (2.64). Assim, devem-se os calcular
polindmios X(S), Y(S) e g(S) tais que:

(=s+1x + (s+ly =g,



2. Fundamentos Teoricos 38

onde ¢(s) ¢ o MDC entre (-s+1) e (S+1), que, neste caso, ¢ uma constante qualquer.
Para facilitar os calculos, escolhe-se 2 e, portanto:
(=s+D(1) + (s+D)(1) = 2.
(6) De acordo com o Passo 18, deve-se adicionar o produto da linha 1 por x=1 a

linha 2 de ambas S(S) e U(S):

0 0 1

U(s)<—B ﬂ, V()«|0 1 0 |, S(s)<—[

—s+1 0 0}
1 0 —-s—1

—-s+1 s+1 O

(7) Em seguida (Passo 19), deve-se adicionar o produto da coluna 2 por y=1 a
coluna 1 de S(S) e V(s), obtendo-se:

0 1

0
U(s)<—B ﬂ VE)«|1 1 0 | S(s)<—[
0

—s+1 0 0}
1 —-s—1

2 s+1 O

(8) Identificado que o polindmio de menor grau de S(S) esta na posi¢do (2,1),
deve-se, de acordo com o Passo 5, trocar as linhas 1 e 2 de S(S) e U(S)

0 1

0
U(s)<—B (ﬂ VE)«|1 1 0 | S(s)<—[
1 0 —-s—1

2 s+1 0
—s+1 0 0}

(9) Mais uma vez, deve-se reduzir os polindmios da coluna 1, linha 2. Para

tanto, deve-se subtrair o produto da linha 1 por —0,5s da linha 2 de S(s) ¢ U(s):

0 0 1
2 s+1 0
U(s) « , V() « |1 1 0 |, S(S)« 5 )
0,5s+1 0,5s { 0 —s—1 1 0,55"+0,55 0

(10) Em seguida, deve-se subtrair o produto da linha 1 por 0,5 da linha 2 das
matrizes S(S) e U(S), para obter:

0 0 1

U(S)<—{ : : } VE)«|1 1 0 ,S(S)e{

2 s+1 0
0,55+0,5 0,55—0,5 '
1 0 —-s-1

0 0,55*-0,5 0
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(11) Para reduzir o elemento (1,2), deve-se multiplicar a coluna 1 por (0,55+0,5)

e diminuir este produto da coluna 2 em ambas as matrizes S(S) e V(S):
0 0 1
1 1 2 0 0
U(s) « , V) «|1 -0,55+0,5 0 |, S(5)« 5 .
0,55+0,5 0,55-0,5 0 05°-05 0
1 -0,55-0,5 —s-1

Assim, a forma de Smith S(s) = U(S)A(S)V(S) é:

$6) = 2 0 0
10 0,55*-0,5 0

e as matrizes unimodulares U(S) e V(S) sao

| | 0 0 1
U(s)= eV(s)=|1 -0,55+0,5 0 | i
0,5s+0,5 0,5s-0,5
1 -0,55-0,5 —-s-1

Exemplo 2.3: Considere, agora, a seguinte matriz polinomial [24] A(s) € R*’[s]
| s’ —s+1 1 ~-s’+s7 -2
A(s)=— 1,5s +1 s+1 -1,5s-2
S

s*-9s —s+1 —s?+1 s*—-s-2

Para obter a forma de Smith de A(S), de acordo com o Algoritmo 2.1, ¢

necessario, inicialmente, definir S(S) e as matrizes unimodulares correspondentes.

Assim:
U(s) <« I, S(s) < A(s) e V(S) « I,
ou seja,
1 00 s - +1 1 —s+s5°-2 1 00
U@B)«|0 1 0, S(5)«| 15s+1 s+1  —1,55-2 |, V(s)«<|0 1 0.

0 01 $°—9s’—s+1 —-s°+1 s —s-2 0 01

Feito isso, determina-se a posi¢do do polindmio ndo identicamente nulo de
menor grau na matriz S(S) acima, ou seja, o polindmio da posicao (1,2). Desta forma, o

passo seguinte € trocar as colunas 1 e 2 de S(S) e V(S) e, conseqilientemente,
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1 00 1 P —s’+1 s +5*-2 010
UGS)«|0 1 0, S(s)«| s+l 1,55 +1 -1,55-2 |, V(S)«<|1 0 0.
0 0 1 s +1 §8-95°—s+1 s —s-2 0 0 1

De acordo com os passos do algoritmo, devem-se reduzir os polindmios da

primeira coluna de S(S) a zero, a menos daquele na posi¢ao (1,1). Para tanto, deve-se

fazer:
1 00 1 s—-5+1 S +52 -2 010
UGS)«|-s-1 1 0], S(S)«|0 -s*+5*+0,5s s'—s+0,55 |, V(S)«|1 0 0]
-1 0 1 0 -5"-75"—s -5 +5'+25° —3s* —s 001

O procedimento acima anulou os polindmios da primeira coluna de S(s) abaixo
do elemento (1,1). A seguir, deve-se, por procedimento andlogo (Passos 11 a 14),
reduzir os polindmios da primeira linha, exceto o do elemento (1,1). Assim, as matrizes

U(s), S(s) e V(s) resultantes serdo:

1 00 1 0 0 0 1 0
US)«{-s—1 1 0|, S5)«{0 —s'+5$+0%  s'—+0% | V()1 S+5-1 $-s+2|
§-101 0 §—'—7-s 5 +5'+25' 3" —s 0 0 1

O passo seguinte ¢ a diagonalizacdo do bloco composto pelas linhas e colunas 2
e 3 de modo a ter as posicoes (2,3) e (3,2) anuladas. Apos algumas manipulagdes que
incluem trocas de linhas objetivando sempre ter o termo de menor grau na posi¢ao (2,2),
chega-se a expressao:

1 0 0
U(s)«| —0,02s +0,12s+0,14  0,01s’—0,02s* 0,11  0,01s*—0,01 |,
23s* —150s* —210s—35 —23s* +23s° +160s+23 235’ +23s+12

1 0 0
S(s)«|0 —0,04s 0 ,
0 0 —46s° +210s° +120s* —210s°
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0 1 0,81s* —3,85° —1,35* +4s—1
V() «|1 —-s’+s>—1 —0,81s" +4,65° +2,55° —6,1s* +9,85° —0,72s*> —4s+3|.
0 0 1

Por fim, para obterem-se polindmios monicos, realizam-se algumas
multiplicagdes por escalares nas matrizes S(S) e U(S). Com isso, a forma de Smith de
A(s) é

1 0 0
S(s)=(0 s 0
0 0 s®—4,5s°-25s"+4,5°

e as matrizes unimodulares sdo

1 0 0
U(s) = 0,4s* +2,7s-3,1 —0,45° +0,485° —0,1s+2,7 —0,4s*+0,07s—0,37
0,495’ +3,25* +4,55+0,74 0,49s* —0,495° +3,55—-0,49 0,495’ —0,49s —0,24

(¢
0 1 0,81s* —3,8s° —1,3s* +4s—1

V(s)=|1 -s’+s* -1 —0,81s" +4,68° +2,55° —6,1s* +9,85° —0,72s> —4s+3|. O
0 0 1

Para o proximo exemplo, sera feito uso do Matlab. Uma fungéo para calculo da
forma de Smith, assim como das matrizes unimodulares, foi desenvolvida a partir do
Algoritmo 2.1. Esta fun¢@o, chamada smithkuc.m, esta listada na secdo A.l do
apéndice.

Exemplo 2.4: Considere agora a matriz A(Ss) € R**[s],

S+2 S+1
A(s)=|s>+3s+3  s*-1
s+1 s? +35+2

Para dar entrada na fung¢do smithkuc, a matriz polinomial A(S) deve ser escrita na forma

de matriz de coeficientes:
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00 11 2 1
AS)=|1 1|s*+[3 0|s+|3 -1,
0 1 1 3 1 2
para o Matlab,
001 1 2 1
AB)=(1 1 3 0 3 -1
01 1 3 1 2

Assim, as linhas de comando sdo:
>>A=[001121;11 303-1;011312];

>> [S,U,V,r] = smithkuc(A,2);
A funcdo apresenta os seguintes resultados:

(1) Forma de Smith S(S) da matriz de entrada A(S) é:

1 0
S(s)=|0 s+1}§;
0 0

(2) As matrizes unimodulares U(S) e V(S) sdo:

-s—1 1 0
2 1 2s+2
U(s)=|0,14s" +0,71s+1 —0,145s-0,57 —-0,28 | e V(s)= 0 .
0 0 0
e ainda,
(3) Posto normal da matriz A(S):
r=2. 0

Exemplo 2.5: Desta vez considere uma matriz com a presenga de uma linha nula. Seja

a matriz A(s) € R™[s],
s+1 0 s*+s
AS)=| 0 s+2 s*+2s]|.
0 0 0

Assim, escreve-se A(S) na forma de matriz de coeficientes
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0 0 1 1 0 1 1 0 0
AS)={0 0 1|s°+|0 1 2(s+|0 2 0
0 0 O 0 0 O 0 0 O

e, para o Matlab, as linhas de comando sao:
>>A=[001101100001012020,000000000];
>> [S,U,V,r] = smithkuc(A);
Ap6s o calculo chega-se ao seguinte resultado, primeiro a forma de Smith S(S)

da matriz de entrada A(S):

1 0 0
S(s)=|0 s*+3s+2 0].
0 0 0

A seguir, as matrizes unimodulares U(S) e V(S):

-1 0,37 0 I -037s-0,75 -5
U(s)=[-2,6s-53 s+1 0|eV(s)=|2,6 -s—1 —S|.
0 0 0 0 0 1
Por fim, o posto normal de A(S) é r = 2. i

Exemplo 2.6: Como tltimo exemplo desta se¢do, considere a matriz A(s) € R™[s],

9,5x107s*+0,445+0,41  0,49s* +0,925+0,35  0,465* +8,1x10°s+0,14
A(s)=| 2,3x107s* +0,62s+0,89  0,89s> +0,745s+0,81  0,019s* +1,9x10°s+0,2
6,1x107s* +0,79s+ 0,058 0,765> +0,185+0,0099 0,825 +1,8x10*s+0,2

Escrevendo A(S) na forma de matriz de coeficientes e aplicando a funcao
smithkuc, observa-se que os resultados sdo sensiveis a precisdo adotada. Ou seja, caso a
precisdo adotada seja menor que seis casas decimais (1x107°), pode-se arredondar A(S)

para

0,445+0,41  0,495* +0,925+0,35  0,465° +0,14
A(s)=| 0,625 +0,89  0,89s> +0,74s+0,81 0,019s* +0,2
0,79s+0,058 0,765 +0,185+0,0099 0,82s> +0,2
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e sua forma de Smith é

1 0 0
S(s)=[0 1 0 .
0 0 s°+6,4s" +20s° —1,2s* +3,55—0,06

Contudo, caso a precisdo adotada seja igual ou superior a sete casas decimais

(1x107"), observa-se que o Algoritmo 2.1 ndo consegue determinar a forma de Smith de
A(S). Desta forma demonstra-se, aqui, uma limitacdo do método classico de obtengao
da forma de Smith de uma matriz polinomial por operacdes elementares de linhas e

colunas.

2.9. Analise e Conclusodes

Este capitulo trouxe uma breve introdu¢do ao conceito de matrizes polinomiais.
Foram abordados varios assuntos relacionados a sua analise, pontos que serviram de
base para a introducdo do tema central desta dissertacao que ¢ a determinagdo da forma
de Smith de matrizes polinomiais. Sobre ela, foram descritos seu conceito e sua
formulagdo e apresentada sua forma relacionada, a forma de Smith-McMillan. Foi
listado, ainda, um algoritmo para obten¢do da forma de Smith usando operagdes
elementares de linhas e colunas e, por fim, foram desenvolvidos alguns exemplos de
aplicacdo deste algoritmo.

Sao varios os métodos e algoritmos presentes na literatura para a obtengdo da
forma de Smith de matrizes polinomiais tal qual aquele apresentado neste capitulo.
Entre cles, destacam-se os métodos baseados em solugdes deterministicas usando trocas
de linhas e colunas [1], [14], [15] e métodos probabilisticas [19], [20], [21], [22] que s3o
baseados principalmente na determinagdo de multiplicadores aleatoérios para facilitar o

processo de célculo. Outros métodos deterministicos conhecidos [16], [17], [23]
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também podem ser citados, porém ha de se observar que estes apresentam aplicagao
limitada a certos tipos de matrizes, ou a dimensdes reduzidas.

O método classico de obten¢do da forma de Smith de matrizes polinomiais, ou
seja, o0 método de manipulagdes elementares de linhas e colunas, apesar de ser o mais
comumente usado também apresenta limitacdes. Para sistemas de ordem superior o
nimero de célculos envolvendo polindmios ¢ muito grande, o que compromete o
desempenho dos algoritmos baseados neste método, portanto o método sofre de
instabilidade numérica.

Neste capitulo, através do Exemplo 2.6, pode-se observar também que o método
classico ¢ sensivel a precisdo adotada. Para polindmios com coeficientes muito
proximos de zero ndo ¢ possivel atingir o resultado desejado através de operagdes
elementares de linhas e colunas. Isto se deve ao seguinte fato: a diagonalizagdo da
matriz de entrada se da por meio do pivoteamento de suas colunas e esse pivoteamento
¢ fungdo desses coeficientes muito proximos de zero. Assim, ndo se encontram fatores
que consigam anular os polindmios indesejados nas posigdes que ndo pertencam a

diagonal e a matriz na forma de Smith nao ¢ obtida.
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3. Obtencao da forma de Smith
de matrizes polinomiais via
descricao em espaco de estado

e base polinomial minima

"Nao basta saber, é preciso também aplicar; ndo
basta querer, é preciso também agir.”
Goethe (1749-1832)

Neste capitulo sera proposto um método para obtengdo da forma de Smith de
matrizes polinomiais. O método proposto nesse trabalho consiste basicamente em se
obter a forma de Smith de uma dada matriz polinomial A(S) através da determinacao dos
autovalores da matriz de estados de uma realizagdo controlavel (forma controlador) de
uma matriz de transferéncia associada a matriz polinomial em questio e do
comprimento das cadeias de Jordan [6], [25], [26] associadas a esses autovalores. Serao
também obtidas as matrizes unimodulares que levam a forma de Smith.

Este capitulo esta dividido da seguinte forma: na se¢ao 3.1 sdo apresentados
alguns fundamentos matemadticos que sdao ferramentas para os calculos subseqiientes,
entre eles ¢ introduzido o Teorema de Binet-Cauchy [1], [4] que serd crucial no
desenvolvimento do método proposto. Na secao 3.2 sdo apresentados alguns resultados
preliminares para o que ¢ apresentando na secdo 3.3, a formulacdo do problema de se
obter a decomposi¢ao na forma de Smith a partir de uma determinada realizagdo em

espaco de estado associada a uma matriz de transferéncia e na secdo 3.4, apresenta-se
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um algoritmo para obtencao da forma de Smith de matrizes polinomiais. Por fim, na

secdo 3.5 sdo apresentados alguns exemplos de aplicagao deste algoritmo.

3.1. Fundamentos Matematicos

3.1.1 Férmula de Binet-Cauchy

Suponha que uma matriz quadrada Ae R™" seja o produto de duas matrizes

retangulares Be R™? ¢ C e R™", isto €,

Ciy Cim
a, ... q b11 b12 blp C .. C
. . . . . . 21 2m
= M . ‘. . . .. : ’ (3'1)
B A (D B o byl T
p Cpl Cpm
sendo que,
p - -
aij - Zbiacaj (I: )= 1’2""’m)' (32)

a=l1

[

Suponha ainda que A1111),k2,.“,ip , denote o menor de ordem p da matriz A de

dimensdo m x m, formado pelas linhas iy, i, ..., Ip, € colunas ki, Kz, ..., Kp, tal que

1<i <, <...<i, e 1<k <k, <...<k, (p<m). Portanto,

a‘l ki a‘ilkz a‘llkp

. a a. a

[P PO i)k, ik, irKp

AL =l - (3.3)
a‘ipkl aipk2 a'lpkp

Estabelece-se agora a formula de Binet-Cauchy que expressa o determinante de

A em termos dos menores de B e C.
Lema3.l (Férmula de Binet-Cauchy) Sejam as matrizes AcR™" , BeR™" e

C e R”™, tais que A=BC. Entdo o determinante de A pode ser escrito como:
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ou, utilizando a notacdo da equagdo (3.3),

1,2,..m __ 1,2,...m KKy oo K
2,..,m Z {Bkl,kz,.“,kmcl,z,‘.‘,m ’

K, Ko Ky €Ki

onde &, denota o conjunto formado por todas as

Pl_ p!
m) (p-m)m!’

possiveis combinagdes das colunas (linhas) de B (C).

Prova: Ver [1].

Cklm
(3.4)
Ckmm
(3.5)
(3.6)
O

De acordo com a féormula (3.5), o determinante de A ¢ a soma dos produtos de

todos os menores de ordem m de B pelos menores correspondentes de mesma ordem de

C.

A formula de Binet-Cauchy permite, de forma geral, expressar os menores de

A=BC em termos dos menores de seus fatores. Para tanto,escreve-se B e C como

by
B= Qz ’C:[gl C, gm],
b, |
onde b;, ¢, e R”. Portanto,
_biTl _
.
A = Ql e c )

b,

(3.7)

(3.8)
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3.1.2 Autovalores e Forma Candnica de Jordan

Uma das maneiras de se obter a forma canonica de Jordan de uma dada matriz, é
através do método desenvolvido por Rubin [34]. O método foi derivado do seguinte

teorema.
Teorema 3.1 Seja Ae R™™ uma matriz m X m e suponha que A seja um autovalor de
A. Para cada 1=1, 2, 3, ..., seja S, o numero de blocos menores de ordem z, em um

bloco superior M associado ao autovalor A, da forma candnica de Jordan de A. Entdo s,

¢ dado por:
S, =T, —=2r,+r,,, u=123,. (3.9)
onde',
r,= posto(B*)=p(B") (3.10)
e
BY=A- Aln. (3.11)

A dimensdo do maior dos blocos de menores é o menor inteiro ndo negativo p tal que:
Ip = Ip+1. (3.12)
Prova: Ver [34]. i
Para a determinacdo da forma candnica de Jordan de uma dada matriz A deve,
inicialmente determinar os autovalores A desta matriz (ndo é necessario encontrar as
suas multiplicidades, caso existam). Entdo, para cada autovalor A distinto, proceda de
acordo com o seguinte algoritmo.
Algoritmo 3.1 (Método de Segundas Diferencas)
Passo 1 Determine B = A — Al onde |, € uma matriz identidade de ordem m.

Passo2  Monte uma tabela para cada autovalor com os campos x (indice),

r. (posto de B*), o1 (primeira diferenca) e oy (segunda diferenga), conforme Tabela

!Por convengdo, B® = I, para qualquer matriz B de ordem m x m. Assim, ro = posto(B°) = posto(l,,) = m.
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3.1, a seguir. A coluna r, representa o posto da matriz B elevada ao indice 4, para o

autovalor A em questao.

Tabela 3.1: Tabela para determinagdo do algoritmo de Rubin.

Y7 B ru oy o2

Passo 3  Insira o valor ¢ = 0 na coluna adequada da tabela.

Passo4  Calcule B® ¢ o resultado da expressio ry= p(B°) e preencha a tabela nos
campos especificados.

Passo 5  Insira o valor £ = 1 na linha seguinte.

Passo 6  Calcule B’ e r; = p(B') e insira nas respectivas linhas da tabela.

Passo 7 Subtraia os dois Gltimos valores da coluna do r, = p(B*) e insira na
coluna o3. Observe que este termo deve ficar entre duas linhas das colunas
anteriores.

Passo 8  Insira o valor ¢ = 2 na linha seguinte.

Passo 9  Calcule o resultado da expresséo r, = p(B”) e insira na respectiva linha da
tabela.

Passo 10 Como no Passo 7, subtraia os dois ultimos valores da coluna do
r.= p(B") e insira na coluna o3.

Passo 11  Subtraia os dois ultimos campos da coluna o3 e insira na coluna o.

Passo 12 Se os dois ultimos resultados da coluna r, forem iguais, como
estabelecido em (3.12), pare, caso contrario incremente 4 em 1 (um) e volte para o
Passo 9. O

Em resumo, preencha os campos da Tabela 3.1 conforme segue:
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Campo Descrigao

7 representando uma numeracao seqiiencial (indice) comecando
em zero;

B matriz resultante da relagdo (A — Alyn)", onde A é autovalor em

questdo e I, ¢ uma matriz identidade de ordem m;

r. posto de B,

o1 resultado da subtragdo dos ultimos dois resultados da coluna
do posto;

oo resultado da subtracdo dos ultimos dois resultados da coluna
o1.

Tabela 3.2: Tabela do algoritmo de Rubin preenchida.

Y7, B Iy o 02
0 Bo o
on=rh—n
011 — 012
1 B] r
op=rn-n
2 BZ Iy O12 — 013
o13=1"I—-1I3
3 83 rs

Depois de realizado o Algoritmo 3.1, o resultado da segunda diferenca
oz encontrado na primeira linha representa o nimero de blocos de Jordan de primeira
ordem, o nimero da segunda diferenga presente na segunda linha da mesma coluna
representa o namero de blocos de Jordan de segunda ordem, o numero da terceira linha
¢ o numero de blocos de terceira ordem e assim sucessivamente. As estruturas para os

blocos dos outros autovalores de A(S) podem ser obtidas de forma similar. mi
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3.1.3 Base polinomial minima

Sejam T(S) e F(s) = [f1(S) f2(S) ... fn(S)], matrizes polinomiais tal que T(S)F(s)=0,
com graus coluna g < u, <...< u . Entdo, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1. As colunas de F(S) formam uma base polinomial minima para o espago nulo
a direita de T(s).
2. F(s) ¢ reduzida por coluna e irredutivel [seu posto ¢ cheio para todos os

valores (finitos) de s].

n
3. F(s) tem ordem minima, isto &, Z 4; € minimo.
i=l

Prova: Ver [4], paginas 458-459. O
Um algoritmo robusto para obtengdo de uma base polinomial minima para o

espago nulo de uma matriz foi proposto por Basilio e Moreira [29].

3.2. Resultados Preliminares

Seja A(s) e R™™[s] uma matriz polinomial quadrada, cuja decomposi¢do na
forma de Smith se deseja obter, isto &,

A(S) = L(S)S(s)R(s), (3.13)
onde L(s),R(s) e R™™"[s] sdo matrizes unimodulares e S(S) estd na forma de Smith,
equagdo (2.45).

Conforme sera visto, a obtengao de S(S) sera baseada na determinacdo da forma
candnica de Jordan associada a Ac, uma matriz de estado de uma realizagdao de ordem
minima de G(s)=1 A*(s). Como | e A(S) sio coprimas [27], entdo se A(S) for reduzida
por coluna e tiver todas as colunas com graus maiores que O (zero), entdo, uma
realizacdo que pode ser obtida de forma imediata ¢ a chamada forma controlador,

equacgdo (2.39).
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Assim, quando A(S) ndo for reduzida por coluna ¢ necessario encontrar uma
matriz Ag(S), reduzida por coluna, que seja equivalente a A(S). Isso pode ser feito
utilizando-se o algoritmo proposto em [27], pode-se obter uma matriz unimodular Vi(S)
tal que

Ar(S) = A(S)V1(8) (3.14)
seja reduzida por coluna. Note que, como Vi(S) é unimodular, entdo Ar(S) ¢ A(S) t€m a
mesma forma de Smith. Assim, sem perda de generalidade, a partir desse ponto serad
suposto que A(S) seja uma matriz reduzida por coluna.

Sera agora considerada a situacdo em que A(S) tem colunas com graus nulos.
Suponha, entao,

I={juJ2, s I} (3.15)
k<m, represente o conjunto formado pelos indices das colunas de A(S) que tém grau 0

(zero) e forme a seguinte matriz diagonal

D(S) :diag {dl(s)a d2(5), ) dm(S)}, (316)
onde
1 , 1gld
di (s) = .
(s+s,) , 1el
para, i=1, 2, ..., m, sendo s, € N escolhido de tal forma que A(So) seja ndo-singular’,

isto €, Sp ndo seja um zero de A(S). Essa restri¢ao se deve ao fato de que, conforme sera
visto a seguir, como a determinacao da forma de Smith serd baseada no calculo dos
autovalores de Ac, deve-se entdo, evitar a introdugdo de autovalores com multiplicidade
maior que 1 (um). Caso a matriz de entrada A(S) nao tenha colunas com grau zero, D(S)

serd igual a matriz identidade de ordem m. Portanto,

" Foi escolhido o conjunto dos nimeros naturais N por simplicidade, contudo 0 mesmo vale para o
conjunto dos nimeros reais IR .
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A(s) = A(s)D(s) (3.17)
tem todas as colunas com graus maiores ou iguais a 1 (um).

A multiplicagdo de A(S) pela matriz D(S) ndo ¢ empecilho para o célculo da

forma de Smith de A(S), pois embora todos os céalculos sejam feitos usando-se K(s) e,
portanto, a forma de Smith encontrada seja a de K(S), tem-se que S(S), a forma de

Smith de A(S), pode ser obtida a partir de g(s) , a forma de Smith de K(s) , de maneira

imediata. Este ¢ um resultado inédito, conforme sera mostrado na proposi¢do a seguir

em sua prova, desenvolvidas especialmente para este trabalho.
Proposicdo 3.1  Seja A(s) e R™"[s] e suponha que a forma de Smith de A(S) seja
S(s), isto €,

A(s)sS(s), (3.18)
onde s denota equivaléncia de Smith. Suponha ainda que S, € N ndo seja um zero de
A(S), ou seja, A(Sop) € ndo-singular. Defina

A(s) = A(s)D(s), (3.19)
sendo que D(S) ¢ definida de acordo com a equagdo (3.16). Se §(s) denota a forma de

Smith da matriz K(S) , entdao §(S) e S(s) estdo relacionados da seguinte forma:

-1

S(s) = S(s)| diag{lL,1,...,1,5+5,,5+S,,...5+S,} | . (3.20)
m k vezes

Prova: Suponha que A(S), tenha a seguinte forma de Smith:
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_ | .
o,(9) !
a,(8) l
.
S(s) = o,(5) | , (3.21)
0
|
|
|
|
| 0
L r m-r J
onde o,(s), 1 =1, 2,..., I, sdo polindmios monicos, Unicos, obedecendo a propriedade
de divisao
0,90 (s), i=1...,r—1. (3.22)

Note que, definindo Ai(S) como o maximo divisor comum (MDC) de todos os menores
ixi de A(S), tem-se que

Ai(s)

O-i(s):A. (S):

A, (s)=1. (3.23)

Suponha, agora, sem perda de generalidade, que as colunas de A(S) tenham sido
rearranjadas de forma que as K primeira colunas tenham grau igual a zero. Isto ndo
altera a forma de Smith tendo em vista que isto ¢ feito com operacdes elementares.
Portanto, D(S) tera a seguinte forma

D(s)=diag|s—s, s-s, -+ S-—s, 1 --- 1]. (3.24)

k vezes

Seja K(S) = A(s)D(s) e seja §(s) a forma de Smith de K(s). Escreva K(S),
A(S) e D(s) da seguinte forma:

aii diz -+ Aim

A(s)=| 8 8= dmy (3.25)

Ami a@m2 -+ Amm
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A(s)=| 22 (3.26)

D(s) = [(S - So)gl (s— 50)§2 (S - So)gk S gm] . (3.27)
Utilizando a equagdo (3.8) tem-se que os maximos divisores comuns de ordem p
de K(s) (Kp(S)) e os MDC dos menores de ordem p de A(S) (A,(S)) possuem a

seguinte relagdo

(i) \K\:|A||D|:>\M=|A|(s—so):Zm(s)zAm(s)(s—so)k.

a
—1,2,...,m-1 aT
(i) Aiz,..m1 = _:2 [(5_50)91 (S_So)gz (S_So)gk S gm—l]
.
_ a _
= Q; [gl €& - & &y, v gmfl](s_so)k: 122 AAAAAAAA rr: :f-(S—SO)k, (3.28)
.
EN
AL = Q:; [(s-s)8, (5508~ (=88 & - &) =AT(s-5) .
£
(3.29)
Assim, ¢ possivel verificar que:
An(S)=A_(s)(5—5,)". (3.30)

(iii) Note ainda que, para i<m-k,
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Amic= AT (3.31)

e, portanto, Ai = A,. Conseqlientemente

Zm—l (S) = {

0 que permite concluir:

A, (8)-(s=3)", 1=0,.,k-1

A, (9), | =k,....m

: (3.32)

_ An(S) A (S)-(5+5,)"
on(s)= 200 _ An()CF8) o st
Ana(S) A, (S)-(S+5)
o Ari1(8) _ Ay i (9)(5+5y) _ o i(5)-(5+8,)
Am—k (S) Am—k (S)
Com isso,
(o |
o>
S(s) = or
0
- 0_
_O-l A '_1 T
o,
1
_ o, S+5,
0 S+5,
] 0] | S+, |
_1 T
1
=S5(S) S+S5, . (3.33)
S+5,
I S+, |
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O que conclui a prova. i

3.3. Obtencao da Decomposicao em Forma de Smith de uma
Matriz Polinomial

A luz de todas as informagdes apresentadas nesta se¢do, a forma de Smith de
matrizes polinomiais pode ser encontrada através da determinacdo de seus autovalores e

respectivos comprimentos de cadeias de Jordan.

Teorema 3.2 Seja A(S) e R™™[s] e suponha que o posto normal de A(S) seja igual a m
e sejam ainda {41, A, ..., 4n} (N < N;) os autovalores distintos de A. € R™*™ , com suas
respectivas multiplicidades mg, my, ..., My (sendo m, +m, +...4+m, =n.), onde Ac é

resultante da determinacdo de uma realizacdo na forma controlador da matriz de

transferéncia G(s)=IA"(s). Suponha que N denote o nimero de cadeias de Jordan
associadas ao autovalor /4;, i=1, 2, ..., n, e seja j, com j=1, 2, ..., ng, o comprimento

das cadeias de Jordan tal que v;j atenda as seguintes condigdes:

Vi S Vigia (3.34)
e
Dvy=m. (3.35)
j=1
Entdo a forma de Smith de A(S) de ordem m como
S(s)=diag{o,(s),,(8),...,0,(5)} (3.36)
onde,
O (&) =] [(s=2)"" (3.37)
i=1

com k=1, 2, ..., m-1. Considere sempre que se (N, —K) <0 entdo v, =0.

(ngi—k)

Prova: Ver [24].
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Determinada a matriz S(S) que representa a forma de Smith, o passo seguinte é
determinar o par de matrizes unimodulares {U(S), V(S)} que completam a equacao
U(S)A(S)V(S) = S(S). (3.38)
A partir de (3.38) pode-se escrever S(S)V(s) — U(s)A(S) = 0. Chamando
R(s)=V(s), tem-se que S(S)R(S) — U(S)A(S) = 0, ou melhor ainda,
S(S)R(s)I = 1U(s)A(s) = 0. (3.39)
Antes de dar prosseguimento, o seguinte resultado ¢ necessario:

Lema3.2  Seja A(S), B(S) e T(s) e R™™(s) ¢ defina que O(5) = A(S)T(S)B(S). Se

8(s) e ti(s), i =1, 2, ..., m denotam as i-ésimas colunas de &S) ¢ T(S), respectivamente,

entao
0,(s) £, (s)
Q{(S) =B'(5)® A(s) EZES) , (3.40)
Qm.(S) Ly .(S)

onde ® denota o produto de Kronecker.

Prova: Ver [35], pagina 123. mi

A partir do enunciado no Lema 3.2, pode-se re-escrever a equacdo (3.39) da

seguinte forma:
I ®@S(s)r(s)— A" (s)®lu(s)=0. (3.41)

Escrevendo (3.41) na forma matricial chega-se a

. {[(S)}
1®S(s) —AT(s)®I -0, (3.42)
[ M, (s) M, (s) ]H(S)

onde
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P b i |
| SR
E=Nf =

[: - e g: :2 (3.43)

|

com [; (U;j) denotando a i-ésima coluna de R(S) [U(S)].

Definindo
M(s)=[1®5(s) -AT()®1]. (3.44)
entdo, o problema de se encontrar matrizes unimodulares R(S) e U(S) se reduz a
encontrar uma base polinomial minima para o espaco nulo a direita de M(S).
Note que, como M(S) e Rmzxzmz[s], entdo o espago nulo a direita de M(S) tem
dimensdo pelo menos igual a m?.  Assim, existe uma matriz X (S) eRszXp[S], onde

p=m2-p, p denota o posto normal de M(S) tal que M(s)X(S) = 0. Seja entdo:

_ r(s) ry(s) ry(s r,(5)
x(s){gl(S) U,(S) Uy(s) - gp(s)}’ (3.45)
onde os vetores I,(5),u;(s) e R™*[s], i=1, ..., m, formam as matrizes Ri(s) e Uj(s).

Assim, € possivel obter:

{RL(S)}_{RKS) Rz(s) R3(S) Rp(s):|

T{UL(8) Uy(s) Uy(s) -+ U, (9)

U, (s) (3.46)

Finalmente, a determinacao de R(S) e U(S) serad finita, definindo-se o vetor

polinomial
0(s)=[0,(5) 6,(5) 6y(5) ... ep(s)]T (3.47)
tal que
R (s) | R(s)
[u L (SJ O(s) = {u (SJ , (3.48)

onde
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"
&9=[0,01, 6O, 6O, ... GO, ] (3.49)
e as matrizes R(S) e U(S) sdo unimodulares. As matrizes R (S) e U.(S) tém dimensdo

m X mp e a matriz EXS) tem dimensdo mp X m, onde mp € o produto de m por p. Assim,

precisa-se determinar

{R(s) =R (5)O(s) (3.50)

U(s)=U_(s)O(s)’

Uma maneira de conseguir o resultado desejado ¢ igualando os determinantes

das matrizes dos dois lados de cada igualdade, para cada uma delas. Para encontrar o
vetor polinomial (3.47), solucdo para o problema, através do determinante de R(S) e
U(s), faz-se uso da formula de Binet-Cauchy, equacao (3.4), que diz que o determinante
destas matrizes ¢ igual a soma dos menores de ordem m de R.(S), ou U.(S), e &S).

Assim, escreve-se

i - M rlel e rlelm ekll e eklm
= ) A | TR (3.51)
Ky Ky ey K€k
Irml o r-mm o r-Lmkl r-Lkmm Hkml ekmm
(&
U, U, ulel ulelm gkll Hklm
: = > TR | N 1S (3.52)
Ky Ky ey Kin €K
l"Iml e umm o l"ILmkl l"ILkmm ekm] Hkmm

onde & denota o conjunto dos menores formado por todas as

c= (”‘pj ~__(mp__ (3.53)

m ) (mp—m)m!
combinagdes possiveis das colunas de R.(S), ou U (S), e linhas de &(S). Portanto, sejam
os conjuntos dos menores de ordem m das colunas de R.(S) e U.(S) representados por

m.(s) e m, (s) e R*[s] e os menores de ordem m das linhas de @X(s) representados por
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m, (s) e R™'[s], assim, os determinantes de R(S) e de U(S) devem ser iguais aos

produtos de m,(S) por my(s) e de m,(s) pelo mesmo mg(S), respectivamente. Ou

seja, sejam
mg (s)= [le(S) Mg, (s) - Mg, (S)]
my (S) = [mu1(s) muz(s) e My (S)], (3-54)
m, (s)= [mHI (s) My, (s) - My (S)]T
entao,
V)= 3 My (5my(s) (3.55)
e
RO =Y M ()M, (5)- (3.56)

Feito isso, encontram-se entdo duas expressdoes em funcdo de 6(S), uma para

cada matriz unimodular. Basta agora lembrar que para que R(S) e U(S) sejam matrizes
unimodulares e tais que U(S)A(S)V(S)=S(S), os seus determinantes devem ser ndo-nulos e

independentes de S. Além disso, como
AG)] = |Ac(9)]¢(s). (3.57)

onde ¢(S) ¢ um polindmio em S, entdo, deve-se ter:

U(s)|=1 e [R(s)|=|Ay] - (3.58)
Assim, na equacdo (3.55) o determinante de U(S) deve ser feito igual a 1 (um) e na
equacdo (3.56), o determinante de R(S) deve ser feito igual ao determinante da matriz

Anc, onde
A(s) = A diag {s”,s>,...s™ | + AW(s), (3.59)
como na equacdo (2.32). Portanto, realizando este passo, chega-se a um sistema cujo

numero de incognitas ¢ determinado pelo maior grau entre Mg(S) e m,(s),
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escolhendo-se o grau de my(s) de forma que o numero de equagdes seja igual ao
niumero de incognitas. Encontrado o valor de 6(S) deve-se substitui-lo na equacdo

(3.49) encontrando-se éXS). Finalmente, as matrizes unimodulares R(S) e U(S) sdo
encontradas através da equagdo (3.48).

Analisando estes ultimos resultados, observa-se que, conforme se aumenta a
dimensdo das matrizes, o nimero de combinagdes e, conseqiientemente, de equagdes do
sistema a serem consideradas aumenta rapidamente. Contudo, por ser a matriz €XS)
formada por matrizes diagonais, muitos dos menores considerados em (3.51) e (3.52)
sdo nulos, reduzindo bastante o nimero de combinagdes uteis para os calculos. Por
meio de andlises experimentais, ou seja, gerando diversos exemplos com matrizes de
diferentes ordens, pode-se notar que o numero de produtos de menores neste problema ¢
da ordem de m®™ para solugdo de cada uma das matrizes R(S) e U(S), o que ainda é
muito grande. Considerando, por exemplo, uma matriz de dimensdo 5 X 5, o nimero de
menores de éXS) nao nulos possiveis € 9.765.625 (nove milhdes, setecentos e sessenta e
cinco mil, seiscentos € vinte e cinco).

Encontradas as matrizes R(S) e U(S), basta realizar a operagao V(S):Vl(S)R'l(S),
onde Vi(S) ¢ a matriz unimodular que multiplicada por A(S) criou uma matriz reduzida
por coluna, e estdo determinadas as matrizes unimodulares U(S) e V(S). Assim, chega-se
a todos os componentes da igualdade

S(s) = U(S)A(S)V(S). (3.60)

3.4. Algoritmo para Determinac&o da Forma de Smith de
Matrizes Polinomiais via Descricao em Espaco de estado

Esta secdo apresenta um algoritmo que resume e esquematiza o procedimento
apresentado na secdo anterior. Ele estd dividido em duas partes: a primeira ¢ a

determinagdo da forma de Smith S(S) da matriz de entrada A(S); na segunda sdo
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apresentados os procedimentos para determinagdo das matrizes unimodulares, ou de
transformagao, U(S) e V(S).
Algoritmo 3.2  Algoritmo para determinacdo da Forma de Smith de Matrizes
Polinomiais.
Parte 1: Determinacdo da forma de Smith S(S) de uma dada matriz de entrada
A(s) e R™™(s).
Passo 1 Se  A(S) ndo for uma matriz reduzida por coluna, obtenha uma matriz
unimodular Vi(S) (Algoritmo 2 de [27]) tal que
Ar(S) = A(S)V1(s)
seja reduzida por coluna. Caso contrario, Vi(S)=In.
Passo2  Determine os graus das colunas de Ag(S).
Passo 3  Identifique as colunas com grau 0 (zero), se existirem, € seja
J={1, J2, - I}
(k <m) o conjunto que representa essas colunas.
Passo4  Se ndo existirem colunas com grau zero, defina D(s) = In. Caso

contrario, forme a matriz diagonal
D(s) =diag{d,(s), d,(s), -, d,(s)},

onde, parai=1, 2, ..., m

di(s)={1 , iel

(s+s,) , el

sendo s, € N escolhido de tal forma que A(Sg) seja ndo-singular, isto ¢, So ndo seja
zero de A(S).

Passo 5 Obtenha,

Ar(s) = A (5)D(s).
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Passo 6  Obtenha uma realizacdo na forma controlador, equagao (2.39), para a

matriz de transferéncia

.y B,
G(s) = | Ar (s):{é: 0 }

onde A. e R .
Passo 7 Encontre os autovalores de Ac. Sejam {41, A2, ..., A} (N<n.) os

autovalores distintos de Ac com suas respectivas multiplicidades mj, my, ..., mj,
(sendo mp+my+...+my=nc).

Passo 8  Utilize o Algoritmo 3.1 para encontrar a quantidade e o comprimento dos
blocos de Jordan dos autovalores de Ac.

Passo9  Suponha que n. denote o numero de cadeias de Jordan associadas ao
autovalor 4;, i1=1, 2, ..., n, e seja y;j com j=1, 2, ..., N, o comprimento das cadeias de

Jordan tal que w;j atenda as seguintes condigdes:

Nci

Vi Vi © D2V =M,
=

Defina a forma de Smith de Ar (S) como

S(s) = diag{c, (), 0,(S),....0,,(S)}

onde,
G (8) =] [(s=2)"",
i=1

comk=1, 2, ..., m-1. Considere sempre que se (N;; —k) <0, v;, , =0.

Passo 10 Determine entdo a forma de Smith S(s) de A(S) a partir de
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S(s)=S(s) S+5,
S+5,

S+,

Parte 2: Determinacdo das matrizes unimodulares U(s) e V(s) tal que
S(s) = U(S)A(S)V(S).
Passo 11  Facga o produto de Kronecker das matrizes |, matriz identidade de ordem
m, e S(s), forma de Smith de A(S), encontrada na Parte 1.
Passo 12 Faca o produto de Kronecker entre o negativo da transposta da matriz

A(S) e a matriz identidade | de ordem m.

Passo 13 Forme a matriz M(s)=[| ®S(s) —-A' (S)@l] com os produtos dos
dois passos anteriores € encontre uma base polinomial minima X(S) para o espago
nulo a direita de M(S), isto é, M(s)X(S)=0. A matriz X(S) tem a seguinte forma:

r(s) (s r(s)

) r,()
X(s)‘[gl(s) U (s - gp(s)}

onde, I;(S),u;(s) € RmZXI[S] e p=m2-p, p denota o posto normal de M(S).

Passo 14  Escreva a partir de X(S), determine a seguinte igualdade

|:R|_(S):|: R1(S) Rz(s) R3(S) Rp(s)
UL®)] [Ui(®) Uy(8) Us(s) -+ Uy(9)]

onde ri(S) e Ui(S) do passo anterior correspondem, respectivamente, a Ri(S) e Uj(S)
com suas colunas empilhadas.

Passo 15 Forme os vetores polinomiais mq(s)eR"[s], m,(s)eR"[s] e

m, (s) e R™[s], onde
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o (mpj _ (mp)!

m) (mp—m)m!
tais que,
mg(s) = [le(S) mRZ(S) o Mg (S)]
my (S) = [mU1 (S) my, (S) e My, (S)]
m,(s) = [mal(s) My, (S) -+ My, (5)]T

sejam, respectivamente, o conjuntos de todos os menores possiveis de ordem m das

colunas de R (S) e U.(S) e das linhas de &Xs), onde
@9=[0,01, 4Ol O, ... GO,
Passo 16  Multiplique m; (S) por mg(S) e My (S) também por m,(S). Assim, os

determinantes sao dados pelos somatorios

U= m, om,(s)

RO = M (M, (5).

Onde,

U(s)|=1 e |R(s)| :\ARm

, sendo A; a matriz formada pelos coeficientes de
Ar (s) correspondentes aos maiores graus de suas colunas. Determine, a partir dai, o
T

vetor 0(s)=[0,(s) 0,(s) 6,(5) ... 6,(5)] .
Passo 17  Encontre as matrizes unimodulares R(S) e U(S) tal que

R_(s R(s

{ X )}%){ o],
U (s) U(s)

onde R(S) e U(S) sdo resultantes da combinagdo linear dos Ri(S) e Ui(s), i=1,2,...,p,
que formam R (S) e U.(S).

Passo 18  Faca V(s) = Vi(s)R™(s). O
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3.5. Exemplos de Aplicagao do Algoritmo

Nesta se¢do serao apresentados alguns exemplos de aplicagao do Algoritmo 3.2

da secao anterior.

Exemplo 3.1: Considere a matriz polinomial A(s) € R**(s)

2 2s+1

{s+1 3s }
A(S) = .

Seguindo o que estéd estabelecido no algoritmo, vé-se que as colunas de A(S) tém
graus-colunas iguais a 1 (um), ndo sendo, portanto, necessario multiplica-la por D(S),
isto ¢, D(s)=I,, desta forma,

A(s) = A(S).
A seguir ¢ facil verificar que a matriz A(S) € reduzida por coluna. Assim,
AL(5) = AS) e Vi(s) = I

Conseqlientemente, usando o Algoritmo 1 de [27], ¢ possivel obter uma

realizacdo em espacgo de estado na forma controlador para G(S) = | A (s), dada por:

A 2 1,5 5 1 -15 c 1 0
= , = c = .
-1 -0,51” ¢ |0 0,5 1o 1

Feito isso, o passo seguinte ¢ a determinacdo dos autovalores de Ac, que sdo
dados por: 41=1¢e A, =0,5. Como pode-se notar sdo dois autovalores distintos, assim,

de acordo com o Teorema 3.2, a forma de Smith de A(S) pode ser escrita como:

se_|! O
&)= 0 (s—1)s-0,5)]

Passa-se agora para o calculo das matrizes unimodulares U(S) e V(S), tais que a
igualdade S(S)=U(S)A(S)V(S) seja estabelecida. Primeiro, calcula-se os produtos de

Kronecker
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1 0 0 0
1 0] [1 0 0 (s—1)s-0,5) 0 0
| ®S(s) = ® -
0 1| [0 (s=1)s=0,5)| [0 0 1 0
0 0 0 (s—1)(s-0,5)
€
—s-1 0 -2 0
. s+1 3s | [1 0 0 -s-1 0 -2
~AT(S)® 1 =— ® =
2 25+l 0 1 35 0 -2s-1 0
0 -3s 0 -2s-1
Assim, pode-se escrever
M(s)=[1®S(s) -AT(9)®1 =
1 0 0 0 —s-1 0 -2 0
|0 (s=1)(s-0,5) 0 0 0 -s-1 0 =)
o 0 1 0 35 0 -25-1 0
0 0 0 (s—1)(s-0,5) 0 -3s 0 -25—1

Feito isso, deve-se encontrar, agora, uma base polinomial minima X(S) para o

espaco nulo a direita de M(S), isto €, M(s)X(S)=0. Desta forma, a partir de [29] chega-se

a:
[-0,335-0,07 —0,0955+0,57 0,043 — 0,155  —0,195+0,37 |
-0,17 -0,28 0,072 0,38
-0,74s+0,13  0,385s+0,33 —0,265+0,096 —0,0084s+0,28
0,27 —0,099 0,62 0,029
X(s) =
-0,33 —0,095 —0,15 -0,19
-0,17s+0,18 -0,285-0,04 0,0725s-0,58 0,385+0,16
0,13 0,33 0,096 0,28
| 0,12s-0,13 0,375 -0,049 0,2s+0,31 —0,56s+0,015 |
A matriz X(S) é composta pelos seguintes vetores:
r(s) ry(s) ry(s) ry(s)

X(s):{

u,(s)

Uu,(s) Us(s)

u,(s)
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onde as matrizes I;(S) e U,(S), i=1,...,4, sdo as matrizes Ri(S) e Ui(S), respectivamente,

com suas colunas empilhadas. Assim, escreve-se

RL(S):[R1(S) Rz(s) R3(S) R4(S)]

e
UL(S):[UI(S) U,(s) U;(s) U4(5)]
onde,
_—0,338 —-0,07 -0,74s+ 0,13_
Rl (S) = 9
i -0,17 -0,27 ]
[—0,0955+0,57 0,385+0,33]
R,(s)= ,
i -0,28 —0,099 ]
—-0,155+0,043 -0,265+0, 096 |
R3 (S) = B
0,072 0,62 ]
—0,195+0,37 -0,0084s+ 0, 28]
R4 (S) =
0,38 0,029 ]
e
-0,33 0,13
U,(s)= ,
-0,17s +0,18 0,125-0,13
—0,095 0,33
U,(s)= ,
—-0,285-0,04 0,37s—-0,049
-0,15 0,096
U,(s)= ,
0,072s-0,58 0,25+0,31
—0,19 0,28
U4(S) = .
0,38s+0,16 —0,56s+0,015

Encontradas as matrizes R.(S) e U.(S), o Passo 15 do algoritmo estabelece que se

deva agora encontrar todos os menores de ordem m=2 de R.(S), U.(S) e também de

es)=[4©), 66, GO, @(S)IZ]T, agrupando-os nos vetores M. (S), m,(S) e
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my (S), respectivamente. Obtidos os vetores M;(S) e M, (S), observa-se que o grau de
m(s) éigual a 1 (um) e o grau de m; (S) ¢ também igual a 1 (um), portanto, como
6(s) e R*[s] entdo, ¢ necessario que o grau de m, (s) seja igual a 1 (um) para que se
tenha um sistema de 4 (quatro) equagdes ¢ 4 (quatro) incognitas. Portanto,

09=9 6 6 6]

Os vetores M, (S), M, (S) e My (S) estdo mostrados abaixo.

[ —0,0375+0,041 ] [ -0,0195+0,021 ' N
0,076s +0,12 0,076s +0,03 0
0,097s + 0,063 ~0,0665 + 0,043 6,0,
—~0,05s +0,0023 ~0,05s +0,22 0
~0,255 - 0,027 ~0,051s - 0,12 6,0,
~0,16s +0,037 ~0,16s-0,019 0
~0,011s + 0,046 0,235 -0,056 6,0,
0,185+0,11 ~0,0255-0,018 6,0,
0,175 +0,075 0,0076s + 0,038 0
~0,093s +0,021 0,028s — 0,097 -6,6,
~0,52s+0,11 0,015s + 0,054 0
~0,33s+0,15 0,074s — 0,004 6,0,
~0,024s +0,079 ~0,011s +0,039 0
me(5) = 0,11s+0,036 m, (5) = 0,057s+0,018 M, (5) = 6;
- ~0,048+0,053 | — ~0,048s +0,049 | — 0
~0,013s+0,38 0,0077s - 0,025 6,0,
~0,089s +0,32 ~0,089s - 0,023 0
~0,0051s +0,095 0,13s +0,0098 6,0,
0,012s +0,028 0,079s - 0,2 6,0,
0,21s+0,21 0,031s+0,11 0
0,135 +0,16 0,25 + 0,044 6,0,
0,01s +0,037 ~0,29s +0,019 0
~0,074s+0,019 ~0,037s +0,0097 0;
~0,044s - 0,01 ~0,044s - 0,13 0
~0,0385 0,019 0,064s + 0,16 6,6,
0,0195-0,19 0,075s +0,074 -6,0,
~0,0024s - 0,17 ~0,11s - 0,085 0
| -0,0024s — 0,096 | —0,0125-0,048 | 6]
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A seguir, deve-se determinar &s)=[ 6, 6 @]T tal que

{RL@} @“):[R(s)}
UL (s) UGs)

para isso, encontram-se os somatorios do Passo 16. Considerando que para R(S) e U(S)

unimodulares e tais que U(S)A(S)V(S)=S(S) deve-se ter |U (S)| =1le |R(S)| = ‘ARM‘ =2.

Assim, 6(S) deve ser a solu¢do do seguinte sistema:

-0,01947 —0,0416,8, —0,0796,6, +0,1566,6, +0,0576; —0,07136,6, —0,076,6, —0,0376; —0,0116,6, — 0,0126; =0
0,02167 +0,0616,8, —0,0236,6, —0,0526,6, +0,0186; +0,1756,0, —0,03420,6, +0,00976; +0,0866,0, —0,0489; =2.
-0,03767 —0,0836,6, —0,1576,6, +0,3196,6, +0,116; —0,0256,6, —0,13516,6, —0,0746; —0,0576,6, — 0,00246; = 0
0,04167 —0,0476,6, —0,0486,6, — 0,1046,6, +0,0366; +0,3526,0, —0,0656,0, +0,0196; —0,2096,6, —0,0960; =1
Resolvendo o sistema anterior com uso da fung¢ao fsolve do Matlab, obtém-se:

&s) =[-0,1401 1,1765 1,0440 0,3087]".

Com isso, as matrizes U(S) e R(S) sao (Passo 17):

U(s){

-0,46 0,77 R(s) -0,046s+1,1 0,17s+0,77
e = .
-0,68s-0,6 1,2s+0,13 0,68 0,25

Basta agora determinar, como no Passo 18, V(S) = V1(S)R'1(S)=|2R'1(S), assim

0,32 —0,215—0,96
V(s) = .

0,85 —0,57s+1,4

Como pode ser demonstrado, as matrizes U(S) e V(S) sdao de fato unimodulares, pois

seus determinantes sdo, respectivamente, |U (S)| =0,4 e |V (S)| =1,25, ainda, a

igualdade S(s) = U(S)A(S)V(S) pode ser comprovada. i
Nos proximos exemplos serdao citadas fungdes computacionais para auxiliar os

calculos das diversas etapas do procedimento. Algumas das fungdes citadas foram

retiradas de [31], ou aperfeicoadas a partir daquelas 14 encontradas. Outras foram

desenvolvidas especificamente para este trabalho. Para todas as fungdes citadas a
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matriz polinomial A(S), ou outra que dela derive, devera ser escrita na forma de matriz

de coeficientes.

Exemplo 3.2: Considere, agora, a matriz polinomial A(s) e R**(s)

A(S){z s+1 }
0 -2s+1

Primeiro, Passo 1, deve-se encontrar uma matriz reduzida por coluna equivalente
a A(S). Usa-se a fungdo reducol.m (ver anexo A.16 de [31]) para encontrar esta matriz
reduzida por coluna. Contudo, como A(S) ja ¢ reduzida por coluna, tem-se que
Ar(S)=A(S) e Vi(S)=l..

O Passo 2 ¢ a determinag¢ao do grau das colunas de A(S). Para isso, usa-se a
fungdo coldeg.m (ver anexo A.9 de [31]). Com ela verifica-se que os graus das colunas
de A(S) sdo iguais a 0 (zero) e 1 (um). Portanto, o grau da primeira coluna da matriz é
igual a zero e J={1}. Com isso, como estabelece o Passo 4 do algoritmo, é necessario

multiplicar A(S) por

s+s, 0
D(s):{ 0 1}.

Para o exemplo, escolhe-se So=1. Pode-se comprovar que |A(1)|= -2, portanto A(S) ndo

¢ singular para Sp=1, este ndo ¢ zero de A(S). Assim,

— s+1 0 2s+2  s+1
A(S)ZA(S){O Jz[ 0 —23+1]

Sendo K(S) reduzida por coluna, deve-se encontrar, agora (Passo 6), uma

N . A —-1
realizagdo na forma controlador para a matriz de transferéncia G(S)=1A (S)

associada a matriz polinomial K(s). Para tanto, usa-se a fungdo nmcop2ss.m (ver anexo

A.2 deste trabalho), que por sua vez faz uso da fung¢do dhcdlcsplit.m (ver anexo A.3).

As matrizes de estados que compdem a forma controlador relacionadas a realizagdo sao:
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A -1 -0,75 5 0,5 0,25 c 1 0
= , = c = .
0o 05" ° |0 =05 10 1

O passo seguinte ¢ encontrar os autovalores de Ac que sdo A={-1, 0,5}, dois

autovalores distintos com multiplicidade 1 (um), cada. Assim, a forma de Smith de

K(S) ¢ dada por:

S| YR
8= 0 (s=0,5)s+1)| ®) 0 (s+1)|

Por conseqiiéncia, a matriz que representa a forma de Smith da matriz de entrada A(S) ¢

10
S(S)z[o 5—0 5}'

No célculo das matrizes unimodulares U(S) e V(S), tais que S(S)=U(S)A(S)V(9),

encontra-se M(s)=[| ®S(s) —-A'(5)® I] Os produtos de Kronecker | ® S(s)

(Passo 11) e —AT(s)® 1 (Passo 12), sio determinados com a fungdo matkron.m (ver

se¢do A.4 dos anexos). Assim,

1 0 0 0 -2 0 0 0

0 s-0,5 0 0 0 -2 0 0
M (s) =

0 0 1 0 -s-1 0 2s-1 0

0 0 0 s-0,5 0 -s-1 0 2s-1
O proximo passo € achar uma matriz polinomial X(S) tal que M(s)X(S)=0 onde
X(S) seja uma base polinomial minima para o espaco nulo a direita de M(S). Neste passo
(Passo 13), a fungdo utilizada ¢é a polybases.m (ver anexo A.18 de [31]). Assim,

[-0,66 0,31 0,26 0,19

0 0 0,075 ~0,41
~0,50 0,23 0,37s+0,011 —0,585+0,44
~0,38 -0,81 -0,625-0,45 -0,265-0,15

X (s)=
~0,33 0,15 0,13 0,097
0 0  0,0385-0,19 —0,25+0,1
~0,17 0,077 0,12 0,34

0,19 0,40 0,335+0,24 0,027s—0,027 |
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Como pede o Passo 14, escreve-se

Ri(®)=[R(S5) R,(5) Ri(s) R,(s)]

U (9)=[U,(s) U,(s) Uy(s) U,(9)]
que, por simplicidade, serdo omitidas, porém sdo de facil determinacdo a partir de X(S),
como ja foi demonstrado. Com isso, determinam-se as matrizes unimodulares U(S) e
R(s) diretamente a partir da primeira coluna de X(S) que forma uma base polinomial

minima, suprimindo o Passo 15. Assim,

~0,33 0,17 ~0,66 —0,50
U(s) = e R(s) = .
0 0,19 0 -0,38

Finalmente, fazendo

. . {—1,51 1,98}
V(s)=Vi(e)R(s)=1L,R(s) =

0 2,63
esta completa a igualdade S(S)=U(S)A(S)V(S).

O proximo exemplo apresentara um caso onde a matriz A(S) de dimensao 3x3
possui autovalores repetidos.

Exemplo 3.3: Forma de Smith da matriz polinomial A(s) € R™(s)

1 —25-2 0
A(s)=| —-s 2s*+s-1 s’ +2s+1
0,25s s+1 -0,55° —s*—0,5s

O Passo 1 ¢ determinar a forma reduzida por coluna da matriz A(S). Assim,

—0,49s 1 0,76
A, (s)=|—-0,735-0,24  —s 0,76
0,12 0,255 —0,195-0,38

e a matriz unimodular V;(S) é
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0,495’ —0,49s>—0,49s 1 0,765
V,(s) = 0,245 0 0,385-0,38 |.
0,245 0,24 0 0,38

O préximo passo ¢ encontrar os graus das colunas de A(S), sdo eles 1, 1 e 1,
respectivamente. Observa-se que todos sdo maiores que zero. Neste caso, de acordo

com o Passo 4, a matriz D(S)=l3, conseqiientemente,

Ar(8) = A (S)1; = A ().

A partir desta, determina-se as matrizes Ac, B¢ e Cc (Passo 6) da realizacdo na

. . . . —-1
forma controlador associada a matriz de transferéncia G(s) = | Ar (S), sendo dado por:

0 2,0616  1,5584 —2,0616 0 0
A. =|-0,2425 —-1,5000 —0,3780|, B, =| 1,5000 —1,0000 0 |e
~0,3208 —0,6614 —1,5000 0,6614 —1,3229 -5,2915
100
C.=|0 1 0
00 1

Para este caso, encontram-se autovalores repetidos para Ac, A={-1} com
multiplicidade 3 (trés). A determinacdo da forma de Smith passa pela determinagdo do
comprimento das cadeias de Jordan (Passo 8) que ¢ encontrado através do Algoritmo
3.1, resumido na fungdo rubin.m (ver anexo A.5). Vé-se, entdo, que o autovalor

apresenta um bloco de ordem 1 (um) e um bloco de ordem 2 (dois). Assim, a forma de

Smith de A(S) é:
I 0 0
S(s)=|0 s+1 0
0 0 (s+1)

Para o calculo das matrizes unimodulares, segue-se 0 mesmo procedimento
apresentado nos exemplos anteriores, suprimido aqui por conveniéncia. ApOs estes

passos, as matrizes unimodulares U(S) e V(S) tais que S(S) = U(S)A(S)V(S) sdo:
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0,09 0 0
U(s)=|-0,02s-0,099 0,079 0
-0,2s-0,24 0,24s+0,32 0,16

5,38 +17s+11 —268*—785—52 135> +255+13
V(s)= -2,7s+11 ~135-26 6,35+6,3 |. O
-2,7 -13 6,3

Todos os procedimentos do Algoritmo 3.2 até agora apresentados nos exemplos
foram reunidos na forma de uma fung¢ao, chamada smithbl.m . Ela esta listada no anexo
A.7 e sera usada no céalculo dos exemplos que seguem. Portanto, serdo apresentados
apenas os resultados finais provenientes da fun¢do, ou seja, as matrizes unimodulares e
a matriz polinomial diagonalisada representado a forma de Smith da matriz de entrada.

Quando necessario serdo feitos ponderagdes sobre o exemplo.

Exemplo 3.4: Para este exemplo considere a matriz polinomial A(s) € R*(s)

2 —4s 0
A(s)=| —2s 4s*—2s 2s’>+4s
0,5s 2s -5’ —2s?

Para a determinagdo da forma de Smith de A(S) aplica-se a fung¢do smithbl.

Antes, porém, A(S) deve ser escrita na forma de matriz de coeficientes:

0 0 O 0 0 O 0 -4 0 2 00
AS)=/0 0 0 [s’+|0 4 2 |s°+| -2 -2 4[s+|0 0 0.
0 0 -1 0 0 -2 0,5 2 0 0 00

Abaixo sdo apresentados os comandos e os resultados.
>>A=[0000000-40200;000042-2-24000;00-100-2
0,520000;];

>> [S,U,V] = smithbl(A);
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A fungdo apresenta como resultado a matriz polinomial S(S), forma de Smith de

A(S):
1 0 0
S(s)=|0 s 0
0 0 s(s+2)
e as matrizes unimodulares:
0,032 0 0
Uu(s)=| 0,12s 0,15 0

0,093s -0,04-0,08 -0,37

5,65 +5,65+16 2,65 —1,4s —2,7s*—5,4s

V(s)= 2,85+2,8 1,3s-0,72  -1,3s-2,7
2,8 L3 -1,3
A igualdade S(S) = U(S)A(S)V(S) pode ser verificada. i

Exemplo 3.5: Neste exemplo sera considerada uma matriz polinomial A(s) € R*(s)

2 —4s—4 0
A(s)=| -s 28’ +s-1 s’ -2s-3
0,25s s+1 -0,58° +s” +1,5s

Na sua forma de matriz de coeficientes, A(S) € escrita como:

00 0 0 00 0 —4 0 2 4 0
AS)=|0 0 0 [$9+|0 2 1|s°+] -1 1 =2|s+[0 -1 -3].
0 0 0,5 0 0 1 0,25 1 1,5 0 1 0

Aplicando a fungao smithbl
>>A=[0000000-402-40;000021-11-20-1-3;00-0.500
10.2511010];

>> [S,U,V] = smithbl(A);

encontra-se a forma de Smith da matriz de entrada A(S)
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1
S(s)= s+1
(s+1)(s-3)
€ as matrizes unimodulares
-0,13 0 0
U(s)=10,024s-0,037 0,12 0

0,14s+0,15 0,097s+0,12 0,17

e
—4,28* +13s+13 —1,4s—13s—12 12s* —24s5-36
V(s)= -2,1s+8,6 -0,69s -6 6s—18
-2,1 -0,69 6
que verificam a igualdade S(s) = U(S)A(S)V(S). i

O proximo exemplo ¢ o mesmo do capitulo anterior onde, através do método

classico ndo foi possivel obter a forma de Smith da matriz de entrada.

Exemplo 3.6: Considere uma matriz polinomial A(s) € R**[s], onde

9,5-107s* +0,44s+0,41 0,495 +0,925+0,35  0,465° +8,1-10”s+0,14
A(s)=| 2,3-107s*+0,625+0,89 0,895 +0,745+0,81  0,019s* +1,9-10°s+0,2 |.
6,1-107s* +0,795+ 0,058 0,765 +0,185+0,0099  0,82s> +1,8-10°5+0,2

Escrevendo A(S) na forma de matriz de coeficientes e aplicando a fungdo smithbl

obtém-se de forma simples e rapida a matriz diagonal

1 0
S(s)=|0 1
0 0 s°—6,4x10%s’ —4,1x10°s* —1,3x10°s* +7,6x10%s* =2,2x10°s +3,8x10°

que ¢ a forma de Smith da matriz de entrada. As matrizes unimodulares que completam
a igualdade S(s)=U(S)A(S)V(S) sdo:

0 -1 0
U@©s)= 2x10°s* -8 75+9,9 —4,5x10°s" +0,285° +1,15* +2,25—4,2 475-5,9
31x107S’ +135* —0,135+0,29 6,7x107s’ —0,0425* 0,215’ —0,565" —0,041s—0,13 -0, 715" +0,155—0,074
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0,895—0,56 -0,285+0,14  2x10°s+1,2x10°
V(s)=|23x10s-0,62 6,3x10°s+0,23 1,5x10°s—1,5x10’
0 52x107s—15 —7,3x10°s+9,4x10°

Assim, procurou-se mostrar através deste exemplo que o método proposto

funciona onde o método classico falhou.
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4. Conclusoes

"Para atingirmos a verdade, é necessdrio
aplicarmos a razdo, pensar, refletir. E para isso,
devemos comecgar a pensar, ndo a partir do que

ja sabemos, mas do que ndo sabemos."

Socrates

O desenvolvimento de equacdes matemdticas ¢ um importante passo na
obtencio de modelos analiticos no estudo e projeto de processos ou sistemas fisicos. E
dentro desse contexto, mais especificamente, na modelagem matematica de sistemas
multivariaveis que se insere o trabalho aqui desenvolvido tendo, para tanto, sido
necessario abordar varios conceitos relacionados ao estudo de sistemas multivariaveis,
destacando-se: realizacoes de ordem minima, maximo divisor comum de matrizes,
descrigcdo por fracdes de matrizes, matrizes reduzidas por coluna e realizagao na forma
controlador. Também, como carater ilustrativo e didatico, foi apresentado um algoritmo
para a obten¢do da forma de Smith de matrizes polinomiais baseado em operagdes
elementares de linhas e colunas.

Contudo, o ponto principal deste trabalho foi a proposi¢cao de um novo algoritmo
para a obten¢do da forma de Smith de matrizes polinomiais que evita a necessidade de
se realizar operagdes elementares de linhas e colunas, evitando assim as dificuldades
numéricas desse tipo de algoritmo. O algoritmo aqui proposto tem como base a
determinagdo dos autovalores da matriz de estados de uma realizagdo controlavel (na
forma controlador) associada a matriz polinomial em analise € ao comprimento das
cadeias de Jordan associadas a esses autovalores. Para ilustrar sua aplicacdo foram

apresentados alguns exemplos. Mais uma vez, este método mostrou-se de facil



3. Obtencdo da Forma de Smith de matrizes polinomiais via descricdo em espago de estados 82

aplicagdo e apresenta-se como mais uma alternativa na determinacao da forma de Smith
de matrizes polinomiais.

Embora a forma de Smith seja de facil determinagdo através do método
proposto, o calculo das matrizes unimodulares U(S) e V(S) para sistemas de ordem igual
ou superior a 5 (cinco) se torna impraticavel, pois requer o calculo de m”" (onde m
representa a ordem da matriz de entrada) determinantes para cada uma das duas
matrizes unimodulares durante a determinagdo dos menores, necessarios na solucdo do
Passo 15 do Algoritmo 3.2. Esse ponto requer uma investigacdo mais aprofundada no
futuro.

Um outro ponto a ser considerado ¢ a extensdo do presente algoritmo para
matrizes pXm. Esse ponto ¢ mais simples, tendo em vista que se utilizando o algoritmo

para redugdo por coluna a uma matriz retangular em que m>p, pode-se reduzir a matriz
A(s) € R™™[s] a uma matriz A(s) € R™™[s], onde

A(s)=[A(s) 0]
sendo A, (S) e R"P[s]. Assim,

As) = AS)R(S)
onde R(S) ¢ unimodular.

Por fim, uma outra sugestao de trabalho futuro ¢ um estudo comparativo dos
métodos para obtencdo da forma de Smith de matrizes polinomiais disponiveis na
literatura a fim de avaliar seu desempenho. Por hora apresenta-se um quadro onde se
mostra uma compara¢ao quanto ao tempo de resposta dos algoritmos para obtencdo da
forma de Smith citados nesta dissertagdo. Os métodos usados sdo o método classico
considerando operacdes elementares de linhas e colunas, representado pelo algoritmo
descrito no Capitulo 2, um algoritmo para célculo da forma de Smith através de

matrizes simbolicas da toolbox Polyx, citada na Introdugdo. Além deles, apresenta-se
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também o desempenho do método apresentado neste trabalho. Sobre este, fazem-se
duas analises, na primeira somente ¢ considerada a forma de Smith S(S) ¢ na segunda,
além de S(s), também sdo calculadas as matrizes unimodulares. Foram analisadas as
respostas aos exemplos do Capitulo 3. Para calculo do tempo de resposta foi utilizada a
fungdo etime.m do Matlab, que calcula a diferenga de tempo entre um instante inicial ¢
outro final.

Portanto, considere a seguinte tabela onde a primeira coluna (Exemplo) traz o
nimero do exemplo e a segunda (Dimensao) traz a dimensdo da matriz de entrada. A
terceira coluna (Polyx) representa o tempo de resposta usando a fungdo smith.m da
toolbox Polyx, a quarta (Classico) mostra o desempenho usando o método classico
(fungdo smithkuc.m), a quinta (Smithbl-1) traz os valores dos tempos de resposta para o
calculo da forma de Smith da matriz polinomial de entrada usando o algoritmo
apresentado neste trabalho, porém ¢ calculada apenas a matriz S(S) e na sexta ¢ ultima
coluna (Smithbl-2) ¢ considerado todo o Algoritmo 3.2, onde também sdo calculadas as
matrizes polinomiais. Os resultados apresentados a seguir foram extraidos diretamente

do Matblab e os tempos estdo medidos em milisegundos (ms).

Tabela 4.1: Quadro Comparativo.

. ~ Polyx | Classico | Smithbl-1 | Smithbl-2
Exemplo | Dimenséo

(ms) (ms) (ms) (ms)
3.1 2x2 31,0 16,0 0 328,0
3.2 2x2 31,0 16,0 0 0
3.3 3x3 47,0 16,0 0 47,0
3.4 3x3 47,0 15,0 16,0 47,0
3.5 3x3 47,0 31,0 0 47,0

Observado a Tabela 4.1 nota-se que o célculo da forma de Smith apenas através
do método proposto ¢ extremamente rapido para os casos apresentados. Porém, so
através de uma andlise mais aprofundada, pode-se tirar outras conclusdes a respeito do

desempenho de tais métodos.
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Apéndice — Funcdes Matlab

Este apéndice traz as fungdes desenvolvidas no Matlab para execugdo dos

algoritmos apresentados nos capitulos anteriores. Estas func¢des serdo incorporadas a, ja

referida, toolbox desenvolvida chamada Polymat.

A.1l. Smithkuc

A primeira fungao ¢ smithkuc.m, desenvolvida com base no Algoritmo 2.1

(segdo 2.7) extraido de [14].

%SMITHKUC Smith form of a polynomial matrix

%
%
%
%
%
%
%
%

%
%

S=SMITHKUC(A,m) it supplies the Smith Form of a coefficient polynomial matrix.

To use it, the user enters with the coefficient matrix and the number of columns (in case
the matrix is not square) and the function returns one coefficient matrix of the polynomials

with the Smith form S, where S = U*A*V, for any given polynomial matrix A.

[S,U,V,I[=SMITHKUC(A,m) it finds, besides the matrix S, the unimodular matrices and

the rank r of the matrix S.

Author(s): R.O.Leite
$Revision: 0.0 $ $Date: 12-Nov-2005 $

function [S,U,V,r]=smithkuc(A,m);
tol=1e-5;

[p la]=size(A);

if nargin==1;m=p;end

U=eye(p);V=eye(m);
flag=1;p15=1;k=1;S=A;
while flag

aij=[l;
for i=0:(la/m-1);aij=[aij S(k:p,(k:m)+i*m)];end
[imin,jmin]=posmin(aij,m-k+1);

imin=imin+k-1;jmin=jmin+k-1;
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if aij==0

else

r=k-1;flag=0;

eyel=eye(p);eyev=eye(m);

if imin ~=k;
eyel([imin K],:)=eyel([k imin],:);
S=convmat(eyel,S,m);

U=convmat(eyel,U);

end

if jmin ~= k;
eyev(;,[k jmin])=eyev(;,[jmin K]);
S=convmat(S,eyev);
V=convmat(V,eyev);

end

[contlin,contcol]=contpolzero(S,k,m);
if contcol~=1
[S,U]=premulti(S,U,k,m);
la=size(S,2);
elseif contlin~=1
S=transpol(S,m);
V=transpol(V,m);
[S,V]=premulti(S,V,k,p);
S=transpol(S,p);la=size(S,2);
V=transpol(V,m);lv=size(V,2);
elseif k~=1 & p15
s_ant=S(k-1,k-1:m:la);
s_atu=S(k,k:m:la);
g=mdcpoly(s_ant,s_atu);
for j=1:(size(s_ant,2)-size(g,2));g=[0 g];end;
pl7=deconv(cutzeros(s_ant),cutzeros(g));
degpl7=coldeg(pl7);
if sc(g-s_ant)>tol & degp17~=0;
[p1,g91]=reseqpol(s_ant,s_atu,q);
S(k,k-1:m:la)=g;
U(k,:)=U(k,:)+conv(pl,U(k-1,));
Bv=[];for j=1:m;Bv=[Bv;conv(ql,V(j,k:m:end))];end
V(:,k-1:m:end)=V(:,k-1:m:end)+Bv;
k=k-1;
else
p15=0;
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end
else
if k~=p & k~=m
k=k+1;p15=1;
else
r=k;flag=0;
end
end

end
end
sdiag=diagpol(S,m);
veci=[];lsdiag=size(sdiag,1);
for i=1:Isdiag
vi=cutzeros(sdiag(i,:));
if vi(1)~=0;veci=[veci 1/vi(1)];end
end
veci=diag(veci);
[row,col]=size(veci);
if row<p
veci=[veci; zeros(p-row,col)];
[row,col]=size(veci);
end
if col<p;veci=[veci zeros(row,p-col)];end
S=convmat(veci,S,m);S(abs(S)<tol)=0;
U=convmat(veci,U,p);U(abs(U)<tol)=0;

Qpkikiktkkikirinnk A Liliar FUNGHON Frttitititkitiotot ok
function [S,U]=premulti(S,U,k,m)
[p,la]=size(S);
u=eye(p);
uvec=matsplit(u);
muvec=size(uvec,l);
aij=cutzeros(S(k,k:m:la));
for i=k+1:p;
kp=i+p*(k-1);
bij=S(i,k:m:la);
[qij,rij]=deconv(bij,alij);
luvec=size(uvec,2);
lgij=length(qij);
uvec=[zeros(muvec,lqgij-luvec) uvec];

uvec(kp,:)=-qij;



Apéndice 87

end
lambda_n=vecmat(uvec,p);
S=cutzeros(convmat(lambda_n,S,m),m);

U=cutzeros(convmat(lambda_n,U,p),p);

A.2. Nmcop?2ss

A fungdo nmcop2ss.m visa encontrar as matrizes que compdem a forma
controlador a partir de uma DFM coprima. Esta funcdo foi escrita com base no

Algoritmo 1 de [27].

% NMCOP2SS Realization in the controlator form given a MFD coprime.

% [Ac,Bc,Cc,Dc]=NMCOP2SS(N,M) calculate the realization (Ac,Bc,Cc,Dc)
% in the controlator form from a right coprime Matrix Fraction

% Description (MFD) G(s)=N(s)M"(-1)(s). The degree of the columns of

% the matrix M must be bigger than that of N.

%

% See also DHCDLCSPLIT, RCMFD, LCMFD.

% Original by J.C.Basilio
%  $Revision: 0.0 $ $Date: 07-Nov-2005 $

function [ac,bc,cc,dc]=nmcop2ss(n,m)

tol=1e-6;

mlin=size(m,1);graucol=coldeg(m);[mhc,mic]=dhcdlcsplit(m);

[nhc,nic]=dhcdIcsplit([eye(size(n,1),mlin) n],mlin);nhc=[];

if abs(det(mhc))<tol
disp('Leading coefficient matrix of M(s) approximately singular");
ac=[[;bc=[];cc=[];,dc=[];return;

end

ac=[];bc=[];

for i=1:mlin;
ac=blkdiag(ac,[zeros(1,graucol(i));eye(graucol(i)-1) zeros(graucol(i)-1,1)]);
bc=blkdiag(bc,eye(graucol(i),1));

end

mhcinv=inv(mhc);prod=mhcinv*mic;

for i=1:length(graucol)
if i==1;ni=1;else ni=norm(graucol(1:i-1),1)+1;end
ac(ni,:)=-prod(i,:);bc(ni,:)=mhcinv(i,:);

end
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cc=nlc;dc=zeros(size(n,1),mlin);

A.3. Dhcdlcsplit

A funcdo dhcdlcsplit.m é aquela que decompde uma matriz polinomial D(S) nas

matrizes Dy € Dye.

% DHCDLCSPLIT Decomposes a polinomial matrix in Dhc and Dlc.

% [DHC,DLC]=DHCDLCSPLIT(D,ncol) is the decomposition of the polynomial
% coefficient matrix D with ncol columns in the matrices Dhc and Dlc.

%

% See also POLYBASES.

% Original by J.C.Basilio
%  $Revision: 0.0 $ $Date: 12-Apr-2006 $

function [dhc,dIc]=dhcdlcsplit(d,m)
p=size(d,1);if nargin==1;m=p;end
graucol=coldeg(d,m);dvec=matsplit(d,m);
dhc=[];dlc=[];ncdvec=size(dvec,2);
fori=1:m

dhc=[dhc dvec((i-1)*p+1:i*p,ncdvec-graucol(i))];

if graucol(i)==0

dic=[dIc zeros(p,1)];

else
dic=[dIc dvec((i-1)*p+1:i*p,ncdvec-graucol(i)+1:ncdvec)];
end
end
A.4. Matkron
A fun¢ao matkron.m realiza o produto de Kronecker entre duas matrizes
polinomiais.

% MATKRON Kronecker tensor product of polynomial matrices.

% MATKRON(A,B,ma,mb) is the Kronecker tensor product of two polynomial
% coefficient matrices A with ma columns and B with mb columns.

% The result is a large matrix formed by taking all possible

% products between the polynomials of A and those of B.

% MATKRON(A,B) works when the matrices A and B are squared.

%
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% See also KRON.

% Author(s): R.O.Leite
% $Revision: 0.0 $ $Date: 24-Nov-2005 $

function K=matkron(A,B,ma,mb)
[pa,cola]=size(A);[pb,colb]=size(B);
if nargin==2;
ma=pa;mb=pb;
elseif nargin==3
error('lt is necessary to inform both the number of columns of A and B.")

end
K=[J;
for d=1:ma
for c=1:mb
for i=1:pa
for j=1:pb;
K=[K;conv(A(i,d:ma:cola),B(j,c:mb:colb))];
end
end
end
end

K=vecmat(K,pa*pb,ma*mb);

A.5. Rubin

Outra fungao importante é rubin.m, que determina o numero e comprimento das
cadeias de Jordan. Esta fung¢do foi escrita de acordo com o Algoritmo 3.1 extraido de
[34].

%RUBIN Length of Jordan blocks.

% RUBIN(A), by the Rubin's Algorithm, we calculate the length of the blocks
% of repeated eigenvalues in the Jordan form of a square matrix A.

%

% This function writes the length of Jordan blocks (JB) in the form:

% [av(1) av(2) ... av(n) ]Eigenvalues (av)

% [9B(1,1)JB(2,1) ... JB(n,1)] No. of blocks of length(JB) 1 of the av 1
% JB=[JB(1,2)JB(2,2) ... JB(n,2)] No. of blocks of length(JB) 2 of the av 2
% [... ]...

% [JB(1,n) JB(2,n) ... JB(n,n)] No. of blocks of length(JB) n of the av n
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%
% See also EIG.

% Author(s): Raphael de Oliveira Leite
% 9$Revision: 1.0 $ $Date: 07-Aug-2006 $

function cc=rubin(A)
tol=1e-5;
row=size(A,1);
av=eig(A);
av=sort(arred(av,tol));
av_d=av(1);lambda=[];
for i=2:length(av)
if ~ismember(av(i),av_d);
av_d=[av_d; av(i)]; % distinct eigenvalues
elseif ~ismember(av(i),lambda);
lambda=[lambda; av(i)]; % repeted eigenvalues
end
end
cont=length(av_d);
if cont==length(av) % if all eigenvalues are distinct
ce=[J;
for i=1:length(av)
cc=[cc; 1];
end

ii=cc;lambda=av.";

else % if there are repeated eigenvalues
ce=[L;ii=[];
for j=1:length(lambda)
flag=1;mi=0;i=0;
p=[];sigmal=[];sigma2=[]; % p: rank
while flag
i=i+1;

Ami=arred((A-lambda(j)*eye(row))"mi,tol);
p=[p; rank(Ami)];
if i>1

sigmal=[sigmal; p(i-1)-p(i)];

if length(sigmal)>1

sigma2=[sigmaZ2; sigmal(end-1)-sigmal(end)];

end
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if p(i-1)==p(i);flag=0;end
end
mi=mi+1;
end
cc=[cc; sigmaz2];
ii=[ii; length(sigma2)];
end
end
% Write cc in the form described above
m=ii(1);for i=2:length(ii);if m<ii(i);m=ii(i);end;end
CC_aux=cc;
cc=zeros(m+1,length(ii));
cc(1,:)=[lambda];

cc_ind=1,;
for i=1:length(ii)
if i>length(ii)
cc(2,i)=1;
else
for j=1:ii(i)
cc(j+1,i)=cc_aux(cc_ind);
cc_ind=cc_ind+1;
end
end
end

for i=1:length(av_d)
if ~ismember(av_d(i),cc(1,))
cci=[av_d(i);1;zeros(size(cc,1)-2,1)];
cc=[cc ccil;
end

end

A.6. Polyinv

A fungdo polyinv.m encontra a inversa de matrizes polinomiais, ela foi escrita

com base nos algoritmos apresentados em [27].

%POLYINV Inverse of column or non-column reduced matrices.

% [N,d]=POLYINV(D) is the inverse of column reduced matrices. Where G is a
% numerator matrix and d is a denominator polynomium.

%

% [N,d,U]=POLYINV(D) provides the means to obtain column reduced and
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% unimodular matrices (G and U, respectively) such that for a given non-column
% reduced square matrix D.

%

% See also INV.

% Original by R.O.Leite
% $Revision: 1.0 $ $Date: 24-June-2006 $
% Last Revision by R.O.Leite

% This is a function based on Algorithm 3 of J.C.Basilio, “Inversion of polynomial

% matrices via state-space”. Linear Algebra and its Aplications 357 (2002) 259-271.

function [N,d,U]=polyinv(D)
[p c]=size(D);m=c/p;

if fix(m)~=m;error('Matrix must be square.");end

if c==p;
N=inv(D);d=1;U=eye(p);
return;
else
if polydet(D)==0;
warning(‘Matrix is singular to working precision.")
return
end
end

[Dbarra,U]=reducol(D,p);
grcdbr=coldeg(Dbarra);
indgrcbr=find(grcdbr==0);lindgrcbr=length(indgrcbr);
if lindgrcbr==p
Ndbinv=inv(Dbarra);d=1;
else
diagdelta=[zeros(p,1) ones(p,1)];
if ~isempty(indgrcbr);diagdelta(indgrcbr,:)=[1 0];end
delta=diaglamb(diagdelta);
Dtil=cutzeros(convmat(Dbarra,delta));
[Ac,Bc,Ccl=nmcop2ss(eye(p),Dtil);
for i=1:p;
[Ndtilinvi,d]=ss2tf(Ac,Bc,Cc,zeros(p),i);
if i==1;Ndtilinv=Ndetilinvi;else Ndtilinv=Matform(Ndtilinv,Ndtilinvi,i-1,1);end
end

Ndbinv=cutzeros(convmat(delta,Ndtilinv));
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end
N=cutzeros(convmat(U,Ndbinv));
flag=1,;
while flag
if d(end)==0 & N(;,end-p+1:end)==zeros(p)
N=N(:,1:end-p);
d=d(1:end-1);
else
flag=0;
end

end

A.7. Smithbl

A fungdo smithbl reune todas as rotinas necessarias para determinagdo da forma
de Smith de matrizes polinomiais. O algoritmo que deu origem a fungao ¢ o Algoritmo

3.2

%SMITHBL Smith form of a polynomial matrix.

% SMITHBL(A) is the Smith form of a square coeficient polynomial matrix A.
%

% [S,U,V]=SMITHBL(A) also calculate the unimodular matrices U and V that
% form the equation S = U*A*V.

%

% The matrix A must be written as A=[An An-1 ... A2 A1 AO], where

% A(s)=An*s"n+An-1*s™(n-1)+...+A2*s"2+A1*s+A0.

%

% See also SMITHKUC, RUBIN.

% Original by R.O.Leite
% $Revision: 2.0 $ $Date: 07-Aug-2006 $
% Last Update by R.O.Leite

function [S,U,V]=smithbl(a)
global tol

tol=1e-5;
[AR,V1]=reducol(a);
[p,la]=size(AR);m=p;
Im=eye(m);
grcar=coldeg(AR);
J=find(grcar==0);

if isempty(J)
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D=Im;
else
flag=1,;
while flag
sO=round(rand(1)*10);
rdetA=roots(polydet(AR));
if ~ismember(s0,rdetA)
flag=0;
end
end
D=[I;
for i=1:m
if ismember(i,J)
di=[1 s0];
else
di=1;
end
D=concatena(D,di);
end
D=diagmat(D,m);
end

ARbarra=cutzeros(convmat(AR,D));
[ac,bc,cc,dc]=nmcop2ss(Im,ARbarra);
ccjac=rubin(ac);

avacd=ccjac(1,);

n=size(ccjac,2);

nci=[];sigma=[];

for i=1:n;

nci=[nci sum(ccjac(2:end,i))];

end
for i=1:n
=1
for p=1:size(ccjac,1)-1
for c=1:ccjac(p+1,i)
ni_ij(i.j)=p;
=ity
end
end
end

for k=0:m-1
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sigmai=[];
fori=1l:n
nci_k=nci(i)-k;
if nci_k<=0
ni_incik=0;
pol=1;
else
ni_incik=ni_ij(i,nci_k);
pol=[1 -avacd(i)];
for j=2:ni_incik
pol=conv(pol,[1 -avacd(i)]);
end
end

if isempty(sigmai)
sigmai=pol;
else
sigmai=conv(sigmai,pol);
end
end
sigma=concatena(sigma,sigmai);
end
Sharra=sigma(end:-1:1,:);
Dbarra=[];
for i=1:m
if i<=m-length(J)

Dbarra=concatena(Dbarra,1);

else
Dbarra=concatena(Dbarra,[1 s0]);
end
end
S=[I;
for i=1:m
if isempty(S)
S=deconv(cutzeros(Sharra(i,:)),cutzeros(Dbarra(i,:)));
else
S=concatena(S,deconv(cutzeros(Sbarra(i,:)),cutzeros(Dbarra(i,:))));
end
end

S=diagmat(S);
Y *Hwkkkrxrrkx UNIMODULAR MATRICES CALCULATION etttk
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I=eye(m);
M21=matkron(l,S);M2=matkron(-transpol(a,m),l);
M=matform(M1,M2,m"2,m"2);
X=arred(polybases(M,m”2,2*m"2),tol);
ri=X(1:m"2,:);ui=X(m"2+1:end,:);
RL=[;UL=[];
for i=1:m"2;
Ri=cutzeros(vecmat(ri(:,i:m”2:end),m));
Ui=cutzeros(vecmat(ui(;,i:m"2:end),m));
tr=isunimodular(Ri);tu=isunimodular(Ui);
if tr & tu
U=Ui;[V,dv]=polyinv(Ri);
if S-convmat(U,convmat(a,V))<tol;return;end
end
RL=matform(RL,Ri,m*(i-1),m);
UL=matform(UL,Ui,m*(i-1),m);
end
ind=combntns(1:m"3,m);
lind=size(ind,1);

Mr=[];Mu=[[;
i=1;
for i=1:lind
mr=[];mu=[];
for j=1:m
mr=matform(mr,RL(;,ind(i,j):m"3:end),j-1,1);
mu=matform(mu,UL(;,ind(i,j):m”3:end),j-1,1);
end

mr=cutzeros(mr);mu=cutzeros(mu);
Mr=concatena(Mr,polydet(mr));
Mu=concatena(Mu,polydet(mu));
end
M=[Mr Mul;
alphaO=rand([m”2,1]);
options=optimset('Display’, off");
[ahc,alc]=dhcdIcsplit(a);detA=det(ahc);
alpha=fsolve(@alphastar,alpha0,options,M,m,detA,ind);
R=vecmat(convmat(ri,alpha,1),m);
U=vecmat(convmat(ui,alpha,1),m);
[invR,dr]=polyinv(R);

V=convmat(V1,invR);



Apéndice

tv=isunimodular(V);tu=isunimodular(U);
if ~(tv & tu)
U=zeros(m);V=U;
disp('Error: it is not possible to calcule the unimodular matrices U and V")
end
Qprikittrrririnkk ALiliar FUNGHON 1 skttt
function F=alphastar(x,M,m,dv,ind)
% ALPHASTAR to use with fsolve.
% F is the solution to fsolve above, x is a inicial value,

% M,m and dv are others input parameters.

X=[I;
for i=1:length(x);X=[X;x(i)*eye(m)];end
lind=size(ind,1);

xvec=[];
for i=1:lind
mx=[[;
for j=1:m
mx=[mx;X(ind(i,j),)];
end

xvec=[xvec;polydet(mx)];

end
mM=size(M,2);fvec=]];
for i=1:mM
fvec=[fvec M(;,i).*xvec];
end

fveci=zeros(1,m”2);fveci(m)=1/dv;fveci(m”2)=1;
fvec=concatena(fvec,-fveci);

F=sum(fvec)’;

QpFirmkkkktkktkkrkkkk \Uxiliar FUNGHON #2 Frkkkthkthiihithibkkkkkkkkkkk
function t=isunimodular(W)

% ISUNIMODULAR True for unimodular matrix.

% ISUNIMODULAR(W) returns true if a given square matrix W

% is a unimodular matrix and false if not.

% Original by R.O.Leite
%  $Revision: 0.0 $ $Date: 26-Jun-2006 $

global tol
detw=cutzeros(polydet(W));
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cl=abs(detw)>tol;
c2=length(detw)==1;

ifcl & c2
t=1;
else
t=0;
end
A.8. Diagmat

A fungdo diagmat.m cria uma matriz polinomial diagonal a partir de um vetor
de polindmios.

%DIAGMAT Diagonal polynomial matrix.

% DIAGMAT(V) returns the coefficient diagonal polynomial matrix from a
% column vector V.

%

% DIAGMAT(V,cols) is used when V is a row vector, then it's necessary
% to inform the number of columns of V (cols).

%

% See also TRANSPOL, DIAG.

% Original by R.O. Leite
% $Revision: 0.0 $ $Date: 02-Jan-2006 $

function A=diagmat(V,cols)

if nargin==1;cols=1;end

[p,m]=size(V);

if p==1;
V=transpol(V,cols);
[p.m]=size(V);

end
A=[];1=eye(p);
for i=1:m
for j=1:p
As(j,))=V(,D).*I(,);
end
A=[A Ag];

End
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A.9. Concatena

A funcdo concatena.m realiza a concantenagdo de polindmios em um Unico

vetor.

%CONCATENA Polynomium concatenation in a vector.

% S=CONCATENA(S,sa) is the vertical concatenation of the polynomium
% sain the vector S.

%

% See also MATFORM.

% Author(s): Raphael de Oliveira Leite
% $Revision: 0.0 $ $Date: 08-Mar-2006 $

function S=concatena(S,sa)
if length(sa)>size(S,2)
saux=zeros(size(S,1),size(sa,2));
df=size(saux,2)-size(S,2);
for j=size(S,2):-1:1
saux(1:size(S,1),j+df)=S(:,j);
end
S=saux;
elseif size(S,2)>length(sa)
df=size(S,2)-length(sa);
saux=[];
for j=1:df
saux=[saux 0];
end
sa=[saux sa];
end
S=[S;sa]l;

A.10.Ordenapoly

A fungdo ordenapoly.m ordena a seqiiéncia de polindmios fornecida através de
um vetor de forma crescente considerando o grau dos polindmios.

%ORDENAPOLY Sort a polynomial vector.
% VEC=ORDENAPOLY(VEC) sort the polynomial column vector vec increasing by

% the polynomial grade.
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function vec=ordenapoly(vec)

[row,col]=size(vec);

if row>1

flag=1;

while flag
for i=1:row-1

if vec(i,1)>vec(i+1,1);vec([i i+1],:)=vec([i+1 i],:);end

end
v=[I;
for i=1:row-1;v=[v;vec(i,1)>vec(i+1,1)];end
if v==0;flag=0;end

end

a=rand(1);

for i=1:row-1
if vec(i,1)==vec(i+1,1) & vec(i,1)~=a
a=vec(i,1);ind=[];
ind=find(vec(:,1)==a);
vaux=vec(ind,2:end);
if ~isempty(vaux);vaux=ordenapoly(vaux);end
vec(ind,2:end)=vaux;
end
end

end
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“Nao ha homem, por sabio que seja, que em alguma época da sua mocidade
nao tenha levado uma vida ou nédo tenha pronunciado umas palavras que
ndo lhe agrade recordar e que quisesse ver anuladas. Mas na verdade nao
deve senti-lo inteiramente, pois ndo pode estar certo de ter alcancado a
sabedoria, na medida do possivel, sem passar por todas as encarnacées
ridiculas ou odiosas que a precedem... A sabedoria ndo se transmite, é
preciso que a gente mesma a descubra depois de uma caminhada que
ninguem pode fazer em nosso lugar, e que ninguem nos pode evitar, porque
a sabedoria é uma maneira de ver as coisas.”

Proust (1871-1922)
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