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A histéria das Telecomunicacoes é marcada por fortes avancos tecnoldgicos,
traduzidos em décadas de pesquisas, desenvolvimento de algoritmos mais eficientes e
implementagoes em hardware cada vez mais rapidos. Uma das técnicas mais conhe-
cidas para reduzir a complexidade de um algoritmo é reduzir o posto de matrizes de
ordem elevada, concentrando a informagcao destas matrizes em alguns indices pré-
determinados e aumentando a sua eficiéncia como um todo. A SVD (Decomposi¢ao
em Valores Singulares), por sua caracteristica peculiar de concentrar a informacao da
matriz nos valores singulares, é uma das ferramentas existentes para reduzir o posto.
Nesta tese propomos métodos de obter a SVD com precisao varidgvel (CORDIC)
durante e apds a redugao de posto, e comparamos os resultados obtidos em uma

aplicagao de estimacao.
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The Telecommunications history is marked by great technological advances,
translated in decades of research, development of more efficient algorithms and faster
hardware implementation. One of the most well known techniques to reduce algo-
rithm complexity is to reduce the rank of high order matrix, concentrating the
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

A histéria das Telecomunicacoes é marcada por fortes avancos tecnoldgicos,
traduzidos em décadas de pesquisas, desenvolvimento de algoritmos mais eficientes
e implementacoes em hardware cada vez mais rapidos.

Quando falamos de eficiéncia de um algoritmo nos referimos ao seu tempo de
execucao computacional, cuja grandeza depende de alguns parametros, como o tipo
de hardware e o nimero de entradas do software. Por este motivo, medimos o tempo
computacional por métodos analiticos, de forma a determinar a complexidade de
um algoritmo independente da linguagem de programacao, compilador ou hardware
usados.

Citando o caso especifico da telefonia celular, em que c6digos pseudo-aleatérios
e multiplicagoes de matrizes de ordem elevada sao constantemente usados a medida
que as geragoes vao sendo desenvolvidas (por exemplo, a terceira e a quarta geracao
de celulares), uma das técnicas mais simples e conhecidas para diminuir a comple-
xidade desses algoritmos é reduzir o posto das matrizes. Para isto, é necessario
concentrar a informacao destas matrizes em alguns indices pré-determinados, para
que a reducao de posto seja mais eficiente.

A SVD (Decomposi¢ao em Valores Singulares) ¢ uma das ferramentas existen-
tes para reducgao do posto, por sua caracteristica peculiar de concentrar a informagcao
da matriz nos valores singulares.

Apesar de existirem diversos algoritmos para calcular a SVD, tais como os



métodos de Golub-Kahan SVD, o Golub-Reinsch SVD, R-SVD, e o GSVD [1], os
métodos de Jacobi sao os mais usados por sua caracteristica de computagao paralela.

Nesta tese, é implementada a SVD pelo método de Jacobi e sao propostos
dois métodos de obter a SVD com precisao variavel (CORDIC) durante e apés a
reducao de posto, para comparacao dos resultados obtidos em uma aplicacao de
estimacao.

O CORDIC (COordinate Rotation DIgital Computer) é um algoritmo rapido
e simples, possuindo caracteristicas geométricas que permitem, através do uso de
somadores e registradores de deslocamento, realizar calculos de operagoes aritméticas
complexas. O CORDIC calcula ainda com a precisao de n bits senos, cossenos,
tangentes e muitas outras operagoes, podendo ser utilizado como unidade aritmética

de calculo em qualquer algoritmo.

1.2 Organizacao da Tese

No Capitulo 2, descrevemos detalhadamente o funcionamento do algoritmo
CORDIC, assim como seus modos de operacao e suas regioes de convergéncia. Foram
implementadas ao todo 16 fungoes CORDIC no Matlab, com possibilidade de escolha
dos bits de precisao. Para cada funcao plotamos gréaficos e analisamos a regiao de
convergencia.

No Capitulo 3, mostramos a SVD, suas caracteristicas e detalhamos o método
de Jacobi para matrizes simétricas n X n. Foi desenvolvido no Matlab a funcao
SVD_JACOBI, que calcula a SVD pelo método classico de Jacobi.

Os métodos propostos para célculo da SVD com precisao variavel serao mos-
trados no Capitulo 4. Foi desenvolvida no Matlab as fungoes SVD_CORDIC e
SVD_CORDICRED, juntando os conceitos vistos nos dois capitulos anteriores. Os
resultados obtidos com esta implementacao podem ser vistos no final deste capitulo,
com operagoes de matrizes 2 X 2 e 3 X 3 com precisao de 3, 5, 7, 10 e 15 bits.

No Capitulo 5 detalhamos o conceito da decomposicao do filtro de Wiener
nas coordenadas padrao, para aplicacao da reducao de posto. Foram desenvolvidos
no Matlab cinco cenarios de estimagao, com precisao variavel e posto reduzidos.

Por fim, no Capitulo 6 apresentamos as conclusoes de cada simulacao e pro-



pomos uma linha de trabalho futuro na area de reducao de posto com precisao

varidvel.



Capitulo 2

Algoritmos CORDIC

2.1 Introducao

Os algoritmos CORDIC (COordinate Rotation DIgital Computer) foram
desenvolvidos no intuito de melhorar o desempenho de determinadas operacoes a-
ritméticas complexas, possibilitando implementacoes mais eficientes de arquiteturas
e algoritmos DSP (Digital Signal Processing).

Foi com esta motivagdo que Volder [2] introduziu em 1959 uma técnica de
rotacoes de vetores com operagoes de soma e deslocamento, possibilitando o calculo
iterativo de fungoes trigonométricas e fungoes hiperbdlicas. A cada iteragao, a pre-
cisao do algoritmo é incrementada por um bit de acuracia, o que da ao algoritmo uma
caracteristica peculiar e expande o seu leque de atuacao na area de processamento
de sinais e sistemas digitais.

O CORDIC é um conjunto de rotagoes de angulos fixos calculados por uma
seqiiéncia de deslocamento, com direcao de rotagao determinada por um esquema
de controle que garante a convergéncia do algoritmo. Os angulos de rotacao vao di-
minuindo a cada iteracao, e dependendo do esquema de controle usado, podemos ter
diferentes modos de operacoes possibilitando a implementacao de diferentes funcgoes.

Os resultados obtidos por Volder foram aperfeicoados por outros pesquisado-
res, destacando-se o trabalho de Walther [3] que generalizou as equagoes originais
para fungoes hiperbdlicas, Meggitt [4] nas computagoes com base decimal e Daggett
[5] na conversdao de decimal-bindrio. Muitos avancos em VLSI (Very Large-Scale

Integration) s6 foram possiveis devido ao uso do CORDIC em suas arquiteturas.



Suas rotagoes, também chamadas de microrrotagoes, oferecem uma alternativa ele-
gante para o calculo de fungoes aritméticas, trigonométricas, hiperbdlicas, sistemas
de equagoes lineares, célculo de autovalores, autovetores, valores singulares e decom-

posicao QR.

2.1.1 Dimensao das Rotacoes

Originalmente, o CORDIC descrito por Volder lida com rotagoes no espaco
Euclidiano ou Pseudo-Euclidiano, sendo eficiente no que se propos. Porém, quando
é preciso rotacionar vetores em espacos com dimensoes maiores que 2, o algoritmo
necessariamente decompoe estas rotagoes em 2D para depois recompor o produto
final, onerando o desempenho do processador. A medida que o tamanho do espaco
vai aumentando, torna-se complicado manter a velocidade de implementacao por
mais rapida que seja a arquitetura do DSP.

Com este raciocinio, Hsiao e Delosme [6] implementaram uma generalizacao
do algoritmo CORDIC permitindo que rotagoes de vetores de dimensao n sejam
decompostas em rotagoes com dimensoes maiores que 2, como 3 e 5, por exemplo,
preservando a sua norma original. Esta generalizacao, conhecida como CORDIC
Householder, nao sera abordada nesta tese, e todas as implementagoes CORDIC

realizadas neste trabalho sao rotagoes de vetores bidimensionais.

2.2 Algoritmo CORDIC

Volder desenvolveu o algoritmo CORDIC baseado na forma geral da matriz
de rotagao de Givens, que rotaciona um vetor V = (z,y) por um angulo « no plano

Euclidiano:

r' = x cos(a) — y sen(w) (2.1)

y' =y cos(a) + x sen()



¥ v = (x"y)

v=(xy

H

Figura 2.1: Rotacao de um vetor v por um angulo «

Organizando a equacgao acima, temos:

' = cos(a) - [z — y tan(«)]

(2.2)
y' = cos(a) - [y + = tan(«)]

Se os angulos de rotagao forem limitados a tan(«) = £27°, a multiplicagao do
termo tangente é reduzida a uma operacao simples de deslocamento [7]. A direcao
da rotacao pode ser tanto no sentido hordrio quanto no sentido anti-horario, pois

cos(a) = cos(—a). A equagao 2.2 pode ser expressa como:

Tiv1 = K[ — yi - i - 27

| (2.3)
Yigr = IGly + - - 277
em que:
K, = cos(tan~'(27)) = —— (2.4)
o= 41 (2.5)



Se a variavel K; for removida das equacoes iterativas acima, pode-se rotaci-
onar vetores somente com operagoes de soma e de deslocamento. A remogao desta
variavel, chamada de fator de corregao de escala, pode ocorrer através de um pro-
duto realizado apds cada iteracao ou pode ocorrer ao final de todas as iteracgoes,
como um processo de ganho do algoritmo.

Os angulos de cada rotagao sao determinados pelo valor de arcotangentes, que
variam de acordo com uma seqiiéncia nao decrescente. A tabela abaixo exemplifica

passo a passo os angulos de rotagao fixos para a seqiiéncia dos niimeros naturais:

Tabela 2.1: Valores dos angulos fixos para a seqiiéncia dos ntimeros naturais

tan(o;) o cos(a;)
tan (oq) = 1 ap = 45° cos(ap) = 0.7071
tan (ao) =3 | as = 26.5650° | cos(as) = 0.8944
tan (o) = 1 | az = 14.0362° | cos(as) = 0.9701
tan (o) = g | oy =7.1250° | cos(ay) = 0.9922
tan (a5) = 1= | a5 = 3.5763° | cos(as) = 0.9980
tan (ag) = 55 | @6 = 1.7899° | cos(ag) = 0.9995

Uma terceira variavel z é necessaria para acumular os angulos rotacionados,

como exposto na equacgao a seguir:

Zidl = % — MWyt tan_1(2_i) (26)

Por exemplo, se substituirmos os valores de tan(a;) e cos(q;) na equagao 2.2,
e iniciarmos as variaveis xg, yo € zo com os valores K%_, 0 e um angulo qualquer 6
respectivamente, temos ao final de 7 iteragoes o cosseno de 6 armazenado na variavel
x;. Se aplicarmos o método uma vez, temos a precisao de um bit, e assim por diante.
Juntando os conceitos das equagoes 2.1, 2.2 e 2.3, Volder descreve uma ite-
ragao CORDIC composta exclusivamente com operagoes de soma/subtragao e des-

locamento da seguinte maneira:



Tip1 = Ty — M- b Yi * Oy
Yig1 = Yi + i * Ti - O (2.7)

Ritl = Zi T it Qi

A cada iteracdo um vetor v; = (z;,y;)? serd transformado linearmente num
vetor v, 1 = (Ti11,Yis1)], e a varidvel z assume o somatério dos angulos de rotagio
Qmi- A varidvel m pertencente ao conjunto {1,0,-1} determina o sistema de coorde-
nadas, enquanto a varidvel p;, podendo assumir os valores {1,-1}, ird determinar a
direcao da rotacao, desempenhando um papel fundamental para a convergéncia do
algoritmo. A variavel ¢,,,; é definida como 9,,; = d~*™*, sendo d a base do sistema
numeérico e s,, ; uma seqiiéncia de deslocamento de ntimeros inteiros, geralmente nao
decrescente.

Para um melhor entendimento da equagao (2.7), vamos estudar separada-
mente cada uma das varidveis acima com intuito de entender de forma clara o seu
propésito dentro do algoritmo. A base binaria, usada principalmente em operacoes
computacionais, foi a base escolhida para implementacao, sendo portanto d,,; =

2=

2.2.1 Sistemas de Coordenadas

O resultado de qualquer transformacao linear depende do sistema de coor-
denadas utilizado. No caso do CORDIC, o sistema de coordenadas é determinado
pela varidvel m, e pode ser circular, linear ou hiperbélico. Um exemplo tipico é o
calculo direto do seno e cosseno, que s6 podem ser obtidos com o sistema circular
de coordenadas.

Para um melhor entendimento, vamos considerar um sistema de coordenadas

polares. Sendo (x,y) coordenadas ortogonais de um ponto P, temos:

R= /22 +m-y? r = R-cos(ay/m)

(2.8)
a= <ﬁ> tan—? <y\£m> Y= <\/_}%) - sen (an/m)




A varidvel m ir4 definir a norma do vetor R = (x,y)?, dada por \/m
e o angulo «, definido por (\/—%) -tan_l(@). Quando m = 1, a trajetéria da rotagao
é um circulo de fungdo 2? +y* = 1 e o = tan"'(¥). No sistema de coordenadas
hiperbélico, a trajetéria da rotacao é uma funcao hiperbélica definida por 22 —y? = 1
eq= tanh_l(%), e no sistema de coordenadas linear, a trajetéria é dada pela linha
r=1lea=2

A tabela abaixo resume de forma sucinta cada sistema de coordenadas usado

no CORDIC.

Tabela 2.2: Sistema de Coordenadas no CORDIC

Sistemas de Coordenadas

Modo m Raio Angulo

Circular m =1 \/Wy2 tan_l(%)

Linear m =0 T %
Hiperbdlico | m = -1 x? —y? tanh_l(%)

A idéia principal é transformar linearmente um ponto P; = (x;,y;) para um

ponto P 1 = (w11, yi11) tal como:

Tit1 = Ti+m-0; Y

Yir1 =Yi — 0; - T;

O entendimento fica ainda mais explicito visualizando as figuras abaixo, con-

tendo as trajetérias das rotagoes em cada sistema de coordenadas:



1
!

.. '

Wy :

W1

x2+_}r2=1

W= {%, 7T

Figura 2.2: Sistema de Coordenadas Circular

x=1

Wi {23y T

Figura 2.3: Sistema de Coordenadas Linear
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Figura 2.4: Sistema de Coordenadas Hiperbdlico

Nas figuras citadas, o angulo de rotagao fixa a,,; vai diminindo em maédulo
a medida que as iteracoes vao sendo incrementadas devido a seqiiéncia de desloca-
mento. O efeito rotacional pode ocorrer tanto no sentido horario quanto no sentido
anti-horério, de acordo com o esquema de controle de convergéncia do algoritmo.

Sendo ¢ o somatdério dos angulos a;y, ;, temos:

Qi = (\/—%) tan=! (y/md;)

n—1 (210)
¢ = Z% HiC g

Pode-se observar nas Figuras 2.2 e 2.4 que o vetor vai sofrendo uma expansao
nao uniforme ao longo das iteragoes. Isto ocorre porque o algoritmo realiza rotagoes
imperfeitas (multiplicagdes de senos e cossenos). Se acumularmos estas k; expansoes
numa variavel K,, podemos corrigir o resultado através de um produto por um
escalar, retirando o efeito das expansoes. Este é o chamado Fator de Correcao de
Escala, sendo também um parametro para verificar se o algoritmo convergiu no

sistema de coordenadas adotado.
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kZ:\/1+m522

n—1 (211)

1=0

Uma terceira componente z; armazena o angulo total acumulado nas suces-

sivas iteragoes. Depois de n iteracoes, temos:

il = Zi T it Qi
n—1 (212)

B = 20— 2
=0

Onde z, ¢ igual a diferenca entre o angulo inicial 2y e o angulo total de rotacao

acumulado nas n iteracoes.

2.3 Modos de Operacao

Assim como o sistema de coordenadas, a escolha do modo de operacao per-
mite que se chegue a resultados especificos. Esta escolha é feita substituindo p; por
um “esquema de controle”, que determina a direcao de cada rotacgao.

A varidvel p; pode assumir os valores {1,-1}, e quando o produto de y; e de
x; for positivo na equagao (2.7), o sentido da rotagao é anti-horario. Por sua vez,
quando o produto destas variaveis for negativo, o sentido da rotacao é horario.

Os modos de operacao principais sao os modos de rotagao e o de vetorizagao.

2.3.1 Modo de Rotagao

O modo de rotagao, também conhecido como Z-Reduction e como modo de
aplicacao, caracteriza-se por ir reduzindo o valor da variavel z a cada iteragao con-
vergindo a variavel para zero. Quando isto acontece, o angulo total de rotagao
acumulado ¢é exatamente igual ao angulo inicial z, escolhido.

Na prética, para aplicacio do CORDIC num vetor de entrada (z,y)T é

atribuido um angulo inicial de rotagao zy = #. Com isto, temos xo = x, yo = ¥y

e zo = 0, onde:

12



2, =0 — Z,ui C QUi (2.13)

=0
n—1
Quando z, € igual a zero, § = ¢ = > f; -, OU seja, o angulo total
i=0

acumulado de rotacao ¢ é igual a 6.
Para que isto aconteca, o esquema de controle p; = sign(z;) é usado, obten-

do-se:

Tip1 = Ty —m - sign(z;) - y; - 275m
Yir1 = Yi + sign(z;) - x; - 275 (2.14)

Ziv1 = 2 — Sign(z;) - Gy

Figura 2.5: Trajetéria de uma transformagao CORDIC no modo de rotacao com

sistema de coordenadas circular.

Na Figura 2.5 é mostrada a trajetoria para o modo de rotacao no sistema
de coordenadas circular. E evidente a expansao nao uniforme a cada iteragao, que

pode ser corrigida com o fator de correcao de escala.

13



2.3.2 Modo de Vetorizacgao

Também conhecido como Y-Reduction e modo de avaliagao, o modo de ve-
torizagdo tem como finalidade rotacionar um vetor de entrada (z,y)” ao redor do
eixo z. Isto é feito através de um esquema de controle capaz de forgar v, para zero
durante as iteracoes. A rotacao ao redor do eixo z pode ser tanto no eixo positivo
(xo > 0) quanto no eixo negativo (xg < 0), dependendo do sinal de xg, e quando

yn = 0, 2z, contém o angulo total de rotacao ¢ depois de n iteragoes.

n—1
Zp=—0 = — Z,ui Qi (2.15)
i=0
O esquema de controle no modo Y-reduction é p; = —sign(z;) - sign(y;).

Substituindo a varidvel ;; na equagao fundamental (2.7), temos:

Ti1 = x; +m - sign(x;) - sign(y;) - y; - 275
Vi1 = y; — sign(x;) - sign(y;) - x; - 275 (2.16)

Zig1 = 2 + sign(x;) - sign(y:) - am,

Ao final das iteragoes, z,, = K, (n)-sign(xg)-+/x* + m - y2. Na figura abaixo
pode-se observar a trajetéria para o modo Y-Reduction no sistema de coordenadas

circular de um vetor (z,y)?.
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Figura 2.6: Trajetéria de uma transformagao CORDIC no modo Y-Reduction com

sistema de coordenadas circular.

2.4 Convergeéncia do Algoritmo

Na Segao 2.3 os esquemas de controle de convergéncia foram usados nos
modos de rotacao e vetorizacao. Os esquemas de controle definem uma seqiiéncia
de sinais p; € {1, —1} para conduzir a diregao das 7 iteragbes, mas nao sao os tnicos
responsaveis por garantir a convergéncia do CORDIC.

Sendo o nimero de iteragoes igual a n rotacoes de angulos fixos com diregao
variavel, o angulo desejado de rotacao Ag pode apresentar um erro de arredonda-
mento A¢ dado por:

n—1

Ap = A — ZM:’ Qg (2.17)
i=0

O erro de arredondamento A¢ nao inclui erro de quantizacao finita dos
angulos de rotagao a;, ;. Os erros de quantizacao sao abordados por HU [8].
Analisando a equagao (2.17), podemos definir dois critérios de convergéncia,

conforme [2, 3|:

e O angulo escolhido de rotagao deve satisfazer a condigao:
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Omi — Z Q5 S Om,n—1 (218)

Exemplificando o caso limite descrito pela equagao (2.18), se apdés uma de-
terminada iteracao i restar um angulo A; igual a zero (ou seja, o angulo desejado
para rotagao foi atingido, mas ainda restam n-i iteragoes), significa que na proxima
iteracao o vetor bidimensional sofrerd uma rotacao o, ;. Neste caso, o somatério

n—1
dos angulos restantes de rotacdo ), o, ; seria suficiente para fazer com que o

Jj=i+1
angulo de rotagao final A,, apds a ultima iteracao n, seja zero com acuracia de

Omon—1-

e O angulo de rotacao Ag nao deve exceder a regiao de convergéncia da deter-
minada iteracao, ou seja, a soma de todos os angulos restantes mais o angulo

final v p—1:

n—1

‘AO‘ S Z am,i + am,n—l (219)

=0

2.4.1 Seqiiéncias de Deslocamento

Os critérios expostos acima estao diretamente ligados a escolha de uma
sequiencia de deslocamento convergente, pois é ela que determina o angulo fixo de

cada rotacao, dado por:

1
Qi = T tan"'(y/m -27°"1)  sendo i € {0,...,n — 1} (2.20)

Uma mesma seqiiéncia de deslocamento nem sempre converge em diferentes

sistemas de coordenadas, o que possibilita a atuagao do algoritmo em diferentes
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regides de convergéncia, com fatores de corre¢ao de escala diferentes (equagoes (2.10)
e (2.11)).

Assim que for escolhida a seqiiéncia, independente do modo de operagao,
pode-se calcular antecipadamente os angulos fixos «,,; e o fator de correcao de
escala.

Para os sistemas de coordenadas circular e linear, é intuitiva a escolha do
conjunto dos numeros naturais N para s,,;, pois a seqiiéncia seria inteira e nao
decrescente, fazendo com que 0,,; = 27°™ sempre convirja. J4 quando o sistema
de coordenadas for hiperbdlico, a seqiiéncia anterior sé convergirda se repetirmos
algumas iteracoes para alcancar o resultado desejado. Esta idéia foi desenvolvida
por Walther [3] e consiste em montar a seqiiéncia s,,; com o conjunto N* repetindo
as iteragoes 3 - k + 1, sendo k igual as iteragoes {1,2,--- ,n} .

A tabela a seguir mostra as seqiiéncias de deslocamento para cada sistema

de coordenadas.

Tabela 2.3: Seqiiéncia de Deslocamento do CORDIC

Sistemas de Seqiiéncia de Regiao de Fator de
de de de Correcgao
Coordenadas Deslocamento Convergéncia | de Escala
m Sm.i |Ao| Kp(n — 00)
1 0,1,2,3,4,---,4,--- ~ 1,74 ~1,64676
0 1,2,3,4,- -+ i, 1,0 1,0
-1 1,2,3,4,4,5,--- ~ 1,13 ~ 0,82816

Visando aumentar a regiao de convergéencia para os sistemas de coordenadas
linear, foi utilizada uma seqiiéncia diferente da exposta por Meyr e Dawid [9] ao longo
deste trabalho. A seqiiéncia sugerida por eles nao leva em consideracao o nimero 0,
que limita o angulo méaximo |Ay| em 1 radiano (ver Tabela 2.3). Ao acrescentar o
numero 0 na seqiiéncia, a regiao de convergéncia é simplesmente dobrada, conforme

mostrado na tabela abaixo e na secao de implementacao deste capitulo.
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Tabela 2.4: Seqiiéncia de Deslocamento modificada do CORDIC

Sistemas de Seqiiéncia de Regiao de Fator de
de de de Corregao

Coordenadas Deslocamento Convergéncia | de Escala
m Sm.i |Ao| K(n — 0)
0 0,1,2,3,4,---,4,--- 2,0 1,0

2.5 Funcoes CORDIC

Para qualquer implementacao CORDIC, é necesséario conhecer o sistema de
coordenadas (circular, linear ou hiperbélico), o modo de operagao e a seqiiéncia
de deslocamento. Com estes trés graus de liberdade, diferentes fungdes podem ser
calculadas a partir de um vetor de entrada escolhido (xg, Yo, 20)-

Para um melhor entendimento, a tabela 2.5 mostra a permutacao das com-

binagoes acima e as respectivas fungoes obtidas em cada modo de operacao.
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Tabela 2.5: Fungoes calculadas pelo CORDIC

m | Modo de Operagao | Entrada Saida Funcoes

1 rotagao To =2z xp = Ki(n) - (x cosf — ysend) tan
Yo =y yn = K1(n) - (y cos O + xsenh) sen
zZ0 = zn =20 cos
To = Kll(n) T, = cosf csc
Yo=20 Yn = senl sec
zo=10 zn =0

1 vetorizagao To=2a x, = Ki(n) - sign(xo) - /22 + y? atan
Yo =1y Yn =0
2o =10 zn:9+tan’1(%)

0 rotagao To=1T Tp =1T multiplicacao
Yo =1y Yn =Y +x-2 soma
Z0 =% Zn =

0 vetorizacao To=1T Tp =1T divisao
Yo =1y Yn =10
20 =2 Zn=2+1%

-1 rotagao To=1a n = K_1(n) - (x cosh @ + ysenhf) tanh
Yo = Zn = K_1(n) - (ycosh8 + xsenhf) senh
zo=10 zn =20 cosh
To = Kj(n) ,, = cosh 6 exp
Yo =20 Yn = senhf
20 = Zp =

-1 vetorizagao To =2 xn = K_1(n) - sign(zo) - /22 — y? atanh
Yo=Y Yn =0 sqrt
z0=10 zn:9+tanh_1(%) In

Um exemplo da utilizacao da tabela acima é a implementacao da fungao seno

CORDIC. A fungao seno pode ser obtida no sistema de coordenadas circular, modo

Z-Reduction com o vetor de entrada sendo (xg =

Kll(n)7y0 = 0,29 = #). Supondo

0 = 68°, com 5 bits de precisao, temos a seqiiéncia de rotagoes a seguir:
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Tabela 2.6: Exemplo das iteragoes CORDIC para o cédlculo do seno de 68°

Iteracao Entrada Saida Parametros CORDIC
1 o =1 x1 = 0.7071 ap = 45°
Yo=0 |y =0.7071 Ky = 1,4142
zZ0 = 68° Z1 = 23° M1 = +1
2 x1 =0.7071 | zo = 0.3162 s = 26.5°
y1 = 0.7071 | yo = 0.9487 Ky =1.1180
Z1 = 23° Z9 = —3.5° Mo = +1
3 x2 = 0.3162 | z3 = 0.5369 ag = 14°
yo2 = 0.9487 | y3 = 0.8437 K35 =1.0308
22 = —3.5° 23 = 10.5° M3 = -1
4 x3 = 0.5369 | x4 = 0.4281 g =T°
ys = 0.8437 | yq4 = 0.9037 K, =1.0078
zz = 10.5° z4 = 3.3° pg = +1
5 24 = 0.4281 | 25 = 0.3709 as = 3.5°
ys = 0.9037 | y5 = 0.9287 K5 =1.0020
z4 = 3.3° z5 = —0.2° us = +1
Rotagio
Coordenadas Circular 1 450
Z - Reduction 2 25.50
3 1’
. 1 7
* 5 | 35
b
t i
|
!
!
’
P
g

Figura 2.7: Trajetéria das rotagoes CORDIC no célculo do seno de 68°.
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A Figura 2.7 mostra a trajetéria das rotacoes CORDIC no calculo do seno
de 68°. A variavel z, iniciada com 6 = 68°, converge para o valor 0, ou seja, atinge
o angulo desejado. O valor do seno pode ser visto na variavel y, que estd ilustrada
sem a aplicagao do Fator de Correcao de Escala, dando énfase nas imperfeicoes do

algoritmo CORDIC.

2.6 Fator de Correcao de Escala

Como podemos observar nas Tabelas 2.3 e 2.5, quando o sistema de coorde-
nadas é circular ou hiperbdlico é necessario corrigir a saida das variaveis = e y do
vetor para que seja possivel obter o resultado esperado. Isto ocorre porque a cada
iteragao CORDIC essas variaveis sofrem uma expansao nao uniforme. Vejamos o

exemplo quando m = 1, em que:

x, = Ki1(n) - (x cos — ysenb) (2.21)
yn = K1(n) - (ycos @ + xsend)

O valor de z,, e y, esta multiplicado por K;(n) (vide equacao (2.11)). Para
se obter o valor correto das variaveis desejadas é preciso multiplica-las por um Fator
1

de Corregao de Fscala, sendo Kpcp = Ok Neste caso:

Ty = Kpcp - K1(n) - (xcos@ — ysend) (2.22)
yn = Kpep - Ki1(n) - (y cosf + xsend)

O fator de correcao depende do sistema de coordenadas e da seqiiéncia de
deslocamento, podendo ser pré-calculado antes das iteragoes CORDIC para ser u-
sado diretamente como entrada, evitando multiplicagoes escalares a posteriori.

Numa primeira analise, o fator de correcao de escala pode nao ser motivo para
maiores preocupacoes, mas pelo fato de requerer pelo menos duas multiplicagdes ou
duas divisoes no produto final, é alvo de estudo por varios pesquisadores que vi-
sam tornar o CORDIC cada vez mais rapido. Como exemplo, ha os métodos de

Multiplicacao Constante do Fator [10], de Passos de Normalizagao [11], de Iteragoes
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Repetidas e de Iteragdes Compensadas [12], dentre outros. Neste trabalho, todas
as simulacoes foram baseadas na Multiplicagao Constante do Fator, que é a carac-

terfstica de usar o fator na entrada do vetor (x,y)T.

2.7 Acuracia do Algoritmo

Através de n rotagoes de angulos fixos um dado angulo Aq é calculado, com
a incerteza de ser aproximado por um erro A¢ < oy, ,,—1. Mesmo se todas as outras
fontes de erro forem desprezadas, a acuracia é limitada em magnitude pelo ultimo
angulo de rotagao au, ;1. A medida que 7 aumenta, aproximadamente s, ,_i
digitos de acuracia sao obtidos desde que s,,,_; represente o ultimo nimero da
seqiiéncia de deslocamento. Portanto, para uma acuracia de W bits, o niimero de
iteragoes deve ser escolhido tal que s, ,,—1 = W.

Uma segunda fonte de erro ocorre devido a precisao finita das varidveis en-
volvidas, seja numa implementagao de ponto fixo ou numa implementacao de ponto
flutuante. Dados W bits de entrada ao tamanho da palavra (ponto fixo), aumentado
por G bits de guarda do bit mais significativo (MSB) e C bits de guarda para o bit
menos significativo (LSB) [9]. Os bits de guarda MSB sao necessarios no sistema
circular (m = 1), pois o fator de correcao de escala é maior que 1. Ja os bits de
guarda LSB sao necessarios devido aos eventuais erros de aproximacao Ag.

A acuracia do CORDIC foi a principal motivacao de sua empregabilidade
neste trabalho, pois permite que alguns resultados sejam alcancados com operagoes
e calculos matematicos simplificados. Aplicacoes de dlgebra linear, assim como na
area de comunicacoes moveis onde o processamento nas estacoes radio-base deman-
dam cada vez mais velocidade e eficiéncia, sao exemplos potencias para o uso do
algoritmo. Através de suas transformacoes, calculos computacionais que envolvam
matrizes/vetores de ordem considerdvel podem ser simplificados. Como uma cal-
culadora “classica”, operagoes matematicas podem ser aproximadas com CORDIC,
com precisao escolhida pelo préprio usuério. E por isto que o CORDIC foi explorado

ao longo desta tese.
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2.8 Implementacao: CORDIC no Matlab

Todas as fungoes CORDIC demonstradas na Tabela 2.5 foram implementadas
no Matlab, respeitando o sistema de coordenadas e o modo de operagao correspon-
dente.

Para comprovar o funcionamento da implementacao, o fator de corregao de es-
cala e o angulo total rotacionado (parametros do CORDIC) podem ser saidas de cada
funcao, o que permite ao final da execucao uma rapida verificacao da convergéncia
do algoritmo. O comando help [fungao] pode ser usado a vontade, facilitando a
simulagao.

Conforme explicado na Secao 2.4, cada funcao tem a sua regiao de con-
vergéncia, que determina a faixa de operacao do algoritmo. Esta desvantagem apa-
rente do CORDIC nao tira a sua importancia, pois os vetores de entrada podem ser
normalizados.

Os esquemas de controle de convergéncia pu; para cada modo de operagao
(ver equagao (2.7)) foram aplicados com o auxilio de uma func¢do criada a partir
da funcao sign, do Matlab. Esta nao atende aos requisitos necessarios por fazer
sign(0) = 0. A solugdo foi adaptar a funcdo j4 existente chamando-a de bsign,
que faz sign(0) = 1. A fungao bsign foi empregada em todas as fungoes CORDIC
implementadas.

Outro ponto importante para fixacao do conceito foi estudar o comporta-
mento de cada variavel das funcoes CORDIC criadas, através de graficos comparan-
do o resultado obtido com n bits de precisao com o resultado obtido pelo Matlab. A
regiao de convergéncia de cada fungao, crucial para correta aplicagao do CORDIC,
também pode ser melhor observada através destes graficos. Cada grafico possui o

modelo de distribuicao abaixo:
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Figura 2.8: Modelo dos graficos

T

Os gréficos ilustram o comportamento das variaveis z, y, z, £, £, e a;; ao longo
Yy x

das iteracoes, sendo «; o angulo rotacionado na i-ésima iteracao CORDIC.

E importante frisar que as variaveis = e y estao refletidas nos graficos apds

1

sofrerem a corregao do fator de escala (), no caso dos sistemas de coordenadas
n

circulares e hiperbolicos. Como sugestao, é importante acompanhar a analise dos

graficos em conjunto com a Tabela 2.5. H& de se ressaltar que os gréficos das

variaveis 5 e ¥ s6 terao utilidade para as fungoes tangente e tangente hiperbdlica,

sendo excesso de informagcao para as demais fun¢oes. Somente no caso especial das

T

funcoes secante e cossecante os graficos das variaveis L e ¥ serao substituidos por %

(S

< =

2.8.1 Funcao Tangente Cordic (tan_c)

A funcao tangente cordic é obtida com o sistema de coordenadas circular
(m = 1), no modo de operagao Z-Reduction.

No grafico a seguir podemos ver a tangente cordic de 1 radiano com 20 bits de
precisao. Seu resultado é 1,5574, exatamente o mesmo resultado da fungao tangente
do Matlab, como podemos observar na posigao da varidvel £. Conforme esperado
(ver Tabela 2.3), o seu sistema de coordenadas e sua seqiiéncia de deslocamento

determinam K, = 1,6468 e |Ag| = 1,74. A acuricia desta implementacao é de 20
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bits.

Podemos acompanhar a reducao da variavel z em cada iteragao, até se aproxi-
mar do valor limite de zero (Z-Reduction). Isto mostra a convergéncia do algoritmo,
que no caso desta funcao pode ser aplicado para qualquer angulo em radianos, uma
vez que o maior angulo de rotagao possivel devido a seqiiéncia de deslocamento é
|Ao| = 1,74, cobrindo todo o primeiro quadrante.

Notamos ainda que a variavel «; vai tendendo a zero com o andamento das
rotacoes, sendo uma seqiiéncia fixa para cada sistema de coordenadas. O grafico
desta variavel repetir-se-a4 em todas as funcoes obtidas através do sistema de coor-

denadas circular.

Tangente CORDIC
Comando tan_c(1,20)
Coordenadas Circular
Modo de Operac &o ZReduction
Fesultado CORDIC 15574
Kn 16468
| Al 1,74
Acuracia 20 bits
Convergéncia Clalguer angulo

Figura 2.9: Tangente Cordic
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Figura 2.10: Gréfico da fungao Tangente Cordic

2.8.2 Funcao Tangente Inversa Cordic (atan_c)

A fungao tangente inversa cordic também é obtida com o sistema de coorde-
nadas circular (m = 1), mas no modo de operagao Y-Reduction.

No grafico da variavel z abaixo podemos ver a tangente inversa cordic de 1
radiano com 20 bits de precisao.

A cada iteracao é possivel acompanhar a reducao da variavel y, até atingir o

valor limite de zero (Y-Reduction).
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Tangente Inversa CORDIC
Zomando atan_ci1,20)
Coordenadas Circular
Modo de Operagéo Y-Reduction
Resultado CORDIC 07854
Kn 1,6468
| Aql 1,74
Acuracia 20 bits
Conyergencia Clualguer angulo

Figura 2.11: Tangente Inversa Cordic
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Figura 2.12: Grafico da fungao Tangente Inversa Cordic
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2.8.3 Funcgao Cosseno Cordic (cos_c)

A funcao cosseno cordic é obtida com o sistema de coordenadas circular
(m = 1), no modo de operagao Z-Reduction.

No gréfico a seguir podemos ver o cosseno cordic de 1 radiano com 20 bits de
precisdo, como observamos na posicao da varidavel z (o fator de corregao de escala

Kin foi aplicado a cada iteragao).

Cosseno CORDIC
iZomanda cos_c(1,20)
iZoordenadas iZircular
WModo de Operagéo Z-Reduction
Resultado CORDIC 0,5403
Kn 11,6468
| Al 1,74
Acuracia 20 bits
Convergéncia Qualguer angulo

Figura 2.13: Cosseno Cordic
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Figura 2.14: Gréfico da fungao Cosseno Cordic

2.8.4 Funcgao Seno Cordic (sin_c)

A fungao seno cordic é obtida com o sistema de coordenadas circular (m = 1),
no modo de operacao Z-Reduction.

A Figura 2.14 gerada para o cosseno cordic é o mesmo grafico gerado para
a funcao seno cordic, no caso de 1 radiano com 20 bits de precisao, mas a variavel
de interesse agora é a variavel y (o fator de correcao de escala KLL foi multiplicado a

cada iteragao).
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Seno CORDIC
Zomando sin_ci{1,20)
Coordenadas Circular
Modo de Cperacao Z-Reduction
Resultado CORDIC 0,841%
Kn 1,6468
| Al 1,74
Acuracia 20 bits
Convergéncia Qualguer angulo

Figura 2.15: Seno Cordic

2.8.5 Funcgao Secante Cordic (sec_c)

A fungao secante cordic é obtida com o sistema de coordenadas circular (m =
1), no modo de operacao Z-Reduction.

No grafico abaixo podemos ver a secante cordic de 1 radiano com 20 bits de
precisao, na posi¢ao da variavel % (j& com a multiplicagdo do fator de correcao de

escala).

Secante CORDIC
Comando sec cf1,20)
iZoordenadas iZircular
Modo de Operagdo Z-Reduction
Resultado CORDIC 1,8508
Kn 1,6465
B 1,74
Acuracia 20 bits
Convergéncia Qualguer &ngulo

Figura 2.16: Secante Cordic
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Figura 2.17: Gréfico da funcao Secante Cordic

2.8.6 Funcao Cossecante Cordic (csc_c)

A funcao cossecante cordic é obtida com o sistema de coordenadas circular
(m = 1), no modo de operagao Z-Reduction.

No gréfico acima (Figura 2.17, mesma gerada para a secante cordic), podemos
ver a cossecante cordic de 1 radiano com 20 bits de precisao na posicao da variavel

é, com o fator de corregao de escala ja aplicado.
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iZossecante CORDIC
_omanda csc o120}
Zoordenadas Zircular
Modo de Operagéo Z-Reduction
Fesultado CORDIC 1,1884
Kn 1,6468
[ Aal 1,74
Acuracia 20 bits
Zonvergéncia Qualguer angulo

Figura 2.18: Cossecante Cordic

2.8.7 Funcao Soma Cordic (soma_c)

A fungao soma cordic é obtida com o sistema de coordenadas linear (m = 0),
no modo de operacgao Z-Reduction.

No grafico a seguir, podemos ver a soma cordic de 13 unidades com 127 uni-
dades com 20 bits de precisao, como observamos na posicao da variavel y. Conforme
esperado (ver Tabela 2.3), o seu sistema de coordenadas e sua seqiiéncia de deslo-
camento determinam K, = 1 e |Ag] = 2. A acurdcia desta implementagao é de
2-%0,

O algoritmo converge para soma de quaisquer ntimeros reais. Isto porque a
variavel zy na entrada da funcdo foi pré-determinada a ser sempre 1 (ver Tabela
2.5).

A varidvel z, converge a 0, devido ao modo de operacao CORDIC ser o modo
Z-Reduction.

Notamos ainda que a variavel «; assume uma seqiiéncia de angulos de rotagoes
diferentes dos apresentados nas fungoes com sistema de coordenadas circular. Este

grafico repetir-se-a sempre que o sistema de coordenadas for linear.
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soma CORDIC

Comando soma_ci 13,127 20)
Coordenadas Linear
Modo de Operagao ZReduction
Resultado CORDIC 140, 0000
Kn 1.0
|Adl 2
Acuracia 20 bits

_onyvergéncia

Qualguer N° Real

Figura 2.19:

Soma Cordic
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Figura 2.20: Gréfico da funcao Soma Cordic

2.8.8 Funcao Multiplicacao Cordic (mult_c)

A funcao multiplicagao cordic é obtida com o sistema de coordenadas linear

(m = 0), no modo de operagao Z-Reduction.
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No grafico a seguir, podemos ver a multiplicacao cordic de 13 unidades com
1,3 unidades com 20 bits de precisao, como observamos na posicao da variavel y. Esta
varidvel é iniciada com o valor 0 (yo = 0) e armazena o valor final da multiplicacao
de x por z.

O algoritmo converge para multiplicagao de quaisquer nimeros reais desde
que z < 2. Isto porque o maior angulo de rotagao do algoritmo (Ag) possui valor 2,
que ¢é o valor maximo que pode assumir a variavel de entrada zp, devido a seqiiéncia

de deslocamento.

Multiplicacao CORDIC
Comando mult c(13,1.3,20)
iZoordenadas Linear
Modo de Operagéo Z-Heduction
Fesultado CORDIC 16,9
Kn 1.0
Al 2,0
AcuUracia 20 hits
Convergéncia 7 =2

Figura 2.21: Multiplicagao Cordic
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Figura 2.22: Grafico da fungao Multiplicagao Cordic

2.8.9 Funcao Divisao Cordic (div_c)

A funcao divisao cordic é obtida com o sistema de coordenadas linear (m = 0),
no modo de operacao Y-Reduction.

No préximo gréfico, podemos ver a divisao cordic de 13 unidades com 7
unidades com 20 bits de precisao, como observamos na posicao da variavel z. Esta

varidvel é iniciada com o valor 0 (zp = 0) e armazena o valor final da divisao de y

por z.

O algoritmo converge para divisao de quaisquer numeros reais desde que
y < x-2. Isto porque o maior angulo de rotacao do algoritmo (Ay) possui valor

2, para satisfazer a segunda condigao de convergéncia do CORDIC como visto na

equacao (2.19).
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Divisdo CORDIC
Zomando div ci13,7.20)
Zoordenadas Linear
Modo de Operagéo Y -Reduction
Fesultado CORDIC 1,8571
Kn 1.0
|Aq] 2,0
Acuracia 20 hits
Zonvergéncia Y= 2

Figura 2.23: Divisao Cordic
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Figura 2.24: Gréfico da funcao Divisao Cordic

2.8.10 Funcao Tangente Hiperbdlica Cordic (tanh_c)

A funcao tangente hiperbdlica cordic é obtida com o sistema de coordenadas

hiperbdlico (m = —1), no modo de operagao Z-Reduction.
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No grafico a seguir, podemos ver a tangente cordic de 1 radiano com 20
bits de precisao, como observamos na posi¢ao da varidvel 2. Conforme esperado
(ver Tabela 2.3), o seu sistema de coordenadas e sua seqiiéncia de deslocamento
determinam K, = 0,8282 e |Ap| = 1,1182. A acurdcia desta implementacao é de
2720,

Podemos acompanhar a reducao da variavel z a cada iteracao, até atingir o
valor limite de zero (Z-Reduction). Isto mostra a convergéncia do algoritmo, que no
caso desta funcao, pode ser aplicado para qualquer angulo em radianos menor do
que 1,1181, uma vez que o maior angulo de rotacao possivel dado pela seqiiéncia de
deslocamento é |Ag| =1, 1182.

Ainda percebemos que a variavel «; vai tendendo a zero com o andamento
das rotacoes, sendo uma seqiiéncia fixa para cada sistema de coordenadas. O grafico

desta variavel repetir-se-a4 em todas as fungoes que forem coordenadas hiperbdlicas.

Tangente Hiperbdlica CORDIC
Zomando tanh_c(1,20)
Zoordenadas Hiperbdlico
Modo de Operagao ZReduction
Resultado CORDIC 07616
Kn 08282
|Aal 1,182
Acuracia 20 hits
Conmvergéncia  [Angulos = 11,1181

Figura 2.25: Tangente Hiperbdlica Cordic
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Figura 2.26: Grafico da fungao Tangente Hiperbdlica Cordic

2.8.11 Funcao Tangente Inversa Hiperbdlica Cordic (atanh _c)

A funcao tangente inversa hiperbdlica cordic é obtida com o sistema de co-
ordenadas hiperbdlico (m = —1), no modo de operagao Y-Reduction.

No gréafico a seguir, podemos ver a tangente inversa hiperbélica cordic de 0,7
radiano com 20 bits de precisao, conforme observado na posi¢ao da variavel z. A
entrada zq foi iniciada com o valor zero, para que o resultado seja obtido diretamente
do valor final de z, (ver Tabela 2.5).

Neste caso, o algoritmo converge para 6 < 0,8069, porque o arco cuja tan-
gente hiperbdlica é 0,8069 é arco 1,1182 radianos, que é o Ay maximo de convergéncia

dada pela seqiiéncia de deslocamento.
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Tangente [nversa Hiperbdlica CORDIC

—omando atanh _ci0.7,20)
Zoordenadas Hiperbalico
WModo de Operacéo Y -Reduction
Resultado CORDIC 0,8673
Kn 08282
| Agl 1,1182
Acuracia 20 bits

onvergéncia

Arcos = 028089

Figura 2.27: Tangente Inversa Hiperbdlica Cordic
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Figura 2.28: Grafico da fungao Tangente Inversa Hiperbdlica Cordic

2.8.12

Funcgao Cosseno Hiperbdlico Cordic (cosh_c)

A funcao cosseno hiperbdlico cordic é obtida com o sistema de coordenadas

hiperbdlico (m = —1), no modo de operacao Z-Reduction.
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No grafico a seguir, podemos ver o cosseno hiperbdlico cordic de 1 radiano

com 20 bits de precisdo, como observamos na posigao da variavel z (j& multiplicada

pelo fator de corregao de escala).
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0.5

1.8

1.6

1.4

1.2

Cosseno Hiperbdlico CORDIC

Comando cosh _cf1,20)
Zoordenadas Hiperbdlico
Modo de Operacao Z-Reduction
Fesultado CORDIC 1,5431
Kn 0,8282
| Al 1,1182
Acuracia 20 hits

iZonvergéncia

Angulos = 1,1181

Figura 2.29: Cosseno Hiperbdlico Cordic
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Figura 2.30: Grafico da funcao Cosseno Hiperbdlico Cordic
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2.8.13 Funcao Seno Hiperbdlico Cordic (sinh_c)

A funcao seno hiperbdlico cordic é obtida com o sistema de coordenadas
hiperbdlico (m = —1), no modo de operagao Z-Reduction.
Na Figura 2.30 podemos ver o seno hiperbdlico cordic de 1 radiano com 20

bits de precisao na posicao da variavel y.

Seno Hiperbdlico CORDIC
iZomando sinh_c(1,20)
iZoordenadas Hiperdlico
Modo de Operagao Z-Reduction

Fesultado CORDIC 10752

Kn 08282

| Al 11182

Acuracia 20 bits

Comwergéncia  [Angulos = 71,1181

Figura 2.31: Seno Hiperbdlico Cordic

2.8.14 Funcao Raiz Quadrada Cordic (sqrt_c)

A funcao raiz quadrada cordic é obtida com o sistema de coordenadas
hiperbdlico (m = —1), no modo de operagao Y-Reduction.

No préximo grafico, podemos ver a raiz quadrada cordic de 1,2 unidades com
20 bits de precisao, como observamos na posigao da varidvel z (o fator de corregao

de escala foi multiplicado a cada iteracao). As varidveis z e y sdo iniciadas com os

1

— 1 —
valorest =7+ ey =17 — g,

Tabela 2.5).

sendo 7 o valor desejado para célculo da raiz (ver
Neste caso, o algoritmo converge para 7 < 2,3816, devido a inequagao

atanh(%) < 1,1182, que é o Ay méaximo de convergéncia dada pela seqiiéncia de

deslocamento.
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Raiz Quadradas CORDIC

Zomandao sart cf1.2,20)
Zoordenadas Hiperbdlico
MWodo de Operag o Y-Reduction
Fesultado CORDIC 1,0954
Kn 08282
| Agl 1,1182
Acuracia 20 bits

Convergéncia

MOmeros = 23816

Figura 2.32: Raiz Quadrada Cordic
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Figura 2.33: Gréfico da funcao Raiz Quadrada Cordic
2.8.15 Funcgao Exponencial Cordic (exp_c)

A funcao exponencial cordic é obtida com o sistema de coordenadas hi-

perbdlico (m = —1), no modo de operagao Z-Reduction.
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A fungao exponencial é dada pela soma do seno hiperbdlico com o cosseno
hiperbdlico, ou seja, pela soma das variaveis x e y. No grafico abaixo podemos ver a
exponencial cordic de 1 unidade com 20 bits de precisao, mostrada na posi¢ao x +y.

Nesta funcao, as variaveis z, ¥y e z sao iniciadas com os valores x = 1, y = 0
e z = 7, sendo 7 o numero desejado para calculo do exponencial. O algoritmo
converge para qualquer nimero real menor do que 1,1181, devido ao maximo angulo

de rotacao.

Exponencial CORDIC

iZomando axp cf1,20)
Coordenadas Hiperbdlico
Modo de Operacio ZReduction

Resultado CORDIC 27183

Kn 08262

| A 1,1182

Acuracia 20 bits

Convergéncia Mimeros = 1,1181

Figura 2.34: Exponencial Cordic
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Figura 2.35: Gréfico da fungao Exponencial Cordic

2.8.16 Funcao Logaritmo Neperiano Cordic (In_c)

A fungao logaritmo neperiano cordic é obtida com o sistema de coordenadas
hiperbélico (m = —1), no modo de operacao Y-Reduction.

No grafico a seguir podemos ver o logaritmo neperiano cordic de 9 unidades
com 20 bits de precisao, na posicao da varidvel z, multiplicada por 2. Isto porque
o logaritmo neperiano é igual a 2 - tanh™'(¥), sendo x = z+1ley = z — 1 (ver
Tabela 2.5).

O algoritmo converge para qualquer niimero real menor do que 9,3, devido
a inequacao atanh(¥) < 1,1182, que é o Ay mdximo de convergéncia dada pela
seqiiéncia de deslocamento. Neste caso, as varidveis x e y sao iniciadas com os

valoresx =7+ 1ey = 7—1, sendo 7 o nimero desejado para calculo do logaritmo.
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Logaritmo Meperiano CORDIC

Comando In_ci9,20)
Coordenadas Hiperbélico
MWodo de Operacio Y-Reduction
Resultado CORDIC 21972
Kn 08282
| Al 1,1182
Acuracia 20 bits
Convergéncia Mimeros = 9.3

Figura 2.36: Logaritmo Neperiano
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Figura 2.37: Grafico da fungao Logaritmo Neperiano Cordic
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2.9 Resultados

As implementacoes das 16 fungoes foram importantes para o correto entendi-
mento do algoritmo, de suas peculiaridades e de suas imperfeicoes. Garantir a regiao
de convergéncia é uma condigao necessaria para uso do Cordic, sendo a escolha de
uma seqiiencia de deslocamento pega chave nesta solugao.

Com uma gama de operacoes CORDIC a disposicao, ha diversas maneiras

possiveis para prover precisao finita de n bits a uma aplicacao desejada.
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Capitulo 3

Decomposicao em Valores

Singulares

3.1 Introducao

A decomposicao em valores singulares pode ser aplicada a qualquer matriz
e C™ " possuindo diversas aplicacoes nas areas de processamento de imagens,
calculo e reducao do posto de uma matriz, para decomposicao em coordenadas
polares e mesmo para calculo dos minimos quadrados, sendo uma das técnicas mais

usadas na decomposi¢cao de matrizes ao lado da fatoracao LU e da fatoragao QR.

3.2 Conceito de SVD

A decomposicao dos valores singulares de uma matriz M € C™*" é dada por:

M=U-%-V# (3.1)

Sendo U € C™*™ eV € C™*™ sao matrizes unitarias e X € R™*™ é uma
matriz diagonal nao negativa.

Observando a equagao (3.1), vemos a semelhanga entre a decomposi¢ao SVD
e a decomposicao espectral (autovalor-autovetor) de uma matriz simétrica M =

Q- A-Q7T [13]. A relagao entre elas ¢ analisada da seguinte forma: na decomposigao
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espectral, os autovalores de M formam a matriz diagonal A, pois eles sao os seus
elementos nao nulos. A matriz Q é ortogonal (Q - QT = I), e os autovetores de
uma matriz simétrica podem ser transformados em autovetores ortonormais. No
caso da SVD, a matriz diagonal real nao negativa ¥ é formada pelos seus valores
singulares, ordenados em forma decrescente. As matrizes U e V sdo formadas por
vetores ortonormais.

Outra propriedade da SVD é a visualizacao imediata do posto da matriz
decomposta, tornando a SVD muito atrativa dentro da algebra linear. Isto porque
muitas propriedades na dlgebra linear sé sao validas se a matriz tiver posto completo.
O posto de uma matriz qualquer M é igual ao niimero de valores singulares diferentes

de 0. Os valores singulares ¢; sao ordenados de forma decrescente tal que:
o1 >09>03>...>0,>0, onde r = Posto (M)

Para calcular a SVD de uma matriz quadrada ou retangular, o primeiro
passo do algoritmo da SVD é multiplicar MMT e M7TM. As colunas de U €
C™*™ s30 autovetores de MM7T, e as colunas de V. € C™™ sao autovetores de
MTM. Os r valores singulares na diagonal de ¥ € R™ " sdo raizes quadradas
de autovalores nao nulos de MMT e MTM. O resultado da decomposicio resulta

nas matrizes U, ¥ e V dispostas como:
U=[u,u, .. ,uyl,X=dagloy, 00, ... ,0,],eV=1[v,va, .., Vpnl

Outra caracteristica importante da SVD é o fato de algumas normas terem seu
calculo diretamente interligado com os valores singulares, como é o caso da Norma
de Frobenius e a norma-2. Pode-se obter o resultado destas normas conhecendo os

valores singulares, como esta explicitado a seguir:

IM|% =0i+... 40, p =min{m,n} (3.2)

[ M[l2 = o4 (3.3)
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A complexidade da SVD estd no método de diagonalizacao da matriz. Uma
matriz é diagonalizavel se seus autovetores sao linearmente independentes. No desen-
volvimento desta tese, trabalhamos com o algoritmo de Jacobi para a computacao da
SVD, um dos primeiros métodos que apareceram na literatura. O método de Jacobi
¢ bem interessante porque ele tem acuracia superior dentro de certas circunstancias
e pode ser utilizado com computagao paralela. Além dos métodos de Jacobi para
computacao da SVD, ha ainda os métodos de Golub-Kahan SVD, o Golub-Reinsch
SVD e o R-SVD, além da implementagao da GSVD [1].

3.3 Métodos de Jacobi

Os métodos de Jacobi realizam uma seqiiéncia de rotagoes para diagonalizar
uma matriz simétrica e quadrada M € R"*™, com a propriedade de que cada nova
matriz M’ seja “mais diagonal” que a matriz M predecessora (M’ = JTM.J).

Apo6s as rotacoes ortogonais, o resultado da norma dos elementos da
ndo-diagonal (também chamada de “off-diagonal”) é pequeno o suficiente para ser

desprezada.

(3.4)

A rotagao responsavel por diagonalizar a matriz simétrica é chamada de
rotagdo de Jacobi. A denominagao J (p, q, #) é dada para uma rotagdo de Jacobi

de angulo € no plano (p, q), sendo determinada pelo algoritmo a seguir:

pp = €COS B, pg = SENG Para todos outros, j;; =0 (3.5)

Jgp = —S€ENQ, Jgq = COS @

A forma matricial da rotacao de Jacobi J pode ser vista abaixo:
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1 0 -0 0
O “ e . COS .« e . Sen « .. O p
J(p,q,0) =
O ) —Sen o« o e COS ) O q (3-6)
0 0 0 1
P q

Podemos observar que as rotagoes de Givens nao sao diferentes das rotagoes
de Jacobi.

Para calcular o autovalor de Jacobi, é necessario escolher um par de indices
(p, q) que satisfaca 1 < p < g < n, e formar um par de cosseno-seno (cos,sen) tal

que:

m,, m cos  sen Mpp  Mpq cos  sen

m,, m —sen  cos Mgp  Mygq —sen  cos

O método se completa atualizando M sucessivamente da forma:

M =J"-M-J,  ondeJ=J(p,q,b) (3.8)

Apo6s cada rotacao é necessario verificar se a norma de Frobenius foi mantida.

A norma de Frobenius de uma matriz qualquer é dada pela férmula:

1Al = (3.9)
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. . 4
Portanto, se observarmos a norma de Frobenius da matriz M , veremos que

é preservada pelas transformagoes ortogonais feitas em M, tal que:

of f (M) = of f (M)* — 2m2, (3.10)

Isto mostra porque o método de Jacobi vai se aproximando da forma diagonal
a cada passo de Jacobi.

A resolucao da equagao (3.7) também é conhecida como Decomposi¢ao de
Shur, pois determinard a matriz de Givens do par étimo (p, q).

Antes de entrar no mérito da escolha do par étimo (p, q), a Decomposicao

de Schur sera abordada de forma mais detalhada.

3.3.1 Decomposicao de Schur

O par (cos, sen) na equagao (3.7) é determinado por uma decomposicao de
Schur da matriz simétrica M tal que M = J(p,q,0)" - M - J(p,q,0). O fato de

diagonalizar a matriz M faz com que:

i !

0 = my,, = myg, = My, (cos® —sen®) + (my, — mgg) cos ksen (3.11)

Se my, = 0, entdo o par (cos, sen) = (1,0). No caso de m,, # 0, definimos

uma variavel auxiliar 7 igual a:

T= 4P (3.12)

Reescrevendo as equagdes (3.11) e (3.12) em funcdo de t = tan(f), tem-se

como resultado uma equacao de segundo grau, tal que:
2421 t—1=0 (3.13)
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Ou seja, a escolha do par (cos, sen) depende da escolha de ¢ tal que a norma

de Frobenius da diferenca entre M'eM (||[M' — M]||r)) seja menor possivel.

3.3.2 Meétodo Classico de Jacobi

Como foi mencionado anteriormente, as rotacoes de Jacobi apenas alteram
as linhas e as colunas p e ¢. Mas como escolher o par p e ¢ a fim de otimizar a
decomposicao de Schur?

Pensando conforme a equagcao (3.10), do ponto de vista da redugdo da norma
dos elementos da nao-diagonal da matriz M - off(M) - faz sentido a escolha do par
(p, q) tal que (m,,)? seja mdximo. Essa ¢ a idéia do algoritmo cldssico de Jacobi.

Algumas vertentes do método classico de Jacobi, mas com menos complexida-

de na busca pelo par (p, q) sdo os métodos “Cyclic-by-Row” e “Cyclic-by-Column” .

3.3.3 Algoritmos Cyclic-by-Row e Cyclic-by-Column

O problema do método Classico de Jacobi descrito anteriormente é que a
atualizacdo da matriz tem complexidade O(n) enquanto que a busca por um par
6timo (p, q) envolve O(n?). Uma maneira de minimizar este problema seria es-
colher um par qualquer (i, j) através de dois algoritmos: o “cyclic-by-row” e o
“cyclic-by-column”. Estes métodos ciclicos de Jacobi convergem quadraticamente,
e como eles nao requerem busca no calculo da nao-diagonal, eles sao considerados
mais rapidos que o algoritmo de Jacobi original.

O algoritmo cyclic-by-row esta exemplificado a seguir:

(40, Jo) = (1,2),

Ik, J , =seip<n—1, jpr<n,
| | (ks Ji+1) k Jk (3.14)
(ikg1s o) = § (i + 1,4 +2), =sei,<n—1, Jjp=mn,

(1,2), =seiy=n—1, Jj,=n,
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Exemplificando o caso de n = 4, o par escolhido seria:

(pa Q> = (172)7 (17 3)7 (174>7 (27?))7 (274)7 (374)7 s

No caso do algoritmo cyclic-by-column, a escolha do par é feita da seguinte

maneira:

(40, Jo) = (1,2),

| | (i + 1, ji), =seip <jr—1, Jr<n, (3.15)
(ikt1, Jkv1) = § (L, Jx + 1), =seiy=Jr— 1, Jr<n,
(1,2), =seiy=n—1, 7j,=n,

3.4 Implementacao: SVD pelo Método de Jacobi
no Matlab

Para implementacao da SVD pelo Método de Jacobi, foram criadas 4 funcoes
no Matlab, e a funcao principal é a funcao “svd_j.m”. Esta funcao executa outras trés
fungoes auxiliares e seu cddigo esta descrito em funcao do algoritmo cyclic-by-row
para determinacao do par 6timo (p, q). As outras fungoes calculam a decomposigao
de Schur, a matriz de rotacao de Jacobi e calculam a ndo-diagonal seguindo passo
a passo a teoria de Jacobi elucidada nas sessoes anteriores.

As funcgoes implementadas no Matlab para o calculo da SVD foram:

e svd_j.m — Funcao principal, responsavel por ordenar em ordem decrescente
os valores singulares da matriz > e seus respectivos autovetores nas matrizes
unitarias U e V. Tem como valor de entrada uma matriz simétrica real, e

retorna as matrizes X, U e V.

e schur2x2.m — Funcao que realiza a decomposi¢ao de Schur, determinando
o cosseno e o seno da rotagao de Jacobi a ser aplicada na matriz desejada.
Tem como valores de entrada a matriz simétrica e o par (p, q) determinado

pelo cyclic-by-row. Retorna os valores do seno e cosseno.

93



e jacobimatrix.m — Funcao que prepara a matriz de rotacao de Jacobi J.
Tem como valores de entrada o cosseno e o seno da matriz de Givens, a matriz

simétrica desejada e o par étimo (p, q). Retorna a matriz de rotagao de Jacobi.

e off. m — Funcao que calcula a norma dos elementos da ndo-diagonal na
matriz desejada. Tem como valor de entrada a matriz simétrica e retorna o

valor da nao-diagonal.

Como visto na Secao 3.3, o Método de Jacobi necessariamente tem que ser
aplicado a matrizes simétricas e quadradas. E feito um teste na funcao “svd_j.m”
para verificar esta condigao. Se a matriz de entrada nao for simétrica, a fungao re-
torna um texto contendo a mensagem: ERRO!!! A Matriz tem que ser SIMETRICA.

Para comprovar o funcionamento da implementacao, a funcao “svd_j.m” é
comparada com a fungao svd.m, proprietaria do Matlab. O comando help [fun¢ao]
também pode ser usado, facilitando a simulacao. A seguir estao os resultados da

implementacao da SVD pelo método de Jacobi de matrizes simétricas 3 x 3 e 5 x 5.

3.4.1 Exemplo com matriz 3 x 3

—1 —2 -3
B=| -2 —4 -2 (3.16)
-3 -2 -8

Ao decompor a matriz B em seus valores singulares usando a “svd_j.m”,

tem-se:
-1 -2 -3 0,3610 0,1518  —0,9201
-2 —4 =2 | =10,3898 0,8718 0,2968
-3 -2 -8 0,8472 —0,4658 0,2556
(3.17)
T
10,1988 0 0 -0,3610 —0,1518 —0,9201
0 3,2796 0 | —0,3898 —0,8718 0,2968 (3.18)
0 0 0,4784 —0,8472 0,4658  0,2556
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O resultado da decomposi¢cao pode ser comprovado de duas maneiras, tanto
no célculo da fungdo svd.m proprietaria do Matlab ( que nao decompde a matriz
pelo método de Jacobi), quanto pela prova natural da decomposigao, que é a mul-

tiplicagao das matrizes U - ¥ - V| e resulta exatamente na matriz A original.

3.4.2 Exemplo com matriz 5 x 5

2 3 10 13
(3.19)

N W = Ot

4 13 =10 27

Ao decompor a matriz B em seus valores singulares usando a “svd_j.m”,

tem-se:
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1 2 =3 4 5| [-0,0640 —0,1398 0,0865 0,1289  —0,9758)
2 3 10 13 4 0,0653 —0,2906 —0,6056 —0,7305 —0,1043
310 9 —10 3 | = |—0,0405 0,2647 —0,7868 0,5552 —0,0316
413 —10 27 2 0,0490 —0,9067 —0,0443 0,3762 0, 1789
5 4 3 2 81| |-0,9938 0,0620 0,065 —0,0015 0,0622 |

81,8061 0 0 0 0o

0 34,5651 0 0 0

0 0 16,2034 0 0

0 0 0 11,6391 0

0 0 0 0 00646

—0,0640 —0,1398 0,0865 —0,1289 -0, 9758-
—0,0653 —0,2906 -0,6056 0,7305  —0,1043
—0,0405 0,2647 —0,7868 —0,5552 —0,0316
—0,0490 -0,9067 —0,0443 —0,3762 0,1789
_—O, 9938 0,0620  0,0685  0,0015  0,0622

De forma andloga, a decomposicao acima ¢é idéntica a decomposi¢ao dos va-

lores singulares pela funcao svd.m do Matlab.

3.4.3 Resultados

A implementacao da SVD pelo método de Jacobi apresentou os mesmos re-
sultados obtidos pela funcao genérica SVD proprietaria do Matlab, conforme o es-
perado.

A acuricia da implementacao svd_j.m ficou restrita ao comprimento da pa-
lavra do Matlab, que limita os erros de aproximacao com a resolucao de 10~ para
variaveis do tipo “long”.

Apesar do algoritmo de Jacobi ter suas limitagoes (somente trabalhar com
matrizes simétricas e quadradas reais) ele foi escolhido pelas suas vantagens de pa-
ralelismo e complexidade, para que dentro de seu codigo fonte seja feita a adaptacao

necessaria para introduzir as fungoes CORDIC. No capitulo a seguir, serd mostrada
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uma idéia de como pode ser feita esta integracao, visando suas vantagens de acuracia

e redugao de posto.
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Capitulo 4

SVD com precisao CORDIC

4.1 Implementacao: Algoritmo SVD_CORDIC no
Matlab

Uma vez implementada a SVD pelo método de Jacobi e 16 fungoes CORDIC
capazes de fazer operagoes com acuracia desejada, sera implementado neste capitulo
um algoritmo capaz de mesclar técnicas de reducao do posto com as vantagens de
uma “calculadora elegante de precisao variavel”.

A principio, pode parecer que a construcao de um algoritmo svd_cordic seja
intuitiva e instantanea. Porém, se todas as operagoes existentes no cédigo da funcao
svd_j.m fossem substituidas por operacoes CORDIC, surgiria a necessidade de ana-
lisar a regiao de convergéncia em cada operacao CORDIC, além de possiveis erros
de arredondamento que nao poderiam ser desprezados. Este nao é o objetivo da
tese, pois para obter-se um método de decompor matrizes com precisao e posto
reduzidos, s6 é preciso controlar a acuracia do algoritmo. Isto pode ser feito de
diversas maneiras dentro da implementacao de Jacobi, desde que sejam conhecidas
todas as operacoes que compoem o cddigo fonte.

Na implementagao da SVD (Capitulo 3), além das quatro operagoes funda-
mentais da matematica, foram usadas algumas fungoes proprietarias do Matlab no
intuito de simplificar o cédigo final (como por exemplo, as fungoes transpose, size e
for). A Tabela 4.1 ilustra quantas operagoes aritméticas, trigonométricas e fungoes

do Matlab foram usadas em cada funcao do método de Jacobi, independente de ser
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operacoes entre vetores ou entre matrizes.

Tabela 4.1: Ntumero de operacoes aritméticas, trigonométricas e fungoes do Matlab

que compoem cada funcao da SVD_J

SVD_JACOBI

Tabela de Operacies svid_|j off schur2xz jacobimatrix| Total
+ f 1 a 12
- 1 7
¥ 11 4 1 16
! 4 4
o 1 3 4
Fungiies SVD_JACOBI
off
schurdy?
jacohimatrix
Funcoes Matlab
Size 1 1 1 1 4
far A 2 a
it 3 1 2 B
fprintf 1 1
2ye 1 1 2
while 1 1
transpose 3 3
ahs 1 1
may 2 2
wshift 2 2
wkeep 1 1
return 1 1
st 1 3 4

Para trabalhar com uma precisao de n bits, é necessario substituir algu-
mas operagoes por fungoes CORDIC, observando a regiao de convergéncia desta
operagao. A decomposicao de Schur foi escolhida para fazer esta substituicao, pois é
a funcao que retorna o seno e o cosseno da matriz de rotacao de Jacobi. Este passo
é a alma do algoritmo de Jacobi, pois a cada iteracao a norma da ndo-diagonal vai
diminuindo e, por conseqiiéncia, a matriz vai se tornando mais diagonal.

Ao observar a coluna schur2x 2 da Tabela 4.1, veremos que esta funcao é
composta de 23 operacoes, das quais destacam-se as operagoes raiz quadrada, mul-
tiplicacao, divisao e potenciagao que definem no cédigo fonte o resultado do seno
e cosseno (ver equacao (3.13)). Substituindo estas quatro operagoes pelas fungoes
sqrt_c, mult_c e div_c, implementamos a decomposi¢ao de uma matriz em seus va-

lores singulares pelo método de Jacobi, com uma precisao em bits variavel. Esta
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alteracao originou o algoritmo svd_cordic.
Foram criadas oito fun¢oes no Matlab, sendo a fungao principal denominada

svd_c.m. Cada uma delas estd descrita a abaixo:

e svd_c.m — Funcao principal, responsavel por ordenar em ordem decrescente
os valores singulares da matriz Y e seus respectivos autovetores nas matrizes
unitarias U e V. Tem como valor de entrada uma matriz simétrica real e os
bits de precisao do CORDIC, e retorna as matrizes >, U e V com a acuracia

desejada.

e schur2x2_cordic.m — Func¢ao que realiza a decomposicao de Schur com
determinada acuracia. Sua diferenca com relagao a funcao schur2x2.m esta
no calculo do seno e cosseno da rotacao de Jacobi, onde as operacoes de mul-
tiplicacao e raiz quadrada usadas na decomposicao sao feitas pelo CORDIC,
com a acuracia determinada pelo ntimero de bits informado em svd_c. Tem
como valores de entrada a matriz simétrica, o par (p, q) determinado pelo
cyclic-by-row e os bits de precisao, retornando os valores do seno e cosseno

“arredondados”.

e jacobimatrix.m — Mesma funcao usada na implantacao da svd_j,
responsavel por calcular a matriz de rotacao de Jacobi J. Tem como valo-
res de entrada o cosseno e o seno da matriz de Givens, a matriz simétrica

desejada e o par étimo (p, q). Retorna a matriz de rotagao de Jacobi.

e off m — Também é a mesma funcao usada na implementacao svd_j para
calcular a norma dos elementos da ndo-diagonal na matriz desejada. Tem

como valor de entrada a matriz simétrica e retorna o valor da nao-diagonal.

e bsign.m — Funcao de controle do algoritmo CORDIC. Tem como valor de
entrada um numero real e retorna 1 se o nimero é maior ou igual a zero, e

retorna -1 se o nimero é menor que zero (ver Segao 2.8).

e mult c.m — Funcao que faz a multiplicaggo CORDIC no sistema de coor-
denadas linear, modo de operagao Z-reduction (ver Tabela 2.5). Tem como
valor de entrada os dois nimeros que serao multiplicados e o total de bits de

precisao (acurdcia desejada). Retorna o valor da multiplicagago CORDIC.
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e div_c.m — Funcao que faz a divisao CORDIC no sistema de coordenadas
linear, modo de operacao Y-reduction (ver Tabela 2.5). Tem como valor de
entrada os dois numeros que serao divididos e o total de bits de precisao

(acuracia desejada). Retorna o valor da divisao CORDIC.

e sqrt_c.m — Funcao que faz a raiz quadrada CORDIC no sistema de coor-
denadas hiperbdlicas, modo de operacao Y-reduction (ver Tabela 2.5). Tem
como valor de entrada um nimero maior ou igual a zero e o total de bits de

precisao (acurdcia desejada), retornando o valor da raiz quadrada CORDIC.

Para um melhor entendimento do codigo implementado, a Tabela 4.2 ilustra
quantas operagoes aritméticas, trigonométricas e fungoes do Matlab foram usadas
em cada funcdo do método SVD_CORDIC, independente de ser operagoes entre

vetores ou entre matrizes.
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Tabela 4.2: Numero de operagoes aritméticas, trigonométricas e fungoes do Matlab

que compoem cada funcao da SVD_C

SVD_CORDIC

Tabela de Operacoes | swd_c | off |schur2x2_cordic{jacobimatrix | mult_c | div.c | sqrt_c | bsign Total
+ i 1 i 4 10 11 43
- 1 4 2 i) 18
* 11 3 1 7 7 21 al
i 4 1 4 9
A 1 4 2 2 4 13
Fungies SVD_CORDIC
off
schur2y2_cordic
jacobimatrix
mult_c
div_t
s
hsign
Fungies Matlab
size 1 1 1 1 4
far i 2 1 1 1 11
if 3 1 3 1 1 9
forintf 1 1 1 1 1 5
aye 1 1 2
while 1 1
transpose 3 3
ahs 1 1
max 2 2
wshift 2 2
wiheep 1 1
return 1 1
s 1 2 1 1 4 9
hreak 1 1
sUm 1 1 1 3
sign 1 1

A escolha da precisao em bits vai determinar o nimero de rotagoes CORDIC
a serem realizadas nas funcoes mult_c, div_c e sqrt_c, sendo o nimero de operacoes

final diretamente proporcional a ordem da matriz e a acuracia do algoritmo.

4.1.1 Regiao de Convergéncia da SVD_CORDIC

A regiao de convergéncia do algoritmo svd_cordic é dada em funcao de mult_c,
sqrt_c e div_c utilizadas na decomposicao de Schur.

Foi visto no Capitulo 2 que a funcao sqrt_c converge para niimeros menores
que 2,3816, condi¢ao que sempre é respeitada na decomposigao de Schur na resolucao

das raizes da equacao (3.13).
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Quanto a funcao mult_c, vimos também que converge quando o segundo
numero y for menor ou igual a 2. Como o cosseno é uma fungao com limites em =+ 1,
a convergencia € atingida independente do valor da tangente do angulo de rotacao.

A funcao div_c converge quando y < x-2. Pelos mesmos motivos apresentados
para a fungao sqrt_c, a convergéncia é sempre respeitada.

No final da fungao schur2x2_cordic é realizado um teste réapido de con-
vergéncia, como uma “verificacao” do funcionamento do algoritmo. Em caso de

erro, é retornado um texto com a mensagem: FRRO de CON VERGENCIA.

4.2 Testes com Matrizes Simétricas 2x2

Para verificar o funcionamento da implementacao, a funcao “svd_c.m” é com-
parada com a fungdo svd.m, proprietdaria do Matlab. O comando help [funcao]
também pode ser usado a vontade, facilitando a simulagao.

Supondo a matriz simétrica :

Decompondo A em seus valores singulares, temos o1 = 4,2361 e 05 = 0, 2361.
Calculando a SVD da matriz A usando a svd_c.m, com precisao variando de 1 a 20

bits, pode ser tragado o seguinte grafico para cada valor singular:
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Figura 4.1: Precisao dos valores singulares variando de 1 a 20 bits

A Figura 4.1 mostra que a partir de 10 bits, a acurdcia do algoritmo se
encontra na quarta casa decimal, fornecendo um resultado satisfatério com relagao ao
resultado desejado e calculado pelo Matlab. Observa-se também na figura acima que
o resultado com 2 bits de precisao apresentou um ponto fora da curva. Lembrando
que o numero de bits de precisao é igual ao nimero de iteracoes CORDIC, vemos
o efeito de uma microrotagao “indesejada”, pois a primeira iteracao ja tinha levado
os valores singulares a se aproximar do resultado correto.

O resultado da decomposi¢cao pode ser comprovado pela funcao svd.m pro-
prietaria do Matlab, que apresenta o mesmo valor para uma precisao superior a 10
bits, com o algoritmo significativo sendo a quarta casa decimal.

A seguir, a decomposicao sera feita passo a passo para a precisao de 3, 5, 7,

10 e 15 bits.
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4.2.1 SVD com precisao de 3 bits

0,8679 1,7357

—0,5074 0,8210

1,7357 2,6036

—0,8210 —0,5074

—0,5074 —0,8210

3,9463 0,0000
0,0000 0,2199

4.2.2 SVD com precisao de 5 bits

0,9470 1,8941

—0,5186 0,8392

1,8941 2,8411

—0,8392 —0,5186

—0,5186

—0,8210 0,5074

4,1224 0,0000
0,0000 0,2297

—0, 8392
(4.3)

4.2.3 SVD com precisao de 7 bits

1,0114 2,0228

—0,5272
—0,8531

0,8531

2,0228 3,0342

-0, 5272

-0, 5272

—0,8392 0,5186

4,2602 0,0000

0,0000 0,2374
T

—0,8531
(4.4)
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4.2.4 SVD com precisao de 10 bits

0,9986 1,9973 _ —0,5256 0,8504 4,2332 0,0000
1,9973 2,9959 —0,8504 —0,5256 0,0000 0,2359
- T
—0,5256 —0,8504
: (4.5)
—0,8504 0,5256
4.2.5 SVD com precisao de 15 bits
1,0000 2,0000 _ —0,5257 0,8506 4,2361 0,0000
2,0000 3,0000 —0,8506 —0,5257 0,0000 0,2361
- T
—0,5257 —0,8506
: (4.6)
—0,8506 0,5257

4.3 SVD_CORDIC com posto reduzido

Com a funcao SVD_CORDIC implementada, propomos dois métodos dife-

rentes para reduzir o posto desejado:
1. Reduzir o posto da matriz apds o resultado da SVD_CORDIC;

2. Adaptar a SVD_CORDIC para reduzir o posto e aplicar a precisao desejada

a0 mesmo tempo;

4.3.1 Reducgao do posto apds a quantizacao CORDIC

A reducao de posto é feita da seguinte maneira:

e E escolhida a precisao desejada em “bits” para a decomposicao nos valores

singulares;

66



e Uma matriz A de dimensoes n x n é decomposta pela funcao SVD_CORDIC,

originando as matrizes U - ¥ - V¥,

e Sao mantidos os “r” maiores valores singulares da matriz > enquanto os demais

sao zerados, a fim de reduzir o posto desejado.

A figura abaixo ilustra este método:

Precisi Reducao
N re-::|.sao i da >
n bits Posto

Figura 4.2: Reducao do posto apods a quantizacao CORDIC

Se fosse purgado o menor valor singular da matriz A no exemplo acima com

precisao de 10 bits, teriamos:

1,1692 1,8919 —0,5256 0,8504 4,2332 0,0000

1,8919 3,0611 —0,8504 —0,5256 0, 0000 0,0000

- T
—0,5256 —0,8504

—0,8504 0, 5256

(4.7)

Apesar do valor singular retirado ser da ordem de 5% do maior valor singular,
temos um resultado proximo ao esperado. A seguir vemos um outro exemplo com

uma matriz 4 x 4, sendo decomposta com 10 bits de precisao:

© N e =
o o N e
o w
oo o ©
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0,9962
3,9840
6,9875
18,9751

3,9840
1,9937
7,9880
0,0020

6,9875
7,9880
2,9989
5,9971

8,9751
0, 0020
92,9971
4,9929

—0, 5239
-0, 3598
-0, 5620
;—0,5285

0,5328
—0,5234
0,3571
—0, 5558

—0,6341
—0,3441
0, 6764
0,1453

_20,2909 0,0000 0, 0000

0,0000 17,5441 0,0000
. 0,0000 0,0000 6,3456
_0,0000 0,0000 0, 0000

—0,5239 —0,5328 0,6341

0,0000-
0, 0000
0, 0000
4,5897_

—0, 1818

-—0,1818-
0,6901
0,3151
-—0,6246_

—0, 3598

0,5234
—0,3571

0,3441

-0, 5620 —0,6764

—0,5285 0,5558  —0,1453

0,6901
0,3151
—0, 6246

O menor valor singular é da ordem de 20% do maior valor singular. Se fosse

expurgado metade de seus valores singulares, teriamos:

3,3963
5, 9445
4, 5285
17,8693

95,9445
0,5595
95,5129
1,6631

4,5285
5, 5129
5, 4465
7,5240

7,8694
1,6631
7,5240

3,3362

—0, 3598

1—0,5239
-0, 3598
-0, 5620
;—0,5285

0, 0000
0, 0000
0, 0000

-0, 5239

—0,5620

—0, 5285
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0,5328
—0,5234

—0,6341
—0,3441

—0, 1818
0,6901

—0, 5328
0,5234
—0,3571
0, 5558

0,3571
—0, 5558

20,2909 0,0000 0,0000

7,5441 10,0000
0, 0000 0, 0000
0, 0000 0, 0000

0,6341
0, 3441

—0,6764
—0,1453

0,6764
0, 1453

0,3151
—0, 6246

0,0000-
0,0000
0,0000
0,0000_

-—0,1818-
0,6901
0,3151
-—0,6246_




Neste caso, podemos observar que a quantidade de informagao retirada na

reducao de posto alterou significativamente a matriz A original.

4.3.2 Redugao do posto em conjunto com a quantizagao

CORDIC

Para reduzir o posto e aplicar a precisao desejada ao mesmo tempo é ne-
cessario adaptar a fungao SVD_CORDIC. Esta adaptacao no Matlab deu origem a
funcao SVD_CORDICRED.

O método de Jacobi forma a cada par de cosseno e seno uma nova matriz de
rotacao, como vimos na Secao 3.3. Vimos também que a SVD_CORDIC substitui
as operagoes da matriz de Givens por operagoes CORDIC com a precisao desejada.
Neste caso, sugerimos que o primeiro ciclo do algoritmo cyclic-by-row seja realizado
com 1 bit de precisao, para que o posto seja reduzido. Depois de expurgar os
menores valores singulares, a precisao ¢ aumentada gradativamente até atingir o
patamar desejado.

A precisao e reducao de posto ao mesmo tempo sao sintetizadas da seguinte

forma:

E escolhida a precisao desejada em “bits” para a decomposicao nos valores

singulares;

e Uma matriz A de dimensées n x n é multiplicada por sucessivas matrizes de

rotacao de Jacobi calculadas com 1 bit de precisao;

e Apéds o término do cyclic-by-row sao purgados na diagonal da nova matriz A

os menores valores singulares, reduzindo o posto desejavel;

e A nova matriz A com posto reduzido (mais diagonal que sua predecessora) é
multiplicada por um novo ciclo de rotacao de Jacobi calculado com “n” bits

de precisao;

A figura abaixo ilustra o método proposto:
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i Redugéo (e
Premse.lo i = > Precnsa.o
de 1 bit Posto de n -1 bits

Figura 4.3: Reducao do posto em conjunto com a quantizacao CORDIC

No exemplo acima, fazendo a decomposicao com a SVD_CORDICRED passo

a passo, tem-se:

e (Calculando SVD com 1 bit de precisao:

-O, 6208 4,8605 7,6901 7, 5771- _—0, 5575 0,8713  —0,1175 -0, 2037-
4,8605 3,3821 8,2009 0,7401|  [—0,4683 —0,1269 —0,6170 0,6508
7,6901 8,2009 2,2708 3,8528 N —0,5387 —0,2452 0,7040  0,2688
_7, o771 0,7401 3,8528 2,6164 —0,4031 —0,4628 —0,2395 —0,5849

-19, 4115 0,0000 0,0000 O, 0000-

0,0000 7,2317 0,0000 0,0000
. 0,0000 0,0000 6,4954 0,0000
_O, 0000  0,0000 0,0000 4, 0456_

_—O, 9575 —0,8713 0,1175 -0, 2037-
—0,4683 0,1269  0,6170  0,6508

. —0,5387 0,2452  —0,7040 0,2688

_—O, 4031 0,4628  0,2395 -0, 5849_

e Reduzindo a matriz dos valores singulares para posto 2:
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[0, 5426
5, 8675
7,3744
7,279

5, 8675
4,1411
4,6720
3,2396

7,3744
4,6720
5,1976
3,3939

7,2779
3,2396
3,3939

1,6048

—0,4683

—0, 5575
—0, 4683
—0, 5387
;—0,4031

19,4115

0, 0000
10,0000
10,0000

—0,5575

-0, 5387

—0,4031

0,8713

—0, 1269
—0, 2452
—0,4628

—0,1175
—0,6170
0, 7040

—0,2395

—0,2037]
0, 6508
0, 2688
—0,5849 |

0, 0000
7,2317
0,0000
0, 0000

0, 0000
0, 0000
0,0000
0, 0000

—0,8713 0,1175
0, 1269
0, 2452
0,4628

0,6170
—0,7040
0,2395

0,0000-
0, 0000
0, 0000
0,0000_

-—0,2037-
0,6508
0,2688
-—0,5849_

e Recalculando a SVD com o restante dos bits de precisao (9 bits):

—0, 2200
4,3424
3,2965
7.3964

4,3429
1,9734
4,3655
0,9279

3,2969
4, 3660
5, 5840
5, 5058

7,3942
0,9262
92,5056
—2,4979_

0,0016
0, 0003
0,0016

—0,4783

—0, 4155
| —0,6378
;—0,4341

0,

0,
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—0,4783
—0,4155
—0,6378
;—0,4341

14,6942

—0, 6040

—0,1999

0, 6040
-0, 2401
0,1999
—0, 7320

0, 0000
9,8233
0,0049
0,0003

0,2675
—0,8258
0,0029
0, 4944

2401

7320

—0,2675
0, 8258

—0,0029
—0,4944

0,0011
0, 0049
0, 0000
0, 0000

—0,5749-
—0, 2895
0,7435

=0, 1777

0,0014-
0,0011
0,0014
0,0000_

—0,5749-
-0, 2895
0,7435

——0,1777_




4.4 Resultados da SVD_CORDIC

Os resultados obtidos com a SVD_CORDIC e com a SVD_CORDICRED
mostram o funcionamento correto do algoritmo com precisao variavel.

O Matlab possui para a varidvel long uma resolucao de 10714, e dependendo
da precisao desejada e das microrotagoes fixas CORDIC, o resultado com poucos bits
pode ser muito 1til para minimizar o nimero de operagoes realizadas pelo algoritmo.

A complexidade assintética do algoritmo SVD_CORDIC ¢é da ordem O(n?),
mesma complexidade assintética da SVD do Matlab, enquanto que a complexidade
assintética do algoritmo SVD_CORDICRED ¢ da ordem O(nr?), devido a redugao
do posto. A explicacao é dada pela operacao dominante, que é a multiplicacao das
matrizes decompostas pelos valores singulares, sendo:

nxn H
Ryy - Unxn : ann -V

nxn

(4.8)

Neste caso, a decomposi¢io tem uma complexidade assintética de O(n?).
Reduzindo o posto de n para r, temos:

nxn H
Ryy - Un><7’ . ZTXT’ -V

XN

(4.9)

Apo6s areducao de posto, a operagao dominante passa a ter uma complexidade
assintética da ordem de O(nr?).

Outro ponto relevante é que o numero de flops (Floating Point Operation per
Second) aumenta gradativamente (também da ordem O(n?)) com o nimero de bits
de precisao do algoritmo.

Para entender completamente os resultados dos métodos propostos com pre-

cisao variavel, estes serao aplicados em um filtro de Wiener.
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Capitulo 5

Filtro de Wiener com Posto e

Precisao reduzidos

5.1 Introducao

Ao longo dos Capitulos 2, 3 e 4 foi desenvolvida uma ferramenta para de-
composicao de matrizes nos valores singulares com precisao variavel que pode ser
usada em diversas aplicacoes tanto nas areas de processamento de imagens quanto
na algebra linear.

Para ilustrar o uso desta ferramenta, foi escolhida como aplicagao um filtro
de Wiener para reducao do posto e da precisao. O algoritmo implementado no
Matlab decompoe a matriz de autocorrelagao que compoe o filtro de Wiener pela
SVD_CORDIC. O fruto desta decomposi¢ao determina como um filtro de Wiener
pode ser quantizado em uma implementacao com precisao variavel e ao mesmo
tempo ter seu posto reduzido, sendo comparado com a precisao do Matlab e com a

reducgao do posto feita apds o uso do CORDIC.

5.2 Filtros de Wiener

Os filtros de Wiener sao filtros lineares discretos no tempo, amplamente u-
sados para aplicagoes de estimacao ou predicao linear. Sua func¢ao custo é o valor
médio-quadratico do erro estimado, que é minimizada como critério de otimizacgao

estatistica [14].
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Os filtros de Wiener sao também chamados de estimadores lineares 6timos no
sentido do erro médio quadratico, possuindo a caracteristica de lidar com estatisticas
de primeira e segunda ordem do sinal desejado e do ruido aditivo a este sinal
[15, 16].

Para um melhor entendimento, vamos considerar um sinal estacionario no
sentido amplo z(n). O sinal na saida y(n) de um filtro causal linear invariante no

tempo com resposta ao impulso h(n) é dado pela equagao:

y(n) =Y h(k)z(n - k). (5.1)

Esse filtro, definido por h(n), gera através de z(n) uma saida que tende ao
sinal desejado s(n). O erro ou residuo e(n) entre o sinal estimado y(n) e o sinal

desejado s(n) é dado por:

e(n) = s(n) —y(n). (5.2)
O filtro de Wiener tem como objetivo manter o erro o menor possivel do seu

ponto de vista estatistico. Ou seja:

(5.3)
Em que:

e O valor médio quadratico do sinal desejado s(n) é igual a E [sz(n)] , OU seja,

é a autocorrelagao do sinal desejado para lag igual a zero (r4(0)).

e O segundo termo F {(s(n) - y(n))z} é a correlagao cruzada entre o sinal de
entrada do filtro e o sinal desejado, para lags iguais a k (que variam de zero

ao infinito).

e O terceiro termo é a autocorrelagao do sinal de entrada do filtro para lags

iguais a (k —m), ou seja, r.(k —m).
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Assumindo que o sinal de entrada do filtro z(n) e o sinal desejado s(n) sao
conjuntamente estacionarios no sentido amplo, a correlacao cruzada entre eles passa

a ser independente do tempo, podendo o erro médio quadratico ser reescrito como:

e=14(0) =2 h(k)ra(k) + Z Z h(k)h(m)ry(k —m). (5.4)

k=0 m=0

Derivando a equagao (5.4) em relacao a h(k), temos:

Oc = —2rq. (k) +2 Z h(m)r.(k —m). (5.5)

Igualando a equagao (5.5) a zero, é obtida a equagao de Wiener-Hopf, em
que as unicas quantidades conhecidas sao a autocorrelacao do sinal de entrada do

filtro e a correlagao cruzada entre o sinal desejado e o sinal de entrada do filtro.

—2rq. (k —i-QZh )re(k—m)=0

= Z ho(m)ry(k —m) =ra (k) (5.6)

A varidvel h,(k) é o coeficiente do filtro causal que minimiza o erro médio

quadratico.

5.3 Variancia do erro e Coeréncia

Antes de abordar cada estdgio da decomposicao, é necessario entender o
conceito de variancia do erro e de coeréncia.

Revendo um antigo problema em predicao linear, define-se um vetor aleatério
de média zero x = [g:(l) x(2) ... x(m)}T = [93(1) xT(l)]. Este vetor possui

uma matriz de covariancia dada pela formula abaixo:
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O determinante de R,, pode ser calculado em funcao do seu complemento

de Schur, que pode ser explicitado pelo escalar:

P = r0(1) — o, (1R (1)res(1) (5.8)

ger |7V T W0 R (1) det (5.9)
= [rea(1) = roo (DR (1)rss(1)] det Ry (1) (5.10)

— (1) 1— rfx(l)fjf?;(%)r”(” detRo(1)  (5.11)

Podemos escrever a equagao (5.11) definindo duas novas varidveis ¢, € kg,

sendo:

det[Rmm] = wa(l)det[wa(1>] (512)

em que ¢,.(1) é a variancia do erro ao se estimar o escalar x(1) a partir do

vetor x(1).

Gaw(1) = e (1)[1 — k7,(1)] (5.13)
kra(1) = ron(1) (5.14)

A variavel k2 _(1) é definida como a coeréncia quadratica entre o escalar z(1)

e o vetor x(1) [17], podendo ser escrita como:

k2,(1) = Ky (1)K5,(1) (5.15)
koo (1) = (e (DR]2(1) (5.16)
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O vetor k,,(1) é a coeréncia entre (1) e x(1) ou a correlagdo cruzada entre

a varidvel aleatéria branca roa’ (1)x(1) e o vetor aleatério branco R7/?x(1):

koo(1) = E | (1) z(1)xT (D)R;T/2(1) (5.17)

=2 (DR, (5.18)

Uma vez definidas as variaveis de coeréncia e da variancia do erro, pode-se

escrever o determinante det[R,,] como:

det(Rea] = ] ] g2 () (5.19)
= Hrm(i)[l — ki (4) (5.20)

Sendo k2,(i) a coeréncia quadrdtica entre o escalar x(i) e o vetor x(i) =

v(i+1) ... z(m) T. A equacao (5.19) é o determinante de Gram, com cada
variancia do erro de predicao descrita em termos da coeréncia quadratica.

Seguindo na mesma linha de raciocinio, o filtro de Wiener também pode ser

descrito em fungao da coeréncia, dada por:

w(i) =0, ()R (i) = 7207 (i) kao (1) R 2 (1) (5.22)

5.4 Coordenadas padrao

No contexto de filtragem, a figura abaixo mostra um vetor fonte x,,»; € um
vetor y,,; gerados pela Mae Natureza. O Pai Natureza s6 enxerga o vetor medido
y, e tem esperancas de estimar a partir das informagoes que recebeu o sinal x envi-

ado pela Mae Natureza.
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X +
- tx=x—;
h
Yy A
el W X =Wy

Figura 5.1: Exemplo de Estimacao Linear

Podemos escrever a matriz de covariancia R, como:

X R.. Ry
Rzz =k |:XT yT] = T (523)
y ny Ryy

O modelo representado na Figura 5.1 mostra o estimador linear MMSE
(Minimum Mean Square Error) de x a partir de y, dado pela fungao de trans-
feréncia X = Wy. O erro estimado entre os dois sinais é €, = x — X, e define-se o
filtro de Wiener W e a matriz de covariancia do erro Q. no sistema de coordenadas

padrao de acordo com as equagoes abaixo:

W =R,,R,, (5.24)
Q.. = E[(x —%)(x —%)"] = Ryy — Ry R,/ RL, (5.25)

Y

A matriz de covariancia do erro, dada pela autocorrelacao entre x e x, pode
também ser deduzida a partir do complemento de Schur da matriz de covariancia
R...

A figura abaixo ilustra o filtro de Wiener no sistema de coordenadas padrao:

A
ex

Figura 5.2: Filtro de Wiener no sistema de coordenadas padrao
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A transformacao linear conduz os vetores fonte e de medicao x e y aos vetores

ortogonais €, e y, com suas respectivas covariancias Q,, e R,, dadas por:

é, I -W| |x
= (5.26)
y 0 I y
0 I -W| |[R.. R, I o
Q. = Y (5.27)

0 R, 0 I||R], R,||-W I

Observando a equagao (5.26) e aplicando a decomposi¢ao de Schur vista na

Secdo 5.3, pode-se escrever o det[R,,] como:

det[R..] = det[Q,,]det[R,,] (5.28)
det[Q,,] = detRyy — Ry R, RY | (5.29)

Y

5.5 Reducao de Posto

Para determinar os coeficientes do filtro de Wiener, é necessario efetuar o
calculo de matrizes inversas e multiplicar matrizes entre si, ou seja, é preciso compilar
algoritmos de complexidade assintética superior a O(n?).

Uma maneira de diminuir esta complexidade seria reduzir o posto do estima-
dor 6timo. Para isso, a SVD identifica quais sao os termos menos correlatados, para
que sejam purgados os menores valores singulares e reduzido o posto das matrizes
em operacao. Neste caso também é feita a quantizacao, alocando bits para uma
filtragem de Wiener com precisao finita. O objetivo é minimizar o trago da matriz
de covariancia do erro Q,,, pois o erro médio quadratico estara sendo minimizado.

A reducao do posto pode ser feita de duas maneiras: durante e apds o uso do
CORDIC. Os dois métodos foram descritos no Capitulo 4 (ver Segao 4.3), e serdo
comparados caso a caso.

Pode-se deduzir a matriz de covariancia do erro descrita apds a aplicagao da

SVD:
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W =R, VY 'U” (5.30)
Q.. = R.. - R,,VX'U'R,, (5.31)

5.6 Implementacao: Filtro de Wiener e reducao
de posto com precisao variavel no Matlab

O objetivo principal desta implementacao é comparar a complexidade do
algoritmo de reducao de posto com precisao do Matlab e com precisao varidvel dada
pelo CORDIC, exercitando os conceitos vistos ao longo deste capitulo. O programa

de testes a seguir foi elaborado no Matlab, visando esta comparacao:

e Filtro de Wiener com precisao do Matlab, posto completo — Imple-
mentar o filtro de Wiener aplicando a funcao SVD do Matlab na matriz de au-

tocorrelacao R,,; o arquivo desenvolvido no Matlab chama-se prec_inf_full.m.

e Filtro de Wiener com precisao do Matlab, posto reduzido — Imple-
mentar o filtro de Wiener aplicando a fungao SVD do Matlab na matriz de
autocorrelagao R, reduzindo o seu posto; o arquivo prec_inf_red.m descreve

esta implementacao.

e Filtro de Wiener com precisao variavel CORDIC, posto completo —
Implementar o filtro de Wiener aplicando a fungao SVD_CORDIC na matriz de
autocorrelagao R, variando o nimero de bits de precisao; o arquivo referente

no Matlab é o prec_fin_full.m.

e Filtro de Wiener com precisao variavel CORDIC, posto reduzido
“a posteriorit” — Implementar o filtro de Wiener aplicando a funcao
SVD_CORDIC na matriz de autocorrelagao R,,, variando o nimero de bits
de precisao e reduzindo o seu posto posteriormente; para isto foi desenvolvido

no Matlab o arquivo prec_fin_red.m.

e Filtro de Wiener com precisao variavel CORDIC, posto reduzido em

conjunto — Implementar o filtro de Wiener aplicando a funcao
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SVD_CORDICRED na matriz de autocorrelacao R,,, variando o nimero de
bits de precisao e reduzindo o seu posto “ao mesmo tempo”; para isto foi

desenvolvido no Matlab o arquivo prec_fin_rediterativo.m.

Para todas as implementagoes geramos um sinal x,,5; com distribuigao N (0, 1).
Este sinal ¢é filtrado por um canal ruidoso (ruido branco e gaussiano) gerando o si-
nal y,x1. O canal foi feito pela funcao filter do Matlab, com coeficientes iguais a
1 1 053]

Com os dois sinais x e y, estimam-se correlacoes R,,, Ry, e R, através de

sua média estatistica.

5.6.1 Wiener com precisao do Matlab e posto completo

Uma vez definidas as matrizes R, e R,y, o filtro de Wiener W,,,, é dado
pela formula (5.24). Na implementacao, o filtro é decomposto em trés estagios dados
pelas matrizes da decomposicao em valores singulares, com precisao do Matlab.
Esta decomposicao serd usada a posteriori na redugao do posto da matriz R,,,
conforme realizada no trabalho de Scharf [17] (porém com a SVD aplicada na matriz
R,,). A matriz é reconstruida pela multiplicagio dos trés estégios S, V e D7,
e posteriormente ¢é calculado o erro médio quadratico representado pelo trago da
matriz Q.

Na figura abaixo pode-se ver a norma do erro acumulado pela quantizagao
do Matlab dado por ||| = ||x — X|| para 64 amostras de estimacao nas coordenadas

padrao:

81



x10™" Norma do erro estimado

3.5 T T

25k . |

Figura 5.3: Norma do erro acumulado pela quantizagao do Matlab

A norma do erro e o trago da matriz de covariancia do erro Q,, sao mostra-

dos na tabela abaixo:

Tabela 5.1: Norma do erro e erro médio quadratico com precisao do Matlab

Coordenadas padrao
lefl = llx — || | 7,2148- 107"
r[Qua] 2,1817-107"2

Devido a ordem de grandeza da norma do erro, o grafico dos dois vetores x e X
nao apresenta diferencas entre si na escala do grafico. Fato que mudarda quando o
posto for reduzido e a precisao dos calculos do filtro de Wiener for escolhida.

A complexidade assintotica do algoritmo no que tange a geracao do filtro de

Wiener é da ordem de O(n?), pois as matrizes possuem o posto completo.
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5.6.2 Wiener com precisao do Matlab e posto reduzido

Como visto no capitulo 3, a decomposicao em valores singulares permite
analisar visualmente a influéncia de cada valor singular no posto da matriz desejada.
No caso da simulagao anterior, a matriz V formada pelos valores singulares de R,

pode ser expressa através do grafico abaixo:

14

124 .

10+ 9 b

WWT i S W

0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 5.4: Valores singulares de R,

Dado que se quer minimizar a complexidade do algoritmo através da redugao
de posto do filtro de Wiener (neste caso com os erros de precisao dados pelo Matlab),
espera-se que, se os valores singulares muito menores que o maior valor singular fos-
sem expurgados, haveria uma aproximacao aceitavel da matriz original e a reducao
consideravel da complexidade do algoritmo. A seguir um exemplo da reducao do

posto na matriz R,,, para diferentes valores do posto:
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Figura 5.5: Figura referente a Posto 40
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Figura 5.6: Figura referente a Posto 10

Nas figuras acima, geramos o vetor original x , o vetor estimado X e o vetor

estimado com posto reduzido X,.q. Vemos que entre x e X o erro é imperceptivel

84



dentro da escala dos graficos, sendo os dois sinais quase idénticos.

O resultado com reducgao de posto para 40 quase nao altera o erro entre os
dois sinais, tendo um MSE pequeno (tabela abaixo). Nao se pode dizer o mesmo
da Figura 5.6, que para um posto 10 apresenta um MSE bem maior. O posto ideal
para cada aplicagao dependera da taxa de distorcao admitida pelo sistema.

A figura a seguir mostra a evolucao do erro médio quadratico ao longo da

reducao de posto.

MSE X Posto
45 T T T T T

MSE

_5 ! ! ! \ !
10 20 30 40 50 60 70

Posto

Figura 5.7: MSE x Posto de R,

Quando se reduz o posto de uma matriz, a complexidade assintética do al-
goritmo cai de O(n?) para a ordem de O(nr?), em que r é o novo posto reduzido.
Independente do hardware ou do compilador utilizados, reduzir o posto de matri-
zes de ordens elevadas é um grande artificio para reduzir o tempo de execugao na

aplicagao.
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Tabela 5.2: Erro médio quadratico com precisao do Matlab para diferentes postos

reduzidos
Coordenadas padrao
Posto tr[ Q]
64 2,1817- 10712
20 1,1063
40 6,2726
30 14,9783
20 26,3720
10 40,8101

5.6.3 Wiener com precisao variavel pela SVD_CORDIC e

posto completo

Quando se calcula o filtro de Wiener com precisao do Matlab, s6 existem erros
de filtragem intrinsecos a quantizagao no algoritmo. A ferramenta SVD_CORDIC
permite a decomposicao da SVD com precisao de n bits, gerando erros de quan-
tizacao.

A seqiiéncia de figuras a seguir mostra a estimagao de x com 10, 7, e 5 bits

de precisao no céalculo da SVD.
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Precisao 10 bits
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Figura 5.8: Wiener com 10 bits de precisao
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Figura 5.9: Wiener com 7 bits de precisao
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Precisao 5 bits
30 T T T
—-©- X
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25 xestcordic H

20 b

10 20 30 40 50 60 70

Figura 5.10: Wiener com 5 bits de precisao

Pode-se observar na Figura 5.8 que o valor de x para 10 bits de precisao é
muito préximo ao valor calculado com a precisao do Matlab, sendo imperceptivel
na escala adotada.

Na figura referente a 7 bits de precisao (Figura ?7), a distancia entre a
estimagao do Matlab e a dada pelo CORDIC comega a aumentar. A medida que
os bits de precisao vao diminuindo, o MSE vai aumentando gradativamente. E
importante ressaltar que esta havendo um erro causado pela precisao CORDIC que
se propaga na equacao (5.24), impossibilitando trabalhar com precisao inferior a 5
bits no caso desta implementacao. Os resultados obtidos no Capitulo 4 mostram o
erro isoladamente (sem se propagar no algoritmo) obtido pela fungao SVD_CORDIC
para 3, 5, 7, 10 e 15 bits de precisao. Mesmo assim, é mais vantajoso do ponto de
vista computacional usar a menor quantidade de bits possiveis para atingirmos uma
acuracia aceitavel.

A tabela abaixo mostra a evolucao do erro médio quadratico ao longo dos
bits de precisao alocados para a SVD do exemplo acima.

O erro médio quadratico vai crescendo de acordo com a alocacao de bits

para o célculo da SVD, conforme esperado. A distor¢cao maxima aceita pelo sistema
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Tabela 5.3: Erro médio quadratico com precisao variavel dada pelo CORDIC

Coordenadas padrao
Bits de Precisao tr[ Q)
Matlab 1,6320- 101
10 0,0641
8 3,3760
7 6,0276
5 103,2396
3 248436,4685

dependera dos nimero de bits de precisao.

5.6.4 Wiener com precisao variavel pela SVD_CORDIC e

posto reduzido “a posterior:i”

Quando se calcula o filtro de Wiener com precisao CORDIC e se reduz o seu
posto, sao introduzidas duas varidveis de erro: O erro “bias-squared” introduzido
pela redugao do posto e a variancia introduzida pela quantizagao.

Para entender o resultado da simulagao, o ntimero de bits de precisao sera
fixado e a reducao de posto serda variada gradativamente, para que seja vista a
comparagao entre os vetores X,.q (que representa a redugao de posto com precisao
do Matlab) e 0 vetor Xeorgicrea (que representa a redugao de posto com precisao
CORDIC de n bits). Esta seqiiéncia serd repetida para 10, 8 e 5 bits de precisao,
reduzindo o posto de 64 para 50, 40, 30, 20 e 10.

5.6.4.1 10 bits de precisao

Conforme visto nas Segoes 5.6.1 e 5.6.3, as estimagoes com precisao do Matlab
e com CORDIC de 10 bits para posto 64 sao quase idénticas ao vetor original.
A seqiiéncia de figuras a seguir mostra o vetor estimado x com 10 bits de

precisao, para diferentes reducoes de posto na matriz R,,:
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Posto 40, Precisao 10 bits
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Figura 5.11: Wiener para posto 40, comparando as precisoes do Matlab e CORDIC
de 10 bits

Posto 10, Precisao 10 bits
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Figura 5.12: Wiener para posto 10, comparando as precisoes do Matlab e CORDIC
de 10 bits
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Em todas as figuras anteriores, independente do posto reduzido, o vetor re-
ferente a precisao CORDIC de 10 bits é muito préximo ao vetor com precisao do
Matlab, conforme esperado. Isto significa que para 10 bits de precisao o resultado é
bastante satisfatério e apresenta um erro médio quadratico baixo.

A tabela abaixo contém os erros médios quadraticos para todos os postos

com 10 bits de precisao CORDIC e com a precisao do Matlab:

Tabela 5.4: Erro médio quadratico com precisao CORDIC de 10 bits e precisao do

Matlab para diferentes postos reduzidos

tr[Q..] - Reducao com Precisao 10 bits
Posto | Apés o CORDIC | Precisao Matlab

64 0,6238 0,0000

50 1,1444 1,1039

40 5,4586 5,4263

30 13,7176 13,6775

20 24,7496 24,7061

10 39,1946 39,1672

Nota-se que quando se reduz o posto gradativamente, o erro médio quadratico
também vai aumentando, conforme o esperado. Dependendo da taxa de distorcao
minima desejavel para o sistema, é possivel eliminar mais de 20 valores singulares

da matriz, com precisao dada pelo CORDIC e com resultados satisfatorios.

5.6.4.2 8 bits de precisao

Como a precisao agora é de 8 bits, aumentou a distancia entre o vetor esti-
mado pelo CORDIC Xgcordic € 0 Vetor fonte x, como vimos na secao 5.6.3. Quando

se reduz o posto gradativamente, obtem-se:
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Posto 40, Precisao 8 bits
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Figura 5.13: Wiener para posto 40, comparando as precisoes do Matlab e CORDIC
de 8 bits

Posto 10, Precisao 8 bits
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Figura 5.14: Wiener para posto 10, comparando as precisoes do Matlab e CORDIC
de 8 bits
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Nas figuras anteriores com precisao CORDIC de 8 bits, observa-se que o
Vetor Xesicordicred S€ aproxima do seu vetor gabarito Xesreq (precisao Matlab, posto
reduzido), e a distancia entre eles é devida somente ao erro de quantizagao com
8 bits. Pode-se notar que tanto o vetor Xsicordicred quUanto o vetor Xsreq Va0 se
afastando do vetor original x a medida que o posto vai sendo reduzido.

A tabela a seguir contém os erros médios quadraticos para todos os postos

com 8 bits de precisao CORDIC e precisao Matlab:

Tabela 5.5: Erro médio quadratico com precisao CORDIC de 8 bits e precisao do

Matlab para diferentes postos reduzidos

tr[Q..] - Reducao com Precisao 8 bits
Posto | Apés o CORDIC | Precisao Matlab

64 3,8470 0,0000

50 2,1155 1,1137

40 3,0104 5,9709

30 12,1202 14,5821

20 24,0106 25,7785

10 39,8054 40,9278

O fato das microrotagoes CORDIC apresentarem imperfeicoes devido a
operagoes trigonométricas explica a pequena diferenca entre os valores do Matlab e
CORDIC.

Um outro ponto interessante é o fato do posto 50 e 40 terem apresentado
valores com erro menor do que o valor com posto completo. Isto é explicado devido
a propagacao do erro CORDIC no algoritmo de estimacao de Wiener nas coorde-
nadas padrao. Quando se faz a reducao de posto, apesar do erro “bias-squared” ser
introduzido, retira-se, além da informacao dos menores valores singulares, algumas
incertezas originadas nas microrotacoes, fazendo com que o valor do CORDIC para
pequenas reducoes de posto seja ligeiramente melhor do que o valor apresentado
para posto completo.

A medida que os erros de quantizacao vao aumentando devido ao menor

nimero de bits de precisao, este efeito se torna mais visivel. Um exemplo é a
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estimacao para 5 bits de precisao CORDIC, como sera visto na préxima secao.

5.6.4.3 5 bits de precisao

Como a precisao agora é de 5 bits, aumentou ainda mais a distancia entre o
vetor estimado pelo CORDIC Xgcordic € 0 Vetor fonte x.

Para exemplificar o efeito com o posto reduzido, geramos as figuras abaixo:
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Figura 5.15: Wiener para posto 40, comparando as precisoes do Matlab e CORDIC
de 5 bits
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Figura 5.16: Wiener para posto 10, comparando as precisoes do Matlab e CORDIC

de 5 bits

Nas figuras anteriores com precisao CORDIC de 5 bits, observa-se que
Xesteordiered (Precisao CORDIC, posto reduzido) nao consegue acompanhar o seu
vetor gabarito Xesreq (precisao Matlab, posto reduzido) devido ao erro de quan-
tizagao com 5 bits. Pode-se observar que tanto o vetor Xescordicrea quanto o vetor
Xestreq VA0 se afastando do vetor original x a medida que o posto vai sendo reduzido.

A precisao numérica da estimagao CORDIC esta impedindo que uma analise
mais profunda possa ser feita, prejudicando o comportamento do sistema. Como os

erros sao propagados, a relacao entre o posto e o erro médio quadratico é diretamente

ar—

Posto 10, Precisao 5 bits

—— xest
©- xestred
* xestcordicred

20 30 40

afetada, conforme visto na tabela a seguir:
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Tabela 5.6: Erro médio quadratico com precisao CORDIC de 5 bits e precisao do

Matlab para diferentes postos reduzidos

tr[Q..] - Reducao com Precisao 5 bits
Posto | Apds o CORDIC | Precisao Matlab

64 228,5394 0,0000

50 53,9633 0,9079

40 43,6135 5,4740

30 26,8654 13,5014

20 9,3802 24,3718

10 94,0215 39,2494

H4 de se ressaltar que o erro médio quadratico da estimacao CORDIC é bas-
tante elevado para o posto completo, inviabilizando qualquer tentativa de estimacao.
Isto se deve a propagacao do erro da ordem de 5 bits na matriz de Givens, que é
refletida no algoritmo de Wiener. O erro é entao multiplicado por toda a decom-
posigao de Schur e repassado integralmente na equagao (5.24), o que deixa no caso
desta aplicagao o resultado para valores com menos de 5 bits de precisao CORDIC

imprecisos e nao satisfatorios.

5.6.5 Wiener com precisao variavel pela SVD_CORDICRED

e posto reduzido em conjunto

Nesta simulacao, o niimero de bits de precisao sera fixado e a reducao de posto
serd variada gradativamente. A diferenca ocorre na reducao do posto realizada logo
apos o primeiro bit de precisao. Depois da redugao do posto, a matriz continua a
ser rotacionada com o restante dos bits de precisao desejados.

Os graficos mostrarao a comparacao entre os vetores Xgsiyeq (que representa
a redugao de posto com precisao do Matlab), Xcorgicrea (que representa a redugao de
posto ap6s o primeiro bit de precisao CORDIC) e o vetor Xeorgicrea2 (que representa
a reducao de posto depois de aplicada a decomposi¢ao com os n bits de precisao

CORDIC). Esta seqiiéncia sera repetida para 10 e 8 bits de precisao, e para o posto
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de 50, 45, 40, 35 e 30.

5.6.5.1 10 bits de precisao

As figuras a seguir comparam os vetores estimados Xesired, Xeordicred (durante

CORDIC) e Xeorgicreaz (apés CORDIC) com 10 bits de precisdo, para diferentes

reducoes de posto na matriz R,,:

Posto 50, Precisao 10 bits

3*

—— Xxest
© - xestred
—O~ xestcordicred
*  xestcordicred? | -

¢
P

-2

<@

3k

60 70

Figura 5.17: Wiener com posto reduzido enquanto a precisao CORDIC ¢ calculada

(método 1) e depois do CORDIC (método 2), para 10 bits e posto 50
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Posto 30, Precisao 10 bits

—— Xest

© - xestred

—O— xestcordicred
xestcordicred2

Figura 5.18: Wiener com posto reduzido enquanto a precisao CORDIC ¢ calculada

(método 1) e depois do CORDIC (método 2), para 10 bits e posto 30

A tabela abaixo contém os erros médios quadraticos para cada vetor compa-

rado:

Tabela 5.7: Erro médio quadratico com precisao CORDIC de 10 bits e precisao do

Matlab para diferentes postos reduzidos

tr[Q,.] - Reducao com 10 Bits de Precisao
Posto | Durante o CORDIC | Ap6s o CORDIC | Precisao Matlab
64 0,2240 0,2422 0,0000
50 1,1606 1,0415 0,9824
45 14,6476 2,8045 2,7496
40 7,3465 5,7189 5,6646
35 15,0949 9,5335 9,4774
30 22,2999 13,4817 13,4479

Nota-se que quando o posto é reduzido gradativamente, o erro médio quadratico

também vai aumentando para todos os métodos, conforme o esperado.
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Em todas as figuras acima para 10 bits, o vetor referente ao célculo simultaneo
da precisao e redugao de posto (método 1, vetor Xeorgicred) apresenta um MSE um
pouco maior que o método 2, representado pelo vetor Xeorgicreaz). 1sto é explicado
porque existe um erro de quantizacao intrinseco ao método 1 que é introduzido
quando ocorre a primeira rotacao de Jacobi, com 1 bit de precisao. Quando ocorre
a reducao de posto, o erro “bias-squared” é entao introduzido na simulacao, mas em
valor absoluto maior do que o erro de quantizacao, o que faz com que o MSE va
aumentando com a reducao do posto independente do método.

E importante comentar que conforme foi visto na Secao 5.6.4, o método 2
para 10 bits de precisao apresenta resultados parecidos com os resultados da precisao
do Matlab, ou seja, para 10 bits de precisao o resultado é satisfatorio e apresenta

um erro médio quadratico compativel a precisao do Matlab.

5.6.5.2 8 bits de precisao

Para 8 bits de precisao, geramos as seguintes figuras para posto reduzido:

Posto 50, Precisao 8 bits
20

—— xest

© xestred

15 —O— xestcordicred
xestcordicred2

10 20 30 40 50 60 70

Figura 5.19: Wiener com posto reduzido enquanto a precisao CORDIC é calculada

(método 1) e depois do CORDIC (método 2), para 8 bits e posto 50
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Posto 30, Precisao 8 bits
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Figura 5.20: Wiener com posto reduzido enquanto a precisao CORDIC ¢ calculada

(método 1) e depois do CORDIC (método 2), para 8 bits e posto 30

A tabela abaixo contém os erros médios quadraticos para todos os postos

com 8 bits de precisao CORDIC e com a precisao do Matlab:
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Tabela 5.8: Erro médio quadratico com precisao CORDIC de 8 bits e precisao do

Matlab para diferentes postos reduzidos.

tr[Q,.] - Reducao com 8 Bits de Precisao
Posto | Durante o CORDIC | Ap6s o CORDIC | Precisao Matlab
64 6,1094 6,3892 0,0000
50 174,8167 1,6097 1,0911
45 31,8915 0,3596 2,9688
40 16,2390 3,3765 5,8388
35 20,9859 7,9376 10,2360
30 12,7952 13,2225 15,2539
25 18,4062 20,2005 18,3496
20 289,1904 25,8631 24,2888
15 27,1486 31,5385 32,8031

Assim como foi visto na Secao 5.6.4 para 8 bits de precisao, o vetor Xeordicred2
apresentou valores de MSE menores para posto 50, 45 e 40 do que o MSE com posto
completo. Isto ocorreu porque, no caso de 8 bits de precisao, o erro de quantizacao
dos ultimos valores singulares foi retirado na reducao destes postos, fazendo com
que o MSE tenha ficado menor. A Tabela 5.8 mostra claramente este efeito.

Para o método 1, ao realizar o calculo com a precisao de 1 bit, é introduzido
um elevado erro de quantizagao antes da reducao. Este MSE elevado vai diminuindo
gradativamente a medida em que o posto vai sendo reduzido e por conseqiiéncia o
erro de quantizacao vai sendo retirado, até que o erro “bias-squared” supere este
delta, como podemos observar na primeira coluna da Tabela 5.8. Isto torna a reducao

de posto para o método 1 imprecisa se a quantizacao baixar de 8 bits de precisao.

5.7 Resultados da aplicacao

Neste capitulo, foram vistos os efeitos do filtro de Wiener com posto reduzido
sobre a matriz de autocorrelagao R, através da SVD_CORDIC e SVD_CORDICRED,

com precisao variavel.
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Os resultados apresentados para os cinco filtros de Wiener nas coordenadas
padrao (posto completo e precisao do Matlab, posto reduzido e precisao do Matlab,
posto completo e precisao dada pela SVD_CORDIC, posto reduzido apds o calculo
da precisao pela SVD_CORDIC, e posto reduzido em conjunto com o cédlculo dos
bits de precisdo) apresentaram o comportamento dentro do esperado.

E importante ressaltar o efeito do erro de quantizagao sobre o erro
“bias-squared”, que faz com que a reducao de posto em alguns casos apresente um
menor MSE do que o posto completo com precisao finita. Assim como o fato do pri-
meiro método de redugao de posto, cujo calculo se da apds uma iteragcao CORDIC,
apresentar um MSE maior do que o método de reduzir o posto apds a determinacao
da precisao para a aplicacao de estimacao.

Outro ponto relevante é que apesar da complexidade assintética da
SVD_CORDIC ser a mesma complexidade assintética da SVD de Jacobi, aumen-
tamos o nuimero de flops consideravelmente no Matlab. Isto também era esperado,
pois o nimero de flops pelo método de Jacobi é determinado pela tolerancia que se
admite para diagonalizar a matriz desejada. O tempo computacional das fungoes
desenvolvidas nesta tese, se compiladas num processador CORDIC bidimensional
(com somadores e registradores de deslocamento) seria mais rapido do que o tempo
apresentado pelo Matlab, independentemente do nimero de flops calculados. Para
exemplificar, podemos citar Van Loan [1] quando afirma que a multiplica¢ao de uma
matriz triangular nao poderia ser seis vezes mais rapida do que a multiplicacao de
uma matriz quadrada, concluindo que o método de contagem dos flops s6 captura

uma das muitas dimensoes que a eficiéncia de um algoritmo apresenta.
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Capitulo 6

Conclusao

6.1 Contribuicoes da Tese

O principal objetivo e motivacao da tese foi a busca de um método para
reducao de posto com precisao variavel que pudesse ser aplicado em diversas areas
de processamento de sinais e comunicac¢oes moveis.

Propusemos dois métodos para obter o posto e a precisao reduzidos:

1. Um método que reduz o posto apds a escolha da precisao para n bits, dada

pela funcao SVD_CORDIC;

2. Um método que realiza a primeira iteracao CORDIC, reduz o posto e depois

continua a calcular a precisao desejada para mais n-1 iteragoes CORDIC.

Estes dois métodos utilizam o algoritmo de Jacobi para fazer a decomposicao
em valores singulares. A idéia é diagonalizar a matriz desejada através de rotacgoes
de vetores bidimensionais, mantendo constante o valor da norma de Frobenius. A
precisao finita CORDIC é aplicada diretamente na matriz de Givens, respeitando as
suas condigoes de convergéncia e controlando a acuracia do algoritmo. Nao aplica-
mos o CORDIC em todas as operagoes para evitar possiveis erros de arredondamento
que nao poderiam ser desprezados, e também para nao precisar fazer um controle
rigido sobre a convergéncia de cada operacao.

Os resultados que obtivemos em cada simulacao no Matlab estao comentados

a seguir, subdivididos por capitulo:
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e Capitulo 2: As fungées CORDIC implementadas no Matlab (16 fungoes ao
todo) e suas respectivas regides de convergéncia apresentaram os resultados
desejados. Poderiamos ter obtidos resultados mais expressivos nas simula-
coes deste capitulo se a regiao de convergéncia CORDIC para o sistema de
coordenadas linear e hiperbdlico fosse expandida, através das seqiiéncias de
deslocamento. A pesquisa realizada neste capitulo criou uma biblioteca de
funcoes CORDIC que podem ser utilizadas para obter precisao de n bits em

outros algoritmos, cujas implementacoes também sejam feitas no Matlab.

e Capitulo 3: Implementamos a SVD pelo método de Jacobi no Matlab,
fazendo testes com matrizes simétricas 3 x 3 e 5 x 5. As simulagoes foram bem
sucedidas, mas o método de Jacobi limitou o uso dos métodos para reduzir o
posto e a precisao em matrizes simétricas. Apesar de sua baixa complexidade,
esta limitagao nos impediu de obter analise dos resultados em outro dominio de
coordenadas, como por exemplo obtencao do filtro de Wiener nas coordenadas

de coeréncia e canonicas.

e Capitulo 4: Nesse capitulo foram implementados os métodos de posto e pre-
cisao reduzidos usando o CORDIC no algoritmo SVD, principais motivagoes
originais da tese. A implementacao foi feita com o auxilio do método de Ja-
cobi. O exemplo deste capitulo mostra a correlagao entre os dois métodos, que
apresentam resultados semelhantes. Podemos inferir que o método proposto
SVD_CORDICRED reduz a complexidade assintética da SVD para O(nr?),
sendo n as dimensoes da matriz e r a nova dimensao apos a redugao de posto
(visto na secao 4.4). Os métodos propdem uma alternativa de pesquisa na area
de reducao de posto podendo ser aprimorados e adaptados para mais ou menos
bits de precisao com maior ou menor reducao de posto. Por exemplo, pode-se
adaptar o método SVD_CORDICRED para uma melhor relacao entre posto
X precisao, ou seja, apos ¢ iteracoes CORDIC, reduzir o posto e completar a
precisao com n - ¢ iteragoes. Outra forma de aprimorar o algoritmo ¢é fazer
uma iteracao CORDIC, reduzir o posto em uma unidade e assim por diante,

até se chegar a precisao ou ao posto desejados.

e Capitulo 5: Este capitulo junta todas as ferramentas pesquisadas neste tra-
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balho, testadas numa aplicacao de estimacao. Foi implementado no Matlab
um filtro de Wiener nas coordenadas padrao para que a matriz de autocor-
relagao R, pudesse ser decomposta pela SVD com precisao CORDIC. Foi
feita a simulacao para posto completo com precisao Matlab, posto reduzido
com precisao Matlab, posto completo com precisao dada pela SVD_CORDIC,
posto reduzido apés a escolha da precisao pela SVD_CORDIC, e posto redu-
zido ao mesmo tempo em que a SVD_CORDICRED calcula os resultados com
a precisao desejada. Podemos inferir a partir dos resultados apresentados o
funcionamento dos métodos propostos numa aplicacao de estimacao, mas os
resultados poderiam ser melhorados caso o filtro de Wiener no sistema de co-
ordenadas padrao fosse implementado no sistema de coordenadas canonicas

ou de coeréncia, como sugere Scharf [17].

Este trabalho deixa como contribuigao académica um tutorial sobre Cordic e
suas aplicagoes em operagoes aritméticas, uma biblioteca CORDIC para ser usada
no Matlab, uma anélise sobre o filtro de Wiener utilizando a SVD_CORDIC e dois
métodos distintos para realizar a reducao de posto de matrizes simétricas, sendo
uma conseqiiéncia da tese o aprofundamento destes métodos para o uso em outras
aplicagoes, como por exemplo sistemas de comunicacao multiusuarios.

Uma conclusao do Capitulo 5 foi o fato do MSE melhorar com a reducao
de posto para precisoes baixas, aferido pelas simulacoes com o filtro de Wiener. A
explicacao para este efeito independe do método proposto, e se baseia nos efeitos
da reducao de posto. Quando o posto é reduzido, é retirado uma certa quantidade
de informacao do sistema e seus erros de quantizagao inerentes. Quando estes erros
comecam a crescer devido ao uso de menos bits para quantizagao, a redugao de posto
retira esses erros indesejaveis em maior quantidade do que a propria informacao,
como podemos ver na Tabela 5.5. Ou seja, vale a pena reduzir o posto e a precisao
para diminuir a complexidade de algoritmos que possuem matrizes de ordem elevada
em pré de um desempenho desejado. Apesar do aumento do nimero de flops pela
decomposicao em valores singulares, ha de se ressaltar que a contagem de flops pode

nao refletir com exatidao a eficiéncia de um algoritmo.
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6.2 Propostas de Trabalhos Futuros

E proposto como um trabalho futuro a implementacao da SVD por outro
método que nao o de Jacobi para comparacao com os resultados obtidos nesta tese,
tendo como conseqiiéncia a decomposi¢ao SVD de qualquer matriz m x n.

A implementacao do filtro de Wiener nas coordenadas canonincas e de coeréncia
com o uso da SVD_CORDIC para matrizes n x m possibilitaria uma melhora nos
resultados obtidos, e sua comparacao com o trabalho de Scharf.

Outro passo sugerido para trabalhos futuros é a modificagao dos métodos de
posto e precisao reduzidos adaptados para novas relagoes posto x precisao, como

falamos anteriormente na secao 6.1.
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