DECOMPOSICOES DIADICAS NAO-LINEARES USANDO OPERADORES
MORFOLOGICOS

Marcello Artimos Neves

DISSERTACAO SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENACAO
DOS PROGRAMAS DE POS-GRADUACAO DE ENGENHARIA DA
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS
REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE MESTRE
EM CIENCIAS EM ENGENHARIA ELETRICA.

Aprovada por:

Prof. Eduardo Antonio Barros da Silva, Ph.D.

Prof. Marcos Craizer, D.Sc.

Prof. Sergio Lima Netto, Ph.D.

Prof. Ralph da Costa Teixeira, Ph.D.

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL

MARCO DE 2006



NEVES, MARCELLO ARTIMOS
Decomposig¢des Diddicas N&o-Lineares
Usando Operadores Morfoldgicos [Rio de
Janeiro] 2006
XII, 94 p. 29,7 cm (COPPE/UFRJ,
M.Sc., Engenharia Elétrica, 2006)
Dissertagdo - Universidade Federal
do Rio de Janeiro, COPPE
1.Decomposig¢des Diadicas
2.Lifting
3.Projeto de Decomposigdes Wavelets
N&o-Lineares
4 .Operadores Morfoldgicos Auto-Duais
5.Compressdo de Imagens

I.COPPE/UFRJ IT.Titulo (série)

i



Resumo da Dissertacao apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengdo do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

DECOMPOSICOES DIADICAS NAO-LINEARES USANDO OPERADORES
MORFOLOGICOS

Marcello Artimos Neves

Margo /2006

Orientador: Eduardo Antonio Barros da Silva
Programa: Engenharia Elétrica

Originalmente, a Decomposi¢do em Multiresolucao do tipo Wavelet é uma
ferramenta linear. Contudo, reconhece-se atualmente que extensées nao-lineares
sao possiveis; a técnica lifting ¢ uma ferramenta valiosa para a construcao de de-
composigcoes wavelets genéricas, inclusive nao-lineares. Neste trabalho procedemos
a formalizacao matematica de um método recentemente proposto para projeto de
decomposicoes wavelet nao-lineares basedas em passos de [lifting e operadores mor-
fologicos. Além disso, propomos um procedimento que permite otimiza-lo para uma
dada aplicacdo. E investigada a aplicacdo, nos passos de lifting das decomposicoes,
de operadores morfologicos auto-duais, os quais vém sendo utilizados com sucesso
em filtragem morfologica, e possuem caracteristicas desejaveis para as decomposigoes
em questdo. As wavelets morfologicas assim criadas sdo aplicadas em imagens que
sao submetidas a um processo de compressao baseado em codificacao de subbandas.
O desempenho de compressao das decomposicoes usando os operadores auto-duais é
avaliado e comparado com o obtido com decomposicoes lineares amplamente usadas

na literatura.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

NON-LINEAR DIADIC DECOMPOSITIONS USING MORPHOLOGIC
OPERATORS

Marcello Artimos Neves
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Advisor: Eduardo Antonio Barros da Silva
Department: Electric Engineering

In their original form, Multiresolution Wavelet Decompositions are linear
tools. Nevertheless, non-linear extensions are currently recognized to be possible,
where decompositions in lifting steps play an important role. In this work, we
proceed to a mathematical formalization of a non-linear wavelet decomposition de-
sign method recently proposed, based on lifting steps with morphological operators.
Futhermore, we propose a procedure in order to optimize it for a given application.
We investigate the use of self-dual morfological operators in the lifting steps. Self-
dual operators have been used with success in morphological filtering applications,
and possess several useful characteristics for the non-linear decompositions investi-
gated. The generated morphological wavelets are used to decompose images which
are applied to a compression process based on subband coding. The compression
performance of self-dual operators is evaluated and compared with the ones of well

known linear decompositions.
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Capitulo 1

Introducao

Em sua forma original, a Transformada Wavelet é conhecida como uma ferra-
menta linear [2,3|. No entanto, atualmente reconhece-se que extensées nao-lineares
sdo possiveis [4,5]. A decomposi¢do em passos de lifting, introduzida por Daubechies
e Sweldens [5], é uma técnica valiosa para a construcao de Transformadas Wavelets

nao-lineares.

Em [4], Cardoso apresentou um método para projeto de Transformadas Wa-
velets nao-lineares, com a utilizagao de passos de lifting e operadores morfologi-
cos |6-8]. Neste trabalho, comegamos por formalizar tal método utilizando, para isto,
a notacao e o sistema axiomatico desenvolvidos por Heijmans e Goutsias em [9,10)].
Em seguida, é proposta uma melhoria para este método, no sentido de otimizé-lo
para uma dada aplicagdo. Além disso, operadores morfologicos auto-duais sao tes-
tados e os resultados de sua utilizagao sao confrontados com os obtidos por Cardoso

e Artimos em [4] e [11].

Este trabalho é dividido como segue. O capitulo 2 apresenta sucintamente
o sistema axiomatico desenvolvido por Heijmans e Goutsias para decomposicao de
sinais em multiresolugdo do tipo wavelet [10](existem outros tipo de decomposi¢ao de
sinais em multiresolug¢io, onde a decomposi¢ao do tipo piramidal é um exemplo [9]),

que contempla tanto as lineares quanto as nao-lineares.

No capitulo 3 apresentamos a técnica lifting, peca chave para a construgao

de decomposicoes wavelets nao-lineares. A filosofia desta técnica é encadear passos



de operacoes simples para a construcao de decomposi¢oes complexas; com ela, qual-
quer que seja o operador escolhido em cada um desses passos, é sempre possivel a

reconstrucao perfeita.

No capitulo 4, descrevemos um método para projeto de decomposicoes wa-
velet nao-lineares utilizando passos de lifting com operadores morfologicos, com
suporte dado pelo sistema axiomatico apresentado no capitulo 2. Esse método é
primeiramente descrito em sua versdo original, como em [4,11], para, entdo, serem
incorporadas melhorias que permitem otimiza-lo para uma dada aplicacao. J& que
as caracteristicas construtivas do método de projeto impoem que o comportamento
freqiiencial da wavelet nao-linear gerada seja semelhante ao de algumas wavelets
lineares [4,11], utilizamos, para as melhorias citadas, ferramentas lineares de anéalise

freqiiencial.

Como em cada passo de lifting utilizamos operadores morfologicos, dedicamos
o capitulo 5 para uma apresentacao bésica desses operadores. Uma énfase especial
¢ dada aos que possuem a caracteristica de auto-dualidade, muito 1til em filtragem
morfologica de sinais. Os resultados obtidos com a ulizacao de operadores auto-
duais sao dispostos no capitulo 6, bem como as comparagoes com os obtidos por

Artimos [11] e Cardoso [4].

Finalmente, o capitulo 7 traz conclusoes e propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Sistema axiomatico para

decomposicao diadica de sinais

Neste capitulo, apresentamos sucintamente o sistema axioméatico desenvol-
vido por Goutsias e Heimans [10| que engloba todos os tipos de decomposigao diddica

de sinais.

Uma wavelet pode ser construida a partir de uma decomposicao diadica recur-
siva; para isto, somente uma das duas bandas da decomposicao diadica é novamente
dividida em duas outras e assim por diante. Como neste trabalho nao estamos inte-
ressados em quaisquer decomposicoes diddicas, s6 falaremos, a partir de agora, em

decomposicoes wavelets.

A secao 2.1 introduz a definicao de uma decomposicao wavelet acoplada, onde
a etapa de sintese é formada por um tnico operador (acoplado), cujos argumentos
sao os sinais de aproximagao e de detalhe. Na secdo 2.2, apresentamos a defini¢ao
de uma wavelet desacoplada, que é um caso particular da anterior, onde o operador
da etapa de sintese é constituido da adigdo de dois operadores (desacoplados) que
agem, cada um deles, sobre um tnico argumento: o sinal de aproximacao e o de
detalhe, respectivamente. Uma apresentacao mais detalhada dos conceitos presentes
neste capitulo, seguida de inimeros exemplos esclarecedores, pode ser encontrada

em [9,10].



2.1 Decomposicao Wavelet Acoplada

Considere conjuntos (ou espagos) V; e W;, onde j pode variar sobre um
conjunto finito ou infinito de indices. Aqui, & medida que j cresce, a quantidade
de informacdo é reduzida, ou seja, o espago V; (W;) é mais “rico” em informagoes
que Vi1 (Wj41). Nos nos referimos a V; como o espago de sinais de aproximagao
no nivel j e W, como o espaco de detalhes no nivel j. Chamamos de “etapa de
andlise” uma decomposicao de um sinal na direcao de crescimento de j, por meio de

operadores de anélise de sinais ¢]T- : V; — Vji1 e operadores de anélise de detalhes

1
J

w} - V; — Wjii. Ja que os operadores @b} e w; sao projetados para reduzir a
quantidade de informagado do sinal sobre o qual eles sdao aplicados, eles geralmente
nao sao inversiveis. Por outro lado, a “etapa de sintese” procede na direcao de
decrescimento de j por meio de operadores de sintese ‘Ifj Vg x Wi — V. Isto
esta ilustrado na figura 2.1.

Viu Wi

J

Sintese

Analise ",[13- Ww.: | Analise

Figura 2.1: Um estagio de decomposicao wavelet acoplada.

Para que o esquema de decomposicao anterior possa gerar uma representacao

o - Ty
completa de sinais, no sentido de que os mapeamentos (@Z)j,wj) Vi = Vi x Wi
e ‘11]l : Vig1 x Wiy — V; sejam inversos um do outro, é necessario que as seguintes

condicoes sejam satisfeitas:

V(o wl{a))} =, Vr €V, (2.1)

que é chamada de condigao de reconstrucao perfeita, e



Qﬂ;\lfj{(l’,y)} =z, Vx € ‘/j+1 eyc Wj+1

(2.2)
w;\lfi{(x,y)} =y, Vo € ‘/j—i-l eye Wj+1

Defina agora o mapeamento \If; : V; — Vi1 x Wi, como na equacao 2.3 em

seguida:

Vi{z} = (0 {a} wi{z}) (2.3)

As duas condicoes acima descritas nas equacgoes 2.1 e 2.2 garantem que a

decomposicao seja nao-redundante.

A condigao 2.1 implica que o mapeamento \If; : Vi — Vi1 x Wiy, definido
em 2.3, seja uma operacdo injetora (cada elemento do conjunto contradominio V4 X
W41 se relaciona com no maximo um elemento do conjunto dominio V;), enquanto
\Ifi seja sobrejetora. Para demonstrar, considere x; e x5 € Vj, tais que \I/;{:cl} =
\If}{l’g}; pela condicao 2.1, tem-se que llfﬁ{\lf;{xl}} =1 € \If]l{\If;{xg}} = 1.
Como \If;{xl} = \D]T-{l’g}, conclui-se que r; = xo. Logo \IfjT deve ser injetora. Para
mostrar que \Ifjl é sobrejetora, basta perceber que todo elemento x pertencente ao
contradominio V; é relacionado a algum elemento do dominio Vj, fazendo com que
o conjunto imagem seja igual ao conjunto contradominio. Logo \Ifi ¢ uma operagao

sobrejetora.

Por outro lado, a condicao 2.2 implica que \IIJT seja sobrejetora e que \If]l seja

injetora. A demonstracao é analoga ao caso anterior.

Além disso, pode-se mostrar que, se a condi¢do 2.1 é assegurada e \If]T é
sobrejetora (ou \Ifj é injetora), entdo 2.2 é também assegurada. Finalmente, se a

condicao

Em outras palavras, o fato da decomposi¢ao ser nao-redundante significa que
os sinais € Vji; e y € W, nao possuem intersecao, embora sejam suficientes

para reconstruir, a partir de \If}, o sinal no nivel j que os gerou.



Agora, dado um sinal z, € Vj, considere o seguinte esquema recursivo de

analise:

vo — Az, ) — {22,y 01} — - = T Yk Yrm1, - Y1) — (2.4)

onde cada etapa de anélise é dada por

v =yYHa;} € Vi, j 20 (2.5)
Yj+1 = WJT-{%‘} €Wit1,720
E facil perceber que o sinal original xy pode ser perfeitamente reconstruido

a partir de xy e y1, s, ..., yr por meio do seguinte esquema recursivo de sintese:

Z;j :\I’;{(xj—l—layj—i-l)}, j =k - 1,k'—2,...,0, (26)

o que mostra que a decomposicao dada por 2.4 e 2.5 é inversivel. O esquema com-
pleto de representagdo de sinais governado pelas equagoes 2.1 a 2.6 é chamado de
decomposicao wavelet acoplada. Diagramas de blocos ilustrando este esquema
para o caso em que k£ = 3, ou seja, em 3 niveis de decomposi¢ao, sao mostrados na

figura 2.2.

2.2 Decomposicao Wavelet Desacoplada

Um caso particular de interesse é quando existe uma operacao binaria 4 em
V.. que chamaremos de “adicio” (note que + pode depender de j, caso em que
7 q Js

] i L. 1. : .
precisariamos escrever +;), e operadores Y7 Vg = View; : Wi — Vj tais que:

Vi{(z,9)} = vi{etw{y), 2 € Vi ey € Wy (2.7)



=
B

2
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o, S
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Ty— T R
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Yo — \Ijl R |
! > T
Y — v, 0
(b)

Figura 2.2: Decomposi¢do wavelet acoplada em 3 niveis: (a) andlise; (b) sintese.

Nos referimos a w]l- como operador de sintese de sinais de aproximagao e a w]l-

como operador de sintese de detalhes, respectivamente. Assim sendo, as condig¢oes

2.1 e 2.2 podem ser reescritas como:

wjlqﬁj{x}jLwa]l{x} =ux,sex €V (2.8)
¢]T{w]l{x}+w]l{y}} =z,sex € Viyeyec Wy (2.9)
w]T{del{x}jijl{y}} =y,sexeVipeye Wy (2.10)



Nos referimos ao esquema para representacao de sinais governado pelas equa-
¢oes 2.8, 2.9 e 2.10 como decomposicao wavelet desacoplada. Um estagio deste

esquema de decomposicao é ilustrado na figura 2.3.

W'+1

j+l I

Sintese

Andlise | U] w; | Anslise

Figura 2.3: Um estigio de uma decomposicao wavelet desacoplada.

Agora, para um sinal zy € Vj e 0 esquema recursivo de analise apresentado
em 2.4 e 2.5, xg pode ser perfeitamente reconstruido a partir de z, e y1,vs2, ..., Ui

por meio do seguinte esquema recursivo de sintese:

zj = vz eyt j=k—1k—2,...,0. (2.11)

Assim como anteriormente, um sinal z; no nivel j é reconstruido utilizando-se
informacao que s6 esta disponivel nivel j+1. Primeiramente, o sinal z,,; é mapeado
através da operacao ¢]l- de volta ao nivel j, gerando uma aproximacao Z; = 1/1]1-{xj+1}
de x;; de forma andloga, o sinal de detalhe y;,; é mapeado de volta ao nivel j através
da operacgao w]l-, gerando o sinal de detalhe e; = w}{yﬂl} no nivel j; finalmente, os

resultados sdo combinados por meio do operador de adicdo +.

A equacao 2.7 diz respeito somente a estrutura de uma etapa de sintese. Um
diagrama de blocos ilustrando essa etapa, para o caso k = 3, é mostrado na figura

2.4; a etapa de andlise é a mesma da figura 2.2(a).

Vejamos alguns exemplos na secao que segue.
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Figura 2.4: Etapa de sintese de uma decomposi¢cao wavelet desacoplada em 3 niveis.

2.3 Exemplos

Nos exemplos que seguem, consideramos somente um nivel de decomposicao,
isto é, decomposicoes envolvendo somente os conjuntos Vg, Vi, W;. Por simplicidade,

suprimimos os subindices 7 = 0 nos operadores de andlise e sintese.

Exemplo 1 Neste exemplo, apresentamos a decomposicao em componen-
tes polifasicas de ordem 2, também denominada lazy wavalet, muito utilizada na

comunidade de processamento de sinais.

A decomposicao em componentes polifasicas, ou lazy wavelet, é utilizada no

capitulo 4, onde descrevemos um método para decomposicoes diadicas de sinais.

Na lazy wavelet, a operacao de analise 10! deve reter os elementos do sinal de
entrada x situados em posicoes pares, enquanto a operacao w' deve reter os situados

em posicoes impares. Assim, temos:

YHa}(n) =2(2n),n € Z (2.12)

wHz}(n)=22n+1),ne€Z (2.13)



Os operadores de sintese 9! e w! sdo tais que, quando adicionados por meio

da operacdo -+, recuperam o sinal original. Assim, sendo + a adi¢do padrdo, temos:

YHa}(2n) = z(n) (2.14)
vH{z}(2n+1) =0
Sy} 2n) =0

(2.15)
wHyt(2n+1) =y(n)

Exemplo 2 Vejamos um exemplo numérico de decomposicao em componen-

tes polifasicas.

Seja xo(n) = n, ou seja, xo = [0;1;2;3;4;5;...], para n > 0. Pela equagao

2.12 encontra-se:

x1 = Y {zo}(n) = 29(2n) = 2n, ou seja, x; = [0;2;4;.. ], para n > 0.

Da mesma forma, pela equagao 2.13, encontra-se:

y1(n) = wH{ze}(n) = 20(2n + 1) = 2n + 1, ou seja y; = [1;3;5;...], para n > 0.

Na sintese, pela equacao 2.14, tem-se:

vHz,}(2n) = 21(n) e pH{z,}(2n + 1) = 0, ou seja,

YHa} =[0;0;2;0;4;0;...],n > 0.
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Pela equacao 2.15, chega-se a:

wHy1}(2n) = 0 e vy }(2n + 1) = y1(n) , ou seja,

wHyi} =[0;1;0;3;0;5;0;...], n > 0.

Finalmente, com o operador de sintese W'{(z,y;)} dado pela adicdo padrao

dos operadores parciais ¢! {x1} e w!'{y,}, consegue-se a reconstrucao perfeita:

UH(x1,51)} = oo} + W} =
=[0;0;2;0;4;0;...] +[0;1;0;3;0;5;0; .. .| =
(2.16)
=10;1;2;3;4;5;...] =

11



Capitulo 3

O Esquema Lifting

Uma importante proposta de Sweldens para construgao, de forma simples
e flexivel, de novas decomposi¢oes wavelet, possivelmente nao-lineares, a partir de
outras ja existentes foi a técnica denominada lifting [5]. Ela compreende uma dada
transformada wavelet seguida por um nimero arbitrario de dois tipos de passos de
operacoes simples: o passo de predicao e o de atualizagao, a que chamamos passos de
lifting. No de atualizacao, o sinal de aproximacao da wavelet original é modificado
a partir de informacao da banda de detalhes; no outro tipo, o sinal de detalhes é
modificado a partir de informacao contida na banda de aproximagao. Esses passos

podem ser invertidos e, por isso, a propriedade de reconstrucao perfeita é garantida.

Assim, com a técnica lifting, é possivel modificar os operadores de analise e
sintese de modo a construir wavelets com “melhores caracteristicas” que a original;
aqui, a expressao “melhores caracteristicas” pode ser interpretada de diferentes ma-
neiras, dependendo da aplicacao. Por exemplo, no caso de aplicacao em compressao
de imagens, pode ser requerido que o sinal de detalhes tenha energia reduzida, entao
podemos modificar o operador de sintese no sentido de que sua saida tenha baixa

energia.

O esquema lifting é uma ferramenta poderosa e genérica, apesar de sua sim-
plicidade; uma de suas qualidades, que é de especial interesse para este trabalho, é

a possibilidade de construir decomposicoes wavelets nao-lineares.

Como dissemos, em seu trabalho, Sweldens apresentou duas modalidades de

12



passos lifting:

e prediction lifting ou lifting para predicao, que na anélise modifica o operador
w! e na sintese modifica o operador !, no caso acoplado, ou %', no caso

desacoplado;

e update lifting ou lifting para atualizacao, que na analise modifica o operador
! e na sintese modifica o operador ¥!, no caso acoplado, ou w', no caso

desacoplado.

Tratamos essas duas modalidades separadamente nas proximas segoes.

3.1 Lifting para Predicao (Prediction Lifting)

Considere um nivel de uma decomposicao wavelet governada pelos operadores
de analise ¥' : Vy — V4 e w! : Vj — W, e o operadore de sintese W' : V; x W; — V;
(suprimimos o subindice j = 0 por conveniéncia), tais que as condigoes 2.1 e 2.2
sao satisfeitas. Considere também um operador de predicao qualquer 7 : V; — W;.

Sendo assim, um passo de lifting para predicao é definido como:

y1 =y — {21} (3.1)

onde 71 = ¥ {xo}, y1 = w{zo}, 20 € Vp € y} € 0 novo sinal de detalhes apos o passo

de lifting para predicao.
Esta definicao leva a etapa de analise ilustrada na figura 3.1.

E facil perceber que o sinal z, pode ser perfeitamente reconstruido a partir

de z; e ¥}, uma vez que:

UH{(z1,y) + m{z})} = UH{(z1,51)} = 70 (3.2)
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Figura 3.1: Um passo de Lifting para Predicao: analise e sintese.

Isto leva a etapa de sintese ilustrada na figura 3.1.

Com a introducao do passo de lifting para predicao, os novos operadores de

anélise @D; e w; e sintese \If}) sao dados por:

dplay =vHa}, v €Vp (3.3)
w{az} = w{z} —m{z}, z € Vg (3.4)
\If]l){(x,y)} =UH(z,y+7{z})},zeVieyec W (3.5)

Para mostrar que o esquema formado apos a introducao do operador de [lif-
ting continua sendo uma decomposicao wavelet, devemos verificar que os operadores
w;,, w; e \If}) satisfazem as condicoes 2.1 e 2.2. Para z € 1}, temos (os superindi-
ces entre parénteses acima dos sinais de igualdade sao as equacoes usadas para o

desenvolvimento da demostragao):

14
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Ui {(up{a} o))} =09 v (v {a}, wl{a} + myl{a})} =
=G8N wH{(yHa},w{a} - mp{a} + mol{z}} = (36)
= H{(ya},w{a})} =

_(21) ,

Isto mostra que os operadores @D;, wIT, e \If}) satisfazem a condicao 2.1. Além

disso, com x € V; e y € W, temos:

I (@)1} =9 YU (2 9)}} =
=09 G (2, + 7o)} = (37)

_(22) .

Finalmente, temos:

{0 {(z, )} =0 W (2, )} — "V { (2, y)} =
=0 W {(w,y + w{a})} — 7 WL {(2,9)} =
=Gy 4 mw{a} — m U{(2,y)} = (3.8)
=GNy + n{z} — n{a} =

=¥

Asigualdades 3.7 e 3.8 mostram que os novos operadores de anélise satisfazem

a condicao 2.2, o que conclui a demonstracao.

3.2 Lifting para Atualizagao (Update Lifting)

Analogamente ao que fizemos na se¢ao anterior, podemos modificar o sinal

de aproximacdo x; € V) gerando o sinal atualizado (updated) x} € V; utilizando
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informacao contida em y; € W;. Podemos realizar tal tarefa criando um operador

A Wy — V) e definindo a operacao de [lifting para atualizacdo como segue:

7y = x1— My} (3.9)

onde 1 = ¥ {zo}, y1 = wH{xo}, 10 € Vi e 2] & 0 novo sinal de aproximagio apos o

passo de lifting para atualizacao.

O passo de atualizacao dado por 3.9 é ilustrado na etapa de anélise da figura

3.2.
- wl 931 il?; "Ell "/—D
'\T/ z,
T Ly
0] % A qjl 0
Fy F r'y
1 Y Y 1 U
» w »
Analise Sintese

Figura 3.2: Um passo de Lifting para Atualizagdo: anéalise e sintese.

E evidente que a reconstrucdo perfeita é possivel; basta que a modificacio

causada pela introdugao do passo de lifting seja desfeita:

z1 =y + My}

(3.10)
v = UH{(z1, 1)} = YL + My b))

Isto leva a etapa de sintese ilustrada na figura 3.1.

Os novos operadores de anélise e sintese sao dados por:
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Yz} =z} — Moz}, z € V) (3.11)

wH{zy =Wz}, 2 €1} (3.12)

Ui{(z, )} ==+ Myt y))l,zeVieye W, (3.13)

Da mesma forma que no caso do lifting para predi¢dao, pode-se mostrar que
os operadores 1], w! e W! satisfazem as condigoes 2.1 e 2.2, definindo, entdo, um

esquema de decomposicao wavelet.

3.3 Lifting para Predicao e Atualizacao (Prediction-
Update Lifting)

Um passo completo de lifting é formado pelo operador de predicao 7 seguido

pelo de atualizagao \; esta composicao é dada por:

Y1 =491 — 7T{xl} (3.14)
zy =11 — Myi}

e ¢ ilustrada na figura 3.3

A reconstrucao perfeita de xg a partir de x e y] é conseguida como segue:

=2 + My}
v = o+ 7{m1} = o + 7 {7 + My, (3.15)
Ty = \I’l{(Il, )} = ‘I’l{xﬁ + Myt oy + m{2) + My b}

Esta composicao leva aos operadores modificados de analise e sintese, @D;u,

wl, e Ul como nas equagbes que seguem:
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Figura 3.3: Um passo de Lifting para Predicao e Atualizacao: anélise e sintese.

U} = oHa} = Mo{a} —mH{a}}, 2 €V (3.16)
wh {z} =w{z} =7z}, z € Vg (3.17)
(3.18)

Uz, )y =@+ Myt y+m{z+ My}l zeVieye W,

Para mostrar que este esquema define uma decomposicao wavelet, basta ve-

rificar que os operadores ¥}, wl, e W} satisfazem as condigdes 2.1 e 2.2.

Também é possivel construir um esquema formado por um passo de atualiza-
¢ao, com operador A : V|, — Wy, seguido por um passo de predi¢ao, com 7 : Wy — Vi,
sendo denominado lifting para atualizagio e predigao (update-prediction lifting).
w;u e \If}m

Até o momento, mostramos como podemos criar operadores w;u,

utilizando, no méaximo, um passo completo de lifting, mas note que podemos inse-

rir tantos passos quanto forem necessérios para que a decomposi¢ao apresente as

caracteristicas requeridas a uma dada aplicagao.

18



E importante salientar que para que seja garantida a propriedade de recons-
trucao perfeita da wavelet original, em todos os esquemas apresentados nas segoes
3.1, 3.2 e 3.3, nao é feita nenhuma suposicao acerca dos operadores 7™ e A, ou seja,
eles podem ser quaisquer. Por isso, a ferramenta lifting é usada neste trabalho como

subsidio para construcao de wavelets nao-lineares.

3.4 Laifting no caso linear

A figura 3.4 mostra um nivel de uma decomposi¢ao wavelet linear, contem-
plando tanto a etapa de analise como a de sintese. Na anélise, E(n) é passa-baixa
e g(n) é passa-alta. O simbolo de subamostragem | 2 é equivalente ao operador ¢!
dado pela equacao 2.12. Na sintese, o simbolo de superamostragem | 2 é equiva-
lente ao operador ¢! dado pela equacdo 2.14. Além disso, os filtros h(n) e g(n) sao,

respectivamente, passa-baixa e passa-alta.

+1(1)
— z(n -

z,(n) Z;(n)=x;(n)

h 4
=

(n)

— yj+1
i " —@— s

Analise Sintese

A 4

Figura 3.4: Um estagio de decomposicao wavelet linear: anélise e sintese.

Em se tratando de wavelets lineares, caso os filtros de sintese das bandas
de aproximagdo e de detalhes satisfagam a condi¢do de complementariedade |3, 5],
Daubechies e Sweldens mostraram que é possivel fatord-los em passos de lifting

utilizando o algoritmo de Euclides para fatoracao de polinémios de Laurent [5].

Em todos os casos de filtros lineares, a fatoracao em passos de lifting resulta,
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na anélise, (a) numa decomposigdo em componentes polifasicas (ou lazy wavelet)
descrita pelas equagbes 2.12 e 2.13 (ver exemplo 1 da secdo 2.3), (b) seguida de
operagoes m; : V; — Wie N, : W; — V;, com i € {1,2,...,1}, onde I depende da
ordem dos filtros lineares a serem fatorados e, por fim, (c) a atua¢do de uma cons-
tante multiplicativa K no resultado da banda de aproximacgao e de uma constante
% no resultado da banda de detalhes. A sintese é obtida de forma direta, através da
aplicacao dos passos de [lifting invertidos, como visto nas se¢oes anteriores. A figura
3.5 ilustra essa fatoraciio, onde denotamos por )y, Wiy, Yiw € Wiy 0s operadores
de analise e sintese da lazy wavelet, definidos respectivamente pelas equacoes 2.12,

2.13, 2.14 e 2.15.

: zh =
RS Ri] r11 o i1 T L1711 T 1
o : T
Az}
k. A A
x,
— Ty Ay T ks Ty riy
3 3
L yLI —
o T 1,0 gt y1 Y-t o v T Y1 “
Wrw — N K —
wpu{To}

v

1 ; T T 71 1 T1i-1 T 1,0 o
LK ESE— Mgy T g vhy

Fy
o Y11 W4 Y1,
i 1 1.1 YLI-1 Y1 g P-4 1.1 yo| |
— i74 > + > + — "'ULVV

Figura 3.5: Fatoragdo de filtros lineares em passos de lifting: analise (acima) e

Ty

sintese (abaixo).

Em seguida, vemos dois exemplos do resultado desta fatoragdo quando apli-

cados & wavelet Haar e & Daubechies 9-7.

Exemplo 1 (Wavelet Haar) Primeiramente, consideramos a decomposi¢ao wave-

let de Haar, em que temos os seguintes filtros de sintese:
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(3.19)

m =0
A =1
Ty = —1/2 (3.20)
Ao =0
K=1

ou seja,
T1,0 = wT{J?o}
Y10 = WT{J?O}

T11 = 10 — 7T1{y1,0} =T10

Y11= Y10 — >\1{551,1} =¥Y1,0 — 21,1 = Y10 — T10 (3 21)
_ _ 1 _ 1 1 1 1 )
T =211 — To{y11} = T11 + 5911 = T10 + 5910 — 5710 = 5710 + 5Y1,0

Y12 = Y11 — >\2{$1,2}

!/
.fL’l = .]71,2

r_
Y1 = Y12
onde

- o € o sinal de entrada a ser decomposto;

- ¢! e w! sdo dados pelas equacdes 2.12 e 2.13, respectivamente, isto ¢, definem uma

decomposi¢ao em componentes polifasicas;

- 1, ¢ um sinal que pertence ao espago de sinais de aproximacao V; (primeiro nivel
de decomposi¢ao wavelet) e ja sofreu ¢ atualizagoes pelos operadores do tipo

A (i-ésimo passo de lifting);
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- Y1, € um sinal que pertence ao espago de sinais de detalhes W, e ja sofreu i

modificagoes com operadores 7 de lifting para predigao;

- z) e y| sdo as saidas das bandas de aproximacao e de detalhes, respectivamente.

Exemplo 2 (Wavelet Daubechies 9-7) Agora, consideramos a decomposi¢ao

wavelet Daubechies 9-7, cujos coeficientes dos filtros de sintese sao dados na tabela

3.1

H(z) G(z)
+0,0377692 | 40, 0644393
—0,0238126 | —0,0406275

—0,110991 | —0,418373
+0,377596 | —0, 788613
+0,852079 | —0,418373
+0,377596 | —0,0406275
—0,110991 | +0, 0644393
—0, 0238126

+0, 0377692

Tabela 3.1: Coeficientes dos filtros de sintese da wavelet Daubechies 9-7.

A fatoracao resulta nas operacoes de atualizacao e predicao conforme 3.22:
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(3.22)

ou seja,

T10 = l/)T{l’o}

Y10 = WT{l’o}

T11 = 1,0 — 7T1{y1,0}

Y11 = Y10 — >\1{1’1,1}

Tip =211 — To{y11} (3.23)
Y12 = Y11 — >\2{$C1,2}

T13 = T1,2 — 7T2{y1,2}

Y1,3 = Y12 — >\2{1’1,3}

;1

Ty = f$173
I

y1 = Ky13

Note de que todas as operacgoes \;(z) sdo do tipo mt; - <1+§71> e todas as

operagdes 7;(z) sdo do tipo ms; - (1£2); ambas sdo passa-baixas (suavizadoras), di-

ferindo apenas no atraso ou avanco que cada uma gera, ou seja 2!

ou z. Repare
que as operagoes \;(z) tentam gerar uma estimativa de uma amostra da banda de
detalhes situada na posi¢ao 2n — 1 (do sinal original) a partir de uma interpolagao
linear entre amostras da banda de aproximacao situadas nas posicoes 2n e 2n — 2;
por outro lado as operagdes 7;(2) tentam refinar as amostras da banda de aproxima-

¢ao situadas nas posigoes 2n a partir de uma interpolacao linear entre amostras da
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banda de detalhes situadas em 2n—1 e 2n+1. Os atrasos e avangos dessas operagoes
podem ser explicados se tivermos em mente que boas estimativas de uma dada amos-
tra sdo feitas utilizando-se vizinhos espaciais (ou temporais); desse modo, quando
uma dessas operagoes age no sentido de modificar uma amostra localizada numa
determinada posi¢ao (ou instante) k, elas o fazem utilizando os vizinhos localizados

nos instantes (ou posigoes) k — 1 e k + 1.

Vale comentar que diversos pares de filtros lineares geram, quando fatorados,
operagoes m;(z) e A\;(z) como descrito acima. Essa observagio sera 1til no capitulo 4,

onde apresentamos um método de projeto para decomposicoes wavelets nao-lineares.
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Capitulo 4

Método para Projeto de Wavelets

Nao-Lineares

O método que apresentamos neste capitulo utiliza a ferramenta lifting des-
crita no capitulo 3. Este foi inicialmente proposto por Cardoso ( [4], [11]) e agora
é descrito com o sistema axiomatico apresentado no capitulo 2. Posteriormente,
algumas modificagdes para o método sdo introduzidas com o intuito de adequé-lo

melhor a uma dada aplicacao.

Considere uma decomposi¢ao wavelet de um tinico nivel (a defini¢ao encontra-
se no capitulo 2) governada por uma lazy wavelet (decomposi¢do em componentes
polifasicas) seguida de um ntimero arbitrario I € N de passos de lifting do tipo

prediction-update (w1, A1, T2, Aoy ..., Ty Ay ..., 71, Ar).  Denotando por ¢ITJW, w{w,

zﬂfw e wﬁw os operadores de andlise e sintese da lazy wavelet, definidos respecti-

vamente pelas equagoes 2.12, 2.13, 2.14 e 2.15, temos:

T10 = ¢£w{$o}, x0 € Vo

y10 = wiw{zo}, 7o € Vo

Y1 =Yri-1 — Ti{r1i1}, 1 € {1,2,..., 1}
T =T1i-1 — N{va}, i€ {1,2,...,1}

(4.1)
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x’lzwgu{xo}:%~x171,K€Rex'lEV1 (4.2)

Y =wl iz} = K-y, K €eReyl €W, '
Uma observagao quanto a notagao: o sinal x;; pertence ao espago de sinais de
aproximagao V; (j-ésimo nivel de decomposicdo wavelet) e ja sofreu ¢ atualizacdes
pelos operadores do tipo A (i-ésimo passo de lifting). Da mesma forma, o sinal y;;
pertence ao espago de sinais de detalhes TW; (j-ésimo nivel de decomposigao wavelet)
e ja sofreu ¢ modificagbes com operadores 7 de lifting para predigao (i-ésimo passo

de lifting).

A figura 4.1 ilustra este esquema de decomposicao.

J
T
i _ x Tla-1 T TLI-1 Tr L
Q/J;EW o L 'f"':\ - % >
Y w;u{wo}
A
Ly
—* T hy ks Ty My
X
11 YT =
| T Y1,0 u, Y11 Yi,1 o
Wiw — K=
wh o}
@y . Tir TL1-1 Ty Tli—1 @19 oo
—- K ’C)i—’ —( i)7—> + | Urw
T T [
.fﬁ[)
Ry L Ay e |
Fy
/ Y1, 1
9 1 Y11 M i Y11 .

Figura 4.1: Esquema de decomposi¢cao do método de projeto:

sintese (abaixo).

analise (acima) e

Observe que para projetar mais de um nivel de decomposigao (J > 1), basta
projetar o primeiro nivel com o método e utilizar a decomposicao resultante para
gerar os demais niveis requeridos decompondo a banda de aproximagao de um nivel
em duas novas do proximo nivel. Ou seja, basta fazer realizar o seguinte esquema

recursivo de anéalise:
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To — {901,?/1} - {$2,y2,y1} T {$k>yk,yk—1, . >y1} — (4-3)

onde

2 =2} € Vig, 520

(4.4)
y;'—l—l = w;u{x;} < Wj+17 j >0
Agora, sejam 7; e \; definidos como na equacao que segue:
m=cs;-m,t€41,2,..., 1} ecs; €R
{ J (4.5)

Ni=ct;- N, ie€{l,2,...,]}ect; R

Na equacgao 4.5, m e A\ sdao operadores que devem possuir as seguintes duas

caracteristicas:

1. ser uma operagao suavizadora que significa, na linguagem de processamento
de sinais, ser um filtro passa-baixa;

“+00

2. conservar o valor médio do sinal sobre o qual sdo aplicados, ou seja, >, xz(n) =
+o0 +o0 S
5 wlem)l= 5 Ma(n).

Observe que se m ou A é nao-linear, entao toda a decomposicao é também

nao-linear.

Neste ponto, cabe uma nota importante. Em [5], Sweldens e Daubechies
desenvolveram um algoritmo para fatoracdo de um par de filtros lineares (7!, w') -
que definem uma decomposicao wavelet - em passos completos de lifting. A aplicacao
de tal algoritmo a intimeros pares de filtros lineares freqiientemente resulta em passos
de lifting cujas operacoes, tanto de predi¢ao quanto de atualizacao, sao filtros passa-

baixa com ganho unitario na freqiiéncia zero, ou seja, sdo operagoes suavizadoras

27



que conservam o valor médio do sinal sobre o qual sao aplicadas. Veja o exemplo 2

da segao 3.4.

Utilizando o esquema de decomposicao wavelet descrito pelas equacgoes 4.1 e

4.2, o método de projeto consiste nas trés etapas abaixo:

1. encontrar valores para as constantes csy, cty, csg, Cto, ..., CS;, cty, ..., CS, cty que

satisfacam as seguintes equacoes:

y1(n) =0, para xo(n) = 1,n € Z; (4.6)

2y (n) =0, para xo(n) = (—1)",n € Z; (4.7)

2. encontrar o valor de K que satisfaga a seguinte igualdade:

2y (n) = V2, para zo(n) = 1,n € Z (4.8)

3. escolher as operages morfologicas m e A (e os respectivos elementos estruturan-
tes) levando-se em consideragio as caracteristicas de suavizagio e conservagao

do valor médio citadas anteriormente.

Na linguagem de processamento de sinais, diz-se que a equagao 4.6 impoe
que a relacdo entre y; € W; e xy € V) da wavelet projetada seja um filtro passa-alta
(saida nula para entrada na freqiiéncia zero) e que a relagdo entre 2} € Vj e g € V)

seja um filtro passa-baixa (saida nula para entrada de freqiiéncia ).

Além disso, a equacao 4.6 significa que a decomposicao wavelet projetada

possui um momento nulo (vanishing moment) [12].

A equacao 4.8 corresponde a propriedade de conservacao de energia das wa-

velets lineares, ou seja, € uma maneira de garantir que a saida da banda passa-baixa
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x) nao cresca indefinidamente a medida que aumentamos o nimero .J de niveis de

decomposicao [11].

Note que o sistema de equacoes formado por 4.6, 4.7 e 4.8 pode ser solucio-

nado com algoritmos de programacao numérica.

Exemplo 1 Neste exemplo, vamos projetar uma decomposicao wavelet usando o
método descrito anteriormente. Para isso, considere que a decomposicao é realizada

com somente um passo completo de lifting, ou seja, as incognitas sao csy, cty e k.

Comecamos por escrever as equagoes que descrevem a decomposi¢ao, como

na equacao 4.1:

T10 = ¢£w{$o}, x0 € Vo

Y10 = W}Ew{fo}, x0 € Vo

(4.9)
Y11 = Y10 — 7T1{$1,0}
\ T11 = T1,0 — )\1{?/1,1} = T1,0 — )\1{?/1,0 - Wl{xl,o}}
Agora, considere uma entrada zo(n) = 1, Vn.
210(n) = Phwizo}(n) = zo(2n) = 1
y10(n) = Lw{xo}(n) =z9(2n+1)=1 (4.10)
y11(n) = y1o(n) —m{zio}(n) = y11(n) =1 —csy

z11(n) = 210(n) = Mi{yro — mi{z10}}(n) = z11(n) =1 —cti(1 — cs1)

Nas igualdades da equagao 4.10 acima, foi necessario aplicar os operadores
T = csy - e A\ = cty - A (ver equagdo 4.5) a sinais constantes (seqiiéncia de 1’s).
Como as operagoes m e A devem ter as propriedades de suavizagao e conservacao
do valor médio, quando elas sao aplicadas a um sinal constante, elas se comportam

como uma fungao identidade. Ou seja, se x(n) = 1, entdo w1 (n) = csy e A;(n) = cty.

Agora, considere uma entrada z(n) = (—1)". Dessa forma, temos:
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z10(n) = Uiy {zo}(n) = 2o(2n) = 1
y10(n) = Lw{xo}(n) =zo(2n+1)=-1
Y1.1(n) = y10(n) — m{xi0}(n) = y11(n) = =1 —cs;

10(n) = A{yro — m{z10}}(n) = 211(n) =1 —cty (=1 —csy)
(4.11)

1’1,1(71)

Comecamos impondo que a decomposicao satisfaca a equagao 4.6. Entao, na

equacdo 4.10 devemos fazer y; ;(n) = 0, o que implica em

l—cs1=0=cs;=1 (4.12)

Em seguida, impomos que a decomposicao satisfaca a equacao 4.7. Entao,

na equacao 4.11 devemos fazer x;1(n) = 0, o que implica em

1
l—cty(—1—cs1)=0=1—cty(—1—1)=0=cty =3 (4.13)

Agora que encontramos o valor das constantes cs; e ct;, resta encontrar o
valor de K. Para isto, devemos fazer, na equagio 4.6, com que x1(n) - - = v/2,

que implica em:

[1—cty(1—csy)] - V2 =1+ V2= K=

(4.14)

=| =
Sl

(1-1)]-

Caso I > 1, ou seja, caso tenhamos mais de um passo de lifting, teremos que
satisfazer duas igualdades (equagoes 4.6 e 4.7 ) utilizando mais de duas incognitas
(cs1,cty, 89, Cla, ..., €Sy, Cty, ..., €Sy, ctr), 0 que faz com que o sistema de equagoes

seja sobredeterminado.
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Na proxima se¢ao, sugerimos um procedimento que visa modificar o método
de projeto de modo a restringir o campo de busca e otimizar a solugao para uma

dada aplicacao.

4.1 Procedimento para otimizacao da solucao

Com o intuito de restringir o espago de busca e otimizar a solu¢ao para uma
dada aplicacao, uma modificagao pode ser introduzida no método de projeto original
descrito anteriormente. A modificacao consiste em substituir a primeira etapa do

método de projeto pela resolucao do seguinte problema de otimizagao:

min O{ (0, 27, 91)}

C
sujeito a (4.15)
yi(n) =0, para zo(n) = 1,Vn € Z
#h(n) =0, para zo(n) = (—=1)",n € Z
) (n) = V/2, para xo(n) = 1,n € Z
onde C' = (cs1, cty, €Sy, Cha, . . ., €S, Cty, . .., ¢Sy, ctr, K) e @ é uma fungdo ob-

jetivo relacionando os sinais xg, = e ;.

Note que, enquanto no caso anterior a primeira etapa do método de projeto
consiste apenas em solucionar as equacgoes 4.6 e 4.7, no caso atual estas equagoes
sao as restricoes de um problema de otimizacao. Esse fato restringe o espaco de
busca - ou seja, toda solugdo deste método de projeto modificado (atual) é também
solucao do método original - e, deste modo, a solugao entao encontrada pode ser mais
“vantajosa” para a aplicacdo em questdao, bastando para isso que a funcao objetivo

que se quer minimizar seja convenientemente escolhida.
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Capitulo 5

Nocoes Preliminares em Morfologia

Matematica

Este capitulo é dedicado & apresentagao dos conceitos basicos de morfologia
matematica e a definicdo dos operadores morfolégicos utilizados neste trabalho. Para

uma compreensdao mais detalhada do assunto, recomendamos |1,6-8,13|.

Comecamos por apresentar operadores definidos em um reticulado completo
(complete lattice [1,7,9]), para, apds, apresentamos outros definidos sob o paradigma

nao convencional dos inf-semireticulados completos (complete inf-semilattice [1,13])

No capitulo 4, quando da descricao do método de projeto de decomposigoes
wavelets nao-lineares, vimos que os operadores morfolégicos usados nos passos de
lifting devem possuir duas caracteristicas: a de suavizacao e a de conservacao do

valor médio do sinal sobre o qual eles atuam.

Contemplamos neste capitulo alguns operadores morfolégicos construidos sob
a oOtica da auto-dualidade, pois esta propriedade é interessante por levar, aproxi-
madamente, & conservacao do valor médio. Vemos que os reticulados completos
sao conjuntos sobre os quais existe uma limitagao para a construcao de operadores
auto-duais. O mesmo nao acontece com os inf-semireticulados completos, pois estes
tltimos formam uma base para uma morfologia intrinsicamente auto-dual [1,13]. O
preco a ser pago ¢ termos que abandonar o paradigma dos reticulados completos,

que ¢ largamente aceito desde as ultimas décadas.
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5.1 Morfologia em Reticulados Completos

Nesta secao, apresentamos a morfologia matematica em sua forma classica,

ou seja, definida sobre reticulados completos.

Como ja mencionado, esse paradigma impoe limitagoes para a construcao de
operadores intrinsicamente auto-duais, isto é, que agem da mesma forma sobre o
picos e vales dos sinais, conservando, aproximadamente, o valor médio dos sinais

sobre os quais eles atuam.

Na verdade, os operadores definidos em reticulados completos aparecem em
pares, onde os integrantes de cada par sao duais entre si, como por exemplo a erosao-
dilatacao e a abertura-fechamento; o efeito é que os operadores dos pares atuam de
forma complementar sobre os picos e vales de sinais: enquanto um deles reduz os
picos, diminuindo assim o valor médio, o outro faz o justamente o oposto, ou seja,

reduz os vales aumentando o valor médio.

Contudo, é possivel, com a combinagao inteligente de operadores simples,
definirmos outros com a propriedade da auto-dualidade. Apresentamos alguns destes

no final desta secgao.

O leitor interessado pode encontrar uma discussao mais detalhada deste as-

sunto e a prova dos resultados em [7].

Definigao 1 (Reticulado Completo) Um conjunto £ com uma ordenagio parcial
< é chamado de reticulado completo se todo subconjunto I C £ tem um supremo

V K e um infimo A K.

Por supremo entendemos menor limite superior, isto é, menor elemento de £
maior ou igual a qualquer elemento de K. Analogamente, infimo quer dizer maior
limite inferior, isto é, maior elemento de £ que ainda é menor ou igual a qualquer

elemento de K.

O supremo de um reticulado completo £ é representado por T e o infimo por

l,ouseja\/L=TeANL=L.
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Definigdo 2 (Adjuncao) Considere dois reticulados completos £ e M, e dois
operadores ¢ : L — M e § : M — L. Dizemos que o par (,J) constitui uma

adjuncao (adjunction [1,7,9]) entre £ e M se

Ny <rey<dah,zeleyeM (5.1)

A equivaléncia em 5.1 é chamada de relacao de adjunc¢ao e constitui a peca-

chave para a teoria de reticulados completos da morfologia matematica.

Proposigao 1 Se o par (¢,d), onde ¢ : L — M e 6 : M — L, constitui uma
adjuncao, ou seja, se ¢ e § satisfazem a relacao de equivaléncia em 5.1, entao o

operador ¢ satisfaz a seguinte propriedade:

e{ Nz} = \efzi} (5.2)

iel iel

para qualquer familia de sinais {z; |i € [} C L.

Além disso, ¢ satisfaz a seguinte propriedade dual:

5{\/ yit = \/5{%} (5.3)

iel iel

para qualquer familia de sinais {z; |i € [} C M.

Defini¢do 3 (Erosdo e Dilata¢gdo) Um operador ¢ : L — M é chamado de
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erosao se ele satisfaz a equacao 5.2. E um operador 6 : M — L é chamado de

dilatacao se ele satisfaz a equacao 5.3.

Das definigoes 2 e 3 e proposi¢ao 1, temos a seguinte proposicao.

Proposigao 2 Se o par (¢, ) forma uma adjuncao entre os reticulados completos £

e M, entao € é uma erosao e § é uma dilatagao.

Os reticulados completos que usamos neste trabalho sao conjuntos de sinais,
e ndo apenas conjuntos de valores. Definimos o reticulado completo Fun(FE,7) como
o conjunto de sinais com dominio E e imagem 7. Se 7 tem uma ordenacao parcial

<ex,y € Fun(E,7), temos:

v <y,sex(p) <yp), e L

Definicao 4 (Operador Crescente) Um operador ¢ : L — M é dito crescente se

para quaisquer z1,xo € L tal que z1 > xo, tem-se e{x1} > e{xs}.

Agora considere x1,z9 € L, tal que z; > zo. Entdo, dado um operador ¢
qualquer (ndo necessariamente uma erosao), temos e{ A z;} = e{xy}. Se € é uma
erosao, pela equacao 5.2 temos e{x2} = A ef{x;}. gs{tlj}ﬁltima igualdade diz que
o minimo entre e{x;} e e{x2} (lado direil’ce(;{ 1(712; igualdade) é e{z>} (lado esquerdo da
igualdade). Assim, acabamos de mostrar que se £ é uma erosio e r; > To, entio

e{x1} > e{xs}; logo € & um operador crescente.

De forma anéloga, temos que a dilatacao também é um operador crescente.
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Dois mapeamentos morfolégicos em Fun(Z¢, 7T) (ou seja, de Fun(Z? 7) em
Fun(Z¢,T)) que sao a base para a constru¢ao de alguns operadores que usaremos

neste trabalho, sao a dilatacao plana e a erosao plana, dados por:

da{z}(n) = \/ z(n — k), z € Fun(Z*,T) (5.4)
ea{y}(n) = /\ y(n+k), y € Fun(Z%, 7) (5.5)

Nas equacoes 5.4 e 5.5 acima, A C Z? ¢ um dado conjunto conhecido como

elemento estruturante.
Note que (£4,04) constitui uma adjuncao a luz da definigdo 2.

E facil notar, pelas equactes 5.4 e 5.5, que se 0 € A, entdo:

da{x}(n) > x(n), Vn (5.6)

ea{y}(n) < y(n), vn (5.7)

A equacao 5.6 significa que §4 € um operador extensivo, enquanto a equagao
5.7 significa que €4 é anti-extensivo. Note que um operador extensivo aumenta o

valor médio do sinal sobre o qual ele atua, enquanto o anti-extensivo diminui.

Exemplo 1 Considere um sinal x € Fun{Z, Z} definido por

x(n) =n, para 0 <z < 2

z(n)=5—mn,para2 <n <5
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Entao, x = [0;1;2;2; 1;0].
Seja A = {0,1} C Z. Considere também a condigao de contorno z(—1) = 0.

Entao, pela equagao 5.4, temos:

0a{2}(0) = V 2(0 — k) = max{z(0); (1)} = 0

oa{z}(1) = :\Zfﬁ(l — k) = max{z(1);2(0)} = 1
Saleh(2) = V o2 = k) = max{a(2); (1)} = 2
o4{z}(3) = k\e/Aaf(3 — k) = max{z(3);z(2)} = 2
oa{z}(4) = k\e/Aaf(4 — k) = max{z(4);z(3)} = 2
o4{z}(5) = k\g/Aaf(5 — k) = max{z(5);z(4)} =1

Ou seja, d4{z} = [0;1;2;2;2;1].

Vemos que d4{z} > x, o que ja era de se esperar pelo que vimos anterior-

mente.

Denotamos id, a operag¢ao identidade em um reticulado completo £, ou sim-

plesmente id quando nenhuma confusao possa ocorrer.

Definicdo 5 (Negac¢do de sinais) Uma operagdo v : L — L é uma negacao

se ela satisfaz as seguintes condicoes:

- v é bijetora;
- v reverte uma ordenagdo, isto é, z < y = v(y) < v(z), para z,y € L;

- v? =id, o operador identidade.

Para todo = € Fun(F,7T), exemplos de negagdo sao dados nas equagoes 5.8

e 5.9:
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v{z} =—z,se 7T =R (5.8)

v{z}=N—-1—z,s¢e T ={0,1,...,N — 1} (5.9)

Definicdo 6 (Mapeamento de Negacdo de operadores) Sejam L e M dois
reticulados completos com os operadores de negacao v, e v, respectivamente.
Dado um operador ¢ : £L — M, o mapeamento de negacao ¢* : L — M é definido

por

0" =umoug (5.10)

Se v = v = vy € o0 operador de negacao dado pela equagao 5.9, pode-se
mostrar que as operagoes 04 e €4, definidas respectivamente em 5.4 e 5.5, satisfazem

as seguintes igualdades |6, 8]:

* :g
AT (5.11)
EZ = 5,4

Definicdo 7 (Dualidade entre operadores) Dois operadores ¢ : L — M e

¢ : L — M sao duais entre si se eles satisfazem a seguinte relacao

ct=pep =0 (5.12)

Concluimos, por 5.11 e 5.12, que as operagoes d4 € £4 sao duais entre si.

Entéo, é 6bvio que se (£4,04) constitui uma adjun¢do, o mesmo acontece com o par
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(0%,¢%). Essa caracteristica é valida para qualquer par de operadores que forma

uma adjuncao, como na proposi¢ao que segue.

Proposigao 3 Se o par (g,0) forma uma adjuncdo entre £ e M, entdo (%, &)

também forma.

Agora apresentamos a defini¢ao de filtros morfolégicos.

Definicao 8 (Filtros Morfolégicos, Abertura, Fechamento) Seja o um mape-

amento em um reticulado completo £. Considere as seguintes definigoes:

1. o é idempotente, se 0% = o;

2. Se o é crescente e idempotente, entao o é um filtro morfolégico;

3. Um filtro morfolégico o que satisfaz o < id (o é anti-extensivo) é chamado de

abertura;

4. Um filtro morfolégico o que satisfaz ¢ > id (0 é extensivo) é chamado de

fechamento.

Proposigao 4 Seja o par (¢,0) uma adjun¢do entre os reticulados completos £
e M. Entdo, a luz da definicdo 8, o operador o : M — M definido por o = de é
uma abertura em M e o operador 3 : L — L definido por § = € é um fechamento

em L.

Vimos anteriormente que o par (£4,04) dado por 5.5 e 5.4 constitui uma
adjun¢do em Fun(Z,7). Entao, pela proposi¢ao 4, conclui-se que os mapeamentos
as:Fun(Z,7) — Fun(Z,7) e B4 : Fun(Z,7T) — Fun(Z, T ), dados pelas equagoes

5.13 e 5.14 sao, respectivamente, uma abertura e um fechamento. Dizemos que
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ay € a abertura pelo elemento estruturante A e § é o fechamento pelo elemento

estruturante A.

A :5A5A (513)

Ba =¢c40a (5.14)

Proposicao 5 Os operadores a4 e 34 definidos, respectivamente, por 5.13 e 5.14
sdo duais entre si (com relacao ao operador de negacao dado pela equacdo 5.9), ou
seja,
ay = fa
4 (5.15)
Bh=aa

Exemplo 2 Seja f uma imagem digital cujas linhas pertencem ao conjunto Fun(Z, 7T),

onde 7 = {0;1;...;255}. Considere A = {—2;—1;0;1;2} C Z.

As figuras 5.1, 5.2, 5.3 ilustram, respectivamente:

- aimagem f;
- a imagem resultante da aplicacao da operagao abertura ay = d€4 as linhas de f;

- a imagem resultante da aplicagdo da operacao fechamento 4 = €404 as linhas de

f-

Vemos que a aplicagao da abertura deixa a imagem mais escura, pois ay < id
(anti-extensiva). Por outro lado, vemos que a aplicagdo do fechamento deixa a
imagem mais clara, pois 34 > id (extensiva). Lembre que quanto menor o valor de

um pizel, mais escuro ele é, e vice-versa.
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Figura 5.1: Imagem f: Lena.

Como visto no capitulo 4, neste trabalho estamos interessados em operadores

que possuem as seguintes propriedades:

- ser suavizador;

- conservar o valor médio dos sinais sobre os quais eles atuam.

Os operadores d4 € €4 nao satisfazem nenhuma dessas duas propriedades. Ja
a abertura ay = dse4 € o fechamento 0 = €464, ambos filtros morfologicos, sao
operacgoes suavizadoras. Porém, elas nao conservam o valor médio do sinal sobre
o qual elas atuam, ji que ay < id e § > id. Contudo, o mapeamento definido
pela média aritmética entre esses dois filtros conservam, aproximadamente, o valor

médio.

Definigdo 9 (Operador v,) Sejam «4 e (4 governados pelas equagoes 5.13 e

5.14. O operador 4 : Fun(Z, £) — Fun(Z, L) é definido como segue
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Figura 5.2: Aplicacao de a4 as linhas de f.

g+
ya =22 P4 (5.16)

Definigao 10 (Auto-dualidade de um operador) Um operador o : L — L

é dito auto-dual se

ot =0 (5.17)

Proposigcao 6 O operador v, definido pela equagao 5.16 é auto-dual com relacao ao
operador de negacao dado pela equagdo 5.9, ou seja, ya(x) = N —1—y4(N —1—x),
x € Fun(E,{0,1,...,N —1}).
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£
:

Figura 5.3: Aplicagdo de 34 as linhas de f.

Esta proposicao nao é encontrada na literatura, por isso é necessario prova-la.

Prova Vimos na proposicao 5, equacao 5.15, que as operacoes a4 € 34 sao duais

entre si com relacao ao operador de negacao dado por 5.9. Sendo assim, temos:
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Ya{z} = vyafva} =
=N —1—7a{vz} =

=y (alvek e,
_ 2N =2 —aa{va} — Ba{va}
2
(N —1—afvz})+ (N —1-p{vz})
2
(va{vz}) + (vB{vz})
2
_a{z} + 8z} _
2
B} rols) _
2

= (5.18)

= ya{z}

Exemplo 3 Neste exemplo, comparamos a aplicacdo dos operadores a4, 54 € Y4,
onde A = {—2;—1;0;1;2}, a um sinal unidimensional z € Fun(Z,R). A figura 5.4
mostra:

(a) o sinal original z;

(b) a abertura de x, ou seja, as{x};

(c) o fechamento de x, ou seja, B4{z};

(d) ya{z}.

Note que o operador vy aproximadamente conserva o valor médio de .

Quando aplicados em imagens, os operadores auto-duais possuem a caracte-
ristica de processar o background e o foreground da mesma forma, ao contrario dos
que nao sao auto-duais. Assim, eles tendem a conservar o valor médio do sinal sobre

o qual eles sao aplicados.
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B,

(d)

Figura 5.4: (a) Sinal original z; (b) aa{z}; (¢) Ba{z}; (d) ya{zx}.

Exemplo 4 A tabela 5.1 apresenta os valores médios do sinal = da figura 5.4(a)
e apo6s aplicacao de diversos operadores morfologicos. Em todos os casos, A =

{-1;0;1}.
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Tabela 5.1: Comparagao do valor médio ap6s aplicacao de diversos operadores mor-

fologicos ao sinal = da figura 5.4(a).

sinal valor médio
sinal original z —1.9945 - 107017
apo6s aplicacao de dy4 0.3021
apo6s aplicacao de €4 —0.3021
apo6s aplicacao de oz —0.0320
apo6s aplicacao de (4 0.0320
ap6s aplicacdo de v4 | —4.9525 - 107017

Veja na tabela que o operador v, aproximadamente conserva o valor médio

do sinal z.

Em seguida, vemos outros exemplos de operadores auto-duais num reticulado

completo que usamos neste trabalho.

Definigao 11 (Operador toggle contrast) O operador toggle contrast ka : L — L
é definido por:

,8e B4—id < id —«
o= ] e ! (5.19)

a4, nos demais casos

Definigao 12 (Operador morphological centre) Considere dois operadores mor-

fologicos em L definidos por my = a4 € na = Paca.

O operador morphological centre 0,4 : L — L & definido por:

04 = (id \/(ma \na)) /\(ma\/ n4) (5.20)

onde x\/ y é equivalente a \/{z;y} e z A\ y é equivalente a A{z;y}.
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Proposicao 7 O operador toggle-contrast  : L — L, definido pela equacao 5.19 é
auto-dual [6].

Proposicao 8 O operador morphological centre 6 : L — L, definido pela equa-
¢ao0 5.20 é auto-dual [6].

Na préxima secao, estudamos outros operadores que sao intrinsecamente

auto-duais.

5.2 Morfologia em Inf-Semireticulados Completos

Uma conseqiiéncia importante do fato de definirmos a teoria classica da mor-
fologia matemética sob a Otica dos reticulados completos é que os operadores assim
definidos aparecem em pares, auto-duais entre si, como por exemplo os pares erosao-

dilatacao e abertura-fechamento.

O efeito causado por este fato é que, dados dois operadores duais entre si

pertencentes a um par, um deles é anti-extensivo enquanto o outro extensivo.

Vimos anteriomente que o método de projeto descrito no capitulo 4 requer
que os operadores usados nos passos de lifting sejam suavizadores e conservem o

valor médio de seu argumento.

Os operadores anti-extensivos e os extensivos definidos em reticulados com-
pletos, ainda que sejam suavizadores como, por exemplo, a abertura e o fechamento,
nao conservam o valor médio. Isto acontece, pois eles atuam de forma diferente
nos picos (foreground) e vales (background) dos sinais. Os operadores auto-duais,

como vimos na se¢ao anterior, agem da mesma forma sobre os picos e vales. Isto faz
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com que eles aproximadamente conservem o valor médio. Por isso a motivacao de

estudarmos operadores auto-duais.

Nesta se¢ao, ao contrario do que acontece com os reticulados completos, apre-
sentamos um paradigma em que os operadores morfologicos definidos sao, por natu-
reza, auto-duais. Esse novo paradigma é criado abandonando-se a ordenacao parcial
< dos reticulados completos e substituindo-a por uma nova ordenacao <. Com isto,
pode-se gerar um novo sistema axiomatico a que chamamos inf-semireticulado com-
pleto (complete inf-semilatice ou cisl [1,13]). O preco a ser pago é que este sistema
nao é mais compativel com o dos reticulados completos, este tltimo largamente
aceito desde a tltima década. O nome inf-semireticulado completo vem do fato de,
neste sistema, nao ser mais possivel falar em supremo de uma colecdao de sinais,

como faldvamos nos reticulados completos.

Nao fazemos uma apresentacao exaustiva deste assunto, mas expomos tao
somente os principais resultados que sao tteis a este trabalho. O leitor interes-
sado pode encontrar uma discussao mais detalhada e as provas dos resultados em

Heijmans e Kresch [1].

Na secao anterior, definimos os operadores em reticulados completos, que
possuem uma ordenag¢ao parcial <. Sob este paradigma, o mapeamento v — —ux,

x € Fun(E, R) reverte a ordenagdo parcial, ou seja:

r<y= —y < —x, para z,y € Fun(E, R).

Da mesma forma, o mapeamento z — N—1—z, z € Fun(F,{0,1,..., N—1})

também reverte a ordenacao parcial, ou seja:

r<y=N-1—-y<N-1-—x, paraz,y € Fun(£,{0,1,...,N —1}).

Como dissemos, o passo-chave em direcao a uma morfologia auto-dual é a

substituicao de < por outra ordenagao parcial, como na equacao 5.21
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r=y,se0<x<youy<x<0,ondex,yecT. (5.21)

Nesta nova ordenacao parcial, dois valores sao comparaveis se ambos possuem
o mesmo sinal ou se, pelo menos, um deles é zero. Note que x =< y significa que os

valores x e y possuem o mesmo sinal e x é mais proximo de zero que y.

Definigao 11 (Inf-Semireticulado Completo ou cisl) Um conjunto £ com
uma ordenagdo parcial < é chamado de inf-semireticulado completo (complete inf-

semilattice ou cisl [1,13]) se todo subconjunto I C £ tem um infimo AK.

Seja KK = {x;]i € I}. O infimo AK é dado por:

N\ x;, se todo x; > 0
iel

Nier%i = & \/ x;, se todo z; <0 (5.22)
i€l

0, nos demais casos

Note que todo inf-semireticulado completo tem no minimo um elemento, que
é zero neste caso. No entanto, o supremo Y em geral ndo existe [13|. Na verdade,
s6 podemos falar em supremo de um conjunto de valores caso todos eles apresentem

0 mesmo sinal; neste caso, o supremo é o valor mais afastado de zero.

A préxima proposicdo mostra porque esta nova alternativa para ordenagao

parcial é de especial interesse em relacao a propriedade de auto-dualidade.

Proposicao 7 Sejam dois valores quaisquer x,y € K. O mapeamento v — —x

em K nao reverte a ordenacao parcial <, ou seja:
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Da mesma forma que na se¢ao anterior, Fun(F,7T) representa o conjunto de
todos os sinais com dominio em E e imagem 7. Se 7 tem uma ordenagdo parcial

<eux,y € Fun(F,7T), temos:

z =y, sex(p) Jylp)Vpe E

A figura 5.5 ilustra dois sinais xz,y € Fun(F,7) em que = < y. A figura
5.6 mostra, na linha escura, o infimo entre dois sinais x, y em um inf-semireticulado

completo.

Figura 5.5: Exemplo de dois sinais =,y € Fun(E,7) em que x =< y. Fonte da

figura: [1].

Definigao 12 (Adjuncgao em cisl’s) Considere dois inf-semireticulados completos
(cisl’s) L e M, e dois operadores ¢/ : L — M e ¢ : M — L. Dizemos que o par

(¢/,9") constitui uma adjungao entre £ e M se

Myt zrzey<x{ah,zeleye M (5.23)
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Figura 5.6: Infimo entre dois sinais: Ax,y. Fonte da figura: [1].

Proposicao 8 (Erosao e Dilatagdo em cisl’s) Um operador ¢ : L — M é

chamado de erosao se ele satisfaz a equacao 5.24:

€/{Ai€[l’i} = kiep":‘/{l’i} (524)

para qualquer familia ndo vazia de sinais {z; | i € I} C L.

Definamos o conjunto M|e’] por:

MT={yeM|Fx e L:y < e{z}} (5.25)

Se (¢/,4") constitui uma adjungao entre £ e M, e ¢ é dada por 5.24, entdo o

operador ¢’ : MIe'] — L dado pela equagdo 5.26 é uma dilatagao.

Myt =r{zelL|y=<e{z}},ye M (5.26)

Note que o dominio da dilatacdo &’ é limitado aos sinais que sao menores

ou iguais, no sentido =<, aos elementos do conjunto imagem de ¢’. Sendo assim, se
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(¢’,0") constitui um cisl, a dilatagdo ¢’ sempre pode ser aplicada no resultado da

aplicacao de ¢’ a um sinal qualquer.

Definicdo 13 (Operador Crescente) Um operador ¢ : L — M é dito cres-
cente (com relagdo a ordenagdo <) se para quaisquer x1,zo € L tal que x1 > 9,

tem-se £'{x1} = &'{xs}.

Dois mapeamentos morfologicos em Fun(Z¢,7) que usamos neste trabalho

sao a dilatacao plana e a erosao plana em cisl’s, dados por:

8z} (n) = Yiear(n — k), z € Fun(Z%,T) (5.27)

ea{y}(n) = Areay(n+ k), y € Fun(Z°, T) (5.28)

Pode-se mostrar que os operadores definidos anteriormente nas equacoes 5.27
e 5.28 sdo crescentes. Além disso, o par (¢/y,9’) constitui uma adjungio a luz da

definicdo 12 e seus operadores satisfazem as equagoes 5.24 e 5.26 [13].

Exemplo 5 Considere um sinal = € Fun{Z, Z} definido por

x(n) =n—2, paran € Z tal que 0 <n <4

Entdo, x = [—2;—1;0;1; 2].

Seja A = {0;1} C Z. Considere também a condigao de contorno z(—1) = 0.

Entao, pela equacao 5.27, temos:
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34 {x}(0) = Yrear(0 — k) = Y{z(-1);2(0)} = 2
Oa{r}(1) = Yieaz(l — k) = Y{z(0);2(1)} = -2
04{7}(2) = Yiear(2 = k) = Y{z(1);2(2)} = -1
Ta{7}(3) = Yiear(3 — k) = Y{z(2);2(3)} = 1
Ta{r}(4) = Yrear(d — k) = Y{z(3);z(4)} = 2

Ou seja, ¢ {z} = [-2;—-2;—1;1;2].
Note que ¢, {z} > x.

Considere agora que A = {—1;0; 1} e as condigoes de contorno sdo z(—1) =0
e x(5) = 0. Nessa nova condicao, suponha que queremos calcular o valor da dilatagao

em n = 2. Entao:

S {2} (2) = Yreaz(2 — k) = Y{z(1);2(2); 2{3}} = Y{-1;0; 1} # (5.29)

Neste caso a dilatagdo ¢’; nao é definida, pois o supremo de um conjunto de

valores com sinais opostos nao existe.

Definicdo 14 (Abertura) Um operador o : £ — L em um inf-semireticulado

completo £ é chamado abertura se ele satisfaz as seguintes propriedades:

1. « é crescente;
s s : 2 _ .
2. « é idempotente, ou seja, a” = «;

3. « é anti-extensivo, ou seja, a{r} <z, x € L.

Como « é crescente e idempotente, entao ele é um filtro morfologico.

93



Proposigao 9 Seja o par (¢/,¢') uma adjungio entre os inf-semireticulados com-
pletos £ e M. Entdo, a luz da definicdo 8, o operador o : £ — L definido por

o' = ¢'¢’ € uma abertura em £ [13].

Note que o operador oy : Fun(Z,7) — Fun(Z, T), definido por o/, = §,¢/s,
onde ¢’y e ¢/, s@o dados respectivamente pelas equagdes 5.27 e 5.28,6 uma abertura
no inf-semireticulado completo Fun(Z, 7). Na abertura, a dilatacdo existe, pois ela
é calculada apo6s aplicagio prévia da uma erosdo. A operagao fechamento (dilatagao
seguida de erosdo) ndo sera usada neste trabalho, pois ela nem sempre existe, uma

vez que o seu dominio é limitado, assim como o da dilatacao.

A figura 5.7 mostra um exemplo de aplica¢do da erosdo €’y (lado esquerdo)
e da abertura o/, = §4¢’, (lado direito), onde A = {—3;—-2;—1;0;1;2;3} [13].
Repare que a erosao cria um “platé” na regiao onde o sinal de entrada x cruza o
eixo horizontal. Esse platd garante a existéncia da dilatacao e, por conseguinte, da

abertura.

Figura 5.7: Exemplo de aplicagio de erosio (lado esquerdo) e abertura (lado direito).
Repare que a erosao cria um “platé” na regiao onde o sinal de entrada x cruza o
eixo horizontal. Esse platd garante a existéncia da dilatacao e, por conseguinte, da

abertura. Fonte da figura: [1].
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Definicdo 15 (Nega¢do de operadores) Dado um operador o : L — M, o

mapeamento de negagdo o* : L — M é definido por

o*(zr) = —o(—x),z € L (5.30)

Definigao 16 (Auto-dualidade de um operador) Um operador o : L — L

é dito auto-dual se

ocf=0 (5.31)

ou seja, o{zr} = —o{—z}, v € L.

Proposigao 10 A erosdo ¢/, definida pela equacdo 5.28 é uma opera¢do auto-

dual. [13].

Proposicao 11 A dilatagao ¢’y definida pela equacdo 5.27 é uma operagao auto-

dual. [13].

Proposigao 12 Considere a adjung¢do formada pelo par (¢/,,¢,). A abertura defi-

nida por o/ = ¢’4¢’, é uma operacdo auto-dual. [13].

Nesta se¢ao, definimos auto-dualidade fazendo uso do mapeamento de ne-

gacdo xr — —x. Porém, neste trabalho aplicamos operadores morfologicos nas
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linhas de imagens digitais, que s@o sinais pertencentes a Fun(Z,7), onde 7 =
{0,1,..., N — 1}. Neste caso, dada uma linha = de uma imagem, nao faz sentido

falar em —zx, pois este operador nao pode ser definido em 7.

Entao, a primeira vista, nao é possivel aplicar os operadores auto-duais apre-
sentados nesta se¢ao (¢4, ¢y e /4 ) a sinais com imagem em 7{0,1,..., N — 1}.
Contudo, a proxima proposicao fornece o subsidio necessario para que os resultados

desta secao possam ser aplicados de forma apropriada nesse trabalho.

Proposigao 13 Seja = um sinal definido em Fun(E,7), onde 7 = {0,1,..., N —1}.
Considere também ¢ : Fun(F,7") — Fun(F,7’),onde 7' = {—%, —%, o0, 3 NS
um operador auto-dual no sentido da defini¢ao 16, ou seja, {{z} = —¢{—z},x € T'.

Entao o mapeamento 1 : Fun(E,7) — Fun(F,7T) definido pela equagao 5.32 abaixo:

N -1 N -1
2 2

nfz} =z - (5.32)

¢ uma operacao auto-dual no sentido n{z} = N —1 —n{N — 1 — z}.

Exemplo 6 Seja x um sinal definido em Fun{Z,7}, onde 7 = {0;1;...;255}.

Entao, podemos aplicar a erosao definida na equacao 5.28 da seguinte forma:

255 255
nafz} = eyfz - 7} +t5 (5.33)
Apesar ¢/, ser definida em Fun(Z,7"), onde 7' = {—23%; - 233, | ;0;...; 22, 20}

o dominio de 74 continua sendo o mesmo de z, ou seja, Fun{Z, 7 }.

Uma operacao n com a propriedade de auto-dualidade mencionada na propo-

sicao 13 age da mesma forma no background e foreground dos sinais sobre os quais
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é aplicada, o que tende a conservar o seu valor médio.
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Capitulo 6

Resultados

Diversas sao as aplicagoes das decomposi¢oes em multiresolucoes: codificacao
de imagens, video e dudio baseada em subbandas [14]; as modulacoes digitais e as
técnicas de miltiplo acesso realizadas num sistema de comunicagdo digital [2,3]; a

analise de sinais para remocao de ruidos; a anélise estatistica; etc.

Neste trabalho, aplicamos as decomposicoes wavelets projetadas com o mé-
todo descrito no capitulo 4 em imagens, para posterior aplicagao em um algoritmo de
codificagao de imagens baseado em subbandas. Assim, come¢amos a primeira se¢ao
deste capitulo descrevendo sucintamente o método de compressao de imagens cha-
mado EZW, que possui trés etapas: uma decomposicao wavelet, uma quantizacao,
e uma codificacao baseada em subbandas. Em seguida, para um completo entendi-
mento da aplicacao em questao, mostramos como realizar decomposicoes wavelets
bidimensionais de imagens utilizando as decomposi¢oes unidimensionais projetadas
como o método apresentado neste trabalho. Na segunda secao, apresentamos resul-
tados de testes das decomposicoes projetadas, quando usadas para implementar a
etapa da transformacgao wavelet do método EZW. Sao analisadas as influéncias de
diversos parametros nos resultados: o niimero de niveis de decomposi¢ao, o compri-
mento do elemento estruturante usado nas operacoes morfologicas, algumas solugoes
apresentadas pelo método de projeto descrito no capitulo 4, e os operadores mor-
fologicos usados nos passos de lifting. Em todos os casos, observamos que quanto

maior o elemento estruturante da operagao morfologica, piores os resultados dos tes-
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tes. Por isso, apresentamos um artificio para que possamos modificar uma imagem
de modo que a utilizagdo de um elemento estruturante de determinado tamanho
na imagem modificada funcione como se estivesse sendo utilizado um de tamanho
menor na imagem original. Esse artificio é agregado aos operadores morfologicos e,
entao, novos testes sao realizados. Os melhores resultados sao comparados ao da

wavelet linear Daubechies 9-7, amplamente usada na literatura.

6.1 Decomposicoes Bidimensionais e EZW

Neste trabalho, o método de projeto descrito no capitulo 4 é utilizado para
gerar decomposicoes nao-lineares em multiresolucao do tipo wavelet para que sejam
aplicadas em imagens, com o objetivo de prepara-las para posterior aplicacao do
método EZW [15](Embedded Zerotree Wavelet) de compressao de imagens baseado
em codificagao de subbandas. O método EZW foi desenvolvido para aproveitar
as caracteristicas presentes em imagens resultantes de uma decomposicao linear
em multiresolu¢do obtida com uma DWT (Discrete Wavelet Transform), com o
objetivo de codificé-las eficientemente segundo a 6tica do compromisso entre taxa
e distor¢do [16]. Como varios outros algoritmos de compressao de imagens, o EZW
pode ser dividido em trés etapas: a transformacao - que reduz a redundancia presente
no conjunto de dados original, fazendo com que a imagem transformada apresente
alta concentracao de energia, isto é, poucos elementos detendo grande parte da
energia -, a quantizacdo - que reduz a faixa dinimica e a precisdo numérica dos
dados transformados -, e a codificacdo - que representa o conjunto quantizado de
uma forma mais compacta, atribuindo c6digos de comprimento grande aos elementos
menos provaveis e de comprimento pequeno aos mais provaveis [14,17,18]. Note que
a quantizacdo impoe perdas, ji que reduz a precisao numérica dos dados. Assim,
parte da compressao deve-se & quantizagao e outra parte a codificacao. A figura 6.1
ilustra as etapas do método EZW; nela a etapa da transformacao wavelet, que faz
0 mapeamento entre a imagem original x, e as subbandas z5,,, 2, ,, T2,,., T2,,>

i, Tiy, € T1yy, € discutida em seguida.

O que fizemos nos testes foi substituir a etapa de transformacao do EZW,
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a bits a bits b bits, b<a

X2 11| X2y, » X2 11| X2y, ”
gz gz
x wavelet X2, 0¥ 20y quantizagdo X2 % 255
0
Kl - Kl X igy
¢ bits, c<b=a
codificagéo

Figura 6.1: Etapas do método EZW de compressao de imagens.

inicialmente realizada por uma DW'T, que é uma transformacao linear, por uma de-
composicao wavelet morfologica (ndo-linear); as etapas de quantizacdo e codificagao
foram mantidas inalteradas. Os resultados das decomposi¢oes morfologicas foram
considerados tanto melhores quanto menor a distor¢ao entre a imagem original e a
recuperada apos processo de compressao / decompressao com EZW a uma dada taxa
de bits por simbolo; essa distor¢ao é calculada por uma medida objetiva chamada
PSNR, (Peak Signal to Noise Ratio), que relaciona a energia do pico da imagem
original com a energia média da distorgdo causada pelo processo de compressao /

decompressao.

O fato de modificarmos somente a etapa de transformacao do EZW foi feito
com a intencao de analisarmos a influéncia da utilizacao das decomposicoes wavelet
morfolégicas projetadas neste trabalho em detrimento as wavelets lineares. Contudo,
as etapas de quantizacao e codificacao do algoritmo EZW original foram projetadas
para que fossem utilizadas com uma DWT, ou seja, com uma wavelet linear. Assim,
uma anélise mais justa poderia ser feita se substituissemos, também, as etapas
de quantizacao e de codificagao por outras otimizadas para serem usadas com as
decomposigoes wavelet morfologicas. Isto pode ser objeto de estudo de trabalhos

futuros.
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Quando filtramos linearmente um sinal bidimensional x(m,n), como uma
imagem, precisamos de um filtro cuja resposta ao impulso h(m,n) também seja
bidimensional. Porém, uma classe importante de filtros bidimensionais é aquela
dos filtros separaveis, ou seja, aqueles que podem ser separados numa filtragem
unidimensional das linhas seguida de uma filtragem unidimensional das colunas.
No caso linear, isto é equivalente a termos h(m,n) = hi(m)hy(n), onde hy(m) é a
resposta ao impulso de um filtro (unidimensional) linear que deve ser aplicado nas

linhas e ho(n) a resposta ao impulso que deve ser aplicado nas colunas.

Da mesma forma que nos filtros lineares, podemos realizar uma decomposicao
bidimensional com as wavelets unidimensionais nao-lineares geradas neste trabalho.
Primeiramente, basta decompormos as linhas da imagem teste, gerando duas sub-

bandas intermediirias com as seguintes caracteristicas:

- uma delas resultante de filtragem passa-baixa (low-pass) nas linhas (sinal de apro-
ximacao), denominada de z; (“’L” de low-pass);

- outra resultante de filtragem passa-alta (high-pass) nas linhas, denominada de xy

(““H” de high-pass);

Posteriormente, decompomos as colunas destas subbandas intermediarias z,
e ry, gerando quatro subbandas finais (duas subbandas a partir de cada subbanda

intermedidria) com as seguintes caracteristicas:

uma delas sendo uma aproximagao da imagem de teste (passa-baixa nas linhas e

nas colunas), e é denominada por x;

outra tendo somente detalhes horizontais (passa-baixa nas linhas e passa-alta nas

colunas), sendo denominada de zpp;

uma terceira tendo somente detalhes verticais (passa-alta nas linhas e passa-baixa

nas colunas), denominada por zyy;

a tultima tendo detalhes diagonais (passa-alta nas linhas e colunas), ou seja, que

nao sao nem verticais nem horizontais, sendo denominada .
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Neste esquema de decomposicao, se o sinal de teste tem M linhas e N colu-

nas, entao as subbandas intermediarias tém, cada uma, dimensao M X% - devido a

subamostragem nas linhas - e as quatro subbandas finais tém dimensoes %x% A

figura 6.2 ilustra esse esquema de decomposi¢ao.

—= | Xy | —

Figura 6.2: Um nivel de decomposicao bidimensional gerada a partir de uma de-
composicao unidimensional. Da esquerda para a direita: sinal original, as duas
subbandas intermediarias geradas a partir da decomposicao das linhas da imagem
original, as quatro subbandas finais geradas a partir de decomposi¢ao das colunas

das subbandas intermediarias.

A figura 6.3 mostra como as quatro subbandas resultantes de uma decom-
posicao bidimensional podem ser dispostas de modo a formar uma imagem com a

mesma dimensao da original.

Exemplo 1 Para um melhor entendimento deste esquema de decomposi¢ao bi-
dimensional separavel, considere uma decomposi¢ao unidimensional governada ape-
nas por uma lazy wavelet (uma decomposi¢ao em componentes polifasicas), onde os
operadores de analise 1}, e w!, sio dados pela equagio 2.12. Considere o sinal

bidimensional x(m,n) a ser decomposto dado por:
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‘X’.LL

‘EHL

X

Xy

Figura 6.3: Disposicao das quatro subbandas resultantes de um nivel de decompo-

sicao wavelet de modo a formar um sinal com a mesma dimensao do sinal original.

1 2 3 4

5 6 7 8
T =

9 10 11 12

13 14 15 16

(6.1)

Apoés a aplicacao da wavelet as linhas, obtemos as seguintes subbandas inter-

mediarias:

TH =

- L -
5 7
9 11
13 15

- - -
6 8
10 12
14 16

(6.2)

(6.3)

Como explicado anteriormente, a componente x; é resultante de filtragem

passa-baixa nas linhas (subbanda de aproximagao) e xy é resultante de filtragem

passa-alta nas linhas (subbanda de detalhes).

Em seguida, a subbanda intermediéria x; é novamente decomposta, gerando
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os sinais x 1, resultante de filtragem passa-baixa nas linhas e nas colunas, e x g, re-

sultante de filtragem passa-baixa nas linhas e passa-alta nas colunas. Ja a subbanda

intermediaria xy é decomposta gerando os sinais x, resultante de filtragem passa-

alta nas linhas e passa-baixa nas colunas, e ryy, resultante de filtragem passa-alta

nas linhas e colunas.

rpL =

XYLH =

THL =

THH =

1 3

(6.4)
9 11
5 7

(6.5)
13 15
2 4

(6.6)
10 12
6 8

(6.7)
14 16

Para realizar uma decomposicao bidimensional em mais de um nivel, a sub-

banda de aproximagao z;,, de um nivel deve ser decomposta em novas quatro sub-

bandas: 11, , Tjt1,,,Tj+1,, € Tj+1,,- A figura 6.4 mostra uma decomposigao

wavelet bidimensional em dois niveis.

Agora que foram apresentados o principio de funcionamento do EZW e o

esquema de decomposicao bidimensional separdvel, passamos a secao de testes.
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Figura 6.4: Dois niveis de decomposi¢ao wavelet bidimensional.

6.2 Testes

Usando o método descrito no capitulo 4, foram projetadas duas decomposi-
coes diferentes [4], cujos coeficientes resultantes estdao dispostos na tabela 6.1. Cha-
mamos os dois conjuntos de coeficientes de projeto 1 e projeto 2, respectivamente.
Repare que os projetos apresentam duas solugoes diferentes para as equacgoes 4.6,

4.7 e 4.6, ambas contemplando 2 passos de lifting.

Tabela 6.1: Decomposicoes wavelets projetadas utilizando o método do capitulo 4.

msy | mty mss miy K
projeto 1 | 0,0 | 1,0 —0,5 0,0 1/v/2
projeto 2 | 0,0 | 1,1 | —0,476190 | —0,1050 | 0, 742462

Para averiguar a qualidade das decomposicoes wavelets projetadas, as apli-
camos a imagem teste da figura 6.5, cujas dimensoes sao 512x512 pizels e cada

elemento (pizel) é representado por um inteiro sem sinal de 8 bits.

Em cada passo de lifting, comecamos utilizando o operador morfologico 4
(definido na sec¢do 5.1) com elementos estruturantes (EE) unidimensionais de com-
primentos 2, 3, 4 e 5 pizels (o uso do EE unidimensional é necessario, pois, em
se tratando de filtragem bidimensional separavel, os filtros aplicados nas linhas e
colunas devem ser unidimensionais). Sao realizados testes com 3, 4, 5 e 6 niveis de

decomposigao.
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Como dito anteriormente, as decomposi¢oes wavelets morfolégicas sao usa-
das para realizar a etapa de transformacao do algoritmo de compressao de imagens
EZW [15], em substituicdo & DWT (Discrete Wavelet Transform) originalmente
usada neste algoritmo. As imagens transformadas sao quantizadas com taxas de
0,15bpp (bits por pizel) e 0,50bpp, para, entdo, serem reconstruidas (na verdade,
queremos dizer que as taxas de 0,15bpp e 0,50bpp sao conseguidas apds aplicacao da
quantizacao e codificacao EZW, pois somente com a quantizacao nao é possivel atin-
gir tais taxas). As imagens reconstruidas sdo comparadas a original, onde utilizamos

a PSNR (Peak Signal to Noise Ratio) como medida objetiva de qualidade.

Figura 6.5: Imagem original: Lena, 512x512; 8bpp.

A tabela 6.2 mostra resultados da aplicagdo do EZW a imagem da figura 6.5,
onde a etapa de transformacao é realizada pela decomposi¢ao morfologica resultante
do projeto 1. A operagdo v, definida na equagao 5.16 foi usada nos passos de lifting.

Sao apresentados resultados para diversos niveis de decomposicao, EE com diversas
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unidades de comprimento (u.c.) e taxa de quantizagdo / codificacdo de 0.15bpp.
Valores de PSNR para o EZW tradicional, ou seja, com a etapa de transformacao
realizada por uma DWT (linear), podem ser encontrados na ultima coluna da tabela

6.7.

Dois fatos importantes podem ser observados na tabela 6.2. Primeiramente,
que poucos niveis de decomposicao resultam em PSNR pequena; isso acontece, pois
poucos niveis implicam em baixa concentra¢ao de energia na imagem transformada,
o que prejudica a eficiéncia do quantizador/codificador EZW. Por outro lado, se
o niumero de niveis de decomposicao cresce indefinidamente, h4 uma concentragao
enorme de energia em poucos elementos da imagem transformada; com isso, quando
um desses coeficientes com muita energia é quantizado, h4 uma grande perda de
informacao, o que, em tultima instancia, também prejudica a PSNR da imagem
recuperada. Assim, h4 um nimero 6timo de niveis de decomposicao que maximiza
a PSNR, que, em nosso caso, é 5 ou 6. Por isso, a partir de agora todos os testes que
seguem sao realizados com 5 niveis de decomposicao. Em segundo lugar, pode-se
observar que, para todos os niveis de decomposicao, o aumento no comprimento do
elemento estruturante implica em diminuicao da PSNR. Isto acontece, pois, com
elementos estruturantes de comprimento menor, as estimativas geradas para uma
dada amostra em cada passo de lifting da decomposi¢ao sao mais fiéis que com o uso
de elementos estruturantes grandes, ja que os primeiros implicam em usar vizinhos

mais proximos para as estimativas.

As figuras 6.6, 6.7, 6.8 e 6.9 foram obtidas com o uso do projeto 1. A primeira
delas mostra o resultado da decomposicao bidimensional separédvel utilizando-se 3
niveis de decomposicao e EE de comprimento 2, ou seja, mostra a imagem que
passara pelas etapas de quantizacdo e codificagdo. Esta imagem (a da figura 6.6)
foi, entao, comprimida utilizando o EZW e recuperada com uma taxa de 0,15bpp; o
resultado é mostrado na figura 6.7. A terceira apresenta a imagem recuperada apo6s
a decomposi¢ao em 5 niveis, com EE de comprimento 2 e quantizagio / codificacao
de 0,15bpp. A ultima mostra a imagem recuperada ap6s decomposi¢ao em 5 niveis,

com EE de comprimento 5 e quantizacdo / codificagdo de 0,15bpp.

Os resultados obtidos com o uso do projeto 2 foram semelhantes aos encon-
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Tabela 6.2: Resultados da aplicacao do EZW & imagem da figura 6.5 com a utilizagao
do projeto 1, onde a operacao 4 foi usada nos passos de lifting. Sao apresentados
resultados para diversos niveis de decomposi¢ao, EE com diversas unidades de com-

primento (u.c.) e taxa de quantizagdo / codificagdo de 0.15bpp.

projeto | niveis decomp | EE (u.c.) | taxa (bpp) | PSNR (dB)
1 3 2 0,15 25.5429
1 3 3 0,15 25.1130
1 3 4 0,15 24.6950
1 3 ) 0,15 24.2177
1 4 2 0,15 26.8918
1 4 3 0,15 26.2708
1 4 4 0,15 25.6588
1 4 ) 0,15 25.0485
1 ) 2 0,15 27.2051
1 ) 3 0,15 26.5024
1 5 4 0,15 25.8176
1 5 ) 0,15 25.1734
1 6 2 0,15 27.2037
1 6 3 0,15 26.4968
1 6 4 0,15 25.9094
1 6 ) 0,15 25.3295

tramos com o projeto 1, porém ligeiramente piores, motivo pelo qual entendemos

nao ser necessario exibi-los.

Podemos ver que o uso do EE de tamanho 5 faz com que a imagem recupe-
rada apresente alguns artefatos (riscos horizontais e verticais) que néo sao presentes
quando usamos o de tamanho 2; estes defeitos sao equivalentes ao efeito de ringing

apresentado no caso linear.

Apesar disso, todas as imagens apresentam efeito de blocos, fato que contribui
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Figura 6.6: Trés niveis de decomposi¢ao wavelet em subbandas utilizando o projeto

1.

para que nenhuma imagem recuperada apds compressao / decompressao apresente
boa qualidade, o que pode ser comprovado pelos baixos valores de PSNR (veja ultima

coluna da tabela 6.7). Trés sdo as possiveis causas:

1. Os coeficientes gerados pelo método de projeto podem nao definir uma decom-

posicao wavelet com boa qualidade para a aplicacao em questao;

2. O operador v4 pode nao ser adequado, sendo necessarios testes com outros

operadores;

3. Por fim, os elementos estruturantes, mesmo os com 2 unidades de compri-

mento, podem ainda ser grandes demais para gerarem bons resultados.

Para tentar solucionar o problema da baixa qualidade das imagens recupera-

das, atacamos a primeira das possiveis causas, ou seja, a solu¢ao para o método de
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Figura 6.7: Imagem recuperada apés processo de compressdo / decompressao, onde
foram usados o projeto 1 e o operador v,4. Caracteristicas: 3 niveis de decomposic¢ao,

EE unidimensional de comprimento 2, taxa de 0,15bpp.

projeto. Para encontrarmos uma solucao melhor, realizamos as seguintes modifica-

coes:

1) estabelecemos uma decomposi¢ao com 3 passos de lifting, ao invés de 2; e

2) utilizamos nos passos de lifting as operagoes

A(ei®) = e
() 2 ° (6.8)

I(e?v) = —1+2@jw

e procedemos a minimizacao da seguinte fungdo objetivo (ver capitulo 4):
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Figura 6.8: Imagem recuperada apés processo de compressdo / decompressiao, com
o uso do projeto 1 e operador v,4. Caracteristicas: 5 niveis de decomposicao, EE

unidimensional de comprimento 2, taxa de 0,15bpp.

| Yi(E)
Xo(e¥)

C (' Yi(e)

o Pl
@{(5507171791)}_/ [W Xo(e?)

)2] do  (6.9)

[SIE]

onde X (¢7*) & a transformada de Fourier de x(n).

Cabe notar que A\ e 7 s6 assumiram os mapeamentos da equagao 6.8 para fins
do projeto dos coeficientes de cada passo de lifting da decomposicao. Caso contrario,
nao faria sentido criar uma funcao objetivo baseada em transformadas de Fourier.
Apobs o projeto, A e m assumem uma das operagoes morfolégicas apresentadas no

capitulo 5.
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Figura 6.9: Imagem recuperada com o uso do projeto 1 e operador 4. Caracte-
risticas: 5 niveis de decomposicao, EE unidimensional de comprimento 5, taxa de

0,15bpp.

Essa funcao objetivo visa minimizar a energia da banda de rejeicdo, o que

pode ser interessante para a aplicacao em questao.

Observamos que os coeficientes resultantes da fatoracdao da wavelet linear
Daubechies 9-7 em passos de lifting (veja exemplo 2 da se¢do 3.4, equagdo 3.22)
satisfazem as equacoes de projeto 4.2 e 4.6 e minimizam a funcao objetivo dada
por 6.9. Escolhemos usar esse conjunto de coeficientes, o qual denominamos de pro-
jeto 3 e dispomos na tabela 6.3, pois os resultados da aplicacao das decomposicoes
wavelets nao-lineares, onde os passos de lifting sao dados pelo produto de tais coefi-
cientes pelos operadores morfolégicos apresentados neste trabalho, sao comparados

aos obtidos com a utilizacao de transformada wavelet linear Daubechies 9-7.

Da mesma forma que fizemos com o projeto 1, dispomos na tabela 6.4 alguns
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Tabela 6.3: Projeto 3: coeficientes resultantes da fatoracao da wavelet Daubechies

9-7.

msy; | mity mSe mts mss K

projeto 2 | 0,0 | 3,172 | 40.106 | —1,766 | —0,886 | 1/1,149

resultados obtidos com o projeto 3. Os resultados foram ligeiramente melhores.

Como era de se esperar, quanto maior o comprimento do EE, menor é a PSNR.

A figura 6.10 apresenta a imagem recuperada apds processo de compressao
/ decompressdo a uma taxa de 0.15bpp, onde foi usada uma decomposi¢do em 5
niveis baseada nos coeficientes do projeto 3 e operador v4 com EE de comprimento
2. Veja que, mesmo com o novo projeto, a imagem recuperada apresenta efeito de

blocos.

Tabela 6.4: Resultados da aplicacao do EZW & imagem da figura 6.5 com a utilizagao

do projeto 3, onde a operacao v4 foi usada nos passos de lifting.

projeto | niveis decomp | EE (u.c.) | taxa (bpp) | PSNR (dB)
1 ) 2 0,15 27.2075
1 ) 3 0,15 26.6609
1 5 4 015 26.0660
1 5 ) 0,15 25.5113

Como vimos, a nova solu¢dao de projeto nao trouxe melhorias notéveis nem
para os valores de PSNR nem para o problema dos efeitos de blocos apresentados

pelas imagens recuperadas apos compressdao / decompressao.

Por isso, passamos a explorar a segunda causa possivel para tais problemas,
ou seja, a falta de habilidade do operador v4 em gerar boas decomposi¢oes para
nossa aplicacao. A tabela 6.5 mostra os resultados de testes com os operadores

abaixo, para as taxas de quantizagao / codificacao de 0,15bpp e 0,50bpp:

1. a4 (abertura padrao), definido na equagéao 5.13;
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Figura 6.10: Imagem recuperada com o uso do projeto 3 e operador 4. Caracte-
risticas: 5 niveis de decomposicao, EE unidimensional de comprimento 2, taxa de

0,15bpp.

2. v4 (média aritmética entre abertura e fechamento), definido na equagao 5.16;
3. ka (toggle contrast), definido na equacdo 5.19;

4. 04 (morphological centre), definido na equacao 5.20;

5. /4 (abertura auto-dual em um cisl), definido por o/, = 0’4¢’y, onde & e €/

sao dados respectivamente pelas equacoes 5.27 e 5.28.

Observe na tabela 6.5 que os piores resultados, em todos os cenérios de si-
mulacao, sao atribuidos ao uso do operador a4, que, apesar de ser suavizador, nao
conserva o valor médio do sinal sobre o qual ele atua. Note que a abertura em

um inf-semireticulado completo /4, auto-dual por natureza, apresentou resultados
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Tabela 6.5: Resultados da aplicacao do EZW & imagem da figura 6.5 com a utilizagao
do projeto 3. Sao apresentados resultados para diversos operadores morfolégicos,

comprimentos de EE e taxas de quantizagao / codificagao.

operador | niveis decomp | EE (u.c.) | taxa (bpp) | PSNR (dB)
as 5 2 015 24.5014
YA d 2 0,15 27.2075
KA 5 2 015 28.1485
04 3 2 0,15 24.9853
o) 5 2 015 24.9118
oA 3 3 0,15 22.5808
YA d 3 0,15 26.6609
KA d 3 0,15 26.5264
0.4 5 3 015 94,4434
o'y 3 3 0,15 23.5356
oz 3 2 050 28.7648
YA 3 2 050 32.0856
Koa 5 p 050 33.1922
04 3 2 050 29.1578
oy d 2 050 29.1422
oz d 3 050 26.9994
YA 3 3 050 31.6463
KA 3 3 050 30.7221
04 3 3 050 28.6997
oy d 3 050 28.0895

melhores que a abertura padrao a4 em todos os casos. Por outro lado, os melhores

resultados foram conseguidos com o uso do operador k4.

Ilustramos em figuras apenas o pior e o melhor caso, com o uso de elemento es-
truturante com 2 u.c., para as taxa de codificagdo/quantizacio de 0,15bpp e 0,50bpp.

As figuras 6.11, 6.12, 6.13, 6.14 mostram as imagens recuperadas apds compressao
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/ decompressao com EZW, com utilizagdo dos seguintes cendrios, respectivamente:
operador a4 e 0.15bpp, operador k4 e 0.15bpp, operador a4 e 0.50bpp e operador
ka € 0.50bpp. Pode-se perceber que a qualidade visual das imagens recuperadas

com o uso do operador a4, que nao conserva o valor médio, é muito ruim.

Figura 6.11: Imagem recuperada com o uso do projeto 3 e operador 4. Caracte-
risticas: 5 niveis de decomposicao, EE unidimensional de comprimento 2, taxa de

0,15bpp.

Mesmo os melhores resultados obtidos com estas simulagoes nao sao, como
veremos mais adiante, semelhantes aos encontrados com o uso da wavelet linear
Daubechies 9-7 (ver tabela 6.7). Além disso, pode-se perceber ainda o problema
do efeito de blocos, mesmo nas imegens recuperadas com taxa de 050bpp, como
na figura 6.14. Assim, passamos a explorar a terceira possivel causa para estes

problemas: o comprimento dos elementos estruturantes.
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Figura 6.12: Imagem recuperada com o uso do projeto 3 e operador x,4. Caracte-
risticas: 5 niveis de decomposicao, EE unidimensional de comprimento 2, taxa de

0,15bpp.

6.3 Operadores modificados e novos testes

Apesar de nao ser possivel utilizar elementos estruturantes com menos de
2 u.c., pois se assim o fizéssemos as operacgoes morfoloficas seriam equivalentes ao
operador identidade, usamos um artificio: criamos uma imagem modificada de modo
que a atuagao, nesta imagem, de um EE de um dado comprimento seja semelhante a
atuacao de um EE de comprimento menor na imagem original. Para que esse artificio
seja entendido, necessitamos compreender o comportamento dos operadores m e A

nos passos de lifting.

O método de projeto descrito no capitulo 4 requer que o sinal xy(n) a ser

decomposto seja, antes da atuacao dos passos de lifting, separado em suas compo-
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Figura 6.13: Imagem recuperada com o uso do projeto 3 e operador a 4. Caracte-

risticas: 5 niveis de decomposicao, EE unidimensional de comprimento 2, taxa de

050bpp.

nentes polifasicas, ou seja, sofra uma decomposicao prévia por uma lazy wavelet.
Isto implica no fato que a posi¢do n de um elemento x; ; (veja notagao no capitulo 4)
da banda de aproximacao corresponde a posi¢cao 2n do sinal original zy. De forma
analoga, a posicao n de um elemento y; ; da banda de detalhes corresponde & posicao

2n + 1 do sinal zy. A figura 6.15 ilustra esse fato.

Suponha que a operagao m de lifting para predicao seja um operador mor-
fologico com um elemento estruturante A = {—1;0;1}, por exemplo. Neste caso,
o sinal y; ;(n) serd modificado pela operacdo 7 a partir das amostras x;;(n — 1),
x1,(n) e x1,;(n+ 1), as quais, no sinal original, correspondem as posigdes 2n — 2, 2n
e 2n + 2; ou seja, em cada passo de lifting, a predicao de uma dada amostra é feita

utilizando-se vizinhos distantes (tomando-se como referéncia o sinal z), mesmo com
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Figura 6.14: Imagem recuperada com o uso do projeto 3 e operador x,4. Caracte-

risticas: 5 niveis de decomposicao, EE unidimensional de comprimento 2, taxa de

050bpp.

Figura 6.15: Correspondéncia entre as posi¢oes dos sinais: (a) o, (b) 1, e (¢) Y1,

e numa decomposi¢ao wavelet. Note que z;; e y;; sao espacialmente desalinhados.

(@) x0(0) xo(l) x0(2) x0(3) wo(4) xo(5) --- x0(2n) wzo(2n+1)
(0) 21,;(0) x1,5(1) 1,5(2) e x1,(n)
(c) y1,4(0) y1.5(1) Y14(2) - y1,i(n)

elementos estruturantes pequenos. A mesma conclusao é obtida para os passos de

lifting para atualizacao.

Para evitar esse fato, antes de aplicarmos o operador 7, superamostramos o
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sinal x; ; com o operador o} definido na equacio 6.10:

ot {z}(2n) = 2(n) 6.10)

oH{z}2n+1) =t
gerando o sinal 7o} {z1,}. Com isso, a amostra situada na posigdo n do sinal
waf{xu} corresponde a posi¢ao n do sinal original xy. Além disso, se o EE é dado
por A = {—1;0;1} a amostra da posicdo n de mo;{z,,;} € calculada com base nas
amostras das posicoes n — 1, n e n+ 1 de atl{:cl,i} que, por sua vez correspondem
as posigoes n — 1, n e n + 1 de zy. Assim, com o uso do operador atl vizinhos
mais proximos sao usados para o calculo de uma amostra num passo de lifting para

predigdo, o que faz parecer que o EE foi menor que no caso anterior (sem operador

de superamostragem).

Em seguida, devemos subamostrar 7T0'tl{l‘17i} nas posigoes 2n + 1, o que cor-
responde as posigoes n do sinal y; ;. Essa subamostragem é feita utilizando-se o

operador ¢! definido na equacio 6.11:

o {z}(n) = 2(2n + 1) (6.11)

Com isso, um passo de lifting para predicdo passa a ser governado pela se-

guinte equagao:

Y1,i+1 = Y1,i — WmOd{xlyi}, onde 7™°¢ = O’TTI'O'tl{ZL'lyi} (ver equagao 4.1).

A figura 6.16 ilustra a correspondéncia, com relagao a x, entre as posigoes
ocupadas pelas sinais z ;, atln {1}, aTatln {z1,:} € y1;. Repare o alinhamento exis-

tente entre os sinais aTatln {1} € Y1,

Analogamente & modificagao que fizemos nos passos de lifting para predi-

¢ao, criamos as operagoes de superamostragem pi e subamostragem p' definidas,
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Figura 6.16: Correspondéncia entre as posi¢des dos sinais: (a) zo, (b) x1,,(c)

Utln{%,i}, (d) UTUtln{xLi} e (e) Yi,i-

(@) x0(0)  xo(1) x0(2) x(3) wo(4) wo(b) zo(2n) wzo(2n +1)
(0) @1,(0) 21,5(1) 1,5(2) x1,4(n)

() 215000t xy(l)  f w(2) b 21,5(n) tn

(d) to t t tn

() y1,5(0) y1,5(1) y1,5(2) y1,5(n)

respectivamente, nas equacoes 6.12 e 6.13:

pi{y}(2n+1) = y(n)

pHy}(2n) =t 012

p{y}(n) = y(2n) (6.13)

Assim, substituimos o operador A dos passos de lifting para atualizacao pelo
operador composto pTApi . A figura 6.17 ilustra a correspondéncia, com relacao a
T, entre as posigoes ocupadas pelas sinais vy ;, pin{yu}, pr%n {y1.} e z1,;. Repare

o alinhamento existente entre os sinais prin{yl,z'} e Ty;.

Cabe observar que o valor de ¢t usado nas operacoes atl e pi depende do

operador morfologico que sera aplicado apés a superamostragem. Por exemplo,
sejam as operacoes abertura a4 e fechamento 54 em um reticulado completo £. Se

T & o supremo de £ e L ¢é o infimo, devemos fazer asat (e aapt) e Bact (e Bap).

A partir de agora, apresentamos alguns operadores modificados, cujos resul-

tados de testes s@o dados em seguida. Considere as defini¢coes abaixo.

Defini¢do 1 (Operador 77°?) Sejam a4 e (4 governados pelas equagoes 5.13
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Figura 6.17: Correspondéncia entre as posi¢des dos sinais: (a) o, (b) v14, (c)

Apin{yl,i}a (d) ﬂTAPin{yl,i} e (e) T1-

(@) x0(0)  xo(1) 0(2) 20(3) wo(4) x0(5) -+ w(2n) xe(2n+1)
(b) y1,5(0) y1,5(1) y(2) - y1,5(n)
(©  to yi(0) G oy () e y(2) et y1;(n)
d) t t t tn
(e) x1,(0) 1,5(1) 1,5(2) z1,5(n)

e 5.14.

Nos passos de lifting para predic¢do, o operador v3°¢ : Fun(Z, £) — Fun(Z, £)

é definido como segue:

B olajot + ol Bact
B 2

mod

TaA (6.14)

Nos passos de lifting para atualizagdo, o operador y3°¢ : Fun(Z,L) —

Fun(Z, £) é definido como segue:

T l T l

Definigao 2 (Operador toggle contrast modificado) O operador toggle contrast

modificado k%5°¢ : £ — L é definido por

od olBact, se o' Ba0t —id < id —olaot

1 .
O'TOéAO'—l—, nos demais casos

nos passos de lifting para atualizagao, e por
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1840% . se plBap' —id < id —plasp
Kr;‘md _ 1Y ﬁApJ_a P 6APJ_ P aaApT (6.17)

pla AplT, nos demais casos

nos passos de lifting para atualizacao.

A tabela 6.6 mostra os resultados de testes com os operadores abaixo, usando
elementos estruturantes com 2 e 3 u.c., para as taxas de quantizac¢do / codificagao

de 0,15bpp e 0,50bpp:

1. y2od definido nas equacgoes 6.14 e 6.15;

2. k%504 definido nas equagdes 6.16 e 6.17.

Observando a tabela, concluimos que os operadores de superamostragem e
subamostragem s6 proporcionaram bons resultados quando utilizados com a opera-
¢d0 va. Por outro lado, o operador xk%°¢ gerou resultados ligeiramente piores que 0s

de KA.

A figura 6.18 apresenta a imagem recuperada apds processo de compressao /
decompressao a uma taxa de 0,15bpp, onde foi usada uma decomposi¢ao em 5 niveis
baseada nos coeficientes do projeto 3 e operador v5°¢ com EE de comprimento 3.
A figura 6.19 foi recuperada com uma taxa de 050bpp com os demais parametros

da simulacao anterior mantidos.

Veja que com esse operador modificado, nao ha mais o problema do efeito de
blocos. Esse fato, juntamente com o aumento na PSNR nos permite dizer que, para
a aplicacao em questao, a decomposi¢cao nao-linear morfolégica gerada com o projeto
3, utilizando-se o operador 774 com A = {—1;0; 1}, tem qualidade comparavel &
da wavelet linear Daubechies 9-7, amplamente usada na etapa de transformacao do

EZW por gerar bons resultados. A tabela 6.7 permite comparar as decomposi¢oes

morfologica e linear.

Observando a tabela 6.7, vemos que, em parte dos cenarios simulados, os

resultados obtidos com a decomposicao morfologica foram melhores que aqueles ge-
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Tabela 6.6: Resultados da aplicagdo do EZW & imagem da figura 6.5 com a uti-
lizacao do projeto 3. Sao apresentados resultados para os operadores morfolégicos
mod

modificados v5°¢ e k%°4 EE com 2 e 3 u.c. e taxas de quantizacdo / codificagao de

0,15bpp e 050bpp.

operador | niveis decomp | EE (u.c.) | taxa (bpp) | PSNR (dB)
ygod 3 2 0,15 30.8488
Kgod 3 2 0,15 27.7364
yped 3 3 0,15 30.8488
pod 3 3 0,15 27.7364
mod 5 2 050 36.4073
Kod d 2 050 33.0755
mod 5 3 050 36.4073
Kod 3 3 050 33.0755

rados pela decomposi¢ao linear. Esse ¢ um resultado surpreendente e é uma contri-
buicao importante deste trabalho, pois deixa evidente que a técnica de decomposicao
apresentada no capitulo 4 (inicialmente proposta em [4] e aperfeicoada neste tra-
balho) é capaz de gerar resultados tao bons e, as vezes, até melhores - em termos
de PSNR - que os conseguidos com o uso de boas decomposicoes lineares, como é o

caso da DWT Daubechies 9-7.

Vimos que é possivel obter valores de PSNR maiores quando utilizamos (no
EZW) uma decomposi¢io morfolégica ao invés de uma decomposicao linear; contudo
o leitor poderia perguntar: “Qual das duas decomposicoes faz com que a imagem
reconstruida apresente melhor qualidade subjetiva, ou seja, menos artefatos?”. Para
responder essa pergunta, apresentamos na figura 6.20(a) a imagem recuperada a
partir da decomposi¢do Daubechies 9-7 e na figura 6.20(b) a reconstrugao feita a
partir da decomposi¢ao morfolégica do projeto 3, onde foi usado EE de comprimento
3 com o operador a°d. Em ambos os casos, a decomposicao foi feita em 5 niveis
e a taxa de quantizacdo / codificacdo foi de 0,15bpp. Comparando visualmente es-

sas duas imagens, podemos perceber que ambas possuem artefatos: na imagem da
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Figura 6.18: Imagem recuperada com o uso do projeto 3, operador y7°¢, EE com 3

u.c., 5 niveis de decomposicao e taxa de 0,15bpp.

figura (a), podemos perceber a sua presenca no lado esquerdo do chapéu, enquanto
na figura (b) ha mais artefatos na regido da boca. Devido a esses e outros deta-
lhes, julgamos que ambas (neste exemplo particular) possuem qualidade subjetiva

semelhante, apesar da imagem da figura (b) ter PSNR menor que a da figura (a).

Os resultados encontrados neste capitulo evidenciam que é possivel construir
boas decomposi¢oes nao-lineares utilizando operadores morfologicos. Percebemos
que a abertura auto-dual definida em um inf-semireticulado completo nao gerou
bons resultados, ao contrario do que esperavamos. Apesar disso, todos os resultados
obtidos com o/, foram melhores que os obtidos com «,4, uma vez que o primeiro

tende a conservar o valor médio por ser auto-dual.

Vemos algumas oportunidades de melhoria que podem ser incorporadas em

trabalhos futuros. Podemos, assim como foi feito neste trabalho com o método
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Figura 6.19: Imagem recuperada com o uso do projeto 3, operador v%°¢, EE com 3

u.c., 5 niveis de decomposicao e taxa de 0H50bpp.

de projeto de decomposi¢oes unidimensionais, formalizar o método de projeto de
decomposic¢oes bidimensionais ndo-separaveis proposto em [4] utilizando o sistema
axiomatico de Heijmans e Goutsias [9,10]. Além disso, também como fizemos neste
trabalho, podemos realizar melhorias neste método (bidimensional nao-separavel),
de forma a adequé-lo melhor a uma dada aplicacao. Como ja foi dito, também
é possivel modificarmos as etapas de quantizacdo e codificagdo do EZW para que
possamos utilizé-las, de forma otimizada, em conjunto com uma decomposicao wa-
velet morfologica projetada neste trabalho. Finalmente, podemos investigar outros

operadores morfologicos auto-duais, ou outros que tendem a conservar o valor médio.

86



Tabela 6.7: Comparacao entre a decomposi¢ao linear obtida com a wavelet Dau-
bechies 9-7 e a decomposicao morfologica obtida com o projeto 3, onde o operador

utilizado foi o0 L5{.} com EE de comprimento 3.

niveis decomp | taxa (bpp) | PSNR (dB; projeto3) | PSNR (dB; Daub. 9-7)
5 015 30,85 31,01
5 050 36,41 36,14
6 0,15 31,18 30,85
6 050 35,96 36,05
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Figura 6.20: Imagem recuperada ap6s decomposicao morfologica e linear, ambas
com 5 nives, e taxa de quantizagdo de 0,15bpp. (a) Decomposi¢ao linear resultante
do uso da wavelet Daubechies 9-7. (b) Decomposi¢do morfolégica do projeto 3, EE

de comprimento 3 e operador 75°4.
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Capitulo 7

Conclusao

Em [4], Cardoso apresentou um método para projeto de Transformadas Wa-
velets nao-lineares, com a utilizagao de passos de lifting e operadores morfologi-
cos [6-8]. Neste trabalho, comegamos por formalizar tal método utilizando, para isto,

a notacao e o sistema axiomatico desenvolvidos por Heijmans e Goutsias em [9,10].

O método originalmente consiste em solucionar trés equagoes, e o niimero de
coeficientes (incognitas) pode variar de acordo com o nimero de passos de lifting
utilizado. Com mais de dois passos completos, vimos que a solu¢ao do método é
sobredeterminada, o que nos permitiu propor uma modificagdo no sentido restringir
o campo de busca de solucao de modo a otimiza-la para uma dada aplicacao. A
funcao objetivo escolhida para a aplicacao, baseada em transformadas de Fourier das
funcoes de transferéncia das bandas de aproximacao e detalhes, tende a minimizar

a energia da banda de rejeigao.

Vimos que a fatoragdo da DWT (Discrete Wavelet Transform) linear Daube-
chies 9-7 gera coeficientes que satisfazem as equacoes do método de projeto modifi-
cado, além de minimizar a funcao objetivo escolhida. Decidimos usar esse conjunto
de coeficientes para a construcao das decomposicoes wavelets nao-lineares, pois, ao
fazer comparagoes com a DWT linear Daubechies 9-7, saberiamos quais as vanta-
gens e desvantagens em usarmos operadores morfologicos, ao invés de lineares, nos

passos de lifting.

O meétodo de projeto descrito no capitulo 4 requer que os operadores usados
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nos passos de lifting sejam suavizadores e conservem o valor médio do sinal sobre o
qual eles atuam. Com essa necessidade em mente, a propriedade da auto-dualidade
de operadores morfologicos foi bastante explorada, pois acreditamos que ela, apro-
ximadamente, garante aos operadores que a possuem a conservagao do valor médio

do sinal de entrada.

Foram apresentados os conceitos de reticulados completos e inf-semireticulados
completos (cisl’s). Vimos que os primeiros possuem uma limitagdo & contrugio de
operadores intrinsicamente auto-duais; porém, combinacoes inteligentes de opera-
dores padrao podem fazer com que se consiga satisfazer a propriedade de auto-
dualidade. J& os inf-semireticulados completos sdo conjuntos que permitem a defi-
nicao natural de operadores intrinsicamente auto-duais; porém, eles possuem uma
limitacao: a possibilidade da nao-existéncia de supremos, que reduz bastante o
conjunto-dominio de sinais que permitem aplicacao de tais operadores; basicamente,
somente a erosao e a abertura em cisl’s podem ser aplicadas nos sinais que usamos

neste trabalho.

Para testar as decomposicoes projetadas, as aplicamos na etapa de transfor-
macao do algoritmo EZW para compressao de imagens, em substituicao a uma DW'T
linear; as decomposicoes foram consideradas tanto melhores quanto maior o valor
de PSNR calculado com a imagem reconstruida. Para isso, foi apresentada uma
descri¢ao sucinta do principio de funcionamento do algoritmo EZW. Além disso, foi
mostrado como realizar decomposi¢oes bidimensionais a partir de wavelets unidi-

mensionais, ja que as decomposicoes geradas neste trabalho sao unidimensionais.

Nas simulagoes, foram testadas algumas solucoes de projeto e a influéncia
de alguns parametros na qualidade das decomposi¢oes geradas, como, por exemplo,
o nimero de niveis de decomposi¢do, diferentes operadores morfolégicos e diversos

elementos estruturantes.

Com os diversos cenérios de simulagoes, concluimos alguns fatos importan-
tes. Primeiramente, h4 um nimero 6timo de niveis de decomposicao que maxi-
miza os valores de PSNR das imagens recuperadas apds o processo de compres-
sao/decompressdo. Em segundo lugar, percebemos que o elemento estruturante

também desempenha um papel importante na qualidade das decomposicoes; quanto
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maior o tamanho do EE, pior é o resultado das decomposicoes. Isto acontece, pois
com EE grandes, o cédlculo do valor de uma amostra é baseada nos valores de vi-
zinhos distantes, o que faz com que o erro de quantizagao seja grande; além disso,
esse erro é propagado através das bandas quando da sua reconstrugdao gerando um
sinal reconstruido com muitos artefatos. A compreensao deste fato foi outra con-
tribuicao desse trabalho. Finalmente, vimos que nem todas as operacoes utilizadas
em passos de lifting geram bons resultados. Em algumas delas, isso acontece por
nao satisfazerem a caracteristica de conservagao do valor médio, como por exemplo
a abertura a4; em outras, o desempenho foi prejudicado pelo fato dos sinais das
bandas de aproximagao e detalhes estarem espacialmente (ou temporalmente) desa-
linhados com referéncia ao sinal original que estd sendo decomposto, fazendo com
que as predigdes e atualizagbes executadas em uma banda a partir da outra (passos

de lifting) nao sejam eficientes.

Com intencao de melhorar as predicoes e atualizacoes executadas nos passos
de lifting, apresentamos um artificio que utiliza operacoes de superamostragem e
subamostragem de forma a alinhar os sinais que sao envolvidos nestes cilculos. Esse

artificio s6 gerou bons resultados quando associados & operacao 4.

Por fim, concluimos que as decomposicoes projetadas com os método de pro-
jeto apresentado sao capazes de gerar resultados tao bons quanto os tradicionalmente
encontrados na literatura, tanto do ponto de vista subjetivo (visual) quanto do obje-
tivo (PSNR). O EE desempenha um papel fundamental nessas decomposigoes e sua

escolha deve levar em conta os comentarios e interpretacoes dados anteriormente.

Como alternativa para trabalhos futuros, podemos, assim como foi feito neste
trabalho com o método de projeto de decomposicoes unidimensionais, formalizar a
descricao do método de projeto de decomposicoes bidimensionais nao-separaveis
proposto em [4] utilizando o sistema axiomatico de Heijmans e Goutsias [9, 10].
Além disso, também como foi feito neste trabalho, podemos realizar melhorias neste
método (bidimensional ndo-separéavel), de forma a adequa-lo melhor a uma dada
aplicacao. Como ja foi dito, também é possivel modificarmos as etapas de quanti-
zacao e codificacao do EZW para que possamos utiliza-las, de forma otimizada, em

conjunto com uma decomposicao wavelet morfolégica projetada neste trabalho. Fi-
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nalmente, podemos investigar outros operadores morfologicos auto-duais, ou outros

que tendem a conservar o valor médio.
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