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Este trabalho tem o objetivo de implementar e simular numericamente o
comportamento de supercondutores do tipo-II pelo modelo do estado critico. O modelo
parte das expressdes analiticas do eletromagnetismo classico para escrever a equacao
integral da derivada temporal da densidade de corrente no interior do supercondutor, em
fun¢do da geometria do sistema e das configuragdes do campo aplicado. Em seguida,
utilizando-se o Método dos Momentos, escreve-se a equacdo integral analitica na sua
formulacao matricial. A densidade de corrente em cada instante de tempo € obtida por uma
regra de integragdo simples (Método de Euler). Foram calculados os perfis da densidade de
corrente e as curvas de magnetizagdo para supercondutores com o formato de uma barra
infinita ¢ de um cilindro finito, e a for¢a de levitagdo entre um ima permanente e um
supercondutor, ambos com geometria finita e cilindrica. Os resultados das simulacdes

foram confrontados com sucesso quando comparados com os dados da literatura.
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This work has the objective to implement and simulate numerically the behavior of
type-1I superconductors through the critical state model. The model starts from the
analytical expressions of the classical electromagnetic theory to write the integral equation
of the time derivative of the current density inside the superconductor, depending from the
geometry of the system and the configurations of the applied field. Then, using the Method
of Moments, the analytical integral equation was written in its matricial formulation. The
current density in each time step is obtained by a simple integration rule (Method of Euler).
It was calculated the current density profiles, the magnetization curves and the levitation
force between a permanent magnet and a superconductor, with finite cylindrical geometry.
The results of the simulations were successfully compared with those found in the

literature.
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1  INTRODUCAO

Desde a sua descoberta experimental no inicio do século passado, os
supercondutores tém sido empregados em diversos setores, potencializando tecnologias e
abrindo novas possibilidades para algumas areas de importante impacto para a sociedade.
Dentre as principais, destacam-se a industria eletronica, os setores de transporte e de

energia e a medicina.

Como exemplos de algumas aplicagdes de supercondutores no setor de energia,
podemos citar transformadores, limitadores de corrente, cabos, motores elétricos e
armazenamento de energia magnética em bobinas supercondutoras (Superconducting

Magnetic Energy Storage — SMES).

Para a maioria das aplicacdes mencionadas acima, que utilizam supercondutores do
tipo-II, o modelo fenomenologico mais adequado para sua representagdo ¢ o modelo do

estado critico.

Neste trabalho, foi implementado um algoritmo, baseado no modelo do estado
critico, capaz de simular, numericamente, a evolu¢do temporal da densidade de corrente
critica dentro de um supercondutor do tipo-II. A partir desse resultado, obteve-se a curva de
magnetizacdo do material. O modelo foi validado para supercondutores com o formato de
uma barra de comprimento idealmente infinito, e para supercondutores com geometria
cilindrica e altura finita, na presenca de campos magnéticos externos homogéneos e

variantes no tempo.

Visando a utilizacdo do modelo para a simulagdo de supercondutores na presenga de
campos magnéticos ndo-homogéneos, foi obtida a curva da forca de levitagao vertical entre
um ima permanente € um supercondutor, ambos de geometria cilindrica e finita, em fungao
da altura do ima. A comparacdo entre os dados de simulacdo e os dados da literatura
evidenciou as possibilidades de aplicacdo do modelo para o projeto de equipamentos que
envolvem tecnologia em supercondutores como, por exemplo, mancais supercondutores em

armazenadores cinéticos de energia (flywheel).



1.1  MOTIVACAO

A motivacdo desta dissertacdo consiste na compreensdo das técnicas de simulacao
numérica de supercondutores do tipo-II, utilizando um modelo do estado critico que leve
em conta o relaxamento por ativagao térmica dos tubos de fluxo dentro do supercondutor
(flux creep).

Esse fendmeno de arraste de fluxoides (tubos de fluxo) no interior do supercondutor
¢ caracterizado por apresentar uma natureza termodinamica, de decaimento exponencial, o
que torna sua ocorréncia independente das grandezas elétricas e magnéticas aplicadas ao
material.

Para aplicagdes em que o comportamento dindmico do supercondutor ndo ¢
relevante, o flux creep pode ser desconsiderado devido a sua elevada constante de tempo.
No entanto, para aplicagdes em que supercondutores sdo empregados em sistemas que
podem ser submetidos a esforcos e variagdes dindmicas como vibragdes mecanicas €
transitorios eletromagnéticos, um modelo que represente o flux creep torna a simulagdo
mais compativel com a realidade, aprimorando o projeto desses equipamentos com
tecnologia supercondutora.

Alguns exemplos de equipamentos, cujo modelo implementado pode auxiliar no
desenvolvimento, sdo: armazenadores cinéticos de energia utilizando volantes de inércia
(flywheel), eletromagnetos supercondutores (SMES) e limitadores de corrente

supercondutores.
1.2 OBJETIVO

O primeiro objetivo deste trabalho ¢ implementar o modelo do estado critico para a
simulagdo numérica, do comportamento dinamico das grandezas elétricas e magnéticas
dentro de supercondutores de altas temperaturas, e validar o modelo através da obtengao

das curvas de magnetizagdo, confrontadas com os dados encontrados na literatura.

O segundo objetivo consiste na aplicacdo do modelo para o célculo da forca de
levitagdo entre um supercondutor cilindrico e finito ¢ um imad permanente de mesma

geometria.



1.3 ESTRUTURA DO TEXTO

O trabalho sera apresentado por meio da seguinte estrutura: 6 capitulos para o corpo

textual e 6 apéndices.

No capitulo 1, s3o apresentadas a fundamentacdo e a motivagdo do trabalho, bem
como a inser¢ao do mesmo no contexto da engenharia elétrica, mostrando-se a relacdo entre
a supercondutividade e suas aplicacdes no setor de energia. Os objetivos da tese sdo

resumidamente descritos e a estrutura do texto ¢ identificada.

No capitulo 2, encontram-se os fundamentos das principais teorias fenomenologicas
que tratam da supercondutividade. Para fins de comparagdo e visando uma forma objetiva e
didatica de apresentar as teorias, sdo analisadas situacdes fisicas por cada uma das

modelagens.

No capitulo 3 sdo apresentadas as principais caracteristicas que os supercondutores
precisam ter para serem aplicaveis na levitacdo magnética supercondutora, € os principais

usos da levitacdo por meio de supercondutores.

O capitulo 4 contém a descri¢do do algoritmo com a implementa¢do do modelo do
estado critico, sendo aplicado para simular as seguintes situa¢des: barra infinita
supercondutora na presenga de um campo magnético homogéneo com variagdo constante
(rampa) e varia¢do senoidal no tempo; cilindro finito na presenca de campo homogéneo
com variacdo senoidal no tempo, e cilindro finito supercondutor na presenca de um ima

permanente com mesma geometria.

No capitulo 5 s3o mostrados os resultados obtidos pelo modelo para cada uma das
situagdes mencionadas no capitulo 3. Usou-se como comparagdo com os dados encontrados
na literatura, os perfis das densidades de corrente, as curvas de magnetizagdo e a curva de

histerese da forga de levitagdo entre o supercondutor e o ima permanente.

No capitulo 6 encontram-se as conclusdes do trabalho e as observacdes mais

relevantes quanto a implementagdo do algoritmo.



O Apéndice A contém a dedugdo das equagdes de London para campos que variam
lentamente no tempo. Os Apéndices B e C apresentam as dedugdes do modelo de London
aplicado ao caso da Placa Infinita supercondutora em campo homogéneo e ao caso do
Cilindro Infinito supercondutor em campo homogéneo, respectivamente. O Apéndice D
contém a listagem do programa escrito em Matlab com a implementagao do modelo do
estado critico para um supercondutor em formato de uma Barra Infinita. O Apéndice E traz
a listagem do programa em Matlab para o caso do Cilindro Finito supercondutor em campo
homogéneo. O Apéndice F apresenta a listagem do programa para o caso do Cilindro Finito

supercondutor na presenga de um ima permanente cilindrico.



2 PRINCIPIOS DA TEORIA FENOMENOLOGICA DOS
SUPERCONDUTORES

A transi¢ao para um estado de resistividade nula e diamagnetismo perfeito, abaixo
de uma determinada temperatura e campo magnético criticos, caracteriza
eletromagneticamente os supercondutores. Este estado de exclusdo do fluxo magnético do
interior dos supercondutores ¢ chamado de estado Meissner. O surgimento de correntes
persistentes abaixo da temperatura de transicao (7.), mesmo na presenca de campos
magnéticos constantes, em uma camada da superficie do supercondutor, blinda o interior do
supercondutor do campo magnético externo. Os supercondutores sdo classificados em tipo-
I e tipo-1I. No supercondutor do tipo-I, esta corrente de blindagem aumenta de intensidade
com o aumento do campo até que atinja o campo critico (B.) e o supercondutor volte ao
estado normal. Em supercondutores do tipo-II, esta corrente aumenta de intensidade até um
determinado campo (B,;) a partir do qual o fluxo magnético penetra no supercondutor na
forma de linhas de fluxo quantizadas (estado misto) que se ordenam e interagem com a
estrutura cristalina do material at¢ um determinado campo critico (B.;) no qual o
supercondutor volta ao seu estado normal.

Os modelos fenomenoldgicos buscam representar o comportamento tanto de
supercondutores do tipo-I quanto do tipo-II, valendo-se de pequenas adaptagdes nas
expressoes do eletromagnetismo cldssico, baseadas nos dados experimentais obtidos ou,
dito de outra forma, na fenomenologia da supercondutividade.

Este capitulo apresentara os principais modelos fenomenoldgicos desenvolvidos,
obedecendo uma ordem cronolédgica de surgimento. Visando uma forma de apresentacao
pratica e didatica, serdo analisadas situacdes fisicas por cada um dos modelos, comegando
pelo Modelo de London, passando em seguida para os modelos do estado critico (Bean,

Kim e Anderson-Kim).

2.1. MODELO DE LONDON

O modelo de London ¢ uma forma simples de substituir a lei de Ohm, que ¢ uma
equacdo constitutiva para condutores, por uma relacio entre as correntes de blindagem e o

potencial vetor magnético. O modelo de London foi o primeiro modelo eletromagnético



desenvolvido para os supercondutores, porém modelos mais complexos se reduzem a ele no
caso de supercondutores do tipo-II no estado Meissner e alguns supercondutores do tipo-I.
No caso de supercondutores do tipo-II no estado misto, as relagdes envolvendo as
correntes de blindagem ndo sdo lineares e o tratamento mais simples ¢ feito através do
modelo de estado critico. Contudo, o modelo de London fornece um limitante superior para
a exclusdo de fluxo magnético e, conseqiientemente, para o diamagnetismo destes
materiais. Como o diamagnetismo ¢ o responsavel pela levitagdo magnética de
supercondutores na presenca de campos magnéticos inomogéneos, os resultados obtidos
com esse modelo sdo tteis para o calculo da forca méaxima de levitagdo magnética em

mancais magnéticos supercondutores.

O modelo de London, para campos que variam lentamente no tempo (abaixo de 1

kHz), pode ser resumido nas equacdes de London:

VxJg=— . (2.1)
oAy
oJ -
s o1 ~E (2.2)
ot v

onde J, ¢ a densidade de corrente no supercondutor, £ ¢ a permeabilidade magnética no
vacuo, 4; ¢ a profundidade de penetracao de London, B ¢ a densidade de fluxo magnético

e E o campo elétrico. Uma demonstracdo para a obtencdo das equagdes (2.1) e (2.2) se
encontra no Apéndice A.
Considerando-se que o campo magnético pode ser obtido do potencial vetor por

B=VxA,aprimeira equagio de London (2.1) pode ser reescrita como:

A (2.3)

ou seja, uma relagdo entre a supercorrente e o potencial vetorial 4. Derivando-se a equagao

(2.3) no tempo e substituindo £ = —dZI/ dt , obtém-se também (2.2).



Utilizando-se a Lei de Ampére excluindo as correntes de deslocamento

(VxH=J ), pode-se reescrever a equagdo (2.3) como:
VxB=VxVxAd=—-——41 (2.4)

Utilizando agora a identidade vetorial 6><6><}1=6(€-2)—sz1 no calibre de

Coulomb (V- 4 =0), chega-se a seguinte equagdo diferencial:

Vid=—141 (2.5)

S
2’

Essa equacdo descreve de forma geral o fendmeno da supercondutividade nos
supercondutores no estado Meissner. Sua aplicacdo ndo se restringe apenas a modelagem
de supercondutores do tipo-I, mas pode ser também utilizada em supercondutores do tipo-II
em campos inferiores a B,;.

A seguir, serdo analisadas duas situagdes fisicas por meio da equagdo (2.5).

2.1.1. Placa Infinita Supercondutora

O primeiro caso analisado ¢ uma situagdo classica de uma placa supercondutora
infinita, bastante discutida na literatura didatica [1] (Figura 2.1). Um campo magnético
homogéneo produzido por uma fonte externa ¢ aplicado paralelamente as superficies da
placa, cuja espessura ¢ 2a.

Considera-se na analise, que o meio externo ¢ o vacuo e que o material
supercondutor € isotropico. Desta forma, as supercorrentes s6 podem fluir na direcao z. As
correntes aplicadas a bobina percorrem os planos infinitos, paralelos a direcdo z e sdo
separados pela distancia D. A extensdo de D ¢ muito superior a de 2a, para que os efeitos
de borda possam ser desprezados. A densidade de corrente aplicada na bobina deve possuir
um determinado valor para que a inducdo magnética na regido externa a placa seja igual a

B,.
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Figura 2.1: Placa infinita supercondutora imersa em um campo magnético homogéneo.

Aplicando a equagdo (2.5) ao caso estudado, obtemos a seguinte equacdo

diferencial:
0’4, 1
axz = F Az (26)
L

A solugdo pode ser obtida arbitrando-se, inicialmente, valores para o potencial vetor
nas fronteiras entre o supercondutor e o meio externo. Em seguida, deve-se igualar a
expressao da densidade de fluxo a B, que, por hipotese, ¢ conhecida. Assim, para o interior

da placa (-a < x < a) pode-se chegar a seguinte expressao para a densidade de fluxo:

B(x)= B, sech(fj cosk{%]dy 2.7)

tomando-se o rotacional do potencial vetor magnético. No Apéndice B se encontra o

desenvolvimento com todos os passos para a obten¢do da solugdo deste problema.



Na figura 2.2, sdo apresentados os resultados obtidos para a densidade de fluxo
magnético dentro do supercondutor, pela aplicagdo da expressdo (2.7) e pela
implementagdo do modelo de London através do Método dos Elementos Finitos (MEF).
Detalhes sobre a implementa¢do do modelo de London utilizando o MEF se encontram na
referéncia [2]. Os dados de simulagdo foram: a=12,5 mm, A,=3,0 mm ¢ B,=0,1 T. A
profundidade de penetragdo A; depende fortemente da temperatura [1], variando de um
valor Ay (da ordem de um) em baixas temperaturas até o infinito na temperatura critica.

Esse valor de 4 foi escolhido para que se pudesse visualizar as correntes de blindagem.
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Figura 2.2: Indu¢do magnética By(x) numa placa supercondutora infinita imersa num campo

homogéneo constante, obtida pelo MEF e pela expressao (2.7).

Pode-se observar pela figura 2.2, que ha divergéncia nos resultados obtidos entre o
modelo analitico e numérico na fronteira supercondutor-vacuo. Essa diferenga pode ser
justificada pela quantidade limitada do nimero de nds nessa regido. Possivelmente, no
limite em que a quantidade de nds tender a um valor infinito, esses resultados na fronteira

irdo convergir.

2.1.2. Cilindro Infinito Supercondutor

O segundo caso estudado consiste em um cilindro infinito supercondutor, que

também se encontra imerso em um campo magnético homogéneo paralelo a superficie e é



produzido por uma fonte externa. O cilindro possui didmetro d=25,0 mm. Da mesma forma
que para o caso anterior, consideramos que o meio externo ¢ o vacuo € que o material
supercondutor ¢ isotropico. A densidade de fluxo aplicada ¢ constante e igual a B,. Essa

situacdo ¢ ilustrada pela figura 2.3, juntamente com os vetores unitarios nas coordenadas

cartesianas e cilindricas.

ONONONONCONONONONCONONONONO),

l PR RREBB0

Figura 2.3: Cilindro infinito supercondutor imerso num campo magnético homogéneo constante.

Devido a simetria do problema, ¢ adequada a utilizagdo de um sistema de
coordenadas cilindricas para a solu¢do da equagdo (2.5). Entdo, tem-se apenas a
componente ¢ do potencial vetor com dependéncia unicamente na coordenada p. Neste
caso, a equacao (2.5) reduz-se a:

0°4,(p) 104,(p) 1

Py +; o —FA¢(P)=FA¢(P) (2.8)

Para uma solucdo correta de (2.8) € necessario estipular como condi¢ao de contorno

que a referéncia do potencial vetor magnético se encontra no centro da se¢do transversal do
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cilindro. Como a solucdo do problema envolve funcdes de Bessel (K), que vao para o
infinito quando a variavel se anula, considera-se que essa referéncia se encontra num raio
de 0,0001 m do centro do cilindro. Com o auxilio de um programa de manipulacdo
simbolica, obteve-se a seguinte expressao para o potencial vetor magnético no interior do

supercondutor (0 < p < d/2):

Anxp):{Alzl(f}m[fj}@ 29)

onde as constantes 4; ¢ A> sdo extensas combinagdes lineares de fun¢des de Bessel
modificadas de ordens 0, 1 e 2. Todos os passos referentes a obtencdo dessa solugdo se
encontram no Apéndice C. A densidade de fluxo magnético ¢ obtida tomando-se o
rotacional de (2.9), com o auxilio do mesmo programa. A expressdo final envolve um
grande numero de termos de fungdes de Bessel (/ e K) de ordem 0,1 e 2.

A figura 2.4 apresenta os resultados obtidos para a densidade de fluxo magnético
através da previsdo analitica (2.9) e através do MEF. Os dados de simulag¢do foram: A,=3,0

mme B,=0,1T.

0.12 —
O Modelo analitico
*+ MEF
0.1 ® © @ @ @ @
E
$0.08 Supercondutor Vacuo
3
S ®
© 0.06
=
lg Ba
£0.04- ®
©
= ®
0.02 ®
. ® ® ®
0 I I I I
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
x(m)

Figura 2.4: Inducdo magnética B,(p) num cilindro infinito supercondutor imerso num campo

homogéneo constante,.obtida pelo MEF e pela expressao (2.9).
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2.2. MODELOS DO ESTADO CRITICO

Os supercondutores do tipo-II apresentam uma microestrutura € uma magnetizagao
bem diferente daquelas encontradas nos supercondutores do tipo-I. Enquanto que os
ultimos sdao geralmente fabricados com um unico material, os primeiros sdo, em sua
maioria, formados por ligas e compostos. Além disso, o efeito Meissner, a anulagdo do
campo magnético dentro do supercondutor, ¢ mais relevante na descricdo do
comportamento magnético dos supercondutores do tipo-I do que do tipo-II.

Os supercondutores do tipo-II sustentam o estado Meissner até campos criticos de
valores extremamente baixos. Além desse valor, chamado de campo critico 1 (Hc;), o
campo externo comeca a penetrar no material sob a forma de uma rede de filamentos ou
tubos de fluxos (fluxoides). O didmetro desses tubos ¢ menor do que a profundidade de
penetragdo de London (4;) . Esse processo de entrada de campo evolui até um outro valor
de campo critico, conhecido como campo critico 2 (Hc;), quando todo o material fica
preenchido por tubos de fluxo e vai para o estado normal. Entre os campos Hc; e He,, o
supercondutor se encontra num estado conhecido como estado misto. O chamado estado
critico ocorre quando um supercondutor do tipo-II, que se encontra no estado misto,
apresenta nao-homogeneidades em sua estrutura, o que possibilita o aprisionamento (flux
pinning) de tubos de fluxo que penetraram no material. Esse aprisionamento de fluxo
confere propriedades magnéticas importantes ao material, como a histerese, e ¢ uma das
razdes que torna os supercondutores do tipo-II mais indicados para aplicagdes tecnoldgicas.
Para valores acima de Hc, o material se encontra no estado normal.

Os modelos do estado critico buscam representar o comportamento de
supercondutores do tipo-II, através da construcdo de regras que envolvam os valores
criticos das grandezas elétricas ¢ magnéticas representativas e mensuraveis destes
materiais. C. P. Bean ([3]) foi um dos primeiros a propor este tipo de abordagem, ao sugerir
que as curvas de magnetizacdo dos supercondutores pudessem ser obtidas por um modelo
representado por correntes criticas macroscopicas. Todos os modelos fenomenoldgicos
posteriores que se basearam nessa premissa (Kim e Anderson-Kim), ficaram conhecidos

como modelos do estado critico.
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2.2.1. Modelo de Bean

O modelo proposto por C. P. Bean (1.964) procura reproduzir a curva de
magnetizacdo dos supercondutores do tipo-II associando ao campo magnético que penetra
no material, uma densidade de corrente critica J.. De acordo com o modelo, essa corrente
percorre o material supercondutor, passando entre os fluxdides, e sua amplitude ¢
considerada constante. Na medida em que a amplitude do campo aplicado (H) aumenta,
uma regido maior do supercondutor € percorrida pela densidade J., no sentido de anular o

campo externo e, conseqiientemente, o campo no interior do supercondutor (H;) aumenta. A

maneira como H; varia com J, ¢ estabelecida pela Lei de Ampere (6 xH=1J ) e depende
da geometria do material. Quando o campo aplicado chega a um determinado valor limite,
representado por H', o supercondutor é percorrido integralmente pela densidade de corrente
critica. O campo H" & chamado de campo de penetracdo completa e seu valor € bem acima
de Hc; e abaixo de He,.

Nas proximas duas secdes, serd apresentada a aplicacdo do modelo de Bean para a
obtencdo teodrica da curva de magnetizagdo de supercondutores do tipo-II, com duas

geometrias diferentes: placa infinita e cilindro infinito.

2.2.1.1 Magnetizagdo de uma Placa Infinita Supercondutora pelo Modelo de Bean

A figura 2.5 apresenta a geometria do material, o sistema de coordenadas

(cartesiano) e a orientagdo do campo externo aplicado.
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Figura 2.5. Placa infinita supercondutora. Orientacdo do sistema de coordenadas e do campo

aplicado.

A figura 2.6 mostra a distribuicdo da densidade de supercorrente ¢ do campo

interno, no plano x-y, para alguns valores de campo aplicado.

1
I H

I I
Voo | LHL’ | HJ.’
A FAA y T T H =28
e LH=HY2 H=0" ;
a ’ 0 a
5 —] — b —| 5 —
I I I F I Lo
I AN I N I S
Je I e
kA % X %
Ay O
_""IIC -JC -JC
] | 1 | |
] 1 1 1 |
al Al )

Figura 2.6. Distribuicdes da densidade de supercorrente e do campo interno para os seguintes

valores de campo aplicado: a) H=H/2 ;b)H=H ec)H=2H".



Para o sistema de coordenadas escolhido, a relacdo entre a densidade de corrente
critica e o campo magnético dentro do supercondutor ¢ dada pela Lei de Ampere (para
campos com lenta variacdo no tempo):

. OoH OH | -
vxH, = dﬁ(aH* —ai}d,+ O, 7 (2.10)
oy 0z ) oz ox )’ ox Oy

Pela geometria do material e orientagdo do campo aplicado, podemos escrever:

OoH (x

—y( ):Jc(x) (2.11)
ox

Analisando os graficos da figura 2.6, podemos deduzir a seguinte expressdo para o

campo magnético no interior do supercondutor:

H,.(x):—J(x)x+H—H*

J(x)=J, ~D/2<x<-D/2+A
onde < J(x)=0 ~D/2+A<x<D/2-A (2.12)
J(x)=—J, D/2-A<x<D/2

A profundidade de penetracdo A depende do campo externo aplicado e da densidade
de corrente critica suportada pelo material. Consideremos a situagdo apresentada na figura

2.7 e o caminho de integracao indicado.

| 1, _If'r I o II'_
A i
HE Ty P
0
| F-——---L

I |
— 5 —

Figura 2.7. Caminho de integracdo para a profundidade de penetragdo, segundo o modelo de Bean.

Aplicando a Lei de Ampeére, na sua formulagdo integral, no caminho acima obtemos:

§ﬁ-d2=jjsi-d§
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D,
—2LH=—2L[5 J,dx — H=J[2_2 s
D4-a 2 2

A=

H
— 2.13
7 (2.13)

o D .
Para que o supercondutor se encontre no estado critico | A = =) o campo aplicado

externamente deve ser igual a:

(2.14)

A densidade de fluxo média local que aparece dentro do supercondutor quando este
¢ magnetizado por um campo externo H, e a magnetizagdo M correspondente, podem ser

calculadas por meio das seguintes definigdes:

H.d
sl
B= g1+ M) @16

Aplicando a expressdo (2.15) para a placa infinita temos:
i) Para H<H* (41 <D/2)
—D/+A %
yoj j j (x)dxdydz yoj j [j (- ch+H—H*)dx+I%_A(JCx+H—H*)dx}

L L J'_% dxdydz 2L2LD

2 2 2 2 2 2
ﬂo{_Jc(D_Du_D} JC[Dg_(Dg_DZMAZHMJCAZ_JCDA}

B =y, (2.17)
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J.D
Como H=JA e H*= ”2 , entdo 2H*=J D e H?=J A . Podemos,

H* JN . . <
portanto, escrever: H* = D Esta relagdo permite que se obtenha uma expressao para

a densidade de fluxo em fun¢do do campo aplicado e do campo de penetracao completa.

HZ
B = 2.18
Ho 2 H * ( )
A magnetizagdo ¢ obtida aplicando-se a expressdo (2.16).
2
M :E—H _ A
Ky 2H*
2 _ *
Ao A 2HH? (2.19)
2H*
ii) Para H*<H <2 H*
0 %
o 2L2L) [ (= J x+ H = H*)dx + [ 7 (J x + H = H *)dx
B= 2 -
2L2LD
*
B= ,u()(H —HTj (2.20)
%
M = _HT (2.21)

Uma vez que a curva de magnetizacdo dos supercondutores apresenta histerese,
devemos supor que permane¢a dentro do supercondutor uma densidade de fluxo
remanescente (B,), mesmo apos a retirada do campo magnético externo. Consideremos a
situacdo ilustrada na figura 2.8. Nela encontramos o supercondutor sendo sujeito a dois

valores de campo externo diferentes.
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Figura 2.8. Densidade de fluxo remanescente para a placa infinita.

Na etapa de magnetizacdo, o campo aplicado vale H = H), e a densidade de corrente
critica penetra até uma distancia igual a A no interior do material. Vamos supor também
que Hy ¢ menor do que o campo H*. Conforme visto anteriormente, a densidade de fluxo

que penetra no supercondutor ¢ igual a:

H,’ J N
2]_;*:,% }) (2.22)

B, = p,

Se retirarmos o campo externo, fazendo H = (), obteremos o grafico da figura 2.8b.
Uma das hipéteses do modelo de Bean ¢ que apds a retirada do campo, a distribuicdo da
densidade de corrente critica no supercondutor ¢ tal que, dentro da regido delimitada por A,
as correntes se dividem em duas regides com mesma profundidade de penetragdo (A/ 2) e

sinais opostos.

Uma forma de se calcular a densidade de fluxo remanescente ¢ aplicar a defini¢ao

(2.15) na figura 2.8b. Para isso, teriamos que reescrever a expressao para 0 campo interno,
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em funcdo de J. e x. Uma maneira alternativa e mais pratica de se obter o mesmo resultado
se baseia na expressao (2.17). Se considerarmos que esta expressdo se refere a contribuigdo
positiva da densidade de corrente critica, representada pela area A na figura 2.8a, podemos
calcular o fluxo remanescente somando as contribui¢des positivas, marcadas na figura 2.8b

pelas areas indicadas pela letra B. Fazendo isso, teremos:

J.N J.N

4 4
B, = u, ot

J A H*> B
B = e - 0 0 2.23
» = My 2D #021—1* ) ( )

Se, depois de termos anulado o campo externo, aplicarmos um campo de valor H =

H; = Hy?2, teriamos a seguinte situacdo, ilustrada na figura 2.9.

!LHL.-'
2 2|
2 2
) NN A (IR
A i A -
- D L
| |
| iz |
Jo _
i o =
-
L -
| - Je

| |
1 1
Figura 2.9. Analise de uma situagdo especifica de magnetizagdo, segundo o modelo de Bean.
Nestas circunstancias, somando as contribui¢des identificadas pela letra C, teriamos

uma densidade de fluxo no interior do supercondutor igual a:
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J N J N J N

c C c

Hy Hy Hy
B 16 " 4 7% 16
D D D
3J A 3H®> 3B
By =y~ = o=t 2.24
1 = Hy 8D Hy 164 * 3 ( )

Com o que ja foi explicado sobre a magnetizagdo e o fluxo remanescente, podemos
deduzir, a partir das expressoes (2.18) e (2.23), que um laco completo da curva de

magnetizagdo, deve ser escrito conforme a expressao que se segue:

HH, |\H*>-H’
BzﬂoLH‘;i( 4H*° )} JH, <H* (2.25)

Na expressao (2.25) o valor Hy ¢ o mdédulo médximo que o campo externo pode
assumir ¢ H ¢ o valor atual do campo. O sinal de mais ¢ usado quando se vai de —H) até Hy

e o sinal de menos € usado no ciclo de volta.

2.2.1.2. Magnetizag¢do de um Cilindro Infinito Supercondutor pelo Modelo de Bean

A figura 2.10 apresenta a geometria e o sistema de coordenadas para o caso em que
o supercondutor ¢ um cilindro infinito.
—r—

| |
F Y I AZ I F

e

a

Figura 2.10: Cilindro infinito supercondutor. Orientagdo do sistema de coordenadas e do campo

aplicado.
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Como o sistema de coordenadas ¢ o cilindrico, a Lei de Ampere fica escrita da

seguinte forma:

- — oH oH o\pH oH -
VH, = LOH. O a,+|—2~ _oH, d¢+l o ¢)— 2 g =J. (2.26)
p 0@ oz 0z op pl Op o¢

Pela situagdo fisica mostrada na figura 2.10, temos que Je=J .4, Logo:

oH (p)
op

=-J.(p) (2.27)

Como as coordenadas no eixo p ndo apresentam valores negativos, o
comportamento do campo dentro do supercondutor e a distribui¢do das supercorrentes, para

um campo H aplicado externamente, deve ser conforme indica a figura 2.11.

1 1z 1

| |

— A i

H H

g e
— & —

1 it 1

I d I

Jo

o T

Figura 2.11. Comportamento do campo interno e distribuicdo da densidade de corrente critica, em

supercondutor em forma de cilindro infinito.
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Por inspecao dos graficos da figura 2.11, podemos deduzir a seguinte expressao para

0 campo magnético interno ao supercondutor:

H,(p)=J(p)p+H-H*

onde {J(p )=

0 —
2.28
J(p)=1J. R-A<p<R (2.28)

Podemos observar também, comparando os graficos da figura 2.11 com os graficos
da figura 2.6a, que a profundidade de penetracdo A possui a mesma relagcdo com H e J.
apresentada pela expressao (2.13). Isto pode ser verificado, resolvendo-se a integral de um

percurso semelhante aquele indicado na figura 2.7.
Quando ocorre a penetragdo completa do campo (A = R) , tem-se:
H*=J_R (2.29)

A densidade de fluxo dentro do supercondutor pode ser calculada aplicando-se a

definicdo (2.15) a geometria do material, junto com a expressao (2.28):

i) Para H<H* (4 <R):

ﬂof [ [ 1, (p)pd pd gz ﬂ02L2ﬂf [7(p)p +(H - H *)lpdp
aR*2L aR*2L
JN TN
B= Sl 2.30

Se usarmos os resultados de (2.13) e (2.29) na expressao (2.30), obtemos:

H> H
ii) Para H* <H <2H*

Para este caso temos:

2u, UOR J.pldp+ LR (H -H *)pdp +}

B = e
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A solucao ¢ mostrada abaixo:

B = pu, (JCA - J;Rj = L [H ——j (2.32)

Para o célculo da densidade de fluxo remanescente, procederemos de maneira
semelhante aquela adotada para o caso da placa infinita. Consideremos os graficos da figura

2.12.
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Figura 2.12. Densidade de fluxo remanescente para o cilindro infinito.

Eles nos mostram o campo interno e a distribuicdo da densidade de corrente critica,
no interior do supercondutor, apds ter sido aplicado e em seguida retirado um campo de
intensidade H)y. Levando em conta a expressao (2.30) e somando-se apenas as contribui¢des

referentes a area D temos, para Hy < H*:
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JAN  JN
B =y LA LA
’ ”O( 4R 24R2J

By N JAN  HS H,
» = Hy e = H, 2H*_ﬂ04H*2

2.33
2R 12R? (2.33)

Da mesma forma, se ap6s a retirada do campo Hy, aplicarmos um campo de valor H
= H; = Hy2, teremos as distribuicdes de campo e densidade de corrente mostradas na

figura 2.13.

!LHZ' I
|g A
£ Z
At YN Y = o
H H -
a d 3
! — =4
|
JLJ;ﬁ I

Figura 2.13. Campo interno e densidade de corrente critica para um caso particular de

magnetizagao.

A densidade de fluxo que fica no supercondutor ¢ calculada utilizando-se a

expressao (2.30) e somando as contribui¢des indicadas pela letra E:
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J N J N J N J N
By = pto| T gy 25 | T o |
! ﬂ°£16RJ ﬂ°£192R2j ”O( 4R J ﬂ0£24R2

J N
R

JAN 9 5H  9H/
fospr 3 g Mg

(2.34)

5
B, = u, 'S

O ciclo completo da curva de histerese, para um supercondutor de geometria

cilindrica, pode ser descrito pela expressao abaixo:

HH, , (H2 —H02)+ (HO3 +HH," + H*H, +H3/3)
' H* T 2H* T 4H *?

B=u JHy<H*  (2.35)

2.2.3. Modelo de Kim

Como foi mostrado, no modelo de Bean a densidade de corrente é considerada
constante (J.), variando apenas a profundidade de penetragdo conforme uma variagdo no
campo externo aplicado. O modelo do estado critico formulado por Y. B. Kim, C. F.
Hempstead e A. R. Strnad ([4]), utiliza uma aproximagao inversamente proporcional para a
relacdo entre a densidade de corrente que flui no supercondutor e a densidade de fluxo

magnético no interior do mesmo.

2.2.3.1. Magnetizagdo de um Cilindro Infinito Supercondutor pelo Modelo de Bean

A geometria e a curva experimental BxH do supercondutor utilizada nos

experimentos de Kim para a validag@o de seu modelo se encontram na figura 2.14.
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Figura 2.14. a) Supercondutor do Tipo — II com geometria tubular. b) Curva BxH

correspondente.(Referéncia [4])

Observa-se também na figura acima, que o raio do tubo € representado pela variavel
a ¢ a espessura, por w. A variavel para o campo externo aplicado é H ¢ a intensidade de
campo magnético medido na parte de dentro do tubo ¢ representada pela variavel H'. O
sistema de coordenadas utilizado para obtencdo das expressdes ¢ o cilindrico.

Considerou-se ainda, que o comprimento do tubo ¢ muito maior que o seu didmetro,
de forma que os efeitos de borda possam ser desprezados e o tubo se comporte como um
tubo infinito. A geometria tubular foi escolhida por proporcionar um alto grau de precisao
na obtencdo das medigdes. Detalhes sobre os procedimentos experimentais adotados por
Kim e seus colaboradores podem ser encontrados na referéncia [4].

A curva Bx H apresentada na figura 2.14b mostra o comportamento magnético do
supercondutor no estado critico. As unidades nos eixos estdo no sistema CGS. Pode-se
verificar a influéncia da temperatura pela comparagdo entre as curvas obtidas na
temperatura de 3,3 K (curva 2) e 4,2 K (curva 1). A reta de inclinagao igual a 45° representa
o limite térmico em que o material se encontra no estado normal. Estas curvas s6 podem ser
obtidas para variagdes lentas no valor do campo magnético externo, de tal forma que H e
H’ permanecam proximos de seus valores de equilibrio. Assume-se também que o campo ¢
aplicado apds o material supercondutor ter sido resfriado abaixo de sua temperatura critica

(Zero Field Cooling — ZFC). Se aumentarmos lentamente o valor do campo aplicado a
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partir da origem, o campo medido no interior do tubo permanece zero até que H atinja o
campo de penetragdo plena da amostra, que ¢ indicado na figura pela varidvel H,. Neste
ponto, toda a parede do tubo se encontra preenchida por uma rede de vortices de fluxo
magnético. Acima deste valor, as supercorrentes ndo conseguem anular mais o campo
externo, € o campo interno H’ comega a crescer junto. Chamaremos este trecho da curva de
magnetizacdo de blindagem, uma vez que as correntes nesta fase tendem a inibir a entrada
de campo no supercondutor. No trecho de blindagem temos que: H >H>0. Se
comecarmos a diminuir o valor de H passamos para o trecho de aprisionamento, ja que as
supercorrentes nesta fase fluem no sentido de manter os fluxdides na parte de dentro do
tubo. Quando o campo externo se anula, os flux6ides continuam preenchendo toda a parede
do tubo, em uma distribuicdo periddica espacial, como uma rede de vortices, e as
supercorrentes associadas a estes vortices conseguem impedir que um campo de
intensidade H, " atravesse a parede do tubo para o lado de fora. O campo H’ s se torna zero
quando aplicarmos um campo externo no sentido oposto, de valor -H;. Esta fase ¢ chamada
de desmagnetiza¢do, e o aspecto da curva nessa regido deve ser entendido como uma
composicdo de dois efeitos: o efeito desmagnetizante imposto pela penetracdo do campo
externo no sentido oposto, e o efeito do campo produzido pelas supercorrentes em blindar a
entrada deste campo negativo, o que fortalece o campo produzido pelos fluxdides
aprisionados.

Antes de partirmos para as consideragdes do modelo de Kim e suas expressdes para
a curva de magnetizacdo, convém introduzirmos alguns conceitos e defini¢des que serdo
uteis durante o desenvolvimento:
i) A magnetizacao total produzida pelas supercorrentes induzidas nas paredes do tubo ¢

dada pela expressao:

M=H-H (2.36)

ii) Define-se M_=H —-H  como sendo o mddulo da magnetizagdo do supercondutor

durante a fase de blindagem, quando se aumenta o campo externo a partir de zero. Nessa
etapa, o valor de H’ ¢ menor que o valor de H, como podemos constatar pelo grafico da

figura 2.14b.
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iii) M, =H-H ¢ o modulo da magnetizagdo do supercondutor durante a fase de

aprisionamento. Nesta etapa, que representa uma redu¢do do campo externo até zero, o

valor de H ¢ superior ao de H'".

iv) O campo médio entre o campo externo aplicado € o campo interno pode ser calculado

pela expressao:
H* = %(H’+H) (2.37)

Aplicando a expressdo (2.36) na expressao (2.37) temos:

H*:%(M+H+H):H+% (2.38)

Se usarmos no lugar da expressao (2.36) as defini¢des de M. e M, encontradas em ii)

e iii), teremos:

t (2.39)

Como existem dois tipos de magnetizagdo (M- e M.), foi definida uma magnetizagao

média para o supercondutor, a qual estd associada uma densidade de corrente média (J*):
(M)= %(M+ +M_)=wJ cos(0) (2.40)

onde w ¢ a espessura da parede do tubo e 6 € o angulo entre a origem do sistema de
coordenadas e a parede interna do tubo (figura 2.14a). Quando o comprimento do tubo for
bem maior que o seu didmetro,  se torna praticamente nulo, e o cilindro pode ser
considerado como infinito.

O comportamento usualmente observado para a relacdo entre a densidade de
corrente e a densidade de fluxo, sugere a seguinte série de expansao:

%:BO+B+asz+a3B3+--- (2.41)

onde By ¢ a densidade de fluxo critica acima da qual o efeito Meissner ndo existe
mais. A constante a ¢ uma medida experimental da amostra, e que exprime a capacidade de

conducdo de corrente da mesma. Esta constante ¢ fortemente dependente da microestrutura
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fisica do material. Se os coeficientes ay, as, ..., forem suficientemente pequenos, podemos

reduzir a relacdo acima para uma simples equacao linear:
% -B,+B (2.42)

Podemos verificar pela relagdo acima (JB = « ), que o parametro a equivale a forga
de Lorentz exercida sobre o tubo de fluxo em fun¢do do campo penetrado e da corrente que
flui no supercondutor. Esta conseqiiéncia do modelo ¢ compativel com a estrutura de redes
de fluxdides, presente em supercondutores no estado misto. Consideremos um unico tubo
de fluxo que penetrou na amostra, que esta submetida a um campo externo constante de

valor H. Ao tubo de fluxo associemos uma densidade de fluxo B =y H . A situagdo esta

ilustrada na figura 2.15.

b
"
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BlF wH’
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S

Figura 2.15. Influéncia da for¢a de Lorentz no modelo de Kim, para a determinagdo da densidade de
corrente critica.

Observamos que transversalmente ao tubo de fluxo, flui uma densidade de corrente
J, que tem o objetivo de blindar o supercondutor quanto a entrada de novos tubos. O
sentido desta densidade de corrente ¢ tal que o campo produzido por ela tende a se opor ao
de B (que ¢ wH’). A densidade de corrente de blindagem e o fluxo que penetrou no
material geram uma forca de Lorentz, por unidade de volume, igual a: F, = JB. Devido a
imperfei¢des do material (por exemplo: cistos, fronteiras entre os graos), ha uma forca de

reacdo Fr (for¢a de pinning ou aprisionamento), contrdria a F; que tende a impedir o
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movimento dos fluxoides no sentido de F;. Podemos associar a esta forca de reagdo um
campo elétrico Ex na mesma diregdo de J, porém com sentido contrario. O efeito deste
campo contrario a J equivale a uma resisténcia elétrica que limita a densidade de corrente
critica e gera calor por efeito Joule. No limite em que J se torna igual a J., a forga de
Lorentz (= « )se torna igual a for¢a de aprisionamento méaxima (= —« ). Acima de J,,

ocorre o deslocamento do fluxoide.

Na verdade, existe ainda uma dependéncia da densidade de corrente com o tempo
que, apesar de ser verificada experimentalmente, ndo ¢ levada em conta no modelo de Kim.
No modelo de Kim existe apenas a dependéncia com a densidade de campo interno local
(B). Desconsideramos também a ocorréncia de saltos de fluxo (flux jump), que podem
acontecer em supercondutores de baixas temperaturas criticas, nos quais as redes de
fluxdides estdo mais firmemente presas. Como os supercondutores que iremos trabalhar sdo
de altas temperaturas criticas (H7S), as redes de vortices estdo menos firmes e o fendmeno
mais importante a ser considerado ¢ o flux creep, que sera abordado pelo modelo de
Anderson-Kim.

Mostraremos os passos para a dedugdo da curva de magnetiza¢do do supercondutor.
De acordo com o modelo de Kim, quando o supercondutor se encontra no estado critico,
toda regido macroscopica da amostra ¢ percorrida por uma densidade de corrente critica,
cuja relagdo com o campo local B ¢ dada pela expressao (2.42). Essa relagdo univoca entre
densidade de corrente e densidade de fluxo, nos permite descrever o ciclo de magnetizacdo

por meio das duas expressdes abaixo:

[;f ”ﬁ(ﬁf 171) (2.43)
Vxm=J\b

onde b = ,UOZ'

As variaveis m, b e h’ representam a magnetizacdo, densidade de fluxo e intensidade
de campo local, em um ponto qualquer dentro das paredes do tubo ou em um ponto

qualquer do espago, respectivamente.
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Consideremos um supercondutor cilindrico, conforme mostra a figura 2.16. A altura
do cilindro ¢ muito maior do que o seu didmetro, de modo que os efeitos de borda podem

ser desprezados.

E‘l. I
w2l
E}

| ~¢

I
/ 3l
z|

Figura 2.16. Supercondutor com geometria cilindrica.

A localizagdo do sistema de coordenadas e a dire¢do das varidveis vetoriais

indicadas na figura 2.16 permitem que se escrevam as seguintes relagdes:
H=Hi, ; b=puh=b(p). ; J=Jb(p)la, ; m=m(p). (2.44)

Se aplicarmos as equagdes de (2.43) para uma amostra com essa geometria, teremos:

L 5 o 0 o
Vame| LOm My [ Om s 1 lom,) _am, d, (2.45)
pOop Oz 0z op pl Op o¢p

Se considerarmos a simetria da geometria do material juntamente com as relagdes

(2.44), temos que:

o) __Jp(p) (2.46)
op

Em p=a, a magnetizagdo deve ser nula, uma vez que este ¢ o ponto na fronteira

entre o supercondutor ¢ o meio externo, onde o valor do campo ¢ igual a H. Com isso, o

desenvolvimento segue:
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j;n(t))_o dm=—[Jp()r - mlp)=["Jb(2)hr (2.47)

Utilizando o resultado acima com a primeira expressao de (2.43), temos:
blp)= sl + m(p)|= s -+ [ (2 ) | @49

Uma maneira mais conveniente de se tratar a magnetizagdo pode ser obtida da

seguinte forma:

bp)=p[H +m(p)] - m<p):_H+%p>

om(p) _ 1 ab(p)

(2.50)
op My Op

Igualando as expressdes (2.46) e (2.50):
R

Hy Op Ho J(b)

a 1 b(”)=ﬂnH 8b

L Oh = _IU_OL(P)=/10 [H+m(p)]m
(a—p):L uo[H+m(p)] Ob 2.51)

g Tt J(b)

Os sinais de m e J sdo negativos para um crescimento de H e positivos para um
decréscimo de H. Para uma geometria tubular, como aquela mostrada na figura 2.14a,

temos que a intensidade de campo total que penetrou a parede do tubo, ¢ dada pela

expressao:

H'= Lb(p =a-w) (2.52)
Hy

A magnetizag¢do produzida pelas correntes que fluem na parede do tubo ¢ igual a;
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M=m(p=a-w)=H-H (2.53)

Substituindo as expressdes (2.52) e (2.53) em (2.51), temos que a magnetizagdo do
tubo supercondutor como um todo (p:a—w), deve ser obtida por meio da seguinte

expressao:

: oM
1 puoliev) dB wi' dB wl 4| dB 2.54)

1
R M s M o s AU

Aplicando agora o modelo linear de Kim para a relagdo entre J ¢ B (2.42) na

expressao (2.54), obtemos:

:_on = dB :_Iﬂo B +B)dB
Jn #o J(B J7n /to
o) #O(H*‘*'%]
MYy 1B
ow = BO,UO(H +——H*+—j+—
0 2 Ho D \
w(-y )
aw = MB, + u,MH * N # =B, +u,H* (2.55)

onde M (H *) =2- (H —H *) ¢ obtido pelas expressoes (2.36) e (2.37), eliminando-se
H. A equagdo (2.55) serve para mostrar que as constantes a ¢ By podem ser obtidas de

medidas experimentais de H e H*.

Passemos agora para a obtencdo das expressdes para a curva de magnetizagao

segundo o modelo. Desenvolvendo a expressao (2.54) em termos de H e H:
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1 Iﬂoﬂ' dB 1 FOH'(BNLB)

w=— = dB
po*mtt J(B)  py it
.
o 1 B*]"
aw=——["" (B, + BB = BO(’H’—H)+——}
IUO #oHl IUO 2 HoH
LZH’_L2H+H’2 _H’  2aw
My By uy B, Bo2 302 ,UoBo2
. H’ H 2
Se definirmos: ¢'=— , c=— e A= awz (2.56)
B, B, B,
Teremos:
2
c'2+ic'—{c2 +—c) =4 (2.57)
IUO luo

Para as curvas do 1° quadrante da figura 2.14b, podemos manipular a expressao

(2.57) da seguinte forma:

2 1 2 1
c'2+—c'—i-—2—(c2 +—c+—2] =4
/u0 /Llo luo ,Ll()

2 2
(c'+LJ —(0+LJ =xA4 (2.58)
Ho Hy

A expressao (2.58) ¢ a equagdo da hipérbole. Se H > H'>0 (blindagem), entdo o
sinal de A4 deve ser negativo. Se H'> H >0 (aprisionamento), o sinal de 4 ¢ positivo.
A curva de desmagnetizagdo da regido do 2° quadrante da figura 2.14b

(H <0< H"), pode ser representada por uma circunferéncia através da expressao:

2 2
(c’+ij +(L—cJ =A+2 (2.59)
Hy Ho

A expressdo para a magnetizagdo em func¢do do campo aplicado (M(H)) pode ser

obtida a partir das expressoes (2.58) e (2.59) para os respectivos intervalos:

ij)Para H>H>0 ou H>H>0:
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%_{(HLJ iA} _£c+LJ (2.60)
B, Ho Hy

ii) Para H <0< H":

1 2 1 2 1 1 2 A
(c'+—J =A+2—(——c] - c+—= A+2—[——CJ

Hy Hy Hy Hy

H A TGO M+H I TC
o A+2—(——cj L MaH A+z_[__cJ s

B, Ho Ho B, Hy Hy
M 1Y % 1
KL A+2—[——cj —(m—j (2.61)
B, Hy Hy

As expressoes (2.58), (2.59), (2.60) e (2.61) sdo as expressoes do modelo de Kim

para a magnetizacao de um supercondutor no estado critico. A figura 2.17 mostra as curvas

L. . . . 1
tedricas previstas por essas expressoes, ¢ a relagdo linear entre — ¢ B.
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Figura 2.17. Curvas de magnetizagdo do modelo de Kim, para um supercondutor no estado critico.
(Referéncia [4])

Podemos observar que, de acordo com a figura 2.17c, existem dois eixos de simetria
na curva H' x H: o eixo de dobramento, cuja orientacdo esta a 45° do eixo das abscissas
(eixo H) e o eixo de reflexdo, com orientacdo a 135° do eixo H.

Consideremos o ponto da curva de magnetizagao na fase de blindagem em que o

campo externo atinge o valor do campo de penetragdo plena, isto ¢ H=H_ e H'=0. Pela

definicdo (2.36): M =—H . Assim, partindo de (2.60), teremos que:

2 P
H, [HS 1 J (HS 1 J

——= +— | -4y - +—
B, By By, py
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1
H 1Y) 1 o1 (1)
+— | =—5+4 - St—=|—5+4
By, p Hy B, Ho

Pela simetria de dobramento, podemos afirmar que:

H. H’ 1 % 1
s _ s _ —2+A _ (2.62)
B, B, Hy

Apesar de ndo considerar o efeito termodinamico de arraste dos tubos de fluxo (flux
creep) o modelo de Kim oferece uma boa aproximagao para as curvas de magnetizagao dos
supercondutores do tipo-II, podendo ser aplicado para a representagao de aplicacdes

supercondutoras cujo carater dinamico e transitorio ndo precisem ser considerados.

2.2.4. Modelo de Anderson-Kim

A diferenga basica entre este modelo e o modelo de Kim esta na lei que descreve o
comportamento da densidade de corrente no supercondutor. Enquanto que o modelo de
Kim se baseia em uma relacdo linear entre J e a densidade de fluxo magnético (2.42), o
modelo de Anderson-Kim relaciona a densidade de corrente com o campo elétrico.

Conforme mostrado na referéncia [5], parte-se de uma dependéncia logaritmica da

densidade de corrente para a energia de ativagao:

U(J)=U, h{ ‘f] j (2.63)

sendo U, o valor critico para a energia de ativagdo. Relacionando a expressao (2.63)

com a Lei de Arrhenius [13]:

E(J)= Ee("UTJ (2.64)

E(J)=E, (iJ . (2.65)
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Definindo o parametro:

U
=—¢ 2.66
n= (2.66)

Obtemos a lei do modelo que relaciona o campo elétrico a densidade de corrente

dentro do supercondutor:

n—1

—

J

J

c

J

J

c

E(J)=E =p. (2.67)

c

J
J

O parametro n pode representar um condutor 6hmico (n = /) até o limite em que a
forca de aprisionamento ¢ méaxima (n — o). A densidade de corrente critica pode ser
considerada constante ou apresentar alguma dependéncia com o campo magnético local,
como a relagdo (2.42) do modelo de Kim. No capitulo 4, serd apresentada a implementacao
deste modelo para os seguintes casos: barra infinita supercondutora na presenca de um
campo magnético homogéneo, cilindro finito supercondutor em campo magnético
homogéneo e cilindro finito supercondutor na presenga de um campo ndo-homogéneo

produzido por um ima permanente.
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3 FENOMENOLOGIA DA LEVITACAO MAGNETICA
SUPERCONDUTORA

Como o proposito deste trabalho € reproduzir e implementar um modelo tedrico de
representacdo de supercondutores para a utilizagdo no projeto de mancais magnéticos
supercondutores, serdo apresentadas neste capitulo as caracteristicas desejadas que um
supercondutor deve apresentar para produzir a levitagdo, as aplicagdes da levitagdo e
demais conceitos inerentes a levitagdo supercondutora e que serdo utilizados ao longo do

trabalho.

3.1. CARACTERISTICAS DE UM SUPERCONDUTOR PARA A LEVITACAO

Conforme mencionado no capitulo 2, os supercondutores do tipo-I sdo aqueles em
que o Efeito Meissner ocorre de forma plena, quer dizer, a penetragdo de fluxo ocorre
apenas proximo da superficie, de acordo com o valor da profundidade de penetracdo de
London (A;), enquanto que nos supercondutores do tipo-II, existe a penetragdo periddica do
campo sob a forma dos tubos de fluxo. Por este motivo, poderia se esperar que os
supercondutores do tipo-I fossem os mais indicados para a levitagdo magnética.

Entretanto, como se pode constatar na tabela 3.1, o campo critico dos
supercondutores do tipo-I ¢ muito baixo, de tal forma que eles s6 conseguem evitar a
penetracdo de campos pequenos. Além disso, a temperatura critica destes supercondutores €
muito baixa, necessitando serem resfriados com hélio liquido, o que torna a sua aplicagao
industrial invidvel do ponto-de-vista econdmico. Por outro lado, verifica-se que tanto a
temperatura critica quanto o campo critico dos supercondutores de altas temperaturas (H7S)

sao bem superiores aos do tipo-I.
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Tabela 3.1: Temperatura Critica e Campo Critico de alguns Materiais Supercondutores.

Tipo de Material Temperatura Critica - T.|Campo Critico - Hc
Supercondutor (K) (A/m)
Aluminio (Al) |1,2 0,79 x 10°
Tipo-I Cadmio (Cd) 0,52 0,22 x 10°
Galio (Ga) 1,1 041 x 10°
Mos-Re 10 6,7 x 10° (Hc,)
Tipo-II Ti,-Nb 9 ~8 x 10° (Hc,)
Nb;Sn 18 ~1,6 x 10’ (He,)
HTS YBa,Cuz0; 93 >8x 10’ (Hcy)
T1,Ba,Ca,CuzOyp | 125 > 10 x 10’ (He,)

Como os supercondutores de altas temperaturas sd3o casos extremos de
supercondutores do tipo-II, a levitacdo ndo se da por conta do Efeito Meissner. Para que um
HTS possa ser ttil para a levitagao € necessario que o material contenha um certo grau de
impurezas ou falhas, de tal forma que os vortices que penetram fiquem aprisionados nesta
regido e, com isso, dificultem tanto a entrada de novos tubos de fluxo quanto a
movimentagdo dos tubos vizinhos. Esta caracteristica de limitar a entrada de fluxo ¢
chamada de aprisionamento de fluxo (flux pinning), e ela confere um carater tanto de
repulsdo quanto de estabilidade para a levitagdo. Como os voértices ndo podem mais entrar,
o ima ¢ repelido e, como eles concentram parte do fluxo do ima, hd uma resisténcia a um
deslocamento horizontal do mesmo. A figura 3.1 apresenta uma ilustragdo do que foi

explicado.

ima Permanente

- =
e
g H N L
;1,’:(/ :t“jiili i | i | 4 I eixo ¢
k=g HTS i

Figura 3.1: Representacao dos tubos de fluxo dentro de um HTS com um ima permanente levitando
sobre 0 mesmo.

As setas representam as densidades de fluxo referentes ao ima permanente e aos

tubos de fluxo que penetraram no material. Na figura também estdo identificados os planos
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a-b e o eixo c¢. O plano a-b ¢ o plano de condugdo, onde as propriedades supercondutoras se
manifestam com mais intensidade, isto ¢, por onde as correntes de blindagem e as
supercorrentes fluem de maneira preferencial. O eixo ¢ ¢ a direcdo segundo a qual os tubos
de fluxo devem estar orientados.

Além de seguirem uma orientagdo bem definida, as fronteiras entre os graos devem
ser as menores possiveis. A explicacao esta no comprimento de coeréncia & ([1]) dos HTS.
Para que as correntes de transporte circulem pelo material sem apresentar resisténcia, o
espagamento entre os graos tem que ser da ordem de . Como os HTS sdo casos extremos
de supercondutores do tipo-II, o seu comprimento de coeréncia ¢ bastante pequeno,
exigindo que os graos sejam bem conexos. A relacdo deste fato com a levitagdo ¢ que se
pode associar & corrente de transporte, uma corrente de blindagem (i), ao redor dos
vortices, que se opde ao movimento dos mesmos. Se 0s graos sdo coesos, a corrente critica
¢ elevada. Se J. ¢ alto, as correntes de blindagem também serdo elevadas e,
conseqlientemente, a magnetizacdo e a for¢a de levitacdo associadas ao conjunto dos

vortices contidos em cada grao tém valor alto. Esta situacdo esté ilustrada na figura 3.2.

/ i | I/I“fc |
z MR ;ig
}

f
b |

Figura 3.2: Importancia do espagamento entre os graos para a levitagdo

Na figura, as setas para baixo sdo as densidades de fluxo do ima que penetraram no
supercondutor sob forma de vortices; as setas na horizontal indicam as correntes de
transporte, e as setas que se fecham em si correspondem as correntes de blindagem (ip)

associadas a densidade de corrente critica (J.).
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Concluindo, para serem uteis a levitagcdo, os supercondutores de altas temperaturas
precisam ter um certo grau de impureza ou falha, e apresentar graos bem orientados e

conexos.

3.2. COMPORTAMENTO DA FORCA VERTICAL

A densidade de fluxo sobre a superficie do supercondutor aumenta se o ima
permanente for empurrado para mais perto do primeiro. Em conseqiiéncia, a forca de
levitagao repulsiva também aumenta. Se o ima for afastado para sua posi¢ao inicial, poderia
se esperar que a forga repulsiva reduzisse até o seu valor inicial. No entanto, devido ao
aprisionamento dos vortices, existe, com a aproximac¢ao do ima, um aumento da forca de
atracdo entre o ima e os vortices no material, de tal forma que a for¢a de repulsao se torna
menor do que a inicial. A curva que mostra a intensidade da forca de repulsdo vertical, em
fun¢do da distancia de afastamento entre o imd permanente e o supercondutor, estd

mostrada na figura 3.3.

REPULSIVE FORCE

DISTANCE

Figura 3.3: Forga de repulsdo vertical entre um ima permanente e um HTS, em fungdo da altura de
levitagdo (Referéncia [3]).

A linha pontilhada indica o ponto de equilibrio entre a forca de levitagcdo e o peso do
ima. Se o ima for empurrado para mais perto do supercondutor, partindo do ponto B para o
ponto C, a for¢a de repulsdo aumenta por conta efeito diamagnético das correntes de
blindagem. Quando a forca externa ¢ retirada, o novo ponto de equilibrio A ¢ mais proximo
do supercondutor devido a histerese do material, ocasionada pelo aprisionamento de

fluxoides.
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3.3. COMPORTAMENTO DA FORCA HORIZONTAL

Assim como a forca vertical, as forcas horizontais exercidas sobre o ima
permanente, segundo o plano a-b, sofrem uma resisténcia por conta dos tubos de fluxo que
tendem a manter o ima em uma posi¢ao estavel. Da mesma forma que no caso vertical, as
forgas longitudinais apresentam um comportamento com histerese. A figura 3.4 apresenta
duas curvas extraidas da referéncia [7]: uma considerando que o HTS foi resfriado a campo
zero (ZFC — Zero Field Cooling) e outra com resfriamento na presenca de campo (FC —

Field Cooling).
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ofog Cooling
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oa a
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'1.5. N | I | I | - Il N i i P
-15 -10 -5 0 ] 10 15 20

Lateral Position {mmj)

Figura 3.4: Curvas de histerese para as forcas horizontais exercidas sobre um ima permanente em

func¢do do deslocamento lateral (ZFC e FC) (Referéncia [7]).

As curvas mostram que quando o HTS ¢ resfriado na auséncia de campo (ZF(C), ele
se torna instdvel para deslocamentos laterais. A rigidez horizontal ¢ negativa

OF o
(K, =- P =~ <0), e se o ima for deslocado, por exemplo, para a direita, a forca também
X

serd para a direita, e ele perdera a estabilidade. Se o supercondutor ¢ resfriado na presenca

de campo (FC), ele € estavel.
3.4. APLICACOES DA LEVITACAO MAGNETICA SUPERCONDUTORA EM
MANCAIS MAGNETICOS

Uma das aplicagdes tecnologicas mais desenvolvidas atualmente, envolvendo a
levitacdo magnética, ¢ a construcdo de mancais magnéticos supercondutores. Assim como

para os mancais eletromagnéticos, uma grande vantagem de se utilizar um mancal
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supercondutor no lugar dos mancais mecanicos ou hidrodindmicos convencionais, ¢ a
eliminagdo do atrito mecénico entre os rolamentos. Isto permite alcancar velocidades de
rotagdo bem maiores e diminui as perdas do sistema. Além disso, para o caso especifico dos
mancais supercondutores, a propriedade do aprisionamento de fluxo confere um carater de
estabilidade que, nos demais mancais magnéticos, € obtido por meio de circuitos
eletromagnéticos, o que eleva o seu consumo. Em contrapartida, os mancais que utilizam
supercondutores tém um gasto com refrigeragdo que os outros nao tém.

A figura 3.5 mostra um esquema basico de um mancal utilizando supercondutores

de altas temperaturas.
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Figura 3.5: Esquema basico de um mancal magnético supercondutor, utilizando HTS.

Devido as forcas de repulsdo exercidas pelas pastilhas supercondutoras, o rotor
levita no meio do caminho entre elas podendo, entretanto, girar em torno do seu proprio
eixo. O atrito que surge, fica por conta da aerodinamica e das correntes parasitas geradas
por variacdo de fluxo. O atrito aerodindmico pode ser drasticamente reduzido, se o sistema
for montado dentro de uma camara de vacuo.

Conforme dito acima, a penetracao de fluxo visa fornecer ao rotor, estabilidade para
girar sem pender para nenhuma das dire¢des: para cima, para baixo, para os lados, para
frente e para tras. Essa propriedade ¢ conhecida como rigidez magnética do mancal.

O mancal da figura 3.5 ¢ do tipo empuxo (thrust bearing), pois a forca de levitagao
esta aplicada paralela ao eixo de rotagdo. Outras configuragdes de mancais do tipo empuxo

sdo apresentadas na figura 3.6.
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Figura 3.6: Configuragdes alternativas de mancais supercondutores do tipo empuxo (thrust bearing)

(Referéncia [7]).

O que ha de comum nestas configuracdes ¢ que elas sdo hibridas, utilizando tanto
imas permanentes quanto supercondutores, para garantir a levitacdo. Na configuracdo do
meio, por exemplo, a levitacdo se da pela repulsdo entre os dois imas. O supercondutor ¢
inserido no meio dos dois para estabilizar a repulsdo entre os dois. A configuragdo de
mancal que serd analisada pelo modelo de Anderson-Kim, apresentado no capitulo 2, ¢ a
configuracdo da direita (um ima sobre um supercondutor).

Um outro tipo de mancal ¢ o radial (journal bearing), onde a forga de levitagdo ¢
aplicada numa dire¢do perpendicular ao eixo de rotacdo. A figura 3.7 apresenta uma

ilustracdo com este tipo.

imds Permanentes

N

=1

- -

HTS HTS

Figura 3.7: Esquema de um mancal supercondutor do tipo radial.

/

-

Dentre os dois tipos, o de empuxo ¢ o mais indicado quando se necessita de uma
forca de levitagao elevada. A pressao magnética (P,,) sobre a superficie de um ima depende
das densidades de fluxo tangencial (B,) e normal (B,) na superficie. A expressao da pressao
magnética estd mostrada abaixo:

(B 12 -B 3 )

p = Zn) (3.1)
2,
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Quanto maior for a pressdo sobre a superficie de baixo do ima, em relagdao a
superficie de cima, maior serd a for¢a de levitagdo. Como nos mancais do tipo radial ha
uma variagdo da densidade de fluxo sobre a superficie do ima, a medida que o rotor gira,
nao existe uma diferencga grande de pressdo como ocorre no caso do mancal de escora.

Um parametro bastante utilizado para comparar diversos tipos de mancais € o
coeficiente de friccdo (COF — coefficient of friction). O COF atribui um valor para o atrito

magnético que existe entre as densidades de fluxo. Ele ¢ calculado pela seguinte expressao:

(ZER; Zyj

COF =~ 91 (3.2)
(gRD )

onde,

R, ¢ o raio de giro do rotor;

f ¢ a freqiiéncia de rotacao;
t € o tempo;
g ¢ a aceleragdo da gravidade, e

Rp € o raio médio, onde a forga de atrito magnético atua.

Para mancais com rolamentos mecanicos, o COF ¢ da ordem de 107, Para mancais
eletromagnéticos, o valor de COF se encontra em torno de 10™. Para os mancais com
supercondutores, o valor de COF chega a 10”. Mesmo quando se computa a energia gasta
com o resfriamento do supercondutor, os mancais supercondutores se apresentam com

menos perdas.

3.4.1. Armazenador Cinético de Energia (Flywheel)

A dréstica redugdo do atrito alcangada com o uso dos mancais supercondutores,
tornou-se o principal fator para uma nova onda de pesquisas direcionadas a construgdo dos
chamados armazenadores cinéticos de energia.

Estes equipamentos sdo baterias que armazenam energia sob a forma de energia
cinética rotacional, podendo devolvé-la, por exemplo, sob a forma de energia elétrica. A

expressao da energia que pode ser armazenada neste equipamento, ¢ dada pela expressao:
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E. -1 (3.3)

onde,
I ¢ o momento de inércia da massa girante e
w ¢ a velocidade angular da massa.

Pela expressdo, percebe-se que a energia armazenada ¢ diretamente proporcional ao
momento de inércia e diretamente proporcional ao quadrado da velocidade angular. Por
este motivo, costuma-se optar pelo aumento da velocidade angular quando se busca um
armazenamento maior de energia. Para aplicagdes em sistemas de poténcia, a velocidade de
rotacdo fica em torno de 40.000 rpm.

Na figura 3.8 se encontra o esquema de um armazenador cinético de energia, com, o

eixo de rotagdo na posi¢ao vertical.

Maotar
Cdmara de Vacun ————=
Yolanfe
w?‘
Imé Permanents —|——=~
HTS

Figura 3.8: Esquema basico de um sistema flywheel.

O sistema ¢ composto das seguintes partes: uma camara de vacuo, para eliminar as
perdas por atrito aerodindmico; o volante de inércia, que visa aumentar o momento de
inércia do sistema; um motor elétrico, usado tanto para entregar energia ao eixo, fazendo o
mesmo girar, quanto para extrair a energia armazenada no movimento; o mancal que, no
caso, utiliza supercondutores de altas temperaturas para fazer o volante levitar, ¢ o ima
permanente, sobre o qual se apdia o eixo do volante.

Algumas aplicacdes deste aparelho em sistemas de poténcia sdo: a injecao
instantanea de poténcia ativa na rede, para sustentar picos na demanda, e a compensacdo

reativa em barras, visando o controle de tensdo. Esses sistemas também podem ser usados
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em conjunto com usinas eolicas, para aumentar o grau de confiabilidade no fornecimento

de energia.
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4 IMPLEMEN'[ACAO DO MODELO DE ANDERSON-KIM PARA
A SIMULACAO DE SUPERCONDUTORES

Neste capitulo, serdo apresentadas as explicacdes referentes as implementacdes do
modelo de Anderson-Kim para o cdlculo da densidade de corrente no interior de
supercondutores. Com a obten¢do deste resultado, foram calculadas as curvas de
magnetizacdo dos materiais ¢ a forca de levitagdo em funcdo da altura, no caso de um
supercondutor na presenca de um ima.

Os casos abordados sdo os seguintes: barra infinita supercondutora na presenca de
um campo magnético homogéneo com variagdes linear e senoidal no tempo, cilindro finito
supercondutor em um campo magnético homogéneo com variagcdo senoidal no tempo, e
cilindro finito supercondutor na presenca de um ima permanente finito e cilindrico com
regra de aproximacao (e afastamento) senoidal.

A metodologia utilizada em todos esses casos ¢ constituida de quatro passos: no
primeiro, aplica-se a equacdo de Biot-Savart, na sua formulacdo para o potencial vetor
magnético [8], para a descricdo do campo produzido pelas correntes no interior do
supercondutor e também, no caso da levitagdo magnética, para o campo magnético gerado
pelo ima permanente; no segundo passo, faz-se uso da equagdo (2.67) do modelo de Kim-
Anderson para se obter a equacdo integral [9] para a derivada temporal da densidade de
corrente no supercondutor; no terceiro passo, escreve-se a equagdo integral do passo
anterior em sua formula¢do numérica através do Método dos Momentos ([10]); no quarto
passo, integra-se numericamente a expressao obtida no terceiro passo, assumindo valor

inicial nulo para a densidade de corrente.

4.1. CASO 1: BARRA INFINITA SUPERCONDUTORA NA PRESENCA DE UM
CAMPO MAGNETICO HOMOGENEO

4.1.1. Descricdo Analitica

A figura 4.1 apresenta a situagdo fisica, com a geometria do supercondutor, a

direcdo do campo externo aplicado e o sistema de coordenadas utilizado.
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Figura 4.1: Barra infinita supercondutora, na presenca de um campo magnético homogéneo com

variagdo no tempo.
Na figura acima, o vetor » localiza um ponto em qualquer lugar do espaco, tendo
como referéncia a origem do sistema de coordenadas. O vetor »” localiza um ponto dentro

do supercondutor. Aplicando a defini¢do do potencial vetor (Ea =V x A ), a orientagao da
densidade de fluxo aplicada (B,) e a geometria do sistema apresentado na figura 4.1, O

potencial vetor aplicado pelo campo magnético externo pode ser escrito da seguinte forma:
Aurt)= -8, (1)a. @4.1)

O potencial vetor em qualquer regido do espago, produzido pelas correntes no
interior do supercondutor (se¢do retangular da figura 4.1) como reagdo ao campo externo,
pode ser calculado pela Lei de Biot-Savart, na sua formulacao para o potencial vetor, em

coordenadas cartesianas:

ZJ (;’ t) = Hy fa dx’.[—bb &y f; dzr%r;’_,]t{)é

: 4.2)
, onde:
R=[R=(x-x) +(y-») +(-2) 43)
Inserindo (4.3) em (4.2):
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I 1)
4 \/(x - x')2 + (y - y')2 + (z — z')2

a

A, (;, t) = L, fa dx'fb dy'ﬁo dz’

z

Integrando a expressdo anterior em relagdo a variavel z” obtém-se:

i ) - [ ] avo,,, Ve 4.4)
onde:
Orar (;, 7’)= i lnw (x=x)+(r-») ] (4.5)

O potencial vetor global, envolvendo a contribui¢do do campo externo e das

supercorrentes pode ser escrito conforme abaixo:

0= 36 )

2(;, t) =—U, J-aa dx'fb V'O, (;, ;)](;, t)ﬁz —xB,()a, (4.6)

Considerando a simetria da se¢do retangular da figura 4.1, temos que:
J(x,y) = —J(— x,y) = J(x,—y) = —J(— x,—y). O kernel' de integracdo (4.5) pode ser escrito

somente para 0 primeiro quadrante se fizermos:

> —

Qsim (7", 7",) = Qbarra (x,’y,) - Qbarm (_ x,’y,) + Qbarra (x, ’_y’) - Qbarm (_ x,’_y,) * Com €ssa
operagao, obtemos:
- 1 2 2 1 \2 \2
Qm(r,r )zz—ln[\/(x—x) +(y—y) }——ln[\/(x—i-x) +(y—y) }+
V4 2

#oe =P+ Oy |- ol e e+ (e

27

> —

O.n (r, r'): Lln

4

{[(x ) ey ) Jx- x) . b+y) } (4.7)

Com este resultado, podemos reescrever a equacdo (4.6) da seguinte forma:

! Kernel ¢ o niicleo essencial de um algoritmo. No caso da integral em questio, o kernel ¢ a parte que se refere
unicamente a geometria do sistema, sendo independente da variavel tempo.
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Alrt)= = [ ax[ a0, (. F 7.t 28, (1) (4.8)

Derivando no tempo temos:

dAal;’_t) =—H IO" dx'J’; &0, (;’ ;;)a]a,;',t) . dB;t(t) o

Utilizando a defini¢do do potencial vetor para escrever a Lei da Inducao de Faraday

~ oAlr,t .
na forma ( £ (r, t): —Jat’—) ), € aplicando na equagdo (4.8), obtém-se:

?)aj(r"t)ﬂ LAQ (4.10)

A N R

Invertendo a equacgdo (4.10), obtemos:

oJ (; t ) . IO“ dx’ J';’ dyo, " (;, 7’{ E(?’, t)— de—(t)} (4.11)

ot dt

4.1.2. Inclusdo do Modelo de Anderson-Kim

Aplicando-se a equagdo do Modelo de Anderson-Kim (2.67) na equacdo (4.11),

%nsign[J(?,t)]x'dB#p (4.12)

Devido a complexidade da solugdo analitica desta integral, utiliza-se o0 Método dos

obtém-se a seguinte equagao integral:

oIl t e b afz
J”;): o IJ.O dx’j0 av'o,, l(r, r'hE.

ot

Momentos para transpor a equagdo (4.12) para uma formulacdo numérica. Os passos

utilizados neste procedimento se encontram na proxima secao.

4.1.3. Algoritmo para a Implementacdo Numérica

A implementagao numérica deste modelo se baseou na metodologia adotada pela
referéncia [5]. A primeira providéncia a se tomar ¢ utilizar unidades reduzidas,
normalizadas por alguns pardmetros do sistema. Para o caso da Barra Infinita, foram

escolhidos os seguintes parametros de referéncia:
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py=a=J, =E, =1 (4.13)

Desta forma, todas as grandezas calculadas por meio deste algoritmo estardo sendo
referenciadas aos valores destes quatro pardmetros. A normalizacdo das unidades
referenciadas a uma base ¢ importante para este tipo de algoritmo porque os valores para a
densidade de corrente critica (J.) reais, no SI, sdo muito altos, variando entre 10° ¢ 10"
A/m?. Se os calculos fossem feitos no SI, seriam necessarios mais passos de integracio (dr)
para que a densidade de corrente no supercondutor, que inicialmente € nula, chegasse a Jc.
Passemos agora para o mapeamento da secdo retangular da barra infinita. A figura 4.2
mostra a regido mapeada referente ao 1° quadrante.

By

2h =

Za

Figura 4.2: Indicagdo da regidio mapeada no supercondutor (1° quadrante).
Utilizemos, por exemplo, 8 pontos (N, = &) para discretizar a se¢do na direcio x.
Para este algoritmo, sera adotado que a relagao entre o nimero de pontos na diregao x (N,)

e o nimero de pontos na diregdo y (N,) seja igual a:

b ‘
N, = ng (4.14)

Consideremos, seguindo o exemplo, que b, em unidades reduzidas referenciadas a a,
seja igual a b = 0,5. Com isso, teremos N, = 4 e a grade de mapeamento terd um total de N
= NN, = 32 pontos. Na figura 4.3., encontra-se uma visualizacdo para este exemplo de

mapeamento.

53



MY

25| 26 27| 28 29| a0 a1 32

W7 W8 W9 200 W27 22 23 2

WO | o0 1| 72| 13| 34| a5 W16

wl | w2 | w3 | wf | w5 WB | W7 | W

| | | | | | |
| | 1 1 | 1 |
T2 3 4 5 6 7 8

Figura 4.3: Grade para o mapeamento da se¢do de revolug@o — Barra Infinita.

A logica de disposi¢ao dos pontos na malha para a constituicdo de uma grade

eqiiidistante ¢ aplicada por meio das expressdes:

i) Para a dire¢do x

N A
xindx = | nax 2 Nx (415)
indx=12,...,N_

Conforme se pode observar na figura 4.3, o espagamento dx, em fungdo do
comprimento da se¢do na direcdo x e do nimero de pontos utilizados na mesma direcao

para a construgio da malha, é dado por’:

a
dx =— 4.16
N (4.16)

X

ii) Para a dire¢do y

=| ind 12
Yenty "T2)N, (4.17)
indy =1.2,...,N,

? Esta relagdo equivale a uma operagdo de derivagio da expressdo para X;,q em relagdo a indx. Este
procedimento de derivagdo para obtencdo de dx também poderia ser usado se a regra de montagem de x;,4,
fosse diferente de um espagamento eqiiidistante.
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b (4.18)

Passando a equagdo integral analitica (4.12) para sua formulagdo numérica, pelo

M¢étodo dos Momentos [10], temos:

J‘(]t)j Sign[J(t)j ]— X; dBd;t(t)}dxdy

n

Ot

c

aJ (1), AN =
= Hy ZQsimij Ec
Jj=1
Substituindo o somatério por uma multiplicagdo de matrizes:

aJ (t )(le)
ot

J(t)(le)
J

c

! dB (¢
sign[J(t)(le)]— X (Nxl) c;t( )}dxdy (4.19)

-1 -1
= Hy QS[m(NxN) .{Ec

Os elementos Qg;mij sdo obtidos aplicando-se a expressdo (4.7), juntamente com as

regras de formacdo da malha definidas por (4.15) e (4.17), obedecendo a seguinte

convengao:

XX,
x'—)xj
Y= (4.20)
Y=,

i=12,...N

j=12,...N

Para se evitar a divergéncia nos elementos da diagonal principal de Qsimann),

utilizou-se as recomendagodes indicadas no Apéndice A da referéncia [11]. A orientacdo

. . . 2
consiste em somar, quando i =/, aos termos (yl. -y /.) o fator:

d dy dy d
eXp ln{(dsz +[dy]2}—3+ a’% tan™ dé + dé tan ' a’%

: 2 ) %) (%) (s

& = 10 (4.21)
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Outro fator que teve que ser inserido para garantir a estabilidade numérica dos
calculos foi um peso multiplicando cada um dos elementos da matriz Qgimnxn). Para o caso

da Barra Infinita, o peso ¢ definido pela expressao:

peso = (Nl 5 dedy (4.22)

Sem este fator, os incrementos referentes a derivada da densidade de corrente (4.19)
se tornam extremamente pequenos € ndo levam a uma integragdo numérica rapida e estavel

de J.

4.1.4. Integracdo Numérica no Tempo

O valor da densidade de corrente, em um ponto da malha, para um determinado

instante de tempo t, € calculado por meio de uma regra de integragdo direta simples:
aI(1)
J(®) ) = %dt +J(t—dt) ) (4.23)

onde dt ¢ o intervalo de tempo. O valor inicial para o campo magnético e para a
densidade de corrente ¢ nulo. A formula para dr utilizada neste algoritmo, € que rendeu os

melhores resultados quanto a velocidade e a estabilidade de processamento, ¢ expressa por:

c

@t _ . 4.24

" {minlp, (0]+¢, e
-4

i =b4 10 (4.25)
(N nw)

¢, =0.01 (4.26)

IO vy |
E, (D) J(t)(le) n-l
(1) _ E(t)(le) _ J. =F |J(NX1)(1) (4.27)
(VD J (@) sy J(@®) () J(0) (v 1 ‘
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Uma vez calculada a densidade de corrente no supercondutor, a curva de
magnetizacdo pode ser obtida através do calculo do momento de dipolo magnético, por

unidade de comprimento, produzido pela corrente em cada ponto da malha:
— a b — - [—
m(t)= 4.[0 dx J.O ay'’r ><J(r ,t)
Considerando que o campo magnético aplicado possui apenas a componente y:

m, () =4[ x| dy'J(?,r)v (4.28)

No capitulo 5 serdo apresentados os resultados dessa implementacao para campos
magnéticos com variacdo linear e senoidal no tempo. Foram obtidas a densidade de
corrente e a curva de magnetizagdo, em funcdo da intensidade do campo aplicado, da
relacdo b/a da se¢do retangular da barra, e do parametro n do supercondutor. A listagem do
programa, desenvolvido em Matlab, com a implementagao computacional deste algoritmo,

se encontra no Apéndice D.

4.2.  CASO 2: CILINDRO FINITO SUPERCONDUTOR NA PRESENCA DE UM
CAMPO MAGNETICO HOMOGENEO

4.2.1. Descricao Analitica

A situagdo fisica desse caso estd representada na figura 4.4, por meio de um sistema

de coordenadas cilindricas.
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Figura 4.4: Cilindro finito supercondutor, na presenca de um campo magnético homogéneo com

variacdo no tempo.

Com base na simetria do sistema, podemos concluir que o potencial vetor aplicado
s6 pode possuir a componente ¢, variando tanto em p quanto em z. Com estas
consideracdes e aplicando a definicdo do potencial vetor, chega-se a seguinte expressdao

para o potencial vetor aplicado externamente:
)= §Ba (c)d, (4.29)

Para o potencial produzido no interior do supercondutor temos que aplicar a Lei de

Biot-Savart, em funcdo do potencial vetor, para a situagdo descrita na figura 4.4. Em
coordenadas cilindricas, o vetor R, que expressa a diferenca vetorial entre o vetor » e o

vetor 7 , pode ser escrito conforme abaixo:
R=[p- peosigla, +[p'sin(¢)la, +(z - 2')a. (4.30)

Sabendo que R = Pé

, temos que o potencial vetor devido as supercorrentes pode ser

escrito como:
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. (;’t)z a J: dp,J‘ IO 27 \/ —2pp’ c’;scos)(i’:2+(z ~z) ](;”t)dﬁ -

Representando todos os calculos no 1° quadrante, temos a seguinte expressao:

—_— - a b - — -

Aj(r,t): [ dp'[ dzQ,, (r, r')/(r',z)d¢, (4.32)
onde o kernel de integrag¢do O, (;, z_;) ¢ igual a:

0.7 )= 1(p. 0z =)+ flp, o2+ 2)

F oY ”% p'cos(¢') 4.33
fow=| 27\ p* ~2pp'cos(¢) + p+” @

A integral (4.33) pode ser calculada numericamente conforme indicado na referéncia

[11]. Adotando-se as seguintes substituigdes:

¢’(”i): ;= Sin(ﬂui)
p¢'u;)=r —mcos(m,)
(i_%) (4.34)
i=12,....M

A funcao p¢( ) ¢ uma funcao peso incluida para dar conta dos termos infinitos do

integrando periddico. Com isso, podemos aproximar (4.33) pela expressao:

M=\ 27 \/pz - 2pp'cos[¢'(ui)]+ o+’

flp.p'n)= ii{i pleody(w) : p¢'(u,-)} (4.35)

O potencial vetor total produzido pelo campo externo aplicado e pelas

supercorrentes ¢ obtido somando-se as expressdes (4.29) e (4.32):
Alrt)= s, [[ap[ a0, (7 Vo) §Ba (¢) (4.36)

Derivando (4.36) no tempo, aplicando a Lei de Faraday para o potencial e

invertendo o resultado, a semelhanca do que foi feito na secdo 4.1.1, temos que:
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) apf o, ] ey £ 221 @37)

ot 2 dt

4.2.2. Inclusdo do Modelo de Anderson-Kim

A insercdo do modelo de Anderson-Kim (2.67) na equagdo (4.37) leva a seguinte

dﬁ”sign[J(;,t)]+gdgt<f> 439

4.2.3. Algoritmo para a Implementacdo Numérica

equacdo integral:

c

J_]a] ;:,t = _/Jo_l joa dp’v[f dZ’Qcil_l (;’ ; E

ot

Assim como no caso da Barra Infinita, serdo adotados os seguintes pardmetros de

referéncia para o sistema de unidades reduzidas:
U,=a=J,=E =1 (4.39)
A regido mapeada do 1° quadrante da se¢do do cilindro e a regra de montagem da
malha de pontos eqiiidistantes sdo semelhantes aquelas mostradas nas figuras 4.2 e 4.3 da

se¢do 4.1.3.. Dessa forma, atribuindo N, para o nimero de pontos na dire¢do p € N para os

pontos na dire¢do z, a construcao da grade obedece as seguintes expressoes:
i) Para a direg¢do p

= ind, 1)@
Pindo PToIN (4.40)

Yl

indp=1,2,...,Np

dp =L (4.41)

ii) Para a dire¢do z

N ingz L2
Zindz =|m 2 NZ (442)
indz=12,...,N.
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b
dz = — 4.43
TN (443)

z

Passando a equagdo integral analitica (4.38) para sua formula¢do numérica, pelo
Método dos Momentos, temos:

oJ(z), I _
a( )l = _/'IO 1ZQcilij I{Ec
! =

n

J(t),

2 dt

c

sign[J(t)j ]-1— &M}dpdz

Substituindo o somatério por uma multiplicagdo de matrizes:

n

oJ (t )(le) - -
T:_luo Qcil(NxN) 1 E.

J(t)(an
J

c

Nx1 d
anl (1) ]+ ,0<2) Bd()}dpd (4.44)

Os elementos Q.;; sdo obtidos aplicando-se a expressdo (4.35) e, juntamente com as
regras de formacdo da malha definidas por (4.40) e (4.42), obedecendo a seguinte

convengao:

p =P

P p;

zZ—z

: (4.45)
Z—)Zj

i=12,...,N

j=12,...,N

Para se evitar a divergéncia nos elementos da diagonal principal de Q.ix), Somou-

. . 2
se, quando i =, aos termos (zl. -z j) o fator:

d d
exp ln{(d;J (C;ZJ} 3+ Z/ tan ™' d/% d;/ tan ™ '0/
el =

" 10

(4.46)

O peso que trouxe os melhores resultados quanto a estabilidade e a velocidade dos

calculos fou:
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peso = [Nl 5 }dp dz (4.47)

P

4.2.4. Integracdo Numérica no Tempo

A integracdo numérica no tempo para obtengdo da densidade de corrente segue as
mesmas formulas apresentadas na se¢do 4.1.4. O parametro c;, assim como no caso da

Barra Infinita, continua sendo igual a:

-4
b 4 10
(N ,nw)

¢ =

(4.48)

Da mesma forma que no caso 1, a curva de magnetizagdo ¢ obtida através do

momento de dipolo magnético produzido pela corrente em cada ponto da malha:
— a b — — [—
m(t)= 27ZJ.0 dp J; dz’ p'r xJ(r ,t)
Considerando que o campo magnético aplicado possui apenas a componente z:

m.(t) =2z dp'[ dz'J(F', t)p'2 (4.49)

Os resultados obtidos para esse caso se encontram no capitulo 5. A listagem do
programa, desenvolvido em Matlab, com a implementacdo computacional deste algoritmo,

se encontra no Apéndice E.

4.3. CASO 3: CILINDRO FINITO SUPERCONDUTOR NA PRESENCA DE UM
IMA PERMANENTE CILINDRICO

4.3.1. Descricdo Analitica

A figura 4.5 apresenta a situagdo fisica e os sistemas de coordenadas utilizados

conforme a orientagao encontrada na referéncia [12].
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Figura 4.5: Cilindro finito supercondutor, na presenca de um ima permanente cilindrico.

Para a descricdo do campo magnético produzido pelo ima permanente, serad

considerado que o mesmo surge devido a uma densidade superficial de corrente (?(;))

limitada a superficie externa do ima permanente, de raio 7.

O primeiro passo para a representacdo do campo gerado pelo ima consiste em

deduzir a relagdo entre E (;) e a densidade de fluxo residual do ima (B,.s), aplicando-se a

Lei de Biot-Savart para um cilindro infinito conforme ilustrado na figura 4.6.
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ﬂz

Figura 4.6: Cilindro infinito percorrido por uma densidade superficial de corrente E(;)
Para o sistema de coordenadas cilindricas, temos que:

K(r)=Ka, (4.50)

Rres =—7,,d, +2d, (4.51)

Aplicando-se a Lei de Biot-Savart, chega-se a:

— 1 E X dRm 27 po | Kr mZ .
Bro= |, —ds, =[] [ dzdgi, (4.52)
4 ‘ 4 (r + 22 )A
res om

Desenvolvendo-se a integral (4.52) e igualando-a a densidade de fluxo residual

Brs = B, d_, obtém-se a seguinte relacao:

res "z

B
K = Zre (4.53)
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Podemos agora escrever o potencial vetor produzido pelo ima em funcdo da

densidade de fluxo residual do mesmo. Pela Lei de Biot-Savart para o potencial vetor,
aplicada a situacao mostrada na figura 4.5, temos que:

- 1 K,
Apn (r): Hy L,WER—dS - (4.54)
pm

onde, em coordenadas cilindricas:

— -

RPm =V —=rpm = [p - rpm COS(¢’pm )kp + [rpm Sen(¢,Pm )k¢ + (Z - Z’P’" h:

(4.55)
Aplicando (4.54) em (4.55) e resolvendo a integral resultante, chega-se a:
= () # )
! (I’ Ho ‘[0 ! Lﬂ"’ “ 4z u, \/pz -2pr,, cos(¢'pm)+ rpm2 + (z -z, )2 o
2 2 ’ 2
4, (;): l;_ﬂ .[0” - COS( . )ln (Z+tpm)+¢r,,m2 - ,02 201, COs(¢’pm)+ (Z2 +t,,m) iy
z+ \/rpm +p°=2pr,, cos(¢ o )+ z
(4.56)

A integral da expressdo (4.56) ndo tem solucdo analitica. Para sua aproximagao

numérica, adotamos, a exemplo do que foi feito para o cilindro finito em campo
homogéneo, as seguintes defini¢des:

¢’pm (”1)= ;= Sin(ﬂu[)
P puu;)= 7 — 7 cos(m,)

(4.57)
i=12,....M
Substituindo (4.57) em (4.56):
=\ B, 1 ) (z + tpm)+ \/ rpm2 +p' =2 Pl cos[¢'pm (u,. )]+ (z + tpm>z )
AP’" (I")— T; H ; COS[¢ pm (ui )] 11’1 - \/rpmz + p2 _ 2p’})m COS[¢’pm (ui )]+ 22 p¢ pm (ui)
(4.58)
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Como a geometria do supercondutor ¢ a mesma que a do caso 2, o potencial vetor

produzido pelas supercorrentes (ZJ (;,t)) ¢ dado pela expressao (4.31). Como, neste caso, o

campo aplicado na superficie inferior do supercondutor ¢ diferente do aplicado na
superficie superior, os calculos devem ser feitos para o 1° e 2° quadrantes da sec¢do de

revolucdo do cilindro. Assim sendo, temos:

—
r

A )= [ o[ a0, 7 P, (4.59)

onde o kernel de integragdo O, (;,;) ¢ igual a:

- =)\ rdg p'eos(¢)
Qcilpm =1 — (4.60)
)= 92 [0 —2ppcosg)+ p+(z—2)

A integral (4.60) pode ser aproximada utilizando-se as mesmas expressoes
encontradas em (4.34) e (4.35).

Para obtermos o potencial vetor total produzido pelo conjunto ima permanente —
supercondutor, precisamos considerar, em primeiro lugar, que o sistema de coordenas de
referéncia, ou seja, aquele que fica em repouso, € o que se encontra no imd permanente
(figura 4.5). Desta forma, tem-se um movimento de aproximag¢do ou afastamento do ima

em relagdo ao supercondutor, de acordo com uma variagao senoidal estabelecida por:
z,., () = 24 + 2, — 2, sen(wt) (4.61)

onde z,, +z, ¢ a distdncia maxima de afastamento entre o imd e o supercondutor,
z,, ¢ adistdncia minima e w e a freqiiéncia de oscilagao.

Somando-se as expressoes (4.59) e (4.58), e considerando a variacdo senoidal do
afastamento entre o ima e o supercondutor (4.61), podemos escrever o potencial vetor total

envolvendo o ima e as supercorrentes, conforme a seguir:

Alt)= [ ap [ a0, P e 4, ) (4.62)

0

Derivando (4.62) no tempo, aplicando a Lei de Faraday para o potencial e

invertendo o resultado temos que:
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GJal;,t = _ﬂo_l I: dP'IOZb dZ,Qcilpm B (;’ ;{E(’T’ t)+ %ﬁ;’t)] 469

4.3.2. Inclusdo do Modelo de Kim-Anderson

A inser¢cdo do modelo de Kim-Anderson (2.67) na equagdo (4.63) leva a seguinte

Je)
J

c

equacao integral:

8J?’,t oife (2, g =
), - [ap [ a0, F)E,

> sign[J(?,t)]+&4%£’7’t) (4.64)

4.3.3. Algoritmo para a Implementacdo Numérica

Para esse caso, adotou-se os seguintes parametros de referéncia para o sistema de

unidades reduzidas:
Uy=a=E =B =1 ; 0.1 (4.65)

A figura 4.7 indica a area mapeada dentro do supercondutor, que equivale ao 1° e 2°

quadrantes da secao de revolugao do cilindro.

JI!LI

oW

Figura 4.7: Indicacdo da regido mapeada no supercondutor (1° e 2° quadrantes).
Se utilizarmos para a malha 6 pontos (N, = 6) na dire¢do p, e adotarmos que a

relagdo entre o numero de pontos na direcao z (NV;) e as dimensdes do material ¢ dada por:

67



2b
N. =N, (4.66)

©oa
Se adotarmos b = 0,5, teremos uma grade com N = N,N. = 36 pontos, conforme

ilustrado na figura 4.8.

i

5__ —_
ST F2| J3| 34| 35 Jb
5__
25 26 27| 28 290 3o
di__

Jo| 20| 21| 22 23 24
J3| 24| 5| 6| 7| g0

Figura 4.8: Grade para o mapeamento da se¢do de revolu¢dao — Cilindro Finito na presenca de um

fma Permanente.
As expressoes para a logica de constru¢do da malha eqiiidistante sdo:

i) Para a diregdo p

=|ind Ll
Ioindp p 2 Np (467)
indp=12,....N,

dp =2 (4.68)
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ii) Para a dire¢do z

Nings— L] 22
Zindz =|naz 2 NZ (469)
indz=12,...,N,
g2l (4.70)
N

z

Passando a equagdo integral analitica (4.64) para sua formula¢do numérica, pelo

Método dos Momentos, temos:

J(1),
J

c

aJ(t)i e -1
at = _/'lO ;Qcilpmij {Ec

ot

sign[J(t)j ]+ ML(r',t)}dde

Substituindo o somatério por uma multiplicagdo de matrizes:

J(t)(le)
J

c

! 04, (7’, t)

0J (1) ) sign[I(¢) e ]+ _}dpdz (4.71)

-1 -1
6t - _ILIO Qcilpm (NxN) ’ {EC

ot

Os elementos Q.ijpmij s30 obtidos aplicando-se a aproximag¢ido numérica da expressao
(4.59), juntamente com as regras de formag¢do da malha definidas por (4.67) e (4.69),

obedecendo a seguinte convengao:

p =P

P p;

zZ—>z

: (4.72)
Z—)Zj

i=12,...,N

j=12,...,N

Para se evitar a divergéncia nos elementos da diagonal principal de Qcipmnen),
utilizou-se o mesmo fator &¢° do caso anterior (4.46).0 peso, que garante a estabilidade ¢ a

velocidade nos célculos, para este caso foi:

NZ

Yl

pQSOZ[ ! Jdpdz (4.73)
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4.3.4. Integracdo Numérica no Tempo

A integra¢do da densidade de corrente no tempo, deve ser feita aplicando-se a

expressao (4.71) na expressao (4.23). Com isso, se obtém:

(le)

szgr[Jt dt (le)]dm[ pm(rt dt) pm(r tzdr)]}dpdzu(tdr)(m

(4.74)

- -
J (t)(N)d) ==t Qilpn(NxN) {l;c

Os valores iniciais de todas as grandezas sdo nulos. A férmula para o passo de
integracdo ¢ a mesma utilizada para os dois casos anteriores. O parametro c;, entretanto,

para este caso, vale:

1 107

=b 4.75
¢ (anW) ( )

A forca de levitagdao aplicada sobre o supercondutor ¢ calculada aplicando-se a

expressao de Lorentz:

= [ Pt B el (4.76)

Sabendo que o potencial vetor devido ao ima e a densidade de corrente existem
somente na dire¢ao ¢, e que a forga de levitacdo estd na direcdo z, consideraremos apenas a

componente da densidade de fluxo produzida pelo ima na dire¢ao p. Entdo:

Wa. = ap[ a[" dg pll.cli, <8, (7.0, |

L N N T L ) I )| (4.77)
onde a componente radial da densidade de fluxo gerada pelo ima ¢ dada por:
B, lrit)- —Ma—(t) (4.78)

sendo 4, (;,t) dado por (4.58). Utilizando integrais elipticas de primeira (K) e

segunda () ordens, podemos escrever B, | (r,t) conforme a expressao que se segue:
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= 7i_0{%{(1-?3)]((&)—12(&)} (4.79)

4pr,,
(rpm + p)2 + (z +it, )2

Os resultados obtidos com as simulagdes se encontram na se¢ao 5.3. O Apéndice F

k* =

1

: i=0,1 (4.80)

contém a listagem do programa desenvolvido em Matlab.

71



) RESULTADOS DAS SIMULACOES

Neste capitulo, serdo apresentados os resultados obtidos com a implementagao e
simulagdo computacional do modelo. Para o caso da Barra Infinita, foram obtidas as curvas
de magnetizacdo e os perfis da densidade de corrente dentro do supercondutor, com a
aplicacdo de um campo magnético homogéneo e senoidal. Foram feitas simulagdes tanto
para J. constante e para J,. dependente de B conforme o modelo de Kim. Para o caso do
Cilindro Finito, foram obtidas as curvas de magnetizacdo e os perfis da densidade de
corrente no supercondutor, aplicando-se um campo externo homogéneo e senoidal. As
simulagdes foram feitas para J. constante ¢ com J.(B) dado pelo modelo de Kim. Foi
analisada ainda, utilizando J.(B) dado por Kim, a influéncia da freqiiéncia do sinal de
entrada na curva de magnetizagdo. Para o caso do cilindro supercondutor na presenca de
um imad permanente cilindrico, foi obtida a for¢ca de levitagdo vertical entre o imad e o
supercondutor ¢ os perfis de densidade de corrente. Para este ultimo caso, simulou-se
apenas com J, constante. Foi feita uma andlise da influéncia da freqiiéncia (velocidade) de
aproximacdo (afastamento) entre o imd e o supercondutor. Todas as simula¢des foram

feitas com a utilizacdo do aplicativo Matlab.

5.1. CASO 1: BARRA INFINITA SUPERCONDUTORA NA PRESENCA DE UM
CAMPO MAGNETICO HOMOGENEO

A figura 5.1 apresenta as curvas de magnetizagao obtidas para uma barra infinita de

b . . .
secdo quadrada (— =1), com a aplicacdo de um campo magnético externo perpendicular de
a

variagdo senoidal no tempo: H, (t)=H, sen(wt). Foram utilizados quatro valores

diferentes para a relagao entre Hy e o campo de penetragao completa H"Hy,/H =2,15,1
e 0.5. Para a Barra Infinita, o campo de penetracdo completa, previsto pelo Modelo de

Bean, ¢ determinado pela expressdo encontrada na referéncia [5]:

2
H =Jcﬁ{%atan“[2j+ln(l+2—zﬂ (5.1)
T a
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A freqiiéncia utilizada para o sinal aplicado, em unidades reduzidas, foi:

£ 4 (5.2)

"o (/"o*]caz)_

O intervalo escolhido para a constru¢do dos graficos foi: wt = 0,..., 2.6 m. A grade

para a discretizagcdo do primeiro quadrante da secao da barra possui N, = 10 pontos.

2 F-.

-0.5
A
1.5F
2} S s : : _
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Ha/(Jc*a)
a)

Figura 5.1: Curvas de magnetizag@o para uma barra infinita supercondutora com relacio b/a = 1, submetida a
um campo senoidal com amplitudes H/H = 0.5, 1, 1.5 e 2, e freqiiéncia w = 1. Linhas

pontilhadas: n = 5; Linhas tracejadas: n = 11; Linhas cheias: n = 51. a) Resultados da simulagio.

b) Resultados da referéncia [11].
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Os resultados mostrados na figura 5.1 sdo coerentes com aqueles encontrados na
referéncia [11], indicando que o modelo foi implementado com sucesso. Conforme se
observa na figura, no eixo das abscissas se encontra o campo magnético aplicado e no eixo
das ordenadas, o momento de dipolo magnético provocado pelas supercorrentes. Para esta
ultima grandeza, foi escolhido uma plotagem do seu valor simétrico, para tornar os graficos
familiares a curvas de magnetizacdo de materiais ferromagnéticos. A conversdo das

unidades reduzidas para valores no SI pode ser feita conhecendo-se os valores do
A . . 4

parametros J. € a para o supercondutor, e multiplicando-se por J_,a" os resultados para o

momento de dipolo e por J.a os valores do campo aplicado. Por exemplo, se

considerarmos um supercondutor com espessura a = /4 mm e densidade de corrente critica

J. = 10" A/em’ (YBCO), o fator de conversdo para os valores do momento de dipolo fica

igual a J,a"'=3.841,6 A.m’, e o fator de conversdo para o campo aplicado fica sendo

J.a=14 10° A/m. Esses fatores de conversio podem ser aplicados para quaisquer das

curvas de magnetizacao apresentadas neste trabalho.

Na figura 5.2, se encontram alguns perfis da densidade de corrente no interior do

supercondutor quando: b/a = 1, HO/H* =1, w=1,n=5eN,=10.
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Ha/(Jca)=0.039 :
-~ Hal(Jea)=0.2796| : i
Ak Hal(Joay=0,541g |+
- Hal{Joa)=0.4489 |

Figura 5.2: Perfis de densidade de corrente no interior de uma barra infinita supercondutora com relagéo b/a =
1 e n= 15, submetida a um campo senoidal com freqiiéncia w = 1. Valores de campos aplicados: a)
Ha/(J.a) = 0.039, b) Ha/(J.a) = 0.2796, ¢) Ha/(J.a) = 0.5419 e d) Ha/(J.a) = 0.4489. ¢) Evolucao

das curvas de J, em fungdo de x, para y=0 e x>0.
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No eixo que estd na vertical, se encontra o valor da densidade de corrente, em
unidades reduzidas, no interior do supercondutor. Para sabermos o seu valor no SI, basta
multiplicarmos pela densidade de corrente critica (J;) do material. As outras duas dire¢des
correspondem as dimensdes geométricas (x ¢ y) da secdo retangular da barra infinita.
Podemos observar, pela seqiiéncia dos graficos, que a penetracdo do campo e,
conseqlientemente, da densidade de supercorrentes, comeca na borda externa da secdo, de
fora para dentro, até a saturagdo (figura 5.2c) com uma acentuagdo nas arestas, devido ao
gradiente nas linhas de fluxo. Na satura¢do, a corrente maxima esta um pouco abaixo de Jc,
devido a escolha do parametro n igual a 5. Para valores crescentes de n, a densidade de
corrente maxima no material se aproxima de Jc.Observa-se também que, enquanto metade
da secdo ¢ percorrida com uma densidade de corrente positiva, a outra metade ¢ percorrida
por corrente negativa, refletindo a simetriza¢do do kernel Qyimasn). No ultimo perfil (figura
5.2d), verifica-se a histerese, com a inversao no sentido da corrente, para blindar o campo

externo que foi alterado, de fora para dentro.

Simulou-se também, o comportamento das grandezas no supercondutor,
considerando uma dependéncia inversamente proporcional entre a densidade de corrente
critica do supercondutor e a densidade de fluxo magnético local gerada pelas

supercorrentes. No lugar de J, constante nas expressoes (4.19) e (4.27), utilizamos:

J.(B)= L (53)
B
1+—
B, = ﬂjH* 5.4
: .

A densidade de fluxo produzida pelas supercorrentes pode ser calculada aplicando a

defini¢ao (6 x A= E) na expressao para o potencial vetor total gerado pelo campo externo

e pelo supercondutor (4.8).

Blr,t)= B, + B, (., = Vi xdlr.) (5.5)
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Desenvolvendo o rotacional em coordenadas cartesianas, e eliminando os termos

conforme a simetria do problema e dire¢do do campo aplicado, temos que:

V; A(r t) —yoj dxj dy'OB, (rr)(r t}l [,uo dxj' dy 0B, (rr)(r t)+B ()} a,
(5.6)

onde os elementos das matrizes OB, .y © OB,y sdo dadas pelas seguintes expressoes:

08, [r.r)- % (;,;):{ iyl + (207 )~ 2Ny 3yt 2 ey 57 }
- » A=V + (=3P [ f + =2 Jo=x P+ ) [ + 0407
(5.7)
- a0, 0F) 1 e xex) L ex)  xex)
on )2 2”{l<x—x’>2+<y—y'>2J [P+ G- 7] =) 0407 l<x+x'>2+<y+y'>2J}
(5.8)

A montagem das matrizes OB, ,.y) © OB (y.y), para todos os pontos da regido de

mapeamento indicada na figura 4.3, utiliza as mesmas regras de substitui¢des dadas por

(4.20). Assim como na constru¢do da matriz Q). 0S elementos da diagonal das

matrizes OB, (y,y) € OB (v divergem. Para contornar esse problema, deve ser somado aos
termos (y - y')2 o fator & definido pela expressio (4.21).

Na figura 5.3, encontram-se as curvas de magnetizagdo obtidas com a simulacao

desta dependéncia linear entre J. e B, considerando S =2. A relagdo entre a altura e
~ . b . . . .
largura da se¢do da barra ¢ (—=1), o sinal do campo externo ¢ senoidal, com amplitudes
a

HyH =0.5,1, 1.5 ¢ 2. A freqiiéncia do sinal aplicado é w = 1 e o intervalo de tempo

utilizado para a construgdo dos graficos foi: 0,..., 2.6 m. A malha usada nestas simulagdes

-4

apresenta N, = /0 pontos. O parametro ¢, = b(— ,

neste caso, teve que ser diminuido
anw)

para se evitar tanto instabilidade quanto oscilagdes numéricas.
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Figura 5.3: Curvas de magnetizagdo para uma barra infinita supercondutora com relagdo b/a=1, f=2en=

5, submetida a um campo senoidal com amplitudes H/H =05,1,15¢e2, e freqiiéncia w = 1.

(dependéncia inversamente proporcional entre Jc ¢ B - Modelo de Kim). a) Resultados da

simulacdo. b) Resultados da referéncia [11].
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Estes resultados estdo coerentes com os graficos das curvas pontilhadas, encontrados
na referéncia [11]. A implementacdo da dependéncia entre J. e B, de acordo com o modelo
de Kim, fornece curvas de magnetizagdo mais proximas das curvas reais. Comparando-se
os graficos da figura 5.1 com os da figura 5.3, observa-se que o moédulo do valor méximo

da magnetizagdo diminui quando se considera o modelo de Kim.

Na figura 5.4, se encontram alguns perfis da densidade de corrente no interior do

supercondutor quando: b/a = 1, HYyH =1,w=1,n=5, B=2¢ N, = 10.
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1.5 :
0_5_....}.;.._.. i Rt 1
JZ ok
Ha/(Jca)=0.039
-- Hal(Jea)=0.2127 | : :
- o Haf(Joa)=0,3880
: --_HaJ(an)=D.5_?DS
-1 50 i i i 0:5 1
X
e)

Figura 5.4: Perfis de densidade de corrente no interior de uma barra infinita supercondutora com relagio b/a =

I, =2 en =235, submetida a um campo senoidal com freqiiéncia w = 1. Valores de campos
aplicados: a) Ha/(J.a) = 0.039, b) Ha/(J.a) = 0.2127, ¢) Ha/(J.a) = 0.3880 e d) Ha/(J.a) = 0.5708.

e) Evolugdo das curvas de J, em fungdo de x, para y=0 e x>0. (dependéncia inversamente

proporcional entre Jc e B - Modelo de Kim)
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Comparando estes perfis com aqueles apresentados na figura 5.2, observa-se uma
ligeira inclinagdo na superficie da densidade de corrente, devido a implementacdo do

modelo de Kim. Quanto maior o valor do pardmetro n, mais acentuada sera essa inclinagao.

5.2. CASO 2: CILINDRO FINITO SUPERCONDUTOR NA PRESENCA DE UM
CAMPO MAGNETICO HOMOGENEO

Os resultados para a curva de magnetizacdo em fungdo do parametro n, se
encontram na figura 5.5. Os dados de simulagdo foram: relacdo entre a altura do cilindro e o
raio b/a =1; campo magnético externo perpendicular com variagdo senoidal no tempo:
H,(t)= H,sen(wt); freqiiéncia do sinal w=E, / (,uOJ ca2)= 1. Foram utilizados trés
valores diferentes para a relagio entre Hy e o campo de penetracio completa H : HyH =

1.5, 1 e 0.5. Para o Cilindro Finito, o campo de penetracdo completa, previsto pelo Modelo

de Bean, ¢ determinado pela expressao encontrada na referéncia [5]:

2
H' :Jcbln{%ﬂfnz—z] (5.9)

O intervalo de tempo escolhido para a constru¢do dos graficos foi: 0,..., 2.6 m. A
grade para a discretizacdo do primeiro quadrante da se¢do do cilindro possui N, = 10

pontos.
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Figura 5.5: Curvas de magnetizagdo para um cilindro finito supercondutor com relagdo b/a = 1, submetido a
um campo senoidal com amplitudes H,/H "=05,1el.5,e freqiiéncia w = 1. Linhas pontilhadas:
n = 5; Linhas tracejadas: n = 11; Linhas cheias: n = 51. a) Resultados da simulag@o. b) Resultados
da referéncia [11].

Os resultados mostrados na figura 5.5 sdo coerentes com aqueles encontrados na

referéncia [11]. Comparando-se essas curvas com aquelas obtidas para o caso da barra
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infinita (figura 5.1), percebe-se que os lagos de histerese t€ém uma amplitude, no eixo das
abscissas, maior no caso do cilindro finito do que no caso da barra infinita. Isso significa
que € necessario um campo externo maior para saturar um cilindro finito do que uma barra
idealmente infinita. Esse resultado ja era de se esperar uma vez que, aplicando-se as
expressoes (5.1) e (5.9) para o campo de penetragao completa H’" com a mesma relacdo b/a

temos, para a barra infinita H = 0.7206, e para o cilindro finito, H =0.8814.

Na figura 5.6, se encontram alguns perfis da densidade de corrente no interior do

supercondutor quando: b/a =1, HyH = LLw=1,n=5¢eN,=10.
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Figura 5.6: Perfis de densidade de corrente no interior de um cilindro finito supercondutor com relagdo b/a =
1 e n =15, submetido a um campo senoidal com freqiiéncia w = 1. Valores de campos aplicados: a)
Ha/(J.a) = 0.0690, b) Ha/(J.a) = 0.3419, ¢) Ha/(J.a) = 0.6508 ¢ d) Ha/(J.a) = 0.4171. e) Evolu¢ao

das curvas de J, em funcdo de p, para z=0.
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Comparando-se os perfis da figura 5.6 com aqueles obtidos para a barra infinita e J,
constante (figura 5.2), observa-se uma inversao no sinal das correntes. Isso se deve ao fato
da diferenga de sinais entre os potenciais vetores aplicados, devido a escolha do sistema de
coordenadas. De fato, pela expressdo (4.1) do caso da barra infinita, verificamos que o
potencial vetor produzido pelo campo externo estd com sinal negativo na direcao y, e, na
expressao (4.29) do caso do cilindro finito, o potencial vetor devido ao campo externo esta
com o sinal positivo na direcdo ¢. Analisando-se ainda os perfis, observam-se valores
negativos na direcdo p, os quais ndo deveriam de existir, uma vez que no sistema de
coordenadas cilindricas apenas valores positivos de p sdo permitidos. Isto ocorreu pela
necessidade do aplicativo, no momento da construcdo dos graficos, de associar valores
diferentes na direcdo p, para diferentes valores de J, em toda a secdo do supercondutor, e
ndo porque foram usados valores negativos de p nos célculos. Conforme foi mostrado na

secdo 4.2, os célculos de J foram feitos somente para a regido em que p>0 e z>0.

Da mesma forma que no caso da barra infinita, simulou-se o comportamento do
supercondutor utilizando uma dependéncia inversamente proporcional entre a densidade de

corrente critica e a densidade de fluxo magnético local, conforme a expressao (5.3).

Aplicando a definicdo do potencial vetor na expressdo (4.36), obtemos a seguinte

expressao para densidade de fluxo local produzido pelas supercorrentes:
Bii)= 5 (b, + 56k =5 <A 5.10)

Desenvolvendo o rotacional em coordenadas cilindricas, e eliminando os termos

conforme a simetria do problema e dire¢do do campo aplicado, temos que:

Vol [ o [ a 08, lrr Wk, + - [ o [ d 0807 Wt} 5, 0]
(5.11)

onde os elementos das matrizes OB .y ¢ OB,y sdo dadas pelas seguintes expressoes:
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QBP(;,:r):J_)angj? . preos (¢ )z~ =) ios

2z [p2 —2ppcos (p)+ ,0'2+(Z—Z')2]% (5.12)
1 p’cos (¢)(z + z') d
" 27 [ 2 pprcos(p)+ pt ez 2N ]
7)o )1 —peotplo—ppeods) (==Y ] |
er,l” _,0 8,0 _Iozﬂ 2 , 2 ,2% ¢+
plo? ~2ppcodg)+ p+lz—2)'] (5.13)

r 1 - p’cos(¢)[p’2—pp’c08(¢)+ (z+ Z')Z] J
'[0 27 2 , "2 gz ’
plp* —2ppcodg)+ p+(z + Y]

Para resolver numericamente as integrais das expressdes (5.12) e (5.13), adotou-se o

mesmo procedimento indicado nas secdes 4.2.1 e 4.31. O fator & definido pela expressdo

(4.46) deve ser somado a (z—z’)2 nos elementos da diagonal das matrizes OB ) ©

OB, (y.v) para evitar oscilagdes numericas.

Na figura 5.7, encontram-se as curvas de magnetizagdo obtidas com a simulagdo da

dependéncia inversamente proporcional entre J. ¢ B, considerando £ =1. A relagdo entre
~ . b . . .
a altura e largura da se¢do da barra ¢ (—=1), o sinal do campo externo ¢ senoidal, com
a

amplitudes HyH =2, 1.5, 1 ¢ 0.5. A freqiiéncia do sinal aplicado é w = 1 e o intervalo de
tempo utilizado para a construgdo dos graficos foi: 0,..., 2.6 m. A malha usada nestas

simulagdes apresenta N, = /0 pontos. Também neste caso, a semelhanga do caso da barra

e - 1107 ,
infinita, o pardmetro c; teve que ser diminuido para c, = b(N—)’ para se evitar
nw
P

oscilagdes numéricas.
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Figura 5.7: Curvas de magnetizagdo para um cilindro finito supercondutor com relagdo b/a =1, f=1en =75,

submetido a um campo senoidal com amplitudes H,/H = 0.5, 1, 1.5 e 2, e freqiiéncia w = 1.

(dependéncia inversamente proporcional entre Jc ¢ B - Modelo de Kim). a) Resultados da

simulacdo. b) Resultados da referéncia [11].
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Os resultados da figura 5.7 indicam que a simulagdo estd bem préxima dos graficos
das curvas pontilhadas, encontrados na referéncia [11]. Observa-se, contudo, que nas
curvas obtidas pela simulagdo (figura 5.7a) h4 uma acentuacdo maior nas “arestas” destas
curvas, quando comparadas com as curvas pontilhadas da referéncia [11] (figura 5.7b). Isto
se deve, provavelmente, ao valor do parametro f utilizado na simulag¢ao (f = 1). Valores
menores para f podem diminuir essas acentuagdo nas “arestas” da curva. Comparando-se
os graficos da figura 5.7 com os da figura 5.3, observa-se que as curvas de magnetizacao
para o cilindro finito t€m uma histerese maior do que as curvas de magnetiza¢do obtidas
para a barra infinita, indicando a influéncia que a geometria da amostra tem para a

magnetizacao.

Na figura 5.8, se encontram alguns perfis da densidade de corrente no interior do

supercondutor quando: b/a =1, HyH = l,w=1,n=5,4=1eN,=10.
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Figura 5.8: Perfis da densidade de corrente no interior do cilindro finito supercondutor com relagdo b/a =1, S
=1en=>5, submetido a um campo senoidal com freqiiéncia w = 1. Valores de campos aplicados:
a) Ha/(J.a) = 0.0525, b) Ha/(J.a) = 0.2601, ¢) Ha/(J.a) = 0.5828 e d) Ha/(J.a) = 0.6687. ¢)

Evolucdo das curvas de J; em fungdo de p, para z=0. (dependéncia inversamente proporcional

entre Jc e B - Modelo de Kim).
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Com os resultados obtidos para a barra infinita e para o cilindro finito, verifica-se
que a implementacdo computacional do modelo de Anderson-Kim foi realizada com
sucesso. A seguir, serdo apresentados alguns estudos sobre a influéncia de alguns
parametros de simulagdo no comportamento da curva de magnetizacdo do supercondutor.
Em todos esses estudos, serd considerada a dependéncia inversamente proporcional entre a

densidade de corrente critica ¢ a densidade de fluxo local (modelo de Kim).

O primeiro estudo consiste na influéncia da freqiiéncia da sendide do campo
magnético aplicado na curva de magnetizacdo do supercondutor. Consideremos um
supercondutor com geometria cilindrica, com relagao b/a =1, n = 9 (Bi-2212) e f =1,
submetido a um campo magnético externo senoidal com amplitude H, / H = 1. A malha
escolhida tem N, = 10. A figura 5.9 apresenta as curvas de magnetizagdo para freqiiéncias

diferentes no sinal do campo aplicado.
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Figura 5.9: Curvas de magnetizagdo para um cilindro finito supercondutor com relagdo b/a=1, f=1en=9
(Bi-2212), submetido a um campo senoidal com amplitude H,/H" = 1. Linhas trago-ponto: w =

0.1, Linhas pontilhadas: w = 1 e Linhas tracejadas: w = 10 (dependéncia inversamente

proporcional entre Jc e B - Modelo de Kim).

Os graficos da figura 5.9 mostram que, quanto maior a freqliéncia, maior a histerese
da curva de magnetizacdo. A explicacdo para esse fato estd na dindmica da entrada e
retirada de campo no interior do supercondutor. Para uma freqiiéncia maior, ndo ha tempo
de ocorrer o arraste de fluxoides (flux creep) no material. Quando a freqiiéncia do campo
externo ¢ menor, & medida que o campo cresce, ha o relaxamento das linhas ¢ a

magnetizacao ¢ menor.

O segundo estudo realizado ¢ a analise da influéncia do parametro £ da expressao
(5.4), do modelo de Kim, na curva de magnetizacdo. Simulou-se um supercondutor com
geometria cilindrica, com relacdo b/a =1 e n = 9 (Bi-2212), submetido a um campo

magnético externo senoidal com amplitude H,/H = 1 e freqiiéncia w = 1. A malha
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escolhida tem N, = 10. A figura 5.10 apresenta as curvas de magnetizagdo para valores

diferentes do parametro f.

‘1 08 06 0402 0 02 04 06 08 1
Ha/(Jc*a)

Figura 5.10: Curvas de magnetizagdo para um cilindro finito supercondutor com relagdo b/a =1 e n = 9 (Bi-
2212), submetido a um campo senoidal com amplitude H,/H = 1 e freqiiéncia w =1. Linhas

pontilhadas: = 1, Linhas tracejadas: # = 2 e Linhas cheias: = 3 (dependéncia inversamente

proporcional entre Jc ¢ B - Modelo de Kim).

Pela figura 5.10 constatamos que quanto menor o valor do parametro £, maior é o
lago de histerese da curva de magnetizagdo. Isso pode ser explicado pela relacdo que este
parametro tem com a for¢a de aprisionamento dos tubos de fluxo. Conforme visto na se¢ao
2.2.3 sobre o modelo de Kim, a expressdo (2.42) nos mostra que o parametro « estd
associado a for¢a de aprisionamento dos fluxdides. Comparando-se as expressoes (2.42) e
(5.4), verifica-se que f corresponde a, aproximadamente, o inverso de «. Portanto, a curva
de magnetizacdo para um £ menor tem uma histerese maior pois apresenta uma forca de

aprisionamento mais intensa.
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5.3. CASO 3: CILINDRO FINITO SUPERCONDUTOR NA PRESENCA DE UM
IMA PERMANENTE CILINDRICO

O primeiro resultado obtido para esse caso, foi o calculo da forca de levitagdo
vertical entre o ima permanente e o supercondutor, em fun¢do da relagdo entre a altura e o
raio do supercondutor (b/a). Os dados de simulagdo, em unidades reduzidas, foram: raio do
imd permanente r,, = 0.5a ; altura do ima permanente ¢,, = 0.25a e pardmetro do
supercondutor n = 3. O ima se aproxima do supercondutor de acordo com a seguinte

expressdo: z(t) = 0.1+1.9—1.9sin(0.1t). O intervalo de tempo na simulagdo foi de 0 até

10m. As relagdes b/a utilizadas foram: 0.05, 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 e 1. A grade utilizada para
discretizar a se¢do de revolugdo do supercondutor possui N, = /4 pontos. Os resultados se

encontram na figura 5.11.
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Figura 5.11: Forga de levitacdo vertical em fungdo da altura, entre um imd permanente cilindrico e um

cilindro  finito supercondutor, com n =3 e regra de  aproximagdo

2(t) = 0.1+1.9—1.95in(0.1¢).Relagdes b/a utilizadas: 0.05, 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 e 1. (b/a = 0.05

se refere & curva mais interna e b/a = 1 a curva mais externa). a) Resultados da simulagdo. b)

Resultados da referéncia [11].

Na figura 5.11a, curva de menor amplitude se refere ao supercondutor de menor

altura (b/a = 0.05). A medida que essa relagdo aumenta, a forca de levitagdo também fica
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maior. Esta informacao ¢ 1til para o projeto de equipamentos em que se almeja a forca de

levitacdo méxima. Para se obter a for¢a de levitagdo no SI, basta multiplicar os valores do

2 2
res

Hy

eixo das ordenadas pelo fator 0.01 , utilizando os valores de B, a € wy (47 x 1077

H/m) no sistema de unidades internacional. Se utilizarmos, por exemplo, um ima
permanente (Nd-Fe-B) com uma densidade de fluxo residual igual a B, = 0,4 T, e um

supercondutor de raio @ = 14 mm, podemos calcular o fator de conversdo da forca de

2 2

. B .
levitacdo, para o SI, como sendo 0.01———=0.2496. Pode-se verificar que o produto
Ho

deste fator com os valores do eixo das ordenadas do grafico da figura 5.11a, resulta em uma

for¢a de levitagao baixa (da ordem de mN). A razdo para esse valor baixo de F, estd na

escolha das unidades reduzidas para esse caso. De fato, se aplicarmos as normalizagdes

indicadas em (4.65) para o exemplo mencionado anteriormente (a = 14 mm € B,.s = 0,4 1),

teremos uma densidade de corrente critica igual a J, = 0.1—"% =227 10° A/m’, que é um
Hya

valor extremamente baixo para J,.

Comparando-se as curvas da figura 5.11 com aqueles apresentados na referéncia
[12], constata-se também que ha uma certa discrepancia entre os dois resultados. As
diferencas consistem na amplitude das curvas da figura 5.11, que estda menor quando
comparada com a referéncia [12], e na acentuada falta de simetria encontrada nas curvas da
figura 5.11, para a regido em que o ima se encontra afastado do supercondutor (z/a =1 ...

2). As possiveis explicagdes para essa discrepancia sao:

i) namero de pontos utilizado para mapear a secdo do supercondutor: na
simulagdo apresentada, N, = 14 e N., pela expressdo (4.66) e arredondando para
cima, vale 4. A malha resultante possui apenas N =N N_ =64 pontos. Este
mapeamento pode ndo ser suficiente para representar com fidelidade a evolugao

da densidade de corrente no interior do supercondutor. Esta observagdo podera

ser melhor verificada nos perfis de corrente da figuras 5.12 e 5.13.

i) valor do peso, devido ao tamanho da malha: o peso, que ¢ o fator representado

pela expressao (4.73) ¢ de extrema importancia, nao sé para o caso do cilindro
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finito na presenca do ima permanente, como também para os dois casos
anteriores. O peso ¢ importante porque garante a saturacdo da corrente no
algoritmo, e porque permite representar a sua correta evolugdo no tempo e no
espaco, dentro do supercondutor. Se observarmos a expressdo (4.74), por

exemplo, podemos verificar que o peso determina a influéncia da derivada
temporal da densidade de corrente. Se o peso for tal que > seja pequeno, a
4

densidade de corrente ndo vai saturar, ¢ o valor de J vai continuar a ser
atualizado mesmo que o imd permanente tenha atingido a distdncia minima
entre o supercondutor. Se este incremento de J, que ndo deveria existir, for bem
pequeno quando comparado ao valor do potencial vetor do ima que se aproxima,
o valor de J vai apenas reproduzir o simétrico (pois o J dentro do supercondutor
estd sempre com sinal de forma a se opor ao campo externo) do potencial vetor
aplicado pelo ima. Estas observagdes poderdo ser melhor constatadas nos perfis

das figuras 5.12 ¢ 5.13.

iii) tipo de grade utilizada no mapeamento: conforme apresentado na secdo 4.3, o
mapeamento da secdo do supercondutor foi feito através de uma grade com
pontos eqiiidistantes entre si, tanto para a direcdo o quanto para a dire¢do z. Para
dos dois casos anteriores, o da barra infinita em campo homogéneo e o do
cilindro finito em campo homogéneo, esta grade de construgdo simples permitiu
a obtengdo de bons resultados. No entanto, para o problema do caso 3, essa
grade pode ter sido insuficiente, uma vez que as geometrias envolvidas, tanto do
imd quanto do supercondutor sdo finitas, possuem arestas e gradientes de
campo, e o campo externo aplicado ¢ ndo-homogéneo. Uma sugestdo para a
montagem de uma grade com pontos ndo eqiiidistantes entre si se encontra na

referéncia [11].

A seguir, serdo apresentados os perfis da densidade de corrente no interior do
supercondutor, quando a relagdo b/a ¢ igual a 0.1. Os demais dados de simulagdo sdo os

mesmos daqueles utilizados para a obten¢ao das curvas da figura 5.11.
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Figura 5.12: Perfis da densidade de corrente no interior de um supercondutor cilindrico com n =3 e b/a = 0.1,
quando submetido ao campo magnético produzido por um ima permanente cilindrico que se
aproxima através da regra de aproximacdo z(r) =0.1+1.9-1 .9sin(0. lt). Distancias entre o ima e
o supercondutor: a) z/a = 1.91; b) z/a = 1.77; ¢) z/a = 0.75; d) z/a = 0.38. ¢) Evolugao das curvas

de J, em fungdo de p, para z=0. (aproximagdo entre o ima e o supercondutor)
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Figura 5.13: Perfis da densidade de corrente no interior de um supercondutor cilindrico com n =3 e b/a = 0.1,
quando submetido ao campo magnético produzido por um imd permanente cilindrico que se
aproxima através da regra de aproximagdo z(¢¥)=0.1+1.9-1 .9sin(0. lt). Distancias entre o ima e
o supercondutor: a) z/a = 0.101; b) z/a = 0.102; ¢) z/a = 0.135; d) z/a = 0.792. ¢) Evolugao das

curvas de J4 em fungdo de p, para z=0. (afastamento entre o ima e o supercondutor)
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Analisando os perfis das figuras 5.12 e 5.13, pode-se observar que, quando a
distancia entre o ima e o supercondutor ¢ maior (figuras 5.12a , 5.12b, 5.12c e 5.13d) os
perfis da densidade de corrente evoluem de uma forma coerente com o esperado. No
entanto, quando o ima e o supercondutor estdo mais proximos (figuras 5.12d, 5.13a, 5.13b

e 5.13c) os perfis refletem mais a influéncia do potencial vetor produzido pelo ima.
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6 COMENTARIOS E CONCLUSOES

Os algoritmos apresentados neste trabalho permitem que se simule o
comportamento dindmico de supercondutores do tipo-II no estado critico, levando em conta
a influéncia do relaxamento termodinamico (flux creep) dos tubos de fluxo no interior do
supercondutor. Os programas desenvolvidos poderdo auxiliar no projeto e desenvolvimento
de equipamentos que utilizam supercondutores do tipo-II, que sejam submetidos a esfor¢os

fisicos variantes no tempo e/ou transitorios eletromagnéticos.

As implementacdes do modelo para os casos da barra infinita (caso 1) e do cilindro
finito (caso 2) supercondutores na presenca de um campo magnético homogéneo,
apresentaram resultados mais satisfatorios quando comparados com os dados da literatura,
do que o caso do cilindro finito supercondutor na presenga de um imad permanente
cilindrico (caso 3). As principais razdes que o autor encontra para justificar as discrepancias
encontradas neste ultimo caso sdo: o nimero de pontos utilizado na malha que discretiza a
secdo de revolucdo do supercondutor; o peso que multiplica os elementos da matriz do
kernel de integragdao do supercondutor, cujo valor tem alta influencia na taxa de atualizagdo
do valor de densidade de corrente, e o tipo de grade usada, com pontos eqiiidistantes entre
si que, apesar de funcionarem bem para os dois casos anteriores, parece nao dar conta da
nao-homogeneidade do caso 3. O autor analisou meios de implementar um algoritmo com
pontos nao-eqiiidistantes entre si na malha do mapeamento, ndo obtendo, entretanto,

resultados satisfatorios que pudessem ser mostrados neste trabalho.

Como futuros desenvolvimentos para os trabalhos apresentados nesta tese, pode-se
citar: comparagdo entre os resultados obtidos com as simulacdes ¢ medicdes feitas em
laboratdrio, tanto para as curvas de magnetizacao quanto para a forga de levitagdo; o estudo
da influéncia de cada um dos trés pontos citados anteriormente no algoritmo do caso 3, com
a finalidade de extinguir as discrepancias dos resultados; a implementacdo do calculo da
curva de magnetizagdo ¢ da dependéncia inversamente proporcional entre J. ¢ B (Modelo

de Kim), no algoritmo do caso 3, e a implementagdo de uma dependéncia inversamente
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proporcional ao quadrado entre J. e B (conforme mostrado na referéncia [11]), nos

algoritmos dos trés casos.
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APENDICE A

EQUACOES DE LONDON

Comecemos descrevendo o comportamento de um condutor perfeito (condutor ideal
com resisténcia nula). Como ndo h4 nenhuma for¢a contraria ao deslocamento dos

portadores de corrente temos, pela 2% Lei de Newton, que:

F,=ma, (A.1)
qE =m v, (A.2)
dt

A densidade de corrente dos portadores em funcao da sua densidade volumétrica

pode ser escrita da seguinte forma:

J=n,qv, (A.3)
Derivando a expressao (A.3) no tempo e substituindo (A.2) no resultado:
- 2
n —
o M4 % (A.4)
ot m

Tomando o rotacional dos dois lados da equacao (A.4):

2

— o] n
an—J: v
ot m

VxE (A.5)
Aplicando a Lei de Faraday na expressao (A.5) obtém-se:
- , =
— n
V x oJ "4 0B (A.6)
ot m Ot
No caso dos materiais supercondutores, em que as correntes de blindagem surgem
independente de uma variacdo temporal do campo aplicado (efeito Meissner), admite-se,

por hipotese, que a equagdo (A.6) possa ser escrita da seguinte forma:

B (A.7)
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Se definirmos a profundidade de penetracao de London como sendo:

m
A, = | (A.8)
ll'l()npq

Podemos reescrever as equagdes (A.4) e (A.7) como mostrado a seguir:

V- _B (A.9)
v

0Js __1 _E (A.10)

ot v

105



APENDICE B

SOLUCAO ANALITICA PELO MODELO DE LONDON PARA O PROBLEMA DA
PLACA INFINITA SUPERCONDUTORA

B.1. DESCRICAO DO PROBLEMA

- 1 = . . .
Resolver a equacio de London: V*4 = — 4, para a situagdo fisica abaixo:

|
I 1}

® ®
® | ! ®
g A Ba i Z’E, P A Ba ®

/.ﬂ // ®
@ #//-’/:,L/ ®
® - ®
® ) ®
® €3]
® : el /’/ (€3]
® /’//// ®
® Sl ! ®
® } i €]
® —2a— ®

Figura B.1: Placa infinita supercondutora imersa em um campo magnético homogéneo.

Hipoteses:
i) O meio externo é o vdcuo.
ii) O material supercondutor é isotropico.

iii) A origem do sistema de coordenadas esta no centro da amostra, em relagdo
ao eixo y.
iv) As correntes aplicadas estdo percorrendo planos infinitos, perpendiculares

a diregcdo y e separados pela distancia D, de tal forma que os efeitos de

borda possam ser desprezados.
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v) A densidade de fluxo magnético fora da placa é constante e igual a B,.

B.2. SOLUCAO PARA O CAMPO FORA DO SUPERCONDUTOR

Pela hipdtese i), o meio externo ¢ o vacuo. Como o vacuo ndo apresenta
propriedades supercondutoras, podemos considerar que a sua profundidade de penetragado ¢
infinita (A — ), ou seja, ndo hd impedimento para a densidade de fluxo preencher o

Lvacuo

espaco todo. Desta forma, a equagdo de London se reduz a seguinte expressao:

V24 =0 (B.1)

ext

A equagdo (B.1) ¢ a equagdo de Laplace. O indice ext indica que o potencial vetor
nesta equacdo se refere ao meio externo a placa supercondutora. O desenvolvimento do

Laplaciano de A sera apresentado nas etapas abaixo:

ETAPA 1) Em coordenadas cartesianas, o divergente de uma funcdo vetorial ¢ escrito da

seguinte forma:

—

- o4
oG 04, 04 o,

ox Oy Oz

(B.2)

ETAPA 2) O gradiente do divergente de uma funcao vetorial, em coordenadas cartesianas,

¢ obtido como se segue:

oy - o4,
V(v 4)=v] L D O]
ox oy oz

OfaA O od), OfA o4 oh), OfA O ot),
e v &) e o &) el v e

(74,04 24, (04 34 54 P 04 T4 (B.3)
o axay axaz &xéy o’ 6y62 axaz 6}/62 o )

ETAPA 3) O rotacional de uma funcdo vetorial, em coordenadas cartesianas, € escrito

COmo S€ seguce:
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- aA 0A,
x o4, = d, + o4, 94, a,+ _o4, a. (B.4)
8y Oz oz ox )7 | ox 6y

ETAPA 4) O rotacional do rotacional de uma funcao vetorial, em coordenadas cartesianas

<!

pode ser obtido da seguinte maneira

dx Ay dZ
Vx¥xd=| 2 2 9 |-
ox oy 0z
04, 04, (an ~ aAzj 0A, 04,
oy Oz 0z Ox ox Oy
:[a Ay_a%]d {(M 0 de{a%_a%Jd _
ady | \aver o )Y\ ol -
|[ZA T4, [FA G4, (T4 _FAl (B.5)
o aer) | o PERNPENE
ETAPA 5) Fazendo (B.3) — (B.5), ou seja: ?(@-;1) VxVxA4,temos
04, asz o4 o4, e e e S P azAuazA o4, 74 62A +62A P4,
o oy o oy o & e | o o  ou o o ok ady)
o4, A, L0424, 82AZ+62A A,
oo oo o o ad | o ayaz
utilizando a identidade vetorial

Eliminando os termos comuns, ¢
(VxVxA V(V 2) \% Z) temos que o Laplaciano de uma func¢do vetorial, em

coordenadas cartesianas, apresenta a seguinte forma
i 82/1 82A 82
X 8x2 ay2 aZZ

ax2 + ay2 822

. (0’4 0’A. O°A ),
a, + + a.  (B.6)

. 2A 2A 2
V2= (aaxz +8@/2 +8822

Pela geometria do problema, percebemos que s6 ha variacdo do potencial vetor na

direcdo y. Portanto, todas as derivadas parciais ™ e > sao nulas. Além disso, sabemos
X 4

108



que: A=A.d, +A,d, + A.d.. Por hipdtese, o potencial vetor s6 existe na diregéo x, que ¢ a
mesma dire¢do em que flui a densidade de corrente (J) nos planos condutores. No caso
estudado, portanto: A=A d._.

Com base nas duas consideragdes acima, a equagdo diferencial que descreve o

comportamento do potencial vetor magnético no meio externo a placa supercondutora, pode
ser escrita na forma abaixo:
0’4
ext; (y) — O (B'7)
y

Esta ultima equagdo ¢ do tipo: u,, = 0. A solugéo geral desta equagéo homogénea ¢é:

Aextx (y) = AexL\tly + AextxZ (BS)

Os valores das constantes 4,,, € 4, ., podem ser obtidos, através das condi¢des de

extx extx2

contorno. A hipotese v) afirma que a densidade de fluxo fora da placa ¢ constante e

determinada. Por definicdo, B=Vx 4. Como o potencial vetor varia apenas na diregdo y e

. ~ 04
possui apenas a componente x, pela equagdo (B.4), temos: B, (y) B, = —L(y)dz.

0y

Tomando um ponto na fronteira entre o meio externo e o supercondutor temos, como

o . 0A =
primeira condigdo de contorno: oy =a) =-B,.

oy
A segunda condicdo ¢ atribuir um valor inicialmente arbitrdrio 4., ao potencial

vetor, quando y =0. Aplicando as duas condi¢des de contorno acima temos:

Aextx (O) = AextxZ = AextO (B9)
A
a exix (a) — Aexmd — _Ba (B 10)
y
A solugao particular ¢, portanto:
Zext (y) = ACXDC (y)dx = _Btly + AextO (B'll)

A relagdo entre a constante A, € a densidade de fluxo aplicada serd obtida mais a
frente.
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B.3. SOLUCAO PARA O CAMPO DENTRO DO SUPERCONDUTOR

A equacdo de London aplicada para esse caso ¢ mostrada abaixo:
24 =1 4 12
\4 Aim — 7, 2 “lint (B )
/1L

Onde o indice int, indica que o potencial vetor estd sendo calculado dentro do
supercondutor. Conforme mostrado nas etapas anteriores, a geometria do problema ¢ tal
que o potencial vetor s6 pode variar na dire¢do y e somente apresentar a componente x, uma
vez que as supercorrentes s6 poderao fluir também nesta dire¢do. Portanto, aplicando estas

consideracdes em (B.12), temos a seguinte equacdo diferencial:

’4,,.(y) 1
me W) 1 B.13
ayz /1L2 mtx(y) ( )

. . 1
Esta Gltima equagéo € do tipo: u, ———-u=0. A solugdo geral homogénea é:
L

y y

Aintx (y) = Iélint)cle_Z + AintxzeﬂL (B 14)

Os valores das constantes A4, , € 4., ., podem ser obtidos, considerando que ha

continuidade do potencial vetor magnético, na fronteira entre o meio externo e o
supercondutor. Se, na fronteira, o potencial tiver modulo 4z entdo, as condi¢des de

contorno sao:
a’) Aintx (_a) = Aextx (_ a) = AF

b) Aintx (a) = Aexm (Cl) = _AF

Logo,
Aintx (_a) = 14intxleZ + 14intx26_Z = AF (Bls)
Ay (@) = Ay e ™+ Ay pe™ =4, (B.16)

Somando as duas expressdes acima:
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Ay = A (B.13)
Utilizando esta ultima igualdade na condi¢do de contorno a), temos:
I4intxleZ - I4intxle_Z = AF
A A
. (B.19)

int x1 a a
- a
et —el 2 senh(ﬂ}

L

Portanto, a solu¢do para o potencial vetor, no interior do supercondutor, de acordo

com o Modelo de London, ¢, para o caso da placa infinita:

- A _r r
Aint (y) = Aintx(y)dx = — e & - eh dx =
2 senh[aJ

Zim (y) = Aintx(y)dx == A—FJ Senh[%]dx (B20)

senh @
ﬂ’L
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B.3.1. Densidade de Fluxo no Interior do Supercondutor

Em coordenadas cartesianas:

B—Vx A o4 04
B:VXA: %_ y aAY-f-(an—aAzjaA + y_an dz
8y aZ ’ aZ ax y ax ay

Como ja foi dito, o potencial vetor ndo descreve uma trajetoria circular dentro do

material porque, por hipdtese, a placa supercondutora na dire¢cdo x ¢ infinita. Para o
potencial vetor descrever uma circunferéncia dentro do supercondutor, a profundidade de
penetragdo teria que ser infinita na dire¢cao x. Como ela ja €, por hipotese, finita na dire¢ao
y e o material é isotropico, o potencial vetor ndo pode existir na direcdo y. Logo, o

potencial vetor s6 possui componente X € varia somente em y:

- A.
B, (y)=- O b )dz = 4r jcosh(l}iz (B.21)

0
4 A, senh[a t
A

L

Na fronteira entre o supercondutor e o meio externo, a densidade de fluxo deve ser a

mesma. Portanto:

oy a L

Bext (a) = Bint (a) =- 8Aimx (a) = AF COSh(/liJ - Bu
A, senh[ J
A

L

a
senh| —
[ﬁ%j a
A, =B A, ———<X =B A4, tanh 7 (B.22)

F a’"L
cosh| & g
A
Substituindo este resultado nas expressoes (B.20) e (B.21), temos:

A (y)= A, (y)d, =—-B,A, sec h[%}senh(%)c@ ~a<y<a (B.23)

L L
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~ 1A.
B, (y)= 0, () )dz =B, (v)i. = B, sech| — |cosh| 2 |a. —a<y<a (B24)
8)/ AL AL

Com os resultados obtidos, ¢ possivel agora determinar a constante 4.,y da equagdo
(B.11). Para isso, para aplicar a condicao de continuidade na fronteira entre o meio externo

e o supercondutor, tanto para valores positivos de y quanto para valores negativos de y.

Para valores negativos de y:

Aiextx (_ a) = Baa + Aiexto = AF —> Aiexto = Ba |:/1L tanh[%} - ai|

L

E_ext (y) = 1_4._extx (y)dr = Ba {— y+ |:/1L tanh()li} - a:|}dx ,—g < y <-a (B25)

L

Para valores positivos de y:

A exe (Cl) = _Baa + A e = _AF - A e = Ba |:Cl — ﬂ,L tanh[ﬁiﬂ
L

A er(y)= A'en(y)d. = B, {— y+ {a -2, tanh{%ﬂ}dx ,a<y g% (B.26)

L
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APENDICE C

SOLUCAO ANALITICA PELO MODELO DE LONDON PARA O PROBLEMA DO
CLINDRO INFINITO SUPERCONDUTOR

C.1. DESCRICAO DO PROBLEMA

- 1 = o . .
Resolver a equagio de London: V>4 = - A, para a situagdo fisica abaixo:
L

® | ®
® l ®
® 4o | e ®
® R ®
® "~ ®
® ®
® ®
® ¥ ®
® /“‘“‘—w——’” ~ ®
® e - ®
® 1 ®
® ®
® ®

Figura C.1: Cilindro infinito supercondutor imerso num campo magnético homogéneo constante.

Hipoteses:
i) O meio externo é o vacuo.
ii) A origem do sistema de coordenadas cilindricas se encontra no centro da

secdo transversal do cilindro.

iii) A altura do solendide é suficientemente grande para que os efeitos de borda
possam ser desprezados.

Vi) A densidade de fluxo magnético no meio externo ao supercondutor é
constante e igual a B,.
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C.2. SOLUCAO PARA O CAMPO FORA DO SUPERCONDUTOR

Como a profundidade de penetragdo no vacuo tende ao infinito (4, .., —>®©), a
equagao de London se reduz a equacgdo de Laplace:
ViA =0 (C.1)

onde o indice ext, indica que o potencial vetor esta sendo calculado fora do supercondutor.
O desenvolvimento do Laplaciano de A, em coordenadas cilindricas, sera

apresentado nas etapas abaixo:

ETAPA 1) Em coordenadas cilindricas, o divergente de uma fung¢do vetorial ¢ escrito da

seguinte forma:

ps,) 1o o1

v.oi-L
p Op p o0y Oz

(C.2)

ETAPA 2) O gradiente do divergente de uma func¢ao vetorial, em coordenadas cilindricas, ¢

obtido como se segue:

?(ﬁ-ﬁ):?{l a(pAp)+laA¢ N aAz}:

p Op p Oop Oz

“oplp dp pop @ |” pdslp dp pop &' &lp p pop &
[ & o4, 1384, & & &4 2
Jad) 12t) 15 120 2, [roten) 12 104 ],

L P p O P pipg o)’ | o pOF  popce

_6{16(%);% aﬂd +16{1@(pAp)+16A¢ aﬂd +a{16(p4p)+1%+&47}

B 2 2 o)
+ lM_{_l%_{_a 137 d, (C.3)
| p Opz  pogoz &z |

ETAPA 3) O rotacional de uma fung¢ao vetorial, em coordenadas cilindricas, é escrito como

S€ seguc:

- - 0A 0A o\pA 0A
Vrd=| Lo oy ([P 0A, 1 olody) o4, d, (C.4)
p 0P Oz oz Op pl Op o¢
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ETAPA 4) O rotacional do rotacional de uma fun¢ao vetorial, em coordenadas cilindricas

pode ser obtido da seguinte maneira:

d_p d¢ dz
p P
VxVxi=| 2 i 92 _
p o bz )
o4, o4, o4, o4\ 1[olpd,) o4,
p 0P Oz oz Op p| Op o9 |

1[&(et) 24,1, J|L104 T4 ), + 04, P4,
=— - a a - a, —
| opop  oF |7 | poger 822 " \opx o’ )"

I R R T

P oF  poge & opx)” | P ap pop pl ' g

ETAPA 5) Fazendo (C.3) — (C.5), ou seja: ﬁ(@ . ;1)—6 xV x A, temos:

_1dpt) 17 )_i% 104, o4 Fz(pflyf)_azfip}@zfi oul,
P op o P pote o p| apog of | o opee|”

{_ 1 dpd) 104, 1{82(pA¢)_82Apﬂ}d¢+

P o pop pl p°  Opdp

NE (o4 )+ 1 34, 104 154 54
7 g oF pofe poge o
Plpd) 1084, a4 84, & 2y 184

{1 (pp)+1 N N R }

p oz pofz & oz o P oF  poge

Eliminando os termos comuns, e utilizando a

(%%Z:%(%'-Z)—VZZ), temos que o Laplaciano de uma funcdo vetorial, em

coordenadas cilindricas, apresenta a seguinte forma:

vl G(pAp)+ 10°(pd,) 1 o4, o 134 {62(,0/1) aZAp}razAp -
=" T— a
P dp p o pop p6p6¢ Pl o o | & |”

+ iaz(pA")+i62A"’+62A¢+ _la(pA¢)_1%+1[82<pA¢) 8A
o ooy poF & | o dp pop pl op opdd
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Jiolot) 4 34, 24 124l (C.6)
p gz & opx op o og

Pela geometria do problema, percebemos que s6 ha variacdo do potencial vetor na

N . .. 0 o . .
dire¢do p. Portanto, todas as derivadas parciais % e > sdo nulas. Além disso, sabemos
zZ

que: A=4 ,4,+A,d,+ A.d. . Por hipdtese, o potencial vetor so existe na dire¢do ¢, que €
a mesma direcdo em que fluem as correntes aplicadas fora do supercondutor .No caso
estudado, portanto: 4 = 4,d,.

Com base nas duas consideragdes acima, a equagdo diferencial que descreve o
comportamento do potencial vetor magnético fora do cilindro supercondutor, pode ser

escrita na forma abaixo:

1
p|l op’ p* Op

0A 0A
l i Aext¢ + p o - Lz Aext¢ + p o = O
p|op op p op

1 aAextaﬁ + aAexmﬁ + p aerxtqﬁ _ Aext¢ _ l aAexmﬁ — 0
op op op’ :

p- p Op

2 T o ?Aextqﬁ (,0) = O (C7)

s . . 1 1 . ~
Esta Gltima equagdo € do tipo: u,, +—u,——u=0. A solugdo desta equacio

P P
diferencial foi resolvida utilizando-se as seguintes condi¢cdes de contorno:

a) O potencial vetor no solendide externo (o = 5 ), possui um valor arbitrario igual a A;.

~ (D D), .
Aext (?j = Aext¢ (?ja(/ﬁ = AS a¢ (CS)
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b) O potencial vetor na fronteira entre o supercondutor e o meio externo ( p =E)’ possui

um valor arbitrario igual a A4, .

- (d d). .
Aext [Ej = Aext¢ (Eja¢ = AFa¢ (C9)

Aplicando estas condi¢cdes de contorno, utilizou-se um programa de manipulagdo

simbolica e se chegou a seguinte expressao:

. {(— 44,d +44,D + Ad*D— 4,dD* -1+ p*)

Aext (p): Aext¢ (p)a¢ = 4(_d2 + D? )p (C 10)
(~44,d+44,D- 4,d" D+ 4,dD* N1+ p*)] |
4(d2 —Dz)p “

Elimina-se A, sabendo que a densidade de fluxo magnético, em qualquer ponto na
regido fora do cilindro supercondutor, deve ser constante e igual a B, . Como, neste
problema, o potencial vetor s6 possui componente em p, com variagdo apenas em ¢, a

densidade de fluxo na dire¢do z, ¢ dada pela expressao:

- o\ pA
Btp)= .ok, = L[ el i

Efetuando a operagdo acima com a expressao (C.10), obtemos:

. . (44,d-44,.D) .
()= Bucloki, = 2L, c12)

Igualando a expressdo (C.12) a B, , obtemos:

—-Bd*—4A.D+B D*?
_ % s2 7 P (C.13)
4d

A, =

Portanto, a expressdo (C.10) pode ser escrita em termos de B, e A:

- 44.D—B D* +4B p*
Aext (p) = Aext¢ (p)d¢ = ( > agp ap jd¢ (C14)
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Na analise do campo interno, obteremos uma expressdo para 4, em fungdo de B, e

das constantes geométricas do sistema.

C.3. SOLUGCAO PARA O CAMPO DENTRO DO SUPERCONDUTOR

Para o campo magnético dentro do supercondutor, vale a equacdo de London:

- 1 -
vz14int = _zAint (ClS)

L
onde o indice int, indica que o potencial vetor estd sendo calculado dentro do
supercondutor.
A equacdo diferencial que rege o comportamento do potencial vetor dentro do
supercondutor, de acordo com as condigdes de simetria impostas pela geometria do

problema discutidas anteriormente, ¢ mostrada abaixo, em coordenadas cilindricas.

0*4,,(p) 104,,0) 1 1
¢;( )+_ t¢( )__zAint¢( ):—A (,0) (C.16)

p in
op p op  p A"

: : 1 1
Esta ultima equag@o ¢ do tipo: u,, +—u, — ”[2—12] =0. A solugdo geral desta
P P —4A

equacdo possui a seguinte forma:

;iint (,0) = Aint¢ (p)d¢ = {11 [%}Aimm +K, (%JAMM :|d¢ (C.17)

L L

Os valores de 4, € 4, podem ser obtidos utilizando os valores do potencial

vetor ¢ da densidade de fluxo, na fronteira entre o supercondutor € o meio externo.

Portanto,
- (d d). .
Ay (Ej = Aint¢(5ja¢ = Apa, (C.18)
g ~ 1 a pAin p A 1 aAin p A
Bint (p) = Bintz (p)az = _|:(—t¢()):|az = _|:Aint¢(p)+ p¢:|az =
p op p o¢
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- OA.
B, ()= By (o) - {lAM(pr}@ €19
p o¢

Para um ponto na fronteira:

T4

2

o¢ d Y “

d) 2 d aAM(azlj 24 aAi““’(Czlj
Bintz( j int¢( j L+ =B

5y -

aAinwﬁ i
2) dB,-24,
o¢p d
Resolvendo o sistema envolvendo (C.19) e (C.20), e utilizando a igualdade (C.13),

Logo, (C.20)

chegamos a seguinte expressao para o potencial vetor dentro do supercondutor:

- 1 d d o,

4, (p)= 4 i, = D(44; —B,D)I +Bad’ I K| |+
1nt(p) 1nt¢(p) ¢ {Sﬁ% [( ( S a ) 0(2/1L] 2(2/1LJ] l(ﬁLJ

+1, [fJ(D@AS ~B,D)K, (%} + Bad’ I, ( 2‘/; B]}a ,

O valor de A4 ¢ obtido, adotando-se como referencial nulo para o potencial vetor, o

(C.21)

centro do cilindro supercondutor. Ou seja, z?l.m (0)= A, ¢(0)d¢ =0. A expressdo (C.21),

1

entretanto, contém termos com a fun¢do Bessel K, que vai ao infinito quando a varidvel se

torna zero. Por esse motivo, utilizou-se um valor préximo de zero para p na igualdade.

Utilizamos p =0,0001. O resultado se encontra na expressao abaixo:

- L o o . (0,0001 054, (d ) ,(d) (05d P pY_,(05d), (d

Aim(p)— Amw(p)a,/, = {[Bad [K]( 2, J[[[o( A, jlz(zﬂl} IO(ZEL jlz[ A, j)K{iL j + Il[ﬂm j[ 12( A, jKO(ZXL j +

Kena o)/ e K C R R e AU E R

A 22, A 2, 22, ) '\ 4, 2, ) 24, 2 ) N2

1‘(0’(11001)]("[050]] .

+ IO( d )K{pDK{O’Sd D] 84, t ‘ a,
. Io(o,sd JK](O,oomj

A A

,O<p£% (C.22)
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A densidade de fluxo dentro do supercondutor ¢ obtida aplicando-se a expressao

(C.11) em (C.22):

A AR Rl

,0<p< % (C.23)
As expressoes (C.22) e (C.23) podem ser escritas em funcdo de duas constantes (A,

e Ay):

Potencial vetor:

L L

- . . d
Ay (,0) = Aim¢ (p)a¢ = {Aintlll (%J + 4, K, (ﬂﬁ]}% , ,0<p< E (C.24)

Densidade de fluxo:

) ) d
Bint(p):Bint¢(p) P aqﬁ ’0<pSE (C25)
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APENDICE D

LISTAGEM DO PROGRAMA PARA O CASO DA BARRA INFINITA
SUPERCONDUTORA NA PRESENCA DE UM CAMPO HOMOGENEO COM
VARIACAO SENOIDAL NO TEMPO

%%0%%%%%%%%%%%6%6%:%0%0%0%6%6%%%%%%%%%6%:%0%%%6%%%%%% %% %%
%%0%%%6%%%%%%%6%6%6%:%0%%%%%6%%%%%% %% %%

%VARIAVEIS DE ENTRADA:

%Nx - Numero de pontos discretos na direcdo X, para o0 mapeamento da

%secao retangular da barra supercondutora infinita.

%b - Altura do supercondutor, em unidades reduzidas, considerando que a

%origem esta no meio da barra infinita supercondutora

%n - Parametro do supercondutor

%Ho - amplitude méxima da intensidade de campo magnético aplicado na barra,
%considerando que o sinal ¢ uma sendide.

%w - freqiiéncia do sinal aplicado
%%0%%%%%%%%%%%%6%6%0%0%0%6%%%%%%%%%%6%:%0% %% %%%%%% %% %%
%%%%%6%%%%%%%%%6%:%0%%%6%%%%%%%% %% %%

ci=clock;

Ny=ceil(b*Nx); %Numero de pontos discretos na dire¢do y, para 0 mapeamento
%da secdo retangular da barra supercondutora - o comando ceil arredonda
%para cima

N=Nx*Ny; %Numero total de pontos de mapeamento no supercondutor.

%%%%%%% %% %% % %% %% %% % %% %% % %% %% % %% %% %% % %% %% %% % %o
%% %% %% % %% %% %% % %% %% %% % %% %% % % % %% %

%PARAMETROS E DADOS DO SUPERCONDUTOR PARA OS

%CALCULOS NUMERICOS (UNIDADES REDUZIDAS):

%PERMEABILIDADE RELATIVA DO VACUO
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u0=1;

%DADOS DO SUPERCONDUTOR:
%Largura a partir do centro:

a=1;

%Campo elétrico critico:

Ec=1;

%Densidade de corrente critica:

Je=1;

%Calculo do Campo de Penetragdo Completa :
Hp=Jc*(b/pi)*((2*a/b)*atan(b/a)+log(1+(a/b)*2));
%%0%%%%%%%%%%%6%6%0%0%0%0%6%%%%%%%%%6%0%0%0%0%0%%%%%%%%%%:%
%%0%%0%%%%%%%%%%6%:%0%%%%%%%%%%% %% %%

%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%%%%6%6%6%%%%6%6%6%%%:%0%6%%%%%%% %%
%%%%%%%%6%%%0%0%%%%%%%6%%%0%6%%%%%% %%

%MONTAGEM DOS PONTOS DA MALHA NO SUPERCONDUTOR
%%0%%%%%%%%%6%6%6%%%%%6%6%%%0%0%6%%%%%%6%%%:%0%6%6%%%%%% %%
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%%%%%0%0%6%%%%%%%

%Criagao de desvios, para que os

%elementos da diagonal principal da matriz Qsim, ndo divirjam:

dx=(a/Nx);

dy=(b/Ny);

u=dx/2;

v=dy/2;

peso=(1/(Nx"2))*dx*dy;

epslon=sqrt(exp(log((u)"2+(v)"2)-3+(u/v)*...

atan(v/u)+(v/u)*atan(u/v))/10);
%%0%%%%%%%%%0%0%6%%%%%6%6%%%0%6%6%%%%%%6%%%:%0%6%%%%%% %% %
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%6%%%0%6%6%%%%%%%
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%Calculo dos indices e coordenadas do mapeamento (primeiro quadrante):
%%0%%%%%%%%%0%0%6%%%%%6%%%%0%6%6%%%%%6%%%%:%0%6%%%%%%% %%
%%%%%%%%6%%%0%6%%%%%%%%%%0%6%%%%%% %%
for i=1:N
%0Obten¢do dos indices de x e de y, em funcao de i, de acordo com a
%numeragdo adotada nas direcdes x € y.
indx(i)=mod(i,Nx);
if (indx(i1)==0)
indx(1)=Nx;
end
indy(i)=ceil(i/Nx); %ceil - arredonda pra cima
%Célculo das variaveis x ey, discretizadas, para o indice i.
x1(1)=(indx(1)-1/2)*(a/Nx);
y1()=(indy(i)-1/2)*(b/Ny);
end
%%0%%%%%%%%%0%0%%%%%%%6%%%0%6%6%%%%% %% % %%6%6%%%%%% %% %
%%0%%%%%%%%%0%6%%%%%%6%6%%%0%6%%%%%%%%

%Célculo das coordenadas para os demais quadrantes
%%0%%%6%%%%%%%0%6%6%0%0%0%0%6%%%%%%%%%6%6%0%0%0%0%6%%%%%%%% %%
%%0%%%%%%%%%%%6%6%:%0%%0%%%%%%%%% %% %%

x2=x1; y2=-y1;

x3=-x1; y3=-yl;

x4=-x1; yd=yl1;
%%0%%%%%%%%%%%%6%6%0%0%0%6%6%%%%%%%%%:%:%0% %% %%%%%% %% %%
%%0%%%6%%%%%%%%6%6%:%0%0%%6%%%%%%%% %% %%

%Criacdo dos vetores px1(1,Nx+1), px2(1,Nx+1), px3(1,Nx+1), px4(1,Nx+1),

%py1(1,Ny+1), py2(1,Ny+1), py3(1,Ny+1) e py4(1,Ny+1),que serdo usados para

%a visualizac¢ao dos resultados.
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%%0%%%%%%%%%0%0%6%%%%%6%6%%%0%6%6%%%%%6%6%%%:%0%6%%%%% %% %%
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%%6%%%0%6%6%%%%%%%
px1(1)=0; px2(1)=0; px3(1)=0; px4(1)=0; %Inclusdo da posi¢do zero no eixo x
for i=2:Nx+1

px1(1)=x1(i-1);

px2(1)=x2(i-1);

px3(1)=x3(i-1);

px4(1)=x4(i-1);
end
py1(1)=0; py2(1)=0; py3(1)=0; py4(1)=0; %Inclusdo da posi¢do zero no eixo y
for i=2:Ny+1

py1()=y1((i-1)*Nx);

Py2(i)=y2((i-1)*Nx);

py3(1)=y3((i-1)*Nx);

Py4(i)y=y4((i-1)*Nx);
end
[X1,Y1]=meshgrid(px1,pyl);
[X2,Y2]=meshgrid(px2,py2);
[X3,Y3]=meshgrid(px3,py3);
[X4,Y4]=meshgrid(px4,py4);
%%0%%%%%%%%%0%0%%%%%%%6%%%0%0%%%%%% %% % %%0%6%%%%%% %% %
%%0%%%%%%%%%0%6%%%%%%6%6%%%0%6%6%%%%%%%

%CALCULO DA MATRIZ Qsim(NxN)
for i=1:N
for j=1:N
if (i==))

Qsim(1,))=((1/(4*p1)) *log(((x1(1)-x1()) "2+ (y 1(1)-y L () 2+...
(epslon)*2)*((x1(1)-x1(j)) 2y L()+y1()) 2))...
(x1G)+x1(G))2+(y1(1)-y1(j)) 2+(epslon) 2)*...
(x1()+x1())"2H(y1(D)+y1())*2)))))*peso;
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else
Qsim(i,j)=((1/(4*pD)) *log(((x1(1)-x1(j))"2+...
(Y1(®)-y1()"2)*((x1(1)-x1())"2+H(yL(D)+y1(G))"2))/ ...
(x1()+x1(G)"2+(y1(1)-y1(G))*2)*...
((x1(@)+x1())"2+(yL()+y1(;))"2))))) *peso;
end
end

end

%CALCULO DA INVERSA DA MATRIZ Qsim(NxN)
Qinv=Qsim”"(-1);

%%0%%%%%%%%%0%0%%%%%%%6%%%0%6%6%%%%%%6%%%%0%6%%%%% %% %%
%%0%%%%%%%%%0%6%%%%%%6%6%%%0%6%%%%%% %%
%CALCULO DO VETOR DA DENSIDADE DE SUPERCORRENTE,
%PARA UM DETERMINADO INSTANTE DE TEMPO, E DO MOMENTO DE
DIPOLO MAGNETICO
%Inicializacdo das densidades de supercorrentes em todos os pontos da
%malha.
for i=1:N
Jsant(i,1)=0;

end

indt=1; %Indice do tempo inicial, na matriz Js

t(indt)=0; % Tempo inicial

dt(indt)=0; %Intervalo de tempo inicial

Ha(indt)=0; %Intensidade de campo magnético aplicado inicial
cl=b*(4*10"(-4))/(n*Nx*w);

¢2=0.01;

tfinal=(1/w)*2.6*pi; % Tempo total de aplicagdo do campo magnético externo e

%senoidal.
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while (t(indt)<=tfinal)
indt=indt+1;
t(indt)=t(indt-1)+dt(indt-1);

%CALCULO DO CAMPO MAGNETICO APLICADO
Ha(indt)=Ho*Hp*sin(w*t(indt));

%CALCULO DA DENSIDADE DE SUPERCORRENTE
Js(:,1)=(1/u0)*Qinv*(Ec*abs(Jsant(:,1)/Jc).” n.*sign(Jsant(:,1))-x1"*...
u0*Ho*Hp*w*cos(w*t(indt-1)))*dx*dy*dt(indt-1)+Jsant(:,1);

%CALCULO DO MOMENTO DE DIPOLO MAGNETICO
m(indt)=-(4*dx*dy*Js(;,1)*x1");

rhos(:,1)=Ec*abs(Js(:,1)/Jc). (n-1);
Minrhos=min(rhos(:,1));
dt(indt)=c1/(Minrhos+c2);

Jsant=Js;
cf=clock;
numt=size(t);
t(numt(2))

end

%CONSTRUCAO DO GRAFICO DA CURVA DE MAGNETIZACAO
numHa=size(Ha);

figure;

plot(Ha(1:numHa(2))/(Jc*a),-m(1:numHa(2))/(Jc*(a"4)));
xlabel("Ha/(Jc*a)"); ylabel('-m/(Jc*a”4)');

grid;
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APENDICE E

LISTAGEM DO PROGRAMA PARA O CASO DO CILINDRO FINITO
SUPERCONDUTOR NA PRESENCA DE UM CAMPO HOMOGENEO COM
VARIACAO SENOIDAL NO TEMPO

%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%%%%0%6%6%%%%6%6%%%%:%0%6%6%%%%%% %%
%%%%%%%%6%%%0%6%%%%%%%6%%%0%6%%%%%% %%

%VARIAVEIS DE ENTRADA:

%Nrho - Numero de pontos discretos na direg@o rho, para o mapeamento da

%secao retangular de revolugdo do cilindro supercondutor.

%b - Altura do supercondutor, em unidades reduzidas, considerando que a

%origem esta no meio do cilindro supercondutor

%n - Parametro do supercondutor

%beta - Parametro para a for¢a de aprisionamento no modelo de Kim

%Ho - amplitude maxima da intensidade de campo magnético aplicado na barra,
%considerando que o sinal ¢ uma sendide.

%w - freqiiéncia do sinal aplicado
%%0%%%%%%%%%0%0%6%%%%%%%%%0%6%6%%%%6%%6%%%:%0%6%%%%%%% %%
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%%%%%0%0%6%%%%%%%

ci=clock;

Nz=ceil(b*Nrho); %Numero de pontos discretos na dire¢do z, para 0 mapeamento
%da secdo retangular do cilindro supercondutor - o comando ceil arredonda
%para cima

N=Nrho*Nz; %Numero total de pontos de mapeamento no supercondutor.

%% %% %% %% %6 %% % %6 %% % %o %% % %o %% % %o %% % %o %% % %o %% % %o %% % %o %% %
%6%%% %% %% %% %% %% %% %% %% % %% % % %% % % %%

%PARAMETROS E DADOS DO SUPERCONDUTOR PARA OS

%CALCULOS NUMERICOS (UNIDADES REDUZIDAS):
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%PERMEABILIDADE RELATIVA DO VACUO
u0=1;

%DADOS DO SUPERCONDUTOR:
%Raio:

a=l1;

%Campo elétrico critico:

Ec=1;

%Densidade de corrente critica:

Je=1;

%Calculo do campo magnético de penetracdo completa
Hp=Jc*b*log((a/b)+sqrt(1+(a/b)"2));

%Parametro de densidade de fluxo magnético - Modelo de Kim:

B1=(u0/beta)*Hp;
%%0%%%%%%%%%0%0%%%%%%%6%%%0%6%6%%%%% %% % %%6%6%%%%%% %% %
%%0%%%%%%%%%0%6%%%%%%6%6%%%0%6%%%%%%%%

%%0%%%%%%%%%0%0%6%%%%%6%%%%6%6%6%%%%6%%%%%:%6%6%%%%%%% %%
%%%%%%%%%%%0%6%%%%%%%%%%0%6%%%%%% %%

%MONTAGEM DOS PONTOS DA MALHA NO SUPERCONDUTOR
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%6%%%0%6%6%%%%6%%%%%:%0%6%6%%%%%% %%
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%%%%%0%0%6%%%%%%%

%Criagao de desvios, para que os

%elementos da diagonal principal da matriz Qcil, ndo divirjam:

drho=a/Nrho;

dz=b/Nz;

u=drho/2;

v=dz/2;

peso=(1/(Nrho”2))*drho*dz; %Verificar este peso
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epslon=sqrt(exp(log((u)"2+(v)"2)-3+(u/v)*...

atan(v/u)+(v/u)*atan(u/v))/10);
%%0%%%%%%%%%0%0%6%%%%%6%%%%0%6%6%%%%%6%%%%:%0%6%%%%%%% %%
%%%%%%%%6%%%0%6%%%%%%%%%%0%6%%%%%% %%

%Calculo dos indices e coordenadas do mapeamento (primeiro quadrante):
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%6%%%0%0%6%%%%%%6%%%:%0%6%6%%%%%% %%
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%:%%%%%0%0%6%%%%%%%
fori=1:N
%0Obtencao dos indices de rho e de z, em fung¢ado de i, de acordo com a
%numeragao adotada nas dire¢des rho e z.
indrho(i)=mod(i,Nrho); %mod - resto da divisao
if (indrho(i)==0)

indrho(i)=Nrho;
end
indz(i)=ceil(i/Nrho); %ceil - arredonda pra cima
%Célculo das variaveis rho e z, discretizadas, para o indice i.
rho1(i)=(indrho(1)-1/2)*(a/Nrho);
z1(1)=(indz(i)-1/2)*(b/Nz);
end
%%0%%%%%%%%%0%0%%%%%%%6%%%0%0%%%%%% %% % %%0%6%%%%%% %% %
%%0%%%%%%%%%0%6%%%%%%6%6%%%0%6%6%%%%%%%

%Célculo das coordenadas para os demais quadrantes
%%0%%0%0%%%%%%%%6%6%0%0%0%0%0%6%%%%%%%6%6%6%0%0%0%0%6%%%%%%%%%:%
%%0%%%%%%%%%%%6%6%:%%0%0%%%%%%%%% %% %%

rho2=rhol; z2=-71;

rho3=-rhol; z3=-z1;

rho4=-rhol; z4=z1;
%%0%%%%%%%%%%%%6%0%0%0%0%6%%%%%%%%%6%6%:%0%%%%%%%%% %% %%
%%0%%%6%%%%%%%%%6%0%0%%%6%%%%%%%% %% %%
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%Criagao dos vetores prhol(1,Nrho+1), prho2(1,Nrho+1), prho3(1,Nrho+1),
%prho4(1,Nrho+1), pz1(1,Nz+1), pz2(1,Nz+1), pz3(1,Nz+1) e pz4(1,Ny+1),que
%serao usados para a visualizagao dos resultados.
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%6%%%0%6%6%%%%%6%6%%%:%0%6%%%%% %% %%
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%%%%0%0%6%%%%%%%
prho1(1)=0; prho2(1)=0; prho3(1)=0; prho4(1)=0; %Inclusdo da posi¢ao zero
%no eixo rtho

for i=2:Nrho+1

prhol(i)=rhol(i-1);

prho2(i)=rho2(i-1);

prho3(i)=rho3(i-1);

prho4(i)=rho4(i-1);
end
pz1(1)=0; pz2(1)=0; pz3(1)=0; pz4(1)=0; %Inclusdo da posi¢ao zero no eixo z
for i=2:Nz+1

pz1(i)=z1((i-1)*Nrho);

pz2(1)=z2((i-1)*Nrho);

pz3(1)=z3((i-1)*Nrho);

pz4(1)=z4((i-1)*Nrho);
end
[RHO1,Z1]=meshgrid(prhol,pzl);
[RHO2,72]
[RHO3,Z3]
[RHO4,Z4]=meshgrid(prho4,pz4);
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%6%%%0%6%6%%%%%6%6%%%:%6%6%%%%% %% %%
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%%%%%0%0%6%%%%%%%

=meshgrid(prho2,pz2);
=meshgrid(prho3,pz3);

%CALCULO DA MATRIZ Qcil(NxN)

M=30; %Numero de pontos que serdo usados no somatorio que vai representar o
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%Jkernel do supercondutor cilindrico.

for i=1:N
for j=1:N
for contk=1:M

uk(contk)=(contk-(1/2))*(1/M);

alfa(contk)=pi*(uk(contk))-sin(pi*uk(contk));

dalfa(contk)=pi-pi*cos(pi*uk(contk));

if (i==j)

AuxQcil(1,j,contk)=(((1/(2*p1))*((rho1(j)*cos(alfa(contk)))/...
(sqrt(rho1(i)"2+rho1(j)"2-2*rho1(i)*rho1(j)*cos(alfa(contk))+...
(z1(1)-z1(j))"2+(epslon)"2)))*dalfa(contk))+...
(((1/(2*pi))*((rho1(j)*cos(alfa(contk)))/...
(sqrt(rho1(1)"2+rho1(j)"2-2*rho1(i)*rho1(j)*cos(alfa(contk))+...
(z1(1)+z1())"2)))*dalfa(contk))))*peso;

AuxQBrho(i,j,contk)=(1/(2*pi))*((-rho1(j)*cos(alfa(contk))*...
(z1(1)-z1(j)))/((rho1(1)*2-2*rho1(i)*rhol(j)*...
cos(alfa(contk))+rhol1(j)*2+(z1(1)-z1(j))"2+...
(epslon)"2)*(3/2)))*dalfa(contk)+...
(1/(2*pi))*((-rho1(j)*cos(alfa(contk))*...
(z1(1)*+z1(j)))/((rho1(i)"2-2*rho1(i)*rho1(j)*...
cos(alfa(contk))+rhol(j)*2+(z1(1)+z1())" 2+...
(epslon)"2)*(3/2)))*dalfa(contk);

AuxQBz(i,j,contk)=(1/(2*pi))*((rtho1(j)*cos(alfa(contk))*...
(rho1(j)*2-rhol(i)*rhol(j)*cos(alfa(contk))+(z1(i)-...
z1(j))"*2))/(rtho1(i)*(rho1(i)"2-2*rho1(i)*rho1(j)*...
cos(alfa(contk))+rhol(j)*2+(z1(1)-z1())"2+...
(epslon)"*2)*(3/2)))*dalfa(contk)+...
(1/(2*pi))*((rho1(j)*cos(alfa(contk))*...
(tho1(j)*2-rhol(i)*rhol(j)*cos(alfa(contk))+(z1(1)+...
z1(j))"*2))/(rtho1(i)*(rho1(i)"2-2*rho1(i)*rho1(j)*...
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cos(alfa(contk))+rhol(j)*2+(z1(1)+z1())" 2+...
(epslon)"2)*(3/2)))*dalfa(contk);
else
AuxQcil(i,j,contk)=(((1/(2*pi))*((rho1(j) *cos(alfa(contk)))/...
(sqrt(rho1(i)*2+rho1(j)"2-2*rho1(i)*rho1(j)*cos(alfa(contk))+...
(z1(1)-z1(j))"2)))*dalfa(contk))+...
(((1/(2*p1))*((rho1(j)*cos(alfa(contk)))/...
(sqrt(rho1(i)*2+rho1(j)"2-2*rho1(i)*rho1(j)*cos(alfa(contk))+...
(z1(1)*+z1(j))"2)))*dalfa(contk))))*peso;
AuxQBrho(i,j,contk)=(1/(2*pi1))*((-rho1(j)*cos(alfa(contk))*...
(z1(1)-z1()))/((tho1(1)*2-2*rho1(i)*rho1(j)*...
cos(alfa(contk))+rho1(j)"2+(z1(i)-z1(G)) 2)"(3/2)))*...
dalfa(contk)+...
(1/(2*p1))*((-rho1(j)*cos(alfa(contk))*...
(z1(1)+z1(j)))/((rho1(i)*2-2*rho1(i)*rho1(j)*...
cos(alfa(contk))+rhol1(j)"2+(z1(i)+z1(j))"2)"(3/2)))*...
dalfa(contk);
AuxQBz(i,j,contk)=(1/(2*pi1))*((rho1(j)*cos(alfa(contk))*...
(rho1(j)*2-rhol(i)*rhol(j)*cos(alfa(contk))+(z1(i)-...
z1(j))*2))/(tho1(1)*(rho1(i)"2-2*rho1(i)*rho1(j)*...
cos(alfa(contk))+rho1(j)"2+(z1(i)-z1(G))"2)"(3/2)))*...
dalfa(contk)+...
(1/(2*pi))*((rtho1(j)*cos(alfa(contk))*...
(rho1(j)*2-rhol(i)*rhol(j)*cos(alfa(contk))+(z1(i)+...
z1(j))"*2))/(rho1(i)*(rho1(i)"2-2*rho1(i)*rho1(j)*...
cos(alfa(contk))+rho1(j)"2+(z1(1)+z1())"2)*(3/2)))*...
dalfa(contk);
end
end
Qcil(i,j)=(1/M)*sum(AuxQcil(i,j,:));
QBrho(i,j)=(1/M)*sum(AuxQBrho(i,j,:));
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QBz(i,))=(1/M)*sum(AuxQBz(i,j,:));
end

end

%CALCULO DA INVERSA DA MATRIZ Qcil(NxN)
Qinv=Qcil*(-1);

%%%%%6%6%%%%%%%6%6%6%0%%0%6%6%%6%%%%%%%%:%%%%6%6%%%%% %% %%
%%0%%0%%%%%%%%%6%6%0%0%0%0%6%%%%%%%%%%: %%
%CALCULO DO VETOR DA DENSIDADE DE SUPERCORRENTE,
%PARA UM DETERMINADO INSTANTE DE TEMPO, E DO MOMENTO DE
DIPOLO MAGNETICO
%Inicializacdo das densidades de supercorrentes em todos os pontos da
%malha.
for i=1:N
Jsant(i,1)=0;

end

indt=1; %Indice do tempo inicial, na matriz Js

t(indt)=0; % Tempo inicial

dt(indt)=0; %Intervalo de tempo inicial

Ha(indt)=0; %Intensidade de campo magnético aplicado inicial
cl=b*(1*10"(-4))/(n*Nrho*w);

¢2=0.01;

tfinal=(1/w)*2.6*pi;

while (t(indt)<=tfinal)

indt=indt+1;
t(indt)=t(indt-1)+dt(indt-1);
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%CALCULO DO CAMPO MAGNETICO APLICADO
Ha(indt)=Ho*Hp*sin(w*t(indt));

%CALCULO DA DENSIDADE DE CAMPO MAGNETICO TOTAL, PRODUZIDA
PELO CAMPO

%EXTERNO E PELAS CORRENTES DO SUPERCONDUTOR
Brho(:,1)=u0*QBrho*(Jsant(:,1))*drho*dz;
Bz(:,1)=-u0*QBz*(Jsant(:,1))*drho*dz+u0*Ho*Hp*sin(w*t(indt-1));
B(:,1)=(Brho(:,1)."2+Bz(:,1).72).~(1/2);

%CALCULO DA DENSIDADE DE CORRENTE

Js(:,1)=-(1/u0)*Qinv*((Ec*abs(Jsant(:,1).*((1+abs(B(:,1))/B1)/Jc)).”n.*...
sign(Jsant(:,1)))+(rho1/2)'*(u0*Ho*Hp*w*cos(w*t(indt-1))))*drho*...
dz*dt(indt-1)+Jsant(:,1);

%CALCULO DO MOMENTO DE DIPOLO MAGNETICO
m(indt)=(2*pi*drho*dz*Js(:,1)*rhol'."2);

Brho(:,1)=u0*QBrho*(Js(:,1))*drho*dz;
Bz(:,1)=-u0*QBz*(Js(:,1))*drho*dz+u0*Ho*Hp*sin(w*t(indt));
B(:,1)=(Brho(:,1)."2+Bz(:,1).72).~(1/2);

rhos(:,1)=Ec*abs(Js(:,1).*((1+abs(B(:,1))/B1)/Jc)). (n-1);
Minrhos=min(rhos(:,1));
dt(indt)=c1/(Minrhos+c2);

Jsant=Js;
cf=clock;
numt=size(t);
t(numt(2))

end
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%CONSTRUCAO DO GRAFICO DA CURVA DE MAGNETIZACAO
numHa=size(Ha);

figure;

plot(Ha(1:numHa(2))/(Jc*a),-m(1:numHa(2))/(Jc*(a™4)));
xlabel('Ha/(Jc*a)'); ylabel('-m/(Jc*a”4)");

grid;
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APENDICE F

LISTAGEM DO PROGRAMA PARA O CASO DO CILINDRO FINITO
SUPERCONDUTOR NA PRESENCA DE UM IMA PERMANENTE DE
GEOMETRIA CILINDRICA

%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%%%%:%0%6%%%%%%% %%
%%%%%%%%6%%%0%6%%%%%%%6%%%0%6%%%%%% %%

%VARIAVEIS DE ENTRADA:

%Nrho - Numero de pontos discretos na diregao rho, para o mapeamento da

%secao retangular de revolugao do cilindro supercondutor.

%b - Altura do supercondutor, em unidades reduzidas, considerando que a

%origem esta no meio do cilindro supercondutor

%n - Parametro do supercondutor

%w - freqiiencia da variacdo senoidal da distancia entre o0 ima e o

%supercondutor
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%6%%%0%0%6%%%%%%6%%%:%0%6%%%%% %% %%
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%6%%%0%0%6%%%%%%%

ci=clock;

Nz=2*ceil(b*Nrho); %Numero de pontos discretos na direcao z, para o mapeamento
%da secao retangular do cilindro supercondutor - o comando ceil arredonda

%para cima

N=Nrho*Nz; %Numero total de pontos de mapeamento no supercondutor.

%%0%0%%%%%0%0%0%0%0%0%0%%%%6%6%0%0%0%0%6%6%%6%%6%0%0%0%0%0%0%6%%%%% %% %
%%0%%%%%%%0%0%0%0%0%%%%%%%0%0%0%0%6%%%%% %%

%PARAMETROS E DADOS DO SUPERCONDUTOR E DO IMA PERMANENTE,
PARA OS

%CALCULOS NUMERICOS (UNIDADES REDUZIDAS):
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%PERMEABILIDADE RELATIVA DO VACUO
u0=1;

%DADOS DO SUPERCONDUTOR:
%Raio:

a=l1;

%Campo elétrico critico:

Ec=1;

%Densidade de corrente critica:

Je=0.1;

%DADOS DO IMA PERMANENTE:

%Raio:

rpm=0.5%*a;

%Altura:

tpm=0.25*a; %A origem esta na superficie superior do ima.
%Densidade de fluxo magnético residual:

Bres=1;

%Parametros para as posigdes iniciais e finais para o imd permanente:

z0=1.9*a;

z00=0.1%*a;
%%0%%%6%%%%%%%%%6%6%0%0%0%6%6%%%%%%%%6%6%:%0 %% %% %%%%% %% %%
%%0%%%%%%%%%%%%6%:%0%%%6%%%%%%%% %% %%

%%0%0%0%%%6%0%0%0%0%0%0%6%%%%6%0%0%0%0%0%6%6%%%6%6%0%0%0%0%0%0%6%%%%% %% %
%%0%%%%%%%0%0%0%0%0%%%%%%0%0%%0%0%6%%%%% %%

%MONTAGEM DOS PONTOS DA MALHA NO SUPERCONDUTOR
%%0%%0%%%%%%%%%6%6%0%0%0%0%6%6%%%%%%%6%6%6%0%0%0%0%%%%%%%%%%:%
%%0%0%%%%%0%0%0%0%0%0%0%%%%6%0%0%0%0%0%6%%%%% %%
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%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%6%%%0%6%6%%%%%%6%%%%6%6%%%%% %% %%
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%%%%0%0%6%%%%%%%

%Criagao de desvios, para que os

%elementos da diagonal principal da matriz Qcilpm, ndo divirjam:

drho=a/Nrho;

dz=2*b/Nz;

u=drho/2;

v=dz/2;

peso=(1/(Nrho”2))*drho*dz;

epslon=sqrt(exp(log((u)"2+(v)"2)-3+(u/v)*...

atan(v/u)+(v/u)*atan(u/v))/10);
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%%%%0%6%6%%%%%6%6%%%:%6%6%%%%%%% %%
%%0%%%%%%6%%%0%0%%%%%%%6%%%0%6%%%%%% %%

%Calculo dos indices e coordenadas do mapeamento (primeiro e segundo
%quadrantes):
%%0%%%%%%%%%0%0%%%%%%%6%%0%0%6%6%%%%%%6%%%%0%6%%%%%% %% %
%%0%%%%%%%%%0%6%%%%%%6%6%%%0%6%6%%%%% %%
for i=1:N
%0Obtengao dos indices de rho e de z, em fungao de i, de acordo com a
%numera¢ao adotada nas dire¢des rho e z.
indrho(i)=mod(i,Nrho); %mod - resto da divisao
if (indrho(i)==0)

indrho(i)=Nrho;
end
indz(i)=ceil(i/Nrho); %sceil - arredonda pra cima
%Calculo das variaveis rho e z, discretizadas, para o indice i.
rho12(i)=(indrho(i)-1/2)*(a/Nrho);
z12(1)=(indz(i)-1/2)*((2*b)/Nz);

end
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%%0%0%%%%%0%0%0%0%0%0%0%6%%%6%6%0%0%0%0%0%6%%%%6%0%0%0%0%0%0%6%%% %% %% %
%%0%%%%%%%0%0%0%0%0%%%%%%6%0%0%0%0%6%%%%% %%

%Calculo das coordenadas para o terceiro € o quarto quadrante
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%6%%%0%6%6%%%%%6%6%%%:%0%6%%%%% %% %%
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%%%%0%0%6%%%%%%%

rho34=-rho12;

z34=712;
%%0%%%%%%%%%0%0%%%%%%6%6%%%0%6%%%%%%%6%%%:%6%6%%%%%% %% %
%%0%%%%%%%%%0%6%%%%%%6%6%%%0%6%6%%%%%%%

%Criacao dos vetores prhol12(1,Nrho+1), prho34(1,Nrho+1), z12(1,Nz+1),
%2z34(1,Nz+1),que serdo usados para a visualiza¢do dos resultados.
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%6%%%0%0%6%%%%%%6%%%:%0%6%%%%% %% %%
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%%6%%%0%6%6%%%%%%%
prho12(1)=0; prho34(1)=0; %Inclusdo da posi¢do zero no eixo rho
for i=2:Nrho+1

prho12(i)=rho12(i-1);

prho34(i)=rho34(i-1);
end
for i=1:Nz

pz12(i)=z12(1*Nrho);

pz34(1)=z34(1*Nrho);
end
[RHO12,Z12]=meshgrid(prho12,pz12);
[RHO34,734]=meshgrid(prho34,pz34);
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%6%6%%%0%0%6%%%%%%6%%%:%0%6%6%%%%%% %%
%%0%%%%%%%%%0%6%6%%%%%%%%%0%0%6%%%%%%%

%CALCULO DA MATRIZ Qcilpm(NxN)
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M=30; %Numero de pontos que serdo usados no somatdrio que vai representar o

%kernel do supercondutor cilindrico.

fori=1:N
for j=1:N
for contk=1:M
uk(contk)=(contk-(1/2))*(1/M);
alfa(contk)=pi*(uk(contk))-sin(pi*uk(contk));
dalfa(contk)=pi-pi*cos(pi*uk(contk));
if (i==))
AuxQcilpm(i,j,contk)=((1/(2*p1))*((rho12(j)*cos(alfa(contk)))/...
(sqrt(rho12(1)"2+rho12(j)*2-2*rho12(i)*rho12(j)*...
cos(alfa(contk))+(z12(i)-z12(j))"2+(epslon)"2)))*...
dalfa(contk))*peso;
else
AuxQcilpm(i,j,contk)=((1/(2*pi))*((rho12(j)*cos(alfa(contk)))/...
(sqrt(rho12(1)"2+rho12(j)"2-2*rho12(i)*rho12(j)*...
cos(alfa(contk))+(z12(1)-z12(j))"2)))*...
dalfa(contk))*peso;
end
end
Qcilpm(i,j)=(1/M)*sum(AuxQcilpm(i,j,:));
end

end

%CALCULO DA INVERSA DA MATRIZ Qcilpm(NxN)
Qinv=Qcilpm”(-1);

%CALCULO DO VETOR DA DENSIDADE DE SUPERCORRENTE
%PARA UM DETERMINADO INSTANTE DE TEMPO
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cl=b*(1*10"(-4))/(n*Nrho*w);

c2=0.01;

indt=1; %Indice do tempo inicial, na matriz Js
t(indt)=0; %Tempo inicial

dt(indt)=c1/c2; %lntervalo de tempo de interacao inicial
zmov(indt)=z00+z0-z0*sin(w*t(indt));

Fz(indt)=0; %Forca inicial

fori=1:N
Jsant2(i,1)=0;
Jsant(i,1)=0;
for contk=1:M
AuxAphiant2(i,contk,1)=((Bres*rpm)/(2*pi))*cos(alfa(contk))*...
(log((zmov(indt)+z12(i)+tpm+sqrt(rpm”2-+rho12(i)"2-2*rho12(i)*rpm*...
cos(alfa(contk))+(zmov(indt)+z12(i)+tpm)”"2))/(zmov(indt)+z12(i)+...
sqrt(rpm”2+rho12(1)"2-2*rho 12(1)*rpm*cos(alfa(contk))+...
(zmov(indt)+z12(1))"2))))*dalfa(contk);
end
Aphiant2(i,1)=(1/M)*sum(AuxAphiant2(i,:,1));

end

indt=indt+1;
t(indt)=t(indt-1)+dt(indt-1);
Jsant(:,1)=0;

Fz(indt)=0;

dt(indt)=c1/c2;

tfinal=(1/w)*pi;

while (t(indt)<=tfinal)

indt=indt+1;
zmov(indt-1)=z00+z0-z0*sin(w*t(indt-1));
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%Calculo do potencial vetor produzido pelo ima permanente, em um

%determinado instante de tempo

for i=1:N

for contk=1:M

AuxAphiant(i,contk, 1 )=((Bres*rpm)/(2*pi))*cos(alfa(contk))*...

(log((zmov(indt-1)+z12(i)+tpm+sqrt(rpm”2+rho12(i)*2-2*rho12(1)*...
rpm*cos(alfa(contk))+(zmov(indt-1)+z12(i)+tpm)”"2))/(zmov(indt-1)+...
z12(1)+sqrt(rpm”2+rho12(1)"2-2*rho12(i)*rpm*cos(alfa(contk))+...
(zmov(indt-1)+z12(i))"2))))*dalfa(contk);

end

Aphiant(i,1)=(1/M)*sum(AuxAphiant(i,:,1));

end

%CALCULO DA DENSIDADE DE CORRENTE
Js(:,1)=-(1/u0)*Qinv*(Ec*abs(Jsant(:,1)/Jc).” n.*sign(Jsant(:,1))*...
dt(indt-1)+Aphiant(:,1)-Aphiant2(:,1))*drho*dz+Jsant(:,1);

rhos(:,1)=Ec*abs(Js(:,1)/Jc).*(n-1);
Minrhos=min(rhos(:,1));
dt(indt)=c1/(Minrhos+c2);

%CALCULO DA FORCA DE LEVITACAO

t(indt)=t(indt-1)+dt(indt-1);

zmov(indt)=z00+z0-z0*sin(w*t(indt));

fori=1:N
kF1(i,1)=(4*rpm*rho12(i))/((z12(i)+zmov(indt))(2)+(rpm+rho12(i))"2);
kF2(1,1)=(4*rpm*rho12(1))/((tpm+z12(i)+zmov(indt))*(2)+(rpm+rho12(1))"(2));
[KF1(i,1),EF1(i,1)]=ellipke(sqrt(kF1(i,1)));
[KF2(i,1),EF2(i,1)]=ellipke(sqrt(kF2(i,1)));

AuxFz(i,1)=Js(i,1)*...

(Bres/pi)*sqrt(rpm/rho12(1))*((1/sqrt(kF 1(i,1)))*((1-(1/2)*...
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(kF1(i,1)))*(KF1(i,1)-EF1(i,1)))+(-1/sqrt(kF2(i,1)))*...
((1-(1/2)*(kF2(i,1)))*(KF2(i,1)-EF2(i,1))))*rho12(i);
end

Fz(indt)=-2*pi*sum(AuxFz(:,1))*(drho*dz);

Jsant=Js;
Aphiant2=Aphiant;
cf=clock;
numt=size(t);
t(numt(2))

end

%Visualizagdo da Forga de Levitagdao Fz em funcdo da altura z
numt=size(t);

for contt=1:numt(2)

pz(contt)=z00+z0-z0*sin(w*t(contt));

end

figure;

plot(pz,100*Fz);

xlabel('z/a"); ylabel('Fz');

grid;
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