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Nesta tese considera-se a propriedade de estabilidade global de sistemas nao-
lineares com controle de regulagao baseado na solucao de uma equacao de Riccati
Dependente do Estado (SDRE). Sabe-se que tal método fornece uma solug¢ao do con-
trole 6timo quadratico apenas em uma vizinhanca do ponto de regulacao e portanto a
estabilidade local assintética é obtida. Entretanto, a estabilidade global assintética nao
é em principio garantida formalmente, exceto em casos muito restritos. Apesar disso, o
desempenho do controle SDRE é surpreendentemente eficiente em muitos casos, mesmo
que esses nao estejam dentro das categorias restritas ja mencionadas. Neste trabalho,
investiga-se primeiramente, por simulacao, o potencial do controle SDRE em estabi-
lizar sistemas fortemente nao-lineares, incluindo um sistema de levitagao magnética,
péndulos invertido (com base) linear ou rotativa e um veiculo espacial. Este controle
foi implementado experimentalmente para um péndulo invertido rotativo. Os resulta-
dos experimentais indicam a melhora significativa de robustez obtida com o controle
SDRE em comparacao com um regulador linear. Como topico adicional, propoe-se um
método para modificar a lei de controle de modo a poder garantir teoricamente a es-
tabilidade exponencial global de uma classe de sistemas nao lineares. A modificacao é
baseada em uma Fungao de Lyapunov de Controle (CLF) especial denominada “Funcéo

de Lyapunov de Controle Exponencial”.
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In this dissertation, we consider the property of global stability of nonlinear sys-
tems with regulation control law based on the solution of a State Dependent Riccati
Equation (SDRE). Such method is known to yield a solution for the quadratic optimal
control problem only in a small neighborhood of the regulation point. However, no
formal guarantee of the global asymptotic stability has been obtained to date, except
in certain rather resitrictive categories. In spite of this, the performance of the SDRE
controller is surprisingly efficient in many cases which do not necessarily fall in the
restrictive categories just mentioned. In this work, we first investigate, by simulation,
the potential of the SDRE control to globally stabilize strongly nonlinear systems,
including a magnetic levitation system, a conventional (cart-pendulum) and a rotary
pendulum, and an spacecraft. A real-time implementation of the SDRE control for a
rotary inverted pendulum is obtained. The experimental results indicate the robuste-
ness improvement of the SDRE controller with respect to a linear stabilizing control
law. As a further topic, a method for modifying the SDRE control law is proposed for a
certain class of systems so that global exponential stability is theoretically guaranteed.
The method is based on a special Control Lyapunov Function (CLF) denominated

Exponential Control Lyapunov Function.
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Capitulo 1

Introducao

Numerosas técnicas foram criadas para sintetizar leis de controle para sistemas nao line-
ares. Essas técnicas incluem linearizagao por Jacobiano, feedback linearization (Marino
& Tomei 1995), controle passivo (Beard, Young & Stirling 2001), backstepping recursivo
(Krsti¢, Kanellakopoulos & Kokotovié 1995), controle por modo deslizante (Slotine &
Li 1991) e controle adaptativo (Khalil 2002). Entretanto, a lei de controle é geralmente
determinada por algum método de analise. Isto é verdade para varios métodos base-
ados em funcoes de Lyapunov, sendo a estabilidade em malha fechada determinada
pela teoria de estabilidade de Lyapunov. Esses métodos resultam em controladores

nao muito intuitivos para a implementacao pratica.

Erdem & Alleyne (2004) argumentam que, até a publicagao do trabalho de (Cloutier,
D’Souza & Mracek 1996), nao se dispunha de um bom método de projeto que permi-
tisse estabelecer um compromisso entre erro de estado e o esfor¢o do controle para
sistemas nao lineares, como o método do regulador linear quadratico (Linear Quadra-
tic Regulator — LQR) (Anderson & Moore 1990, Zhou, Doyle & Glover 1996). Desde a
sua concep¢ao, na década de 1960, o método LQR tem sido muito pesquisado (Lublin
& Athans 1996). O LQR nada mais é do que a solugdo de um problema convexo de
otimizacao por minimos quadrados que tem algumas propriedades muito interessantes.
Em outras palavras, o controle 6timo automaticamente assegura um sistema em malha
fechada estavel e é simples de ser calculado. O objetivo do controle 6timo pode essen-
cialmente ser visto como a escolha de um controle que traga o sistema a sua posicao de

equilibrio tao rapido quanto possivel minimizando o erro de estado e sem usar esforco



de controle excessivo. Este método tem sido usado com sucesso em diversas aplicacoes,
entretanto sua aplicabilidade é praticamente restrita a sistemas lineares ou linearizados.

Recentemente Cloutier (1996), dentro do espirito do regulador LQR, aplicou a
equacao de Riccati a sistemas nao lineares desenvolvendo a metodologia da Equagao
de Riccati Dependente do Estado (State Dependent Riccati Equation — SDRE). O
nome SDRE vem da construcao da lei de controle, esta construgao utiliza a solucao da
Equacao Algébrica de Riccati, que depende do estado.

Nesse projeto, primeiramente um sistema linear dependente do estado, também
conhecido como “forma pseudolinear”, é obtido do modelo do sistema nao linear. Os
parametros do controle sao determinados pela solucao da Equacao de Riccati ponto a
ponto no espaco de estado. A lei de controle é, em geral, uma solucao subdétima de
horizonte infinito.

O controle SDRE pode ser implementado de forma sistemética. Contudo, caso
nao seja possivel obter a solucao da Equacao de Riccati de forma analitica, torna-se
necessario resolvé-la a todo instante com uma frequéncia relativamente alta. Isto s
é possivel com o alto poder computacional obtido com os computadores atuais, o que
tornou esta técnica mais atrativa. Este método esta sendo usado em problemas de
interesse atual como controle de helicéptero (Wan & Bogdanov 2001), missil guiado
(Palumbo & Jackson 1999), filtros nao lineares (Mracek, Cloutier & D‘Souza 1996),

controle do péndulo de Furuta (Furuta 2003) dentre outros.

1.1 Revisao Bibliografica

No artigo (Cloutier et al. 1996), é introduzida a técnica da Equagao de Riccati Depen-
dente do Estado, que representa um meio sistematico e efetivo de projeto de contro-
ladores nao lineares, observadores e filtros. Nesse artigo, expoe-se um panorama geral
sobre varias técnicas de projeto SDRE, como reguladores nao lineares via SDRE, H,
nao linear via SDRE, Hy nao linear via SDRE e filtros nao lineares via SDRE. Infe-
lizmente, o controlador SDRE produz uma solu¢ao em malha fechada que s6 garante
estabilidade assintotica local para o sistema.

Existem alguns trabalhos que buscam analisar as propriedades globais de estabili-

dade dos sistemas. No artigo (Shamma & Cloutier 2003), apresentou-se que, se existir



alguma realimentacao estabilizante que admite uma fun¢ao de Lyapunov com conjun-
tos de nivel star-conver (Huang & Lu 1996), entao existe sempre uma representagao
do sistema tal que o controle baseado no SDRE é globalmente estabilizante e a matriz
dinamica do sistema em malha fechada em uma representacao dependente do estado
¢ ponto a ponto Hurwitz. Infelizmente, uma hipétese chave é a existéncia de uma lei
de realimentacao estabilizante para a qual uma funcao de Lyapunov especial é dis-
ponivel. Assim, o resultado nao é construtivo e nao permite levar a um controle SDRE
globalmente estabilizante.

Ja o artigo (Erdem & Alleyne 2004), realiza uma andlise sobre a estabilidade global
para sistemas de segunda ordem sob controle SDRE. Nesse artigo, é mostrado que por
uma parametrizagdo conveniente da matriz A(x), a Equacao de Riccati Dependente
do Estado pode ser resolvida analiticamente. Com o resultado, obtém-se , de forma
analitica, a equacao do sistema em malha fechada. A anélise da estabilidade global é
desenvolvida utilizando a analise de Lyapunov e o principio de LaSalle. Desta maneira,
pode-se chegar a uma condicao para estabilidade assintotica global do sistema em malha
fechada.

Entretanto, para um sistema com dimensao maior que dois, a analise de estabili-
dade ¢ inviavel devido a dificuldade de resolver explicitamente a Equacao de Riccati
Dependente do Estado. Tentando superar este problema, propds-se no artigo (Curtis
& Beard 2002) combinar o SDRE com o controle satisfatério (satisficing control). A
estratégia de controle satisfatorio é baseada na teoria de decisao satisfatoria (Beard et
al. 2001, Curtis & Beard 2001) e define um conjunto de leis de controle assintoticamente
estabilizantes. Essas leis sao parametrizadas para atender de forma instantanea uma
desigualdade entre uma funcao que quantifica o beneficio e outra que quantifica o custo.
Ao aplicar teoria satisfatéria, uma lei de controle baseada em uma Funcao de Lyapunov
de Controle (Control Lyapunov Function - CLF) (Artstein 1983, Sontag 1983) garante
a estabilidade assintética do sistema em malha fechada. Essencialmente, o controle
baseado em SDRE é projetado ponto a ponto no conjunto satisfatério. Assim sendo,
gera-se um conjunto de controle dependente do estado que torna o sistema em malha
fechada estavel com respeito a uma CLF conhecida.

No artigo (Suzuki, Furuta & Pan 2003), foram combinados o método de controle

otimo dependente do estado e a técnica de estrutura variavel por setor deslizante
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(Sliding-Sector Variable Structure Control — SSVSC), propondo um método de con-
trole nao linear que resulta em uma grande robustez contra distirbios que os autores
alegam ser globalmente estavel. O setor deslizante é definido como um subconjunto no
espaco do estado, dentro do qual alguma norma do estado diminui com entrada zero
do controle. No artigo (Furuta & Pan 2000), um setor deslizante invariante é definido
como um tipo de controle deslizante cuja norma, com alguma lei do controle, continua
decrescendo dentro do setor e o setor ¢ um subconjunto invariante. Em outras palavras,
o estado nao se movera para fora do setor se o estado inicial estiver dentro do setor ou
depois que o estado atinge o setor por alguma lei de controle.

O controlador a estrutura variavel com o setor deslizante invariante assegura que o
estado se move de fora para dentro do setor em um tempo finito e depois desse instante
permanece dentro do setor. Assegura em particular que a norma do estado continua
decrescendo no espago do estado com uma lei de controle suave a estrutura varidvel.
O controle resultante é quadraticamente estavel. O controlador obtido nesse artigo
apresenta bom desempenho sem chattering.

A juncao dos dois métodos € utilizada para modificar um problema nao linear em um
sistema de comportamento linear e para obter uma solucao de Riccati necessaria para
calcular o setor deslizante do SSVSC. A eficiéncia do controlador foi apresentada em
(Suzuki et al. 2003) por simulagao e experimento no controle de swing-up /estabilizagao
de um péndulo de Furuta. O controle resultante do péndulo permite uma tnica lei de
controle juntando o swing-up e a estabilizacao. Diferente de quase todos os métodos
tradicionais que precisam de um projeto de controle para realizar o swing-up e de outro
para estabilizar separadamente, segundo esse artigo a técnica apresentada nao requer
o chaveamento. Entretanto nao foi demonstrado formalmente um resultado global de
estabilidade.

Outro artigo interessante é (Singh & Yim 2003), que considera a estabiliza¢ao de um
prototipo aeroelastico da asa com nao linearidade estrutural. Este modelo é tradicional-
mente usado para as analises experimentais e tedricas do comportamento aeroelastico
bidimensional. Um controle simples foi usado para a supressao da vibragao. Outra
lei de controle utilizando o método da Equagao de Riccati Dependente do Estado foi
projetada. Esta lei de controle nao linear realiza regulagao assintética do movimento

de arfagem para o equilibrio do sistema com deflexoes zero. Verifica-se que a lei linear
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do controle, baseada no modelo linearizado do modelo aeroelastico, nao estabiliza o
sistema nao linear. Ja, o sistema de controle nao linear que usa o método de SDRE
produz, ao menos, alguma regiao de estabilidade perto da origem no espaco de estado.
Esse artigo mostra que, em malha fechada, o controlador projetado é eficaz na su-
pressao da vibragao. Ao contrario dos controladores lineares, o método SDRE produz

um controlador que estabiliza o sistema.

1.2 Objetivos

Pretende-se primeiramente investigar o desempenho do controle SDRE para diversos
sistemas nao-lineares cuja estabilizacao nao seja estritamente local e possivelmente
global para quase todas as condigOes iniciais. Sistemas subatuados como o péndulo
invertido nao sao linearmente estabilizaveis a nao ser localmente, podendo resultar
em um dominio de estabilidade muito pequeno. Um dos objetivos aqui é verificar a
possibilidade do controlador SDRE propiciar um sistema com dominio de estabilidade
maior ou mesmo resultar em estabilidade global prética, por exemplo, realizando o
swing-up do péndulo invertido. Inicialmente, a avaliacao da estabilidade devera ser
feita por simulacao, utilizando diversas plantas tipicas. Em seguida, sera realizada a
implementagao pratica e avaliacao do controle SDRE em um experimento real com um
péndulo invertido rotativo. A intencao aqui é conhecer a dificuldade da implementacao
em tempo real de um controlador desse tipo bem como de avaliar seu desempenho ex-
perimental. Além desses aspectos, pretente-se contribuir para desenvolver modificacoes

que permitam que o controle SDRE modificado leve a estabilizacao global do sistema.

1.3 Organizacao da Tese

Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2, faz-se uma revisao bibliografica, situando os aspectos a serem aqui
tratados. Também sao apresentados os conceitos basicos do método SDRE.

No Capitulo 3, apresentam-se alguns resultados basicos existentes na literatura
sobre a estabilidade do controlador SDRE.

No Capitulo 4 avalia-se a estabilizagao global do controle SDRE aplicado em



sistemas subatuados, como o péndulo invertido rotativo e o carro-péndulo realizando
o swing up. Sao apresentados simulacoes e resultados experimentais.

No Capitulo 5, apresentam-se métodos de estabilizacao global com o controlador
SDRE em sistemas nao lineares. Primeiramente, faz-se uma revisao do Controle Satis-
fatério (Curtis & Beard 2001) e suas propriedades. Algumas destas propriedades sao
utilizadas para garantir a estabilidade global de sistemas nao lineares controlados via
Equacao de Riccati Dependente do Estado.

Posteriormente, um novo método baseado em CLF exponencial permite encontrar
uma lei de controle a partir do método SDRE garantindo estabilidade global exponen-
cial de uma classe de sistemas. Em seguida, mostra-se que a solugao da equagao de
Riccati para a classe de sistemas nao lineares representados na forma normal resulta em
uma CLF exponencial. Apresentam-se ainda exemplos para ilustrar esse novo método
comparando-o com o método de backstepping .

No Capitulo 6, comprovam-se, por meio de simulacoes, os resultados tedricos para
o controlador SDRE apresentados no Capitulo 5. Os sistemas, levitador magnético
e veiculo espacial, ilustram os métodos de estabilizacao global do controlador SDRE
aqui considerados, em particular, aquele utilizando CLF exponencial proposto neste
trabalho.

O Capitulo 7 encerra este trabalho com conclusoes gerais e propostas de trabalhos

futuros.



Capitulo 2

Controle Baseado na Equacao de

Riccati Dependente do Estado

O controle baseado na Equagao de Riccati Dependente do Estado (State-Dependent
Riccati Equation — SDRE), denominado controlador SDRE, foi proposto e elaborado
inicialmente no final da década de 90 por J. R. Cloutier através da publicacao do artigo

(Cloutier 1997).

O método SDRE pode ser pensado como uma “versao nao linear” do projeto de
controlador LQR, em que que as matrizes de estado e de controle do sistema, respec-
tivamente, A(x), B(x) e as matrizes de penalidade, de erro de estado e de magnitude
de controle, respectivamente Q(z), R(x) sado fungdes dos estados. Portanto, a solugao
da Equagao Algébrica de Riccati P(z) é também dependente do estado, assim como
a lei de controle u(z). A principal vantagem oferecida pelo SDRE é a flexibilidade de
projeto no ajuste das matrizes de penalidades do estado Q(z) e da entrada R(z), como

funcgoes do estado.

Este capitulo apresenta os conceitos basicos necessarios para a formulagao da técnica
SDRE bem como uma discussao sobre as caracteristicas do SDRE como método de

controle nao linear.



2.1 Solucao do Problema de Controle Otimo Linear

Quadratico

Considere-se o seguinte sistema linear invariante no tempo:

#(t) = Azx(t)+ Bu(t), x(0) = xg (2.1)

y(t) = Calt) (2.2)

onde r € R", u € R, A € R, B e IR"™! C e R™™", o par (4, B) ¢ controlavel e o
par (A, C) é observével.
O problema ¢ encontrar um sinal de controle u(t) que estabilize o sistema realimen-

tado e que minimize
J(z,u) = / (27 (t)CTCx(t) + u” (t)Ru(t)] dt (2.3)
0
Este problema pode ser visto como um problema de otimizacao com restrigao.

Problema: Minimizar J(x,u) sujeita a Az(t) + Bu(t) —@(t) =0e tlim z(t) =0
Este problema pode ser resolvido, introduzindo-se o chamado multiplicador de La-

grange, que o transforma em um problema de otimizacao sem restricao.

J(z,u) = /000 L(z,u,v)dt (2.4)

onde L(z,u,v) = 2T (t)CTCx(t) + u? (t)Ru(t) + v1(t) [Ax(t) + Bu(t) — 2(t)] e v(t) é
o multiplicador de Lagrange.

A equacao (2.4) é resolvida como apresentado no apéndice B, e o seguinte Teorema

pode ser formulado:

Teorema 2.1 (Zhou et al. 1996) O sinal de controle u(t) = —Kx(t), que minimiza
o custo J(z,u), é dada por u(t) = —R'BTX x(t), onde X € a solugcdo da seguinte

equacao algébrica de Riccati

ATX + XA - XBR'B"X +CTC =0



Além disso, A — BR™'BTX ¢ estdvel

Prova: ver apéndice B.2

2.2 Controle Otimo Dependente do Estado

Para um sistema nao linear suave! descrito pela seguinte equacao diferencial
i = f(x,u,t), (2.5)
o seguinte indice de desempenho é considerado

V(a(t),u(-),t) ::/t ¢(@(7), u(r), 7)dr + @(x(T)), (2.6)

onde x,u e t, respectivamente, sao as variaveis de estado, entrada e tempo, e supoe-se
que f, ¢ e ¢ sao continuamente diferenciaveis para todos os argumentos. Considere T,
finito, sendo especificado como o tempo final. O problema 6timo consiste em encontrar
um sinal de controle u*(t),t € [t,T] que minimize V', ou seja, que satisfaga o seguinte

indice de desempenho 6timo

VGele).0) = min | [ ofa(r).ur). s + ola(r)|. (2.7

onde V*(x(t), t) é obtida pela solugao da Equagao de Hamilton-Jacobi (Hamilton-Jacobi
Equation — HJE) (Anderson & Moore 1990)

85/; — —min [¢($(t),U(t),t) + (%‘;*) f(m(t),u(t),t))] . (2.8)

u(t)

Geralmente, é impossivel obter a solucao analitica da equagao (2.8). Entretanto, se
o sistema da equagao (2.5) é restrito para uma classe de sistemas nao lineares afins no

controle e ¢ for escolhida como uma forma quadratica, a HJE pode ser resolvida por

1Sejam U C IR* e V C IR! conjuntos abertos. Um mapeamento f : U — V é chamado de suave, se
todas as derivadas parciais de qualquer ordem existem e sdo continuas (Sastry 1999).
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aproximacao (Suzuki et al. 2003). Considere-se o sistema:

&= f(z)+g(x)u (2.9)

onde z € IR" e u € IR™. Assume-se que f e g sdo suficientemente suaves (f(z) €
C* e g(x) € C*) e o sistema tem o ponto de equilibrio na origem, i.e., f(0) = 0.

Estabelecendo ¢(xz(t),u(t),t) — 27 Q(z)z + u” R(x)u na equagao (2.6), obtém-se:

V*(z) = 7%? /OOO(:L’TQ(x):U +u" R(z)u)dt, (2.10)

onde Q(z) > 0 e R(x) > 0 sdo suficientemente suaves (Q(x) € C* e R(z) € CF),
de modo que V(z) é continuamente diferencidvel. Portanto, para o sistema (2.9), os

termos na equagao (2.8) podem ser transformados em:

2T O()e + uT R(x)u + (aa‘;*)T( f@) + @) = (211)
= mawe+ (A7) s~ £ (20 srr- e+

. (u . %leg(m)T 38‘;*)T R(z) (u + —Rl(x)g(x)T%)

Portanto, o controle 6timo é dado por

ov*
or

= —%Rl(x)gT(ac) (2.12)

Em geral, utiliza-se a solugao nao negativa da equacao HJE:

(% *)Tf(m) -l (aaf)Tg@)R-%x)g(w)T% FaQr=0. (213

Em geral é impossivel obter uma solugao analitica da equagao (2.13) (Suzuki et
al. 2003), todavia uma soluc¢ao pode ser obtida por aproximagoes utilizando-se a série
de Taylor ou pelo método de diferengas finita. A solugao da equagao (2.13) serd de
fundamental importancia na abordagem utilizada no método SDRE apresentado na

préxima secao.
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2.3 0O Método SDRE

Agora serd apresentado o procedimento para construir o controlador usando-se o método
SDRE. O sistema nao linear (2.9) pode ser representado pela seguinte estrutura pseu-

dolinear

& = A(x)r + B(z)u, (2.14)

onde as matrizes A(x) e B(x) sao dependentes do estado.

Sabe-se que se existir um indice de desempenho 6timo V* para o sistema linear
(2.14), este estara na forma quadratica x7 Pr com matriz simétrica, sendo também
um indice de desempenho quadratico da equagao (2.10) (Anderson & Moore 1990).

Portanto, se V* — 27 Pz, o controle é obtido através de
u=—R Y2)B(2)P(z) z (2.15)
com a solucao P(x) positiva definida da seguinte equagdo SDRE
AT(z)P(z) + P(z)A(x) + Q(z) — P(x)B(x)R™*B” (2)P(x) = 0. (2.16)

Para cada x fixo, as equagoes (2.15) e (2.16) s@o similares as obtidas pelo método
LQR. Assim, a lei de realimentagao (2.15) pode ser computada com o algoritmo LQR

onde a variavel x é fixada.

2.3.1 Forma Linear Dependente do Estado

A forma linear dependente do estado (2.14) pode ser apresentada de varios modos a
partir de um sistema nao linear. Considere-se o sistema nao linear (2.9) reescrito na

forma linear dependente do estado

(2.17)

onde os coeficientes sdo dependentes do estado, e A(x) e B(z) s@o fungoes suaves. A

forma (2.17) pode ser chamada de pseudolinear.
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Como mencionado anteriormente, é importante notar que a escolha de A(x) nao é
unica (Cloutier et al. 1996). Na realidade, ha infinitas parametrizagdes que correspon-

dem a uma mesma funcdo f(x) resultando em diferentes matrizes A(x).

Exemplo 2.1 Considere-se o sequinte sistema nao linear

1:1 = I3
(2.18)
33:2 = 1T + U.
Colocando-se o sistema em uma possivel forma linear dependente do estado
0 1
Ax) = (2.19)
0 I
0
B(z) = . (2.20)
1

A matriz A(z) também pode ser escrita em outra forma linear dependente do estado,

como

A(z) = , (2.21)

Observa-se a nao unicidade da representa¢ao pseudo-linear.

[ |
Associadas a forma pseudolinear com coeficientes dependentes do estado, tém-se as

seguintes definigoes.

Definigao 1 A(x) € uma parametrizagao observdvel (detectdvel) do sistema nao linear
[na regiao Q] se o par (C(x), A(z)) € ponto a ponto observdvel (detectdvel) no sentido

linear para todo x [€ Q).

Definicao 2 A(x) é uma parametrizacio controldvel (estabilizdavel) do sistema nao
linear [na regiao Q] se o par (A(x), B(x)) € ponto a ponto controldvel (estabilizdvel) no

sentido linear para todo x [€ Q.

O método SDRE requer que o vetor de estados completo esteja disponivel e o

par (A(x), B(x)) seja controlavel ponto a ponto no contexto de sistemas lineares Va. A
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controlabilidade pode ser verificada através da matriz de controlabilidade como no caso
de sistemas lineares, verificando-se se a referida matriz tem posto completo no dominio
de interesse. Esta condicao simplesmente garante que a equagao algébrica de Riccati
tem solucao para um estado particular x nesse dominio. A controlabilidade ponto a
ponto nao necessariamente equivale a controlabilidade nao linear (Hammett, Hall &
Ridgely 1998). Devido & nao unicidade de A(x), diferentes escolhas de A(x) podem
produzir diversas matrizes de controlabilidade e, portanto, distintas caracteristicas de
controlabilidade ponto a ponto.

Caso o sistema apresente as caracteristicas de estabilidade e observabilidade, a
solucao da Equagao de Riccati ponto a ponto sera tnica. Este resultado é formalizado

no lema 2.1.

Lema 2.1 Para existir uma unica solu¢ao ponto a ponto para a Equacao de Riccati, é

suficiente que o sistema (2.14) seja estabilizavel e detectdvel ponto a ponto.

Prova: ver (Huang & Lu 1996).

2.4 Resumo da Técnica SDRE

Nesta secao, serd apresentado um resumo do algoritmo para o método SDRE. E im-
portante frisar que este método obtém a solugao do problema (2.9) e (2.10). Seguem,

abaixo, 0s passos para a resolucao do controle via SDRE.
1. Represente o sistema nao linear (2.9) na forma pseudolinear (2.17)

2. Resolva a Equagdo de Riccati Dependente do Estado (SDRE)
AT(z)P(x) + P(z)A(z) + Q(x) — P(z)B(z)R™'BY (2)P(x) = 0

para obter P > 0. Note que P ¢ uma funcao de z.

3. Construa o controle em malha fechada nao linear

u=—R"*(x)BY(z)P(x).
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Capitulo 3

Analise de Estabilidade do Sistema
Controlado via SDRE

Como mencionado na referéncia (Cloutier & Stansbery 2002), o controlador baseado na
solucdo da Equagdo de Riccati Dependente do Estado (SDRE) demonstra bom desempe-
nho em numerosas aplicagoes. Entretanto, a analise de estabilidade é complicada. Uma
barreira é a dificuldade de resolver analiticamente a equacao de Riccati dependente do
estado. Mesmo que tal solucao fosse obtida, possivelmente a andlise de estabilidade
nao seria trivial (vide o caso de dimensao dois abordado em (Erdem & Alleyne 2004)).
Outra possibilidade seria analisar a estabilidade sem resolver a equagao de Riccati.
Entretanto, como ja vimos, o resultado disponivel é apenas de existéncia e nao permite
a priori garantir a estabilidade de um dado sistema pseudolinear controlado via SDRE.

O fato é que existem poucos resultados sobre a andlise de estabilidade deste método.

O tnico resultado geral existente é estabilidade e otimalidade no sentido puramente
local. Assim sendo, a estabilidade global é apenas verificada via simulacao a partir de
varias condigoes iniciais longe do equilibrio.

Sabe-se que a lei de controle SDRE faz com que a origem seja um ponto de
equilibrio com estabilidade assintética para o sistema realimentado. Contudo, o con-
trole SDRE néo garante estabilidade global em malha fechada (Cloutier 1997). Alguns
trabalhos analisam a estabilidade do controlador SDRE, em especial em (Shamma &
Cloutier 2003) apresentou-se uma condi¢ao para a existéncia de um controlador SDRE

globalmente estéavel.
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No artigo (Erdem & Alleyne 2004), recentemente publicado, resolve-se a equagao
de Riccati analiticamente para um sistema de segunda ordem, gerando condigoes ne-

cessarias para se obter a estabilidade global do sistema pela equagao de Lyapunov.

3.1 Estabilidade Local do Controlador SDRE

Aplicando-se a lei de controle SDRE (2.15) no sistema pseudolinear (2.17), obtém-se o

seguinte sistema de malha fechada:
i = [A(z) — B(z)R ' (z)B (z)P(x)]z = Auq(z)2. (3.1)

A matriz de malha fechada A, = A(x) — B(x)R™(z)BT (x)P(x) é Hurwitz ponto a
ponto Vz, em particular para = 0. Entao, a origem do sistema em malha fechada
é localmente assintoticamente estavel a partir da equagao de Riccati (Cloutier 1997).
A estabilidade local do sistema realimentado com o controlador SDRE ¢ estabelecida

com o teorema a seguir.

Teorema 3.1 Sejam f(z), B(x) = g(z), Q(z) e R(z) pertencentes a C*, k > 1.
Assuma que a parametrizagio A(z) é suave (i.e., C*, k > 1), detectdvel e estabilizdvel
ponto a ponto, no sentido linear para todo x € Q). Entao, o requlador nao linear SDRE

produz uma solucao em malha fechada que € localmente assintoticamente estdvel.

Prova: (Mracek & Cloutier 1998) Assumindo que Ag(x) é suave e as colunas
col{ P(z)} € C', sabe-se entdao que as colunas col{ A, (z)} € C! (Mracek & Cloutier
1998). Aplicando o Teorema do Valor Médio em col{A.(x)}, tem-se

Ocol { Au(2;)}

col/ { Ay(z)} = col/ {A4(0)} + P

r,j=1,....n (3.2)

onde z; verifica a igualdade em (3.2). A substituicao de (3.2) na col{Ay(z)} em (3.1)

resulta

i = A0+ [aml {;;l(zl>}x ; deol {54;;(@)}%3 o acow{;;(z”)}x 2(3.3)

T = 0)z + Z Z ;T il {ACZ(ZJ)} (3.4)

7j=1 =1
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Multiplicando e dividindo o segundo termo em (3.4) por |z| e definindo

V(x, 21,20, ..y 2n) = i i i acolj{Ad(zj)}7 (3.5)

== Ox;
gera-se
&= Aq(0)z + Y(z, 21,22, ..., 20) | 2| (3.6)
onde
lim ¢(x, 21, 22,...,2,) = 0. (3.7)

|z]—0
A expansao (3.6) é valida para qualquer subconjunto aberto de €2. Na vizinhanca da
origem, o termo linear que tem uma matriz de coeficientes estaveis constantes domina
o termo de ordem superior produzindo estabilidade assintética local. Portanto, a line-
arizacao do sistema em malha fechada perto da origem é dada por & = A, (0)x. Pelo
método de Lyapunov indireto, a origem ¢ assintoticamente estavel.

Note-se que localmente o sistema (3.1) é estdavel, mas nada pode ser afirmado sobre
a estabilidade global.

Considerando que a matriz A(x) é sempre Hurwitz em todo o espago de estado po-
deriamos esperar que os sistema fosse globalmente estavel. Tal expectativa é inspirada

pela conjectura de Maurkus-Yamabe, enunciada a seguir.

Conjectura 3.1 Markus- Yamabe
(Markus € Yamabe 1960) Seja & = F(x) um sistema diferencial onde F : IR? — TR?
¢ C'. Se este sistema é Hurwitz' e a origem é um ponto de equilibrio (F(0) = 0), entdo

a origem € uma solu¢ao globalmente assintoticamente estdvel.

Tal conjectura foi provada por (Fessler 1995, Glutsyuk 1994, Gutiérrez 1995). En-
tretanto, a condicao de ser Hurwitz diz respeito a matriz jacobiana e nao a matriz
A(z) da forma pseudolinear e essa nao coincidem em geral. Ainda assim, poderia-se

esperar que, pelo menos no caso de dimensao dois, pudesse concluir a estabilidade

L0 sistema & = F(x) é Hurwitz se sua matriz Jacobiana DF (x) é Hurwitz para todo ponto x € IR?
(Markus & Yamabe 1960)
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global com controle SDRE. Infelizmente isso nao é verdade pois contra exemplos re-
lativamente simples podem ser construidos segundo nos explicou N. Barabanov em
correspondéncia privada. Com efeito, basta pensar nos bem conhecidos exemplos de
sistemas a estrutura variavel nos quais as estruturas individuais sao todas estaveis ou
assintoticamente estaveis e ainda assim o sistema global ¢é instavel. Um desse exemplos
em R? consiste de duas estruturas com curvas integrais elipticas, uma com eixo maior
segundo o eixo horizontal do plano de fase e outro segundo o eixo vertical. Com uma
comutacao adequada obtém-se um comportamento instavel ainda que cada estrutura
seja estavel. Poderiamos culpar a descontinuidade pela instabilizacao. Entretanto, esse
argumento cai por terra facilmente. Basta fazer uma comutacao “suave”, por exemplo,
usando uma funcao do tipo sigmédide ou tan~!(.) no lugar da funcao sinal. Ainda
assim se obtém um comportamento instéavel a partir de condigoes iniciais a uma certa
distancia da origem. Note-se que no caso continuamente diferenciavel, a origem é ga-
rantidamente assintoticamente estavel, conforme o Teorema 3.1. Concluindo, mesmo
no caso de dimensao dois nao ¢ facil obter condicoes de estabilidade global para o re-
gulador SDRE. Veremos mais adiante, o que ja foi obtido recentemente na literatura

sobre o SDRE aplicado a sistemas planares.

Xy

FI1GuRrA 3.1: Plano de fase.
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3.2 Existéncia de Estabilizacao com Controle SDRE

Sabe-se que a estabilidade do sistema em malha fechada com o controle SDRE nao é
garantida a priori, contudo resultados de simulagoes tém mostrado que o método gera
leis de controle estabilizantes. Em (Shamma & Cloutier 2003), mostrou-se que se existe
alguma realimentacao estabilizante levando a uma funcao de Lyapunov com conjunto
de nivel star-conver (Shamma & Cloutier 2003), entao existe uma representagao do sis-
tema dinamica tal que o controle SDRE é estabilizante. Mais precisamente, o seguinte

teorema foi demonstrado.

Teorema 3.2 Sejam o sistema nao linear

&= f(z) + B(x)u (3.8)
euw = k(zr) = K(x)x uma lei de controle que admita wma fun¢do Lyapunov dife-
rencidvel, V(x), tal que

ov
— =P .
5y = L&)z, (3.9)
para alguma matriz P(z) e
ov T T
5 (@) + B(2)k(z)) = 27 Pz)(A(z) + B(z)K(2))z < —2" Q(z)z (3.10)

com x7Q(z)x > 0, Vo € IR™\0. Se 27 P(x)x > 0, entdo existe um E(x) tal que
E(z)z =0, (3.11)

e A(x) + E(x) + B(z)K(x) € ponto a ponto Hurwitz para todo z € IR™\0

Prova: Ver (Shamma & Cloutier 2003). [ ]

A hipétese principal exigida pelo teorema 3.2 é que

2T P(r)r = 27 —. (3.12)



Esta hipdtese, também usanda em (Huang & Lu 1996), pode ser interpretada como o

conjunto de nivel V(z) que satisfaz a propriedade de star-convez. Seja
Sy=A{z:V(z) <A} (3.13)
Entao z € Sy, = ax € Sy, Va € [0,1]. Em outras palavras,
V(e z) < V(x), Ya € [0,1]. (3.14)

A figura 3.2 ilustra o conceito de star-convezity. A seguir, mostra-se que sob as mes-

DV (x)

ry
DV(x)

FicuraA 3.2: Conjuntos de niveis com e sem star-convezity.

mas hipdteses do teorema 3.2, um ganho de controle dependente do estado pode ser

encontrado pela equagao de Riccati.

Teorema 3.3 Sob as hipdteses do teorema 3.2, existem matrizes E(x) e Q(x), e uma

fungao escalar positiva y(x), tal que
E(x)z =0 ¢ Q(x) >0, Vo € R™\0 (3.15)
e SDRE (omitindo a dependéncia em x)

P(A+E)+(A+E)Y"P+Q—~yPBB"P =0 (3.16)
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cuja solucao leva a realimentacao estabilizante
u = —y(x)BY (2)P(x)x. (3.17)

[ |

A principal hipétese no resultado do teorema 3.3 é a existéncia de alguma reali-
mentacao estabilizante que leva a uma funcao de Lyapunov com conjuntos de niveis
star-convex seja disponivel. Sob esta condigao, mostra-se que existe sempre uma re-
presentacao dependente do estado do sistema dinamico em malha aberta tal que a
matriz do sistema em malha fechada em uma representacao dependente do estado é
Hurwitz ponto a ponto. Além disso, uma lei de controle estabilizante pode ser encon-
trada via equagao de Riccati dependente do estado. Infelizmente, o método descrito

nao é construtivo e requer o conhecimento de uma funcao de Lyapunov especial.

3.3 Estabilidade Global de Sistemas de Segunda
Ordem Usando Controle SDRE

No caso de sistemas de dimensao dois, um resultado de estabilidade global com SDRE
foi encontrado. Nesta segao, serao apresentadas detalhadamente as condigcoes para a
estabilizacao de sistemas de segunda ordem realimentados com o controlador SDRE
exposto no artigo (Erdem & Alleyne 2004).

Considere o sistema nao linear de segunda ordem

1 = fi(z)
iy = foz) + g(x)u (3.18)

onde z € IR?. Usando a formulagao pseudolinear em (3.18), obtém-se uma repre-

sentacao dependente do estado dada por

T ann a x b
B I . u(z). (3.19)
To Q21  QA22 %) ba
— S~——
A(z) B(x)
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Como mencionado na subsecao 2.3.1, esta parametrizacao nao é unica. Aqui ela é es-
colhida explicitamente para tornar o problema da estabilidade analiticamente tratavel.
Por conveniéncia, a parametrizagao SDRE é realizada de forma que a1;(x) = agi(x) =
0, assim a equacao de Riccati (2.16) produz apenas equagoes quadraticas a serem re-

solvidas para elementos de P(z), diferentemente das equagdes de quarta ordem quando

an(z) # 0.

Bl |0 fil@)/a S 0 u(z) (3.20)
o 0 folx)/zs To g9()

P / \q/_/

A(z) B(x)

Para a formulacao da analise de estabilidade, faz-se necessario formular algumas condicoes

para o sistema e sobre SDRE.
Hipé6tese 1 Assumindo as sequintes condigoes:

e Os elementos ajo = f1/x2 € ags = fa/xs sao supostos bem definidos Yx e tém

valores finitos ai2(0) e axg(0) para x = 0.
o sgn(by(x)aa(z)) =1 Vo onde a12 = f1/xs.

o Q(z) = diag(qi(2), 2(x)) e R(x) = r(x) onde q(x) > 0,q2(x) > 0,7r(z) > 0.
[

Inicialmente deve-se verificar se a parametrizagdo em (3.20) é controldvel ponto a

ponto Vx. A matriz de controlabilidade é

Wctrb(x):[B(.I) A B(a) | = 0 g(x)fi(z)/zs | (3:21)

9(x) g(x)fa(x)/zs
A condicao a ser satisfeita para a controlabilidade ponto a ponto Vz é

fi()

T2

detWem(2)) = —g*(7) = —bo(z)(bo(z)ar2(x)) # 0. (3.22)
Naturalmente, deve-se ter g(x) # 0 (ba(x) # 0). Entao, se

lim 1) (3.23)

z1,22—0  Ig

é finito e nao nulo, a parametrizagao é controlavel.
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Agora, pode-se prosseguir com a andlise da estabilidade. A matriz P(x), simétrica

positiva definida, é da forma

P(z) = . (3.24)

A substituigao das matrizes A(x) e B(z) (equagao (3.20)), Q(z) e R(x) (Hipétese 1)
na equagao algébrica de Riccati dependente do estado (2.16), resulta nas trés equagoes
escalares para pi1(x), p1a(z) e paz(x) mostradas abaixo. Para simplificacao da notagao,

a dependéncia de x das variaveis é omitida.

1
q1 — ;P%zbg =0

1
a12P11 + A2aP12 — ;pmb%pm = 0

1
201212 + a22p22 + @2 — ;p%ng =0

Colocando-se os termos p;; em evidéncia, chega-se as seguintes equacoes

Vs /qlr\/a%2+qzb%/r+2a12b2 N a/r

P11 = a12bs
. a22+u\/a%2+q2b%/7"+2a12b2\/ q/r
pu = a12b2
onde
v = sgn(a2(z)by(x)). (3.26)

Pela Hipdtese 1, sabe-se que o termo v é igual a 1. Conseqilientemente, isto resulta na
P(z) positiva definida. Isto pode ser verificado examinando os menores principais de

P(z).

Obtendo P(x), pode-se escrever o controle SDRE (2.15) de forma explicita
u(r) = —R(z)B"(x)P()
b
= —?2(])12551 + P22a).
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Substituindo os valores de pis e pay da equagao (3.25), obtém-se

u(z) = —4 /%xl — GQ;xQ — % a3y + q2b3 /7 + 2a19b2+/q1 /7. (3.27)
2 2

Recordando que by = g(x), a1ax2 = f1 € axnxs = fo, a equagao (3.27) pode ser reescrita

em termos das fungoes originais (3.18) como

ue) = = [T — fg - 59”;‘"”2) VI + el + 2heg/afr. (3.28)

A lei do controle em (3.28) nao contém nenhuma divisdo por zero, mesmo que a matriz

A(z) na formulagao em (3.20) contenha zy como denominador.

Substituindo (3.28) nas equagoes do sistema (3.18), obtém-se a dinamica do sistema

em malha fechada.

1 = fi(z) = ajaxe

Ty = —g4/ %xl - 39”($2)\/f22 + @a3g?/r + 2fivagy/ @1 /7
= — <b21 / %) X1 — ( 052 + QQb% + 2&1262\/ ql/’l“) To. (329)

Considere-se V(x) uma candidata a fungao quadratica de Lyapunov para andlise da

estabilidade do sistema (3.29), com coeficientes escalares definidos a, 0 > 0,
L5 2
V(z) = 5(041’1 + dz3). (3.30)

A derivada (3.30) ao longo da trajetéria do sistema (3.29) resulta em

V(ZB) = <aa12 — by / q—rl) T1To — (5\/@%2 + gob3 /1 + 2a12b2\/q1/r> 5. (3.31)

. J (. /

Vv vV
sinal indefinido >0

Os coeficientes o e § podem ser utilizados para eliminar o termo de sinal indefinido

dentro da equagao (3.31). Para que o termo de sinal indefinido desapareca, a seguinte

aal1g — (5b21 / % = 0, V. (332)
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Assim a equagao (3.32) pode ser escrita da seguinte forma:

Gz _ 0 4 (3.33)

bg (0% T

Considerando k = ¢/« e utilizando a Hipétese 1, onde ¢;(x) > 0 e r(z) > 0, chega-se
a que k deve ser positivo (k > 0) e k € IR Vz, satisfazendo a condigao (3.33). Assim,
o termo de sinal indefinido desaparece na equacao (3.31). Portanto, o resultado da

derivada da funcao de Lyapunov é

Viz)=— (5 a3y + @b3/r + 2a1262\/q1/r> x5 < 0. (3.34)

N J/
g

>0

A equacao (3.34) é uma funcdo negativa semidefinida. Examinando-se a malha fechada

(3.29), pode-se facilmente ver que
V(z) =0Ve = 23(t) =0 = d9(t) = 0= 24(t) = 0. (3.35)

Conseqiientemente, V(x) = 0 pode ocorrer somente na origem. Pelo teorema de La-
Salle (Khalil 2002), a origem de (3.34) é globalmente assintoticamente estavel. Logo,
o sistema realimentado ¢ globalmente assintoticamente estavel. Este resultado esta

resumido no teorema a seguir.

Teorema 3.4 (Erdem & Alleyne 2004) Sejam as condi¢oes da Hipdtese 1 satisfeitas

e q1(z) er(x) escolhidos tais que
a2 el
— =ky/—=, ¥ 3.36
b2 r T ( )
onde k € R, k> 0, entdo o sistema (3.18) realimentado com o controlador SDRE

u(z) = —R™*(2)B" (2) P(z)x, (3.37)

onde P(x) € dado pela Equag¢do de Riccati Dependente do Estado, € globalmente

assintoticamente estdvel.
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Com o intuito de ilustrar a possibilidade da estabilizacao global assintética de sis-
temas nao lineares realimentados com o controlador SDRE, apresenta-se o exemplo do

artigo (Kokotovi¢ & Marino 1986) a seguir.

Exemplo 3.1 Considere as equacoes do sistema nao linear

1T = X9
1
Ty = §x§+u. (3.38)

Uma parametriza¢ao para este sistema € obtida a partir da equagao (3.20) onde a2(x) =
1, ag(x) = 23/3 e g(x) = 1 . Verifica-se facilmente que det(Wo,p(x)) = 1 YV, portanto
o sistema é controldvel ponto a ponto. A condi¢io (3.36) para a estabilidade global

assintotica requer que

1=k 3«1((;))’ Vr, k> 0. (3.39)

FEsta condigao pode ser satisfeita por uma infinidade de escolhas de q(x) e r(z),

bastando que sejam positivos e proporcionais. A escolha mais simples seria ¢, (x) e r(x)
constantes, como por exemplo ¢1(x) = r(z) = 1. O controle resultante desta escolha

(com qa(x) = 1) é

1 27 + x5
u(z) = —w1 — a5 — 19 R (3.40)
3 9
e as equagoes do sistema em malha fechada ficam
jfl = XT3
. 27 + x5
To — —X1— T2 .
9
Se a funcdo de Lyapunov é escolhida como
1
V(z)= §(x§ + 23), (3.41)

sua derivada

. 4
V(x) = —a3/ &l ; = (3.42)

¢ negativa semidefinida. Entretanto, mota-se que V(x) =0Ve = x(t) =0 =
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t9(t) = 0 e aplicando-se o teorema de LaSalle, é fdcil verificar que o sistema con-

trolado € globalmente assintoticamente estdvel. [ |

Os resultados tedricos encontrados também serao verificados através de simulagoes

numéricas para o sistema levitador magnético, apresentado no capitulo 6.

3.4 Conclusao

A principal motivagao deste capitulo foi apresentar alguns resultados basicos sobre
a estabilidade de sistemas nao lineares com o controlador SDRE. Inicialmente, foi
considerado o problema de estabilidade local (Cloutier & Stansbery 2002) em que a lei
de controle SDRE garante que a origem do sistema em malha fechada seja um ponto
de equilibrio localmente assintoticamente estavel.

Em seguida, apresenta-se um resultado da literatura pelo qual a existéncia de um
controle SDRE que estabiliza globalmente o sistema é garantida se uma funcao de
Lyapunov com conjuntos de niveis star-convez estiver disponivel (Shamma & Cloutier
2003).

Posteriormente, condicoes para a estabilidade global de sistemas de segunda ordem
foram apresentadas. Tais condigoes foram obtidas através da parametrizagao da matriz
A(z) de forma que a solu¢ao da equagao de Riccati dependente do estado e a lei de
controle pudessem ser calculadas analiticamente. A analise de estabilidade apresentada
utiliza o0 método de Lyapunov e o Principio da Invariancia de LaSalle, resultando nas

condigbes de estabilidade global (Erdem & Alleyne 2004).
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Capitulo 4

Sistemas Subatuados

Sistemas subatuados sao caracterizados por possuirem mais graus de liberdade do que
varidveis de controle (Bullo & Lewis 2004). Aeronaves, veiculos espaciais e veiculos
submarinos sao exemplos de sistemas com dinamica subatuada. E conveniente notar
que um sistema pode torna-se subatuado devido a falha de alguns dos seus atuadores.
Uma alternativa para aumentar a robustez do sistema é adicionar atuadores redun-
dantes. Em geral esta alternativa aumenta a complexidade e o custo do sistema de
controle tornando a reconfiguragao do sistema de controle numa condicao de falha uma
opcao mais interessante. Neste sentido, obter métodos de projeto para a sintese de
controladores para sistemas subatuados é bastante relevante. Incluem-se nesta linha
as técnicas de controle tolerante a falhas (Noura, Sauter, Hamelin & Theilliol 2000),
por exemplo, as técnicas de controle robusto e adaptativo, que garantem a robustez
do sistema em malha fechada (Bodson & Groszkiewicz 1997), reduzindo o nimero de
redundancias implementadas em hardware e, consequentemente, o custo do projeto.
Além disso, a analise de sistemas subatuados permite a avaliacdo do nimero minimo
de atuadores necessarios para a realizacao de uma determinada tarefa. Em particu-
lar, em sistemas robdticos, isto permite uma reducao do tamanho e do peso de um

manipulador robético.

Uma alternativa para uma avaliacao preliminar das dificuldades da anélise e do
projeto de sistemas de controle de grande porte (ordem elevada) é a realizagao do con-
trole de sistemas de pequeno porte que apresentem uma dinamica representativa dos

sistemas subatuados de interesse pratico. Neste sentido, este capitulo apresenta um
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estudo do controle SDRE baseada em simulacoes numéricas do controle dos sistemas
péndulo invertido rotativo e carro-péndulo. No caso do péndulo rotativo, o regula-
dor SDRE é implementado e avaliado experimentalmente. Nesta classe de sistemas
mecanicos, as juntas passivas sao controladas indiretamente pelas juntas ativas através
do acoplamento dinamico entre os elos do sistema, o que caracteriza claramente um
sistema subatuado.

Inicialmente, sera apresentado o controlador a estrutura varidavel com setor desli-
zante (SSVSC) que foi anteriormente aplicado no péndulo de Furuta, em (Suzuki et
al. 2003). O SSVSC é um método nao linear de estabilizagao global que combina um
regulador 6timo dependente do estado com a técnica de estrutura varidavel com setor
deslizante. FEste controlador utiliza a solucao da equacao de Riccati dependente do
estado para determinar o setor deslizante.

Em seguida, sao apresentados resultados de simulagoes numéricas dos controladores
SSVSC e SDRE aplicados ao carro-péndulo. A eficiéncia e a robustez do controlador
SDRE sao avaliadas na presenca de ruido de medi¢cao. Finalmente, apresentam-se
resultados experimentais e numéricos com o péndulo invertido rotativo controlado pelo
SDRE para realizar o posicionamento automético (swing up) e a estabilizacao global
do péndulo. Os resultados experimentais comprovam a viabilidade da implementacao

pratica do controlador SDRE.

4.1 Controle a Estrutura Variavel com Setor Des-

lizante

Como uma alternativa ao algoritmo do controle a estrutura variavel ( Variable Structure
Control-VSC) (Utkin 1992), vem sendo proposto o setor deslizante para substituir o
modo deslizante no projeto de VSC livre do fenomeno de chattering em implementacgoes
de sistemas de controle discreto (Furuta & Pan 2000). O setor deslizante PR (Furuta
& Pan 1995) foi definido como um subconjunto do espaco de estado, dentro do qual
alguma norma do estado decresce com o sinal de controle nulo. O controlador a estru-
tura variavel é projetado de modo que o estado seja levado para o interior desse setor

e dentro do setor o sinal de controle é nulo. A este controle denomina-se lazy control,
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uma vez que a lei de controle VS é ativa somente fora do setor deslizante PR.

O Controle a Estrutura Varidvel com setor deslizante (Sliding-Sector Variable Struc-
ture Control — SSVSC), proposto originalmente para um sistema linear continuo e
invariante no tempo com uma entrada tunica, sera descrito brevemente a seguir.

Seja um sistema linear

#(t) = Az(t) + Bu(t) (4.1)

onde z(t) € IR" e u(t) € IR sao o vetor de estado e a entrada, respectivamente. A
e B sdo matrizes constantes de dimensao apropriada e supde-se que o par (A, B) é

controlavel. Para especificar o setor deslizante, define-se a norma a seguir:

Definigao 3 (Furuta & Pan 2000) A norma-P (|-|p) do estado do sistema € definida
como

2] p := (" Pa)? (4.2)

onde P € R™™ é uma matriz simétrica positiva definida.

O quadrado da norma-P é denotado como
L(t) = |z|3> = 2"Px >0, Vo € R", 2 # 0 (4.3)
que serda considerado como uma candidata a funcao de Lyapunov.

Utilizando-se a norma-P, o setor deslizante PR pode ser definido como se segue.

Definigao 4 O setor deslizante PR (PR sliding-sector) € definido no espago de estado
R™ como

Q={x: |s(x)] <d(z),z € R"}, (4.4)

dentro do qual a norma-P decresce com entrada zero e a derivada da candidata a fungao

de Lyapunov L(t) da equagio (4.3) satisfaz

d

(T (t)Px(t)) < —2T (t)Rx(t), VYa(t) € Q, (4.5)

onde R € R™"™ é uma matriz simétrica positiva semidefinida.
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O setor deslizante PR é um subconjunto de IR™ ao redor de um hiperplano s(z) =0
e é limitado por duas superficies s(z) = £d(x) (Suzuki et al. 2003). Uma das formas

para projetar um setor deslizante PR, baseia-se na utilizacao da equagao de Riccati.

Teorema 4.1 (Furuta & Pan 2000) Para qualquer planta controldvel (4.1), se a solugdo

P, simétrica positiva definida, da equagdo de Riccati
AP+ PA—PBB'P = -Q, (4.6)

for utilizada para definir a norma-P e a matriz simétrica R, positiva semidefinida, for
escolhida de tal modo que Q — R > 0, entdo o setor deslizante PR em Q) (4.4) pode ser

determinado pelas equacoes abaizo

s(z) = Sz,8:=BTPecR*" (4.7)
§(z) = VaTAzr,A:=Q—R>0. (4.8)
|

Prova: Seja P a solucao da equacgao de Riccati, utilizada para definir a norma-P.

Entao, para entrada zero, obtém-se a seguinte equagao:
L(t) = 27 (ATP + PA)z = 2" (PBB" P)z — 27 Q. (4.9)
Substituindo Q = A + R, tem-se
L(t) = 27 (PBBTP)x — 2" Az — 2" R (4.10)
Reescrevendo a equagao (4.10) em funcao de s(z) e d(z),

L(t) = §*(z)—68(x)—2"Ra (4.11)
< —z"Rx Va(t) € Q. (4.12)

Entao (4.4) define um setor deslizante simplificado.
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A lei de controle a estrutura variavel deveria ser projetada de modo que o estado se
mova para dentro do setor em tempo finito, no qual a norma-P continua decrescendo.
Com o setor deslizante PR em €2, utilizando-se as equagoes (4.7) e (4.8), a lei de controle

SSVSC é resumida como:

o —SAzx — kd(z,t)sgn(s(x)), xz(t) € Q (4.13)

—SAx — ks(x), x(t) € Q.

A equacdo (4.13) assegura que o estado se move para dentro do setor em tempo
finito, e o resultado do sistema com o controle a estrutura varidvel é quadraticamente

estavel (Suzuki et al. 2003).

4.1.1 Controle a Estrutura Variavel Dependente do Estado

com Setor Deslizante

O SSVSC dependente do estado (State-Dependente SSVSC — SD-SSVSC) é um tipo de
SSVSC cujos parametros sao determinados em todos os intervalos de controle utilizando
a técnica Controle Otimo Dependente do Estado (State-Dependent Optimal Control —

SDOC). O procedimento para o célculo é sintetizado a seguir.
1. Para o estado z(t), calcula-se um sistema linear dependente do estado { A(z), B(z)}.
2. Escolhe-se uma matriz simétrica positiva definida Q(x).

3. Resolve-se a equacao de Riccati dependente do estado (SDRE). Entao, obtém-se
P(t).

4. Escolhe-se R = (1 — 7)Q onde 7(0 < # < 1) é uma constante positiva definida.
Assim, A = 7Q).

5. Calcula-se a fungao s(x) e d(z) pelas equagoes (4.7) e (4.8).
6. Obtém-se o controle pela equagao (4.13).

7. Repetir os passos acima em todo intervalo de controle.
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Na proxima secao, o sistema carro-péndulo é apresentado. Resultados de simulagoes
caracterizam a robustez do controlador SDRE a ruidos de medigao. Além disso, para

efeito de comparacao, simulagoes do controlador SSVSC também sao realizadas.

4.2 Carro-Péndulo Invertido

O carro-péndulo invertido é um sistema dinamico nao linear instavel em malha aberta
(Franklin, Powell & Emami-Naeini 2002). Seu diagrama esquemadtico se apresenta na

figura 4.1.

FiGurA 4.1: Diagrama esquematico do carro-péndulo invertido.

Onde:

e m. - massa do carro (Kg);

e m, - massa do péndulo (Kg);
e [ - comprimento da haste (m);

e J - inércia do péndulo (Kg m?);

u - entrada aplicada no carro (N);

¢ - angulo de rotacao do péndulo (rad);
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e y - posicao do carro (m).

O péndulo tem uma massa m, concentrada na extremidade. O péndulo gira livre-
mente no plano da folha no sentido horario. As equacoes dinamicas que descrevem o
movimento deste sistema sao:

(me +my) i + myl cos(9)8 — myl sen(9)8?> = wu

.. (4.14)
JO + myl cos(8)j — m,lg sen(0) = 0,

onde J = m,l? é a inércia do péndulo, g é a aceleragao da gravidade, 6§ é o angulo do
péndulo com relagao a sua posicao vertical superior, e y ¢ o deslocamento horizontal

do carrinho.

4.2.1 Resultados de Simulacoes: Realizando Swing up

O objetivo destas simulagoes é regular o péndulo invertido na posicao de equilibrio
instavel. Os parametros do sistema carro-péndulo sao descritos na tabela 4.1 e foram

baseados em (Goodwin, Graecbe & Salgado 2000).

TABELA 4.1: Valores dos parametros utilizados na simulacao do carro-péndulo.
’ Parametro \ Valor ‘

my 0.1 Kg
Mme 1 Kg

l 0.5 m
g 9.8 m/s*

4.2.1.1 Carro-Péndulo Simplificado

Para uma primeira andlise, é considerada somente a dinamica do subsistema péndulo
invertido (Teel 1996, Angeli 2001, Holzhiiter 2004). Considera-se que §j = v em (4.14),

resultando a seguinte equagao:

v
. . g
0 = 7 sen(6) — = cos(f)v,
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Esta equacao pode ser vista como um modelo de um péndulo invertido montado sobre
um carrinho com uma massa muito maior que a massa do péndulo. A partir desta
relagao, a dinamica do sistema estd concentrada no péndulo, e a entrada v do sistema
pode ser vista simplesmente como a aceleracao do carrinho. Simplificando os célculos,

considera-se o seguinte sistema:

y = v
0 = sen(f) — cos()v.

Para simular o sistema (4.15) em malha fechada, usando o controlador SDRE, definiram-
se as varigveis de estado = = [f §]” e considera-se a planta na forma linear dependente
do estado (& = A(z) + b(x)u), como se segue:

0 1 0

i = -+ u. (4.15)

sel;;(lxl) — cos (1)

Antes de projetar o controle, é preciso verificar se o par (A(z), B(x)) é controlavel
ponto a ponto. Para tanto, calculando a matriz de controlabilidade do sistema (4.15)
0 — cos(z1)

Wcont?”(x) = B ( ) 0 ; (416)

observa-se que cos?(x;) = 0 caracteriza a regiao do espago de estado na qual o sistema
nao é controlavel (det We,,ir = 0), ou seja, para o sistema ser controlado x; # w,
onde n € N. Esta configuragao corresponde a posicao fisica horizontal do péndulo.
Satisfazendo esta condigao, o par (A(z), B(x)) é controlavel ponto a ponto na regido
do espago de estado.

Considerando-se que 6 € [0, 27|, a descrigdo do sistema nesta representacao apre-

senta dois problemas:
1. A perda de controlabilidade quando 6 = 7/2.
2. Uma singularidade em 6 = 0 que pode ser removida.

As seguintes alteragoes foram realizadas para contornar estes problemas:
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e Quando # ~ 7/2, o valor do cos(#) é substituido por um valor constante conforme

segue.

Se |cos(x1)| < cos(e),

entdo, by = — cos(€)sgn(cos(zry)), onde € é, neste caso, igual a 1.4 rad.
e Quando 6 ~ 0, o valor de })in%%@ = 1.
Se |z1] < 0.01,
~ _ sen(z1) __
entao, as = =1

xr1

Para simular o controlador SDRE, é necessario definir as matrizes R e () da equagao
de Riccati. Estas matrizes, inicialmente, foram escolhidas com base no artigo (Suzuki

et al. 2003) sendo dadas pela equagao (4.17) e pela tabela 4.2.

@ 0
0 ¢ (4.17)
R = 7’1+T2—|—2 X 10_4

As funcgoes de peso sao escolhidas em funcgao dos estados do sistema péndulo invertido.

TABELA 4.2: Parametros da equacao de Riccati da simulacao do carro-péndulo.

’ Parametro \ Valor ‘
@ 3 x 1073(2 — cos())
1x10~2
% 1+ T (lo@—m7e)
re 0.1exp (—10(6 — (7/2)?))
" 0.001
2 (14-exp (50(8—7/6)))

O pesos ¢; e g2 sao dependentes do movimento do péndulo, fazendo com que a variavel
de estado € convirja para a regiao (0 € [r1/6,0]). Uma vez nesta regidao, o peso g,
conforme definido na tabela (4.2), é aumentado de forma a frear o péndulo e conduzir
o estado para o ponto de equilibrio desejado.

A matriz de peso (R), em relagdo a entrada, é escolhida com base em dois fatores. O
primeiro fator r; tem como objetivo anular a entrada na posigao horizontal do péndulo,
que é uma posicao singular. O segundo fator r5 tem como objetivo estabilizar o péndulo

na posicao (¢ € [7/6,0]).
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Na figura 4.2, apresentam-se as variaveis de estado, o sinal de controle e o plano
de fase do sistema com condigoes iniciais ¥y = [r 0]7, quando utilizado o controlador
SDRE. Pode-se observar nesta figura que o controlador SDRE consegue realizar o swing

up e a troca do sinal de controle que ocorre quando o sistema passa por 0 = 7/2.

35 0
3 -0.1
25 -0.2
= 2 @—03
& g
Fis S04
= =
05
05 -0.6
0 -0.7
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t(s) t(s)
10 0
5 -0.1
-0.2
0 —
— %—03
8 -5
é S 04
=
E-10 =05
2
-15 05
-20 -07
2 4 6 8 10 0 1 3 4

2
t (s) 0 (rad)

FiGUurA 4.2: Carro-péndulo simplificado realimentado com o controlador SDRE rea-
lizando swing up: estados do sistema, sinal de controle e plano de fase.

Como o sinal de controle do modelo simplificado é a propria aceleragao do carrinho,
a sua velocidade e posigao sao obtidas por integragoes sucessivas. Os resultados podem
ser vistos na figura 4.3. Pode-se também verificar nesta figura que a velocidade final do
carrinho é constante. O controlador estabiliza o sistema péndulo invertido orientando
a haste na posicao de equilibrio, porém o carro continua se movendo com velocidade
constante. Esta é uma conseqiiéncia de se utilizar o modelo simplificado que nao inclui

o controle de posicao do carrinho.
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FiGuraA 4.3: Carro-péndulo simplificado realimentado com o controlador SDRE rea-
lizando swing up: distancia percorrida e velocidade do carrinho.
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¢ Efeito do Ruido de Medigao

Com o intuito de analisar a robustez do controlador SDRE a ruidos de medicao, é
adicionado um ruido gaussiano randomico com média zero e variancia 0.1 na velocidade
do péndulo com base (Curtis & Beard 2002).

Pode-se observar, na figura 4.4, que o sistema realimentado com o controlador SDRE
converge para o ponto de equilibrio, realizando o swing up. A resposta da velocidade

e o deslocamento do carrinho podem ser observados na figura 4.5.

4 0.2
3 0
~2 ®-0.2
3 3
— [
! F-04
i >
0 -0.6
-1 -0.8
0 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
t(s) t(s)
60 0.2
40 0
20 T0-0.2
— ~.
NUJ "%
= 0 204
g
~ >
2-20 -0.6
-40 -0.8
0 2 4 6 8 10 -1 0 1 2 3 4

t (s) 0 (rad)

FiGURA 4.4: Carro-péndulo simplificado realimentado com o controlador SDRE rea-
lizando swing up com ruido de medicao: estados do sistema, sinal de
controle e plano de fase.
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FiGurA 4.5: Carro-péndulo simplificado realimentado com o controlador via SDRE
realizando swing up com ruido de medicao: distancia percorrida e velo-
cidade do carrinho.
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e Comparacao com o Controlador a Estrutura Variavel com Setor Des-

lizante

O sistema carro-péndulo foi simulado com o controlador a estrutura variavel com
setor deslizante (SSVSC) descrito na sec¢ao 4.1, utilizando os mesmos parametros @ e
R descritos na tabela 4.2.

Pode-se observar, nas figuras 4.6 e 4.2, que o tempo de estabilizacao do sistema
com o controlador SSVSC é menor que o tempo obtido com o controlador SDRE para
realizar o swing up do péndulo. Todavia, o sinal de controle SSVSC apresenta uma

amplitude maior do que o do controlador SDRE.

= 2 L-06
3 <
Fi1s S_0.8
= =

1 > -1

08
=

8 10 0 1 2 3
0 (rad)

IN

FiGURrA 4.6: Carro-péndulo simplificado realimentado com o controlador SSVSC rea-
lizando swing up: estados do sistema, sinal de controle e plano de fase.

Na figura 4.7, verifica-se que o estado permanece dentro do setor deslizante (|s(z)| <

d(x)), garantindo a convergeéncia dos estados.
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setor

5
t(s)

FiGURrA 4.7: Carro-péndulo simplificado realimentado com o controlador SSVSC rea-
lizando swing up: representagao do setor deslizante.

4.2.1.2 Carro-Péndulo Completo

O sistema completo carro-péndulo (equagao (4.14)) é representado na forma linear

dependente do estado cujas varidveis de estado sao = = [0 0 y )T

0 1 00 0
mp(me+myp)gl sen(@)fmlz,lzé2 sen(6) cos(0) 00 0 —myl cos(0)
—m212 cos? me+myp)J—m2l2 cos?
i et my) -3 cos?(0) et | Tem e |

0 0 01 0

—mglzg sen(6) cos(0)+myplJ62 sen(6) 00 0 J

0[(me+myp)J—m212 cos?(9)] | L (me+myp)J—m2i? cos?(6) |
(4.18)

Como ja mencionado, esta representacao expoe dois pontos de singularidades. Um
ponto, devido a perda de controlabilidade, quando § = 7/2, e o outro ponto de des-
continuidade, quando 6 = 0. Estes problemas sao resolvidos da mesma forma que na
representagao simplificada (segao 4.2.1.1).

Para simular o controlador SDRE, é necessario definirem-se os parametros R e ()
da equagao de Riccati. A escolha destes parametros inicialmente foi baseada no artigo
(Suzuki et al. 2003). Os parametros foram modificados, pois o estado y (distancia

do carrinho) convergia lentamente. Com o objetivo de melhorar a convergéncia deste
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estado, novos valores para os parametros foram obtidos empiricamente e estao na tabela

(4.3), onde Q = diag(q1,q2,43,q1) € R=r.

TABELA 4.3: Parametros da equacao de Riccati da simulacao do carro-péndulo.

] Parametro \ Valor ‘
¢ 0.25(2 — cos(6))
92 0
a3 L+ Tewme—7m
q4 1
r 0.05

Simulando o sistema para a condicao inicial zy = [ 0 0 0]7, obtiveram-se as figuras
4.8 e 4.9. Pelos gréficos, pode-se observar o bom desempenho do controlador SDRE
com relagao ao tempo de convergéncia ao realizar o swing up. Na figura 4.8, pode-se
observar que o estado y demora a convergir em comparagao aos demais estados. No
grafico do sinal de controle (figura 4.9), sua escala é alterada para melhor observar a

troca de sinal que ocorre quando o sistema passa por 6 = 7/2.

0 5 10 20 25 30

15
t (s)
FicurA 4.8: Carro-péndulo realimentado com o controlador SDRE realizando swing

up: estados do sistema.
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F1cUuraA 4.9: Carro-péndulo realimentado com o controlador SDRE realizando swing
up: sinal de controle.

4.2.1.3 Sistema Virtual Carro-Péndulo

Usando o toolboz virtual reality do Matlab, foi possivel visualizar graficamente o carro-
péndulo. No Simulink, este toolbox é acrescentado na simulacao do sistema, o que

propicia uma visualizacao de como se comportaria o sistema na pratica.

T2 Towrsr Ciang. 5 [= 122 (3¢ | T Towar Grane

FiGurA 4.10: Carro-péndulo visualizado pelo toolboz virtual reality do Matlab.
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4.3 Peéndulo Invertido Rotativo

Para ilustrar a viabilidade da implementacao pratica do controlador SDRE, considera-
se o sistema Péndulo Invertido Rotativo. Este é um sistema nao linear de quarta ordem,
em que se controla a posicao do péndulo através de um motor DC.

O objetivo desta experiéncia é fazer com que o controle SDRE seja capaz de realizar
o swing up do péndulo. O controle do swing up tem sido tratado freqlientemente como
um exemplo de controle nao linear (Astrom & Furuta 2000). Usualmente, dois controles
sao usados para realizar o swing up e para estabilizar o péndulo. Sera mostrado adiante
que o controle SDRE pode realizar nao somente o swing up, mas também a estabilizagao
do péndulo.

O péndulo invertido com um elo rotativo é chamado de péndulo de Furuta, como na
figura 4.11. Este péndulo sera modelado usando a formulagao de Lagrange, e a tnica
entrada da planta é o torque fornecido pelo motor. Outras duas variaveis de interesse

sao a posicao do braco e o angulo do péndulo.

FiGurA 4.11: Péndulo de Furuta.

4.3.1 Descricao do Sistema

O péndulo de Furuta é descrito por um modelo de espaco de estados. A figura 4.12
mostra um diagrama esquematico geral do sistema.
A seguir serao apresentadas as variaveis e os parametros utilizados para descrever

o sistema.
e mp- massa do pendulo;
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Torque
do Motor

myp,lp Péndulo

IAERE AL Fhr bbb d AL

F1GUurA 4.12: Esquema do péndulo invertido rotativo.

[p- comprimento da haste;
e ¢ - aceleracao gravitacional;
e r - comprimento do braco;

e J, - inércia do brago e da engrenagem;

e 7 - torque do motor;
e ( - angulo do brago na posicao zero;
e « - angulo do péndulo na posicao vertical para cima;

As equacoes nao lineares do movimento do péndulo invertido rotativo serao determi-
nadas pela formulacao de Lagrange. O modelo a seguir somente considera a dinamica
do bracgo e do péndulo.

A dinamica do modelo descreve a relacao entre o torque das juntas atuadas e o
movimento da estrutura. Com a formulacao de Lagrange, a equacao do movimento
pode ser derivada de forma sistematica e independente de sistemas de coordenadas.

Considere-se a massa do péndulo (m,) toda concentrada na sua extremidade. O

sistema é parametrizado por duas variaveis, a e 6, que medem o deslocamento do
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angulo do braco e do péndulo. Define-se o angulo positivo no péndulo como, quando

de frente para o mesmo, o péndulo se desloca para a direita (sentido horario).

As componentes da velocidade do péndulo em relacao a base sao:

Upr = 70+ lydcosa (4.19)

Upy = —lydsena. (4.20)

Assim, a velocidade total do péndulo é

v2 = (10 + Lycrcos a)® + (— I sena)®. (4.21)
A energia cinética é
Jy02 0 + L cos a)? + 1262 sen®a
T = b—+mp( L St (4.22)
2 2
e a energia potencial é
U = mygl,(1+ cosa). (4.23)

Deste modo, o Lagrangiano (L =T — U) é dado por

1. 1 :
L= -J,0*+=m, <(r9 + lydrcos o) + 1267 Sen2a> — mypgl,(1 4 cos ). (4.24)

2 2

Substituindo L da equagao (4.24) na equagao de Lagrange

d (OL oL
(=) = _F 4.2
dt (8q'> dq ’ (4.25)

obtém-se a seguinte equacao em funcao de 6

d oL OL d . .
dtof 90 i | V=T 4.2
dtog 00  dt 0+ my(rf + Lacosa)r| =0 =7 (4.26)

A equagao (4.25) também é escrita em funcao de «

d oL L d .
%?)—d — g_a == [(r@ + & cos a)l, cos o + lf,d sen2a] my, +

— |10 + 1,6 cos @)l (— sena) + I26% senacosar| my, + mypgl, senae = 0. (4.27)
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Expandindo os termos da equagao (4.26) e também os termos da equagao (4.27), chega-

se, respectivamente, aos resultados

o0 + mp(r2é + rlyi cos a — rl,d” sena) = T, (4.28)

my [r@ + yé cos a + 1% (— sena)] lp cos o +

+my (10 + 1, cos a)l,a(— sena) +

+mpl§d sen’a + 2mpl§o}2 senq cos a +

- [—rlpéo'c seno — lf,dz cos o sena + lio’zQ sencq cos 04] my, +

—my,gl, sena = 0. (4.29)

Por fim, simplificando os termos das equagoes (4.28)—(4.29), encontram-se as seguintes

equacoes que descrevem o movimento do péndulo rotativo

(myr? + J)0 + (myrI, cos(a))d + (myrlydsen(a))ae = 0 (4.30)

(myrl, cos(a))d + (mpllf)d + (myrla sen(a))d — gmyI, sen(a) = 7. (4.31)
4.3.1.1 Modelagem do Sistema

Considere-se um sistema mecanico nao linear descrito por

M(6)6 + C(¢,9)¢ + Fé + G() =T, (4.32)

onde M(¢)(> 0) € R™™, C(p,$) € R™™ F e R™™, G(¢) € R™, ¢ € R™ e
7 € IR™ sao, respectivamente, matriz de inércia, matriz centrifuga-Coriolis, matriz de
atrito viscoso, termo gravitacional, variaveis de estado e o torque de controle. Com o
intuito de se obter um sistema linear dependente do estado, a equacao (4.32) é reescrita

da seguinte forma:

¢ =—M(¢)"'C(¢,0)¢ — M(¢) ' Fp — M($)'G(¢) + M(¢)'7. (4.33)
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Definindo-se o estado x para o sistema descrito pelas equagoes (4.30)—(4.31) como

r=0« 0 &]T, o sistema pode ser representado na forma linear depedente do estado

_ 0 I 0
T = _ T+ T. (4.34)
~M-'G —MYC + F) ML

Os termos da equagao (4.34) sdo mostrados a seguir:

mpr? +J,  myrl,cos(a)

M(8) = , (4.35)
myrl, cos(a) myl?
. 0 1,6
C(6,6) = mprlyd sen(a) | (4.36)
myrl,é sen(a) 0
0
G(0) = . (4.37)

—gmy, 1, sen(a)
4.3.1.2 Péndulo Invertido Rotativo Quanser

Utilizou-se o Péndulo Invertido Rotativo (Self-Eracting Inverted Pendulum) fabricado
pela Quanser Consulting Inc. (ver figura 4.13) descrito no manual (Apkarian 1995,
Apkarian 1996) e disponivel no Laboratério de Controle da Universidade Federal do
Rio de Janeiro.

A posigao do péndulo («) e a do brago () sdo medidas por encoders épticos in-
crementais com resolu¢ao de 1024 pulsos por volta (6, = 360/4096 = 0.09 graus, 4x
decodificagao).

Os controladores sao implementados em uma placa de controle equipada com um
processador de sinais digitais (DSP) fabricada pela Arcs Inc. Esta placa (padrao PC-
ISA) utiliza o processador TMS320C31 e possui entradas para encoders, assim como
conversores digitais-analdgicos (D/A) para acionar os amplificadores de poténcia dos
motores. Utiliza-se a plataforma Linuz, e a transferéncia de dados é realizada por meio
de dispositivos de baixo nivel (drivers) e de uma interface desenvolvida em Java.

Os valores das constantes da equagao (4.34) sdo obtidos do manual do sistema
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F1GURA 4.13: Péndulo invertido rotativo fabricado pela Quanser.

Rotary Pendulum Ezperiment da Quanser (Apkarian 1996). Estes valores estdao na

tabela 4.4.

TABELA 4.4: Valores dos parametros utilizados na simulacao do péndulo invertido

rotativo.
] Variavel \ Valor ‘
Jp 0.044 Kgm?
L, 0.43 m
mp 0.14 Kg
T 0.2m

4.3.2 Resultados de Simulacao: Realizando Swing up

Para simular o sistema com o controlador SDRE, foi utilizado o modelo que esta na
forma linear dependente do estado & = A(z) 4 b(x)u, mostrado na equagao (4.34).
Contudo, nesta representacao, existem dois problemas: quando o = 7/2 ocorre perda
de controlabilidade; e para a = 0 o sistema possui uma singularidade. Estes problemas
foram solucionados como na subsecao 4.2.1.1.

Na simulagao, para que a planta do sistema seja mais proxima do sistema real, o
efeito da perda de controlabilidade é considerado.

Inicialmente, simula-se o sistema com o controlador SDRE utilizando a seguinte
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condigao inicial g = [0 m 0 0] para realizar o swing-up do péndulo. Os parametros
Q = diag([¢1 ¢2 g3 q4]) e R utilizados para a solucao da equagao de Riccati estao na
tabela 4.5. Estes parametros foram obtidos do manual da Quanser.

Observando-se as figuras 4.14 e 4.15, verifica-se um bom desempenho do controlador
SDRE ao realizar o swing up, ja que o sistema converge em 3 segundos. Pode-se
observar nestas figuras a troca de sinal do controle que ocorre quando o sistema passa

por o = m/2 gerando uma descontinuidade nos sinais de estado.

TABELA 4.5: Parametros da equacao de Riccati da simulagao do péndulo rotativo.
’ Parametro \ Valor ‘

q2 4
qs 0
q4 1
R 0.05
5 3
. 25
2
s 15
3 o
~-10 ~ 1
05
-15
0
20 1 2 3 0% 1 2 3
t (s) t (s)
50 5
0 0

© 50 -5
<

(d)

-100 -10

-150 -15
0

t (s) t (s)

-
N
w
o
-
N
w

FIGURA 4.14: Péndulo rotativo realimentado com o controlador SDRE: resposta do
sistema; (a) 0 (rad); (b) « (rad); (c¢) 0 (rad/s); (d) & (rad/s).

A partir dos parametros da tabela 4.5, foi calculado o controlador LQR e obteve-se
o ganho fixo K = [-2.2361—30.8966—1.7262—6.2264]. Na simulagao, observou-se que,

variando apenas o parametro a e mantendo os demais parametros iguais a zero, este
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FiGuRrA 4.15: Péndulo rotativo realimentado com o controlador SDRE: sinal de con-
trole.

controle falha na estabilizagdo do sistema se o angulo « for maior que /4 radianos.
Este resultado demonstra a vantagem de se usar a equacao de estado nao linear no

projeto do controle ao em vez de usar uma equagao linearizada.

Na tentativa de aproximar o sistema simulado do real, limita-se a magnitude da
entrada para [—1, 1] Nm, que é o torque maximo fornecido pelo motor DC. Neste caso,
o controlador LQR nao consegue estabilizar o sistema para um angulo a maior que /6
radianos. Por outro lado, o controlador SDRE consegue estabilizar o sistema para um

angulo « até 7/3 radianos.

Nas figuras 4.16 e 4.17, as respostas do controlador SDRE e LQR sao mostradas
com as condigoes iniciais xg = [0 7/3 0 0]. Pode-se observar que o controlador SDRE
estabiliza facilmente o sistema, enquanto o controlador LQR nao consegue fazé-lo. Este
resultado demonstra que o uso de uma equagao de estado nao linear no lugar de uma

equacao linearizada pode aumentar o desempenho e a regiao de estabilizacao do sistema

de malha fechada.

Outra preocupacao para a implementacao do sistema foi a freqiiéncia de amos-
tragem do ganho do controlador e dos estados, devido ao processamento do DSP.

Verificou-se por simulacao que, ao amostrar os estados com uma freqiiéncia maior que
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FIGURA 4.16: Péndulo rotativo realimentado com o controlador SDRE (linha sélida)
e LQR (linha tracejada) com saturacao [—1,1]: resposta do sistema;

(a) 6 (rad); (b) « (rad); (c) 0 (rad/s); (d) & (rad/s);.

—— Controle via SDRE
— - Controle LQR

0.8
0.6

041

F1GURA 4.17: Péndulo rotativo realimentado com o controlador SDRE (linha sélida)
e LQR (linha tracejada) com saturacao [—1, 1]: sinal de controle.
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1 KHz, o sistema converge. Para o calculo do ganho do controlador, observou-se que,

para a freqiiéncia minima de 1 Hz, o sistema converge.

4.3.2.1 Modelo Virtual

Um modelo 3D foi elaborado para o sistema eletromecanico (péndulo invertido rotativo)
utilizando-se técnicas de computagao grafica em Java com base em (Lugon 2004). O
modelo simula os movimentos do sistema controlado e é uma alternativa para que o
usuario possa visualizar o comportamento do sistema.

O modelo virtual 3D (figura 4.18) utiliza os dados de simulagao, obtidos nessa
secao, onde se aplica o controlador SDRE na realizacao do swing-up e na estabilizagao

do péndulo.

Brago
L+ I )
Haste
- il 1 5
b
- Slow, el Narmal |
=)
-
oz |
Termpy: (0.001 ssgurdats) )
o i
= -]

240 I +

| €] Applet modelo3D started 4 Intranet lacal

Ficura 4.18: Imagem do simulador 3D do péndulo invertido rotativo.

4.3.3 Resultados Experimentais

O algoritmo do controlador SDRE é codificado num diagrama de blocos através do soft-
ware Simulink/MatLab 6.1 para gerar um programa executavel carregado na placa de
controle (DSP) através da interface em Java. O algoritmo de controle é implementado
através de integragao numérica pelo método de Euler.

Para a implementacao em tempo real do controlador SDRE, utilizou-se o Real-

Time Workshop (RTW) do MatLab 6.1. Uma vez que o RTW nao é compativel com a
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estrutura User-Defined Functions, nao foi possivel a utilizagao do lgr.m. Na tentativa
de solucionar este problema, pesquisaram-se formas alternativas de se implementar a
solugao da equagao de Riccati em tempo real. Nesta pesquisa, chegou-se a algumas

conclusoes (Menon, Lam, Crawford & Cheng 2002):

e A primeira aproximacao ¢é utilizar o método direto baseado na decomposicao de

Schur da matriz Hamiltoniana (Laub 1979, Anderson & Moore 1990).

e A segunda aproximagao é um algoritmo iterativo que encontra a solucao da
equacao de Riccati, usando o algoritmo de Kleinman, a partir de uma dada

condigao inicial (Kleinman 1968, Anderson 1978).

Esses métodos estao disponiveis no pacote de algebra linear LAPACK de dominio
publico (Anderson 1999).

Para implementar o controlador SDRE;, foi utilizado o algoritmo iterativo de Klein-
man, uma vez que nao existe uma forma simples de se calcularem os autovalores de
uma matriz utilizando o Simulink. Na figura 4.19, estd explicitada a representacao do
algoritmo de Kleinman.

A escolha de K (ver segundo bloco do diagrama ilustrado na figura 4.19) se faz
a partir da solucao off-line da equagao de Riccati com condigoes iniciais xg. Assim,
quanto mais proxima do valor real for a escolha das condigoes iniciais, mais rapida sera
a convergéncia do algoritmo.

Em (Kleinman 1968, Anderson 1978), foi demonstrado que o algoritmo converge
para a solucgao real se a condicao inicial do ganho K| estabiliza o sistema em malha
fechada. Para resolver a equagao de Lyapunov (P (A+ BK]!)+ (A+ BK TP, =
—K;RKT — Q), este algoritmo utiliza o0 método de Newton (Ruggiero & Lopes 1996).

A implementacao em tempo real do controlador foi realizada com duas taxas de
amostragem. Os sinais do sistema foram amostrados com uma taxa de 1 kHz enquanto
o célculo do sinal de controle e as matrizes A(z) e B(x) do modelo nao linear foi
realizado com uma taxa de 10 Hz.

A inviabilidade da realiza¢ao do swing-up com o controlador SDRE deve-se ao baixo
torque do motor (1 Nm) (Apkarian 1995). Para contornar este problema, aplica-se um

sinal de controle fazendo com que o péndulo comece a oscilar até que este chegue
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Dado A, B, Q, R, ¢

Escolha de Ko — Re[A\(A + BKg)] <0

Pit1(A+BKT)+ (A+ BKI)TP 11 = —K;RK}F — Q

Y

Kiy1 = —-P11BR™1

S
P=Pi
N

F1cURA 4.19: Algoritmo de Kleinman.
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préximo a posi¢ao o = 7/4. Este controle é chamado controle de swing-up com base
(Apkarian 1995).

A figura 4.20 mostra o diagrama no Simulink da aquisicao das varidveis de estado,
a logica de chaveamento dos controladores SDRE e swing-up e a aplicacao do sinal
de controle no sistema. A tabela 4.6 apresenta as varidveis da experiéncia do péndulo
invertido do diagrama 4.20.

O bloco “Reference Generator”é responsavel pela geragao do sinal de referéncia. Na
experiéncia realizada com o péndulo invertido o sinal de referéncia é zero, pois trata-se
de um problema de regulacao.

O bloco “Selegao da légica de controle”possui uma saida que deve ser multiplica
pelo controle de swing-up e uma saida que deve ser multiplicada pelo controle de
estabilizagao. Estas saidas valem um ou zero, habilitando ou desabilitando o respectivo
controle.

No bloco de “estabiliza¢ao” encontra-se os ganhos do controlador SDRE e bloco de

“swing-up” implementa o controlador PD que instabiliza o péndulo.

ARCSSCOPE
> ARCSSCOPE { Dataln } - Thetz-E > ARCSSCOPE
Senva { Datakef | - { thetal |
Etiat Estalilizagio e aning-up Theta-Pot -
o i Thits Dot B »| ARCSSCOPE
¢ & " {velocidate )
Froductd Al
Theta dot Tach o| ARCSSCOPE
Lenerator | i i i {thetaz )
Estabilizagan Froducd] SRW-0Z-E
Full Vemslan | ARCSSCOPE
_ Tl {velociade?
ARCSSCOPE
{DataEiro } ARCSLINK Aeha -
{1 { actuator(n }
Po{x2 Ot o Fipha Dot
Ll B
St Piaduct? Hphan
ROTPEN-E
Modula
p{th2  EstahifzagSe |-
pinl Suing- Up |—

L s

Frecaugio

Selegio da ligica de conirole

FicurA 4.20: Diagrama Simulink: experiéncia do péndulo invertido.

A figura 4.21 mostra o diagrama no Simulink do cédlculo do sinal de controle e das

matrizes A(z) e B(z) do modelo nao linear do sistema.

A fim de diminuir o tempo de processamento, o modelo nao linear foi implementado
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TABELA 4.6: Variaveis do diagrama 4.20.

’ Nome \ Descricao
ActuatorOn | Habilita o atuador
Dataln Tensao aplicada ao motor
Thetal Posigao angular do brago
Velocidadel | Velocidade angular do brago
Theta2 Posigao angular do péndulo
Velocidade2 | Velocidade angular do péndulo
DataRef | Sinal de referéncia
DataErro | Diferenca entre o sinal de referéncia e o angulo do braco

ARCEFROM

{ theta2 ) "

cowv_grd_rad w B

(Anlcs‘;:dugq) sist_n_linear Terminator 1
WElOC] £,

eov_grd_radl

4 p|  ARCSINTO

C e (K1)

= Ll

B a L ] for { ..} ouH > - Py—

] i k = (K3 Y

E
FO - ro cory _fad_grd

Calcula Fi Calculo k ARCSIMTO

{ Kr2 )

ARCSINTO
{ Krd )

FiGurA 4.21: Diagrama Simulink: representagao o modelo nao linear do sistema e os
ganhos do controlador SDRE.
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de forma analitica apresentada em (4.38) — (4.39), considerando-se as condigoes de

contorno da subsecao 4.2.1.1 no bloco “sist_n_linear”.

0 0 1 0
0 0 0 1
A= | (4.38)
0 r cos(a)mpg sen(a) 0 —(mprlyd sen(a))
—mpr2Jp+mpr? cos(a)?  « —mpr2—Jy+mpr2 cos(a)?
0 —(mpr?+J3)g/Ip sen(a) 0 r2 cos(a)mpd sen(a))
B —mpr2Jy+mpr? cos(a)? —mpr2—Jy+mpr? cos(a)?
0
0
B (4.39)

—1
—mpr?Jy+mpr? cos(a)?

r cos(a)
Ip —mpr2—Jy+mpr? cos(a)?

O algoritmo de Kleinman na figura 4.19 é implementado no bloco “calcula P;”onde
3 iteragoes sao realizadas para obter-se a solucao da equacao de Riccati aproximada

fornecendo os ganhos do controlador no bloco “estabilizacao”da figura 4.20.

O diagrama na figura 4.21 é o subsistema do bloco “calcula P;”. O calculo P,y
é fornecido pela solucio da equagao de Lyapunov AL P + PA,, = —Q,, onde A, =
A+ BK! e Q,, = K;RK! + Q (ver figura 4.19). Como mencionando anteriormente,
devido a impossibilidade de utilizar-se User-Defined Functions, tal como lyap.m, é
necessario resolver a equacao de Lyapunov por aproximacao do método de Newton.
O bloco “lyapap”calcula a solucao da equacao de Lyapunov linear nos parametros em

que F=AL P+ PA,, + Q.. e

F(Py+ AP, ag+ Aa) = F(Py,a0) + $EAa + EAP =

(4.40)
= F(Py, a0+ Aa)+55AP =0

onde F(Py,ag) = 0 pela prépria definicdo de F e AF é a variagao da fungao de
Lyapunov F em relacao aos parametros A,, e Q.. Assim, AP = —J 'AF onde
J = g—]i foi pré-calculado simbolicamente. Para o calculo de AF, considerou-se que
Py = 0 obtendo-se AF = @Q,,.

Os primeiros testes foram realizados com pequenos angulos, aproximando os ga-
nhos do controlador SDRE aos ganhos do controlador LQR (u = —[k; ko k3 k4|7 2),

implementados como descrito na tabela 4.7.
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F1GURA 4.22: Diagrama Simulink: célculo do P;;.

TABELA 4.7: Parametros do controlador LQR na implementacao do péndulo rotativo
da Quanser.

‘ Parametro ‘ Valor ‘

kq —0.039
ko —0.033
ks —0.32
k4 —0.033
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Para se obterem os ganhos dos controladores LQR e SDRE, foram utilizadas as

matrizes de penalidades Q(z) = diag([¢q1; ¢2 g3 qu]) e R apresentadas na tabela 4.8.

TABELA 4.8: Parametros da equacao de Riccati na implementacao do péndulo rotativo
da Quanser.

] Parametro \ Valor ‘

il 0.25
42 4
3 0
4y 0.1
R 0.05

As figuras 4.23 — 4.24 apresentam os resultados experimentais dos controladores
LQR e SDRE, com condigdes iniciais xo = [0 20° 0 0]7. Pode-se constatar que com a
escolha da matriz de penalidade na tabela 4.8, o desempenho dos dois controladores se
assemelham, contudo a figura 4.24 evidencia um maior esfor¢o por parte do controlador
LQR em relacao ao controlador SDRE na estabilizacao do péndulo. Na figura 4.25,

observa-se a variacao dos ganhos do controlador SDRE ao longo do tempo.

—— Controle SDRE
20 1 — - Controle LQR

= -s0f),

-100

-100 _150}-1

—-200 —-200

FiGurA 4.23: Péndulo rotativo da Quanser realimentado com o controlador SDRE
(linha sélida) e LQR (linha tracejada) com xo = [0 20° 0 0]": resposta

do sistema,; (a) 0 (graus); (b) a (graus); (c) @ (graus/s); (d) & (graus/s).
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F1GURA 4.24: Péndulo rotativo da Quanser realimentado com o controlador SDRE
(linha sélida) e LQR (linha tracejada) com xo = [0 20° 0 0]7: sinal de

controle.
-0.039
-0.039
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~—-0.039
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0 1 2 3 4 5 6
-0.0234 t
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FiGURA 4.25: Péndulo rotativo da Quanser realimentado com o controlador SDRE
com g = [0 20° 0 0]: ganho do controlador; (a) ky; (b) ke; (c) k3; (d)
ky.
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Com o intuito de avaliar a regiao de convergéncia em torno do ponto de equilibrio
instavel, aumenta-se o angulo inicial «, de forma que o novo estado inicial zy seja
representado por zy = [—40° 30° 0 0]7. A necessidade da variagao do angulo 6§ se deve
a restricao do movimento do braco no plano horizontal.

Os resultados experimentais sao mostrados nas figuras 4.26, 4.27 e 4.28 para os
controladores LQR e SDRE, respectivamente. Pode-se observar que o sistema reali-
mentado com o controlador LQR nao converge, porém o controlador SDRE consegue

levar o péndulo para a posicao de equilibrio desejada.

100 200
50 100
0
5 o o
= IS
=50
-100
-100
-150 -200
0 2 4 6 8 2 4 6 8
t(s) t(s)
x104
500 1
0.5
0
— —
L 0 z
-0.5
-1
=500 -1.5
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

t (s) t (s)

F1GURA 4.26: Péndulo rotativo da Quanser realimentado com o controlador LQR com
xo = [—40° 30° 0 0]7: resposta do sistema; (a) 6 (graus); (b) a (graus);

(c) 0 (graus/s); (d) & (graus/s).
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F1GURA 4.27: Péndulo rotativo da Quanser realimentado com o controlador SDRE
com zo = [—40° 30° 0 0]": resposta do sistema; (a) 6 (graus); (b) a

(graus); (c) € (graus/s); (d) & (graus/s).

-3 I I I I I I I I I ]
0 2 4 6 8 1 12 14 16 18 20

0
t(s)

F1GURA 4.28: Péndulo rotativo da Quanser realimentado com o controlador SDRE
com g = [—40° 30° 0 0]”: sinal de controle.
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4.4 Conclusao

O controle SDRE foi aplicado ao carro-péndulo e péndulo rotativo na simulagao do
swing up mostrando sua capacidade em estabilizar globalmente o sistema. Entretanto,
a estabilidade global assintética nao é garantida.

Além disso, comparou-se o controle SDRE com SSVSC, no carro-péndulo, obser-
vando que os dois controles conseguem realizar swing up. Também verificou-se a ro-
bustez do controle SDRE a ruido de medigao.

O método de controle nao linear SDRE oferece uma grande flexibilidade de pro-
jeto, podendo ser explorado para atingir um desempenho desejado. Em razao da sua
formulacao implicitamente dependente do estado, fica clara a sua adequagao a imple-
mentacao on-line. Infelizmente, a complexidade computacional para resolver a equagao
de Riccati tem impedido as aplicacoes através SDRE. As vantagens oferecidas aqui tém
mais relevancia que a complexidade computacional, uma vez que esta deixa de ser um
problema pelo desenvolvimento de dispositivos com maior poder computacional.

A principal contribuicao deste capitulo foi a utilizagdo do controlador nao linear
SDRE na implementacao do péndulo rotativo da Quanser. Neste experimento, um
sistema nao linear de 4% ordem pode ser controlado em tempo real com a taxa de
amostragem de 10 Hz nas proximidades do ponto de equilibrio instavel. Pode-se obser-
var que o desempenho do controlador SDRE é tao bom quanto o controlador classico
LQR com ganhos constantes, e possivelmente melhor se a flexibilidade de projeto do
SDRE for completamente utilizada.

O uso do referido controlador apresentou uma maior robustez a perturbagoes ex-
ternas, além de um aumento significativo da regiao de convergéncia em torno do ponto
de equilibrio instavel, quando comparado a abordagem classica do LQR.

E importante salientar a inviabilidade da realizacao do swing-up a partir do ponto
de equilibrio estével (o = 7), devido a limitagoes fisicas do esquema considerado como,

por exemplo, o baixo torque no motor (1 Nm) (Apkarian 1995).
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Capitulo 5

A Estabilizacao global de Sistemas
com Controle SDRE

Sabe-se que as Fungoes de Lyapunov de Controle (CLF) (Sontag 1989, Artstein 1983,
Sontag 1983) podem ser utilizadas no desenvolvimento de leis de controle assintotica-
mente estabilizantes para sistemas nao lineares. O desempenho do controlador depende
da CLF utilizada e a existéncia de uma CLF pode conduzir a estabilizagao assintética
do sistema. Neste capitulo introduz-se um novo conceito denominado CLF exponencial,
ou seja, uma CLF que permite encontrar uma lei de controle que estabilize exponenci-

almente o sistema, ao menos em uma representacao de estados adequada.

Um método de estabilizacao, desenvolvido no artigo (Curtis & Beard 2002), con-
siste em realizar a projecao “ponto a ponto”do controle SDRE num conjunto de leis
de controle para as quais a estabilidade do sistema realimentado é garantida, unindo
o bom desempenho do controle SDRE com a garantia de estabilidade deste conjunto.
No artigo de (Curtis & Beard 2002) o conjunto considerado é chamado conjunto satis-
fatério. Este método garante estabilidade em malha fechada, modificando o controla-
dor SDRE quando necessario, utilizando um sinal de controle do conjunto satisfatério

gerado através de uma CLF.

Uma das classes de sistemas para a qual se pretende provar a estabilidade expo-
nencial com o controlador SDRE ¢ a dos sistemas que podem ser levados para a forma
normal. Sabe-se que todo sistema nao linear linearizavel por realimentacao pode ser

colocado na forma normal via transformagao e realimentacao de estado (Linearizagdo
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por Realimentagao). A principal razao de se trabalhar com esta classe de sistemas é que
a equacao de Riccati fornece uma CLF explicita. Entao, um controle exponencialmente
estabilizante é proposto utilizando a CLF exponencial e o método SDRE.

Neste capitulo também sera apresentado o controlador backstepping (Khalil 2002).
Backstepping é um processo recursivo que combina a escolha de uma funcao de Lya-
punov com o projeto de controle realimentado. Esta técnica garante forte propriedade
de estabilidade global.

Por fim, compara-se os controladores exponencialmente estabilizante (controlador

SDRE/EE) com o backstepping .

5.1 Estabilizacao de Sistemas no Conjunto Satis-

fatorio

5.1.1 Nocao Basica de Controle Satisfatorio

Nesta segao, apresenta-se o controlador satisfatorio desenvolvido por Curtis & Beard
(2001), que utiliza a teoria de decisao satisfatéria, apresentada em (Simon 1955, Go-
odrich, Stirling & Frost 1998), juntamente com Fungoes de Lyapunov de Controle

(Artstein 1983, Sontag 1983), definidas a seguir.

Definicao 5 (ver (Sepulchre, Jankovic € Kokotovié 1997)) Uma func¢ao V : R" —
IR, com derivadas de primeira ordem continuas (C?), é uma Funcdo de Lyapunov de

Controle (CLF) para o sistema
&= [f(z) + g(z)u (5.1)
se V(x) for definida positiva, radialmente ilimitada e se Ju
inf VI(f+gu) <0, (5.2)

para Vx # 0, onde V, = VV(z) .
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As CLFs podem ser construidas pela técnica de backstepping do integrador para sis-
temas com uma estrutura em cascata. Porém, encontrar uma CLF de forma sisteméatica

para um sistema nao linear é geralmente um problema em aberto.

Para o desenvolvimento do controle satisfatério, Curtis & Beard (2001) associaram
a nocao de seletividade a estabilidade e a nocao de rejeitabilidade com custo instantaneo

do controle.

Define-se a funcao seletividade como:

ps(u, ) = =V,I (f + gu), (5.3)

onde V(z) : R — IR. Esta func¢do é continua nao negativa para todo = (V(z) > 0)
com V' (0) = 0. Conclui-se entao que somente controladores estabilizantes fazem pg(u, )

positivo. Ja a fungao rejeitabilidade ¢ definida como:
pr(u, ) = I(z) + u’ Ru, (5.4)

onde R=R" >0el:R" — IR é uma fungao continua nao negativa Vz (I(z) > 0),
portanto, também tem-se p, > 0. Observe que [(x) penaliza o estado e R penaliza o

sinal de controle.

O controle satisfatério é baseado, ponto a ponto, na relagao custo-beneficio, em que
os beneficios sdo definidos em termos da funcao V' (z), que pode ser uma CLF (Curtis &
Beard 2001), e os custos refletem a penalidade do controle e do estado. Segue, abaixo,

a definicao do conjunto satisfatério.

Definigao 6 O conjunto satisfatério S(x,b) é definido como o conjunto de valores de
controle, tal que a seletividade € maior que a rejeitabilidade multiplicada pelo indice de

seletividade, isto é:
S(JZ‘, b) = {u € R™ :ps(u,l‘) > bpr(uax)}a

onde b > 0 € o indice de seletividade.
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Para as fungoes p; e p, definidas pelas equagoes (5.3) e (5.4), o conjunto satisfatério
sera:

S(x,b) = {u € R™: =VI(f + gu) > b(l(x) + u" Ru)}. (5.5)

Dada a definigdo do conjunto satisfatério S(z,b) (definigdo 6), qualquer sinal de
controle u(z) continuo em IR™ e pertencente a S(z,b) é considerado um controle satis-

fatorio, como apresentado na definicao abaixo.

Definigao 7 A lei de controle u=k(z), com k : IR" — IR™, € um controle satisfatorio

se:
1. S(x,b(x)) ndo € vazio para todo x € R";
2. k(z) € S(x,b(x)) para todo x € R™;
3. k € continuo em IR™.

Teorema 5.1 Se u = k(x) € um controle satisfatorio, entdo o sistema em malha

fechada & = f(z) + g(x)k(x) € uniformemente assintoticamente estdvel.

Prova: vide (Beard et al. 2001, Gouvéa 2004).

5.1.2 Controle Satisfatorio Robusto

Na secao 5.1.1 apresentou-se que todo controle satisfatorio garante estabilidade as-
sintotica. No entanto, a robustez da lei de controle satisfatorio nao foi considerada.
A robustez a perturbacgoes de entrada pode ser mensurada de varias maneiras, con-
tudo uma abordagem direta é realizada através do conceito de margem de estabilidade
em que se define a margem de alteracao do sinal de controle pela qual é garantida a

estabilidade do sistema. Esta definicao é formalizada a seguir:
Definicao 8 Uma lei de controle assintoticamente estabilizante, u = k(zx), tem mar-
gem de estabilidade (my, ms) onde

—1 <m; < my < o0,
se para todo o € (my,ms), u = (1 + a)k(x) também estabiliza o sistema assintotica-
mente.
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A margem de estabilidade é importante nas aplicagoes praticas. Em (Tsitsiklis &

1

Athans 1984), mostra-se que o controle 6timo tem margem de estabilidade [—3,

00).
Esta margem de estabilidade ¢ um dos principais motivos para se considerar a lei de
controle inversamente 6timo (Freeman & Kokotovi¢ 1996). Vé-se em (Sepulchre et

al. 1997) que todas as leis de controle baseadas na CLF (u = —k(z,V,)) satisfazendo

e u tem margem de ganho [—3, 00).

sao Otimas com relacao a funcao custo
J(z,u) = / (I(x) + k" R(x)k)dt, (5.6)
0

onde R(z) = RT(z) > 0el(x) >0 Vz, sendo V() a fungao de Lyapunov e z € R" o
estado do sistema. Sabe-se (Zubov 1966, Jacobson 1977, Sontag 1998) que o problema
de controle 6timo pode ser resolvido através da solucao da equagao de Hamilton-Jacobi-
Bellman. Dessa forma, uma lei de controle inversamente 6tima pode ser definida como

mostrado abaixo.

Definicao 9 Uma lei de controle u = k(x) que estabiliza assintoticamente o sistema
& = f(z) + g(x)k(x) € inversamente dtima se para todo x existir uma fungio V(x)
definida positiva e radialmente ilimitada, uma funcgdo l(z) > 0 e uma fungdo Z?(x) =
RT(z) > 0 tal que:

u=k(x)= —%R_IQTV;

minimiza a fung¢ao custo da equagdo (5.6), onde V(x) satisfaz a equagao de Hamilton-
Jacobi-Bellman

VI F@) + 1) — VT g(n) R (@)g (@)Vi = 0 (57)

para todo x.

Este resultado foi utilizado em (Curtis & Beard 2004) para representar o subconjunto

de S, chamado de conjunto satisfatério robusto.
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Definicao 10 O conjunto satisfatério robusto, S,.(z), € um conjunto de valores de

controle dependentes do estado definido como:
S.(z) = {k(z,v) € S(x) : VIgR™?*v < 0}, (5.8)

com |v| < 1. |

Observa-se que S, (z) ¢ um subconjunto de S(x) em que os valores de controle tornam
a derivada da fungao de Lyapunov mais negativa (Curtis & Beard 2004, Gouvéa 2004).
A proxima definicao mostra que qualquer controlador pertencente ao conjunto sa-

tisfatério robusto é denominado controle satisfatério robusto.

Definicao 11 Um controle satisfatdrio robusto, k.(x), € uma fun¢ao que satisfaz k,(0) =
0 e € localmente Lipschitz em IR™\{0}, tal que k.(z) € S.(x) para todo x diferente de

ZEero.

O teorema a seguir estabelece que todo controlador satisfatorio robusto é inversamente

6timo e determina a sua margem de estabilidade.

Teorema 5.2 Se k.(x) € um controle satisfatdrio robusto, entdo:
1. k. (x) tem margem de estabilidade de [—%,00);

2. k.(z) pode ser escrita da forma k.(z) = —

3. k.(x) € inversamente dtima.

Prova: Vide (Curtis & Beard 2004, Gouvéa 2004).

5.1.3 Projecao do Controlador SDRE no Conjunto Satisfatério

Com o intuito de projetar o controlador em S para algum z fixo, é necessario conhecer
a fronteira de S (denotado por 05).
Para encontrar 05, deve-se verificar que, a medida que o parametro b se aproxima

do infinito, a condigao de pertinéncia a S se torna
VIf+ Vigu<o. (5.9)

O teorema seguinte mostra que S é dependente unicamente do vetor g7 V.
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Teorema 5.3 Um controle arbitrdrio de valor u = —Bg* V, + & (com £(x) ortogonal
a gT'V, ) estd dentro de S se e somente se

Vo f

S 5.10
i V.Igg" V. (5.10)

Prova: Seja a condicao de pertinéncia em S

Vfo + Vngu <0

Vigu< =V!f.
Substituindo v = —3¢* V, + £, obtém-se
BV, 99" Va +V, g€ < =V, [.
Como & é ortogonal a g7 V,, o produto V.1 g £ = 0, logo

—B8Vlgg" V., < —VIf
VIS
> ——.
& VIggTV,
n

A restricio de 3 (parte de u que é paralela a g’ V,) pode ser visualizada geome-
tricamente na figura 5.1 (Curtis & Beard 2001). O conjunto satisfatério é a regiao
do espaco de controle, para todo x fixo, que contém todos os valores do controle que
atendam a condic¢ao da equagao (5.9). Também é um espago semi-aberto, limitado por
um hiperplano que ¢ perpendicular ao vetor g7 V.

A fronteira de Sk (0Sg) pode ser encontrada de forma anédloga a andlise anterior,
somente com a restricao adicional de que um valor de controle arbitrario ug em Sy

precisa satisfazer aug € S,onde o € [%, oo)

Teorema 5.4 Um controle arbitrdrio de valor u = —B3¢* V, + & (com &(x) ortogonal

a gV, ) estd dentro S se e somente se

(5.11)

G > max (0 2Vi | )

" VIggTV,
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Esta regific contem
todos os valores de

-3 controle que fazerm: TETL T— .......... .......... ..........
Vaziftau) negativa

-4

-5

FicurA 5.1: Conjunto satisfatorio no espaco de controle 2-D.

Prova: Primeiramente, nota-se que quando —ukg’V, > 0 (ou ugp = —B¢*V, + &
com 3 > 0), obtém-se, conseqlientemente, que a margem de estabilidade aumenta com
ganho infinito uma vez que —auhg”V, > 0 para qualquer o > 1. Assim, a condigio
requerida para aumentar a margem de estabilidade para um controle satisfatorio ro-
busto arbitrario reduz-se a tornar 3 > 0. A condigao sobre ugr para reduzir a margem

de ganho em 50% (assumindo que (> 0 ja foi satisfeito) pode ser dada por:

1
V;chvLinTguR <0

Vigur < —2VIf. (5.12)
Substituindo uzr = —Bg7 V, + £ em (5.12), obtém-se

—BV, gg" Vo + Vgt < —2V]'f.
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Como £ é ortogonal a g7 V,, o produto V.l g £ = 0, logo

—BVIgg"V, < —2VIf

2VIf
> — . 5.13
’ Vilgg" Ve (513)
As condigoes f > 0 e (5.13) implicam em (5.11). |

Portanto, Sk pode ser interpretada (ver figura 5.2 (Curtis & Beard 2001)) como
um hiperplano aberto que é perpendicular a —g”V, e que estd dentro de S (exceto

quando g7V, = 0, que é o ponto S = S = 0).

FiGuraA 5.2: Margem de ganho no espago de controle.

5.1.4 Realizacao da Projecao no Conjunto Satisfatério

Uma vez que a fronteira de S e Sg sao hiperplanos, realizar a projegao do controle SDRE
dentro destes conjuntos é relativamente simples. O teorema a seguir formaliza este

procedimento que garante estabilidade do sistema com o controle SDRE modificado.
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Teorema 5.5 Se usprge € um valor do controle SDRE arbitrdario e 3 é definido como

ViEgg™ V.’ '
entao, 3 > VITZT—;CW implica uspre € S. Caso contrdrio, o valor do controle
. V'S
UspRE = USDRE — (W -0+ 6) 9" Ve, (5.15)

¢ a projecao de usprg no conjunto satisfatorio, onde € € um numero muito pequeno.

Prova: (Curtis & Beard 2004) A primeira afirmagao segue diretamente do Teorema
5.3. A segunda afirmativa vem do Teorema da Projecao.

O teorema 5.5 fornece um método construtivo para a projecao de um sinal de con-
trole SDRE arbitrario no conjunto satisfatério S (com algum erro € predeterminado).
Uma operacao similar pode ser realizada para projetar um sinal de controle no
conjunto satisfatorio robusto Sy, se caracteristicas de desempenho como robustez a

pertubagoes de entrada e otimalidade inversa sao desejadas.

Teorema 5.6 Se usprg € um valor do controle SDRE arbitrdrio e B € definido como

T T
_ Uspred Vo

= , 5.16
’ Vg™V, (5.16)
entdo, 3 > max (O, %) mmplica uspre € Sr. Caso contrdrio, o valor do controle
2VT
USpRE = USDRE — (max (0, VQCTTTJCV;) - B+ e) q'V,, (5.17)

¢ a projecao de uspre no conjunto satisfatorio robusto, onde € € um niumero muito

pequeno.

Prova: (Curtis & Beard 2004) A primeira afirmagao segue diretamente do Teo-

rema 5.4. A segunda vem do Teorema da Projecao.
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5.2 Estabilizacao Exponencial

Nesta secao sera discutida a estabilizacao exponencial de sistemas realimentados com
o controlador SDRE. Como ja foi dito, na se¢ao 3.1, o controlador SDRE nao garante,
a priori, estabilidade global em malha fechada. Na secao anterior foram vistos alguns
resultados sobre a andlise de estabilidade e a estabilizacao assintotica de sistemas com
controle SDRE através da projegdo no conjunto satisfatério (controle satisfatério).
Nesta se¢ao define-se o conceito de CLF exponencial tendo em vista a possibilidade de
encontrar uma lei de controle que garanta estabilidade exponencial e global do sistema

a partir de uma lei de controle SDRE.

5.2.1 Sistemas com CLF exponencial

Seja um sistema invariante no tempo
T = f(z,u), (5.18)

onde z € IR", u € R e f(0,0) = 0. Deseja-se projetar uma lei ¢(z) para a varidvel de

controle u tal que o ponto de equilibrio x = 0 do sistema em malha fechada

&= f(z,¢(x)) (5.19)

seja globalmente exponencialmente estavel. Para tal, deseja-se encontrar uma candi-
data a fungao de Lyapunov V' (z) tal que sua derivada ao longo das trajetérias de (5.19)

satisfaca
LoV

V= %(m)f(a:,gb(x)) < —aV, Vz #0, (5.20)

sendo para uma « constante positiva. Se existir uma V' (x) e um « que satisfacam (5.20),

diz-se que o sistema possui uma CLF exponencial, conforme formalizado a seguir.

Definicao 12 Seja um sistema invariante no tempo

onde x € R", u € IR e f(0,0) = 0.
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Uma funcao suave, positiva definida e radialmente ilimitada V : IR® — IR, é

chamada Fungao de Lyapunov de Controle Exzponencial (CLF exponencial) se

inf {a—v(;v)f(x,u)} < —aV, Vz #0, (5.22)

uelR Ox

onde « € uma constante positiva.

[ |
Para sistemas afins no controle,
&= f(z) +g(z)u, f(0)=0, (5.23)
a desigualdade (5.20) torna-se
. oV oV
V(z) = a—xf(x) + 8—xg(:v)¢(x) < —aV. (5.24)

Se V(z) é uma CLF exponencial para (5.23), entdo uma lei particular de controle

exponencialmente estabilizante ¢(x), suave para todo = # 0, é dada por

(L1@)+av)+/(3Ls@+ar ) +(5e@)" oy

u=(z) = a9 ’ (5.25)
0 ,%—‘;g(m) =0.
Deve-se notar que (5.24) é satisfeita somente se
oV o)
ou seja,
oV

Neste caso pode-se afirmar, pelo lema da comparagao (Khalil 2002), que V() de-
cresce exponencialmente. Entretanto ainda nao se pode concluir a respeito da estabi-
lizacao exponencial do sistema.

O teorema a seguir mostra as condi¢oes na CLF para existir u que estabilize expo-

nencialmente o sistema.
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Teorema 5.7 Considere um sistema nao linear
i = f(z) + g(o)u, (5.28)

onde x € R", u € IR, x = 0 € o ponto de equilibrio para w = 0 e D C IR™ € um
dominio contendo a origem. Suponha que o sistema tem uma CLF exponencial V (x)

continuamente diferencidvel tal que
Wi(z) < V(z) < Wy(z), (5.29)

Ve € D onde Wi(x) e Wa(x) sao fungoes definidas, continuas e positivas no dominio

de interesse D e
Wl(d/’) > ]{?1 ”ZL’”C, WQ(ZL‘) < kg ||.Z'||c , ]{?17 kg, c > 0. (530)

Entao existe um controle u que estabiliza exponencialmente o sistema nao linear para

todo x € D.
Prova: Seja a derivada de V' (z) ao longo das trajetérias de (5.28)
Viz) = V' (@) + Vi g(z)u. (5:31)
A lei de controle (5.25) satisfaz a desigualdade (5.24), portanto
V(z) < —aV. (5.32)
Utilizando o lema da comparagao (Khalil 2002) na equacao (5.32), obtém-se
V(t) < e @V (0). (5.33)
Pela hipdtese (5.29), tem-se

(1) V(z) < ks [z]*

(if) V() = Ky |=[*
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Reescrevendo o item (ii) em termos de |z|, obtém-se

wns(vﬁﬁ); (5.3

Utilizando a equacao (5.33), tem-se

lz] < (#j/m)) (5.35)

o=

Pelo o item (i), tem-se

1

—(ozt)k C\ ¢

] < (e 2”96(0)”) . (5.36)
1

Assim, a estimativa do transitério é dado por

1

el < (2) e 9 ol (537)

Portanto, o estado do sistema decai exponencialmente a zero. Entao, a origem é

exponencialmente estavel.

|
Se V(x) e Wi(x) forem radialmente ilimitadas, o sistema ¢é globalmente exponenci-

almente estével.

5.2.2 Sistemas Nao Lineares na Forma Normal

Nesta secao, examina-se o caso de sistemas que podem ser levados a forma normal via
transformacao e realimentacao de estados. A principal razao de se trabalhar com tais

sistemas é que a equacao de Riccati fornece uma maneira construtiva para obter uma
CLF.
5.2.2.1 Motivacgao

Para introduzir a forma normal utiliza-se o modelo de um péndulo atuado (Khalil 2002)

T = x
! ? (5.38)

Ty = —a[sen(r; +9)— send| — bry + cu.
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onde a = g/l, b = k/m, ¢ = 1/mi* [ é o comprimento da haste, m ¢ a massa do
péndulo, k é coeficiente de atrito e  é o angulo que deseja-se estabilizar o péndulo.

E facil ver que se introduzir uma nova variavel de controle v através da substituicao
a v
u = —[sen(x; +0) — send] + — (5.39)
c c
cancela-se o termo nao linear af sen(z; + J) — send]. O sistema resultante é dado por

I"l = I3
(5.40)
j?g = —b.TQ +v.

Na realidade a substituigao (5.39) corresponde a fazer uma realimentagao de estados
que torna o sistema linear (linearizac¢ao por realimentagao). Desta forma, o problema
de estabilizacao de um sistema nao linear é reduzido ao problema de estabilizacao de

um sistema linear controlavel.

Utilizando a lei de controle por realimentacao de estados linear
v = —k'll'l — kg&?g (541)

para alocar os polos do sistema em malha fechada nos valores desejados, tem-se

T = Ty
(5.42)
.7‘:32 = —/{71371 — (k’z + b)x2
Logo, o sistema sera estavel para valores de k; e ky apropriados.
Portanto, a lei de controle por realimentacao de estados é dada por
a 1
u = —[sen(x; + ) — send] — — (k11 + kaxs). (5.43)
c c

Contudo, nao espera-se que seja sempre possivel obter um cancelamento das nao
linearidades de maneira simples para o caso geral. Na realidade, o cancelamento s6 é
possivel se o sistema satisfazer certas propriedades estruturais. O cancelamento por
uma subtrac¢ao de um termo nao linear d(z) ocorre quando o sinal de controle u e a ndo

linearidade d(z) aparecem somados na forma u + d(z). Para cancelar por divisdo um
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termo nao linear y(z), o sinal de controle u e a nao linearidade y(x) devem aparecer
como um produto y(z)u. Se a matriz y(x) é ndo singular no dominio de interesse, entao
esta pode ser cancelada por u = 3(x)v, onde 3(x) = v~ !(z) é a inversa da matriz v(x).
Conseqiientemente, o sistema nao linear é linearizado por realimentacao e a equagao

de estado passa a ter a seguinte estrutura, denominada Forma Normal

& = Az + By(a)[u — d(z)], (5.44)

onde x € R", u € RP; Aénxn, Bénxp,eopar (A,B) é controlavel, a funcao
d(z) : IR" — IRP e y(z) : R™ — IRP*P s@o definidas no dominio D C IR"™ que contém a
origem, e a matriz y(z) é nao singular Vz € D.

Para linearizar o sistema (5.44), pode-se utilizar a seguinte lei de controle

u=d(z)+ [(z)v, (5.45)

onde B(z) = v 1(x).

Substituindo (5.45) em (5.44), obtém-se o seguinte sistema:

& = Az + Bu. (5.46)

Finalmente, para estabilizar o sistema (5.46), projeta-se v = —Kx, de forma que A —

BK seja Hurwitz, o que é sempre possivel devido a hipotese do sistema ser controlével.

A lei de controle nao linear final é

u=d(x)— p(x)Kz.

Suponha-se que a equagao de estado nao linear ndo tenha a estrutura (5.46). Mesmo
assim pode-se eventualmente tentar linearizar o sistema via realimentacao lembrando
que as variaveis de estado podem ser transformadas obtendo-se uma nova representacao
de estado. Resumindo, deseja-se descobrir as condi¢oes para que um sistema nao linear

possa ser levado a forma normal (5.44), utilizando uma mudanga de variaveis

z=T(x). (5.47)
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Definicao 13 Um sistema nao linear
T = f(z)+ G(x)u, (5.48)

onde f : D — R" e G : D — IR" sao suficientemente suaves em um dominio de
interesse D C IR™, € dito linearizdavel por realimentacao se existir um difeomorfismo
T:D — R" tal que Dz =T (D) contém a origem e a mudan¢a de varidveis z = T'(x)

transforma o sistema (5.48) na forma
&= Az + By(z)[u — d(z)] (5.49)
com (A, B) controldvel e v(x) ndao singular para todo x € D.

5.2.2.2 Transformagao para a Forma Normal

A seguir, serd apresentada uma condi¢cao necessaria e suficiente para que um dado
sistema possa ser levado a forma normal. Para isso, serao introduzidos alguns conceitos

bésicos necessarios para o entendimento do teorema correspondente.

Definigao 14 Seja h: IR" — IR uma func¢ao escalar suave e f : IR™ — IR™ um campo
vetorial suave no R™. Entao, a deriwada de Lie de h com respeito a f ou ao longo de

f € uma funcao escalar definida por
oh
Lih(z) = %f(a:) (5.50)

Esta € a nogao familiar da derivada de h ao longo das trajetdrias do sistema & = f(x).
A sequinte notacdo € conveniente quando se repete o cdlculo da derivada com res-

peito ao mesmo vetor de campo. Por exemplo,

Lih(z) = h(z)

b)) = LyLgh(a) = 220y
" - O(Ly'h)
Lih(x) = LyLy h(z) = 0

Analogamente, se g € outro campo vetorial, a derivada de Lie pode ser calculada com
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0 novo campo vetorial
A(Lsh
L,Lsh(z) = (a;: )g(as). (5.51)

Definicao 15 Considere-se o sequinte sistema nao linear

T = f(z)+g(x)u (5.52)

y = hz).
O sistema (5.52) possui grau relativo p, 1 < p < n, na regiao Dy C D se

LyLih(x) =0, i=1,...,p—1
LeL5 'h(z) #0

para ¥Yx € Dy.

Segue a seguir a defini¢ao da operagdo denominada colchete de Lie (Dubrovin, Fomenko

& Novikov 1984).

Definicao 16 Sejam f e g dois campos vetoriais em D C IR™, o colchete de Lie

[f,g] € um outro campo vetorial definido por

5,0 = 52 ()~ oLgla) (5.53)

onde 22 ¢ 9L sio matrizes jacobianas.
ox ox

O colchete de Lie [f,g] é comumente escrito como adsg(x), onde ad significa
adjunto.

Colchetes de Lie repetidos podem ser definidos recursivamente por

adyg(z) = g(x)

adsg(z) = [f,gl(x)
adig(z) = [f, ad’}’l(q:)], k>1.
Definigao 17 Um conjunto de campos vetoriais { f1, fa, ..., fm} € dito involutivo se

82



e somente se existem funcgoes escalares o : IR™ — IR tais que

flaf] Zaz]k fk VZ,] (554)

Involutividade significa que o colchete de Lie formado por qualquer par de campos
vetoriais do conjunto {fi, fo,..., fm} pode ser expresso como uma combinagao linear
desses mesmos campos vetoriais.

O teorema que se segue fornece condicoes necessarias e suficientes para a solucao

de equagoes diferenciais em derivadas parciais (EDP) de primeira ordem.

Teorema 5.8 (Frobenius) Sejam fi, fo, -, fr um conjunto de campos vetoriais line-
armente indepedentes. Este conjunto € completamente integrdavel se e somente se for

mvolutivo.

Definicao 18 Considere os campos vetoriais fi, fa, ..., fr em D C IR™. Seja

A(x) = spand{ fi(z), fo(z), ..., fr(x)} (5.55)

o sub-espaco do IR™ gerado pelos vetores de fi, fa,..., fr para todo x € D fixo.
colegdo de todos os espagos vetoriais A(x) para cada x € D é chamada distribuigdo,

sendo referida por

A(z) = span{ f1, fa, -, fi}- (5.56)

A dimensao de A(x), definida por

dim(A(x)) = posto|fi(x), fao(z), ..., f(z)] (5.57)

pode variar com x, mas se A(x) = span{fi, fa, ..., fx}, onde fi(z), fo(),..., fu(x)
sao linearmente independentes para todo x € D, entdo dim(A(x)) =k, Yo € D. Neste

caso, é dito que A(x) é uma distribui¢dao nao singular em D, gerada por fi, fo, ..., fx.

Definicao 19 Uma distribuicaio A € involutiva se

g1EAeg €A=[g1,9)] €A. (5.58)
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Se A € nao singular em D, entao A ¢é involutiva se e somente se

Os sistemas que atendem ao teorema abaixo podem ser levados a forma normal (Khalil

2002).

Teorema 5.9 O sistema & = f(x)+ g(x)u pode ser transformado na forma normal se

e somente se existir um dominio Dy C D tal que
1. A matriz G(z) = [g9(x), adsg(z), . .. ,ad?’lg(m)] possui posto n para Vx € Dy;

2. A distribuicao D = span{g(x), adsg(x), ... ,ad?”g(m)} ¢ involutiva em Dy.

Teorema 5.10 Considere o sistema nao linear (5.52), e suponha que ele possua grau
relativo p =n em D, entao Vx € D, existe uma vizinhangca N de xq tal que o mapea-

mento

h(zx)
Lyh(x)

I Ll;_lh(x)

restrito a N, € um difeomorfismo em N. As funcgoes y(x) e d(x) sao determinadas

~L/h(x)

5.60
LgLfrl (5.60)

(@) = Lyl e d(z) =
em termos de f, g e h

Para ilustrar o uso dos teoremas 5.9 e 5.10 serd apresentado um exemplo a seguir.
Exemplo 5.1 Considere o sequinte sistema

i = -2tz
' b (5.61)

Z[:QZU.
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Calculando o colchete de Lie do sistema (5.61), obtém-se

B ~1
adfgz[f,g]z—a—i =1, | (5.62)

Sendo

0 -1
G(x) = [g,adsg] = : (5.63)
1 0

onde o posto(G) = 2, Vo € R2. A distribuicio D = span{g} ¢ involutiva. Desta
forma, as condicoes do teorema 5.9 sdo satisfeitas no dominio Dy € IR?. Para achar
a mudanga de varidveis que transforma o sistema na forma normal, deve-se encontrar

h(z) que satisfaca

o Jhg=0;
o« 25 £ 0;
e h(0)=0.

Da condigao %g =0, tem-se

Logo, h deve ser independente de xo. Portanto,

oh
L¢h(z) = a—xl(x% — 5 + ). (5.65)

A condicao
O(Lgh)  O(Lgh)  Oh
or 7 Ory  Om (5.66)

¢ satisfeita no dominio Dy por qualquer escolha de h, para a qual (§—£ #0). Escolhendo

h(z) = x1, tem-se a sequinte transformacgdao de varidvel

h(zx) )
Lsh(x) 22 — 23 + T
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Reescrevendo o sistema com as novas varidveis

21 = 29
(5.67)
Zy = 22129 — 32829 + u,

este € levado a forma normal.

5.2.2.3 Projeto do Sinal de Controle Exponencialmente Estabilizante

Nessa se¢ao, mostra-se que o sistema na forma normal tem uma CLF exponencial dada

pela equacgao de Riccati, como enunciado no teorema a seguir.

Teorema 5.11 Considere-se um sistema nao linear representado na forma normal
&= Az + By(z)[u — d(x)]. (5.68)

onde v € R™, u € RP;, A € R™™, B € R"™P, as fungoes a(x) : R* — TRP e
v(x) : R™ — IRP*P sdo fungdes definidas num dominio D que contém a origem e a
matriz y(z) € nao singularVx € D. Se Py € a solu¢do da equagao de Riccati para o par
(A,B) e @ < A\pin(Q), sendo a a taxa de decaimento exponencial de V' e @ a matriz

de penalidade da equacao de Riccati. Entao,
V =a2' Py (5.69)
¢ uma Fungao de Lyapunov de Controle exponencial (CLF exponencial) com coeficiente

Q.

Prova: Considere-se o sistema na forma normal e
V =27 Py, (5.70)

onde P, é a solugdo da Equagao de Riccati para o par (A,B). Nota-se que A nao é
necessariamente uma matriz Hurwitz.

A funcao quadratica V' é uma CLF exponencial se existir um sinal de controle u tal
que

V < —aV. (5.71)
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A derivada de V ao longo das trajetdrias de (5.68), definida por V, é dada por
V = 2T (PyA+ AT Py)x + 227 PyBry(z)[u — d(z)]. (5.72)

Substituindo a equacio de Riccati (AT P+PA—PBR'BTP = —Q) em (5.72), obtém-
se

V = —2"Qx + 2" P,BR' BT Pyx + 22" PyBry(z)[u — d(z)]. (5.73)

Analisando a equagao (5.73), verifica-se que quando 27 PyB = 0,
V= —2TQu.
Pela desigualdade de Rayleigh
V < =i (@) 2], (5.74)

logo, para atender a condigao (5.71), deve-se ter

a < Amin(Q). (5.75)

Note-se que é preciso que ) > 0 para a condi¢ao acima ser atendida. Considerando-se

2T PyB # 0 e satisfazendo a condigao (5.71), um sinal do controle u possivel seria

0 V< —aV
u = 1 i i o i (5.76)
el sz_f‘TVp;ERIiolﬁpof Bor) B Pos d(z) ,V>-—aV.

Portanto, existe um sinal de controle que atende a condigao (5.71). Entao, V' é uma

CLF exponencial. |

Apresenta-se no préximo teorema a estabilizacao exponencial de sistemas na forma

normal com controle SDRE.

Teorema 5.12 Considere-se o sequinte sistema nao linear na forma normal

&= Az + By(z)[u — d(x)]. (5.77)
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Seja a sequinte lei de controle modificada

USDRE ,V* < -« Hx”2
u = (5.78)

uspre + Au 7V* > —« ||x|]2,

onde uspre € o controle SDRE, V = T Pyx ¢ uma CLF exponencial, V* ¢ a derivada

de V com u = usprg €

() (7" +alal’) B A

Au =
Y 927 P, BBT Py

(5.79)

Suponha que o < Apin(Q) e Q > 0 entdo, o sistema realimentado € globalmente expo-

nencialmente estdvel para todo x € R™ com V < —a|z|*.

Prova: Como V é uma CLF exponencial pelo teorema 5.11, sabe-se que existe um

sinal de controle que

V < —aV. (5.80)
Utilizando u = ugprr na equacao (5.73) e denominando V como V*, tem-se
V* = —2"Qz + 2" PyBR_, BT Pyx 4 227 PyB~(x)[uspre — d(z)]. (5.81)
Analisando a equagao (5.81), verifica-se que quando z7 PyB = 0

V' = —2"Qu + 2T PyB[R_B" Pyx + 2v(2)(uspre — d(z))]

= —2'Qu.
Pela desigualdade de Rayleigh
V* < = Xin(Q) 2], (5.82)
logo, para atender a condigao (5.71), deve-se ter

& < Amin(Q). (5.83)
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Quando 27 PyB # 0 e a condicdo (5.71) ndo é satisfeita, acrescenta-se uma parcela
ao sinal do controle u de tal forma que V* < —a ||x||2, ou seja, U = usprr + Au.

Substituindo o sinal de controle 4 na equagao (5.73), obtém-se
V =V*+2:TPyBy(2)Au < —a |z, (5.84)

onde o termo Awu é obtido ao coloci-lo em evidéncia na equagao (5.84), como segue,

26T PyBy(z)Au < —(V* + o)
e < OGO b o) B R
- QI‘TP()BBTP()ZE ’

garantindo que V' < —aV. Pelo lema da comparacio (Khalil 2002) o sistema realimen-

tado é exponencialmente estavel. [ |

5.2.3 Controle Exponencialmente Estabilizante

Para calcular o controlador SDRE com estabilizagao exponencial, denominado controle
SDRE/EE, é necessario encontrar uma CLF exponencial para o sistema. Portanto, se
o sistema estiver na forma normal a CLF exponencial é dada por V = 27 Pyz onde B,

é a solucao da equagao de Riccati para o par (A,B) da forma normal.

Proposicao 1 Se existir um difeomorfismo T : D — IR", tal que D, = T (D) contém
a origem e a mudanga de varidveis z = T(x) transforma o sistema na forma normal,
entio V = 2T Pyz é também uma CLF exponencial para a representacdo original onde

Py a solugao da equagao de Riccati para o par (A,B) da forma normal.

|
Prova: Como ja foi mostrado no teorema 5.11, o sistema escrito na forma normal
= Az + Bu,u=~""(2)[u—d(2)], (5.85)
tem uma CLF V = 27 P,z e sabe-se que

V(z) < —aV(2). (5.86)
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Escrevendo V(z) em funcao de x (z=T(x)), obtém-se
V(T(z)) = T(z)" P,T(x), (5.87)
derivando V(T'(z)) em relagdo ao tempo

V(z) =V(T(z)) < —aV(z) = —aV(T(z)). (5.88)

V(z) < —aV(z), (5.89)

sendo uma CLF para a representacao original. |

A CLF é calculada com as variaveis de estado do sistema original da seguinte forma
V =T(z)" PyT(x), (5.90)

e sua derivada no tempo é

V =2T(z)T R VT (). (5.91)

Entao, o controle SDRE com estabilizagao exponencial (SDRE/EE) é um tipo de con-
trole cujo os parametros sao determinados para todo intervalo de controle utilizando o

método SDRE. O procedimento para o calculo do controle é resumido a seguir.

1. Represente o sistema com realimentacao estrita na forma normal z = Ayz +

Bny(x)[u — d(x)] através da transformacao z = T'(z);
2. Calcule P, para o par (Ay, By);
3. Represente o sistema na forma pseudolinear & = A(z)x + B(z)u;

4. Resolva a Fquagao de Riccati Dependente do Estado para obter a P(x) a partir

da forma pseudolinear;
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5. Construa o controle SDRE/EE

USDRE V< —aV
USDRE/EE = . (5.92)
uspre +Au V* > —aV,

onde ugprg é o controle SDRE, V = T(z)T'PyT(x) é uma CLF exponencial,
V = 2T(z)T P,VT(x)&, V* é a derivada de V com u = ugprp €

= (V"4 aV) B'VIT(2) T (z)
- 2T(2)TRyVT (2) BBTVTIT (2) PyT ()

Au (5.93)

com @ < Apin(Q).

A seguir, sera apresentado o método do Backstepping que também garante estabi-
lidade ao sistema realimentado. Em seguida, controle SDRE/EE é comparado com o

backstepping através de alguns exemplos.

5.3 Meétodo do Backstepping

Considere-se o seguinte caso especial de backstepping do integrador para sistemas nao

lineares:

o= f(n)+gm)e (5.94)
£ = u, (5.95)

onde [nT,&]T € IR™™ é o estado e u € IR é a entrada do controle. As funcoes f: D —
IR" e g : D — IR" sao suaves no dominio D C IR™ que contém n =0 e f(0) = 0.

O objetivo deste método é projetar um controle em malha fechada que estabiliza a
origem do sistema, assumindo que f e g sao funcoes conhecidas.

Este sistema pode ser visto como uma ligagao em cascata de dois subsistemas, como
mostrado na figura 5.3. O primeiro subsistema é a equagao (5.94), onde £ é a entrada.
O segundo subsistema é o integrador da equagao (5.95). Suponha-se que a equagao

(5.94) do sistema possa ser estabilizada por uma lei de controle suave por realimentagao
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~—

9(n) | / —-

F1icurA 5.3: Representacao em diagrama de blocos do sistema representado pelas
equagoes (5.94)—(5.95).

de estado £ = ¢(n), com ¢(0) = 0. Deste modo, a origem de

n=fmn)+gnomn) (5.96)

¢ assintoticamente estavel. Suponha-se ainda, que se conhece uma fungao de Lyapunov

V(n) (suave, positiva definida) que satisfaz a inequagao

ov

ool + 9] < =W (), ¥y € D, (5.97)

onde W (n) é uma matriz positiva definida. Somando e subtraindo g(n)¢(n) no lado

direito da equagao (5.94), a representacao equivalente a seguir é obtida

no= [f(n)+gmen)]+agn)E— o) (5.98)
£ = u (5.99)

e representada na figura 5.4.

A mudancga de variaveis
z=§—¢(n) (5.100)
resulta no sistema

o= [f(n)+gmem)]+gn)z (5.101)
i o= u—o, (5.102)
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— [ " o) |~ D— [ —

fe)+ 9(-)¢(-)}—

F1cURA 5.4: Representacao em diagrama de blocos do sistema representado pelas
equagoes (5.94)-(5.95) introduzindo o termo —¢(n).

e representado figura 5.5.

u 2 n

~6f>~ [ o) / -

FC) +9()8()

FiGURA 5.5: Representacao em diagrama de blocos do sistema representado pelas
equagoes (5.94)—(5.95) com ”backstepping "do termo —¢(n) através do
integrador.

Observando as figuras 5.3, 5.4 e 5.5, nota-se que a varidvel —¢(n) é deslocada para
a entrada, caracterizando o backstepping através do integrador. Desde que as funcoes

f, g e ¢ sejam conhecidas, a derivada gb pode ser computada usando a expressao

b= g—jmn) ) (5.103)

Considerando v = u — ¢ em (5.102), o sistema é reduzido & conexao em cascata
o= [f)+gmom] +g(n)z
z = v
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que é similar ao sistema descrito pelas equagoes (5.94)—(5.95), com a diferenga de
que agora o primeiro subsistema tem uma origem assintoticamente estavel quando a
entrada é zero. Esta caracteristica sera explorada no projeto de v para estabilizar todo

o sistema. Escolhendo

Vil ©) = Vi) + 52

como uma candidata a fungao de Lyapunov, obtém-se

Vi, &) = —[f(n) +gm)en)] + —Vg(n)z + zv

Escolhendo
ov

o (n) —kz, k>0 (5.104)

resulta na expressao

V. < —W(n) — kz*

que mostra que a origem (n = 0,z = 0) é assintoticamente estdvel. Desde que ¢(0)

seja igual a zero, conclui-se que a origem (n = 0,£ = 0) é assintoticamente estavel.

Substituindo v = u — ¢, z = & — o(n) e b = g—‘s[f(n) + g(n)€] na equagdo (5.104),
obtém-se a lei de controle por realimentacao de estado

0¢ ov

== - — — k[€ — : 5.105

=5 [f(n) + 9(n)¢] an (n) = k[§ — ¢(n)] (5.105)

O controlador descrito pela equagao (5.105) é denominado controlador backstepping .

Se todas as hipdteses forem verdadeiras e V() for radialmente ilimitada, conclui-se

que a origem ¢ globalmente assintoticamente estavel. Essas conclusoes serao resumidas

no proximo lema.

Lema 5.1 Considere-se o sistema descrito pelas equacoes (5.94)-(5.95). Sendo ¢(n)
uma lei de controle de realimentacao de estado estabilizante para a equagdao (5.94) com
#(0) = 0, e sendo V(n) uma fungdo de Lyapunov cuja derivada satisfaz (5.97) onde
W(n) € uma fungdo positiva definida. FEntdo, a lei de controle de realimentagdo de

estado (5.105) estabiliza a origem de (5.94)-(5.95), com V(n) + [€ — ¢(n)]?/2 sendo
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a fungao de Lyapunov. Além do mais, se todas as hipéteses forem verdadeiras e V(1)

for radialmente ilimitada, a origem € globalmente assintoticamente estdvel.

5.4 Exemplos

5.4.1 Comparacao entre Backstepping e SDRE
Considere-se o seguinte sistema

¥ = -4z
' o (5.106)

Z;QZU

que estd na forma (5.94)—(5.95) com n = 1 e £ = x9. Deseja-se encontrar uma lei de

controle xo = ¢(z1) que estabiliza o sistema escalar
1:1 = I% — l‘? + X9
na origem. Utilizando a seguinte lei de controle
Ty = (1) = —x] — 14,
cancela-se o termo nao linear 23 e obtém-se
ZL’.l = —T1 — ZE?
Seja a funcao de Lyapunov V(z;) = z7/2 e sua derivada

V=—2?—at<—2) ¥V, eR.

Assim, a origem de 77 = —x; — 2% é globalmente exponencialmente estével.

Para realizar o backstepping em ¢(x1), utiliza-se a seguinte mudanga de varidveis

7 = Ty — P(11) = T2 + 1 +1’%:
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transformando o sistema na forma

1:1 = —.171—1'?—1—22
Zy = u+ (1+2x) (=11 — 25 + 29).

Utilizando

1 1
Ve(r) = §Ii + 525

como uma composicao das fungoes de Lyapunov, obtém-se

‘/C(l') = Il(—fL’l - .T? + 22) + ZQ[U + (]. + 21’1)(—371 - Z':ls + 22)]

= —af — a2l + e+ (1+20) (-2 — 28 + 2) +ul.

Escolhendo-se

U =—-—r — (]. -+ 21’1)(—1’1 — I? + 22) — 29
tem-se
V= —a? — 2t — 22,

Consequentemente, a origem é assintoticamente estavel.

Para calcular o controle SDRE é necessdrio escrever o sistema na forma linear
dependente do estado (& = A(z)z + B(x)u), obtendo-se
v — a2 1 0

X = X + u, (5.107)
0 0 1

onde X = [z; z]7 Os valores dos parametros da Equacido de Riccati dependente do
estado sao ) = I, e R = 1. Observando a figura 5.6 é possivel verificar que nesse caso
os dois controladores apresentam um desempenho praticamente idéntico com relagao
ao tempo de estabilizacao. Na figura 5.7(a), pode-se observar que a amplitude do sinal

de controle é praticamente a mesma.

Modificando-se os parametros () e R do controlador SDRE, conforme a tabela 5.1,
e simulando o sistema novamente, é possivel observar na figura 5.8, que o contro-

lador SDRE apresenta um tempo de estabilizacao menor. Verifica-se que com uma
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— SDRE
0.2 STERR N — - Backstepping
4 > ~
01p RN
o RN
o S
or N~
—0.1H
-0.2 1 1 1 1 1 1 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s)

F1GUrA 5.6: Comparagao do controlador backstepping com o controlador SDRE apli-
cado ao sistema (5.106): estados do sistema.

Plano de fase
02r B . 12r

— SDRE
—_Backstepping
02
04l

—o6l

controle

—osl

i
‘
el — SDRE
) —Backstepping

(A) Sinal de controle. (B) Plano de fase.

FicuraA 5.7: Comparacao do controlador backstepping com o controlador SDRE apli-
cado ao sistema (5.106).

TABELA 5.1: Novos parametros do controlador SDRE utilizados na simulagao do sis-
tema (5.106)

’Parémetro‘ Valor ‘

2 0
Q 01
R 0.3
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simples mudanca nos parametros do controlador SDRE, obtém-se uma convergéncia

mais rapida dos estados, sem representar um aumento no sinal de controle (ver fi-

gura 5.9(a)). Entretanto, apenas o controlador backstepping garante a estabilidade do

sistema realimentado.

031
0.2 PSRN

0.1F <

x1

-0.2 I 1
0

— SDRE
— - Backstepping

1.2r-

FicurA 5.8: Comparagao do controlador backstepping com o controlador SDRE apli-
cado ao sistema (5.106) com os parametros da tabela 5.1: estados do
sistema.

05

controle

— SDRE
—_Backstepping

(A) Sinal de controle.

Plano de fase

— SDRE
—_Backstepping

2 L L L L \
<02 -015  -01  -005 0 0.05 01 0.15 02 0.25
x2

(B) Plano de fase.

FiGurA 5.9: Comparagao do controlador backstepping com o controlador SDRE apli-
cado ao sistema (5.106) com os parametros da tabela 5.1.
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5.4.2 Estabilizacao Exponencial de Sistemas com Realimentacao

Estrita Usando Controle SDRE

Nessa subsecao, sera apresentada uma forma de obter a estabilizacao exponencial de
plantas como o sistema (5.106) com o controlador SDRE.

Considere o seguinte sistema nao linear com realimentacao estrita (strict-feedback)

i1 = folz1) + go(w1)w2
iy = fi(z1, v2) + g1 (21, 72)73
iy = folz1,22,73) + g2(21, T2, T3) T4
(5.108)
o1 = frio1(z1, 22, k) + ge1 (21, Xa, -, Tho1) T,
= felry,zo, .. xk) + ge(T1, T2, o TR)U

onde x € IR* e f; até f, tendem a zero na origem. A razao para referir-se ao sistema
como uma realimentacao estrita é que a nao linearidade de f; e ¢g; na equacao ;

(1=1,...,k) depende somente de z1,...,z;. Assume-se que

gi(z1,...,x;) #0, para 1l <i<k (5.109)

no dominio de interesse.
Considerando a saida do sistema como sendo h(z) = x1, pode-se verificar que o grau
relativo da entrada u para a saida h(z) é igual a k. Neste caso, existe uma mudanga

de variaveis que transforma o sistema na forma normal

&= Ax + By(z)[u — d(x)] (5.110)

Este resultado pode ser formalizado na proposi¢ao que se segue.

Proposicao 2 Considere o sistema nao linear com realimenta¢do estrita (equagdo
(5.108)) e suponha que existe um mapeamento suave h(z) : R™ — IR que represente
a saida do sistema. Se h(x) for definido por h(zx) = x1, entdo o sistema (5.108) tem

grau relativo p = k.
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Prova: O sistema (5.108) pode ser representado na seguinte forma

fo(z1) + go(z1)z2 0
T = + U
ooz xkm1) + geea(z1, oo )T 0
i fk($17$2;-~,9€k) | i gk($1,$2>~-;xk) i

Calculando a derivada de Lie para o sistema acima com h(x) = 1, obtém-se

LeLi'h(z) =0, i=1,...,k—1;

LyL 'h(z) #0

Entao o sistema possui grau relativo k£, uma vez que u aparece na k-ésima derivada
de Lie. Entao, pode-se concluir a partir do teorema 5.10 (Khalil 2002) que o sistema

pode ser representado na forma normal (5.110) e existe uma transformacao z = T'(z)

h(z)
Lyh(z)

I L];_lh(x)

que leva o sistema a forma normal (5.110) onde

LI e d(e) = M) 5.111
(@) = Lyl e dlz) = — (5.111)
9=f

m

A seguir, um exemplo sera apresentado para exemplificar a transformagao do sis-
tema com realimentacao estrita para a forma normal.

Considere o sistema (5.106) descrito na subsecao 5.4.1

P o= 22— 4x
! o (5.112)

Z[:QZU
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que esta na forma (5.94)—(5.95). Deseja-se levar o sistema (5.112) para a forma normal

com a seguinte matriz de transformagao

h(x T
z=T(x)= (z) = !
L¢h(z) 3 — 23 + 19
O sistema transformado é
21 01 0 9
= + [u + 22129 — 32122] ) (5.113)
Zo 00 1

Considerando as varidveis de estado sendo x = [z1 x5]T ¢ V = 2T Py X onde P é a

solucdo da equagao de Riccati para o par (A, B)da forma normal. Para este sistema a

derivada de V' é

. ) 5 1 01 .
V =2[xy o] — ] + 22| Py . (5.114)
2z — 32?2 1
Na simulacao do sistema utiliza-se os mesmos parametros de Riccati da tabela 5.1,

além de a =02 ¢
1.73 1

1 1.73

(5.115)

As figuras 5.10(a), 5.10(b) e 5.11 mostram os estados do sistema x; e x9, 0 sinal de con-
trole, a CLF V, a sua derivada V), e a parcela estabilizante A = HuSDRE — uSDRE/EEH.
Pode-se observar na figura 5.11 que o valor de A é zero refletindo que esta abordagem
garante a estabilidade exponencial do sistema a partir da CLF exponencial nao sendo

necessaria nenhuma alteracao no controlador SDRE.

Nota-se que para o calculo do backstepping fornece também uma CLF e simulando

com esta nova CLF os resultados foram parecidos, isto €, o valor de A é igual a zero.

Adicionando um integrador na entrada do sistema (5.112), obtém-se um sistema

nao linear de ordem maior.
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t t

(A) Estados do sistema. (B) Sinal de controle.

F1cguraA 5.10: Comparacao do controlador SDRE/EE com o controlador SDRE e
backstepping aplicado ao sistema (5.106) com os parametros da tabela
5.1.

2 0
15 -2
> 1 >S4
05 -6
% 2 4 6 8 % 2 4 6 8

o
3
T

I

”usDRE‘usl)m:,'FH”
o

A=
|
o
3
T
I

F1cura 5.11: Comparagao do controlador SDRE/EE com o controlador SDRE e
backstepping aplicado ao sistema (5.106) com os parametros da tabela
5.1: CLF V, V, é a deridada de V, A = ||uspre — uspre/se|-
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Considerando o seguinte sistema nao linear de 3* ordem

.751 = IE% - l’i’ + X9
.Qfg = Uu.

¢ composto do sistema de segunda ordem do exemplo anterior com uma integrador

adicional na entrada.

O controlador utilizado na simulacao do sistema (5.116) serd exponencialmente
estavel e portanto é necessario encontrar a forma normal para obter-se a CLF. Reali-

zando a transformacao de coordenadas obtém-se a seguinte matriz

h(z) T
z2=T(z) = Lih(z) | = | 22 — 23 + ay ) (5.117)
Lih(x) (2z) — 323) (2% — 23 + 19) + 23
O sistema em 2
71 = 2o
5 = oz (5.118)
Z3 = (2—621)23 + 2123(2 — 321) + w.

Escrevendo (5.118) na forma normal

010 0
F=100 1 |Y+|0|[ut+(2—-623)z2 +(2—32%)22) (5.119)
000 1

Considerando que a funcao de Lyapunov é descrita por
V =2"Pyz, (5.120)

onde Py é a solugao da equagao de Riccati para o par (A,B) da equagao (5.119).
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Calculando a derivada de V', obtém-se

V o= 2z 22 — 2+ xy (201 — 322) (22 — 28 + 13) 4 23] Py
1 0 0
21, — 322 1 0 |
(2 — 621) (22 — 23 + 23) + (22, — 323) (221 — 32?) 2xp — 323 1

Para a simulagao do sistema (5.116) considera-se os parametros da tabela 5.4.2

e a constante « = 0.2. No calculo do controle SDRE utiliza-se a seguinte forma

TABELA 5.2: Parametros utilizados na simulacao do sistema

’ Parametro \ Valor ‘
Q Iy
R 1
241 241 1
P 241 4.83 241
1 241 241
pseudolinear
rp—x7 1 0 0
T = 0 0 1|lxz+]|0|uw (5.121)
0 0 0 1

Simulando o sistema para os controladores SDRE e SDRE/EE com a seguinte
condicao inicial
-1.5
Ty = 1.5 |, (5.122)

1.5

sao obtidos os resultados apresentados nas figuras 5.12, 5.13. O valor de § para este
caso ¢ diferente de zero (ver figura 5.13). Observa-se que quando se utiliza a parcela
estabilizante, o sistema perde um pouco no desempenho na convergéncia dos estados.
Também pode-se ver na figura 5.13 que a funcao de Lyapunov decresce exponencial-

mente e a derivada de V' é modificada pelo termo estabilizante.

104



FIGURA 5.12: Sistema 5.116 realimentado com os controladores SDRE e SDRE/EE:
estados do sistema.

2 : 10000
ol /]
! 8000
_2 |
—a)] 6000
=1 (} >
_e}- !l
i 4000
—gt-l
! 2000
—10t ¢ —— SDRE
-12 0
2 4 6 8 0 02 04 06 08 1
t(s) t(s)
x 10°
2 0
-05
0
-1
-2 o L5
< >
_4 72
-25
-6
-3
-8 -35
0 2 4 6 8 0 02 04 06 08 1
t(s) t(s)

FIGURA 5.13: Sistema 5.116 realimentado com os controladores SDRE e SDRE/EE:
sinal de controle, CLF V|, A = HuSDRE — uspre/EE||, Vp a derivada de
V.
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5.4.2.1 Comparagao entre Backstepping 6timo e SDRE

Embora projetos 6timos, incluindo as técnicas H.,, sejam comuns para sistemas line-
ares, o controle 6timo para sistemas nao lineares torna-se dificil pela incapacidade de
resolver-se a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Aproximagoes locais do con-
trole 6timo sao obtidas quando o sistema nao linear admite uma linearizacao controlavel
e a funcao de custo pode ser expandida em série Taylor até os termos quadraticos. A
solugao da série de Taylor fornece uma aproximacao adequada para a lei de controle
6tima numa vizinhanca proxima da origem. Apesar destas aproximagoes serem tteis,
as propriedades de estabilidade nao podem ser garantidas para todo o espaco de estado,
e a regiao de convergéncia torna-se extremamente pequena.

Em (Ezal, Pan & Kokotovi¢ 2000, Pan, Ezal, Krener & Kokotovi¢ 2001), projeta-se
controladores 6timos locais que garantem propriedades de estabilidade global. Este
projeto modifica o procedimento do backstepping (Krsti¢ et al. 1995) de maneira que
em cada passo o controle virtual e a funcao de Lyapunov de controle sao escolhidos
sendo aproximacoes lineares quadraticas do problema do controle 6timo H,, obtendo-
se atenuacao local de pertubacoes limitadas do tipo L£,. Na auséncia de pertubagao,
o equilibrio 6timo local com o regulador LQR ¢é globalmente assintoticamente estavel
(Ezal et al. 2000).

O exemplo do artigo (Ezal et al. 2000) ilustra o desempenho do controle backstepping
6timo local. Considera-se este exemplo sem a pertubacgao e compara-se este controlador
com o controlador SDRE.

Considere-se o seguinte sistema nao linear

T = 22+x
' L (5.123)
fg = U.
Reescrevendo o sistema (5.123) na forma pseudolinear
. I 1 0
T = T+ u, (5.124)
0 0 1

aplica-se o controle SDRE no sistema (5.124) utilizando os parametros da tabela 5.3.

Na simulacao deste exemplo sao consideradas as seguintes condicoes iniciais:
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TABELA 5.3: Parametros utilizados na simulagao do sistema 5.123
’ Parametro \ Valor ‘

Q I
R 1

o 191 = 0.7
o rpp =1

Verifica-se que o sistema realimentado com o controlador SDRE se comporta de forma
semelhante a do artigo (Ezal et al. 2000), como pode ser observado nas figuras 5.14,
5.15(a) e 5.15(b). Entretanto, o sinal de controle do controlador SDRE tem uma

amplitude menor do que o controlador backstepping étimo (figura 5.15(a)).

— SDRE
— - Backstepping otimo

F1GURA 5.14: Comparacao do controlador backstepping étimo com o controlador
SDRE aplicado ao sistema (5.123): estados do sistema.
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(A) Sinal de controle. (B) Plano de fase.

F1GURA 5.15: Comparacao do controlador backstepping étimo com o controlador
SDRE aplicado ao sistema (5.123).

Agora, para calcular a CLF exponencial e encontrar um controlador exponencial-
mente estavel via SDRE (controle SDRE/EE), deve-se transformar o sistema (5.123)
na forma normal com a matriz 7'(z) definida a seguir

h(x) 1

z2=T(x)= =,
Lih(z) ] + T

Reescrevendo o sistema nas novas variaveis

21 0 1 0
= + [u + 221 29] (5.125)
Zo 00 1

este é levado a forma normal. Considere a fun¢do de Lyanunov de controle (CLF)
V = T(z)TPT(x) onde Py é a solugao da equacdo de Riccati na origem e o vetor de

estados sendo x = [11 x5]T. A derivada de V é dada por

: 1 0
V = 2[z; 27 + 9] Py i (5.126)
2£L'1 1

Na simulacao, utiliza-se os parametros de Riccati da tabela 5.3, a = 0.2 e

1.73 1
1 1.73

(5.127)

Observa-se na figura 5.16(a) que apesar do sistema apresentar o mesmo tempo de
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estabilizacdo da figura 5.14 (controlador SDRE), agora pode-se garantir estabilidade
(ver figura 5.17).

(A) Estados do sistema. (B) Sinal de controle.

FIGURA 5.16: Sistema (5.123) realimentado com o controlador SDRE/EE.
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t (s)

FIGURA 5.17: Sistema do exemplo (5.123) realimentado com o controlador SDRE /EE:
CLF V, V, a derivada de V, A = |uspre — uspre/ee|-

Para o caso do sistema estar representado na forma normal (2 = Ayz+ By7y(2)[u—
d(z)]), pode-se utilizar o controlador LQR no par (Ay, By) em vez do controlador
SDRE no sistema (A(z), B(x)). Em resumo, o sistema ¢ levado a forma normal por

uma transformacao 7'(x), e o sinal de controle u é calculado a partir da seguinte relagao

u=uv—d(z). (5.128)



onde v é o controle LQR do par (Ay, By).
Aplicando este método no sistema (5.123) e comparando com o desempenho obtido
pelo controlador SDRE os resultados obtidos podem ser vistos nas figuras 5.18(a) e

5.18(b). Utiliza-se os parametros da tabela 5.3 na simulagao.

— SDRE
- - LR

(A) Estados do sistema. (B) Sinal de controle.

Ficura 5.18: Comparagao do controlador LQR com o controlador SDRE aplicado ao
sistema (5.123).

Alterando as condigoes iniciais para zo = [5 1]7 e fazendo @ = diag(10, 10), obteve-
se os seguintes resultados (ver figuras 5.19(a) e 5.19(b)). A figura 5.19(a) mostra
que o tempo de convergéncia do sistema com o controlador LQR é maior que com o
controlador SDRE. Alterando o valor de @), pode-se observar em 5.19(a) e 5.19(a) que

o tempo de estabilizacao do sistema diminui.

SDRE
LOR

SDRE
LOR

(A) Estados do sistema. (B) Sinal de controle.

Ficura 5.19: Comparagao do controlador LQR com o controlador SDRE aplicado ao
sistema (5.123).
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5.5 Conclusao

Neste capitulo desenvolveu-se um método de estabilizacao global para o controle SDRE
de sistemas nao lineares. Inicialmente, os conceitos de controle satisfatério foram apre-
sentados. Esta abordagem garante a estabilidade global do sistema em malha fechada
a partir de uma CLF conhecida. A estabilizacao com o controle SDRE modificado
¢ garantida através da projecao do controle SDRE no conjunto satisfatério quando
necessaria. Apesar da projecao do controle SDRE no conjunto satisfatério fornecer
garantia de estabilidade global, o mesmo nao pode ser instituido quanto a critérios de
desempenho ou otimalidade. Em seguida foi apresentado o conceito de CLF exponen-
cial e mostrou-se que caso um sistema tenha uma CLF exponencial, entao existe um
u que estabiliza globalmente exponencialmente o sistema através do controle SDRE
modificado. Depois, apresentou-se a forma normal e as condigbes para levar o sistema
a esta forma. Mostrou-se que se o sistema pode ser levado a forma normal, a equagao
de Riccati fornece uma CLF exponencial explicita. Finalmente, compara-se o desem-
penho do controlador SDRE com backstepping . Observa-se que o controle SDRE é
simples de ser implementado uma vez que alterando os parametros da equagao de Ric-
cati, melhora-se o tempo de estabilizacao com o controlador SDRE. Pelos resultados
obtidos por simulacao, observa-se que o método do backstepping nao garante otimali-
dade enquanto o controle SDRE/EE garante estabilidade global exponencial além de

otimalidade.
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Capitulo 6

Comparacao entre os
Controladores: Exemplos de

Aplicacoes

Neste capitulo serao apresentados alguns exemplos representativos (Erdem & Alleyne
1999, Curtis & Beard 2002). Através desses exemplos compara-se o desempenho dos
controladores SDRE, satisfatério e SDRE/EE, destacando-se suas principais carac-
teristicas.

Inicialmente, serd apresentado o sistema levitador magnético nao linear instavel em
malha aberta. Neste exemplo as trés técnicas de controle mencionadas sao aplicadas.
Em seguida, os controladores SDRE e satisfatorio sao aplicados no problema de controle
de velocidade de um corpo rigido, veiculo espacial, com e sem pertubacao.

Em ambos os exemplos, o método SDRE puro parece estabilizar globalmente os
sistemas, contudo a prova de estabilidade é uma questao ainda em aberto. J& os

controladores SDRE/EE e satisfatério garantem estabilidade global para o sistema.

6.1 Aspectos da Simulacao

Na implementagao do método SDRE, uma possibilidade seria resolver analiticamente a
equagao de Riccati dependente do estado utilizando um programa com pacote simbélico

tal como Mathematica ou MatLab.
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Em geral, a solucao analitica nao pode ser encontrada. Portanto, resolve-se o SDRE
ponto a ponto para todo os estados.

Nas simulagoes com o controle SDRE utilizou-se a funcao LQR do MatLab. O
método de integracao empregado foi Euler com passo fixo de 0.001. A figura 6.1 mostra
o esquema no Simulink, onde o controle foi implementado, utilizando a estrutura S-

function.

Y
0]

Planta

C

A

Controle

FIGURA 6.1: Representacao esquematica da simulacao.

6.2 Levitador Magnético

O sistema escolhido para avaliar o controlador desenvolvido neste trabalho foi o levita-
dor magnético. Do ponto de vista da engenharia de controle, um sistema de levitacao
magnética é complexo nao linear e naturalmente instavel, nao podendo ser estabilizado

nem mesmo por realimentac¢ao negativa (Franklin, Powell & Emami-Naeini 1991).

6.2.1 Descricao do sistema

As figuras 6.2 e 6.3 ilustram um levitador magnético em que uma esfera de material
ferro-magnético, de massa m, levita devido ao campo magnético induzido pela corrente
no eletroima. A forca magnética gerada compensa a forca da gravidade e faz com que

a esfera seja suspensa no ar.

O movimento da esfera pode ser descrito pela equagao nao linear simplificada (6.1)
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F1GURA 6.2: Foto de um levitador magnético.

(Alleyne & Pomykalski 2000),

r1T = X2

i’g = —g—l-mﬂ?

onde
Z1 é a distancia (m) entre o topo da esfera e a face do ima;

Ty ¢ a velocidade da esfera (m/s?);

u € a tensao de entrada que é proporcional a corrente.

Note que neste sistema de segunda ordem a indutancia do eletroima nao é conside-

rada .

1
¥ma
F1GURA 6.3: Representagao esquematica do levitador magnético.

O movimento da esfera pode ser aproximado por um modelo mais simples (Erdem

& Alleyne 1999) representado pela equagao diferencial nao linear (6.2).

yi = Yo
. ) (6.2)
Yo = —g-+ WU
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Considerando que o deslocamento y; é negativo para baixo e y;=0 na face do ima,
entao y; s6 podera assumir valores negativos.

Os valores dos parametros da equacao (6.2) estao escritos na tabela 6.1.

TABELA 6.1: Parametros do levitador magnético.

Param H valor ‘
g 9.81m/s?
K 5.695 x 10~*m?/s?
Q 1.234 x 10~ %m

6.2.2 Mudanca de variaveis

Observa-se na equacao (6.2) que os valores de y; e U, no equilibrio, nao sao nulos. Para
aplicar o SDRE, a equacao deve ser reescrita de modo que ambos os estados sejam zero
no equilibrio, assim como o sinal de controle. Representando y. como posicao de

equilibrio, uma mudanca de coordenada pode ser realizada de tal forma que

Y1 =Yet+ 11 e U =u.+u, (63)

onde u, = g(a+y.)?/K é o sinal de controle necessrio para manter a esfera na posigao

de equilibrio y.. Entao, as equagoes de estado podem ser reescritas na forma

.I.'1 = X2
(6.4)

_g(2cx+2ye+x1)x + K
(atyetz1)2 71T (atyetazr)?

Ztg = u.
Para que o sistema seja controlavel ponto a ponto é necessario que y. + r; # —a. Tal
condigao pode ser atendida uma vez que y. é um parametro a ser escolhido. O sistema

(6.4) pode ser representado na forma linear dependente do estado onde as matrizes

A(z) e B(x) foram escolhidas como

] 0 1 0
T = x + u. (6.5)
—9@a+2yetar) K
(atyeta1)? (atyetz1)?

Essa escolha difere do artigo (Erdem & Alleyne 1999) pelo fato de sua forma pseu-

dolinear (equagao (3.20)) ter uma singularidade no elemento agy de sua matriz A(x),
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o que torna inviavel sua utilizacao na simulacao.

6.2.3 Resultados de Simulacoes

As primeiras simulagoes foram baseadas na referéncia (Erdem & Alleyne 1999). A
posicao de equilibrio g, foi escolhida como uma onda quadrada de amplitude de 2mm.
Isso corresponde a regulacao do sistema (6.5) com deslocamento inicial z1(0) de +

4mm. Os parametros utilizados na simulagao sao apresentados na tabela (6.2).

TABELA 6.2: Parametros da equacao de Riccati na simulagao do levitador magnético.

’ Parametro ‘ Valor
0 1600 (m—2)
G 2500 (m/s)~2
T 6 x 10°
Ye -0.023+ 0.002 square(m/2)t (m)

A simulagao do sistema realimentado com o controlador SDRE é observada na
figura 6.4. Essa figura mostra o bom desempenho do controlador SDRE com relagao
ao tempo de estabilizacao. Além disso, a amplitude do sinal de controle apresenta

valores similares ao artigo (Erdem & Alleyne 1999).

O sistema (6.5) pode ser linearizado na origem. Assim, esse sistema pode ser

reescrito da seguinte forma (& = Agx + Byt)

, 0 1 0
T = T+
—2g 0

>
—~
o
@)
N—

. _K _
(a+ye) (atye)?

quando o sinal de controle u é dado por

. 2 K 2 2 2Ye
oy — (a4 ye + 21) i gy +99€1( o+ 2y +;El> ' (6.7)
K (a—l_ye) a—l'ye (a+ye+x1)

Entao, a partir do sinal de controle u é possivel encontrar u que estabilize o sistema
(6.5). Assim, considere a forma quadrética V = 2T Pyz como uma candidata & CLF,

sendo a matriz Fy a solugao da equacao de Riccati para a aproximacao linear do sistema
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'
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0
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t(s) t(s)

FIGURA 6.4: Levitador magnético com o controlador SDRE e condi¢ao inicial z4(0)
de +0.004m: y; posicao da esfera, x; e x9 estados do sistema, U sinal de
controle.

no ponto de equilibrio z = 0 . A derivada de V' ao longo das trajetérias de (6.6) serd
V = 2T(AT Py + PyAy)x + 2P, By, (6.8)

onde Ay e By (Khalil 2002) sao

0 1
AO — 1 (69)
_29 (Oé+ye) 0
0
By = 1 . (6.10)
K(OH’Z/E)Q

Assim existe um 4 que satisfaz a condicao de V' < 0 para o sistema & = Agx + By
Logo, também existe u que satisfaz V' < 0 para o sistema (6.5). Portanto, V' é uma

CLF para o sistema (6.5). O controlador satisfatério é projetado a partir desta CLF.

Para simular o sistema considera-se o controle satisfatério da se¢ao 5.1.4 reescrito

da seguinte forma
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USDRE VI +VEguspre <0
Usatisfatorio — (611)

uspre + A VI f+ VEguspre > 0,

VI f+vT
onde A = —%, V=x"Pyzxe

P 109 6.2876 0.1466 (6.12)
0= : )
0.1466 0.0034

As figuras 6.5, 6.6 e 6.7 mostram os resultados da simulacao para o levitador
magnético com o controlador SDRE projetado no conjunto estabilizante utilizando
os parametros da tabela 6.2. O valor de A neste caso é diferente de zero para t ~ 2.2s,
como mostrado na figura 6.6. Isto evidencia que a parcela estabilizante foi utilizada de
forma a garantir a estabilidade do sistema 6.5. Observa-se na figura 6.7 que a funcao de

Lyapunov e sua derivada tendem a zero assintoticamente para o deslocamento inicial

21(0) = 0.004m.

x 10
-0.021 4

-0.022 2
-0.023

— SDRE
-0.024 2 — - Satisfatério

-0.025 -4
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

t(s) t(s)

¥, (m)
x1(m)

0.1 5

0.05

x2(m/s)
S
o
a o
§
U
= N

t(s) t(s)

FiGurA 6.5: Levitador magnético com o controlador satisfatério: y; posicao da esfera,
1 e x9 estados do sistema, U sinal de controle.

Para estabilizar exponencialmente o sistema (6.5), via controlador SDRE (contro-

lador SDRE/EE), é necessaria uma CLF exponencial. Assim, considera-se a forma
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x10°

4 0.1
— SDRE
— - Satisfatério

2 0.05
€ @

=0 E 0
R g

-2 -0.05

-4 -0.1

0 1 2 3 4 1 2 3 4
t(s) t(s)
x107°
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g 1 IE -4

§ 0 »n -6
il

= Q4 -8

-2 -10

-3 -12

0 1 2 3 4 1 2 3 4
t(s) t(s)

FI1GURA 6.6: Levitador magnético com o controlador satisfatorio: x; e x5 estados do
sistema, u sinal de controle, A.

! !
2 2.05 21 2.15 22

i(s)
x10°
0
5k
o
>
_10b
150
_20 Il Il Il Il J
2 2.05 21 215 22

t(s)

FIGURA 6.7: Levitador magnético com o controlador satisfatério: V' CLF, V,, derivada
de V.

119



quadratica V = z? Pyz anterior como uma CLF exponencial, sendo a matriz P, a
solucao da equacao de Riccati para a aproximacao linear do sistema no ponto de

equilibrio x = 0. Portanto, o controle SDRE

USDRE V< —aV
u= (6.13)

uspre + Au V> —aV,

onde usprr ¢ o controle SDRE, a =0.2 e

Ny — —9@)ValaV + Vi f(2) + Vig(@)uspre) 6.14
‘T VIggtV, ’ (6.14)

garante estabilizacao exponencial.

As figuras 6.8 e 6.9 apresentam o desempenho do controlador SDRE/EE proposto
na secao 5.2. Utilizam-se nas simulacoes os mesmos parametros apresentados na ta-
bela 6.2. Observa-se na figura 6.9 que os instantes em que A # 0, coincidem com
os do controlador satisfatério, distingiiindo-se apenas na amplitude de A. Esse resul-
tado mostra que o controlador SDRE/EE mantém o desempenho do método SDRE,

garantindo estabilizacao exponencial.

x 10"

2 0.0SN

x1(m)
N °
x2(m/s)
s
& o
—

-4 -0.1
2 0
t(s) (s)

— SDRE

— Satisfatério
— - SDRE/EE
1k
2

-3 | | | | | I I |
25 3 35 4

o B N W b

controle u

2
t(s)

FI1GURA 6.8: Levitador magnético com o controlador SDRE/EE: z; e x5 estados do
sistema, u sinal de controle.
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FIGURA 6.9: Levitador magnético realimentado com o controlador SDRE/EE: V' CLF,
V, derivada de V', A.
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6.3 Veiculo Espacial

Considera-se o controle de um veiculo espacial sujeito a incerteza na modelagem, onde o
modelo utilizado é obtido a partir da referéncia (Leonessa, Haddad & Hayakawa 2001).
Assume-se z € IR, sendo as velocidades angulares do veiculo espacial em relacao ao
sistema de coordenadas de um corpo fixo, e I € IR**® uma estimativa da matriz de
inércia positiva definida. Considera-se ainda u € IR? sendo o sinal de controle do torque
induzido e a perturbacido d € IR? representando o erro na estimativa de I,. Pode-se

expressar a dinamica do veiculo espacial na forma de espaco de estados como
i=—0"'Xh+ Iljlu + I7'ELd, x(0) = 0. (6.15)

onde X ¢é a matriz antisimétrica

0 —XI3 i)
X=| 23 0 -n (6.16)
—XT9 T 0

004 —0.1 0.02
E=X+1001L 0 —002 (6.17)
0 006 —0.01

representa a incerteza na modelagem.

Entao, reescreve-se a equagao (6.15) na forma linear dependente do estado (& =
A(x)+ B(z)u), desconsiderando a perturbagao d = 0, com matrizes A(z) e B(x) dadas

por

Alr) = —I'XI,
B(z) = I,

Um controlador SDRE pode ser projetado para (6.15) resolvendo ponto a ponto a

equacao de Riccati

P(z)A(z) + AT (2) P(z) + Q(z) — P(2)B(x)R™*(2) B* (x) P(z) = 0, (6.18)
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onde Q(x) e R(z) = R”(z) sao matrizes positivas definidas. A lei de controle pode ser
construida, baseada na solugao simétrica positiva definida P(z) da equagao de Riccati

(6.18), como segue

uspre(r) = —R Y (2) BT (z)P(x)x. (6.19)

Note que V(2) = 3272 é uma CLF vélida para este sistema com p(|d|) = |d| porque
VIg =0 se e somente se z = 0 onde p(|d|) é uma funcao de classe K, tal que |z| >
p(ld|) Yz # 0, Vd € R" (Curtis & Beard 2002). Usando esta CLF, pode-se projetar
um controle ISS-satisfatério robusto (Curtis & Beard 2002) k,(z) = —5(z)g” V, +£&(x),

sendo £(r) a projecao ponto a ponto do usprg no espago nulo de g7V,

T T
£(x) = uspr(z) - “SDREﬁjigvx ?,‘fm(‘”) ", (6.20)
(§]
VT
Bz) = —Vngxgi‘é : (6.21)

Nas simulagoes que se seguem, escolhe-se a matriz de inércia sendo

15 0 1
I, = 0 13 0 (6.22)
1 0 9

e os parametros da equacao de Riccati apresentados na tabela 6.3.

TABELA 6.3: Parametros utilizados na equacao de Riccati.

] Parametro \ Valor ‘
Q diag(1, 1000, 300)
R diag(10, 5, 5)

6.3.1 Veiculo Espacial Sem Incerteza no Modelo

Considere primeiramente o problema de regulacao sem perturbagao. As simulagoes sao
realizadas com a CLF V = 272 (Curtis & Beard 2002) e sao utilizadas as condigoes

iniciais 7o = [—10 7 9]7 e os parametros apresentados na tabela 6.3.
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As figuras 6.10 e 6.11 apresentam o desempenho do controlador SDRE e do con-
trolador satisfatério (controlador SDRE projetado no conjunto satisfatério) para o
problema de regulacao, sendo que a figura 6.10 mostra os estados do sistema e a
figura 6.11 o sinal de controle. A figura 6.12 mostra que somente no intervalo de
tempo inicial (¢ = [0, 0.22]) o controle SDRE ¢ projetado no conjunto satisfatério,
A = |uspre — usar| # 0. Este resultado mostra que o desempenho do método SDRE
é conservado enquanto a propriedade de estabilidade do conjunto satisfatério é adicio-

nada.

F1GURA 6.10: Veiculo espacial com os controladores SDRE e satisfatério: estados do
sistema.

A modificacao da CLF para V = ¥ Pz, altera a resposta do sistema como visto

nas figuras 6.13, 6.14 e 6.15 onde

4749 0 4.01
By = 0 91924 0 (6.23)
4.01 0  345.94

é a solugao da equagao de Riccati na origem. A figura 6.13 mostra que a convergéncia
dos estados utilizando o controlador satisfatorio ou o controlador SDRE é igual. Este

resultado deve-se ao fato de que, localmente na origem, F, é a solucao da equagao
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F1GURA 6.11: Veiculo espacial com os controladores SDRE e satisfatorio: sinal de
controle.

x 10
2
— SDRE
15 — — Satisfatério
1
> 05
0
|7
-0.5¢|"
-1
0 2 4 6 8 10
t
— 4, I
— A2
& —_
E
ILI.I
4 i
a
w
B}
1 i
_50 I I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

FIGURA 6.12: Veiculo espacial com os controladores SDRE e satisfatorio: CLF (V'),
derivada de V' (V,), A = [A; Ay Aj]7.
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de Riccati para o sistema & = A(0)z + B(0)u e o controlador satisfatério, com CLF
V = 21 Pyx, comporta-se como um regulador 6timo LQR. Contudo, a convergéncia dos
estados utilizando o controlador satisfatério com CLF V = 2Tz é mais rdpida do que

quando utiliza-se a CLF V = 27 Pyx.

ok
< — SDRE
5L — — Satisfatdério
-10 I I I I I I I I I ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
15
10
X5 k’_/
ok
-5 I I I I I I I I I i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
10
5L
&
ok
-5 I I I I I I I I I i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

F1GURA 6.13: Veiculo espacial com os controladores SDRE e satisfatério com V =
2T Pyz: estados do sistema.
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FIGURA 6.14: Veiculo espacial com os controladores SDRE e satisfatério com V' =
2T Pyx: sinal de controle.
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F1GURA 6.15: Veiculo espacial com os controladores SDRE e satisfatéorio com V' =
xT Pyx: CLF (V), derivada de V' (V},), A = [A; Ay As)T.
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6.3.2 Veiculo Espacial com Perturbacao

Esta subsegao considera o sistema veiculo espacial com perturbagao Gaussiana (d # 0)
com média zero e variancia o2(d;) = 0.5, assim como (Curtis & Beard 2002). As
condigoes iniciais do sistema sao zg = [—10 7 6]7 e os parametros da equagao de
Riccati estao descritos na tabela 6.3.

Os resultados da simulagao, apresentados nas figuras 6.16 e 6.17, comprovam a
robustez do controlador SDRE & perturbagao (incerteza na modelagem). Observa-se
que o sistema perturbado realimentado com o controlador SDRE, quando comparado
ao caso sem perturbagao, mantém as caracteristicas de desempenho tais como a con-

vergéncia (figuras 6.10 e 6.16).

10—~

2 4

-8 . 4

-10 I I I I I I I I I
0

FI1GURA 6.16: Veiculo espacial sujeito a incerteza na modelagem com o controlador
SDRE: estados do sistema.

Aplica-se o controlador satisfatorio robusto ao sistema veiculo espacial. Utilizando-
se a CLF V = zTx obtém-se o controle k,.(z) = —3(z)g’V, + £(z), assim como em

(Curtis & Beard 2002), com novo §(z) sendo

(6.24)

VI + Vg p7 ()
B(x) = max (2 VT gV, 0.

As figuras 6.18, 6.19, 6.20, 6.21 apresentam o desempenho do controlador satis-
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F1GURA 6.17: Veiculo espacial sujeito a incerteza na modelagem com o controlador
SDRE: sinal de controle.

fatério robusto no problema com pertubacao, em que a figura 6.18 mostra as variaveis
de estado do sistema, a figura 6.19 o sinal de controle e a figura 6.20 a CLF V = 27z e
sua derivada no tempo V). A figura 6.21 mostra quando o controlador SDRE é proje-
tado no conjunto satisfatério robusto. Observa-se uma degradacao no desempenho da

convergéncia do sinal, contudo um ganho em robustez a perturbacao é alcancgado.

6.4 Conclusao

Os dois exemplos ilustrativos apresentados neste capitulo comprovam o desempenho
dos controladores satisfatério, satisfatério robusto, SDRE e SDRE/EE.

Na secao 6.2 foi apresentado o exemplo do sistema levitador magnético testado
com os controladores satisfatério, SDRE e SDRE/EE. Nas simulagbes realizadas, a
parcela de estabilizagdo A dos controladores satisfatério e SDRE/EE praticamente
nao atua. Portanto, os resultados obtidos com esses controladores assemelham-se ao
bom desempenho em relacao a convergéncia obtida com o controlador SDRE.

Na secao seguinte foi apresentado o sistema veiculo espacial, um sistema de 3% or-
dem nao linear, com incerteza na modelagem. Nesse sistema, comparou-se o desempe-

nho dos controladores satisfatorio e SDRE desconsiderando a incerteza de modelagem.
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F1GURA 6.18: Veiculo espacial sujeito a incerteza na modelagem com o controlador
satisfatorio robusto: estados do sistema.
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FiGURrRA 6.19: Veiculo espacial sujeito a incerteza na modelagem com o controlador
satisfatério robusto: sinal de controle.
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F1GURA 6.20: Veiculo espacial sujeito a incerteza na modelagem com o controlador
satisfatério robusto: (a) CLF (V), (b) derivada de V' (V).
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FiGurA 6.21: Veiculo espacial sujeito a incerteza na modelagem com o controlador
satisfatorio robusto: A.
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Verificou-se que a modificacao da CLF altera a convergéncia dos estados do sistema.
Quando utilizado a CLF V = 2 Pyz, o controlador satisfatério se comportou como
o controlador SDRE. Posteriormente, quando considerado a incerteza, comparou-se o
desempenho dos controladores satisfatorio robusto e SDRE. As simulagoes demonstram
que ambos os métodos sao robustos a incerteza na modelagem. Diferentemente do caso
anterior, a parcela de estabilizagao A que é atuante, ocasiona uma convergéncia mais
lenta.

Em ambos os exemplos mostrou-se que método o SDRE estabiliza os sistemas sem
nenhuma modificacao apesar de podermos garantir a estabilidade global apenas com

os controladores satisfatério e SDRE/EE como demonstrado no capitulo anterior.
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Capitulo 7

Discussao e Conclusoes (Gerais

Neste trabalho foi avaliada a estabilizacao global de sistemas nao lineares com con-
trole de regulacao baseado na equacao de Riccati Dependente do Estado (SDRE)
(Cloutier 1997). Este método em principio ndo garante formalmente a estabilidade
global assintética, exceto em casos ainda muito restritos. Apesar disso, o desempenho
do controle SDRE é surpreendentemente eficiente em muitos casos, mesmos que esses
nao estejam dentro das categorias restritas ja mencionadas.

A flexibilidade de projeto oferecida pelo método SDRE foi ilustrada neste trabalho
através de exemplos como o carro-péndulo e o péndulo invertido. Observou-se a apa-
rente capacidade deste controle em estabilizar globalmente os sistemas na realizacao
do swing up.

Uma das principais contribuicoes desta tese foi comprovar a viabilidade da im-
plementacgao pratica do controlador nao linear SDRE no péndulo invertido rotativo.
Através dos experimentos realizados neste trabalho, comparou-se o controle classico

LQR com o controle SDRE, resultando as seguintes observagoes:
e o controle SDRE apresentou uma maior robustez a perturbacoes externas;

e um aumento significativo da regiao de convergéncia em torno do ponto de equilibrio

instavel do sistema realimentado com o controle SDRE.

Outra contribuicao deste trabalho foi propor um controle exponencialmente estabili-
zante baseado no método SDRE para uma classe de sistemas que apresentam funcgoes de

Lyapunov de controle exponenciais. Este controle foi denominado SDRE/EE. Mostrou-
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se que a solucao da equagao de Riccati para a classe de sistemas nao lineares levada a
forma normal é uma CLF exponencial.

Em seguida, comparou-se o desempenho do controlador SDRE/EE com o backstep-
ping . Observou-se que o método do backstepping nao garante otimalidade enquanto o
controle SDRE/EE garante estabilidade global exponencial além de otimalidade.

Neste trabalho o desempenho dos controles satisfatorio, satisfatério robusto, SDRE
e SDRE/EE foi verificado nos exemplos levitador magnético e veiculo espacial. Em
ambos os exemplos mostrou-se que o método SDRE estabiliza os sistemas sem ne-
nhuma modificacao apesar de podermos garantir a estabilidade global apenas com o
controladores satisfatério e SDRE/EE.

E importante ressaltar que nao foram encontrados exemplos onde o controle SDRE
instabilizasse o sistema.

Seguem algumas sugestoes para trabalhos futuros nesta linha de pesquisa.

1. Explorar os efeitos das diferentes escolhas da formas pseudolineares que resultem

em um controlador étimo.

2. Analisar o efeito de diferentes escolhas da matriz A(x) na estabilidade do sistema

em malha fechada com o controle SDRE.

3. Verificar se a implementacao em tempo real do controlador SDRE poderia ser

otimizada.

4. Estudar a viabilidade de se aplicar o controle SDRE/EE no péndulo invertido.
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Apeéendice A

Equacao Algébrica de Riccati

A Equacao Algébrica de Riccati (Algebraic Riccati Equation - ARE) é dada por:
ATX + XA - XRX +Q =0, (A.1)
onde A, Re Qe R™™, R=R" (R>0)eQ=0Q" (Q=>0).

Note-se que a equacao de Lyapunov é um caso particular da ARE, em que R = 0,

(ATX + XA =—-Q), A éestavel e Q > 0.

A solugao desta ARE pode ser obtida através da matriz Hamiltoniana definida por:
H = : (A.2)

onde H € IR**2n,

Deve-se destacar que o espectro de H, o(H), também é simétrico com respeito ao

eixo imaginario. Para verificar este fato, considere-se a matriz

0 I
-1 0
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que apresenta a propriedade 7% = —I. Através da transformacao de similaridade

g |0 T A R0
I 0 —Q —AT || =1 0
O A7 0 I
A —R -1 0
_ -4 @ — _gT
R A

pode-se concluir que o(H) = o(—H"?) = o(—H) = —o(H).

Teorema A.1 Seja V C IR*™™ um subespaco invariante de H de dimensdao n e sejam
X1, Xo € R™™ tais que
X1

X

V=Im

Se X, for inversivel, entido X = X, X; ' é uma solugcdo da ARE (A.1) e 0(A— RX) =

o(H|,). Além disso, a solugio X ¢ independente da base escolhida para V.

Prova: Como V é H-invariante, existe uma matriz A € IR™*" tal que:

A —-R X X A
—Q -AT || x, X,
Pés-multiplicando por X; !, tem-se:
A -R || 1 I X
—Q —-AT X X
Pré-multiplicando (A.4) por [ X I }, segue que:
A —-R I
[—X’I} =0 (A.5)
—Q AT X
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De (A.5), tem-se que:
—XA-ATX 4+ XRX —Q =0,

logo X é de fato uma solugao de (A.1). A equacao (A.4) também mostra que:

A— RX = X;AX[ .

Portanto 0(A — RX) = o(A). Todavia, por definicdo, A é uma representagao
matricial do mapa HJ|,,, logo 0(A — RX) = o(H|,). Finalmente, note-se que qualquer

outra base que gere V' pode ser representada por
X X P
L op 1
X5 XoP

para alguma matriz P nao singular. A conclusao advém do fato de que (X, P) (X, P)~! =

XXt =X.

Teorema A.2 Se X € R™" € uma solu¢io da ARE (A.1), entdo existem matrizes
X1

X1, Xo € R™™, com X, inversivel, tal que X = XoX; "' e as colunas de
Xo

formam uma base do subespaco invariante de H de dimensao n.

Prova: Defina A := A — RX, multiplicando por X, resulta:
XAN=XA—-XRX=-Q—-A"X

onde a segunda igualdade vem do fato que X é uma solugao de (A.1). Escrevendo,

estas duas relagoes como

A -R I I
—Q —AT || X X
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I

pode-se concluir que as colunas de geram o subespago invariante de H de

X
dimensao n. Para finalizar a demonstracao basta definir X; := 1, e Xy := X.

|

Assume-se que H nao possua autovalores no eixo imaginario e considerem-se os dois
subespacos espectrais X_ e X de dimensao n, associados com os subespagos invariantes
correspondentes aos autovalores estaveis e instaveis, respectivamente. Encontrando-se

uma base para X_ e particionando-se a matriz, obtém-se:

X1
X_(H)=1Im (A.6)
Xo
Lema A.1 Se H nao tem autovalor no eixo imagindrio entao X_ e Im 540
1
complementares.
Prova: ver (Zhou et al. 1996).
. A y | X 0
Do Lema A.1, pode-se verificar que X; é nao singular, ja que a matriz
Xy 1

¢ nao singular.

Teorema A.3 Sob a mesma hipétese do Lema A.1, existe uma matriz X tal que

1
X_(H)=1Im . Além disso:
X

(i) X € unica;

(i1i) X satisfaz a Equagdo Algébrica de Riccati:

ATX + XA - XRX+Q=0
(iv) X € simétrica;
(v) A— RX € estdvel.

Prova:
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X1 I
X_ = Im =1Im X4
X5 Xo Xt
I 1
= Im , onde: X = XoX|
X

(ii) X ¢é tnica.
Supondo-se que existam X e X (X # X) tais que para um y € X_(H), tem-se

U 1 I
y = = 91 - 92.

Yo X X

Portanto:

yo= 0= 0,
Yo = X01: X92:>X01:X02

= (X — X)0, =0 = X = X, uma vez que #; pode ser escolhido arbitrariamente.

(ili) X ¢é a solucao da ARE (A.1).

Note-se que:
1
| x -1 L]
1 1 3
H = Ay
X X
Portanto:
| x 1] Ng=|x —1]H )I( —0
[X —I} A h o
—Q AT X
| XA+Q —XR+ A" T 2o
X
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XA+Q—-XRX+ATX =0

(iv) X é simétrica:

(ATX + XA-XRX+Q)"=0"=0
ATXT 4+ XTA—- X"RXT+Q =0
= XT ¢ também solucao da ARE. Como X ¢é tinica, entao X7 = X.

(v) A— RX ¢é estavel.

Sabe-se que os autovetores associados aos autovalores estaveis de H sao dados por:

I
W = P
X
onde P é uma matriz inversivel.
Portanto:
A —-R I I
HW =WA, = P = PAL
—Q AT X X
A—RX PAI:,P*1
—(ATX +Q) XPAI:,P_1

= A— RX = PAP ' = A— RX ésimilar a A = A — RX ¢ estdvel.
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Apendice B

Controle Otimo Linear Quadratico

B.1 Solucao do Problema de Otimizacao sem Res-
tricao
A equagao (2.4) pode ser reescrita por

J(z,u) = /000 H(z,u,v) — vh(t)@(t)dt,

onde H(x,u,v) = z7(t)CTCx(t) + uT (t)Ru(t) + v (t) [Az(t) + Bu(t)].
Resolvendo a integral fooo —vT(t)&(t)dt por partes, o seguinte resultado pode ser

obtido:
a(t) =v'(t) — du(t) =T (t)dt

du(t) = #(t)dt — o(t) = ()

Desta forma:

J(x,u) = —I/T(t)m(t)|go + /OOO H(x,u,v) + 0" (t)z(t)dt.

Para uma entrada u(t) que minimiza J devemos ter 0.J = 0 para pequenas variagoes

Ou em u(t) (Kailath 1980). Assim,

0J aJ
0J = gﬁx + %8U
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o= { [ [ o] adow s { [0

A partir da expressao (B.1), tem-se que, se

OH . OH .
OH
ou =Y

entao dJ = 0 (condigdes suficientes).

Note-se que:
8_H =20TCx(t) + ATv(t) = —v(t)
ox

aa_zf — 2Ru(t) + B w(t) = 0
Portanto:

u(t) = —%R_IBTV(IS)

De (2.1), pode-se obter o seguinte resultado:

(1) = Au(t) — S BRBw(1)

Agrupando-se (B.2) e (B.3), resulta:

A —iBR'BT
—2CTC AT

o) | (10 || a0
vty | |0 2r | | o
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Tem-se portanto:
2(t)
v(t)

uma vez que z(t) = z(t)

A —-BR'B"
—cTC AT

T4

De acordo com (Kailath 1980, pp. 228), pode ser verificado que sob estas hipdteses

v(.) e x(.) estao relacionados por
v(t) = Xa(t), (B.5)
onde X = X7T é a solucdo da seguinte ARE (Algebric Riccati Equation):

ATX + XA - XBR'B"X +CTC =0.

B.2 Prova do Teorema 2.1
Observe-se que a entrada u(t) que minimiza J é dada por
u(t) = —%R_IBTV(t) — _R'BTH()
Substituindo-se (B.5) em (B.4), tem-se:

2(t) = i(t)=(A— BR'B"X)x(t) (B.6)
o(t) = —(CTC+ATX) x(t) (B.7)

Como i(t) = Xx(t) entdo (t) = Xi(t). De (B.6) e (B.7), chega-se a:
—(CTC+A"X)2(t) = X (A— BR'B"X) z(t).

Portanto:

(ATX + XA— XBR'B"X +C"C)z(t) =0
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o que ocorrera se X for solucao da ARE associada a matriz H dada por

A —BR™'BT
—CcTC —AT

Finalmente, pelo Teorema A.3, tem-se que A — BR™'BTX ¢ estavel.
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