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soube gerir da melhor maneira posśıvel as responsabilidades a ela conferida; Ao Prof.

Ramon Costa pela coordenação na COPPE do Programa de Mestrado.
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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários
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CONTROLE POR TENSÃO DE VELOCIDADE EM MANCAIS MOTORES

MAGNÉTICOS

Raimundo Nascimento Junior

Abril/2005

Orientador: Afonso Celso Del Nero

Programa: Engenharia Elétrica

A capacidade posicionadora dos mancais motores presentes no protótipo em estudo

na COPPE/UFRJ foi conseguida pela modificação dos enrolamentos de um motor de

indução convencional.

Os trabalhos realizados até o momento enfatizam o controle da posição radial do

rotor feito por estes mancais motores. A necessidade de uma análise mais detalhada

para o controle de velocidade visando posteriormente a aplicação simultânea com o

controle de posição motivaram a realização desta tese.

Este trabalho tem como objetivo principal a elaboração de um modelo matemático

para o controle de velocidade de um motor de indução modificado para funcionar

como mancal-motor. O Presente trabalho segue uma linha de pesquisa já em es-

tudos na COPPE. É visto com maior destaque o controle de velocidade onde um

modelo matemático é proposto considerando como ponto importante o acoplamento

eletromecânico da máquina.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

CONTROL FOR TENSION OF SPEED FOR MAGNETICS BEARINGS-MOTORS

Raimundo Nascimento Junior

April/2005

Advisor: Afonso Celso Del Nero

Department: Electrical Engineering

The capacity of position from the motor-bearings prensent at prototype in study at

COPPE/UFRJ was acquired for modification of the windings of motor of convencional

induction.

Works mades this moment emphasize the control of radial position of rotor made

for this bearings motors. The requirement of a analyse more containing details looking

for a aplication simultaneous with the position control motivate the realization this

Thesis.

This work has like objective to introduce a formulation of a mathematical model for

the control of speed in transformed motor-bearings to work like bearing-motor. This

work follow a research line yet in study at COPPE. It is seen with more emphasize the

control of speed where a mathematical model is offer considering like central point the

eletromechanical coupling of the machine.
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7.2 Representação f́ısica dos quatro pólos nas fases A e B . . . . . . . . . . 76
7.3 Subfases da fase A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

8.1 Modelo para controle de velocidade puro . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
8.2 Caso 3: Te para ws = 300 rad/s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
8.3 Caso 3: wm para ws = 300 rad/s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
8.4 Caso 3: Te para ws = 377 rad/s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
8.5 Caso 3: wm para ws = 377 rad/s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
8.6 Caso 3: Te para ws = 450 rad/s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
8.7 Caso 3: wm para ws = 450 rad/s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
8.8 Modelo para controle de velocidade + posição . . . . . . . . . . . . . . 90
8.9 Caso 4: Te para ws = 300 rad/s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
8.10 Caso 4: wm para ws = 300 rad/s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
8.11 Caso 4: Te para ws = 377 rad/s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
8.12 Caso 4: wm para ws = 377 rad/s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

ix



Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Estado da Arte

Rotores em movimento são normalmente mantidos na posição desejada por meio de

mancais. Alguns destes, os mancais radiais, evitam movimentos em direções perpen-

diculares ao eixo, ao passo que os mancais axiais se encarregam dos movimentos na

direção do eixo. As soluções tecnológicas mais comuns para este tipo de posicionamento

empregam mancais mecânicos tradicionais, mas os últimos anos testemunharam a in-

trodução e a disseminação do uso de dispositivos magnéticos para gerar as forças restau-

radoras. Estes dispositivos são chamados de Mancais Magnéticos. Pode-se dizer

que este campo de aplicações atingiu um estágio maduro atualmente, como pode ser

visto pelo vasto número de publicações (Knospe & Collins 1996), (D.F.B. David 2000),

(G. Schweitzer & Traxler 1994), (R. Schob 1994), (A. Salazar 1993), (J. Young Beams

1942) e (A. Chiba 1994).

Nestes casos clássicos, eletromagnetos estrategicamente localizados geram as forças

restauradoras, forças estas que dependem da corrente (ou da tensão) aplicadas a

eles. Para obter estas variáveis de entrada devemos ter acesso a medidas de variáveis

mecânicas do rotor, geralmente velocidades e posições, bem como as variáveis de na-

tureza elétrica. Isto significa que um esquema de controle ativo é necessário para a

operação satisfatória dos mancais magnéticos.

Nos mancais magnéticos ativos, sensores de posição medem o deslocamento de

um motor, um controlador lê estas informações e gera os sinais de controle que são
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amplificados e transformados em forças radiais capazes de reposicionar o rotor. A lei

de controle utilizada será responsável pela estabilidade, rigidez e amortecimento, como

pode ser visto com mais detalhes em (G. Schweitzer & Traxler 1994).

Há duas categorias de mancais magnéticos, conforme o tipo de força utilizada.

O primeiro grupo utiliza a força de relutância e o segundo a força de Lorentz. Eles

podem ainda ser chamados de mancais eletromagnéticos e mancais eletrodinâmicos, re-

spectivamente, como pode ser visto em (G. Schweitzer & Traxler 1994), sendo os man-

cais eletromagnéticos muito mais comuns que os eletrodinâmicos. Mancais magnéticos

ativos têm muitas aplicações na indústria, com a vantagem de ter uma melhor eficiência,

maior velocidade de rotação e menor vibração fornecida por ele. Algumas importantes

aplicações são os compressores e turbinas a gás.

As principais vantagens na utilização de mancais magnéticos ativos são:

1. Os mancais magnéticos ativos são completamente livres de contatos mecânicos,

permitindo uma operação do rotor sem a necessidade de alto torque;

2. A rigidez e o amortecimento podem ser selecionados e modificados livremente

com o objetivo de obter os melhores resultados de operação;

3. A posição do rotor pode ser controlada on-line independentemente da rigidez;

4. Controle ativo de vibrações causadas por desbalanceamentos do rotor e na pas-

sagem de frequências cŕıticas;

5. Baixo consumo de energia.

Uma postura mais sofisticada começou a ser estudada na última década: ao invés

de usar elementos distintos para acionar(girar) o rotor (um motor elétrico) e para

posicioná-lo (mancais magnéticos) uma solução h́ıbrida foi apresentada, onde múltiplas

funções seriam executadas por um único componente, que passou a ser conhecido como

Mancal-Motor Magnético.

Para conseguir isto, os enrolamentos de um motor elétrico são refeitos de modo a

permitir a geração de torque e de forças de pocisionamento radiais simultaneamente.

Neste esquemas de mancal-motor, as forças de posicionamento axial são geradas por

meios mecânicos ou magnéticos. O presente trabalho visa dar continuidade à linha de

2



Rotor Sensores Radiais
9

Mancal-motor¾

Mancal-motor¾

Mancal Axial¾

Figura 1.1: Foto e esquema em corte longitudinal do protótipo

pesquisa desenvolvida na COPPE/UFRJ, que ao longo dos últimos anos vem investindo

na pesquisa aplicada aos mancais-motores magnéticos. Estes estudos encontram sua

melhor representação em (Ortiz 1994), (David 2000) e (Santisteban 1999). Em todos

estes trabalhos a ênfase quase única é no controle de posição pelo mancal-motor. Pouco

foi visto sobre o outro aspecto do dispositivo. A meta principal a partir de agora é

a resolução de problemas associados ao controle de velocidade, sempre pensando no

objetivo final de um controle simultâneo de posição e velocidade.

1.2 Descrição e Detalhamento

O protótipo em estudo pode ser visto na figura (1.1). Trata-se de um rotor estabilizado

verticalmente por um mancal axial e posicionado radialmente por dois mancais motores,

que também o fazem girar. Maiores detalhes serão vistos nas seções seguintes.

Até a presente data, o controle do mancal motor tem sido feito de maneira frag-

mentada, ou seja, isolada.

Na primeira fase dos trabalhos era necessária a comparação prática de que o motor

modificado era realmente capaz de posicionar o rotor, ou seja, o efeito mancal existia.

Nas experiências de laboratório desta primeira fase o rotor era mantido em posição por

meio de calços mecânicos enquanto era acelerado do repouso até uma velocidade angular

constante. Atingida esta condição de regime, os calços mecânicos eram retirados e o

controle de posição passava a ser avaliado.

Nas simulações desta primeira fase apenas o controle de posição era analisado.

Para cada diferente valor de velocidade angular do rotor, os parâmetros da planta a
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ser posicionada mudavam e isto complicava o controle.

Nesta primeira fase a aceleração até a velocidade de regime era conseguida por meio

de uma “pilotagem” das variáveis de acionamento da máquina. Alterando, de maneira

emṕırica, a amplitude e a frequência das tensões de alimentação das fases do estator

se conseguia o efeito desejado.

As táticas de controle de posição testadas até essa época se mostravam razoáveis.

Embora várias outras estratégias para posicionamento precisassem (ainda precisam!!)

ser avaliadas, dois outros problemas apareciam: como acelerar o motor de modo mais

racional e, a mais importante, como efetuar um enfoque integrado, onde a posição

radial do rotor e a sua velocidade angular sejam controlados simultaneamente.

O primeiro destes problemas envolve o controle de velocidade de motores de indução.

Em (Cardoso 2003) este problema foi resolvido por um controlador PI modificado para

implementar um acionamento V/Hz constante do estator da máquina. Simulações e

experiências foram feitas com sucesso.

Durante as experiências, o rotor era acelerado até diversas posśıveis velocidades

de regime. Variações nos parâmetros da carga e distúrbios constantes, do tipo freio,

eram razoavelmente bem assimilados pelo controle. Em todos estes testes, o rotor

estava calçado mecanicamente, ou seja, o controle de posição permanceia inativo. Ex-

atamente por este motivo, as simulações prévias a estas experiências utilizavam um

modelo matemático convencional para o motor de indução, sem qualquer modificação.

Em outras palavras : as simulações supunham um motor de indução “puro” e não um

mancal-motor.

O principal objetivo desta tese é a elaboração de um modelo matemático para

o controle de velocidade de um motor de indução modificado para funcionar como

mancal-motor. Pretende-se, posteriormente, testar este modelo através de simulação,

na aceleração até velocidade de regimes constantes de um rotor calçado mecanicamente

(controle de posição inativo).

O passo seguinte será o teste, por simulação, do funcionamento simultâneo dos

controles de posição e de velocidade, acelerando o rotor até condições de regime e lá

mantendo-o, sem qualquer tipo de calço.

Feitas as simulações, restará apenas a implementação real do controle simultâneo.
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1.3 Estrutura Organizacional da Tese

O caṕıtulo 2 inicia-se com uma revisão sobre os antecessores dos mancais motores,

conhecidos como mancais magnéticos ou puro. São destacados os prinćıpios de fun-

cionamento, classificação e a geração de forças de relutância.

No caṕıtulo 3 veremos alguns conceitos sobre máquinas AC, em especial as máquinas

de indução.

O caṕıtulo 4 discutirá sobre o Mancal Motor, como são geradas as forças radias, o

circuito equivalente, a geração de fluxo e etc.

No caṕıtulo 5 será visto o acoplamento eletromecânico, onde o foco principal será

o estabelecimento de modelos matemáticos para sistemas eletromecânicos.

O caṕıtulo 6 mostrará simulações e resultados de um modelo matemático para o

controle de velocidade, onde várias situações são impostas à máquina.

O caṕıtulo 7 será dedicado ao estudo dos modelos matemáticos usados para descr-

ever a dinâmica rotacional dos motores de indução modificados para funcionarem como

mancal motor.
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Caṕıtulo 2

Mancais Magnéticos

2.1 Introdução

Antes de entender o funcionamento dos mancais motores é conveniente conhecer seus

antecessores históricos, os mancais magnéticos puros ou tradicionais. Muitas das car-

acteŕısticas destes últimos estão presentes naqueles.

Neste caṕıtulo revisaremos os prinćıpios básicos dos mancais ativos, veremos algu-

mas posśıveis classificações, recordaremos a geração de forças de relutância e o conceito

de correntes diferenciais.

A literatura sobre mancais magnéticos é abundante. Embora o presente caṕıtulo

esteja baseado principalmente em (G. Schweitzer & Traxler 1994), podemos ainda citar

(Knospe & Collins 1996), (D.F.B. David 2000), (R. Schob 1994), (A. Salazar 1993),

(J. Young Beams 1942) e (A. Chiba 1994).

2.2 Funcionamento e Classificação

Podemos observar na figura (2.1) o prinćıpio no qual se baseia a construção de mancais

magnéticos ativos. Um sensor de deslocamento irá medir a posição de um rotor em

relação a uma posição de referência. Um controlador irá ler os sinais gerados pelos

sensores, processá-los e gerar sinais de controle para um amplificador de potências

que irá, então, gerar correntes que serão capazes de levar o rotor para uma posição

desejada. A Lei de controle utilizada deverá ser responsável pela estabilidade, rigidez
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e amortecimento, como um sistema de suspensão, conforme visto em (G. Schweitzer &

Traxler 1994).

Figura 2.1: Prinćıpio do Mancal Ativo

Um sistema de controle com apenas um canal seria necessário para realizar o modelo

mostrado na figura anterior, entretanto, para modelos mais complexos serão necessários

vários sensores de posicionamento e vários canais de controle.

Os mancais magnéticos estão divididos em dois grupos, conforme o tipo de força

magnética utilizada. O primeiro grupo utiliza a força de relutância e o segundo a

força de Lorentz. Eles podem ainda ser chamados de mancais eletromagnéticos e

mancais eletrodinâmicos, respectivamente, sendo os mancais eletromagnéticos muito

mais comuns que os eletrodinâmicos. É claro que os prinćıpios f́ısicos básicos, a causa

dos efeitos magnéticos nas cargas elétricas em movimento, são os mesmos.

No primeiro grupo os materiais estão sujeitos a forças magnéticas de relutância,

originadas da energia armazenada no campo magnético, que pode ser convertida em

energia mecânica. Portanto, a força de relutância f é obtida do prinćıpio do trabalho

virtual.

f =
∂W

∂s

onde ∂W é a energia de campo e ∂s o deslocamento virtual do corpo levitante. Maiores

detalhes adiante.
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O segundo grande grupo na classificação de forças magnéticas é chamado de força

de Lorentz. Diferentemente da força elétrica existente entre duas cargas ou da in-

tervenção gravitacional, que dependem, respectivamente, só da distância da separação

entre as cargas e massas envolvidas, a força de Lorentz sobre uma carga elétrica depende

da velocidade da carga e do campo magnético, de acordo com a equação abaixo

f = Q(E + v ×B)

onde E é o campo elétrico, Q a carga movendo-se a uma velocidade v numa densidade

de fluxo magnético B.

Os mancais convencionais limitam-se a manter o rotor estável em uma posição

central por imposição de forças magnéticas geradas por correntes elétricas que circulam

nas bobinas do estator. Esta abordagem elimina contatos mecânicos e os consequentes

desgastes causados por atrito.

Para o modelo mostrado na figura (2.1) verificamos que, somente um controle ativo

será capaz de manter o rotor em uma condição de equiĺıbrio, igualando a força da

gravidade com a força magnética gerada pelo eletróıma. Este equiĺıbrio será posśıvel

a partir da medida do deslocamento, feita pelo sensor de posição, e a equivalente

compensação da corrente que circula no eletróımã.

2.3 Forças de Relutância

Para entendermos como as forças são gerada em um mancal magnético convencional e

também em um mancal motor vamos considerar agora a geração de forças de relutância

entre um eletróımã e um material ferromagnético, como mostrado na figura (2.2).

Os desenvolvimentos a seguir podem ser encontrados com maiores detalhes em

(G. Schweitzer & Traxler 1994).

Quando uma corrente elétrica flui através das espiras de um eletróımã surge uma

força magnetomotriz Fmm dada por:

Fmm = ni (2.1)

onde n representa o número de espiras do eletróımã e i a corrente que está circulando.
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Figura 2.2: Força Gerada por um eletróımã

O fluxo magnético que surge em função da força magnetomotriz é uma função da

relutância R do circuito magnético, ou seja:

φ =
Fmm

R (2.2)

Podemos afirmar que a relutância total para o dispositivo da figura (2.2) é dada

pela soma das relutâncias do material ferromgnético Rfe com a relutância do par de

entreferros Rar vistos na figura (2.2), isto é:

R = Rfe +Rar (2.3)

Ainda podemos dizer que a relutância R para as duas parcelas será dada por:

Rfe =
1

µ0µrfe

lfe

Afe

(2.4)

Rar =
1

µ0µrar

lh
Aar

(2.5)

onde µ0 é a permeabilidade do vácuo, µr a permeabilidade relativa do meio onde se

estabelece o fluxo, lfe o comprimento do material ferromagnético e Afe a sua área de

seção transversal. De forma análoga, o entreferro tem comprimento h e área Aar.

Sabendo que µrfe varia de 2000 a 6000 e que µrar é igual a 1, podemos aproximar

R como:
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R = 2Rar =
2lh

µ0Aar

(2.6)

Substituindo (2.1) e (2.6) em (2.2) chegamos a uma expressão final para o fluxo

magnético dada por:

φ =
µ0niAar

2h
(2.7)

Conforme pode ser visto em (Hayt 1988) e (J.R. Reitz & R.W.Christy 1992), quando

é estabelecido um fluxo magnético em um circuito com entreferro, aparece uma força

de relutância entre os materiais ferromagnéticos que tende a diminuir a distância h. A

intensidade desta força é dada pela seguinte equação:

fR =
φ2

2µ0Aar

(2.8)

Desta equação podemos chegar à equação para a força total considerando os dois

entreferros existentes no modelo da figura (2.2) que será dada por:

fRR = 2fR =
µ0Aarn

2

4

i2

h2
(2.9)

2.4 Mancais Magnéticos Convencionais

Os sistemas eletromagnéticos podem gerar somente forças de atração. Recorrendo

novamente ao esquema da figura (2.2), as forças ocorrem sempre em direções opostas

e desta forma a força resultante sobre a esfera poderá ser controlada em amplitude e

direção. É óbvio, que há a necessidade de dois atuadores gerando forças em ambas as

direções.

Se h denota o gap nominal, quando a esfera está na posição média, e x(t) é o

deslocamento, então podemos afirmar que os atuadores são idênticos e as forças à

esquerda e à direita são:

fl(t) = −µ0an2

4

(
il(t)

h + x(t)

)2

(2.10)
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fr(t) =
µ0an2

4

(
ir(t)

h− x(t)

)2

(2.11)

A expressão para a força resultante fx = fl + fr não é muito simples, trazendo

complicações para a lei de controle devido ao fato de possuir duas variáveis de controle

independente, as correntes ir e il e também devido à sua estrutura não-linear. Uma

possibilidade para a simplificação desta situação é a utilização de correntes diferenciais.

Supondo que:

il(t) = ib(t)− ix(t) (2.12)

ir(t) = ib(t) + ix(t) (2.13)

percebemos agora que existe somente uma variável de controle dada por ix(t) que é

uma corrente diferencial que será adicionada ou subtráıda de uma corrente de base

ib(t). Com isto, a força resultante será dada por:

fx = fl + fr =
µ0an2

4

[(
ib + ix
h− x

)2

−
(

ib − ix
h + x

)2
]

(2.14)

Mantendo-se a corrente de base ib(t) fixa, a intensidade e o sinal da força resultante

pode ser variada através da variável ix(t). Sabendo que esta variável e os deslocamentos

são normalmente pequenos, o ponto de operação dado por x0 = 0 e ix0 = 0 pode ser

considerado, e a expressão linearizada será dada por:

fx(t) = kpx(t) + kiix(t) (2.15)

onde as constantes kp e ki são dadas por:

kp =
∂fx

∂x

∣∣∣∣∣
0,0

=
µ0an2i2b

h3
(2.16)

ki =
∂fx

∂ix

∣∣∣∣∣
0,0

=
µ0an2ib

h3
(2.17)

Se adicionarmos agora um novo par eletromagnético na direção perpendicular (direção
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y) será posśıvel gerar forças de posicionamento nesta direção. De forma análoga à

direção x chegaremos à seguinte equação para a direção y no caso não-linear:

fy =
µ0an2

4




(
ib + iy
h− y

)2

−
(

ib − iy
h + y

)2

 (2.18)

cuja aproximação linear resulta em:

fy(t) = kpy(t) + kiiy(t) (2.19)

onde as constantes kp e ki são as mesmas deduzidas anteriormente, desde que os ele-

mentos verticais sejam idênticos aos horizontais.

2.5 Comentários

Neste caṕıtulo foram discutidos os prinćıpios básicos de funcionamento dos mancais

magnéticos; onde um sensor irá medir a posição de um rotor em relação a uma posição

de referência, um controlador irá ler os sinais gerados pelos sensores e enviá-los para o

amplificador de potência, que por sua vez irá gerar as correntes diferencias que serão

responsáveis pelo posicionamento do rotor numa posição desejada; classificação: os

mancais eletromagnéticos e eletrodinâmicos. Foi visto como as forças são geradas em

um mancal magnético.

No caṕıtulo seguinte será abordado alguns conceitos sobre Motores AC, em especial

as máquinas de indução, sua constituição e particularidades.
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Caṕıtulo 3

Motores AC

3.1 Introdução

O mancal motor existente no protótipo originou-se de um motor de indução trifásico

convencional que teve os enrolamentos de seu estator modificados para que passasse a

funcionar como motor de indução bifásico de 4 pólos.

Maiores detalhes sobre esta mudança serão vistos no próximo caṕıtulo, neste, fare-

mos uma breve recordação sobre os apectos básicos de motores AC. Para maiores

detalhes ver (A.E. Fitzgerald 1952).

3.2 Conceitos Preliminares

A lei de Faraday, e = dλ/dt, descreve quantativamente a indução de tensões por parte

de um campo magnético variável no tempo. A conversão eletromecânica de energia

ocorre quando a variação do fluxo é associada ao movimento mecânico. Em máquinas

rotativas, são geradas tensões em enrolamentos ou grupos de bobinas, pela rotação

mecânica destes enrolamentos em um campo magnético, por um campo magnético

girante que atravessa um enrolamento, ou fazendo com que a relutância do circuito

magnético varie com a rotação do motor.

Por qualquer destes métodos, o fluxo concatenado com uma bobina espećıfica varia

ciclicamente, e gerando-se uma tensão. Um grupo de bobinas, interligadas de modo que

todas as tensões nelas geradas contribuem positivamente ao resultado final, é chamado
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de enrolamento de armadura. A armadura de uma máquina c.c é peça rotativa,

ou rotor. A armadura de um gerador de c.a, alternador, ou gerador śıncrono é a peça

estacionária.

As bobinas são enroladas sobre núcleos de ferro, a fim de que o caminho de fluxo

através delas possa ser tão eficiente quanto posśıvel. Devido ao ferro da armadura

ser submetido a um fluxo magnético variável, aparecem nele, correntes de Foucault;

para minimizar as perdas por corrente de Foucault, o ferro da armadura é constrúıdo

de lâminas, ou chapas finas. O circuito magnético é complementado através do ferro

de outra peça da máquina, e as bobinas excitadoras, ou enrolamentos de campo, são

colocadas sobre esta peça para agir como fontes primárias de fluxo. Em máquinas

pequenas podem ser usados ı́mãs permanentes.

3.3 Máquinas de Indução

O motor de indução converteu-se no tipo de motor mais usado na industria. Este

fato deve-se à maioria dos sistemas atuais de distribuição de energia elétrica serem de

corrente alternada. Comparando com o motor de corrente cont́ınua, o motor de indução

tem como vantagem a sua simplicidade, que se traduz em baixo custo e máxima eficácia

com manutenção mı́nima. O rendimento é elevado para média e máxima carga, e pode-

se assegurar um bom factor de potência com uma seleção correta.

Uma forma de excitar os enrolamentos do estator do rotor ocorre na máquina de

indução, na qual há correntes alternadas nos dois enrolamentos, do estator e do rotor.

O exemplo mais comum é o motor de indução, no qual a corrente alternada é fornecida

diretamente ao estator e por indução (i.e, por ação de transformador) ao rotor. Embora

o motor de indução seja o mais comum de todos os motores, a máquina de indução é

raramente usada como gerador; suas caracteŕısticas de desempenho como gerador não

são satisfatórias para a maioria das aplicações.

No motor de indução, o enrolamento do estator é essencialmente o mesmo do mo-

tor śıncrono. No rotor, o enrolamento é eletricamente fechado sobre si mesmo, e quase

sempre não tem terminais externos; as correntes são induzidas nele pela ação de trans-

formador do enrolamento do estator. A caracteŕıstica usual de velocidade-conjugado

do motor de indução apresenta uma ligeira queda de velocidade ao aumentar a carga
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no eixo.

3.3.1 Motores Elétricos e sua Importância

O acionamento de máquinas e equipamentos mecânicos por motores elétricos é um

assunto de extraordinária importância econômica. No campo de acionamentos indus-

triais, avalia-se que de 70 a 80 % da energia elétrica consumida pelo conjunto de todas

as indústrias seja transformada em energia mecânica através de motores elétricos. A

figura (3.1) mostra alguns motores elétricos.

Figura 3.1: Motores Elétricos

3.3.2 Constituição do Motor de Indução

O motor asśıncrono é constitúıdo basicamente pelos seguintes elementos:

• um circuito magnético estático, constitúıdo por chapas ferromagnéticas empil-

hadas e isoladas entre si, ao qual se dá o nome de estator;

• por um rotor constitúıdo por um núcleo ferromagnético, também laminado, sobre

o qual se encontra um enrolamento ou um conjunto de condutores paralelos, nos

quais são induzidas correntes provocadas pela corrente alternada das bobinas do

estator.
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• por bobinas (n. de grupos, consoante o motor monofásico ou polifásico) local-

izadas em cavas abertas no estator e alimentadas pela rede de corrente alternada;

O rotor é apoiado num veio, que por sua vez transmite à carga a energia mecânica

produzida. O entreferro (distância entre o rotor e o estator) é bastante reduzido, de

forma a reduzir a corrente em vazio e portanto as perdas, mas também para aumentar

o fator de potência em vazio.

A figura (3.2) mostra os diversos elementos que constituem o motor asśıncrono de

rotor em gaiola de esquilo.

Figura 3.2: Partes de um motor asśıncrono

3.3.3 Funcionamento de um Motor Asśıncrono

A partir do momento que os enrolamentos localizados nas cavas do estator são sujeitos

a uma corrente alternada, gera-se um campo magnético no estator, consequentemente,

no rotor surge uma força eletromotriz induzida devido ao fluxo magnético variável que

atravessa o rotor. A f.e.m. induzida dá origem a uma corrente induzida no rotor que

tende a opor-se à causa que lhe deu origem, criando assim um movimento giratório no

rotor.

Como podemos constatar o prinćıpio de funcionamento do motor de indução baseia-

se em duas leis do Eletromagnetismo, a Lei de Lenz e a Lei de Faraday
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Faraday:“Sempre que através da superf́ıcie abraçada por um circuito tiver lugar

uma variação de fluxo, gera-se nesse circuito uma força eletromotriz induzida. Se o

circuito é fechado será percorrido por uma corrente induzida”.

Lenz: “O sentido da corrente induzida é tal que esta pelas suas ações magnéticas

tende sempre a opor-se à causa que lhe deu origem”.

Figura 3.3: Estator de um motor asśıcrono

3.3.4 Aplicações

O motor asśıncrono tem atualmente uma aplicação muito grande tanto na industria

como em utilizações domésticas, dada a sua grande robustez, baixo preço, arranque

fácil (pode mesmo ser direto, em motores de baixa potência). Não possui coletor

(orgão delicado e caro) tratando-se de um gaiola de esquilo; não produz fáıscas e

tem portanto uma manutenção muito mais reduzida do que qualquer outro motor. É

utilizado o motor monofásico para baixas potências (até 1 a 2 Kw) e o polifásico para

potências superiores.

Figura 3.4: Aplicação de motores asśıcronos
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3.3.5 Perdas num Motor

As perdas que ocorrem num motor podem ser divididas em 4 tipos :

• Perdas Elétricas - As perdas eléctricas são do tipo RI2, aumentam acentuada-

mente com a carga aplicada ao motor. Estas perdas, por efeito de Joule podem

ser reduzidas, aumentando a seção dos condutores;

• Perdas Magnéticas - ocorrem nas lâminas de ferro do estator e do rotor. Ocor-

rem devido ao efeito de histerese e às correntes induzidas (neste caso, correntes

de Foucault), e variam com a densidade do fluxo e a frequência. Podem ser re-

duzidas através do aumento da seção do ferro no estator e rotor, através do uso

de lâminas delgadas e do melhoramento dos materiais magnéticos;

• Perdas Mecânicas - são devido à fricção dos componentes, ventilação e perdas

devido à oposição do ar. Podem ser reduzidas, usando componentes com baixa

fricção e com o aperfeiçoamento do sistema de ventilação;

• Perdas Parasitas - são devidas a fugas do fluxo, distribuição de corrente não

uniforme, imperfeições mecânicas nas aberturas para escoamento do ar, e irregu-

laridades na densidade do fluxo do ar ao ser escoado pelas aberturas. Podem ser

reduzidas através da otimização do projeto do motor e ainda de uma produção

ou fabrico cuidadoso.

Figura 3.5: Aplicação de motores asśıcronos
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3.3.6 Motores de Indução Monofásicos

Os motores monofásicos são assim chamados porque os seus enrolamentos de campo

são ligados diretamente a uma fonte monofásica . Os motores de indução monofásicos

são a alternativa natural aos motores de indução polifásicos, nos locais onde não se

dispõe de alimentação trifásica, como residências, escritórios, oficinas e em zonas rurais.

Apenas se justifica a sua utilização para baixas potências (1 a 2 KW). Entre os vários

tipos de motores elétricos monofásicos, os motores com rotor tipo gaiola destacam-

se pela simplicidade de fabricação e, principalmente, pela robustez, confiabilidade e

manutenção reduzida. Por terem somente uma fase de alimentação, não possuem um

campo girante como os motores polifásicos, mas sim um campo magnético pulsante.

Para solucionar o problema de arranque utilizam-se enrolamentos auxiliares, que são

dimensionados e posicionados de forma a criar uma segunda fase fict́ıcia, permitindo a

formação do campo girante necessário para o arranque.

Tipos de motores monofásicos :

• Motor de Pólos Sombreados (ou shaded pole);

• Motor de Fase Dividida (ou split phase);

• Motor de Condensador de Partida (ou capacitor - start);

• Motor de Condensador Permanente (ou permanent - split capacitor);

• Motor com Dois Condensadores (ou two-value capacitor);

3.3.7 Motores Polifásicos

O motor de indução polifásico é o tipo mais utilizado, tanto na indústria como no

ambiente doméstico, devido à maioria dos sistemas atuais de distribuição de energia

elétrica serem trifásicos de corrente alternada. O motores de indução trifásicos, na

prática constituem o grande leque dos motores de indução polifásicos e também porque

o numero de fases varia o seu comportamento , nomeadamente com a variação do

numero de pares de pólos que provoca alterações conhecidas. A utilização de motores

de indução trifásicos é aconselhável a partir dos 2 KW , Para potências inferiores

justifica-se o monofásico. O motor de indução trifásico apresenta vantagens em relação
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ao monofásico, nomeadamente um arranque mais fácil, o rúıdo é menor e são mais

baratos para potências superiores a 2Kw.

3.3.7.1 Gaiola de Esquilo

Este é o motor mais utilizado na indústria atualmente. Tem a vantagem de ser mais

econômico em relação aos motores monofásicos tanto na sua construção como na sua

utilização. Além disso, escolhendo o método de arranque ideal, tem um leque muito

maior de aplicações. O rotor em gaiola de esquilo é constitúıdo por um núcleo de

chapas ferromagnéticas, isoladas entre si, sobre o qual são colocadas barras de alumı́nio

(condutores), dispostos paralelamente entre si e unidas nas suas extremidades por dois

anéis condutores, também em alumı́nio, que curto-circuitam os condutores, figura (3.6).

O estator do motor é também constitúıdo por um núcleo ferromagnético laminado, nas

cavas do qual são colocados os enrolamentos alimentados pela rede de corrente alternada

trifásica.

Figura 3.6: Motor gaiola de esquilo

A vantagem deste rotor relativamente ao de rotor bobinado é que resulta numa

construção do induzido mais rápida, mais prático e mais barato. Trata-se de um motor

robusto, barato, de rápida produção, não exigindo coletor (orgão senśıvel e caro) e de

rápida ligação à rede.
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3.3.7.2 Motor de Rotor Bobinado

A figura (3.7) mostra um rotor bobinado. O rotor é constitúıdo por um núcleo ferro-

magnético laminado sobre o qual são alojadas as espiras que constituem o enrolamento

trifásico, geralmente em estrela. Os três terminais livres de cada uma das bobinas do

enrolamento trifásico são ligados a três anéis coletores. Estes três anéis ligam exteri-

ormente a um reostato de arranque constitúıdo por três resistências variáveis, ligadas

também em estrela. Deste modo os enrolamentos do rotor também ficam em circuito

fechado. A função do reostato de arranque, ligados aos enrolamentos do rotor, é a de

reduzir as correntes de arranque elevadas, no caso de motores de elevada potência. À

medida que o motor vai ganhando velocidade, as resistências vão sendo progressiva-

mente retiradas do circuito até ficarem curto-circuitadas (retiradas), quando o motor

passa a funcionar no seu regime nominal. Desta forma, o motor de rotor bobinado

também funciona com os elementos do rotor em curto-circuito (tal como o motor de

rotor em gaiola de esquilo), quando atinge o seu regime nominal. O motor de indução

de rotor bobinado substitui o de rotor em gaiola de esquilo em potências muito ele-

vadas devido ao abaixamento da corrente de arranque permitida pela configuração do

rotor. Apesar de ser utilizados em casos com velocidades constantes de serviço, como

referimos no ultimo parágrafo, aplica-se preferencialmente quando as velocidades de

serviço são variáveis.

Figura 3.7: Rotor Bobinado
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3.4 Comentários

Neste caṕıtulo foram discutido os conceitos básicos de motores de indução, que servirão

de fundamentação para os próximos caṕıtulos, onde será visto que o prótotipo em

estudo na COPPE teve sua configuração rearranjada de um motor convencional para

um motor bifásico de 4 pólos. Vimos o conceito de motor de indução, onde as correntes

alternadas são injetadas diretamente no estator e por meio de indução no rotor.

Foram abordados ainda os principais elementos que constituem um motor de indução

e o prinćıpio de funcionamento de um motor asśıcrono. Os motores monofásicos e po-

lifásicos também foram vistos, em especial este último, onde foram vistos duas pośıveis

configurações: o gaiola de esquilo e o rotor bobinado.

No próximo caṕıtulo veremos com mais detalhes o mancal motor, seus arranjos e

caracteŕısticas, a geração das correntes nas fases A e B no estator e no rotor, as forças

radiais exercidas sobre o rotor como função das correntes diferenciais e finalmente

veremos um controle por tensão, onde é posśıvel determinar um parâmetro que relacione

tensão e corrente como variáveis de controle.
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Caṕıtulo 4

O Mancal Motor

4.1 Introdução

Conforme mencionado anteriormente, cada um dos mancais motores do protótipo foi

obtido a partir de um motor a indução convencional, trifásico, que teve seu arranjo

de bobinas modificado para uma configuração bifásica com 4 pólos. As fase A e B

estão defasadas de 45o. Um esquema pode ser visto na figura (4.1); a sequência dada

por A1a11a12a13a14a15a16A2 indica o caminho f́ısico percorrido pelo fio utilizado para

construir a bobina A1A2.

B2

A4

A2

B1B7
A1

A7

B8

B6

A8
A6

B5B3

A5

A3

B4

⊙
⊙

⊙
⊙⊙⊙⊗⊗⊗⊗

⊗
⊗
⊙
⊙
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⊙⊙⊙ ⊗ ⊗⊗⊗
⊗
⊗

⊙
⊙

⊙
⊙

⊗⊗⊗⊗⊗
⊗

⊙
⊙
⊙
⊙

⊙
⊙

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
⊗

⊙
⊙

b36

a32

a34

a36

b15

b13
b11a15
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b72
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b76

a72

a74

a76

b55
b53 b51

a55

a53

a51

b32

b34

b16

b14

b12

a16

a14

a12
b71b73

b75
a71

a73

a75

b56

b54

b52

a56

a54
a52 b31

b33

b35

a31

a33

a35

A1 A3 A5 A7A2 A4 A6 A8

B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8

Figura 4.1: Enrolamentos do mancal-motor de indução

Percebe-se que na fase B as 4 bobinas são conectadas em série, pois a fase B não
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será utilizada para fins de controle de posição. Quando as bobinas da fase A recebm

a mesma corrente e mantemos uma defasagem de 90o entre as correntes aplicadas às

fases A e B, o dispositivo irá gerar torque, operando como um motor convencional.

Entretanto, se as amplitudes das correntes alternadas, em cada um dos 4 pólos da fase

A forem controladas independentemente, mantendo-se a defasagem de 90o em relação

à fase B o dispositivo poderá, além de gerar torque, posicionar o rotor na posição

central no caso dos deslocamentos radiais. Para esta dupla capacidade dá-se o nome

de mancal-motor.

Maiores detalhes sobre o material deste caṕıtulo podem ser vistos em (David 2000).

4.2 Desenvolvimento

O esquema mostrado na figura (4.2) mostra uma melhor visualização de cada um dos

4 pólos em cada uma das fases do motor.

A1 A2
B1

B2

A3

A4

B3

B4

A6 A5

B5

B6

A8

A7

B7

B8

-il(t) ¾ir(t)

?
iu(t)

6id(t)

Figura 4.2: Representação f́ısica dos quatro pólos nas fases A e B

Impondo correntes independentes a cada um dos pólos da fase A o efeito mancal irá

aparecer. Se estas correntes forem alternadas, com a mesma frequência, e com 90o de

defasagem em relação à fase B estaremos forçando o aparecimento de torque e de forças

de restauração. A idéia usada no mancal tradicional que utiliza correntes diferenciais

para posicionar um rotor, pode ser adaptada neste caso, ou seja, teremos uma corrente

de base iA(t) = IAsen wt e correntes diferenciais nas duas direções x e y dadas por
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ix(t) = Ixsen wt e iy(t) = Iysen wt. Desta forma podemos escrever que as correntes

totais na fase A serão dadas por:

il(t) = iA(t)− ix(t) = IAsen wt− Ixsen wt = (IA − Ix)sen wt (4.1)

ir(t) = iA(t) + ix(t) = IAsen wt + Ixsen wt = (IA + Ix)sen wt (4.2)

iu(t) = iA(t)− iy(t) = IAsen wt− Iysen wt = (IA − Iy)sen wt (4.3)

id(t) = iA(t) + iy(t) = IAsen wt + Iysen wt = (IA + Iy)sen wt (4.4)

onde Ix e Iy são as amplitudes diferenciais, ou seja, sinais constantes ou de variação

lenta que serão gerados pelo sistema de controle para posicionamento do rotor. A

amplitude de corrente de base é usualmente igual para todas as fases, ou seja: IA =

IB = I0. É importante destacar que as correntes precisam ficar limitadas em valores

suficientemente baixos para evitar a saturação do circuito magnético do motor.

O circuito da figura (4.3), mostra o modelo considerado para cada uma das fases

em regime permanente do protótipo (David 2000), (Woodson & Melcher 1968):

R1 L1 L2

Lm R2/σ

6

v(t)

?

ih(t)

?

i2(t)

-
i(t)

Figura 4.3: Circuito equivalente por fase do motor

onde R1 e L1 são, respectivamente, a resistência e a indutância do estator, R2 e L2 são

os parâmetros do rotor refletidos no estator, Lm a indutância de magnetização e σ é o

escorregamento.
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As forças radiais geradas pelo mancal-motor dependem do fluxo magnético do en-

treferro que, por sua vez, depende da corrente de magnetização ih(t). Uma rápida

análise do circuito da figura (4.3) mostra que a relação entre a corrente de entrada i(t)

e a corrente de magnetização ih(t) será dada por:

ih(s) = H(s)i(s) =
1 + στ2s

1 + σ(τ2 + τm)s
i(s) (4.5)

onde τ2 = L2/R2 e τm = Lm/R2. Quando impomos uma corrente de entrada dada

por i(t) = Isen wt é posśıvel demonstrar pelo teorema fundamental da resposta em

frequência que, em regime:

ih(t) = Ihsen (wt + β) (4.6)

onde Ih = α(w) e β = β(w).

Como α(w) = |H(jw)| e β(w) = 6 H(jw) se fizermos em (4.5) s = jw, teremos:

α(w) = |H(jw)| =
√√√√ 1 + τ 2

2 (σw)2

1 + (τ2 + τm)2(σw)2
(4.7)

β(w) = 6 H(jw) = arctan
−(σw)τm

1 + (σw)2τ2(τ2 + τm)
(4.8)

Para um valor fixo do escorregamento σ as equações anteriores dão origem a um

diagrama de Bode bastante conhecido, conforme pode ser visto na figura (4.4).

-
ω (log)

6α(ω) (log)

1

τ2/τ

(στ)−1 (στ2)
−1

τ = τ2 + τm

Figura 4.4: Diagrama assintótico do ganho de amplitude

As equações (4.7) e (4.8) mostram que α e β dependem também do escorregamento

σ além de w. Para cada um dos pólos da fase A, a corrente de base e as correntes

diferenciais ix e iy irão gerar correntes de magnetização associadas, que por sua vez

irão gerar fluxo conforme podemos observar nas equações abaixo:
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iA(t) = I0sen wt ⇒ iAh(t) = αI0sen (wt + β) (4.9)

ix(t) = Ixsen wt ⇒ ixh(t) = αIxsen (wt + β) (4.10)

iy(t) = Iysen wt ⇒ iyh(t) = αIysen (wt + β) (4.11)

De modo semelhante, a corrente imposta na fase B também irá gerar uma corrente

de magnetização.

iB(t) = I0 cos wt ⇒ iBh(t) = αI0 cos(wt + β) (4.12)

Conforme podemos ver nas equações (4.7) e (4.8) estas correntes de magnetização

dependem da frequência das correntes impostas e do escorregamento σ.

Partindo da condição de que o conjunto não está saturado, a geração das forças

na fase A pode ser dividida em quatro partes, cada uma associada a um dos pólos na

fase A conforme pode ser visto na figura (4.2). Considerando o pólo do lado direito da

figura citada podemos dizer que a que a corrente ir(t) imposta naquele pólo irá gerar

uma força magnemotriz dada por (Chapman 1999):

Fr = neirh(t) = ne(iAh(t) + ixh(t)) (4.13)

onde as correntes de magnetização iAh e ixh estão definidas nas equações (4.9) e (4.10)

e ne é o número de espiras.

Quando ocorre um deslocamento no rotor na direção vertical ou horizontal (x e

y) os gaps são dados por: do lado direito (h − x); na parte superior (h − y) e assim

sucessivamente. Se Rr, Ru, Rl e Rd denotam as relutâncias para os quatro gaps, o

diagrama da figura (4.5) mostra a ação da força magnemotriz Fr.

Aplicando-se a fórmula clássica da relutância (Chapman 1999) para um gap com

área a teremos:

Rr =
h− x

µ0a
; Ru =

h− y

µ0a
; Rl =

h + x

µ0a
; Rd =

h + y

µ0a
(4.14)
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Fr

Rr Rl

Ru

Rd

φrr φlr

φur

φdr

Figura 4.5: Geração de fluxo no pólo direito

E a relutância equivalente será:

Req
r =

RrRuRl +RrRuRd +RrRlRd +RuRlRd

RuRl +RuRd +RlRd

(4.15)

Fazendo as seguintes definições:

N = RrRuRl +RrRuRd +RrRlRd +RuRlRd (4.16)

Dr = RuRl +RuRd +RlRd (4.17)

Du = RrRl +RrRd +RdRl (4.18)

Dl = RuRr +RrRd +RuRd (4.19)

Dd = RuRr +RrRl +RuRl (4.20)

podemos concluir que Req
r = N/Dr e que os fluxos podem ser obtidos por: F = Rφ.

Com isto podemos escrever as 4 equações geradas pelos fluxos parciais do pólo do lado

direito.

φrr(t) =
Fr

Req
r

=
Dr

N
ne(iAh(t) + ixh(t)) (4.21)

φur(t) =
RlRd

N
ne(iAh(t) + ixh(t)) (4.22)

φlr(t) =
RuRd

N
ne(iAh(t) + ixh(t)) (4.23)
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φdr(t) =
RuRl

N
ne(iAh(t) + ixh(t)) (4.24)

De maneira análoga podemos aplicar o mesmo desenvolvimento para os outros 3

pólos conformes será visto a seguir:

Pólo Superior:

φru(t) =
RlRd

N
ne(iAh(t) + iyh(t)) (4.25)

φuu(t) =
Du

N
ne(iAh(t) + iyh(t)) (4.26)

φlu(t) =
RrRd

N
ne(iAh(t) + iyh(t)) (4.27)

φdu(t) =
RrRl

N
ne(iAh(t) + iyh(t)) (4.28)

Pólo do lado esquerdo:

φrl(t) =
RuRd

N
ne(iAh(t)− ixh(t)) (4.29)

φul(t) =
RlRd

N
ne(iAh(t)− ixh(t)) (4.30)

φll(t) =
Dl

N
ne(iAh(t)− ixh(t)) (4.31)

φdl(t) =
RuRr

N
ne(iAh(t)− ixh(t)) (4.32)

Pólo Inferior:

φrd(t) =
RuRl

N
ne(iAh(t)− iyh(t)) (4.33)

φud(t) =
RrRl

N
ne(iAh(t)− iyh(t)) (4.34)
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φld(t) =
RrRu

N
ne(iAh(t)− ixh(t)) (4.35)

φdd(t) =
Dd

N
ne(iAh(t)− ixh(t)) (4.36)

Se considerarmos o fluxo que entra no rotor sempre positivo, teremos fluxos totais

em cada pólo dados por:

φTr = φrr + φru− φrl + φrd (4.37)

φTu = −φur − φuu− φul + φud (4.38)

φT l = −φlr + φlu + φll + φld (4.39)

φTd = −φdr + φdu− φdl − φdd (4.40)

As forças de relutância variam com o quadrado do fluxo total e consequentemente

as forças radiais geradas pela fase A nas direções x e y serão dadas por:

fAx =
1

2µ0a
(φ2

Tr − φ2
T l) (4.41)

fAy =
1

2µ0a
(φ2

Tu − φ2
Td) (4.42)

Os 16 fluxos parciais mostrados dependem das correntes de magnetização iAh, ih e

iyh que por sua vez dependem das correntes impostas na fase A, logo deveremos usar

as equações (4.9), (4.10) e (4.11). Fazendo as substituições necessárias nas equações

(4.37), (4.38), (4.39) e (4.40) e o desenvolvimento algébrico podemos chegar às equações

que expressam as forças radiais nas direções x e y.

fAx =
µ0a

2
n2

eα
2sen 2(wt + β)qx(x, y, I0, Ix, Iy, h) (4.43)

fAy =
µ0a

2
n2

eα
2sen 2(wt + β)qy(x, y, I0, Ix, Iy, h) (4.44)

Os fatores qx e qy são expressões complicadas dadas por:

qx(x, y, I0, Ix, Iy, h) =
∆2

1 −∆2
2

H2
0

(4.45)
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qy(x, y, I0, Ix, Iy, h) =
∆2

3 −∆2
4

H2
0

(4.46)

onde ∆i e Hj são:

∆1 = (I0 + Ix)H1 + (I0 + Iy)H2 − (I0 − Ix)H3 + (I0 − Iy)H4

∆2 = (I0 − Ix)H5 − (I0 + Ix)H3 + (I0 + Iy)H6 + (I0 − Iy)H7

∆3 = −(I0 + Iy)H1 − (I0 + Ix)H3 − (I0 − Ix)H2 + (I0 − Iy)H8

∆4 = −(I0 − Ix)H5 + (I0 + Ix)H3 + (I0 + Iy)H8 + (I0 − Ix)H7

H0 = (h− x)(h− y)(h + x) + (h− x)(h− y)(h + y) + (h− x)(h + x)(h + y)

(h− y)(h + x)(h + y)

H1 = (h + x + (h− y) + (h + x)(h + y) + (h− y)(h + y)

H2 = (h + x)(h + y)

H3 = (h− y)(h + y)

H4 = (h− y)(h + x)

H5 = (h− x + (h− y) + (h− x)(h + y) + (h− y)(h + y)

H6 = (h− x)(h + y)

H7 = (h− x)(h− y)

H8 = (h− x)(h + x)

Sabendo que I0 e h são constantes, os parâmetros qx e qy dependem somente das

variações ocorridas em x, y, Ix e Iy e sabendo que estas variações são muito pequenas

podemos fazer uma linearização em torno do ponto de operação P0 = (0, 0, 0) usando

computação simbólica. Com isto chegamos a:

qx(x, y, Ix, Iy) =
4I2

0

h3
x +

4I0

h2
Ix (4.47)

Podemos chegar a um resultado similar para a direção y. É necessário destacar que,

apesar da grande complexidade do sistema mancal-motor, o sistema de posicionamento

da direção x é desacoplado do sistema de direção y. Desta forma podemos caminhar

para uma solução para as forças nas duas direções através das expressões abaixo:
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fAx(x, Ix) = kp[1− cos 2(wt + β)]x + ki[1− cos 2(wt + β)]Ix (4.48)

fAy(y, Iy) = kp[1− cos 2(wt + β)]y + ki[1− cos 2(wt + β)]Iy (4.49)

onde os parâmetros kp e ki são dados por :

kp =
µ0aη2

eI
2
0

h3
α2 (4.50)

ki =
µ0aη2

eI0

h2
α2 (4.51)

Podemos notar que, embora as fórmulas estejam sugerindo que kp e ki sejam con-

stantes, sabemos que não é isto que ocorre pois α depende da frequência e do escor-

regamento.

Temos ainda as forças geradas pela fase B que, apesar de não ter correntes difer-

enciais, irá exercer também um conjunto de forças sobre o rotor.

Assumindo que a corrente de base na fase A é a mesma na fase B e que se encontram

defasadas de 90o podemos escrever que as forças geradas pela fase B serão dadas por:

fBxb = kp[1− cos 2(wt + β +
π

2
)]xB (4.52)

fByb = kp[1− cos 2(wt + β +
π

2
)]yB (4.53)

Geometricamente, a fase B está deslocada de 45o em relação à fase A e, conse-

quentemente, x = xB cos 45o + yB cos 135o e y = xBsen 45o + yBsen 135o então:

fBx = fBxb cos 45o + fByb cos 135o

fBx = (fBxb − fByb)

√
2

2

fBx = kp[1− cos 2(wt + β +
π

2
)]

√
2

2
(xB − yB)

fBx = kp[1− cos 2(wt + β +
π

2
)]x

De forma análoga podemos determinar:
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fBy = fBxbsen 45o + fBybsen 135o

fBy = (fBxb + fByb)

√
2

2

fBy = kp[1− cos 2(wt + β +
π

2
)]

√
2

2
(xB + yB)

fBy = kp[1− cos 2(wt + β +
π

2
)]y

Se somarmos agora as forças geradas pela fase B com as forças geradas pela fase A

teremos as forças radiais totais exercidas sobre o rotor da máquina. Estas forças são

dadas por:

fx = fAx+fBx = kp[1−cos 2(wt+β)]x+ki[1−cos 2(wt+β)]Ix+kp[1−cos(2wt+2β+π)]x

fy = fAy+fBy = kp[1−cos 2(wt+β)]y+ki[1−cos 2(wt+β)]Iy+kp[1−cos(2wt+2β+π)]y

Como cos(φ + π) = − cos θ chegamos a uma expressão final para as forças de

relutância que atuam sobre o rotor:

fx = 2kpx + ki[1− cos 2(wt + β)]Ix (4.54)

fy = 2kpy + ki[1− cos 2(wt + β)]Iy (4.55)

Todo o desenvolvimento visto até aqui pode ser visto com mais detalhe em (David

2000) e segue o conceito de variável de controle baseada na corrente.

4.3 Controle por Tensão

Podemos notar nas equações das forças, (4.54) e (4.55), que as mesma dependem da

amplitude Ix e Iy das correntes ix e iy impostas às fases. Dizemos então que se trata de

um sistemas de controle por corrente. Temos agora o propósito de analisar o comporta-

mento do controle, agora tenso com variável de controle a tensão. Para isto, retornemos

à análise da figura (4.3). Primeiro encontramos uma função de transferência G(s) tal
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que i(s) = G(s)V (s). Do circuito podemos verificar que:

vLm(t) = Lmih(t) = L2i2(t) +
R2

σ
i2(t)

i(t) = ih(t) + i2(t) (4.56)

v(t) = R1i(t) + L1i(t) + VLm = R1i(t) + L1i(t) + Lmih(t)

Da equação de v(t) podemos escrever:

V (s) = R1i(s) + L1si(s) + Lmsih(s) (4.57)

Para determinar a relação desejada podemos perceber na equação (4.57) que é

necessário achar a relação entre ih(s) e i(s). Da equação de i(t) tem-se:

i2(s) = i(s)− ih(s) (4.58)

Aplicando Transformada de Laplace em vLm(t) e substituindo i2(s) por (4.58) tem-

se:

Lmsih(s) = L2si2(s) +
R2

σ
i2(s)

Lmsih(s) = L2s(i(s)− ih(s)) +
R2

σ
(i(s)− ih(s))

σLmsih(s) = σL2s(i(s)− ih(s)) + R2(i(s)− ih(s))

σLmsih(s) + σL2sih(s) + R2ih(s) = σL2si(s) + R2i(s)

ih(s)(σLms + σL2s + R2) = (σL2s + R2)i(s)

ih(s) =

[
σL2s + R2

σs(Lm + L2 + R2

]
i(s)

ih(s) = D(s)i(s)

onde

D(s) =

[
σL2s + R2

σs(Lm + L2) + R2

]
(4.59)

Substituindo (4.59) em (5.9) temos:

V (s) = R1i(s) + L1si(s) + LmsD(s)(s)
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V (s) = R1i(s) + L1si(s) + Lms

[
σL2s + R2

σs(Lm + L2 + R2

]
i(s)

V (s) =

[
R1 + L1s + Lms

(
σL2s + R2

σs(Lm + L2) + R2

)]
i(s)

V (s) =

[
(σs(Lm + L2) + R2)R1 + (σs(Lm + L2) + R2)L1s + Lms(σsL2 + R2)

σs(Lm + L2) + R2

]
i(s)

V (s) =

[
σR1s(Lm + L2) + R2R1 + σs2L1(Lm + L2) + R2L1s + LmσL2s

2 + R2Lms)

σs(Lm + L2) + R2

]
i(s)

V (s) =

[
s2(σL1(Lm + L2) + σLmL2) + s(σR1(Lm + L2) + R2L1 + R2Lm) + R1R2

σs(Lm + L2) + R2

]
i(s)

i(s) =

[
σs(Lm + L2) + R2

s2(σL1(Lm + L2) + σLmL2) + s(σR1(Lm + L2) + R2L1 + R2Lm) + R1R2

]
V (s)

i(s) =

[
[σ(Lm + L2)s + R2

[σL1(Lm + L2) + LmL2)]s2 + [σR1(Lm + L2) + R2(L1 + Lm)]s + R1R2

]
V (s)

fazendo:

LA = σ(Lm + L2)

lB = σL1(Lm + L2) + LmL2)]

T1 = σR1(Lm + L2) + R2(L1 + Lm)

R = R1R2

tem-se:

i(s) =
[

LAs + R2

LBs2 + T1s + R

]
V (s) = G(s)V (s) (4.60)

Chega-se à equação de G(s) que irá relacionar a variável de controle por corrente

com uma variável de controle por tensão que será dada por:

G(s) =
[

LAs + R2

LBs2 + T1s + R

]
(4.61)

Fazendo s = jw e calculando |G(jw)| podemos escrever uma relação entre corrente

e tensão:

35



G(jw) =
R2[R− LBw2]− LAT1w

2 + [(R− LBw2)LAw −R2T1w]j

(R− LBw2)2 + (T1w)2
(4.62)

O parâmetro γ(w) = |G(jw)| irá relacionar tensão e corrente:

|G(jw)| = γ(w) =

√
(R2[R− LBw2]− LAT1w2)2 + ((R− LBw2)LAw −R2T1w)2

(R− LBw2)2 + (T1w)2

(4.63)

As equações (4.54) e (4.55) dependem das variáveis de controle Ix e Iy que depen-

dem das correntes diferenciais ix e iy. Estas correntes diferencias podem ser injetadas

diretamente nas bobinas ou então elas podem ser consequências das tensões diferenciais

vx e vy impostas às bobinas. As amplitudes destas tensões diferenciais vx e vy são Vx

e Vy. Como i(s) = G(s)V (s) podemos dizer que:

Ix = |G(jw)| ou

Ix = γVx

logo as equações (4.54) e (4.55) podem ser reescritas em termos de Vx e Vy:

fx = 2kpx + ki[1− cos 2(wt + β)]γVx (4.64)

fy = 2kpy + ki[1− cos 2(wt + β)]γVy (4.65)

As amplitudes Vx e Vy das tensões diferenciais vx e vy são as novas variáveis de

controle. Como γ é uma constante, para valores de regime, podemos considerar que

KI = kiγ logo, as novas equações para as forças radiais são:

fx = 2kpx + KI [1− cos 2(wt + β)]Vx (4.66)

fy = 2kpy + KI [1− cos 2(wt + β)]Vy (4.67)
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4.4 Comentários

As seções anteriores mostraram os aspectos básicos do estabelecimento do modelo

matemático do mancal motor. As forças de relutância fx e fy depedem dos deslo-

camentos angulares x e y e das variáveis de controle, as amplitudes das correntes, ou

tensões diferenciais, Ix, Iy ou Vx e Vy.

O posicionamento efetivo do rotor ainda depende de outros fatores, como por exem-

plo, o estabelecimento de um modelo matemático para o seu comportamento dinâmico.

Além disto devemos apresentar estratégias de controle, ou seja, maneiras sistemáticas

de encontrar Ix, Iy ou Vx e Vy capazes efetivamente de gerar forças fx e fy que sejam

restauradoras.

Estes importantes aspectos podem ser vistos com mais detalhes em (David 2000).
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Caṕıtulo 5

Acoplamento Eletromecânico

5.1 Introdução

Como visto nos caṕıtulos anteriores, o efeito mancal dos protótipos em estudo é con-

seguido pela alteração dos enrolamentos de um motor de indução convencional. O

resultado final é um novo motor de indução, bifásico, com 4 pólos e onde os enrola-

mentos da fase A do estator são divididos em 4 partes que passam a ter excitação

autônoma.

O funcionamento deste motor modificado como mancal, ou seja, a sua capacidade de

gerar forças radiais de posicionamento para o rotor, já foi visto e explicado no caṕıtulo

4. O próximo objetivo é estudar como as modificações feitas alteram a capacidade de

gerar torque do motor. Em outras palavras, desejamos obter o modelo matemático

rotacional para o motor alterado. Isto será visto no caṕıtulo 6.

Neste caṕıtulo reveremos a teoria básica que permite estabelecer modelos matemáticos

para sistemas eletromecânicos. O material é clássico e pode ser encontrado em várias

fontes : (A.E. Fitzgerald 1952),(Chapman 1999), (Cad 2000) e outros. Seguiremos

mais de perto (Woodson & Melcher 1968).

5.2 Modelo Geral do Acoplamento Eletromecânico

Os inúmeros equipamentos práticos onde há conversão de energia elétrica em mecânica,

e vice-versa, podem exibir as mais variadas formas, tamanhos e estruturas. Apesar de
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toda essa diversidade, esses importantes dispositivos podem ser estudados por meio de

uma ferramenta teórica única que se pode chamar de Acoplamento Eletromecânico

(AE).

¾ -

¾ -
...

¾ -

Acoplamento

Eletromecânico

¾ -

¾ -
...

¾ -

Canais
Elétricos

Canais
Mecânicos

Figura 5.1: Estrutura Geral do AE

Por meio dos canais elétricos mostrados na figura (5.1) pode-se injetar, ou retirar,

energia elétrica do acoplamento. Por meio dos canais mecânicos pode-se retirar, ou

injetar, energia mecânica.

No miolo da estrutura vista acima reside o acoplamento eletromecânico propria-

mente dito, onde são feitas as conversões de energia. Na maioria das vezes, a energia

que entra é armazenada em campos magnéticos antes de se converter e sair. Para mode-

lar o funcionamento do AE, com todas as interações entre energias elétricas, magnéticas

e mecânicas, será necessário o uso das equações de Maxwell.

Seguem alguns exemplos ilustrativos onde se pode observar como casos particulares

se encaixam nesse esquema geral.

Seja um atuador mecânico solenoidal, um dispositivo capaz de gerar, por meio de

um eletróımã, forças para acionar válvulas, relés ou outros equipamentos de dimensões

modestas. Temos um único canal elétrico por onde se injeta no sistema uma corrente

DC i, e um único canal mecânico que gera uma força f .

-i
Atuador Solenoidal -f

Figura 5.2: Atuador solenoidal como AE

Para descobrir como a força f (sáıda) é obtida a partir da corrente i (entrada) seria

preciso analisar os meandros eletro-magneto-mecânicos internos.

É interessante notar que a figura (5.2) mostra o acoplamento eletromecânico, e isto

é apenas parte do que interessa em um caso prático. Será necessário conhecer, por
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exemplo, a posição y da carga onde a força atua. Um modelo puramente mecânico,

envolvendo aplicação das leis de Newton, resolveria este passo.

Um outro aspecto: muitas vezes não há disponibilidade de um gerador de correntes,

mas sim de um gerador de tensões. Como a corrente i é obtida a partir da tensão v?

Um modelo puramente elétrico envolvendo a aplicação das leis de Kirchhoff resolveria

este passo. Um diagrama mais fiel para o atuador levando em conta estes comentários

seria

v - Restrições

Elétricas
i - Acoplamento

Eletromecânico
f - Restrições

Mecânicas
y -

Figura 5.3: Atuador solenoidal como AE + restrições

Considere agora como exemplo um gerador śıncrono trifásico. Teŕıamos um único

canal mecânico de entrada por onde um torque é aplicado no AE, e três canais elétricos

de sáıda, fornecendo correntes AC com amplitudes fixas e iguais entre si e defasadas

de 120o entre si.

Em motores elétricos, de modo geral, há apenas um canal mecânico de sáıda, que

fornece torque Te à carga (ou uma força Fe no caso de motores lineares). O número de

canais elétricos de entrada depende do tipo de motor (śıncrono ou de indução ou DC,

por exemplo) e do número de fases de alimentação.

5.3 Canais Elétricos

Para facilitar as aplicações futuras, a discussão será voltada para o caso de motores

elétricos. Deste modo, os canais elétricos injetarão energia elétrica no AE e haverá um

único canal mecânico por onde se retirará torque.

Passaremos a apresentar, de modo suscinto, as caracteŕısticas básicas de um canal

elétrico. Maiores detalhes podem ser encontrados nas referências do ińıcio deste caṕıtulo

e envolvem a aplicação criteriosa (e simples) das equações de Maxwell.

Cada canal (ou terminal) elétrico é um circuito por onde flui uma corrente i, que

pode ser representado graficamente pela figura (5.4).
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v
6

-i

λ

Figura 5.4: Esquema de canal elétrico

Em primeiro lugar, considera-se que o canal é um condutor ideal; qualquer re-

sistência porventura existente será colocada fora do canal, nas restrições elétricas.

v
6

-i

λ

R

ve

6

Figura 5.5: Canal elétrico e restrições

Na grande maioria dos casos o condutor de um canal é enrolado de maneira heli-

coidal, formando uma bobina composta por várias espiras. Este formato é escolhido

porque correntes percorrendo bobinas dão origem a campos magnéticos concentrados,

e com propriedades interessantes, no interior das espiras. Para reforçar esta tendência,

coloca-se material ferromagnético no interior das espiras de uma bobina.

Assim, pode-se imaginar cada canal elétrico como algo que aprisiona e concentra

campos eletromagnéticos no interior do AE, lembrando que campo magnético é toda

região ao redor de um imã ou de um condutor percorrido por corrente elétrica. Us-

ando mais precisão na linguagem, um canal aprisiona, concentra e direciona um fluxo

magnético φ. Deste modo, a cada terminal se associa o seu enlace de fluxo λ que pode

ser visto como o fluxo total aprisionado, ou seja, o fluxo concatenado é o produto do

fluxo pelo número de espiras com ele concatenados, supondo-se que todo o fluxo se

concatena com todas as espiras. À medida que a corrente e o fluxo aumentam, o fluxo

concatenado cresce continuamente.

O cálculo dos enlaces de fluxo pode ser feito pela aplicação das leis de Maxwell.

Dependendo da geometria do AE e do número de bobinas ou partes móveis no seu

interior, este cálculo pode ter ńıveis variados de dificuldade. De modo geral pode-se
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dizer que o enlace de fluxo em um canal depende da corrente nesse canal, das correntes

nos outros canais, e das posições das partes móveis.

Seja λk(t) o enlace de fluxo do k-ésimo canal no instante t e ik(t) a corrente

instântanea nesse canal. Supondo m canais elétricos, podemos definir os vetores de

enlace de fluxo e da corrente no AE:

Λ(t) =




λ1(t)

λ2(t)

...

λm(t)




∈ IRm e I(t) =




i1(t)

i2(t)

...

im(t)




∈ IRm (5.1)

Nos motores que nos interessam há apenas uma parte móvel, o rotor, e sua posição

em cada instante é perfeitamente determinada por um ângulo θ(t). No caso mais

geral, de r partes ou bobinas móveis precisamos de r posições ou ângulos para definir

a geometria em cada instante. Sendo yk(t) a posição (ou ângulo) da k-ésima parte, o

vetor de posição (ou de geometria) do AE é:

Y (t) =




y1(t)

y2(t)

...

yr(t)




∈ IRr (5.2)

A aplicação das equações de Maxwell (lei de Ampère), levando em conta as hipóteses

simplificadoras usuais levaria a

Λ(t) = fΛ(I(t), Y (t)) (5.3)

Esta equação mostra que os enlaces de fluxo dependem das correntes e das posições

de modo estático ou instântaneo. Em muitos dispositivos práticos, o uso de hipótese de

trabalho suaves e razoáveis faz com que a função fΛ seja linear e simétrica com relação
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a I:

Λ(t) = fΛ(I(t), Y (t)) = L(Y )I(t) (5.4)

onde L(Y ) é uma matriz m×m simétrica cujos elementos dependem da geometria no

instante t, medida pelas posições Y . Cada enlace de fluxo é da forma:

λk(t) = Lk1i1(t) + Lk2i2(t) + · · ·Lkkik(t) + · · ·+ Lkmim(t) (5.5)

onde k = 1, 2, ...m. Os coeficientes Lkj são funções de geometria e são ainda simétricos:

Lkj = Ljk. Os coeficientes Lkk são chamados de auto-indutâncias do canal k, e os

coeficientes Lkj, para k 6= j são as indutâncias mútuas. A matriz L, compreensivel-

mente, é chamada de matriz das indutâncias. A chamada “linearidade elétrica” é tão

importante e simplificadora que fabricantes de dispositivos tomam cuidados especiais

em seus projetos para garantir a validade da equação (5.4).

A aplicação de outra equação de Maxwell, a lei de Faraday, com as simplificações

usuais, levaria a:

Λ̇ =
d

dt
Λ(t) = V (t) (5.6)

onde V (t) ∈ IRm é o vetor composto pelas tensões vk(t) , k = 1, 2, . . .m impostas a

cada canal elétrico. Esta é uma relação dinâmica que deve ser usada quando os canais

são excitados por tensões e não por correntes. Lembrando que Λ(t) = fΛ(I(t), Y (t))

temos

V (t) = Λ̇(t) =
∂fΛ

∂I

dI

dt
+

∂fΛ

∂Y

dY

dt
(5.7)

A primeira parcela da equação acima é chamada de “efeito (ou tensão) transfor-

mador” do dispositivo, e a segunda parcela é o “efeito ou (tensão) de velocidade”. Se

a linearidade elétrica é válida para um dado AE, então (5.7) se particulariza em

V (t) = Λ̇(t) = L(Y )İ(t) +
dL

dY
Ẏ (t)I(t) (5.8)

Se, em adição, a geometria é fixa, então Ẏ (t) = 0 e L(Y ) = L é uma constante e
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V (t) = L
d

dt
I(t) (5.9)

o que justifica o nome dado à matriz L, pois esta é a relação clássica dos indutores

ideais.

5.4 Exemplo de Aplicação 1

Considere a estrutura abaixo, feita com material ferromagnético.

λa

-
ia

Na

A B C

F E D

G1

G2

λb

-
ib

Nb

- ¾

¾ -

?

?

Figura 5.6: Exemplo de aplicação # 1

Embora a figura (5.6) lembre as usadas no estudo de transformadores (e possa ser

usada para este fim!) consideraremos aqui os dois canais elétricos como sendo canais

de entrada. Não há partes móveis ou geometrias variáveis e analisaremos apenas as

relações entre correntes, enlaces de fluxo e tensões.

Se um contorno fechado C se desenvolve em uma região do espaço onde existe campo

magnético, e se S é uma superf́ıcie delimitada por esse contorno, a equação de Ampère

em sua forma integral é

∮

C

−→
H.
−→
dl =

∫

S

−→
J .−→n da (5.10)

onde
−→
H é o campo magnético em um ponto,

−→
dl é a tangente ao contorno desse ponto,

−→
J é a densidade de corrente e −→n a normal à superf́ıcie em um ponto.

As aproximações usualmente feitas para a aplicação das leis de Maxwell a dispos-

itivos reais, como o do nosso exemplo, garantem que a atividade magnética é quase

sempre confinada e direcionada pelo material ferromagnético existente. Considere então

o contorno ABG1G2EFA acima, percorrido nesse sentido. No trecho EFAB o campo
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pode ser considerado uniforme, com intensidade constante Ha e sempre tangente ao

contorno. Nos trechos BG1 e G2E a intensidade é Hr e a direção é “vertical”. O

trecho G1G2 configura uma fenda ou entreferro. Continuamos supondo uniformidades

do campo; sua magnitude é Hg.

Sendo la o comprimento do trecho EFAB, lr o comprimento do trecho BG1 +G2E e

lg a espessura do entreferro, e lembrando que o lado direito da equação (5.10) significa

a corrente total que atravessa a superf́ıcie, podemos escrever

Hala + Hrlr + Hglg = Naia (5.11)

O campo Hg atravessa o ar e podemos expressar a densidade de fluxo nessa região

como sendo

Bg = µ0Hg (5.12)

onde µ0 é a permeabilidade do vácuo. Supondo despreźıveis os efeitos de histerese,

podemos determinar a densidade de fluxo nos trechos EFAB, BG e G2E, lembrando

que a densidade de fluxo magnético B é o número de linhas de fluxo por unidade de

área que permeiam o campo magnético.

Ba = µHa e Br = µHr (5.13)

onde µ é a permeabilidade magnética do material usado. Em geral, µ À µ0.

Sendo Aa a área transversal no trecho EFAB, podemos calcular o fluxo magnético

nesse trecho: φa = BaAa = µHaAa. Para os trechos BG1 e G2E: φr = BrAr = µHrAr;

para a fenda: φgAg = µ0HgAg. Entrando com estas expressões para os fluxos em

(5.11):
la

µAa

φa +
lr

µAr

φr +
lg

µ0Ag

φg = Naia (5.14)

A grandeza la/(µAa) = Ra é a relutância do trecho EFAB; Rr = lr/(µAr) é a re-

lutância conjunta de BG1 e G2E; Rg = lg/(µ0Ag) é a relutância do entreferro. Supondo

que a passagem pelo ar é feita sem perda considerável de fluxo temos φr = φg e a lei

de Ampère, em termos de fluxo, fica

Raφa + (Rr +Rg)φg = Naia (5.15)
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Como a geometria simples do circuito acima permite expressar facilmente as re-

lutâncias em termos dos parâmetros f́ısicos básicos, podemos analisar o contorno EDC

BG1G2E de modo análogo a concluir que

Rbφb + (Rr +Rg)φg = Nbib (5.16)

onde Rb = lb/µAb é a relutância do trecho à direita.

O ponto B é uma junção do fluxo. Considerando uma superf́ıcie fechada S que o

envolva completamente uma das equações de Maxwell diz que

∮

S

~B.~nda = 0 (5.17)

e isto garante a “conservação dos fluxos” que pode ser expressa por

φa + φb = φg (5.18)

agora é posśıvel “resolver o sistema”, ou seja, encontrar expressões para os fluxos φa e

φb em termos das correntes ia e ib. Entrando com (5.18) em (5.15) e (5.16) teremos

(Ra +Rr +Rg)φa + (Rr +Rg)φb = Naia (5.19)

(Rr +Rg)φa + (Rb +Rr +Rg)φb = Nbib (5.20)

chamando

Ra +Rr +Rg = Rta

Rb +Rr +Rg = Rtb

Rr +Rg = Rv

as relações (5.19) e (5.20) podem ser escritas em forma matricial:




Rta Rv

Rv Rtb







φa

φb




=




Naia

Nbib




(5.21)

46



O determinante da matriz quadrada acima é

∆R = RtaRtb −R2
v = (Ra +Rv)(Rb +Rv)−R2

v = RaRb + (Ra +Rb)Rv (5.22)

que é sempre não-nulo e positivo para valores positivos das relutâncias. Com isto a

equação (5.21) pode ser invertida :




φa

φb




=
1

∆r




Rtb −Rv

−Rv Rta







Naia

Nbib




= R−1




Naia

Nbib




(5.23)

O enlace de fluxo de um canal é o “fluxo total englobado” por esse canal e assim,

para o caso das bobinas,

λa = Naφa e λb = Nbφb (5.24)

Uma aplicação cuidadosa da equação de Maxwell apropriada levaria de maneira

menos simplista a estas mesmas relações. O resultado, em notação matricial fica




λa

λb




=




Na 0

0 Nb




1

∆r




Rtb −Rv

−Rv Rta







Na 0

0 Nb







ia

ib




(5.25)

chamando diag{Na, Nb} = N podemos escrever

Λ = NR−1NI = LI (5.26)

onde a matriz das indutâncias L é simétrica.

Este exemplo mostra como a hipótese da linearidade elétrica, expressa em (5.26),

aparece de modo natural, com hipóteses suaves, pelo menos neste caso simples.

O comportamento em regime do dispositivo pode ser bem estudado por relações

instântaneas como (5.23) e (5.26). Para um conhecimento mais amplo, capaz de de-

screver também o transitório, precisaŕıamos do modelo matemático completo, descrito

pela equação diferencial
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V (t) = Λ̇ = Lİ(t) (5.27)

onde V é o vetor das tensões injetadas nos canais. A equação (5.26) pode ser detalhada

λa = L11ia + L12ib (5.28)

λb = L21ia + L22ib (5.29)

onde L11 = La e L22 = Lb são as auto-indutâncias e L12 = L21 = Lm é a indutância

mútua. Para o caso em estudo:

La =
Na2Rtb

∆r

=
N2

a (Rb +Rv)

RaRb + (Ra +Rb)Rv

(5.30)

Lb =
Nb2Rta

∆r

=
N2

b (Ra +Rv)

RaRb + (Ra +Rb)Rv

(5.31)

Lm = −Na2NbRv

∆r

= − NaNbRv

RaRb + (Ra +Rb)Rv

(5.32)

5.5 Exemplo de Aplicação 2

É o mesmo dispositivo do exemplo anterior com a bobina da esquerda desmembrada

em duas partes (N1 + N2 = Na) dando assim origem a dois canais elétricos, como

mostrado na figura (5.7)

λ1-
i1

N1

λ2-
i2

N2

A B C

F E D

G1

G2

λb

-
ib

Nb

- ¾

¾ -

?

?

Figura 5.7: Exemplo de aplicação # 2

Seguindo a linha mostrada no exemplo anterior, chegaŕıamos com facilidade ao
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equacionamento dos fluxos

Raφa + (Rr +Rg)φg = N1i1 + N2i2 (5.33)

Rbφb + (Rr +Rg)φg = Nbib (5.34)

φa + φb = φg (5.35)

A diferença principal é a existência de “excitações” distintas e independentes. Mas

o fluxo que atravessa as duas novas bobinas é o mesmo, então continuaremos precisando

eliminar φg e trabalhar apenas com φa e φb para calcular agora 3 enlaces. A equação

(5.21) fica




Rta Rv

Rv Rtb







φa

φb




=




N1i1 + N2i2

Nbib




=




N1 N2 0

0 0 Nb







i1

i2

ib




(5.36)

Invertendo a matriz das relutâncias vem:




φa

φb




=
1

∆r




Rta −Rv

−Rv Rtb







N1 N2 0

0 0 Nb







i1

i2

ib




= L0N




i1

i2

ib




(5.37)

onde L0 é a mesma matriz definida anteriormente em (5.23), mas N é agora a matriz

2× 3 indicada. O enlace de fluxo dos canais continua sendo obtido como antes

λ1 = N1φa λ2 = N2φa λb = Nbφb (5.38)

Notar que, embora as correntes dos canais 1 e 2 sejam independentes, os enlaces de
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fluxo não serão. É fácil ver que




λ1

λ2

λb




=




N1 0

N2 0

0 Nb







φa

φb




=




N1 0

N2 0

0 Nb




1

∆r




Rtb −Rv

−Rv Rta







N1 N2 0

0 0 Nb







i1

i2

ib




Agora chegamos à expressão caracteŕıstica da linearidade elétrica

Λ = NT L0NI = LnI (5.39)

A matriz das indutâncias Ln continua simétrica, mas agora ela é 3 × 3 e seu posto é

apenas 2. A equação (5.39) pode ser detalhada:

λ1 = Ln
11i1 + Ln

12i2 + Ln
1bib (5.40)

λ2 = Ln
21i1 + Ln

22i2 + Ln
2bib (5.41)

λb = Ln
b1i1 + Ln

b2i2 + Ln
bbib (5.42)

onde Ln
11, Ln

22 e Ln
bb são as auto-indutâncias e Ln

xy para x 6= y são as indutâncias

mútuas. Para o caso em estudo temos 3 auto-indutâncias e 3 indutâncias mútuas, ao

passo que no caso antigo havia apenas La, Lb e Lm dados por (5.30), (5.31) e (5.32).

Uma questão muito importante surge neste ponto: qual a relação entre os parâmetros

novos da matriz Ln e os antigos de L ? Entre outras palavras, seria posśıvel determinar

Ln de modo único conhecendo apenas L ?

Estas idéias serão muito importantes mais à frente, na determinação do modelo

matemático do motor modificado. Para atacar o problema, basta ligar em série as

50



bobinas 1 e 2, o que acarreta i1 = i2 = ia. As equações (5.40),(5.41) e (5.42) ficam

λ1 = (Ln
11 + Ln

12)ia + Ln
1bib (5.43)

λ2 = (Ln
21 + Ln

22)ia + Ln
2bib (5.44)

λb = (Ln
b1 + Ln

b2)ia + Ln
bbib (5.45)

o enlace de fluxo da “nova” bobina será

λa = (N1 + N2)φa = N1φa + N2φ2 = λ1 + λ2 (5.46)

logo a soma de (5.43) e (5.44) leva a

λa = (Ln
11 + Ln

12 + Ln
21 + Ln

22)ia + (Ln
1b + Ln

2b)ib (5.47)

λb = (Ln
1b + Ln

2b)ia + Ln
bbib (5.48)

Como N1 +N2 = Na, a bobina original é refeita com a ligação em série, recáımos no

caso inicial e podemos identificar os parâmetros de (5.47) e (5.48) com os parâmetros

de (5.30),(5.31) e (5.32):

Ln
11 + Ln

12 + Ln
21 + Ln

22 = La

Ln
1b + Ln

2b = Lm

Ln
bb = Lb

Supondo finalmente que a divisão da bobina é perfeitamente simétrica teremos

Ln
11 = Ln

22 = Ln
21 = Ln

12 =
1

4
La

Ln
1b = Ln

b1 =
1

2
Lm

Ln
bb = Lb

e os parâmetros “novos” podem ser obtidos a partir dos “antigos”, que se supõe con-

hecidos.
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5.6 Energia Interna

Mais uma vez lembramos que maiores detalhes podem ser encontrados nas referências

listadas no começo do caṕıtulo. Seja um acoplamento eletromecânico (AE) com um

único canal elétrico de entrada e um único canal mecânico de sáıda. A potência elétrica

injetada no AE é dada por

Pe(t) = v(t)i(t) = i(t)λ̇(t)

A potência mecânica extráıda será

Pmec(t) = f e(t)ẏ(t)

onde estamos supondo que a mudança de geometria pode ser medida por um desloca-

mento linear y e está associada a uma força f e. No caso de motores elétricos teremos

um deslocamento angular θ e um torque T e.

Supondo Wm(t) a energia total armazenada nos campos magnéticos internos do

AE, a lei da conservação de potência permite escrever

dWm(t)

dt
= i(t)

dλ(t)

dt
− f e(t)

dy(t)

dt

ou então, em termos de energia:

dWm = idλ− f edy (5.49)

Isto mostra que a energia magnética total do AE pode ser expressa em função do

enlace de fluxo e da posição:

Wm = Wm(λ, y) (5.50)

Supondo que o sistema é conservativo pode-se mostrar que esta função Wm tem

derivadas parciais de 2a. ordem finitas, e assim

dWm =
∂Wm

∂λ
dλ +

∂Wm

∂y
dy (5.51)
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Comparando (5.49) e (5.51) resulta em

(
i− ∂Wm

∂λ

)
dλ−

(
f e +

∂Wm

∂y

)
dy = 0 (5.52)

Como as variáveis λ e y são independentes conlui-se que

i =
∂Wm(λ, y)

∂λ
(5.53)

f e = −∂Wm(λ, y)

∂y
(5.54)

ou seja, se a energia armazenada é conhecida, as variáveis elétricas e mecânicas dos

canais podem ser calculadas. É muito comum usar as relações energéticas em uma

forma ligeiramente diferente da acima. Considere novamente a expressão (5.49), aqui

repetida

dWm = idλ− f edy (5.55)

Considere agora o produto λi e a seguinte identidade básica

d(λi) = λdi + idλ (5.56)

que pode ser inserida em (5.55) dando lugar a

dWm = d(λi)− λdi− f edy (5.57)

que pode ser reescrita como

d(λi−Wm) = λdi + f edy (5.58)

A grandeza λi−Wm = W c
m é chamada de coenergia e é imediato verificar que

W c
m = W c

m(i, y) (5.59)
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de onde se retira a expressão

d(W c
m) =

∂W c
m

∂i
di +

∂W c
m

∂y
dy

que pode ser combinada com (5.58) para fornecer

λ =
∂W c

m(i, y)

∂i
(5.60)

f e =
∂W c

m(i, y)

∂y
(5.61)

No caso geral de um sistema com “m” terminais elétricos e “r” terminais mecânicos

teŕıamos

dWm =
m∑

k=1

ikdλk −
r∑

k=1

f e
kdyk (5.62)

Lembrando as notações vetoriais para as correntes ik e os enlaces de fluxo λk,

k = 1, 2, . . .m e introduzindo notações semelhantes para f e
k e yk, k = 1, 2, . . . r a

equação acima pode ser reescrita como

dWm = IT dλ− F T
e dY (5.63)

Para as equações em termos de coenergia, notemos que a generalização de (5.56) é

m∑

k=1

d(ikλk) =
m∑

k=1

λkdik +
m∑

k=1

ikdλk (5.64)

Definindo a coenergia como

W c
m =

m∑

k=1

λkik −Wm (5.65)

a combinação de (5.62) e (5.64) fornece

dW c
m =

m∑

k=1

λkdik +
m∑

k=1

f e
kdyk (5.66)

que, em forma matricial, fica

dW c
m = ΛT dI + F T

e dY (5.67)
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As variáveis elétricas e mecânicas dos canais podem ser obtidas por meio de

λk =
∂W c

m

∂ik
k = 1, 2, . . . m (5.68)

f e
k =

∂W c
m

∂yk

k = 1, 2, . . . r (5.69)

Para que estas fórmulas possar ser empregadas é preciso conhecer as expressões

para W c
m (ouWm). Isto pode ser conseguido integrando (5.66) ou (5.67).

W c
m =

m∑

k=1

∫ ik

0
λk(i1, i2, . . . ik, . . . , y1, y2, . . . , yr)dik (5.70)

5.7 Canais Mecânicos

Por simplicidade, vamos supor a existência de um único canal mecânico de sáıda. Para

facilitar a futura aplicação a motores elétricos, a variável de deslocamento será uma

posição angular θ e a ação mecânica resultante do AE será um torque T e.

Os resultados da seção anterior mostram que, para cada instante t, T e depende das

correntes nos canais e do deslocamento:

T e(t) = fT e(i1(t), i2(t), . . . , im(t), θ(t)) (5.71)

= fT e(I(t), θ(t)) (5.72)

Esta é uma relação estática, ou instântanea que mostra o relacionamento do AE

com a ação mecânica. No caso dos motores, os torques elétricos gerados são aplicados

a cargas mecânicas. As cargas mecânicas mais comuns são

• inércias, cujo valor é diretamente proporcional à aceleração angular θ̈(t);

• amortecimento viscoso, diretamente proporcional à velocidade angular θ̇(t) =

ω(t);

• amortecimento de Coulomb, ou atritos secos, que dependem de maneira não linear

das variáveis;

• freios, que são torques constantes opostos a T e;
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• outras cargas menos comuns.

Em śımbolos

T e(t) = Jθ̈(t) + Bθ̇(t) + Tfreio + Toutros (5.73)

onde J é o momento angular das inércias e B é o coeficiente do atrito viscoso, etc.

5.8 Comentários

O conteúdo revisto neste caṕıtulo ajudará na elaboração dos modelos matemáticos

para o controle de velocidade de motores de indução convencionais e modificados.
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Caṕıtulo 6

Controle de Velocidade em Motor

de Indução

6.1 Introdução

O controle da velocidade angular do protótipo, em boa parte das experiências práticas e

em todas as simulações, era feito com um calço mecânico posicionando o rotor (Cardoso

2003). Em outras palavras, o efeito mancal, revisto no caṕıtulo 4, permanecia inativo

e o mancal motor trabalhava como se fosse um simples motor de indução.

As estratégias de controle mostrada em (Cardoso 2003) e (N. Cardoso 2004) supun-

ham que o protótipo se comportasse como um motor de indução convencional, sem qual-

quer tipo de modificação em seus enrolamentos. Por estes motivos, este caṕıtulo será

dedicado ao estabelecimento de modelos matmáticos para descrever a dinâmica rota-

cional de motores de indução. Este campo clássico, pode ser visto em um vasto número

de referências, como por exemplo (A.E. Fitzgerald 1952),(Chapman 1999), (Cad 2000),

(Woodson & Melcher 1968),(Bernad Adkins 1975), (Kenjo 1991) e (Ong 1998).

Neste caṕıtulo ainda se verá resultados de simulações para o modelo encontrado.

6.2 Acoplamento Eletromecânico

Analisaremos um motor de indução bifásico, com 4 pólos e enrolamentos distribúıdos.

Em dispositivos deste tipo podemos reconhecer 4 terminais elétricos distintos:
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1. Fase A do estator, caracterizada por um enlace de fluxo λas, onde se injeta uma

corrente ias;

2. Fase B do estator, caracterizada por λbs e ibs;

3. Fase A do rotor, caracterizada por λar e iar;

4. Fase B do rotor, caracterizada por λbr e ibr

Lembrando o conteúdo visto no caṕıtulo 5, o enlace de fluxo em cada canal de-

pende da corrente nesse canal, das correntes nos outros circuitos e da posição do ro-

tor. Supondo linearidade elétrica, enrolamentos distribúıdos e predominância do 1o.

harmônico espacial (Woodson & Melcher 1968) temos

λas = Lsias + Miar cos 2θ −Mibrsen 2θ (6.1)

λbs = Lsibs + Miarsen 2θ + Mibr cos 2θ (6.2)

λar = Lriar + Mias cos 2θ + Mibssen 2θ (6.3)

λbr = Lribr −Miassen 2θ + Mibs cos 2θ (6.4)

onde θ é o ângulo de giro do rotor; Lr e Ls são as auto- indutâncias no rotor e estator,

respectivamente e M a indutância mútua.

Em notação matricial estas equações acima ficam




λas

λbs

λar

λbr




=




Ls 0 M cos 2θ −Msen 2θ

0 Ls Msen 2θ M cos 2θ

M cos 2θ Msen 2θ Lr 0

−Msen 2θ M cos 2θ 0 Lr







ias

ibs

iar

ibr




(6.5)

ou então, usando a notação apresentada no caṕıtulo 5,

Λ = LI (6.6)

58



onde Λ =

[
λas λbs λar λbr

]T

, I =

[
ias ibs iar ibr

]T

e L = L(θ) é a matriz

das indutâncias, simétrica.

O cálculo do torque elétrico pode ser feito a partir dos conceitos de energia e coen-

ergia, ou seja, da conservação de energia(1a. Lei da Termodinâmica), como revisto no

caṕıtulo anterior.

A abordagem discutida será através do conceito de coenergia, onde é posśıvel anal-

isar sistemas usando a corrente como variável elétrica independente para sistemas de

campo magnético e a tensão como variável elétrica independente para sistemas de

campo elétrico. De fato, é mais comum fazer esta escolha. Alternativamente, algumas

vezes é necessário fazer uma escolha usando um conjunto h́ıbrido de variáveis con-

sistindo tanto das correntes e enlaces de fluxo no sistema de campo magnético quanto

tensões e cargas no sistema de campo elétrico.

De acordo com (5.70), a coenergia é dada por

W c
m =

m∑

j=1

∫ ij

0
λj(i1, ..., ij−1, ij, 0, ..., 0; y1, ..., ym)di

′
j (6.7)

assim, aplicando ao nosso caso temos

W c
m =

∫ ias

0
λasdias +

∫ ibs

0
λbsdibs +

∫ iar

0
λardiar +

∫ ibr

0
λbrdibr (6.8)

Substituindo as equações (6.1),(6.2) ,(6.3) e (6.4) em (6.8), chegamos a

W c
m =

[
1

2
Lsi

2
as + M(iar cos 2θ − ibrsen 2θ)ias

]
+

[
1

2
Lsi

2
bs + M(iarsen 2θ + ibr cos 2θ)ibs

]

+
[
1

2
Lri

2
ar + M(ias cos 2θ + ibssen 2θ)iar

]
+

[
1

2
Lri

2
br −M(iassen 2θ + ibs cos 2θ)ibr

]

Usando (5.69) temos, para este caso

T e =
dW c

m

dθ
(6.9)

Efetuando a derivada chegamos à expressão para o torque elétrico

T e = 4M [(iaribs − iasibr) cos 2θ − (iarias + ibsibr)sen 2θ] (6.10)
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Com um pequeno algebrismo a equação (6.10) acima pode ser reescrita em termos

do vetor I das correntes,

T e = 4M




IT




0 0 0 −1/2

0 0 1/2 0

0 1/2 0 0

−1/2 0 0 0




I cos 2θ − IT




0 0 1/2 0

0 0 0 1/2

1/2 0 0 0

0 1/2 0 0




Isen 2θ




= 2MIT




0 0 −sen 2θ − cos 2θ

0 0 cos 2θ −sen 2θ

−sen2θ cos 2θ 0 0

− cos 2θ −sen 2θ 0 0




I

Chamando a matriz quadrada acima de QTe temos uma expressão vetorial simples

para o torque elétrico:

T e = fTe(I, θ) = 2MIT QTeI (6.11)

As equações de enlace de fluxo (6.6) e torque elétrico (6.11) constituem o que

chamamos de acoplamento eletromecânico da máquina.

6.3 Restrições Externas

De acordo com o caṕıtulo 5, as resistências porventura existentes devem ser con-

sideradas externas a cada canal. Assim a fase A do estator ficaria como abaixo, onde

vas é a tensão externa imposta.

A fase B dos estator e as duas fases do rotor apresentariam diagramas semelhantes.

Supondo Ras = Rbs = Rs e Rar = Rbr = Rr, cada um dos circuitos acima poderia ser
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-ias

λas

Ras

vas

6

Figura 6.1: Canal elétrico e restrições

facilmente modelado, dando origem a

vas(t) = Rsias(t) + λ̇as(t) (6.12)

vbs(t) = Rsibs(t) + λ̇bs(t) (6.13)

var(t) = Rriar(t) + λ̇ar(t) (6.14)

vbr(t) = Rribr(t) + λ̇br(t) (6.15)

Em notação matricial temos




λ̇as

λ̇bs

λ̇ar

λ̇br




+




Rs 0 0 0

0 Rs 0 0

0 0 Rr 0

0 0 0 Rr







ias

ibs

iar

ibr




=




vas

vbs

var

vbr




(6.16)

Sendo U =

[
vas vbs var vbr

]T

e R(4×4) a matriz das resistências acima temos

Λ̇ + RI = U (6.17)

Em motores de indução, os enrolamentos do rotor são colocados em curto, e as fases

do estator são alimentadas com tensões balanceadas e defasadas de 90◦, no nosso caso.

Em resumo:

var(t) = vbr(t) = 0
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vas(t) = V0 cos ws(t)

vbs(t) = V0sen ws(t)

e o vetor das tensões externas fica

U = V0




cos ws(t)

sen ws(t)

0

0




(6.18)

É muito importante notar que a amplitude V0 das tensões impostas ao estator, e a

sua frequência de excitação ws são parâmetros que podem ser livremente manipulados

pelo operador, sendo assim considerados as variáveis de entrada do motor.

A variável de sáıda do motor é, claramente, a posição θ do seu rotor, ou então a

sua velocidade angular w = θ̇. Para relacionar θ às outras grandezas entram em cena

as restrições mecânicas. Lembrando que o torque gerado no motor é usado para acel-

erar a carga, vencer atritos viscosos e/ou de Coulomb (atritos secos) e para equilibrar

eventuais torques externos, chegamos a

Te = Jθ̈ + Bθ̇ + Tar
θ̇

|θ̇| + Td (6.19)

6.4 Modelo Completo

As equações da seção anterior fornecem o modelamento matemático completo para o

motor de indução em estudo:

Λ̇ = −RI + U (6.20)

θ̈ = −B

J
θ − 1

J
Td + Te (6.21)

Λ = L(θ)I (6.22)

T e = 2MIT QTeI (6.23)
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Como Λ tem 4 componentes, o sistema acima é de 6a ordem, com entradas V0 e ws

(presentes em U) e sáıda θ (ou θ̇ = w). As duas primeiras equações são lineares, mas

as duas últimas, as relações estáticas, não.

Para facilitar a simulação do modelo acima é aconselhável eliminar as correntes I.

Para isso basta substituir (6.6) em (6.21) e (6.23). O resultado é

Λ̇ = −RL−1Λ + U (6.24)

T e = 2MΛT (L−1)T QTeL
−1Λ (6.25)

Para as simulações utilizou-se os seguintes parâmetros do protótipo:

• Rr = 0.1Ω

• Rs = 3Ω

• M = 350.43× 10−4H

• La = 384.67× 10−3H

• Jr = 2.26× 10−3

• Br = 7.5× 10−6

as tensões nominais são caracterizadas por V0 = 110V e ws = 377rad/s. Para ws foram

considerados diferentes valores, conforme será visto.

Os próximos desenvolvimentos têm como objetivo exprimir as correntes do vetor I

em funcão dos enlaces de Λ (inversão de L(θ)). Para simplificar as contas consider-

aremos La = Lr
∼= Ls, Mc = M cos 2θ, Ms = Msen 2θ e M = M2

c + M2
s .

De (6.1),

ias =
1

L
[λas −Mciar + Msibr] (6.26)

De (6.2),

ibs =
1

L
[λbs −Msiar −Mcibr] (6.27)

De (6.3),

iar =
1

L
[λar −Mcias −Msibs] (6.28)
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De (6.4),

ibr =
1

L
[λbr + Msias −Mcibs] (6.29)

Substituindo (6.28) e (6.29) em (6.26) encontramos ias

ias =
1

L

[
λas − Mc

L
(λar −Mcias −Msibs) +

Ms

L
(λbr + Msias −Mcibs)

]

=
Lλas −Mcλar + Msλbr

L2 −M2

Logo,

ias =
L

L2 −M2
λas − M cos 2θ

L2 −M2
λar +

Msen 2θ

L2 −M2
λbr. (6.30)

Procedendo da mesma forma encontramos as demais correntes:

ibs =
L

L2 −M2
λbs − Msen 2θ

L2 −M2
λar − M cos 2θ

L2 −M2
λbr (6.31)

iar =
L

L2 −M2
λar − Msen 2θ

L2 −M2
λbs − M cos 2θ

L2 −M2
λas (6.32)

ibr =
L

L2 −M2
λbr − M cos 2θ

L2 −M2
λbs +

Msen 2θ

L2 −M2
λas (6.33)

Da equação (6.19) considerando apenas o atrito viscoso e a inércia da carga temos

Te = Jθ̈ + Bθ̇ ⇒ θ̈ =
1

J
Te − B

J
θ̇ (6.34)

cuja modelagem é vista na figura (6.2).

sin

cos

1
s

1
s

sin2TET

cos2TET

[Te]

−K−

Br / Jr

2

2TET

−K−

1 / Jr

Figura 6.2: Modelagem da equação do Torque

Os enlaces de fluxo λas, λbs,λar e λbr podem ser eliminados através de algebrismos,
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onde aparecem como variáveis apenas as correntes nas fases do estator e rotor, θ e θ̇.

Uma forma de se chegar a estes resultados é descrita abaixo.

Definindo λ o vetor dos enlaces de fluxo, R a matriz das resistências no rotor e

estator e I, o vetor das correntes nas fases a e b no rotor e estator temos

λ = LI ⇒ λ̇ = L̇I + Lİ = −RI + U (6.35)

logo,

İ = L−1[−R− L̇]I + L−1U = −(L−1R + L−1L̇)I + L−1U (6.36)

com isso chegamos a um modelo em que os enlaces de fluxo foram eliminados. Embora

os modelos sejam equivalentes, há uma certa suspeita de que a forma h́ıbrida seja mais

simples de simular.

Em resumo, as matrizes L e Q envolvidas no acoplamento eletromecânico dependem

dos parâmetros f́ısicos e da variável θ. As matrizes seguintes também são importantes:

G = M




cos 2θ sen 2θ

−sen 2θ cos 2θ




H = −2M




sen 2θ − cos 2θ

cos 2θ sen 2θ




=
dG

dθ

As matrizes principais são as das indutâncias L, do torque Q e das resistências R,

dadas por:

L = L
′
=




LsI2 G
′

G LrI2




Q = Q
′
=




0 H
′

H 0




=
dL

dθ

R = R
′
= diag{Rs, Rs, Rr, Rr} =




RsI2 0

0 RrI2



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6.4.1 Inversa e derivada de L

A estrutura de L mostrada acima com quatro quadrados, facilita sobremaneira a sua

inversão.

L−1 =
1

∆




LrI2 −G

−G
′

LsI2




onde ∆ = LrLs −M2.

A estrutura de L−1 é a mesma de L e o parâmetro f́ısico ∆ mede a invertibilidade,

devemos ter ∆ 6= 0.

A derivada temporal também pode ser encontrada de maneira simples:

Ġ = −2Mθ̇




sen 2θ − cos 2θ

cos 2θ sen 2θ




= θ̇H ⇒ L̇ = θ̇




0 H
′

H 0




= θ̇Q

6.5 Simulação

Através de simulação via simulink-MATLAB, é posśıvel visualizar os comportamentos

de diferentes frequências de operação e com o rotor girando apenas com o atrito viscoso

e com carga que varia com o cubo da velocidade.

6.5.1 Dados para a Simulação

6.5.2 Caso 1 - Carga Simples: Motor operando com atrito

viscoso (Br) e inércia da carga (Jr)

Te = Jθ̈ + Bθ̇ ⇒ θ̈ =
1

J
Te − B

J
θ̇

• ws= 300 rad/s ≈ 48 Hz

• ws= 377 rad/s ≈ 60 Hz
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• ws= 450 rad/s ≈ 70 Hz

o modelo completo pode ser visto na figura (6.3).

wm
ibsibr iasiar

cos 2TET 
 sin2TET

Vas   Vbs
sin

cos

sin

cos

Te1

Te

3

Rs1

3

Rs

−K−

Rr1

−K−

Rr

Las  Lbs
1
s

1
s

1
s

1
s

1
s

1
s

Lbs

Lbr

Lar

Vbs

ws

Vs

sin2TET

cos2TET

Vas

Las

[Ibs]

Vbs

[Ias]

ibr

Te

iar

Vs

ws

Vs Vas

−0.001186

Display1

150

Display

300

110

Clock1

−K−

Br / Jr

2

2TET

−K−

1 / Jr

Figura 6.3: Modelo com carga simples

Comentários : Caso 1

Consideraremos Vs constante. Conforme visto nas figuras (6.7), (6.9) e (6.11) a

máquina alcança a velocidade de regime, com um tempo de acomodação relativamente

alto, provavelmente devido ao uso dos parâmetros originais do protótipo não estarem

bem ajustados e definidos, requerendo assim, uma nova medição dos parâmetros con-

stantes da máquina visando um melhor resultado nas simulações. Porém, podemos

observar com clareza funcionalidade do modelo encontrado, visto que a máquina con-

segue atingir a região de estabilidade.

6.5.3 Caso 2 - Carga Simples: Motor operando com carga que

varia com o cubo da velocidade

Quando o motor tem que vencer uma carga que varia com o cubo da velocidade

(aplicação de modelo usado em um ventilador industrial) tem-se
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Figura 6.4: Vas e Vbs
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Figura 6.5: Las e Lbs

Te = Jθ̈ + Bθ̇3 (6.37)

o que significa que o torque da hélice domina a carga. A modelagem da equação acima

pode ser vista na figura (6.12).

Novamente simulou-se para os valores de ws abaixo, através do modelo visto

na figura (6.13).

• ws= 300 rad/s ≈ 48 Hz

• ws= 377 rad/s ≈ 60 Hz

• ws= 450 rad/s ≈ 70 Hz

Comentários : Caso 2

Consideraremos Vs constante. Conforme visto nas figuras (6.15), (6.17) e (6.19) a

máquina alcança a velocidade de regime, com um tempo de acomodação relativamente

alto, provavelmente devido ao uso dos parâmetros originais do protótipo não estarem
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Figura 6.6: Caso1: Te para ws = 300
rad/s
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Figura 6.7: Caso1: wm para ws =
300 rad/s

bem ajustados e definidos, requerendo assim, uma nova medição dos parâmetros con-

stantes da máquina visando um melhor resultado nas simulações. Porém, podemos

observar com clareza funcionalidade do modelo encontrado, visto que a máquina con-

segue atingir a região de estabilidade.

Portanto, chega-se a conclusão que, ao adicionar uma carga que varia com o cubo da

velocidade, a velocidade de regime dificilmente chegará à sincrona ws/2, pelo contrário,

a tendência é ficar abaixo e, ainda levando um tempo maior para atingir seu regime

permanente, à medida que aumentamos o ws.

69



0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9
x 10

-3

Time offset: 0

Figura 6.8: Caso1: Te para ws = 377
rad/s
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Figura 6.9: Caso1: wm para ws =
377 rad/s
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Figura 6.10: Caso1: Te para ws =
450 rad/s
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Figura 6.11: Caso1: wm para ws =
450 rad/s
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Figura 6.12: Caso2: Modelagem da equação do Torque
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Figura 6.13: Modelo com carga que varia com o cubo da velocidade
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Figura 6.15: Caso2: wm para ws =
300 rad/s
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Figura 6.16: Caso2: Te para ws =
377 rad/s
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Figura 6.17: Caso2: wm para ws =
377 rad/s
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Figura 6.18: Caso2: Te para ws =
450 rad/s
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Figura 6.19: Caso2: wm para ws =
450 rad/s
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Caṕıtulo 7

Modelo Matemático do Motor

Modificado

7.1 Introdução

O efeito mancal existente nos protótipos em estudo é conseguido pela alteração dos

enrolamentos de um motor de indução convencional. A capacidade de gerar forças

radiais de posicionamento de um dispositivo como este já foi analisada no caṕıtulo 4.

O presente caṕıtulo será dedicado ao estabelecimento dos modelos matemáticos para

descrever a dinâmica rotacional dos motores de indução modificados para funcionarem

como mancais motores. As figuras (7.1) e (7.2), aqui repetidas, facilitam a visualização

do dispositivo. Temos um motor de indução bifásico, com 4 pólos e enrolamentos

distribúıdos. As fases A e B são separadas geometricamente por 45o.

As quatro bobinas da fase B estão ligadas em série e o conjunto é excitado por

uma tensão AC: vbs(t) = V0sen wst. Quando as quatro bobinas da fase A estão ligadas

em série e o conjunto é excitado por vas(t) = V0 cos wst temos um motor de indução

convencional cuja dinâmica de rotação foi analisada no caṕıtulo 6.

O efeito mancal aparece quando as quatro bobinas da fase A são consideradas

separadamente. A próxima seção entrará em detalhes sobre estes aspectos.
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Figura 7.1: Enrolamentos do mancal-motor de indução

7.2 Detalhes das subfases

A bobina A1A2 receberá o ı́ndice as1, a bobina A3A4 receberá o ı́ndice as2, etc. Deste

modo a fase A original é desmembrada em 4 partes.

Estas subfases da fase A dão origem a 4 canais elétricos que podem ser acionados

de maneira independente por meio das injeções das correntes iask
, onde k = 1, 2, 3, 4,

ou por meio de imposição das tensões vask
, onde k = 1, 2, 3, 4. A figura (7.3) ilustra

estes canais.

É importante notar que se as tensões impostas aos 4 canais são

vas1(t) = vas2(t) = vas3(t) = vas4(t) =
V0

4
cos ws(t)

então tudo se passa como se as quatro bobinas estivessem ligadas em série e fossem

sujeitas a uma tensão V0 cos ws(t). O dispositivo passaria a funcionar como um motor

de indução convencional.

O objetivo é fazer o dispositivo funcionar como um mancal motor, e para isso

devemos usar um acionamento diferencial, caracterizado pelas tensões

vas1(t) =
(

V0

4
− Vy

)
cos ws(t) (7.1)
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Figura 7.2: Representação f́ısica dos quatro pólos nas fases A e B
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Figura 7.3: Subfases da fase A

vas2(t) =
(

V0

4
+ Vx

)
cos ws(t) (7.2)

vas3(t) =
(

V0

4
+ Vy

)
cos ws(t) (7.3)

vas4(t) =
(

V0

4
− Vx

)
cos ws(t) (7.4)

7.3 Acoplamento Eletromecânico: matriz Ln

Supomos independência entre os 4 canais eletromecânicos originados da fase A es-

quematizados na figura (7.3). Em outras palavras, as tensões vask
(t) (ou as correntes

iask
(t)) podem ser escolhidas livremente, sem qualquer tipo de restrição.

A fase B do estator e as fases do rotor permanecem como antes (caṕıtulo 6) e com

isto temos um acoplamento eletromecânico com sete terminais elétricos independentes.

Lembrando os caṕıtulos 5 e 6, o enlace de fluxo em cada um desses 7 canais de-

pende das correntes nos canais e da posição do rotor. Supomos, como antes, linearidade
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elétrica, enrolamentos distribúıdos e predominância do 1o harmônico espacial. Supo-

mos ainda, como antes, que não há indução de fluxo entre circuitos em quadratura

geométrica. As equações de enlace de fluxo ficam

λas1 = L11ias1 + L12ias2 + L13ias3 + L14ias4 + L1ariar cos 2θ − L1bribrsen 2θ (7.5)

λas2 = L21ias1 + L22ias2 + L23ias3 + L24ias4 + L2ariar cos 2θ − L2bribrsen 2θ (7.6)

λas3 = L31ias1 + L32ias2 + L33ias3 + L34ias4 + L3ariar cos 2θ − L3bribrsen 2θ (7.7)

λas4 = L41ias1 + L42ias2 + L43ias3 + L44ias4 + L4ariar cos 2θ − L4bribrsen 2θ (7.8)

λbs = Lsibs + Miarsen 2θ + Mibr cos 2θ (7.9)

λar = Mas1ias1 cos 2θ + Mas2ias2 cos 2θ + Mas3ias3 cos 2θ + Mas4ias4 cos 2θ(7.10)

+ Mibssen 2θ + Lriar

λbr = −Mbs1ias1sen 2θ −Mbs2ias2sen 2θ −Mbs3ias3sen 2θ −Mbs4ias4sen 2θ(7.11)

+ Mibs cos 2θ + Lribr

Para colocar estas equações em notação matricial consideremos os seguintes vetores

Λm
I =




λas1

λas2

λas3

λas4




Λm
II =




λbs

λar

λbr




Λm =




λm
I

λm
II




(7.12)

É fácil perceber que

Λm = LmIm

onde Im ∈ IR7 é o vetor das correntes e Lm = Lm(θ) é a matriz das indutâncias
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modificada, dada por

Lm =




Lm
I Lm

II

Lm
III Lm

IV




(7.13)

onde

Lm
I =




L11 L12 L13 L14

L21 L22 L23 L24

L31 L32 L33 L34

L41 L42 L43 L44




Lm
II =




L1ar L1br

L2ar L2br

L3ar L3br

L4ar L4br







0 cos 2θ 0

0 0 −sen 2θ




Lm
III =




0 0

cos 2θ 0

0 −sen 2θ







Mas1 Mas2 Mas3 Mas4

Mbs1 Mbs2 Mbs3 Mbs4




Lm
IV =




Ls Msen 2θ M cos 2θ

Msen 2θ Lr 0

M cos 2θ 0 Lr




Todo o desenvolvimento posterior do modelo dependerá da matriz Lm, o que levanta

um ponto importante: como conhecer seus parâmetros Ljk, Ljar, Ljbr, Mask e Mbsk? Os

parâmetros conhecidos são aqueles identificados para o motor antes das modificações e

presentes na matriz L(4× 4) da equação (6.5): Ls, Lr e M .

O problema pode ser expresso em forma matricial: dada L(4 × 4) como em (6.5)

encontrar Lm(7× 7) como em (7.13).

O procedimento a seguir é baseado no exemplo de aplicação 2 visto na seção 5.5.

Consideraremos as 4 bobinas da fase A do estator ligadas em série, o que acarreta

ias1 = ias2 = ias3 = ias4 = ias (7.14)
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As equações acima podem ser reescritas como

λas1 = (L11 + L12 + L13 + L14)ias + L1ariar cos 2θ − L1bribrsen 2θ

λas2 = (L21 + L22 + L23 + L24)ias + L2ariar cos 2θ − L2bribrsen 2θ

λas3 = (L31 + L32 + L33 + L34)ias + L3ariar cos 2θ − L3bribrsen 2θ

λas4 = (L41 + L42 + L43 + L44)ias + L4ariar cos 2θ − L4bribrsen 2θ

λbs = Lsibs + Miarsen 2θ + Mibr cos 2θ

λar = Lriar + (Mas1 + Mas2 + Mas3 + Mas4)ias cos 2θ + Mibssen 2θ

λbr = Lribr − (Mbs1 + Mbs2 + Mbs3 + Mbs4)iassen 2θ + Mibs cos 2θ

O enlace do fluxo da nova bobina (vide seção 5.5) será

λas1 + λas2 + λas3 + λas4 = λas (7.15)

o que permite reescrever o sistema acima, somando suas 4 primeiras equações:

λas =




4∑

j,k=1

Ljk


 ias +




4∑

j=1

Ljar


 iar cos 2θ −




4∑

j=1

Ljbr


 ibrsen 2θ (7.16)

λar =

(
4∑

k=1

Mask

)
ias cos 2θ + Mibssen 2θ + Lriar (7.17)

λbs = Lsibs + Miarsen 2θ + Mibr cos 2θ (7.18)

λbr = −
(

4∑

k=1

Mbrk

)
iassen 2θ + Mibs cos 2θ + Lribr (7.19)

A ligação em série das 4 bobinas refaz a bobina original da fase A e o dispositivo passa

a funcionar como motor de indução convencional, logo as equações acima podem ser

comparadas às equações (6.1),(6.2),(6.3) e (6.4) do caṕıtulo anterior, o que leva a

4∑

j,k=1

Ljk = Ls (7.20)

4∑

j=1

Ljar = M (7.21)

4∑

j=1

Ljbr = M (7.22)
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4∑

k=1

Mask = M (7.23)

4∑

k=1

Mbsk = M (7.24)

Supondo que a divisão da fase A é perfeitamente simétrica teremos uma posśıvel

maneira de encontrar soluções para as equações acima:

L11 = L12 = · · · = L44 =
Ls

16
(7.25)

L1ar = L2ar = L3ar = L4ar =
M

4
(7.26)

L1br = L2br = L3br = L4br =
M

4
(7.27)

Mas1 = Mas2 = Mas3 = Mas4 =
M

4
(7.28)

Mbs1 = Mbs2 = Mbs3 = Mbs4 =
M

4
(7.29)

e a matriz Lm tem todos seus parâmetros determinados em função dos parâmetros

medidos da máquina.

Esta posśıvel solução das equações (7.20) a (7.24) acarretará uma matriz Lm que é

singular independentemente dos parâmetros f́ısicos, pois suas 4 primeiras colunas são

idênticas e iguais a

1

16




Ls

Ls

Ls

Ls

0

4M cos 2θ

−4Msen 2θ




A não invertibilidade da matriz das indutâncias comprometerá irremediavelmente
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a simulação do sistema, vide comentários no caṕıtulo anterior.

É preciso analisar novamente as equações (7.20) a (7.24), em particular a primeira

delas. Outra posśıvel solução que respeita aspectos de simetria é dada por

L11 = L22 = L33 = L44 =
Ls

4

Lij = 0 para i 6= j i, j = 1, 2, 3, 4

Com isto a matriz das indutâncias fica (vide 7.13)

Lm =




Lm
I Lm

II

Lm
III Lm

IV




onde

Lm
I =

Ls

4
I4 Lm

II =
M

4




1 1

1 1

1 1

1 1







0 cos 2θ 0

0 0 −sen 2θ




Lm
III = (Lm

II)
′

Lm
IV =




Ls Msen 2θ M cos 2θ

Msen 2θ Lr 0

M cos 2θ 0 Lr




Chamando de X a inversa de Lm e particionando-a com as mesmas dimensões

teremos
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(Lm)−1 = X =




Xu Xs

X ′
s Xd




Usando LmX = I7 e ignorando o expoente m nas partições chegamos ao sistema

LIXu + LIIX
′
s = I (7.30)

LIXs + LIIXd = 0 (7.31)

LIIIXs + LIV Xd = I (7.32)

que pode ser resolvido, dando origem a

Xd = (LIV − LIIIL
−1
I LII)

−1 (7.33)

Xs = −L−1
I LIIXd (7.34)

Xu = L−1
I + L−1

I LIIX
′
dLIIIL

−1
I (7.35)

Após um razoável algebrismo, que será omitido, a equação (7.33) pode ser desen-

volvida até

Xd =
1

∆




Lr −Msen 2θ −M cos 2θ

−Msen 2θ Ls 0

−M cos 2θ 0 Ls




onde ∆ = LrLs −M2

A partir deste ponto as equações (7.34) e (7.35) fornecerão as outras partições da

inversa.
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Xs =
M

∆




0 − cos 2θ sen 2θ

0 − cos 2θ sen 2θ

0 − cos 2θ sen 2θ

0 − cos 2θ sen 2θ




Xu =
4

Ls

I4 +
M2

∆Ls




1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1




Como acontecia no caso do motor de indução tradicional, também para este motor

modificado as estruturas da matriz das indutâncias e de sua inversa apresentam uma

semelhança muito bem vinda.

7.4 Restrições Externas

Usando os mesmos argumentos da seção 6.3 e supondo mais uma vez que a divisão de

fase A é perfeitamente simétrica temos as equações relacionando as tensões externas

impostas a cada canal com as variáveis desse canal:

vas1(t) =
1

4
Rsias1(t) + λ̇as1(t)

vas2(t) =
1

4
Rsias2(t) + λ̇as2(t)

vas3(t) =
1

4
Rsias3(t) + λ̇as3(t)

vas4(t) =
1

4
Rsias4(t) + λ̇as4(t)

vbs(t) = Rsibs(t) + λ̇bs(t)

var(t) = Rriar(t) + λ̇ar(t)

vbr(t) = Rribr(t) + λ̇br(t)

Em rotação matricial:

Λ̇m + RmIm = Um
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onde Um = [vas1 vas2....vbr]
T ∈ IR7 e Rm é a nova matriz das resistências dada por




1
4
Rs 0 0 0 0 0 0

0 1
4
Rs 0 0 0 0 0

0 0 1
4
Rs 0 0 0 0

0 0 0 1
4
Rs 0 0 0

0 0 0 0 Rs 0 0

0 0 0 0 0 Rr 0

0 0 0 0 0 0 Rr




Lembrando que os enrolamentos do rotor são colocados em curto temos:

var(t) = vbr(t) = 0

A fase B do estator é alimentada pela tensão vbs(t) = V0sen ωst e as quatro subfases da

fase A satisfazem as equações (7.1), (7.2), (7.3) e (7.4) da seção 7.2. Com isto temos

Un(t) =




(Vo

4
− Vy) cos ωst

(Vo

4
+ Vx) cos ωst

(Vo

4
+ Vy) cos ωst

(Vo

4
− Vx) cos ωst

Vosen ωst

0

0




=
V0

4




1 0

1 0

1 0

1 0

0 4

0 0

0 0







cos ωst

sen ωst




+




0 −1

1 0

0 1

−1 0

0 0

0 0

0 0







Vx

Vy




cos ωst

(7.36)
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7.5 Torque Elétrico

Utilizando o mesmo procedimento visto na seção 6.2, podemos encontrar a expressão

do torque elétrico para um motor de indução modificado.

Usando a definição de coenergia visto na equação (5.70) temos:

W c
m =

∫ ias1

0
λas1dias1 +

∫ ias2

0
λas2dias2 +

∫ ias3

0
λas3dias3 (7.37)

+
∫ ias4

0
λas4dias4 +

∫ iar

0
λardiar +

∫ ibr

0
λbrdibr

∫ ibs

0
λbsdibs

Substituindo as equações de enlace de fluxo (7.5), (7.6),(7.7),(7.8),(7.9),(7.10),(7.11)

na equação (7.37), chegamos a

W c
m =

1

2
L11i

2
as1 + (L12ias2 + L13ias3 + L14ias4 + L1ariar cos 2θL1bribrsen 2θ)ias1

+
1

2
L22i

2
as2 + (L21ias1 + L23ias3 + L24ias4 + L2ariar cos 2θ − L2bribrsen 2θ)ias2

+
1

2
L33i

2
as3 + (L31ias1 + L32ias2 + L34ias4 + L3ariar cos 2θ − L3bribrsen 2θ)ias3

+
1

2
L44i

2
as4 + (L41ias1 + L42ias2 + L43ias3 + L4ariar cos 2θ − L4bribrsen 2θ)ias4

+
1

2
Lri

2
ar + (Mas1ias1 cos 2θ + Mas2ias2 cos 2θ + Mas3ias3 cos 2θ + Mas4ias4 cos 2θ

+Mibssen 2θ)iar +
1

2
Lri

2
br − (Mbs1ias1sen 2θ + Mbs2ias2sen 2θ + Mbs3ias3sen 2θ

+Mbs4ias4sen 2θ + Mibssen 2θ)ibr +
1

2
Lsi

2
bs + M(iarsen 2θ + ibr cos 2θ)ibs

Usando (5.69) temos

T e =
dW c

m

dθ
(7.38)

Efetuando a derivada chegamos a expressão para o torque elétrico

T e = 2[(−L1ariarias1 − L2ariarias2 − L3ariarias3 − L4ariarias4 −Mas1iarias1 −Mas2iarias2

−Mas3iarias3 −Mas4iarias4 − 2Mibribs)sen 2θ + (−L1bribrias1 − L2bribrias2 − L3bribrias3
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−L4bribrias4 + 2Mibsiar −Mbs1ibrias1 −Mbs2ibrias2 −Mbs3ibrias3 −Mbs4ibrias4) cos 2θ]

As equações de enlace de fluxo (7.5), (7.6),(7.7),(7.8),(7.9),(7.10),(7.11) juntamente

com a equação do Torque Elétrico formam o modelamento matemático completo para

um motor de indução modificado.

7.6 Comentários

Baseado no enfoque do acoplamento eletromecânico da máquina chegamos a um

modelo matemático que descreve o comportamento do motor de indução modificado,

no caṕıtulo seguinte será visto simulação que possam validar e comprovar o modelo

obtido.
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Caṕıtulo 8

Simulações do Modelo Matemático

do Motor Modificado

8.1 Simulações

As simulações a seguir ilustram e comprovam a funcionalidade do modelo encon-

trado na seção anterior para o motor de indução modificado.

8.1.1 Caso 3: Controle de Velocidade Puro

wm
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Figura 8.1: Modelo para controle de velocidade puro

O modelo da figura (8.1) analisa a dependência da velocidade de rotação com

as tensões de excitação, onde os dados do protótipo existente na COPPE são mantidos.
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As variações de frequencia são as seguintes:

• ws= 300 rad/s ≈ 48 Hz

• ws= 377 rad/s ≈ 60 Hz

• ws= 450 rad/s ≈ 70 Hz
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Figura 8.2: Caso 3: Te para ws = 300
rad/s
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Figura 8.3: Caso 3: wm para ws = 300
rad/s

8.1.2 Comentários Caso 3

Consideraremos Vs constante. Conforme visto nas figuras (8.3), (8.5) e (8.7) a máquina

alcança a velocidade de regime, com um tempo de acomodação relativamente alto,

provavelmente devido ao uso dos parâmetros originais do protótipo não estarem bem

ajustados e definidos, requerendo assim, uma nova medição dos parâmetros constantes

da máquina visando um melhor resultado nas simulações. Porém, podemos observar

com clareza funcionalidade do modelo encontrado, visto que a máquina consegue atingir

a região de estabilidade.
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Figura 8.4: Caso 3: Te para ws = 377
rad/s
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Figura 8.5: Caso 3: wm para ws = 377
rad/s

8.1.3 Caso 4: Controle de Velocidade + Controle de Posição

Simulado

O objetivo agora é analisar a influência do controle de posição na evolução da

velocidade, para isso iremos supor a existência de um controle de posição que foi super-

dimensionado através da geração de um sinal de controle aleatório com modulação

exponencial da ordem de 100e−t, conforme pode ser visto no modelo da figura (8.8).

8.1.4 Comentários Caso 5

Observando as figuras (8.10) e (8.12) percebemos que a máquina atinge a sua

velocidade de regime porém, apesar do controle de posição ter sido super-dimensionado

houve pouca influência no controle de velocidade o que mostra que na pratica o modelo

é viável.

89



0 20 40 60 80 100 120 140 160
-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03
Te

Time offset: 0

Figura 8.6: Caso 3: Te para ws = 450
rad/s
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Figura 8.7: Caso 3: wm para ws = 450
rad/s
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Figura 8.8: Modelo para controle de velocidade + posição
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Figura 8.9: Caso 4: Te para ws = 300
rad/s
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Figura 8.10: Caso 4: wm para ws = 300
rad/s
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Figura 8.11: Caso 4: Te para ws = 377
rad/s
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Figura 8.12: Caso 4: wm para ws = 377
rad/s

91



Caṕıtulo 9

Conclusões e Trabalhos Futuros

9.1 Conclusões

Tendo como ponto de partida os trabalhos já realizados até o momento na linha de

mancais-motores na COPPE, este trabalho teve como foco principal o estabelecimento

de um modelo matemático para descrever a dinâmica rotacional dos motores de indução

modificados para funcionarem como mancais-motores. É importante ressaltar que, este

trabalho foi dividido em três fases bem claras. A primeira fase destacou os trabalhos

já realizados nesta linha de pesquisa na COPPE, onde vimos algumas soluções encon-

tradas. Foi visto a topologia dos Mancais Magnéticos, seu funcionamento, classificação

e geração de forças radiais.

Na segunda fase vimos o que é um Mancal-Motor, sua estrutura e particularidades.

Na fase final e a mais importante dedicamos os três últimos caṕıtulos ao estudo do

Acoplamento Eletromecânico de um motor de indução, bifásico e 4 pólos, onde o ob-

jetivo maior era estudar como as modificações feitas alteram a capacidade de gerar

torque do motor, ou seja, obtemos o modelo matemático rotacional para o motor al-

terado. Ainda nesta última fase vimos algumas simulações feitas de um controle de

velocidade em um motor de indução sem alteração de seus enrolamentos com o seu

modelo matemático. No último caṕıtulo são mostrados algumas simulaçãoes feitas

para comprovar e validar o modelo matemático encontrado para o motor de indução

modificado.

É importante destacar a dificuldade encontrada para obter referências bibliográficas

92



que pudessem fonercer as equações dinâmicas de um motor de indução bifásico, 4 pólos

na sua forma diferencial. Por isso espera-se que este trabalho venha a contribuir para

futuros estudos na linha de mancais-motores.

9.2 Trabalhos Futuros

Como sugestões para continuidade deste estudo apresentamos:

• Melhoria dos modelos matemáticos encontrados, visando a implementação prática;

• Simular e testar novas situações e expondo os modelos encontrados à diferentes

situações de funcionalidade;

• Integralizar os controle de Velocidade e Posição;

• Implementação prática do controle integralizado.
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