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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos ne-
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EQUALIZACAO EM BLOCOS BASEADA EM UM DFE COM RESTRICOES

Ingrid Sammyne Gadelha Figueiredo

Abril /2005

Orientador: Ricardo Merched

Programa: Engenharia Elétrica

Neste trabalho, aplicamos o conceito da transmissao em blocos, ao DFE
(Decision Feedback Equalizer), implementado através de uma modelagem de bancos
de filtros. Usualmente, no DFE em blocos, a seqiiéncia de simbolos de um bloco
recebido é detectada sucessivamente pelo dispositivo de decisao do equalizador.
Assim, avaliamos os efeitos de implementar uma forma diferente de deteccao do
bloco de simbolos recebidos, em termos do erro médio quadratico-MSE e da taxa
de erro de bit-BER. Implementamos também uma restricao a este equalizador, ao
projetarmos os filtros que o compoe, considerando que o dispositivo de decisao
nem sempre realiza a deteccao corretamente, o que gera normalmente um efeito
de propagacao de erro no bloco de realimentacao deste equalizador. Além disso,
mostramos uma maneira de realizar o calculo rapido dos filtros do DFE em blocos,
aplicando transformacoes elementares aos fatores de Cholesky utilizados no calculo

destes filtros. Por fim, estendemos tais calculos ao projeto do DFE com restricao.
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BLOCK EQUALIZATION WITH CONSTRAINED DFE

Ingrid Sammyne Gadelha Figueiredo

Abril /2005

Advisor: Ricardo Merched

Department: Electrical Engineering

In this work, we apply the concept of block transmission on DFE (Deci-
sion Feedback Equalizer) based precoders. Generally, the Block DFE performs
successive detection within a block of received symbols at the output of the deci-
sion device. We evaluate the effects of using a different form of implementation
of this detection, considering the MSE (Mean Square Error) and the BER (Bit
Error Rate) criteria. We also propose a constrained formulation of the DFE, in
order to reduce the effects of its inherent error propagation, due to wrong decisions.
This formulation poses appropriate constraints on the feedback filter. Moreover,
we show that simpler computations for the block DFE matrix coefficients can be
obtained. These efficient methods are also applied to the constrained block DFE

obtained.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas de comunicacgoes sao compostos, basicamente, pelo transmissor,
receptor e pelo canal de comunicacao. A funcao béasica do transmissor é preparar
o sinal de entrada que desejamos transmitir, de forma a possibilitar que este seja
recuperado com uma adequada precisao pelo receptor. Este sinal transmitido é
corrompido pelo meio fisico no qual se propaga, o canal. O canal de comunicac¢ao
insere distorcoes no sinal transmitido, tornando mais dificil a funcao do receptor

em recuperar os dados transmitidos.

Neste contexto, a teoria de equalizacao exerce um papel fundamental. O
Equalizador [1] tem a fun¢ao de compensar as distorgdes em freqiiéncia do sinal
transmitido. Dentre as distorcoes produzidas pelo canal destaca-se a interferéncia

entre sfmbolos (Intersymbol Interference-1SI) [1].

O equalizador utilizado neste trabalho é o equalizador com decisao reali-
mentada, denominado de Decision Feedback Equalizer (DFE), que é conhecido por
ser um eficiente esquema de equalizagdo de canais seletivos na frequiéncia. Este
equalizador é composto por dois filtros, o filtro feedforward e o filtro de feedback;
estes podem ser calculados assumindo-se que a resposta ao impulso do canal e a

variancia dos sinais de entrada e do ruido sao conhecidas.

Originalmente, a transmissao e recepcao dos sinais é feita de forma serial,

isto é, simbolo a simbolo. Entretanto, com a evolucao das pesquisas em comu-



nicacoes e a demanda por altas taxas de transmissao, novos conceitos de trans-
missao e recepgao bloco-a-bloco foram introduzidos. Neste caso, a seqiiéncia a ser
transmitida ¢é dividida em blocos de tamanhos iguais, que sao armazenados e de-
pois processados para minimizar os efeitos negativos do canal (ver [2] e referéncias

relacionadas).

Sistemas que utilizam transmissao em blocos, permitem uma equalizacao
mais simples de canais com resposta ao impulso finita (Finite Impulse Res-
ponse-FIR), pelo fato de introduzirem redundéancia no sinal transmitido [3]. Na
transmissao é utilizado um pré-codificador, responsavel pela introducao dessa re-
dundancia. A redundancia adicionada em cada bloco é explorada de forma a remo-
ver a interferéncia entre blocos (InterBlock Interference-1BI) [4], além de permitir
a utilizacao de esquemas mais simples e eficazes para a eliminacao da propria ISI.
Na recepcao, podem ser utilizados dois tipos de equalizadores, os equalizadores do

tipo linear ou com decisao realimentada [5], [6].

Dentre os exemplos de aplicagoes das transmissoes em blocos, destacam-se
os sistemas moveis que utilizam as seguintes técnicas de multiplo acesso: CDMA
(Code Division Multiple Access), TDMA (Time Division Multiple Access), FDMA
(Frequency Division Multiple Access). Ou ainda os esquemas de modulagao multi-
portadora como OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing) e DMT (Dis-
crete Multitone Modulation) [7].

Neste trabalho, vamos nos limitar a equalizacao em blocos sem meméria.
Os pré-codificadores utilizados podem atuar de duas formas para eliminar a IBI.
Uma das maneiras consiste em inserir um intervalo de guarda em cada bloco de
simbolos transmitidos, através da adigdo de zeros aos blocos (TZ- Trailing Zeros).
A outra forma utilizada para a eliminacao da IBI, descarta parte das entradas do
bloco recebido (LZ-Leading Zeros). Estes dois procedimentos estao descritos no

Capitulo 3.

Com a eliminagao da IBI, nota-se que uma das vantagens do DFE em blocos
em comparacao com o DFE escalar, esta no fato de que os possiveis erros na saida do

detector nao serao propagados através dos blocos subseqiientes, mas apenas dentro



de cada bloco. Entretanto, no DFE escalar nao héa introducao de redundancia, o
que permite que este sistema possua uma eficiéncia maior que o DFE em blocos,

no que diz respeito a transmissao de informacao 1til.

A principal desvantagem do DFE estd no inerente efeito de propagacao de
erro, que ocorre quando os simbolos sao detectados incorretamente. Estes, ao serem
realimentados através do filtro de feedback, continuarao prejudicando as decisoes
posteriores. A propagacgao do erro causa erros de decisao em rajada (bursts), e
um conseqiiente aumento na probabilidade de erro de bit ou de simbolo, que pode
tornar o equalizador nao confidvel. Uma forma de diminuir os efeitos das decisoes
incorretas é introduzir determinadas restrigoes ao filtro de feedback. Essas restrigoes
visam obter uma melhora no desempenho do sistema, e podem ser implementadas
pela limitacao da energia ou magnitude deste filtro. Tais formulagoes sao conhe-
cidas para DFE’s escalares [8], [9]. No Capitulo 4, sera feita a extensdo deste

procedimento para o DFE em blocos e discutidos seus efeitos.

Com o aumento na demanda por comunicagoes em banda larga, ha uma
grande necessidade de se encontrar e viabilizar métodos menos complexos para
obtencao dos coeficientes 6timos do DFE. A implementacao de métodos eficientes
para o célculo dos filtros do equalizador recai sobre a utilizagao de métodos rapidos
para se obter os filtros 6timos. No caso do DFE escalar, isto ¢ efetuado através do
algoritmo de Levinson ou de algoritmos adaptativos répidos [4]. Neste trabalho,
vamos estender este calculo rapido para o DFE em blocos com restricao, a partir

do DFE em blocos sem restri¢ao, utilizando-se as técnicas mencionadas em [10].

Esta dissertagao esta dividida em 6 capitulos da seguinte forma: no Capitulo
2, serao apresentados os fundamentos utilizados neste trabalho, apresentando os
conceitos basicos da teoria de estimagcao linear, do modelo linear adotado e o projeto

do DFE escalar (serial).

No Capitulo 3, serao apresentados os conceitos relativos as transmissoes
em blocos utilizando pré-codificadores, bem como a derivacao do DFE em blocos.
Neste capitulo serda também descrita a andlise efetuada para um esquema de de-

teccao diferente do usualmente encontrado na literatura, apresentando resultados



de simulacoes. Também sera realizada uma comparacao entre o desempenho do

DFE escalar e o DFE em blocos.

No Capitulo 4, discutiremos o tema principal deste trabalho, que consiste
na nova formulacao do DFE em blocos com restricao, onde além de discutirmos

seus efeitos, serao mostrados os resultados praticos obtidos através de simulagoes.

Por fim, no Capitulo 5, apresentaremos técnicas eficientes para o calculo
rapido do DFE em blocos com e sem restricao. E no capitulo 6, sao mostradas as
conclusoes do trabalho realizado, sugerindo também, outros trabalhos relacionados

que podem ser desenvolvidos.



Capitulo 2

Fundamentos

Este capitulo apresentara uma breve descricao dos conceitos relevantes para
este trabalho. Serao apresentados os conceitos de estimagao linear, dado um modelo
linear de canal e as relagoes matematicas usadas para a obtencao da solugao 6tima.
O equalizador utilizado como base neste trabalho é o DFE (Decision Feedback

Equalizer), e este também serd descrito neste capitulo.

2.1 Estimacao Linear

O problema central da estimacao é recuperar os dados corrompidos com
uma adequada precisao. Um dos critérios mais importantes usado para a estimagao
linear é o critério dos minimos quadrados [4]. Este critério possui aplicagoes em
diversas areas, pelo fato de apresentar interessantes caracteristicas do ponto de
vista computacional. A principal delas é a possibilidade de expressar solugoes
Otimas através de férmulas fechadas, além de facilitar seu calculo recursivo através

de técnicas de processamento de sinais.

Notagao: Neste trabalho, denotaremos por (.)* o transposto conjugado complexo

de uma matriz. E representaremos uma matriz A positiva definida, como A > 0.



2.1. ESTIMACAO LINEAR

2.1.1 Critério do Erro Médio Quadratico

O critério do erro médio quadrético (Mean-Square-Error-MSE) é baseado
no sinal de erro, dado por £ = x — Z, onde = é uma variavel aleatéria com média
e variancia conhecidas, e T é a estimativa de x, a ser determinada. Para isso,
buscamos solucionar

min EZ*% = min Tr(EZ7") (2.1)
K K

Por este critério, tem-se que a estimativa étima é a que resulta no menor

valor da funcao custo, definida pela equacao acima.

Sejam duas variaveis aleatérias de média zero x e y, o estimador 6timo de
x dado y é:

onde K, ¢ uma soluc¢ao para o sistema de equacoes linear dado por KoR, = R,,,
onde R, ¢ a matriz de autocorrelagao de y e IR, ¢ a matriz de correlacao cruzada

de x e y.

Na pratica, assume-se que R, > 0, de forma que Ko = R,y R, 1¢ solucao

unica [11], [4].

2.1.2 Modelo Linear

Para exemplificar a aplicacao da teoria da estimacao linear vista anterior-
mente, sejam {x,y} dois vetores aleatérios de média zero, onde x representa o
sinal de entrada e y é a saida de um sistema de comunicacoes, definidos através do
seguinte modelo linear:

y=Hz+v (2.3)

onde H representa, por exemplo, o efeito do canal, e v é um vetor aleatério de
média zero, e matriz de covariancia R, = Evv*. Assume-se também, que a matriz
de covariancia de x é conhecida, dada por R, = Exz*. Considera-se ainda, que

R, >0eR, > 0.



2.1. ESTIMACAO LINEAR

Conforme estabelecido anteriormente, pela equagao (2.2), tem-se que a es-

timativa o6tima de z dado y é:

&= RyR,'y (2.4)

Esta solucao é também conhecida como a solugao smoothing.

Com base na equagao (2.4), definimos o valor do MSE minimo por [4]:

MSE = R;" — RyyR, 'Ry, (2.5)

As matrizes de covariancia {R,,, R, } da solucdo acima, podem ser expressas

em funcao das matrizes {H, R, R, }:

R, = Eyy"=E(Hr+v)(Hzx+v)"=HR,H + R,
R,, = Eaxy"=Ex(Hx+v)"=R,H"

Resultando na seguinte expressao para z:

&= R.H* (R, + HR,H*) 'y (2.6)

Esta expressao pode ser reescrita de forma equivalente utilizando o Lema
de Inversao de Matrizes [11]. Este Lema estabelece que para matrizes arbitrarias

{A, B,C, D} de dimensdes compativeis, onde A e C sdo inversiveis, tem-se:
(A+BCD) ' =A"1—-A'B(C'+ DA 'B)"'DA™! (2.7)
Aplicando este Lema ao termo (R, + HR,H*)™! da equagdo (2.6), com as
devidas correspondéncias [4], esta pode ser escrita como:
&= (R;'+ H'R,H) 'H*R 'y (2.8)
Esta forma alternativa fornece uma expressao mais simples para o estimador

o6timo . Por exemplo, para o caso em que H seja um vetor coluna, o termo

(R,+ HR,H*)"! em (2.6) é uma matriz, enquanto que (R, '+ H*R,H)! em (2.8)



2.2. DECISION FEEDBACK EQUALIZER (DFE)

¢ um valor escalar. Dessa forma, a escolha pelas expressoes (2.6) ou (2.8) depende

da conveniéncia da situagao.

Por conseqiiéncia, usando (2.8), o custo minimo é dado por:

MMSE = (R;' + H*R,H)™" ou Tr(R;'+ H*R,H)! (2.9)

2.1.3 Critério MVUE (Minimum Variance Unbiased Es-

timate)

O modelo linear apresentado na secao anterior considera que x é um vetor
aleatério. No critério MVUE [11], x é dado por um vetor constante desconhecido, e
erro é dado por £ = —Kw. Assim, o estimador 6timo é obtido resolvendo o seguinte
problema:

ml%n KR,K* sujeitoa KH=1 (2.10)

onde o valor de K deve satisfazer a condi¢do K H = I, pois E[Ky| = E[z].

Neste caso, a expressao do estimador 6timo é dada por:
&= (H*R,H) " H*R;'y (2.11)
Isto resulta em um custo minimo igual a (H*R,H)™!. Este resultado é

conhecido como Teorema de Gauss-Markov [4].

No jargao de comunicagoes, este método é conhecido como MMSE Zero

Forcing Criterion [1].

2.2 Decision Feedback Equalizer (DFE)

Este tipo de equalizacao é crucial em aplicacoes de transmissao em banda
larga, onde a interferéncia intersimbodlica-ISI é um problema critico. Em muitos

destes sistemas, os dados sao transmitidos em pacotes, onde cada pacote é formado



2.2. DECISION FEEDBACK EQUALIZER (DFE)

por uma seqiiéncia de treinamento, seguida por uma seqiiéncia de dados desconhe-
cidos. Neste contexto, uma das técnicas de equalizacao mais eficientes baseia-se
em um equalizador nao linear, denominado de Decision Feedback Equalizer (DFE).
O DFE é bastante conhecido por sua estrutura simples [1],[4], e por sua eficiéncia
na equalizacao de canais que produzem elevada ISI. A Figura 2.1 mostra o modelo

discreto do referido equalizador.

Canal . Decisao _
z(n) H() z(n —9) T z(n — 5)>
B(z) |«

Figura 2.1: Modelo Discreto do DFE Escalar.

As técnicas baseadas na estimacao do canal representam um poderoso
método de equalizacao. O principio béasico é primeiro estimar o canal entre o
transmissor e o receptor usando uma seqiiéncia de treinamento, e entao usar esta
estimativa para calcular os coeficientes 6timos do equalizador para o respectivo

canal. Os coeficientes 6timos sao entao carregados para os taps do equalizador.

O processo de otimizacao do DFE pode também continuar apds o calculo
dos coeficientes, através de métodos de equalizacao adaptativa “cega” (adaptive
blind equalization) [6] e [12], realizada diretamente através da seqiiéncia de dados.
Em aplicacoes onde o canal sofre rapidas variacoes, este procedimento deve ser re-
petido freqiientemente. Além disso, a seqiiéncia de dados recebidos é normalmente
armazenada durante o periodo entre a estimagao do canal e o calculo do equalizador

otimo.

Além do proprio desempenho, um fator determinante para o sucesso do
processo de equalizagao consiste na eficiéncia do método utilizado para o calculo
dos coeficientes do equalizador. Reduzindo tal complexidade tem-se as seguintes

vantagens:



2.2. DECISION FEEDBACK EQUALIZER (DFE)

1) A redugdo do tamanho da memoéria requerida para o armazenamento da
seqiiéncia recebida durante o tempo necessario para a computacao destes

coeficientes;

2) A atualizagdo com mais freqiiéncia dos novos coeficientes do equalizador,

possibilitando que o equalizador acompanhe variagoes rapidas do canal,

3) Um método mais eficiente de calculo simplifica o hardware e portanto, a area
util no chip para a implementacao do algoritmo, especialmente quando este

é realizado através de estruturas recursivas.

As técnicas utilizadas para o calculo dos coeficientes 6timos de um DFE sao
baseadas no método bastante conhecido, denominado de fatorizacao de Cholesky,

primeiramente derivado em [13].

A fatorizacao de Cholesky ¢é utilizada para decompor uma determinada ma-

triz S, positiva definida, através das seguintes formas:

S=LL"=U0U" (2.12)

onde as matrizes L e U sao matrizes triangulares inferior e superior, respectiva-

mente, cujos elementos de suas diagonais principais sao positivos.

Uma outra forma equivalente de representar a fatorizacao de Cholesky, é

através de sua forma nao normalizada:
S=LL*=LDL* (2.13)

onde L = LDY?. A matriz D é uma matriz diagonal com elementos positivos.
Estas duas representacoes da fatorizacao de Cholesky serao utilizadas nos capitulos

posteriores.

2.2.1 Formulacao do DFE

Considere o modelo discreto do DFE da Figura 2.1, onde vamos fazer as

seguintes consideragoes:
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2.2. DECISION FEEDBACK EQUALIZER (DFE)

- A entrada do sistema x(n) é uma seqiiéncia complexa, de média zero, inde-
pendente e identicamente distribuida com poténcia unitéaria, ou seja, a matriz

de autocorrelacao de z(n) é R, = Ip;

- O ruido aditivo é Gaussiano, denotado pelo vetor v(n), com matriz de auto-

correlacao igual a Rf,L), de tamanho L x L;

- Assume-se que as decisdes do detector, dadas por Z(n — §), sdo corretas e
iguais a x(n — ¢), onde § é o atraso de grupo do sistema. Isto torna o projeto
dos coeficientes dos filtros de feedback e feedforward mais simples, porém, a
custa de introduzir o efeito de propagacao de erro devido a possibilidade de
decisoes incorretas. Mais adiante vamos mostrar como este efeito pode ser

atenuado.

- O filtro feedforward é denotado por G(z) e tem comprimento L (normalmente
igual ao tamanho do canal N), e o filtro de feedback, é dado por B(z) e

comprimento igual a M.

Pelo critério do MMSE definido anteriormente, o objetivo aqui é minimizar

a seguinte funcao custo:
¢ = Elz(n —0) — &(n —9)|? (2.14)

onde z(n—J) é a estimativa do sinal de entrada atrasada, antes da decisdo. Assim,
reunindo os coeficientes de G(z) e B(z) nos vetores {g*, b*}, respectivamente, pode-

se escrever o sinal recebido Z(n — §) como sendo:
i(n—08) =gy, — b1, (2.15)

onde

Yp = Hx,, + v, (2.16)

A matriz H é a matriz de convolucao do canal, associada aos coeficientes do

canal {h(0),h(1),...,h(N — 1)}, de estrutura Toeplitz [14], e tamanho L x (N +

11



2.2. DECISION FEEDBACK EQUALIZER (DFE)

L — 1), dada por:

[ h(0) A(1) ... B(N-1) 0 0
P R U e .
oy
0 . 0 0 h(0) . A(N—1) |

As estruturas dos vetores do sistema sao mostradas abaixo, onde o vetor dos
dados da entrada é dado por z(n) de tamanho (N + L — 1) x 1, o vetor da entrada
do filtro G(z) é dado por y(n) de tamanho (L x 1), e o vetor da entrada do filtro
B(z) é dado por #(n) de tamanho (M x 1):

z, 2 :$(n) wn—1) - x(n—N—L+2)]T (2.18)
w2 (o) w-1) o ym-ren ] 219
i 2 [an—6-1) sn-6-2) ... #m-5-)] (220

2.2.2 Minimizacao em relagao a {g,b}
Concatenando ¢g* e b* em um vetor linha &, a minimizacao da equagao (2.14)

pode ser escrita como

minE |z(n —§) — [ g* b } (2.21)

Definindo R, como a matriz de covariancia do vetor u, € Ryy(n—s) a matriz
de covariancia cruzada, tem-se que a solucao 6étima deste problema, de acordo com

(2.4), é dada por [11]:

kopt = Rx(nfts)uR;l (222)
onde
R, —Ry
R, £ ! ! (2.23)
Ra“cy Ric

12



2.2. DECISION FEEDBACK EQUALIZER (DFE)

R:c(n—&)u = Rx(nfﬁ)y —Rx(n,g)j ] (224)

Usando o modelo de saida do canal definido em (2.16) e o

fato de que xz(n) é iid., obtém-se as seguintes férmulas fechadas para

{Ry7 Ryg“ca Ra“ca Rm(nf(S)y; Rx(nfé)y”c}:

R, = Ey,y:=HH + RV (2.25)
Os+1)x
Ry = H Iy 2 H (2.26)
ON+L—M—5-2)xM
Ry = In (2.27)
Rin—syy = | Ouxs) 1 Oix(N4r—m—s-2) H* = by (2.28)
Rim-sz = Oixm (2.29)

Nas definicdes acima, a matriz H é uma sub-matriz de H, particionada como
H=|H; H H (2.30)

onde define-se também a matriz Hs como uma sub-matriz de tamanho L x (§ + 1)

de H, e hs corresponde a d-ésima coluna, conforme a Figura 2.2.

S4+1 M

Figura 2.2: Particionamento da matriz do canal.

Assim, utilizando-se as expressoes acima, podemos reescrever a equagao

(2.22) como:
-1

HH*+ R —H
Kopt = [ h: 0 } (2.31)
—H* Ins

13



2.2. DECISION FEEDBACK EQUALIZER (DFE)

Usando uma conhecida férmula para a inversa de matrizes subdivididas em

blocos [11], tem-se:

0 0 I - i
Fopt = | 5 0| | - |\ ®errm —aEy o]
0 I A
km=%@9+m%+ﬁﬁrﬁfﬁ] (2.32)

Dessa forma, obtém-se as seguintes expressoes para os coeficientes 6timos
{g,b}:
gopr = (R + H;Hf + HH*) 'hys (2.33)

bopt = H Gopt (2.34)

Esta ¢é a solugao geral do problema de estimagao linear, onde as expressoes
obtidas sao vélidas para qualquer escolha dos parametros {0, M, N, L}, desde que

estes satisfagcam a seguinte condicgao:

O+ M <N+ L-2 (2.35)
A seguir, serao examinados dois casos especiais para a condi¢ao acima:

(a) 0<L—-1e N—1<M<<N+L—-0-2. Neste caso, observa-se que

{Hs, H, hs} apresentam a seguinte estrutura:

) ", 0 I,
]: e hy= (2.36)
0 x 0

onde a entrada x é um valor que nao sera de interesse.

L) . s o .
Quando R ¢ uma matriz diagonal, temos que a matriz inversa da equagao

(2.32) pode ser escrita como

-1

RY + HIHF 0
0 X

(R\D) + HsHy + HH*)™! = (2.37)

que também tem estrutura diagonal. Neste caso, o filtro feedforward, é dado
por:

Gopt = (R + HLHF) ™ B (2.38)

14
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(b) §>L—1e M=N+L—§—2. Neste caso, verifica-se que H = 0. A ma-

triz inversa da equagao (2.32) torna-se entao (RS,L) + Hs;H})™!, e a expressdo

para gopt ¢ dada por:
_ (L) #\—1
Gopt = (Ry” + HsHF) ™ hs (2.39)
Observa-se que as equagoes (2.38) e (2.39) sao idénticas a nao ser pelos tamanhos
das matrizes Hj e H;.

O método alternativo para otimizar a equacao (2.14), que foi utilizado em
[15], consiste em definir a fungao custo do DFE como um problema de estimagao

linear com restrigdo. Isto resulta nas seguintes expressoes para {g, b}:

0
Gopr = (RMTHV + HPH) T H" | (2.40)
bopt
onde o vetor é obtido através da fatorizacao de Cholesky:
b:)pt
(I + HR,*H*) = LDL* (2.41)

Os procedimentos mais eficientes atualmente para se achar os coeficientes

6timos do DFE de acordo com as equagoes (2.40) e (2.41) envolvem dois passos:

(i) Realizar a fatorizagao de Cholesky da equacao (2.41) usando o algoritmo de

Schur generalizado [11];

(ii) Calcular o filtro feedforward através da famosa recursao de Levinson [4] ou

pelo método de backsubstitution [16].

Foi mostrado em [17], entretanto, que a formulagdo por estimagao linear
resulta em um método mais eficiente do que o proposto em [18], no que diz respeito

a complexidade de obtencao dos filtros do DFE.

De forma mais especifica, as equagoes (2.33) e (2.39) representam expressoes
muito mais compactas, principalmente em relagao ao tamanho das matrizes envol-

vidas. Observa-se que a fatoriza¢ao em (2.41) é em relagao a matriz de convolugao

15



2.2. DECISION FEEDBACK EQUALIZER (DFE)

completa H, enquanto que a equagao (2.39) é expressa através de Hg, que s6 de-
pende do atraso de decisao d e nao dos comprimentos do canal e do filtro G(z), que
podem ser maiores que §. Para sistemas com alta taxa de transmissao, esta dife-
renca se torna consideravel uma vez que o modelo equivalente discreto do canal se
torna um filtro de comprimento N longo. Isto significa que o cdlculo do equalizador
pode ser realizado de forma mais eficiente utilizando (2.33) e (2.39). Além disso, o
filtro byt € obtido através da equagao (2.34), simplesmente pela convolugao, sem a

necessidade de inversdo de matrizes ou fatorizacao [19].

Nos capitulos que se seguem, vamos argumentar que expressoes menos com-

plexas também sao possiveis no calculo de DFEs em blocos.
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Capitulo 3

DFE em Blocos

Neste capitulo sera apresentada a extensao do DFE escalar para um sistema
por transmissao em blocos. Serao descritos os conceitos basicos dos sistemas por
transmissao em blocos, que utilizam pré-codificadores baseados em banco de filtros,

e do respectivo DFE em blocos.

3.1 Transmissao em Blocos

Em um sistema tipico por transmissao em blocos, os simbolos recebidos
sao agrupados em blocos de tamanhos iguais e processados com o objetivo de
diminuir os efeitos do canal, ou eliminar a interferéncia inter-simbdélica [3]. Dentre
exemplos de transmissoes em blocos estao o OFDM (Orthogonal Frequency Division

Multiplexing) e DMT (Discrete Multitone) [20], [7].

Em sistemas por transmissao em blocos, a redundancia introduzida em cada
bloco representa uma poderosa ferramenta para remover a correspondente inter-

feréncia entre blocos de simbolos (Interblock Interference-IBI) [5].



3.1. TRANSMISSAO EM BLOCOS

3.1.1 Descricao do Modelo

A Figura 3.1 ilustra o modelo discreto em banda base de um sistema por
transmissao em blocos baseado em um pré-codificador. O pré-codificador é repre-
sentado por um banco de filtros, definido por M filtros com resposta ao impulso
finita (Finite Impulse Response-FIR) {f,(n)}, de comprimento Q. O sinal de en-
trada ¢é paralelizado em blocos de M simbolos, dados por {z,,(i)}, que s@o entao
processados pelo banco de filtros de sintese. Este sinal de entrada x(n) pode re-
presentar varios usuarios em um sistema multi-canal ou um tnico usuario em um

sistema de processamento em blocos mono-canal.

O canal h(n) é representado por um filtro linear invariante no tempo (LTI)
FIR de comprimento N. A razdao P/M, assumindo P > M, mede o grau de
redundancia introduzida por cada bloco transmitido através do canal h(n). No
receptor, o bloco recebido é filtrado através de um banco de filtros de andlise, e a
taxa de amostragem original é restaurada através da interpolacao de cada bloco

por um fator M.

w(k) Y; wo(i) P To(n) Fol2)
2= ly . —

ST T e ) Fi(z) |
2—ly A

L2ty T ) FMl<z>JA

Figura 3.1: Modelo discreto banco de filtros-canal

Sabe-se que a transmissao de redundancia de informacao, quando o sinal
s(n) é proveniente de um corpo finito, pode aumentar o desempenho do sistema
quando o sinal recebido ¢é ruidoso. Isto originou os chamados Cédigos Convoluci-
onais (Block Convolutional Coders)[1]. Estes cddigos exploram a redundancia em
uma determinada seqiiéncia de bits recebida. Isto também se aplica ao caso de um

sinal proveniente de uma constelacao de simbolos, de forma que a complexidade do
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3.1. TRANSMISSAO EM BLOCOS

receptor pode ser entao reduzida para a detecgao, ou seja, a redundancia devido
aos simbolos adicionais pode ser usada para melhorar o desempenho em termos da
taxa de erro de bit (Bit Error Rate-BER). Este é o caso dos sistemas OFDM, onde
a interferéncia entre blocos (IBI) de simbolos pode ser eliminada através de uma
escolha apropriada dos filtros de transmissao, além de forcar que o receptor 6timo

a ter uma estrutura diagonal.

Da Figura 3.1, podemos obter uma expressao para o sinal recebido y(n) em
termos de x(n), através da filtragem direta dos correspondentes sinais decimados e
interpolados (downsampled/upsampled) {z,(i)}. Isto é feito através da convolugao
das saidas combinadas com o canal. Entretanto, a Figura 3.1 pode ser reconfigurada
de forma equivalente utilizando propriedades conhecidas de sistemas multi-taxa,

resultando em uma descrigao mais compacta. Isto é realizado em duas etapas:

a) Expressando o canal h(n) em termos de sua fung¢ao de transferéncia equivalente

em blocos. Esta é conhecida por ter sua estrutura pseudo-circulante dada por:

[ H(2) Hi(z) - Hpa(2) |
H(z) _ Zﬁal_l(Z> Ho(Z) cee HP_Q(Z> (3 1)
| 2TH(2)  2TMHpoa(z) oo Ho(2)

onde {Hg(z2)}, k=0,..., P — 1 sdo as componentes polifdsicas do canal H(z);

b) Expressando os filtros transmissores em termos de suas componentes polifésicas

(tipo 2) [21]:

_ . _
Fo(2) Too(2") Tw(z") -+ Tpo1o(2") by
z
FM—l(Z) TO,M—l(Z ) Tl,M—1(Z ) TP—l,M—l(z ) 1
T(=P) - -
(3.2)

e trocando a ordem da matriz polifisica resultante T'(2”) com os interpoladores

(upsamplers).
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Desta forma, pode-se escrever a seqiiéncia transmitida como

u(z) =T(2)x(z) (3.3)

onde {u(z),x(z)} sao as transformadas z dos i-ésimos vetores de blocos de dados

{u(i),x(i)}, de tamanhos (M x 1) e (P x 1) , respectivamente, definidos por:
. A T
x(i) = [m(iM) x(iM —1) - z(iM — M+ 1) } ,

u(i) = [u(iP) u(iP —1) --- u(z’P—P+1)]T.

A Figura 3.2 mostra o equivalente sistema pré-codificador/canal em blocos,

onde também definimos os correspondentes vetores de ruido e de saida:

v(i) = [v(iP) v(iP =1) -+ v(iP—P+1) }T;
y(i) = [y(z’P) y(iP —1) - y(iP—P+1) ]T
’Uo(i)
o) e mli) (i) o)
-ly ] '
& x1(1) v (7)
L M—— w(i) | ()
‘ T(2) > H(z)
- |up-1(d)
. l M xM—l(Z')' Upfl(i> N ypfl(’i)
\

Figura 3.2: Sistema pré-codificador/canal equivalente

Observa-se que a memoria das fungoes de transferéncias resultantes do pré-
codificador e do canal, {T'(z), H(z)} depende do comprimento P do bloco transmi-
tido. Isto é, as componentes polifdsicas que determinam {T'(z), H(z)} sdo tais que
seus comprimentos sao dados por Q/P e N/P, respectivamente (se estas fragoes
nao forem inteiras, basta aumentar () e N, completando com zeros as correspon-
dentes respostas ao impulso). Dessa forma, escolhendo Q@ = P e P > N, tem-se

que T'(z) nado possui memdria, ou seja, T'(z) = T', e H(z) possui somente dois
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coeficientes matriciais:

h(0) h(1) h(N — 1) 0 0
0 h(0) h(N —2) h(N —1)
0
H(z) = 0 h(N —1)
27 1h(N —1) h(N —2)
27 1h(1) oo 27N = 1) 0 0 h(0)
= I;Io +Hp 2z b, (3.;1)

Portanto, a saida y(i) pode ser escrita no dominio do tempo como:

y(i) = HoTx(i) + HiTx(i — 1) + v(3) (3.5)

Em outras palavras, a matriz Hy modela a ISI dentro de um bloco, enquanto

que a matriz H; modela a IBI entre dois blocos consecutivos de dados.

A seguir, serao mostradas expressoes para o equalizador MMSE-DFE é6timo,
considerando que a IBI é eliminada primeiramente, através de uma escolha apro-

priada da matriz T'.

3.2 Receptores Otimos sem IBI

Nas transmissoes em blocos, deve-se primeiro eliminar a IBI e posterior-
mente a ISI dentro dos simbolos do bloco transmitido. Observa-se pela equacao
(3.5) que para eliminar a IBI, basta eliminar o termo de H; na referida equacao.
Isto pode ser realizado através de duas formas alternativas, baseadas em técnicas
de convolucao do tipo overlap-and-save e overlap-and-add. Estes métodos também
sao conhecidos, no jargao das comunicagoes, como Leading Zeros e Trailing Zeros,

respectivamente.
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3.2.1 Método Overlap-and-add ou Trailing Zeros

Observando mais especificamente a matriz H; em (3.5), vemos que esta
possui todas entradas iguais a zero, a nao ser pela sub-matriz triangular do canto
inferior esquerdo de dimensoes (N — 1) x (N —1). A matriz do pré-codificador, de
tamanho P x M, é escolhida da seguinte forma:

ON—1)xm

T p_Ny1)xMm

(zero-padding) (3.6)

onde a sub-matriz nula representa o intervalo de guarda entre os simbolos em cada

bloco. Logo, temos que H;T = 0, e a equagao (3.5) pode ser reescrita como:

y(i) = HTx(i)+v(i)
= H Tz(i) +v(i) (3.7)

onde a matriz Hy é uma matriz de tamanho P x (P — N + 1) dada por

[ (N - 1) 0 0 |
hN —2) h(N-1)
0
h(0) 0
H,= : (3.8)
0 h(N — 1)
0 0 h0) |

O método Trailing Zeros-TZ é também conhecido como método Zero Pad-
ding, de acordo com [5], [20]. Observa-se na equagao (3.7) que para nao haver
perda de informacao na transmissao, é necessario selecionar o tamanho do bloco P
tal que P— N +1 > M. Isto é, se pretendemos transmitir M simbolos de entrada,
devemos selecionar P = N + M — 1 como o tamanho minimo do bloco de forma a
eliminar IBI. A partir de agora, assume-se que este é o comprimento do bloco P, e

portanto, a matriz H, passa a ter o tamanho (N + M — 1) x M.
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3.2.2 Receptor TZ Otimo

Dado o modelo da equagao (3.7), com uma determinada matriz do pré-

codificador T, a solucdo étima para o seguinte problema de estimacao linear:

min E [|z() — Ky(i)|] (3.9)

¢ dada por Kop = RyyR,". Sendo H = H T, entao y(i) = Hx(i) +v(i). Assim,
a solucao 6tima em termos deste modelo é:

K, = RMH(R,+HRH")™" (3.10)

(R, +H'R,"H) "H'R,* (3.11)

A Figura 3.3 mostra o esquema TZ, onde os tamanhos das correspondentes
matrizes sao ilustradas através das formas dos blocos (alto ou largo).
v(i)
2(i #(i) (i)

T —— > H, K —> [ —>

Figura 3.3: Equalizagao linear baseada em pré-codificador — caso TZ.

3.2.3 Método Overlap-and-save ou Leading Zeros

Na recepcao, uma forma alternativa para eliminar a IBI consiste em re-
ter uma parte do vetor transmitido y(i). Para isso, define-se a matriz do pés-

codificador (poscoder) V', de tamanho M x P, da seguinte forma:

V=|1y Oyna (3.12)

Aplicando (3.12) em (3.5), temos que V H; = 0. Logo,

y'(i) = Vy@i) (overlap-and-save)
= VHTx(i)+v'(i)

= HyTz()+v'(4) (3.13)
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onde a matriz H neste caso é dada por :

h(0) h(1) --- R(N—1) 0 0
- o hO) - R(N—2) . - - : 510
I 0 e 0 0 o h(0) - h(N—l)_

Este procedimento é também conhecido como método Leading Zeros-LZ, e

pode ser visto em [5], [20].

3.2.4 Receptor LZ 6timo

No caso LZ, dado o modelo em (3.13), a solugao 6tima para o problema de
estimacao linear abaixo,

min E ||z (i) — Ky'(i)||° (3.15)

¢ dada por Koy = Rmy/R;,l. Sendo H = H,T, entdo y'(i) = Hx(i) + v'(i).
Assim, a solugao 6tima em termos deste modelo é
K, = RH(R,+HRH) "
(R,* +H'R,'H) "H'R} (3.16)

A Figura 3.4 mostra o esquema LZ, ilustrando os tamanhos das correspon-

dentes matrizes, como no caso TZ.
v(i)

x (i (i)
£>T H, Sl —> [ —>

8«
S
~.
N—

Figura 3.4: Equalizacao linear baseada em pré-codificador — caso LZ.

Deve-se ressaltar que nos dois esquemas TZ e LZ, foi assumido um pré-
codificador fixo, onde o objetivo era a eliminacao da IBI. Em ambos os casos, o

MMSE resultante é dado por

MMSE = (R;'+H'R,'H)"! (3.17)
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Existem ainda maneiras de otimizar o pré-codificador T', tal que resultem
em um MMSE menor, como apresentado em [5]. No entanto, isto ndo serd abordado

neste trabalho.

3.3 DFE em Blocos baseado no esquema TZ

O esquema geral do DFE em blocos baseado em pré-codificador é mostrado
na Figura 3.5. O DFE é composto pelo filtro feedforward, representado pela matriz
G de tamanho M x P, pelo dispositivo de decisao e pelo filtro de feedback, repre-
sentado pela matriz B de tamanho M x M. O filtro feedforward é responsavel pela
eliminacao da ISI entre os simbolos posteriores (futuros) dentro do mesmo bloco,
enquanto que o filtro de feedback por eliminar a ISI entre os simbolos anteriores
(passados). Primeiramente, vamos assumir que a matriz do pré-codificador é igual

a identidade, T = I, e que H é dado pela equacdo (3.8) para o esquema TZ.

v(i)

%T:{>HO

> G

Figura 3.5: DFE em blocos baseado em pré-codificador.

Vamos definir os seguintes vetores de tamanho M x 1: o vetor de saida do
filtro feedforward z(i), o vetor de entrada do dispositivo de decisao &(i), e o vetor

da saida do dispositivo de decisao (i), como sendo:

z(z)éz(@M) z(iM —1) - z(iM—M%—l)}T
Ec(z')é[:z(z'M) F(M —1) - i"(iM—M-i-l)}T
&(i) £ :a:(iM) z(iM —1) --- I(Z'M—M—i-l)}T

A fim de simplificar o projeto do DFE em blocos, assume-se que as decisoes

na saida do detector sdo corretas, ou seja, (i) = x(i). No préximo capitulo,
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3.3. DFE EM BLOCOS BASEADO NO ESQUEMA TZ

serd assumido que estas decisoes podem ser incorretas, resultando na propagacao
dos erros de decisao através da realimentacao. Neste caso, serd realizado um novo

projeto para o DFE em blocos, considerando tal condicao.

Uma vez que o filtro de feedback B(z) possui apenas um coeficiente matri-
cial, ou seja, B(z) = B. Nota-se que os possiveis erros na saida do dispositivo de
decisao nao serao propagados através dos blocos subseqiientes, mas apenas dentro
de cada bloco. Além disso, a estrutura de B deve ser tal que o caminho de reali-
mentagao possa ser realizavel, o que significa que os simbolos devem ser estimados
através de uma detecgao sucessiva de simbolos (successive cancellation) [22], [6].
Para isso, impoe-se uma restricao na estrutura da matriz B, onde esta deve ser
estritamente triangular inferior. Este é o caso em que os simbolos do vetor &(i)

sao detectados seqiiencialmente.

Neste método de detecgao, o ultimo simbolo do i-ésimo bloco, ou seja, x(iM)
é recuperado primeiro. Assim, a estimativa (iM) é obtida através da primeira
linha de B e é removida de z(i), para que os simbolos restantes possam ser recu-
perados. Em seguida, o préximo simbolo a ser recuperado é o simbolo z(iM — 1),
onde a correspondente estimativa z(:M —1) é removida de z(i). Este procedimento

é repetido até que todos os simbolos do i-ésimo bloco sejam estimados.

Considerando-se o fato de que a ordem da deteccao pode ser arbitraria,

assume-se que o filtro de feedback 6timo é dado por:

Bopt =J'BJ (318)
onde J é uma matriz de permutacao que possibilita uma ordem diferente de de-
tecgdo em relagdo a deteccao sucessiva (successive cancellation).

O sinal a ser estimado &(i) pode ser expresso como
#() = Gyli) — Bopi(i)
= Gy(i) — J"BJx(i)
= Gy(i) — J*BZ'(i) (3.19)

onde x'(i) = Jx(i).
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3.3. DFE EM BLOCOS BASEADO NO ESQUEMA TZ

Assim, concatenando as matrizes G e B em uma tnica matriz K, a mini-

mizacao da funcao custo pode ser escrita como

mIian x(i) — [G J'B] _Z;(/Z()) . (3.20)
K ———

Nota-se que, se multiplicarmos a equacao acima por J pela esquerda, a

norma do erro nao ¢ alterada. Portanto, a equacao acima pode ser expressa como

2

mink || Je(i) ~ |G’ B _y(f().) . (3.21)

u

onde G’ = JG.

Desta forma, observa-se que a solucao 6tima para este problema nao possui
mais a forma da solug¢ao smoothing dada pela equacao (3.10), uma vez que a matriz
B ¢ limitada a ter uma estrutura estritamente triangular inferior. Definindo R,,
como a matriz de covariancia do vetor w definido em (3.21), e Ry, (R(Jz)u) cOmo
a matriz de covariancia cruzada do vetor u e do vetor dos dados da entrada ', a

solugao desejada é a solucao de Wiener para a seguinte equacao [11]:

{R(Jm)u - KoptRu}strict. lower — 0 (322)
onde
y(7) R —R,.J*
R,2E L) —a )T | = v v (3.23)
—Jx(1) —JR,, JR,J"
e

Rijoyu=E [ Je(i)y (i) —Ja(i)z ()" } — [ JR,, —JR,J* ] . (3.24)

O operador {-}strict. 1ower € tal que retém as equagoes normais correspondentes

as entradas diferentes de zero de K. Para resolver o problema acima, podemos
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3.3. DFE EM BLOCOS BASEADO NO ESQUEMA TZ

recorrer ao procedimento algébrico semelhante ao usado por Wiener em sua famosa

solucao.

Usando o modelo da saida do canal da equacao (3.7), onde H = H(T, e

assumindo que {x(7)} ¢ i.i.d, pode-se obter as seguintes expressoes para { Ry, Ryz}:

R, = Ey(i)y*(i) = R + HH" (3.25)
R,, = Hx(i)x*(i)="H (3.26)

A seguir, define-se uma matriz triangular superior A, tal que, usando a

equacao (3.22), podemos escrever

K., RP) + HH* —HJ" B [ P } ) [ . ] .
—JH" JJ*

onde nota-se que JJ* = J*J = 1.

Considere a fatorizacao de Cholesky da seguinte forma R, = UDU*. Além

disso, vamos definir H' = HJ*. A equagao (3.27) pode entao ser escrita como:

I —-H
Kopt
0o I

(P)
)Lt 2]t et

U D U

Substituindo K = [G' B] em (3.28), e multiplicando a mesma por U ™ pela

direita, tem-se que:
GR, B-GH)|=| A" A|+[0o -1 (3.29)
onde retiramos o indice (P) da matriz R, por simplicidade de notagao

Desta forma, obtemos as seguintes relacoes para os filtros G’ e B:
G = AH'R,'

(3.30)
B = GH+A-1T = ATI+H*R;'H) -1

Definindo
P 2 (JJ +JH'R,'HJ*) = JPJ* (3.31)
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3.3. DFE EM BLOCOS BASEADO NO ESQUEMA TZ

onde P ¢ definido como P = (I + H*R;"M’)~!, podemos obter facilmente
a expressao para G'. Para isso, achamos o valor de A pela expressio de B, e

substituindo na expressao (3.30). Portanto,

G = (B+I)PH'R," (3.32)

Considere a fatorizacao de Cholesky da seguinte forma:
P2LL =LDL (3.33)
onde L é triangular inferior, e D é diagonal. Substituindo (3.33) em (3.30), temos

B+I=AL L (3.34)

Assim, multiplicando os dois lados da expressdo acima por L pela direita,

obtém-se
B{/ + 1L = AL (3.35)
strict. lower ower upper

Uma vez que o produto BL é uma matriz estritamente triangular inferior,
F —k , . . . ~
e que AL = é triangular superior, aplicando-se o operador {:},pper & €Xpressao

acima, temos

Fo* (7 _ P12
AL = {L}upper =D (3.36)
Logo,
A=D'Y’L" = DL* (3.37)
o que resulta em
G' = DL"H"R,". (3.38)

Portanto, a matriz do filtro feedforward étimo é dada por:

Gopi = J*'DL*H"* R, (3.39)

Com o valor de A em (3.37), podemos obter uma expressao para B, através

de (3.30), envolvendo a matriz P. No entanto, observa-se que existe uma expressao
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3.3. DFE EM BLOCOS BASEADO NO ESQUEMA TZ

mais adequada para B em termos do fator de Cholesky definido anteriormente.

Esta expressao pode ser obtida substituindo (3.37) em (3.35), resultando em

B=L"'-1 (3.40)

ou

B=J'L'J-1 (3.41)

Além disso, dado o filtro étimo By, a funcao custo definida em (3.21) pode

ser escrita como:

min (I + B)Ja(i) — G'y(i)|| . (3.42)

O MSE minimo obtido através da minimizagao de (3.42) em relagao a G,
¢ dado por:
MMSE = tr { Rumyaxi) — Gop Ry, (0sm)3x) }
= tr{I+B)I+B) - (B+I)PH"R,"H'(I + B)*}
= tr{(I+ B)P'(I + B)*}

As matrizes { L, D} possuem uma importante interpretagao para seu célculo

rapido. Mais especificamente, podemos escrever L como:

1
1
L= (3.44)
i Wi, wy o, e 1 1
onde o i-ésimo vetor {'wf }, parai=0,...,M—1, corresponde a predigao 6tima dos

minimos quadrados da i-ésima coluna da matriz H, baseada nas colunas de ordem
inferiores restantes [4]. Os correspondentes custos minimos {¢/} dessas predicoes

sao representados em termos da matriz diagonal abaixo:

[ 1)¢],

!
D 1/&—s | (3.45)

1/¢}
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Dessa forma, a equagao (3.43) para o MMSE pode ser escrita da seguinte
forma:

M-1
MMSE = > 1/¢] (3.46)
=0

Da expressao acima para o MMSE, observa-se que estes valores mudam de
acordo com a ordem de deteccao assumida no dispositivo de decisao. Cada nova
ordem de detecgao pode ser interpretada como uma nova reorganizacao das colunas
da matriz H, resultando assim em diferentes conjuntos de custos minimos, dados
por §Z-f . Portanto, realizando a soma de tais custos minimos através da equagao
(3.46) pode-se chegar ao menor valor do MSE do que o obtido através ordem de

detecgao sucessiva (successive cancellation), que é executada escolhendo J = I.

Vamos nos referir a ordem sucessiva de deteccao dos simbolos do primeiro

ao tltimo elemento do vetor, como sendo a ordem “direta”de detecgao.

3.3.1 Relacao entre a ordem de deteccao e um pré-

codificador T = J

Vamos assumir agora, que nao serd utilizada uma ordem de deteccao ar-
bitraria, mas sim a deteccao direta dos elementos do vetor de saida. Dessa forma,

nas equagoes (3.39) e (3.41), substituimos J = I.

Além disso, vamos assumir que o pré-codificador T' pode ser escolhido arbi-

trariamente. Neste caso, o MMSE ¢ dado por

MMSE = tr {R(I+B)x(i) — GoptRy(i),(I+B)x(i)}

= tr{(I+B)(I+B)" ~ (I +B)PT"H;R,"H,T(I + B)"}

Escolhendo-se T' = J, podemos observar que recaimos na mesma expressao obtida

quando da ordem de deteccao arbitraria da equacdo (3.43), ou seja,

MMSE = tr{(I + B)P(I+ B)*}
= tr{D} (3.47)
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Comparando as equagoes (3.43) e (3.47), observa-se que o MMSE nos dois
casos sao iguais. Ou seja, segundo o critério MSE, o fato de se utilizar um pré-
codificador T' = J ¢ equivalente a se realizar a detecgao arbitraria, assumindo-se

que as decisoes sao corretas.

Na Figura 3.6 realizamos uma comparagao entre as duas situagoes acima,
assumindo-se uma ordem de deteccao arbitraria com T' = I, e outra assumindo-
se uma deteccao direta com T = J. Esta comparacao foi feita utilizando-se os

esquemas de modulacao BPSK e QPSK.
O canal utilizado possui a seguinte funcao de transferéncia:

Clz) = (1—=0.82"1)(1 = 1.027H)(1 — 0.9e79/20,71)(1 — 1.1e797/20,71)  (3.48)

Em todas as simulacoes realizadas neste trabalho, a BER foi calculada

através de 30 simulacoes de Monte Carlo.

Podemos observar que as curvas da BER nos dois casos sao similares. A
Figura 3.7 ilustra a comparacao entre a deteccao direta e a deteccao arbitraria,
usando o mesmo pré-codificador T' = I nos dois casos. Esta comparacao foi feita

utilizando-se a modulacao QPSK.

Portanto, observamos que com o aumento da SNR, a melhora de desempe-

nho para o caso da detecgao arbitraria fica mais evidente.

3.3.2 DFE em Blocos x escalar
Nesta segao vamos fazer uma comparagao entre o desempenho do DFE esca-
lar e o DFE em blocos, considerando a mesma quantidade de simbolos transmitidos.

Daqui por diante, vamos assumir que a deteccao sera na forma direta, ou

seja, o J na deteccao arbitraria sera considerado J = I.

A Figura 3.8 apresenta os resultados obtidos em termos da BER x SNR. Na
equalizacao em blocos, foi utilizado o pré-codificador T' = I, sendo o tamanho do

bloco transmitido M igual a 32, para os esquemas de modulacao BPSK e QPSK.
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BPSK

T
v Detecao Otima J*BJ
O Precoder J

BER

10"

T
v Detecao Otima J*BJ
O Precoder J

BER

3 I I | I
0 5 10 15 20 25
SNR(dB)

(b)

10

Figura 3.6: Comparagao entre a utilizacdo da deteccao arbitraria (J*BJ = By)

e a utilizacao de um pré-codificador J, para BPSK (a) e para QPSK (b)
O canal utilizado nestas simulacoes, possui a seguinte funcao de transferéncia:

C(z) = (1 =0.9271)(1 — 0.7e72m0256,71) (1 — .49 2m0-141 ;1) (3.49)
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I
Detecao Otima JBJ* 1
Sucessive Cancelation ||

0d

-3 I I I I
0 5 10 15 20 25
SNR(dB)

10

Figura 3.7: Comparacao entre uma deteccao arbitraria (J*BJ) e a detecgdo na
forma direta (Successive Cancellation), utilizando o mesmo pré-codificador T', para

o caso QPSK.

Portanto, podemos observar que o DFE em blocos apresenta um desempenho
superior ao DFE escalar. Note, entretanto, que no segundo caso nao ha introducao
de redundancia, o que significa uma eficiéncia maior em termos de transmissao de

informacao tutil.

3.4 Conclusoes

A formulacao para o DFE em blocos foi apresentada neste capitulo. Ob-
servamos que a utilizacao de uma forma de detecgao arbitraria, utilizando um
pré-codificador T" = I, é equivalente a utilizarmos um pré-codificador T = J, es-
colhido arbitrariamente, assumindo-se uma deteccao direta. Além disso, também
comparamos a utilizacao da deteccao arbitraria e da deteccao sucessiva, para um
mesmo pré-codificador T'. Neste caso, observamos que com o aumento da SNR,

a deteccao arbitraria apresenta melhor desempenho que a detecgao sucessiva. Por
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DFE Escalar x Block DFE (M=32) - BPSK
10" T T T T T T

v Escalar
O Blocos

10 L L 1 1 I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

SNR(dB)

(a)

DFE Escalar x Block DFE (M=32) - QPSK
10" r T T T T

Vv Escalar
O Blocos

BER

107 L L 1 1 I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

SNR(dB)
(b)

Figura 3.8: Comparacao entre DFE escalar e DFE em blocos para BPSK (a) e
para QPSK (b).

fim, avaliamos o desempenho do DFE em blocos em comparacao ao DFE escalar,
onde observamos que DFE em blocos apresenta um melhor desempenho em relagao

ao escalar.
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Capitulo 4

DFE em Blocos com Restricao

Neste capitulo vamos estender o conceito de regularizacao, normalmente

utilizado no DFE escalar, ao DFE em blocos estudado no Capitulo 3.

4.1 Formulacao do Problema

O DFE utiliza as decisoes dos simbolos anteriores para encontrar uma esti-
mativa da decisao do simbolo atual, e entao subtrai-la do sinal recebido. Caso haja
algum erro na identificacao de um simbolo pelo detector, isto causara uma série de

decisoes incorretas nos simbolos subseqiientes, isto é, havera a propagacao do erro.

Uma forma de reduzir o efeito da propagacao do erro, é introduzir apro-
priadas restricoes ao filtro de feedback, tais como a limitacao da energia ou da

magnitude deste filtro. Isto foi feito para o DFE escalar em [8] e [9].

O DFE escalar com restrigao na energia do filtro de feedback modela o erro
na decisao através da introducao de uma fonte de ruido aditivo na saida do detector.

Neste caso, a funcao custo a ser minimizada é dada por [8], [9]:
E=El|z(n—20) — i(n—08) + b"Ab (4.1)

onde A é uma matriz diagonal, que representa uma restricao a energia do filtro de

feedback. Esta restrigao é dada por A = diag{ly,l1,--+ ,l,_1}, onde os elementos



4.1. FORMULACAO DO PROBLEMA

{lo, 11, -+ ,l—1} representam uma restricdo de magnitude para cada tap do filtro.
Normalmente, assume-se que o valores destas restrigoes sao iguais para todos os

taps.

Por conseqiiéncia, temos que o desempenho do DFE escalar com restricao
apresenta um compromisso entre a propagacao de erro e a otimizagao das res-
tricoes. Isto porque estas restricoes devem ser ponderadas adequadamente, uma
vez que minimizando corretamente a energia de B, garantimos que o erro nao sera

amplificado por este filtro.

Neste trabalho, vamos estender o conceito de regularizacao para o caso do
DFE em blocos estudado anteriormente [4]. As decisoes erradas na saida do de-
tector podem ser modeladas por um vetor r(i), representando uma fonte de ruido
adicionada ao vetor de saida do dispositivo @ (7). Isto é ilustrado na Figura 4.1.
Seja a poténcia deste ruido dada por R, = I'. Assim, o ruido na saida do filtro B,

denominado por 7/(i), tem poténcia igual a

R, = E(r'r”) = BI'B* (4.2)

v(1)

Figura 4.1: DFE em blocos com restrigao.

Dessa forma, para este modelo, a fungao custo em (3.20), considerando
J =1, é dada por:
2
wink|lz() — @ B | Y |+ w0 (4.3)
o —a(i)

Assumindo que as fontes de ruido sao descorrelacionadas, a funcao custo
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acima pode ser escrita como

2

mIi<nE xz(i) — |G B] " + tr(BI'B") (4.4)

Vamos introduzir a norma de Frobenius [14], que é definida como:

n—1 m—1

A7 =D > layl* = tx(A7A) (4.5)

i=0 j=0
onde A = [a;;] é uma determinada matriz de tamanho n x m.
Aplicando este conceito a expressao (4.4), tem-se que tr(BI'B*) =

|TY/2B*||2. Portanto, a funcdo custo pode ser escrita de forma equivalente como

2

mink ||z()) ~ [G B _y(?) + 2B (4.6)
. , y(i) 0
minE||| 2() 0| - [GKB] “a) T (4.7)

4.2 Minimizagao em relagao a {G, B}

Nosso objetivo é encontrar a solugao para o problema de estimagao linear
regularizado dado pela equagao acima (4.7). Para isso, podemos proceder de forma
analoga ao caso de estimagao linear nao-regularizado, descrito no capitulo anterior.
Definindo a matriz A como na Secao 3.3, obtemos a expressao para K, tal que

RP) + HH* —H

Kool 7 0 o ~|n 1|=]o0 4] (4.8)

. . . : A
onde definimos a matriz Q da expressao acima, como sendo Q = I +1T'.
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Utilizando a mesma fatorizacao de matrizes em blocos do capitulo anterior,

a equacao (4.8) pode ser escrita como:

|1 ~HQ™ RO +H(I-QYH* 0 I 0
Tlo I 0 Q|| - I
D — % D
o al|+|n 1] (4.9)

Multiplicando os dois lados de (4.9) por U™ ", e substituindo K = [G B]

nesta, temos que

| GR,+HI-Q M) BQ-GH | =[A4Q7H A |+| 1-Qyn I
(4.10)

onde, como antes, retiramos o indice (P) de R, por simplicidade de notagao.

Obtemos entao as seguintes relagoes para os filtros G e B:

-1

G = I-Q'+AQ"YH' [R,+H(I-Q "YH']

(4.11)
B = (GH+A-1)Q!

Verifica-se que para tornar a implementagao mais eficiente, deve-se encon-
trar uma solucao mais simples para estes filtros. Para isso, é preciso fazermos
algumas manipulac¢oes nestas expressoes, procedendo de forma similar a Secao 3.3.
Antes disso, vamos adotar uma notacao mais compacta para as expressoes acima,

definindo as seguintes matrizes:

>

X (I-QH™ (4.12)

A 2 T-Q'+AQ'=X"1+AQ"! (4.13)

Com isso as expressoes da equagao (4.11), podem ser escritas como

-1

G = AH [R,+H(I - Q ' )YH]

(4.14)
B = GHQ '+ A -1

Nota-se que de forma andloga a derivacao da Secao 3.3, a matriz A’ é tri-

angular superior. Assim, observamos que a matriz G pode ser escrita de forma
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equivalente como

G = AXX 'H' (R, +HX "H*)™! (4.15)
= AXX+HR,H) '"H'R,’ (4.16)

onde a equagao (4.16) é obtida pelo Lema de inversdo de matrizes aplicada a

equagao (4.15) [11]. Dessa forma, definindo
P2 (X +H'R;'H)™ (4.17)

temos a seguinte expressao para G:

G=AXPHR,' (4.18)

Substituindo a equagao (4.18) na expressao de B em (4.14), temos:

B = AXPH'R,HQ '+ A -1
1-X
P-1_

= AXPP'-X)Q'+1I] -1
= AX+Q-XPX|Q "' -1
= AS-XPX|Q' - TI (4.19)

onde definimos ainda por simplicidade, a matriz S 2 X+ Q. Assim, a equacao

(4.19) pode ser escrita da seguinte forma:

(B+I1)Q=A'[S — XPX] (4.20)

Como no caso sem restricao, queremos encontrar uma fatorizagao a qual
resulte em um método rapido para se calcular os filtros G e B. Uma possivel

solucao pode ser obtida utilizando-se a seguinte fatorizacao de Cholesky:
P,2[S- XPX|=UDU* =UU" (4.21)

onde U é triangular superior, e D diagonal. Logo, podemos escrever (4.20) como

A
C

(4.22)

{

BQU "+ QU & =
—— ———

strict. lower lower
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Pela relacio acima tem-se que o produto BQU ~~ é uma matriz estritamente
triangular inferior, o produto QU é triangular inferior e que A'U é triangular

superior. Assim, aplicando o operador {-}upper, & €xpressao acima, temos que

AU = {QU‘*} — QD \? (4.23)

upper

de forma que A’ é dada por

A = QDU '=QD'U! (4.24)

Substituindo A’ em (4.18), temos

G = QD'U'XPH'R,’
= QD 'U'XPXX '"M'R,’
= QD 'U (S -UDU"X '"H'R,"
= QDU 'SX'-UX'|H'R,’ (4.25)

Reescrevendo (4.25) em fungiao de X = (I —Q)™!, verificamos que a matriz

do filtro feedforward é dada por:

Got=Q[D'U'Q-U"I-Q ")|H'R,' (4.26)

De forma similar, substituindo (4.24) em (4.22), temos que a matriz do filtro

de feedback 6timo B, é dada por:

B, =QU*'Q "' -1 (4.27)

4.3 MMSE resultante

O MMSE resultante pode ser calculado, fixando-se o valor 6timo de B em

(4.27), e calculando-se o MSE minimo em relagao ao filtro G. Neste caso, o custo
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é escrito como

MMSE = tr {Rjqip@) —Brie) — GopeRiyp) o) jaimyx) —Bri2 b
= tr{I+B)I+B)"+BI'B*— (B+1)QP,'XPH'R,"H(I + B)"}

= tr{(I+B)| I-QP,'XPH'R,"H | (I + B)" + BI'B*
——
P-1-X
= tr{I+B) | I-Q+QP.'Q | (I+B)" + BI'B"} (4.28)
-

onde o MSE minimo é dado por (vide equacao (3.43)).

Da equagao (4.27), temos que (B + I)Q = QU™, além disso, utilizando-se
a fatorizagao de Cholesky (4.21), e expandindo (4.28), obtemos:

MMSE = tr{ BT B*} — tr{I'}\—tr{T'B*}—tr{BT} — tr{BTB*} + tr{(I+I) D }(I+T)}
(4.29)
Note que como B é triangular inferior, o terceiro e o quarto termo do lado direito

da expressao acima desaparecem, resultando em

MMSE = tr{(I+T)D (I +T) — T} (4.30)

4.4 Simulacoes

Nesta secao sera realizada uma comparagao em termos de BER, entre o
DFE em blocos sem restricao e o DFE em blocos com restricao apresentado. Serao
mostrados os resultados das simulacoes realizadas utilizando varios valores para o
parametro de regularizagao, ou seja, para a variancia do ruido '(i) na saida do

filtro B.

As simulagoes foram realizadas para um canal longo de 200 taps cuja res-

posta ao impulso é ilustrada na Figura 4.2.

Nas Figuras 4.3 e 4.4, sao mostrados os graficos da BER em funcao da SNR,
para valores do parametro de regularizacao «, variando entre 0.1 e 1, onde I' = al.

Utilizamos constelacoes do tipo BPSK e QPSK.

42



4.5. CONCLUSOES
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Figura 4.2: Resposta ao impulso do canal utilizado nas simulagoes.

Portanto, podemos observar que o DFE em blocos com restricao apresenta
um desempenho melhor que o DFE em blocos sem restrigao. Esta melhora de

desempenho ¢ mais evidente em canais longos, com mais de 100 taps.

4.5 Conclusoes

Neste capitulo, avaliamos o DFE considerando a possibilidade de decisoes
incorretas pelo detector, o que resulta na propagacao de erro na realimentacao.
Para evitar esta propagacgao, introduzimos uma restricao na energia do filtro de
feedback deste equalizador, e calculamos os respectivos filtros étimos com base na
consideracao acima. Esta formulacao ja existente para o DFE escalar, foi estendida
para o DFE em blocos. Dessa forma, observamos que, para canais longos, bastante
utilizados em aplicacoes em banda larga, o DFE em blocos com restri¢ao apresentou

um desempenho melhor que o DFE em blocos sem restricao.

43



4.5. CONCLUSOES

-2

Block DFE - BPSK - Sem Restricao x Com Restricao (a)

10 T T T T ]
v Sem Restricao |{
o a=0.1
% 0a=02
o a=03
A a=04
a=05
10°F
x
W
[
107
10*5 I I I I
0 2 3 4 5 6
SNR(dB)
(a)
, Block DFE - BPSK - Sem Restricao x Com Restricao (o)
10 T T T

BER

10

Il

0% 0<

T

Sem Restricao |
a=0.6 ]
a=0.7
a=0.8
a=09
a=1.0

3
SNR(dB)

(b)

Figura 4.3: Comparagao entre desempenho do DFE em blocos com restri¢ao (cons-
traint) e sem restricao para valores da variancia do ruido aditivo («) iguais a 0.1 a

0.5 (a) e 0.6 a 1.0 (b) para o BPSK.
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Block DFE — QPSK - Normal x Constrained (a)
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Figura 4.4: Comparagao entre desempenho do DFE em blocos com restri¢ao (cons-
traint) e sem restricao para valores da variancia do ruido aditivo («) iguais a 0.1 a

0.5 (a) e 0.6 a 1.0 (b) para o QPSK.
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Capitulo 5

Calculo Rapido dos Filtros do
DFE em Blocos

Este capitulo apresenta formas alternativas e matematicamente mais sim-
ples para obtencao dos fatores de Cholesky envolvidos no calculo dos filtros do
DFE em Blocos para o caso sem restrigao (unconstrained) e para o caso com res-
tricdo (constrained). Tais formas consistem na utilizacado de algoritmos rapidos
existentes na literatura, e que podem ser implementados diretamente, com base na

interpretacao dos fatores de Cholesky.

5.1 Calculo do DFE em Blocos sem restrigao

Nas expressoes (3.39) e (3.41), a interpretacao dos fatores de Cholesky
{L, D} exercem grande impacto no calculo eficiente dos correspondentes filtros

deste equalizador.

Esses fatores sao definidos pelas equagoes (3.44) e (3.45), e podem ser obtidos
de forma rapida quando a matriz H possui estrutura Toeplitz. Neste caso, tanto
os algoritmos de Levinson quanto estruturas Lattice adaptativas [4], podem ser

utilizadas na obtengao dos fatores de Cholesky definidos em (3.33).



5.1. CALCULO DO DFE EM BLOCOS SEM RESTRICAO

Note que no método TZ apresentado na Secdo 3.2.1, a matriz H = HT

s6 é Toeplitz quando T = I. Isto implica que P’ definido em (3.31) é igual a P,
dado por:

P=(I+HyR,'H)) ' = LyL, = LyD,L;, (5.1)

Entretanto, observa-se que, quando utilizamos um pré-codificador genérico

T, a expressao (5.1) é substituida por

) = LL = LDL’ (5.2)

Em geral, esses fatores nao podem ser obtidos diretamente através do algo-

ritmos de Levinson ou por outro algoritmo adaptativo rapido [4].

Note que, quando T é uma matriz unitaria, pelas expressoes acima, ¢
possivel relacionar os dois fatores de Cholesky {L, Ly}, escrevendo-se P’ da se-

guinte forma:

(5.3)
= T'PT =T L\L,T (5.4)

Objetivando encontrar uma relagao entre os fatores {L, Ly}, introduzimos

o seguinte Lema [11]:

Lema 1 (Rotagoes Unitarias) Sejam duas matrizes A e B de tamanho n x M

(n < M). Entio AA™ = BB”* se, e somente se, ezistir uma matriz unitdria ©

(M x M), tal que, A = BO.

Isto implica que, nas expressoes acima, os fatores {L, Ly} sao relacionados

através de uma transformacao unitaria O, tal que

L =T'L© (5.5)

Esta transformacao pode ser implementada através de uma seqiiéncia de

~ . . . . -k
rotacoes circulares que triangulariza a matriz resultante de T" L.
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5.1. CALCULO DO DFE EM BLOCOS SEM RESTRICAO

Além disso, a matriz B do filtro de feedback 6timo pode ser calculada sim-

plesmente resolvendo-se o sistema linear
LB+I)=1 (5.6)

pelo método de backsubstitution [16].

5.1.1 Transformagoes Unitarias

As transformagoes unitarias sao utilizadas para eliminar determinados ele-

mentos de uma matriz, reduzindo sua estrutura a uma com padrao de zeros ar-

bitrarios:
X X X X x 0 0 0
X X X X x x 0 0
o= (5.7)
X X X X x x x 0
X X X X X X X X

Na equagao (5.7), © é uma matriz unitéria que triangulariza a matriz a

esquerda, denominada de pre-array.

Uma das maneiras de realizar essa transformacao unitaria é implementar
a matriz © a partir de uma seqiiéncia de transformagoes elementares, também

conhecidas como Rotacoes de Givens [14].

5.1.1.1 Rotacoes de Givens

As rotagoes de Givens, também conhecidas como rotacoes circulares, sao
bastante interessantes do ponto de vista computacional, devido a sua facilidade
de construcao, além de poderem introduzir zeros de forma seletiva, pela escolha

apropriada do angulo de rotacao [14].

Para o caso de vetores linha com 2 entradas, a rotacao elementar é dada
por:

lab|o=]a 0] (5.8)

48



5.1. CALCULO DO DFE EM BLOCOS SEM RESTRICAO

onde © é uma matriz unitaria, tal que:

" =0"0=1 (5.9)
A expressao de © que realiza a transformagao (5.8) é dada por:

LR 1)

1 p
e e N S ———F 10:
s V14 pl? V1ol a

onde c e s sdo tais que |c[* + |s|*> = 1. Além disso, se a = 0, entdao c =0 e s = 1,

ou seja, [0 b] © =[b 0].

A razao pela qual estas rotagoes também sao chamadas de rotagoes circulares
pode ser vista interpretando-se © em termos de parametros seno e cosseno (¢ =
cos 0, s = sin 6). Geometricamente, significa que a matriz © gira qualquer ponto
(z,) do espago Euclidiano bi-dimensional através do circulo de equagao x? +y* =

a® + b2,

Nas férmulas apresentadas para o calculo das rotacoes de Givens, foi con-
siderada a hipdétese de valores complexos para os elementos do pre-array e do

post-array, onde a = |a| e/ %+ é a representacao polar do elemento a do pre-array.

Entretanto, existem casos em que as entradas do post-array devem ser reais
e positivas, mesmo para o caso em que as entradas do pre-array sejam complexas.
Isto acontece quando os coeficientes do canal sao valores complexos e, por con-
sequiéncia, transformam os elementos da matriz P, que se deseja decompor através
da fatorizacao de Cholesky, também em valores complexos. Note que o fator de
Cholesky L da equacao (5.5) possui elementos reais e positivos em sua diagonal
principal. Neste caso, os parametros ¢ e s da matriz © devem ser modificados da

seguinte forma [4]:
—J¢a —J¢a b
c= o S:M p=—, a#0 (5.11)

VIFE T e T a

Nota-se claramente que, caso a entrada do post-array ja seja um valor real, entao

¢a = 0, e a matriz © pode ser calculada como na equacao (5.10). Caso a = 0, ©
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5.1. CALCULO DO DFE EM BLOCOS SEM RESTRICAO

deve ser escolhido em termos da fase de b,

c=0,s=¢7% (5.12)

Na pratica, existem varias possibilidades para se realizar a seqiiéncia de

rotacoes de Givens em uma determinada matriz, objetivando sua triangularizacao.

Uma seqiiéncia das rotacoes de Givens consiste em selecionar dois a dois os
elementos da matriz correspondente ao pre-array. Estes elementos sao usados no
célculo dos parametros ¢ e s da equacao (5.11), que sao utilizados na construgao

das matrizes ©; das rotagoes de Givens, dadas da seguinte forma:

1 ... 0 ... 0 ... 0
0 c —S 0
0,=|: ool : (5.13)
0 s* c* 0
0 0 0 1

De forma geral, para se realizar a triangularizacao de uma matriz A de
tamanho n x n, primeiramente aplica-se uma sequéncia de n — 1 transformacoes
unitarias de forma a zerar todos os elementos da primeira linha de A, exceto seu
primeiro elemento. Para isso, as matrizes das rotagoes, dadas por ©;, sao obtidas
através da selecao dos elementos da primeira linha, combinados dois a dois. A
seguir, repete-se este procedimento a segunda linha da matriz A transformada, e
aplica-se uma seqiiéncia de n — 2 transformacoes para zerar todos os elementos

posteriores ao segundo desta linha.

Este procedimento é repetido para todas as linhas da matriz A, exceto a

ultima, o que transforma esta matriz em uma estrutura triangular inferior.

Nota-se que a matriz © total das transformagoes unitarias, definida pelo

Lema 1, é obtida através do produto de todas as matrizes ©; da seqiiéncia de
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5.1. CALCULO DO DFE EM BLOCOS SEM RESTRICAO

rotacoes de Givens, ou seja,

©=0,0,...0y

(5.14)
A seguir, apresentamos um exemplo para ilustrar este procedimento.
Exemplo 1:
Seja uma matriz A de tamanho 2 x 3, dada por:
0.6 0.3 0.45
= (5.15)
0.8 0.5 0.25
onde desejamos realizar uma triangularizacao da seguinte forma:
x 0 0
AB = (5.16)
X x 0

Para isso, primeiramente anulamos o elemento (1,3) da matriz A, utilizando o

elemento (1,1). Pela equacao (5.10), obtemos:

1 1 —m
0 = — . pr=0.45/0.6 = 0.75 (5.17)
Vitlpl? | pp 1
0.8 —0.6
- (5.18)
06 0.8

Temos entao que:

75 0.3 0

08 0 —0.6
0.3 .

10 | = (5.19)
0.8 0.5 0.25 0.79 0.5 —-0.28
- o6 0 08 | g )
A P / Aq
61

A seguir, anulamos o elemento (1,2) da matriz resultante A; utilizando como base

o elemento (1,1) desta matriz:

1 L —=pe 0.3
9 = = =04 (5.20)
VIt | py 1 0.75
0.9285 —-0.3714
- (5.21)
0.3714  0.9285
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Aplicando ©5 em A, obtemos:

0.9285 —0.3714 0

-0.75 -0.3 0 0.8078 0 0
- 03714 09285 O | =
0.79 0.5 —-0.28 0.9192 0.1708 —0.28
J g Ll o 0 1 g
A N g Ay
(SD}
(5.22)

Por fim, anulamos o elemento (2,3) de A,, utilizando o elemento (2,2):

1 L —ps ~0.1708

03 = —F/—m— y P3 =
VIt | pg 1 —0.28

0.5208  0.8536

= —0.6101 (5.23)

= (5.24)
—0.8536  0.5208
E finalmente::
1 0 0
0.8078 0 0 0.8078 0 0
0 0.5208 0.8536 | =
0.9192 |0.1708] [-0.28] 0.9192 0.328 0
\ g | 0 —0.8536 0.5208 | ~ g ,
Az ~ ~ As
O3
(5.25)

Portanto, a matriz As é o resultado da triangularizagao da matriz inicial A,

realizada através de trés transformacoes elementares.

5.2 Calculo do DFE em Blocos com restrigao

Como no caso do DFE sem restri¢ao, queremos encontrar um método rapido
para calcular os fatores de Cholesky {U, D}, necessérios para o célculo dos filtros

{G, B}, dados pelas equagoes (4.26) e (4.27). Estes fatores sao definidos por:

b
1w ... wj_,

1
U= ) (5.26)
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onde o i-ésimo vetor w® é a predigao Gtima dos minimos quadrados da i-ésima
coluna da matriz H, baseada nas colunas de ordem inferiores restantes. Os cor-
respondentes custos minimos £’ dessas predigoes sdo expressos através da matriz
diagonal abaixo: i

1/€

D= e . . (5.27)

ey

Seja a fatorizagao de Cholesky da matriz P, definida em (4.17), dada por
P = U,DU; = UyU,. Uma vez que estes fatores admitem recurses eficientes
(Levinson e algoritmos Lattice), nosso objetivo é obter uma relacao entre {Uy, U}
de forma similar ao DFE sem restrigoes. Para isso, observe que a equagao (4.21)

pode ser escrita como:

S-XPX=8-XU,U,X=UU" (5.28)
A relacio entre {Uy, U}, pode ser obtida através do seguinte Lema [11]:

Lema 2 (Rotagoes Hiperbdlicas) Considere duas matrizes A e B de tamanho
nxm, comn < m, ou seja, as matrizes possuem mais linhas do que colunas. Seja
Js = (I, & —1,), e assume-se que AJsA* possui posto completo. Se AJsA™ =

BJ;B* | entdo existe uma matriz J-unitdria © tal que A = BO.

Notacao: O operador @, apresentado no Lema acima, é definido como: a ® b =

diag{a,b}.

Note que podemos escrever (5.28) de forma equivalente a:
) I S/2 _ I U
SV XU, ol =1o o] (5.29)
-1 U,X -1 0

Js Js

Definindo a matriz Jq 2 (In @ —1Iyy), concluimos que existe uma trans-

formacgao J-unitaria ©, tal que

[51/2 XU, } 0 = [U 0] (5.30)
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onde ©J,60* = 0*J.0 = J,.

Esta transformacao pode ser implementada a partir de uma seqiiéncia de

rotagoes hiperbdlicas, que resultam na triangularizacao do pre-array em (5.30).

Além disso, nas equagoes (4.26) e (4.27), observa-se que o filtro de feedback
B pode ser obtido diretamente através do fator de Cholesky. No entanto, o filtro
feedforward G, depende do inverso do fator U dado por U™. Logo, apés o célculo

de B, a equacao (4.26) pode ser escrita como:
G=[QD'U'Q - (B+I)I'|H'R," (5.31)

ou ainda

UDQ '(G+ (B+I)'H'R,") = QH’'R; (5.32)

Na verdade, trata-se de um sistema triangular de equacoes que pode ser resolvido

através do método de backsubstitution [16].

5.2.1 Transformacoes J-Unitarias

As transformacoes .J-unitarias, também conhecidas como rotacoes hi-
perbdlicas, também sao utilizadas quando se deseja obter um padrao qualquer

de zeros em uma determinada matriz, onde agora © satisfaz

0J,0" = 0°1,0 = J, (5.33)

Aqui Jg é uma matriz diagonal com entradas +1's. O caso especial em que Jg = T

corresponde as transformagoes unitarias descritas na Secao anterior.

A rotagao hiperbdlica elementar é tal que:

[ab]@:[ao],onder: ! (5.34)

e, ao contrario das rotacoes circulares, agora temos:

[a b]@/@i Z :[a 0:|Js z I[a O] ! ' z (5.35)
s -
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ou seja, a®>—b* = a?. A transformagao (5.34) s6 é possivel se |a| > |b|, independente
do valor de a. Caso contrério, se |[b| > |al, a transformagao hiperbdlica devera ser

da seguinte forma:

fan]o=0 o] 530

Neste caso, a transformacao acima serd coerente com o fato de que a? —b* <
0, pois garantird que a? — b?> = —a?. Assim, para a obtencdo dos parametros c e s
envolvidos no calculo da matriz ©, devemos considerar os valores absolutos de a e

b. As féormulas abaixo sao validas tanto para valores reais como complexos:

Se |a| > |b|
c —s 1 p b
o= = 5= p=2 a0 (537)
—s* ¢ V1+]pP V1+|pl? a
Se |a] < |b|
c =5 1 p a*
o= o= s = —— p=T 40 (5.38)
—g* c /1+|p|2 /1+‘p‘2 b

Como no caso das rotagoes circulares, existem varias possibilidades para se
realizar a seqiiéncia de rotacoes hiperbdlicas em uma determinada matriz para se
obter uma estrutura triangular. Uma vez que esta estrutura pode ser triangular
superior ou inferior, devemos levar em conta a ordem para se iniciar a seqiiéncia

das rotacoes, que pode ser pela primeira ou pela iltima linha da matriz B.

De forma similar as rotagoes circulares, uma seqiiéncia de rotacoes hi-
perbdlicas consiste em selecionar dois a dois os elementos de cada linha de uma
determinada matriz B. Assim, devemos selecionar os elementos de uma determi-
nada linha desta matriz, que correspondem aos que desejamos zerar, de forma a
obtermos a matriz A. Apds a selecao destes elementos, calcula-se os parametros

c e s conforme as equagoes (5.37) e (5.38), que serdo utilizados na construgao das
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matrizes ©; das rotagoes hiperbdlicas, dadas pela expressao abaixo:

1 0 0 0
0 c —s 0
O,=]: DT : (5.39)
0 —s* c 0
0 0 0 1

Estes elementos devem ser selecionados adequadamente de forma que resul-

tem em matrizes ©; que sejam J-unitdrias, ou seja, que satisfacam (5.33).

Como no caso circular, estas matrizes serao multiplicadas de forma sucessiva
pelas matrizes B resultantes, até obtermos a matriz A resultante da seqiiéncia de

rotagoes hiperbdlicas.

Da mesma forma, a matriz © total das transformagoes J-unitarias, definida
pelo Lema 2, é obtida através do produto de todas as matrizes ©; da seqiiéncia de

rotacoes hiperbdlicas, ou seja,

0=0,.0,...0y (5.40)
A seguir, apresentamos um exemplo para ilustrar este procedimento.

Exemplo 2:

o : : AL -
Primeiramente, definimos as matrizes M = diag(3), como uma matriz diagonal

3 X 3, e a matriz N 2 upper(3), como sendo triangular superior de tamanho 3 x 3.

Seja uma matriz B = [ M| N | de tamanho 3 x 6, dada por:

2.0319 0 0 1.4191 —-0.1484 —-0.0313
B = 0 2.0319 0 0 1.4269 —0.1452 (5.41)
0 0 2.0319 0 0 1.4272
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5.2. CALCULO DO DFE EM BLOCOS COM RESTRICAO

Queremos aplicar uma seqiiéncia de rotacoes hiperbdlicas, tal que:

[M N]@z[U 0] (5.42)

Para isso, primeiramente devemos anular o elemento (3,6) da matriz B, utilizando

os elementos (3,3) e (3,6). Pelas equagdes (5.37) e (5.38), obtemos:

10 0

(5.43)

—_
o
- o O O

o o o o o
o o o O
o
o O
—
)

Multiplicando a matriz B em (5.41) por ©; acima, obtemos:

2.0319 0 0 1.4191 —-0.1484 —0.0313
0 2.0319 0 0 1.4269 —0.1452 | ©

0o o [zl o o [LEE

B
2.0319 0 0.0309 1.4191 —-0.1484 —0.0440
= 0 2.0319 0.1433 0 1.4269  —0.2040 (5.44)
0 0 1.4462 0 0 0

By

Em seguida, anulamos o elemento (2,6) de B utilizando o elemento (2,2) desta

matriz. Assim:

1 0 000 0
0 1.0051 0 0 0 0.1009
0 0 100 0
0y = (5.45)
0 0 010 0
0O 0 001 0
|0 01009 0 0 0 1.0051 |
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Multiplicando By por Os, temos:

2.0319 0 0.0309 1.4191 -0.1484 —0.0440

0 0.1433 0 1.4269 O

0 0 1.4462 0 0 0

By
2.0319 —0.0044 0.0309 1.4191 —-0.1484 —0.0442
= 0 2.0319 0.1433 0 1.4269 0 (5.46)
0 0 1.4462 0 0 0

B>

Agora, anulamos o elemento (2,5) de By utilizando como base o elemento (2,2)

desta matriz:

1 0 0 0 0 0
0 14116 0 0 —-0.9963 0O
0, — 0 0 1 0 0 0 (5.47)
0 0 0 1 0 0
0 —-09963 0 0 1.4116 O
o 0 00 0 1]
Novamente, multiplicando B, por O3, obtemos:
2.0319 —0.0044 0.0309 1.4191 —0.1484 —0.0442
0 0.1433 0 0 O3
0 0 1.4462 0 0 0
Bs
2.0319 0.1416 0.0309 1.4191 —0.2051 —0.0442
=1 0 14321 01433 0 0 0 (5.48)
0 0 1.4462 0 0 0
Bs

Utilizando este raciocinio para eliminar os elementos (1,6), (1,5) e (1,4) que
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restam, chegamos a matriz Bg, resultante da triangularizacao de B:

0.1416 0.0309 0 0
0 1.4321 0.1433 0 0 0O
0 0 14462 0 0 0
Bs

1.4390 0.1416 0.0309 0 0 O

= 0 1.4321 0.1433 0 0 O (5.49)
0 0 14462 0 0 O
Bs

Por fim, como dissemos anteriormente, existem varias formas de realizar a
seqiiéncia de rotagoes hiperbdlicas. Dessa forma, ressaltamos que para se obter
a transformagao J-unitéria definida pela equagao (5.30), esta seqiiéncia deve ser
iniciada pela tltima linha da matriz [SY? XU,|. Isto acontece devido ao fato
de que os elementos da matriz S*/? sdao maiores que os elementos de XUy, o
que resulta em uma matriz triangular superior, U. Note que se comecarmos pela
primeira linha de [§'/? XUy, eliminaremos primeiramente os elementos (1,4),

(1,5) e (1,6), e obteremos como resultado uma matriz triangular inferior, ou seja,
[ SY? XU, } 0 = [ L 0 ] (5.50)

onde esta matriz triangular inferior corresponde a matriz L da fatorizacao de Cho-

lesky.

5.3 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos formas rapidas para obtencao dos fatores de
Cholesky envolvidos no calculos dos filtros do DFE com e sem restrigao. Estas for-
mas utilizam as transformagoes do tipo unitarias e J-unitarias para obter relagoes
entre os fatores {Lg, L} e {U,, U}, respectivamente. As transformagoes unitdrias
sao implementadas através de uma seqiiéncia de rotacoes circulares, enquanto que

as transformacoes J-unitarias através de uma sequéncia de rotacoes hiperbodlicas.
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Além disso, verificamos que no caso da transformagoes J-unitdrias, devemos con-
siderar a ordem de se iniciar a seqiiéncia de rotagoes hiperbodlicas pela primeira ou

pela ultima linha, de forma a obter uma estrutura triangular inferior ou superior.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho, propomos a introducao de uma restricao ao DFE em blocos,
com o objetivo de atenuar os efeitos de propagacao de erro, inerentes a este esquema
de equalizagao. Além disso, apresentamos um método rapido para o célculo dos fil-
tros do DFE em blocos com e sem restricao, através de transformagoes elementares
que possibilitam encontrar de forma mais simples os fatores de Cholesky envolvidos

neste calculo.

No Capitulo 3, mostramos uma forma alternativa para realizar a deteccao
de um bloco de simbolos recebidos pelo dispositivo de decisao do DFE em blocos.
Avaliamos esta forma de detecgao, e comprovamos que esta apresenta um melhor
desempenho em comparacao a forma usualmente empregada na literatura, que é
a deteccao sucessiva. No entanto, em termos do MSE, verificamos que esta forma
de deteccao arbitraria é equivalente a utilizacao de um pré-codificador também
arbitrario na transmissao. Além disso, fizemos uma comparagao do desempenho
do DFE em blocos em relacao ao DFE escalar, de forma a verificar seu sobre-
desempenho, justificando assim, sua grande utilizacao em aplicagoes de banda

larga.

No Capitulo 4, introduzimos uma restricao na energia do filtro de feedback
do DFE em blocos, considerando o fato de que o dispositivo de decisdo (ou de-

tector) nem sempre realiza a detec¢ao de forma correta, ocasionando o fenémeno
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de propagacao de erro na realimentacao. De forma a diminuir os efeitos desta
propagacao, inserimos uma fonte de ruido aditivo na saida do dispositivo de de-
cisao, e assim modelamos o erro da saida do sistema. Com base nessa formulacao,
calculamos os filtros deste equalizador, e avaliamos o seu desempenho através de
simulagoes para diferentes valores do parametro de regularizagao, variando entre

0.1el.

No Capitulo 5, propusemos um método para realizar o calculo rapido dos
fatores de Cholesky, e assim, otimizar o cédlculo dos filtros do DFE em blocos
com e sem restricao. Para o DFE em blocos sem restricao, este método utiliza
transformacoes unitarias, efetuadas através de uma seqiiéncia de rotacoes circula-
res (rotacdes de Givens), de forma a encontrar o fator L da referida fatorizacao.
Descrevemos ainda, o procedimento para realizacao destas rotacoes, e apresenta-
mos um exemplo numérico para ilustrar melhor este procedimento. Além disso,
estendemos tal método para o calculo dos filtros do DFE em blocos com restricao,
onde sao empregadas transformagoes do tipo J-unitarias, efetuadas através de uma
sequéncia de rotacoes hiperbdlicas. Através destas rotacoes hiperbélicas, é possivel
encontrar o fator de Cholesky U que é utilizado no calculo dos filtros deste equaliza-
dor. Também descrevemos os conceitos relativos a este tipo de transformacao, bem
como o procedimento a ser seguido, ilustrando através de um exemplo numérico.

Ressaltamos ainda, as possiveis formas para efetuar estas seqiiéncias de rotacoes.

6.1 Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, podemos estender a formulagao do DFE em blocos,
apresentado no Capitulo 3, para sistemas que possuam memoria. Além disso, para
o caso do DFE em blocos com restricao, discutido no Capitulo 4, podemos ainda
otimizar a escolha do parametro de regularizacao, com base em algum critério. Um

possivel caminho é utilizar a expressao do MSE da equacao (4.30).
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