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Matrizes polinomiais tém grande importancia tanto em matematica quanto na
analise e projeto de sistemas de controle multivariaveis. Contudo, apesar de atraente
do ponto de vista teodrico, existem poucas ferramentas para manipulacao de matrizes
polinomiais.

Dentro desse contexto o objetivo principal desse trabalho é coletar a partir da lite-
ratura, algoritmos robustos para operacao com matrizes polinomiais e em seguida
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Polynomial matrices play an important role in both mathematics and in the
analysis and design of multivariable control system. Although attractive from the
theoretical point of view, the number of available tools for manipulation of polyno-
mial matrices is quite small.
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Capitulo 1

Introducao

Matrizes polinomiais tém grande importancia tanto em matematica (Gohberg, Lan-
caster e Rodman 1982, Gantmacher 1959) quanto no estudo de sistemas de controle
multivariavel (Kailath 1980). Isto se deve ao fato que muitos dos conceitos para o
caso monovariavel s6 podem ser generalizados para o caso multivaridvel utilizando-
se matrizes polinomiais, mais precisamente a chamada Descricao por Fracoes de

Matrizes polinomiais (DFM), que podem ser definidas como:

H(s) = N(s)M~'(s) = M~ (s)N(s),

onde H(s) € RP*™(s), N(s),N(s) € RP*™[s], M(s) € R™™[s] e M(s) € RP*P[s]
com RP*™(s) denotando o conjunto das matrizes racionais pxm e RP*™[s| denotando
o conjunto das matrizes polinomiais pxm. O termo descricao por fragoes de matrizes
pode ser também utilizado para denotar o produto de uma matriz racional pela
inversa de outra matriz, também, racional. Neste trabalho serao consideradas apenas
descricoes por fracoes de matrizes polinomiais.

Apesar de atraente do ponto de vista teodrico, existem poucas ferramentas para
manipulacao de matrizes polinomiais. Dentro desse contexto o objetivo principal
deste trabalho ¢ coletar algoritmos disponiveis na literatura com o requisito de que
sejam robustos e, em seguida, implementa-los de forma que seja criada uma toolbox
para o Matlab. Deve ser enfatizado que os algoritmos sao descritos de forma que
possam ser implementados em qualquer software de programacao e nao apenas no
Matlab.

Atualmente, o Matlab apresenta ferramentas para muitos dos algoritmos mos-



trados aqui. Contudo, algumas vezes eles nao apresentam a robustez desejada por se
basearem em célculos com varidveis simbolicas ou por utilizarem féormulas recursivas
que sao mais eficientes para matrizes de baixa ordem. A vantagem dos algoritmos
apresentados nesta tese é que eles tém como base a utilizacao de matrizes de con-
volucao ou Sylvester e decomposicao por valores singulares.

Além das ferramentas do Matlab que utilizam linguagem simbolica, ha, tam-
bém, no mercado uma "toolbox" desenvolvida para o Matlab encontrada em Polyx
(2004).Contudo este pacote é pago, criando uma dificuldade para os usuérios do
meio académico com baixo poder aquisitivo. Uma das premissas de pacote de ferra-
mentas aqui desenvolvido é que sera disponibilizado gratuitamente na internet para

a comunidade cientifica.

A estrutura desta tese serd a seguinte. No capitulo 2 serao discutidos os

fundamentos téoricos que embasaram este tese, quais sejam:
1. Matrizes de coeficientes das matrizes polinomiais;
2. Matriz de convolugao ou Sylvester;
3. Estudo da robustez da decomposigao por valores singulares(DVS).

Ainda no capitulo 2, sera feita uma revisao de alguns to6picos que sdo importantes

para a manipulacao de matrizes polinomiais, isto é:
1. Matrizes Unimodulares;
2. Reducgao por coluna;
3. Matrizes Coprimas;
4. Identidade de Bezout;
5. Bases Polinomiais Minimas;

6. Determinacao da Funcao de transferéncia a partir de uma realizacao de espago

de estados;



7. Inversao de Matrizes Polinomiais.

No capitulo 3 serdao apresentados alguns algoritmos que foram desenvolvidos e

que servirao de base para os algoritmos principais a serem discutidos no capitulo 4.

O capitulo 3 é dividido em trés partes:

1. Algoritmos Auxiliares. Sao os algoritmos que fazem manipulacao de matrizes

polinomiais, no sentido de mudar a sua forma de visualizacao ou retirar alguma

informacao pertinente da matriz, sem alterar as suas caracteristicas. Sao eles.

(2)

(b)

(i)

Corta excessos de zeros 4 esquerda de uma matriz de coeficientes de uma

matriz polinomial sem alterar o grau desta matriz;

Empilha as colunas de uma matriz polinomial formando uma matriz cujas

linhas sao os coeficientes dos polinomios de cada coluna;

Obtém as matrizes dos coeficientes de uma matriz polinomial a partir de
um vetor cujas linhas sdo os coeficientes dos polinomios de cada coluna

da matriz;
Calcula o grau méaximo de cada coluna de uma matriz polinomial;

Forma uma matriz polinomial diagonal a partir de uma matriz cujas

linhas sao os coeficientes dos polinémios;
Calcula o valor de uma matriz polinomial P(s) para s = sg € C;

Dadas duas matrizes M (s) e N(s) de mesmo niamero de linhas calcula as

matrizes de coeficientes de P(s) = [M(s) N(s)l;

Cria uma matriz de convolucao de determinada ordem a partir das ma-

trizes de coeficientes de uma dada matriz polinomial;

Extrai os elementos da diagonal de uma matriz polinomial.

2. Operagcoes Basica com Matrizes polinomiais. Serao considerados os algoritmos

que executam as seguintes operagoes bésicas com as matrizes polinomiais:

(2)

Soma;



(b) Multiplicacao;

3. Operacoes com uma matriz polinomial. Serao descritos os algoritmos que
fazem operacoes em apenas uma matriz, quais sejam:
(a) Transposta;
(b) Conjugado complexo;

(c) Trago;
No capitulo 4, serao considerados os algoritmos robustos, sendo divididos em:

1. Algoritmos Fundamentais: sao os algoritmos que possuem certa complexidade
no seu desenvolvimento e sao fundamentais para os algoritmos principais. Sao
eles:

(a) Redugao por colunas;

(b) Conversao de uma Realizacao em Espaco de Estados em uma DFM.;
(c) Bases polinomiais minimas;

(d) Posto normal de uma matriz polinomial.

2. Algoritmos principais.Serdo mostrados os algoritmos que foram criados para

utilizagao pratica em sistemas de controle.
(a) Inversa;
(b) Determinante;
(¢) Descrigao por fragoes de matrizes coprimas;
(d) Méaximo divisor comum de matrizes polinomiais;
(e) Identidade de Bezout generalizada.
Finalmente, no capitulo 5 sera feita uma analise dos algoritmos apresentados
e uma descricao dos trabalhos futuros.
Nesta tese serd adotada a utilizacdo de notagao tipografica (maquina de escre-

ver antiga) para comandos do Matlab, por exemplo, a fun¢ao "matsplit.m" desen-

volvida em Matlab quando for referida no texto o serd como Matsplit.



Capitulo 2

Fundamentos Tedricos

Neste capitulo serao revisados os conceitos que servirao para o desenvolvimento dos
algoritmos usados para manipulacao das matrizes polinomiais. A estrutura desse
capitulo é a seguinte: na secao 2.1 serd definida a matriz formada pelas matrizes
de coeficientes de matrizes polinomiais, por esta ser a forma de entrada e saida das
funcoes Matlab a serem desenvolvidas; Na secao 2.2 sera feita uma exposicao de
como construir as matrizes de convolugao (ou de Sylvester) simples e generalizada;
o conceito de matriz unimodular é relembrado na secao 2.3, enfatizando a sua im-
portancia nas operacoes com matrizes polinomiais, principalmente no que se refere
a criacao de matrizes reduzidas por coluna; na secao 2.4 serd considerado o estudo
de matrizes coprimas, e como verificar a coprimicidade de duas matrizes polinomiais
através da Identidade de Bezout; na secao 2.7 é considerada a obtencao de realiza-
coes em espaco de estados de ordem minima, a partir da descricao por fracoes de
matrizes irredutiveis, isto é, aquelas cujas matrizes do numerador e denominador sao
coprimas; a decomposigao por valores singulares(DVS) é apresentada teoricamente
na se¢ao 2.10 devida a sua importancia na robustez dos algoritmos propostos e prin-
cipalmente na obtencao de bases polinomiais minimas, serd discutida na secao 2.8;
finalmente, considera-se a forma de Smith na secao 2.9, embora, como seré visto,
neste trabalho nao serao apresentados algoritmos para obtencao da forma de Smith,
tendo em vista que os algoritmos disponiveis na literatura, tem como base, em geral,

operagoes de pivoteamento (Kucera 1979, Barnett 1983).



2.1 Matriz coeficiente de uma matriz polinomial

Nos algoritmos a serem considerados nesta tese, a entrada e a saida das matrizes

polinomiais serao feitas através das matrizes dos coeficientes.

Definicao 2.1 Define-se matriz coeficiente de uma matriz polinomial p X m, isto €,

G(s) € RP*™[s], onde:
G(s)=G,s" + Gy sVt 4Gy, G eRP™ i =0,...,v. (2.1)
a matriz € obtida concatenando-se G; lado a lado , isto é:
G:[G,, Gy,1 - Go}.
O

Note que G € RP>*™¥+1) Um outro ponto a ser ressaltado ¢ que, no decorrer
deste trabalho, sera utilizada a seguinte notacao: (i) G(s) para matriz polinomial;
(ii) G para matriz coeficiente associada a matriz polinomial G(s); (iii) G; para a
matriz coeficiente de G(s) associada & poténcia de s de grau ¢ e (iv) g;; elemento
(,7) da matriz G;.

Para se ter uma idéia da vantagem de se utilizar a entrada de dados através
de matrizes coeficientes, considere a soma de duas matrizes polinomiais. Para isso
suponha que se tenham duas matrizes, A(s) e B(s) € RP*™(s), ambas de grau n,
isto é:

A(s) =Y An 5" * e B(s) =Y Bups" ", (22)
k=0 k=0

onde A, _j, B,_; € RP*¥™ Tem-se,portanto:

n

G(s) = A(s) + B(s) = > (An_p + Bup)s" ", (2.3)

k=0
o que ilustra a facilidade criada com a utilizacao da matriz de coeficientes, isto é,

G=A+B.



2.2 Matriz de convolucao ou de Sylvester

Matrizes de convolugdo sao formadas utilizando-se as matrizes de coeficientes (G;)
das matrizes polinomiais dada na equagao (2.1), e surgem naturalmente na multipli-
cagdo de duas matrizes polinomiais. Para ilustrar esse ponto, sejam A(s) € RP*"[s]

e B(s) € R™™[s] de graus ¢ e «, respectivamente, isto é:

A(s) = Ags® + Ay 180D 4o 4 Ag, Ay eRPM i =0,1,...,¢ (2.4)

B(s) = Bas® + Ba_15“ Y 4+ ... 4 By, B; e RV™ i = 0,1, ..., a0, (2.5)

e suponha que se deseje obter

Portanto
G(S) - A(S)B<S) — G¢+a5¢+a + G¢+a_15¢+a71 + P + G07

onde as matrizes de coeficientes G; podem ser obtidas a partir da seguinte multipli-

cacao matricial:

a+1 blocos colunas
7\

” A¢> 0 0 h
Agy Ay -+ 0
Gd?-&-oz e .. B, Ad)'Ba
Gera— B, Ay 1.By + Ay.Bo—
el ol Ay A AT =TT T e
Go 0 A By Ag.By
. . . Al
0 0 Ay
A matriz "
A, 0 0\
Asr Ay 0
CW =1 4 4 A,
0 A
. . Al
0 0 --- A

é conhecida como matriz de convolugdo associada a matriz A(s) de ordem « .
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2.2.1 Matrizes de Sylvester Generalizadas

Muitas vezes (Chen 1999, Kaylath, Bitmead, Kung e Anderson 1978, Anderson e

Jury n.d.) ha a necessidade de se resolver a equacao
D(s)A(s) + N(s)B(s) = H(s) (2.7)

onde A(s), B(s),D(s), N(s) e H(s) tém dimensoes compativeis, D(s), N(s) e H(s)

sdo conhecidos e A(s) e B(s) devem ser determinados. Denotando:

D(s) = Dys® + Dy_15°1 + Dy 95 + ... + Dy, (2.8)
N(s) = Ngs? + Ny_15°71 + Ny_95°72 + ..+ Ny, (2.9)
A(8) = Ags® + Aq18* 1+ Ap_25® 2 4 ...+ Ay, (2.10)
B(8) = Bas® + Ba 15" + By_25* 2+ ... + By, (2.11)

H(s) = Hy o™ + ...+ Hys® + Hys + Hy, (2.12)

e observando que a equacao (2.7) pode ser escrita como

H(s)=[ D(s) N(s) ] {B(S) 1 (2.13)

entdo uma das formas de se resolver a equacao (2.13) ¢ através da matriz de Syl-
vester Generalizada, onde os coeficientes matriciais das equagoes (2.8) a (2.12) sdo

colocados na seguinte forma:

S(D,N).x(A,B) = H (2.14)



onde

D, N, 0 0
Dyi Ny 0 0
Dys Nys 0 0
: ' 0 0
D, Ny 0 0
Dy Ny . 0 0

S(D,N)=1| S : (2.15)
0 0 D, N,
0 0 Dg 1 Ny
0 0 Dy 5 Ny o
0 0 :
0 0 D, Ny
0 0 Dy Ny

A matriz H que é o resultado da igualdade na equacdo (2.14) é formada

empilhando-se as matrizes de coeficientes da matriz H(s), isto é,

Hyyio
H— H(b—Q'—Oc—l
Hy
e a matriz y é formada empilhando-se as matrizes de coeficientes das matrizes A(s)

e B(s) da seguinte maneira:

Q

A
B

Q

= : 2(a + 1)blocos de linhas.

L d
A matriz S(D, N), definida na equacio (2.15), di-se o nome de matriz de Sylvester

Generalizada associada as matrizes D(s) e N(s).



2.3 Matrizes Unimodulares

Muitas vezes deseja-se realizar operacoes com as linhas ou colunas de matrizes poli-
nomiais com o objetivo, por exemplo, de calcular o posto normal da matriz ou redu-
cao por coluna. Essas operacoes envolvem a pré-multiplicacao ou pés-multiplicacao
por matrizes que nao alteram o posto normal da matriz considerada. Isto leva a

seguinte definicao.

Definicao 2.2 Uma matriz polinomial é unimodular quando o seu determinante é

nao nulo e independe da varidvel complexa s. O
As matrizes unimodulares podem, também ser caracterizadas da seguinte forma:

Fato 2.1 Uma matriz polinomial U(s) € unimodular se e somente se sua inversa

U~Y(s) é também polinomial. O

A partir do fato 2.1, é facil verificar que a inversa de uma matriz unimodular
¢ uma matriz unimodular.

No presente trabalho, matrizes unimodulares serao importantes na realizagao
de operacoes com matrizes polinomiais em que nao se deseja alterar as caracteristicas

destas matrizes , como por exemplo:

e Criar novas matrizes polinomiais sem alteracao de posto dessas matrizes. A

reducao por coluna de matrizes é um exemplo e serd discutida na secao 2.6;

e Verificar se duas matrizes polinomiais sao coprimas conforme sera considerado

na se¢ao a seguir

2.4 DFM irredutiveis

Toda matriz H(s) € RP*™(s) pode ser representada por DFM a direita ou & es-

querda, da seguinte forma:
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onde M (s) e N(s) representam uma DFM a direita de H(s) e M(s) e N(s) represen-
tam uma DFM a esquerda de H(s), sendo N(s), N(s) € RP*™[s], M (s

) c Rmxm[s]
e M(s) € RP<P[s).
As Descrigoes por fragdes de matrizes nao sao tinicas para uma mesma H(s).

Para tanto, note que, para uma matriz W (s) nao singular, pode-se definir:

Desta forma:

—1

H(s) = N(s)W(s)W H(s)M ' (s) = N(s)M (s)

e, portanto, N(S)M_l(s) representa uma outra DFM de H(s). Definindo o grau de

uma DFM como:
gr[DFM] = gr[|M(s)[] ou gr[DFM] = gr{|M(s)]

onde | - | denota o determinante e gr denota o grau. E facil perceber que o grau de
uma DFM pode se feito arbitrariamente grande. Além disso, é possivel verificar que
o menor grau do determinante de M (s) de todas as DFMs de H(s), seja a esquerda
ou a direita, serd também igual a ordem minima de todas as realizagoes em espaco
de estados de H(s) que serda mostrado na segdo 2.7. Neste ponto, seja W(s) um

divisor comum direita de N(s) e M(s). Note que,

grlIM(s)ll = gr(IM ()] + gr{IW(s)).

Em outras palavras, o grau de uma DFM pode ser reduzido removendo-se
divisores comuns & direita (ou & esquerda) do numerador e denominador das matrizes

polinomiais. Portanto, uma DFM de menor grau pode ser obtida extraindo-se um

divisor comum de M(s) e N(s) ou M(s) e N(s).
Uma outra consideracao importante que se pode tirar do MDC é que se
grl|M(s)]] = gr[|[M(s)|], entdo o grau de |W(s)| é zero e, portanto, W (s) serd

uma matriz unimodular. A seguinte definicdo é uma conseqiiéncia deste fato.
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Definicao 2.3 :

1. Duas matrizes polinomiais M(s) e N(s) com o mesmo nimero de colunas sao

coprimas a direita se e somente se todos os seus MDC' sao unimodulares.
2. Uma DFM H(s) = N(s)M~1(s) é irredutivel se N(s) e M(s) sao coprimas
direita.
O

Observacao 2.1 DFMs irredutiveis nao sao unicas; basta multiplicd-las por matri-

zes unimodulares. O

2.5 Identidade de Bezout

Uma outra maneira de se verificar se duas matrizes polinomiais sao coprimas a direita

é através da Identidade de Bezout. Isto ¢ garantido pelo seguinte resultado.

Fato 2.2 Duas matrizes polinomiais N(s) e M(s) serao ditas coprimas a direita se

e somente se existem matrizes polinomiais X (s) e Y (s) tal que
X(S)N(s)+Y(s)M(s) =1 (2.16)

Prova: Ver Kailath (1980, pagina 379) O

Da equacao (2.16) também pode-se tirar o seguinte lema

Lema 2.1 N(s) e M(s) sdo coprimas a direita se e somente se [M7T(s) N7T(s)]"
tem posto completo para todo s, isto €, se e somente se pode ser reduzida por opera-

¢oes elementares de linhas e colunas a [I  0]F

Prova: Ver Kailath (1980, pagina 379) O

Uma importante aplicacao da identidade de Bezout é a obtencao de uma fa-
toracao duplamente coprima de uma dada matriz de transferéncia. Este problema

pode ser formulado da seguinte forma: dada uma matriz H(s) tal que

M~Y(s)N(s)

=
—
»
S~—
|
2
—
V2
£
|
—
—
»
~—
I



onde N(s), M(s) sio coprimas a direita e M(s), N(s) sio coprimas & esquerda. Entio

existirdo matrizes polinomiais X (s), Y (s), X (s), Y (s) tais que:

0 S -8 e

v sl [0 S =[] e

As equagdes 2.17 e 2.18 acima, dé-se 0 nome de identidades de Bezout gene-
ralizadas.

2.6 Reducao por colunas
Uma matriz H(s) € RP*™(s) é propria se

lim H(s) < oo

S§—00

e estritamente propria se

lim H(s) =0

S§—00

No caso monovariavel, uma funcao de transferéncia é estritamente propria se
o grau do polindmio do numerador ¢ menor do que o do denominador e propria se
os graus sao iguais. No caso multivariavel, quando H(s) é descrita por uma DFM,
a situacao nao é tao simples, nao basta apenas comparar os graus das matrizes do
numerador e do denominador da DFM. Conseqiientemente, sao necessarios alguns
conceitos para estender esta caracteristica para matrizes polinomiais. Um destes
conceitos é a Reducgao por Coluna ou por linha. Por uma questdo de simplicidade,
o estudo que sera desenvolvido aqui ficard restrito & Reducao por Coluna; porém

usando a dualidade, é possivel reproduzir este estudo para a Reducao por Linha.

Definigao 2.4 Seja M (s) € R™*™[s] e escreva

M(s) = [ my(s) my(s) .. my,(s)]
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onde grim;(s)] = v;,i = 1,2,...,m, denota o maior grau da i-ésima coluna . Entdo
M (s) é reduzida por coluna se e somente se:
grau{det[M(s)|} = Z v;.
i=1

O

Traduzindo em palavras, pode-se dizer que uma matriz é reduzida por coluna
quando o grau do determinante da matriz polinomial é igual o somatério dos graus

das colunas desta matriz. Isto pode ser visto num exemplo. Seja a matriz

3
| a8+ ags b1s + bo
M<S) o C182 -+ CoS -+ C3 dl ’ (219)

Pode ser observado que para a;d; # 0 e byc; # 0, o grau do determinante de
M (s) sera menor ou igual 3, porém o somatorio dos graus das colunas é 4. Portanto
a matriz da equagao (2.19) nao é reduzida por coluna de acordo com a defini¢ao 2.4.

Uma outra forma de mostrar que uma matriz polinomial é reduzida por coluna
Kailath (1980, pagina 384) é escrevendo-se a matriz M(s) € R™*™[s] da seguinte
forma:

M(s) = MpeS(s) + Mic¥(s) (2.20)

e verificar a singularidade da matriz Mj,.. Isto pode ser mais bem visualizado usando-
se a matriz da equacao (2.19) e reescrevendo-a conforme a equagao (2.23), obtendo-

se:
_ aq b1 83 0 Q928 b2

M(S)_[o 0 Ho 5]+[0152+028+63 di | (2:21)

Note que a matriz My, é singular, e isto representa uma outra forma de se

verificar se uma matriz é reduzida por coluna, conforme mostra o resultado a seguir.

Lema 2.2 Seja M(s)RP*P[s] e escreva M(s) = Mp.S(s) + M, V(s). Entao M(s)

serd reduzida por coluna se somente se My, for nao-singular.

Prova: Ver Kailath (1980, pagina 384) O
De posse do conceito de reducao por coluna, pode-se estabelecer uma definicao

coerente sobre uma matriz racional ser propria ou nao, conforme mostrado a seguir.
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Lema 2.3 Se M(s) € reduzida por coluna, entio

serd estritamente prépria (ou prdpria) se somente se cada coluna de N(s) possui

grau menor (ou igual) do que os graus da correspondente coluna de M (s).

Prova: Ver Kailath (1980, pagina 385) O
A redugao por coluna (linha) de uma matriz polinomial ndo-singular qualquer pode
ser obtida através de operagoes elementares com colunas (linhas), isto é, pés-multiplicando-
se a matriz original por matrizes unimodulares, é possivel obter uma matriz reduzida

por coluna. Na secao 4.1.1 serd mostrado um algoritmo que executa esta tarefa.

2.7 Obtencao de uma Realizacao em Espaco de Es-
tados a partir de uma DFM.

Nesta secao serd mostrado como obter uma realizacao em espaco de estados na
forma controladora para uma dada DFM. Este ferramenta é fundamental em muitos
problemas de sistemas multivariaveis. Um pré-requisito para o estudo desenvolvido
nesta secao é que a matriz racional seja estritamente propria. Se uma matriz racional

H (s) for propria, entao ela pode ser escrita como:
H(s) = H(s)+ D,

onde D € RP*™ & o quociente da divisdo dos polinomios do numerador de H(s)
pelos seus respectivos denominadores e H,,(s) é a nova fungao racional estritamente

propria. Seja, portanto,

uma DFM & direita (ndo necessariamente coprima) de uma matriz H(s) € RP*™[s]
estritamente prépria. O objetivo nesta secao é apresentar um procedimento para

obter uma realiza¢ao controlével de ordem igual ao gr[|M(s)|], isto é:

i(t) = Acx(t) + Beu(t).
H(s){ y(t) = Coar(t) (2.22)
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O primeiro passo para se obter essa realizacao, é escrever M (s) € R™*™[s] e N(s) €

RP*™[s] como

M(s) = Mp.S(s) + M.V (s),
{ N(s) = Nio¥(s) (2.23)
onde
S(s) = diag{s™,....,s"},i=1,2,...m (2.24)

com v; os graus das colunas de M (s), Mj,. é a matriz de coeficientes dos maiores graus
de cada coluna de M(s), M. é formada pela matriz de coeficientes dos elementos
que permaneceram com retirada do M., ou seja, os termos das colunas com os graus

remanescentes da retirada de My,

st s 1] 0 .0 0 0
0 0 0fs2t .1 0 0
VA ) (2.25)
0 0 0| O .0 0 0
0 005 0 .0 gvm—1 0
ou
' (s) = bloco diagonal{(s"~* .., s 1),.. (s~ ..., 1)} (2.26)
e Nj. é construida em funcao de ¥(s). Por exemplo, seja
3
. a18° + ass blS + bg
M(S) o |: 6182 + c9s + c3 d1 :| '
Entao, M(s) pode ser escrita como:
s2 |0
o ap b1 83 0 0 a9 0 ‘ bg s |0
M(S)_{o oHo S}—i_[cl e ¢ ldi || 1]0
My, 5(s) Dic 011
U(s)

Para se chegar a realizacao de estados pretendida, ¢ necessario que My, seja
inversivel. Portanto, M (s) dever4 ser reduzida por coluna. Caso a matriz M (s) ndo
seja reduzida por coluna, deve-se multiplicad-la por matrizes unimodulares, até que
seja encontrada uma matriz reduzida por coluna equivalente. E importante ressal-
tar que, apds encontrada a matriz reduzida por coluna, ela nao alterarda o grau do

determinante de M (s) original, porque conforme mostrado na se¢ao 2.3, as matrizes
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unimodulares nao alteram o grau do determinante de uma matriz polinomial.

Depois de obtidas as matrizes M., M. e N. e sendo M, inversivel, é possivel

calcular as matrizes da realizacao (2.22) da seguinte forma (Kailath 1980, pagina

406):
Ac = ACO - BCOM}L_ClMlc
Bc = BCOM}L_Cl (227)
C(c:]\[lc
com
A., = Blocodiagonal{Al,, A% ... A" (2.28)
onde . )
0 0 0 0
1 0 0 0
Al = 01 0 0 vxuy,i=12..,m (2.29)
{00 .. 10]
e
Bl
Bczo
Bco: .CO (230)
Bl
com
10 0 0 1 . 0
0 0 0 0 0 . 0
1 2
Bgo): : M . 7B((:0): . ER ) ’
00 (v1xm) 00 (vaxm)
0 0 . 1
Lo |00 L
0 = | . . . . ,parai=1,2,....,m
00 ... 0 (o xm)

Observacao 2.2 :

1. E imediato provar que o par (Ae, B.) € controldavel. Além disso, de acordo com
o teste de Popov-Belevitch-Hautus, quando N(s) e M(s) forem coprimas a

direita entao o par (C., A.) serd observdvel e, portanto, A, terd ordem minima.
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2. Se for dada uma DFM a esquerda, isto €,

H(s) = M"'(s)N(s),

entao, basta aplicar o procedimento descrito nessa secao a

H(s) = H"(s) = NT(s)(M")7!(s).

2.8 Base Polinomial Minima

Definicao 2.5 Uma matriz M(s) € RP*™(s), (p < m) é denominada singular

quando ela é nao quadrada e/ou nao inversivel (Kailath 1980, pdgina 455). O

Pode ser observado que quando isto ocorre, entao existe pelo menos um vetor f(s) €
R™[s] tal que
M(s)f(s) = 0 (2.31)

definindo portanto, um espago nulo a direita de M(s). Note que todos os vetores
do espaco nulo serao ortogonais as linhas de M (s), sendo a dimensdo desse espago
nulo dada por:

a=1m-—T

onde « é a dimensao do espago nulo de M(s) e r denota o posto normal de M (s).
Uma das maneiras de se calcular o espago nulo de M (s), é, inicialmente, escolher
entre todos os vetores i(s) que satisfazem a equacgao 2.31, aquele de menor grau
(f1(s) de grau igual a v1); para o préximo vetor deve-se escolher, fy(s), de grau v,
(o menor possivel) , onde M(s)fa(s) = 0, vo > vy, e continuando desta forma, um
conjunto de vetores linearmente independentes de dimensao « , formara a seguinte
matriz F(s) € R™*[s]:
f.(s) ], (2.32)
com os graus das colunas dadas por

141 S Vo <
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Naturalmente, existirdo diversas soluc¢oes para a equagao (2.31); contudo, como
mencionado em Kailath (1980, pag.456) , elas deverao possuir o mesmo grau para
cada vetor fi(s). Portanto, qualquer conjunto de solugdes para o espago nulo & di-
reita de M (s) devera possuir o mesmo conjunto de indices (graus) minimos para os

polinomios das colunas de F'(s).

Definicao 2.6 Ao conjunto de vetores {f (s), f,(s),..-, [ ()}, i 1o < ... <y
tal que Y7 v; € minimo, dd-se o nome de base polinomial minima para o espago nulo

da matriz M(s). O
A caracterizagao da matriz F(s) é feita de acordo com o seguinte teorema.

Teorema 2.1 Seja a matriz

tal que

com 0s graus da colunas dados por

VISVQS...<VQ.

Entao as sequintes sentencas sao equivalentes:
1. F(s) é uma base polinomial minima para o espago nulo de M(s).
2. F(s) é reduzida por coluna e irredutivel*

3. F(s) é de ordem minima, isto é,
[e%
E v; € minimo.
i=1

Prova: Ver Kailath (1980, teorema 6.5-10, pagina 458.) O

1Uma matriz é irredutivel se tem posto completo para todo valor de s
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2.9 Forma de Smith

A forma de Smith é um conceito relevante para o estudo de matrizes polinomiais.
Com ela é possivel achar o posto normal de uma matriz polinomial, e além disso,
através da Forma de Smith McMillan, é possivel achar os polos e zeros de um sistema,
multivariavel. Seja, portanto, uma matriz qualquer N(s) € RP*™[s]. E possivel
obter, através de operacoes elementares de linhas e colunas, equivalentes a pré e

pos-multiplicagoes por matrizes unimodulares U(s) € RP*P[s] e V(s) € R™™[s],

tais que
U(s)N(s)V(s) = Ln(s)

onde

 o1(s) -

o9(s) Orx (m—r)
Yn(s) = " , 7 < min(p, m)

i Op—r)r | Op—r)(m—r) |
e 0;(s) sdo polinémios moénicos e divisores de g;41(s),i=1,...,7 — 1.
Definicdo 2.7 A matriz Sy, dd-se o nome de forma de Smith de N(s). O

Observacao 2.3 :
1. r € denominado posto normal de N(s).

2. Seja Ai(s) o MDC monico de todos os menores de ordem i da matriz N(s).

Pode-se provar que,

onde Ao(s) =1, por definigao.

3. Note que, como U(s) e V(s) sao unimodulares, entao p[N(s)] = p[En(s)], Vs.

Além disso, N(s) perderd posto para todos os valores de s = z tais que 0;(z) =0

O
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2.10 Decomposicao por Valores Singulares (DVS)

2.10.1 CaAlculo da DVS

A decomposicao por valores singulares é considerada como o ponto alto da fatoracao
de uma matriz (Strang 1988) uma vez que esta fatoracao apresenta robustez na sua
solucao e, além disso, a matriz a ser fatorada nao necessita ser quadrada.

Nessa secao serd apresentada uma breve revisao de DVS. Para tanto, seja a matriz

A e R™™ (m > n). Entdo, existirdo matrizes U e V tais que

A=U G)}) VT (2.33)

onde ¥ = diag(oy,...,0,) U é uma matriz m x m unitaria (UTU = I) formada
pelos autovetores de AAT, V é uma matriz n x n unitaria (V'V = I) formada pelos
autovetores de AT A, o; sao chamados valores singulares de A, sendo dados pelos
autovalores de AT A. Desta forma, & facil perceber que os valores singulares o; sao

nao negativos e, por hipotese, ordenados de forma decrescente? , ou seja,
01 Z (D) Z > On.

A equagdo (2.33) da-se o nome de DVS de A. As colunas de U sdo chamadas vetores
singulares & esquerda ou direcoes principais de saida e as colunas de V sao chamadas

vetores singulares a direita ou dire¢oes principais de entrada.

2.10.2 Utilizacao da DVS na determinacao do posto de uma
matriz

Uma da maiores aplicacoes da DVS é na determinagao do posto de uma matriz. Se

o posto de A & (k < n), entao tem-se:
o> 0= Ok41 = ... = Op.
Contudo, computacionalmente, em geral, tem-se que

Ok+1 = §k+17 S 7571 = Onp,

2Essa hipotese é fundamentada no fato de que, em geral, algoritmos numéricos para o célculo
de DVS retornam os valores singulares ordenados de forma decrescente
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onde

&~0, i=k+1,...,n.

Assim no calculo do posto de uma matriz deve-se estabelecer um valor & (tolerancia),
abaixo do qual pode-se considerar, & = 0, caracterizando-se assim uma perda de

posto. Para se entender melhor este fato, considere a seguinte matriz:

10 10 10
A=|1 1 1 (2.34)
1 1 1

Note que a matriz A é claramente singular e tem posto igual a 1. Utilizando o

Matlab, vé-se que A tem os seguintes valores singulares.
Na=[174929 0 0] (2.35)

e, portanto, neste caso, 0o = o3 = 0. Caso ocorra uma pequena perturbacao em

algum valor da matriz A, como por exemplo,

10 10 10
A=l1 1 1], (2.36)
1 09999 1

os seus respectivos valores singulares tornam-se iguais a
Y = [ 17.4928 0.0001 0 ]. (2.37)

Observando-se os valores singulares dados em (2.37), é visto que, rigorosamente, a
matriz A7 tem posto igual a 2, porém as colunas 1 e 2 de A}, sao formadas por ve-
tores aproximadamente paralelos. Assim, se for adotado € = 1 x 1073 entdo, 0y < &

e portanto, pode-se dizer que o posto de A; é igual a 1.

Uma outra consideracao importante a ser feita, é quanto a necessidade de
normalizagao dos valores singulares. Para esclarecer esse fato, suponha, por exemplo,
que a matriz A, dada em (2.36) seja multiplicada, por exemplo, por um fator 109,

obtendo-se a matriz A,”. Os seus valores singulares ficariam iguais a
Yar, = [ 1.7493 x 105 8.1248 2.6645 x 10~1° } . (2.38)
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A interpretacao de quantos valores numeéricos sao nulos, pode ser equivocada, uma
vez que o2 > 0. Contudo, as colunas 1 e 2 de A,” sao ainda aproximadamente para-
lelas, isto ¢, desalinhadas em apenas 5.6 x 10~* graus. Portanto, A,” deve, também,
ser considerada de posto igual a 1. Esse problema pode ser evitado dividindo-se

todos os valores singulares por oy.

Em resumo, a pesquisa do nimero de valores singulares nulos pode ser feita

da seguinte forma:
1. Arbitrar um valor £ de tolerancia;
2. Dividir 0;,7 = 1,...,n, por o, obtendo-se 7; = 0;/07y;

3. Encontrar o nimero de valores singulares tais que o; < €.
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Capitulo 3

Algoritmos Basicos para Operacoes
com Matrizes Polinomiais

Conforme comentado anteriormente, o objetivo desse trabalho é apresentar algorit-
mos robustos utilizando como parametros de entrada e saida as matrizes de coefici-
entes das matrizes polinomiais. Contudo, para usa-los é necessario criar algoritmos
basicos, que permitirao a operacionalizacao dos algoritmos mais complexos, como 0s
que serao expostos no capitulo 4. Os algoritmos apresentados, neste capitulo, estao

subdivididos de acordo com as seguintes funcionalidades:

1. Modificar o formato das matrizes de coeficientes, objetivando, principalmente,

a facilidade de utilizagao. Esses algoritmos serao apresentados na secao 3.1;

2. Retirar informagoes relevantes das matrizes polinomiais, sendo também apre-

sentados na se¢ao 3.1;

3. Fazer as operacoes basicas de soma e multiplicagao, que serao vistos na secao

3.2;

4. Fazer operacoes com apenas uma matriz polinomial, que serao descritos na

secao 3.3;

Ainda neste capitulo, serd apresentado na secao 3.4 um algoritmo que detecta
o nimero de valores singulares nulos de forma robusta, levando em consideracao o

que foi discutido na secao 2.10.
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3.1 Algoritmos Auxiliares

Nesta secao serao apresentados os algoritmos que modificam a estrutura das matrizes
de coeficientes, para facilitar o seu uso, e os que retiram informacoes das matrizes

polinomiais através da sua correspondente matriz de coeficientes.

3.1.1 Matsplit

Muitas vezes, h& necessidade de se trabalhar com os coeficientes dos polinomios dos
elementos de uma matriz polinomial individualmente. O algoritmo Matsplit forma
uma matriz cujas linhas sao os coeficientes dos polinomios de cada elemento de uma
matriz polinomial a partir da matriz de coeficientes, representando o empilhamento

das colunas dessa matriz.
Descricao do algoritmo do Matsplit

Este algoritmo é mais bem descrito utilizando-se uma matriz polinomial como exem-

plo. Seja
ni1(s) nia(s) ... nun(s)
N = | ") R e el gy
npi(s) np2(s) . Mpm(s)

Supondo que os graus de todos os elementos polinomiais sao os mesmos' e iguais a

v, tem-se a seguinte matriz:

-1 -1
ni1, 8" +nu, 87T oA || Nam, ST N, 87T o N,
v v—1 v v—1
N( ) No1,S  + N1, ;S + ...+ N2y | ... | Nom,S + Nom, S + .. Nam,
S =
v v—1 v v—1
Np1, S~ + Np1,_1 S oo N1 | o | Mpm, ST+ Npmy, 1 S + o N,
(3.1)

Note que a matriz N(s) possui a seguinte matriz coeficiente:

ni, - NMim, |M11,1 -+ Mimy_y |-+ | N11y -+ MNimg
B 7’L21V Ce ngmy 7’L21D_1 Ce ngmy_l Ce n210 e n2m0 (3 2)
Np1, -+ Mpm, | Mp1,_y -+ Npmy_q1 |-+ | Mply -+ TMpmg

I'Quando isto ndo ocorre deve-se completar com zeros.
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onde N € RP*™+1) () algoritmo Matsplit transforma a matriz N na seguinte

matriz: )
nlly 7’L11V_1 PN nll()
ngly nglu_l N 71210
Np1,  Mp1,_y  --- Tpig

Nvec = ' ' ' ' : (3.3)

nlmy nlmu_l e nlmo
ngmy TLme_l N n2m0

L pm, Mpmy_y -+ Tpmg

Note que N,.. ¢ uma matriz obtida empilhando-se os coeficientes dos polino-
mios das colunas da matriz N(s), representando, portanto, uma matriz coeficiente

do seguinte vetor:
n(s)
ny(s)

I3
I

n,(s)

onde n,(s) denota a i-ésima coluna da matriz N (s).
A funcao matsplit

A funcdo Matlab desenvolvida para realizar o algoritmo descrito nesta secdo é a
matsplit.m (apéndice A.1). Para usa-la o usuario entra com a matriz de coeficientes
e o numero de colunas (caso a matriz nao seja quadrada) e a fungao retorna a matriz
coeficiente do vetor obtido empilhando-se as colunas da matriz polinomial. Essa

funcao tem a seguinte sintaxe:
Nvec = matsplit(N,m),

onde N é a matriz coeficiente e m o nimero de colunas de N(s)
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Exemplo 3.1 Para mostrar o funcionamento do algoritmo, seja a matriz polino-
mial

s34+ s2+5s5+3 —s2—3s+1 2st + 82+ 25+ 1
N(s) = -3 -2 s +5s+1
s3 + 55 + 4 —5? 25t + 5% + 352445+ 5

A matriz de coeficientes de N(s) é dada por:

0021011 -1 05 -3 2| 3 11
N={(00O0{0OO0OO0OO0O O0T1|0 053 —21 (3.4)
0021010 -13[5 04 4 05

Para se usar a funcao matsplit no Matlab procede-se da sequinte forma:

>>N=10

o O O
N O N

>> Nvec = matsplit(N,3);
ou

>> Nvec = matsplit(N);>
Obtendo-se:

A O No o woto w»
|
G =[O N =k w w

Nyee = (3.5)

W= Ok O RO OoO -

N O NO O OO O O
— O RO O OO

Como pode ser observado na expressao (3.5), as linhas de Ny, correspondem

aos coeficientes dos polinémios apos empilhar as colunas da matriz polinomial.

3.1.2 Vecmat

Alguns algoritmos implementados retornam, apos as suas operacoes internas, uma

matriz com a estrutura daquela mostrado na equacio (3.3). Contudo, é padronizado

2Esta possibilidade existe devido & matriz polinomial ser quadrada, nio havendo, portanto, a
necessidade do segundo argumento da funcao
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neste trabalho, que os resultados dos algoritmos devem ser sempre apresentados
na forma de matriz coeficiente. Logo, torna-se necessario criar um algoritmo que
converta a matriz com os coeficientes dos polinémios da matriz polinomial em uma

matriz coeficiente.Este algoritmo é denominado Vecmat.
Descrigao do algoritmo Vecmat

Seja a matriz cujas linhas sao os coeficientes dos polindmios de uma matriz poli-
nomial, conforme a equagao (3.3). O algoritmo retorna a matriz da equagao (3.2).
Obviamente, o algoritmo Vecmat funciona como uma operacao inversa ao Matsplit,

conforme comentado na secao 3.1.1.
A funcao vecmat

A fungao Matlab desenvolvida para realizar o algoritmo descrito nesta secao é a
vecmat.m (apéndice A.2). Para usa-la, o usuério entra com uma matriz de coefici-
entes dos polindmios representativa do empilhamento das colunas da matriz polino-
mial, o ntimero de linhas e o nimero de colunas (caso a matriz nao seja quadrada)
da matriz polinomial e a fungao retorna a matriz de coeficientes correspondente.Fssa

funcao tem a seguinte sintaxe:

N = vecmat(Nwvec, p,m),

onde Nvec é formada como mostrado na equacao (3.3), p denota o nimero de linhas

de N(s) e m é o ntimero de colunas de N(s).

Exemplo 3.2 Para mostrar o funcionamento do algoritmo, seja a vetor polinomial

[ 552+ 25+ 3 ]
—4

82

3541
n(s) = —2s
—g2
253
55+ 1
i 253 +4s+5 ]
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obtido empilhando-se as colunas de uma matriz N(s) € R33[s]. A malriz coeficiente

de n(s) € dada por:

0 5 2 3
00 0 —4
01 0 0
00 3 1
Neee= |0 0 -2 0
0 -1 0 0
2 0 0 0
00 5 1
(2 0 4 5 |

Para se usar a fungao vecmat no Matlab, procede-se da seguinte forma:

>> Nvec=[0 5 2 3
0 0 0 —4;
O 1 0 ©0
0 0 3 1;
0 0 -2 0;
0 -1 0 0;
2 0 0 0;
o 0 5 1
2 0 4 5
>> N = vecmat(Nvec, 3, 3);
ou
>> N = vecmat(Nvec, 3);
Obtém-se entao:
00 2|5 0 012 3 0 3 1 0
N=|[00 010 0 0|0 =2 5|—-4 0 1
00 2|1 -1 00 0 4 0 0 5

Note que é possivel, também, usar apenas dois argumentos na fun¢ao vecmat,

uma vez que a matriz N(s) é quadrada.

3.1.3 Cutzeros

Algumas vezes, nas operacoes com as matrizes de coeficientes ocorre a reducao do
)
grau. Conseqiientemente, aparecera uma matriz ou mais matrizes de zeros para estes

graus, o que nao traz nenhuma informacao relevante para a matriz polinomial. Para
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contornar esse inconveniente, esses coeficientes devem ser retirados, fornecendo a

correta informacao do grau da matriz. O algoritmo utilizado para tanto é o Cutzeros.
Descrigao do algoritmo Cutzeros

Para mostrar o seu funcionamento, suponha, como motivagao, as seguintes matrizes

polinomiais
N(s) = N,s" + N,_158" * + ...+ Nis+ Ny, N; ERP*™ i =0,...,v (3.6)

D(s)=D,s" + D, 15"+ ...+ Dis+ Dy, N; € RP*™ i =0,... v (3.7)

onde N, = D, e suponha que se deseje realizar a operacao de subtracao com as duas

matrizes. Obviamente, a matriz coeficientes A = N — D, seré:

0 ... 0 A11,_; -+ Aimy_q | -+ -- 11y -+ Qimg
0 01 ag as a a
e b1 e My_q |+ 21g - - 2mo
A=N-D= . . . )
0 ... Ofapi,y -+ Qumpy | -ovn-- Aply - -- Gpmg

onde a;;, = ny;, — d;;, . Aplicando o algoritmo Cutzeros, deve-se obter:

11,7 - Qimy_q | ++ov- A11y -+ Q1img

ast,_4 - Aomy_q | «vov-. as1y .- Q2mg,
Acut = . . o . . :

Apl,_, -+ Qpmy_q | ------ Aply - Qpmg

onde os coeficientes iguais a zero dos elementos de grau igual a ¥ sao eliminados.
E importante ressaltar que, em geral, os coeficientes a serem cortados nio sio,
necessariamente, exatamente iguais a zero. Assim, deve-se estabelecer uma maneira
sistematica de cortar todos os elementos de uma matriz coeficiente. No presente
trabalho, uma matriz coeficiente devera ser cortada se todos os vetores colunas
correspondentes & matriz coeficiente em analise, tiver norma quadratica menor que

e (tolerancia).
A funcao cutzeros

A funcao Matlab desenvolvida para realizar o algoritmo descrito nesta secdo é a
cutzeros.m (apéndice A.3). Para usé-la, o usuério entra com a matriz de coefici-

entes que possui zeros em excesso e com o numero de colunas (caso a matriz nao
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for quadrada) e a funcéo retorna uma matriz coeficiente sem zeros em excesso. Essa

funcao tem a seguinte sintaxe:

A = cutzeros(A, m),

onde A é uma matriz de coeficientes de A(s) e m é o ntimero de colunas da matriz.

Exemplo 3.3 Sejam as matrizes polinomiais

sP+s24+5s+3 —s2—3s+1 2s* + s34+ 25+ 1

N(s) = -3 -2 s?+5s+1
53+ 55+ 4 —52 2% + 53 + 352 +45+5
583 +25+3 3s+1 2s%
D(s) = —1 —2s 55 +1 ,
53 —s3 2s*+4s+5

cujas matrizes coeficientes dadas por

0021011 -1 0|5 -3 2 3 11
N=|00O0{0OO0OO0O0O O01|0 053 —21
00 2/101/0 -1 3|5 04 4 05

e
0025 0O0(00O0(2 30| 310
D=]02000 O0O0{0O0O0|0 =2 5|-4 01
0021 -1 0({0O0O0(0 04| 0O0 5

Um exemplo de utilizacao da funcio cutzeros no Matlab € o sequinte:

>N=[0025 000002 30 31 0;
0000 O0OO0OO0OOOOD-25—-40 1;
0021 -100000 04 00 5

>D=[0 025 000002 30 31 0
0000 O0OO0OO0OO0OO0OO0O-25—-40 1;
0021 -100000 04 00 5

>>A=N-D
que resulta em
000|—-401(1 -1 03 -6 2 0 1
A=100 0] 00 0[O O01j0 2 0|1 =20
000 01 1{0 -1 3|5 00 0 0

Fazendo
>> A = cutzeros(A,3)

ou
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>> A = cutzeros(A)

Obtém-se:
-4 0 1|1 -1 0|3 -6 2|0 0 1
A= 00 0/0 O01|0 201 =20
01 1{0 -1 3(5 004 0O
(I
3.1.4 Matform
A solucao da equagao de Sylvester
A(s)D(s) + B(s)N(s) = F(s) (3.8)

onde A(s), B(s) e F(s) sdo matrizes polinomiais conhecidas e D(s) e N(s) devem
ser determinadas e podem ser obtidas utilizando-se a matriz de Sylvester, conforme

visto na secao 2.2.1. Para tanto, deve-se escrever a equacao (3.8) da seguinte forma
D(s
[ A(s) B(s) ] { (s) } = F(s). (3.9)

A idéia do algoritmo Matform é produzir uma matriz coeficiente formada com

a concatenacao de A(s) e B(s), isto é, formar uma matriz C(s) tal que

C(s) = [ Als) B(s) ] (3.10)
Descricao do algoritmo do Matform

Sejam as matrizes, A(s) e B(s) ambas de grau igual a v, isto é,

A(s) = Ays" + Ay 18" T+ o+ Ais+ Ag, A eRP™ i =0,...,v (3.11)

B(s) = B,s" + B,_15" '+ ...+ Bis+ By, B, e R""" i = 0,...,v. (3.12)

E importante ressaltar que quando os graus sao diferentes, os coeficientes das
poténcias de s da matriz que tiver menor grau devem ser feitos identicamente nulos.

A matriz dos coeficientes da matriz C' pode ser obtida da seguinte forma.
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Algoritmo 3.1 :

Passo 1: Crie as matrizes de coeficientes

A=[A, Ay ... A A

B:[BV Bzxfl Bl Bo]

Passo 2: Forme a matriz

C

[A,/ BV A,j,1 B,j,1 Al Bl AO Bo] (313)

A funcao matform

A funcao Matlab desenvolvida para realizar o algoritmo descrito nesta secdo é o
matform.m (apéndice A.4). Para usé-la, o usuario entra com duas matrizes de coe-
ficientes que deseja fazer a formacao dada na equacdo (3.13) e o nimero de colunas
de ambas as matrizes e a funcao retorna uma matriz de coeficientes como a equacao

(3.13). Essa fun¢ao tem a seguinte sintaxe:

[C,q] = matform(A, B,m,n),
onde A e B sao as matrizes coeficientes de A(s) e B(s), m e n sao o numero de colunas
de A(s) e B(s), respectivamente, C' é a matriz coeficiente de C'(s) = [A(s) B(s)] e
¢ =m+n é o numero de colunas de C(s). Se o niimero de colunas de A(s) e B(s)

forem iguais, nao ha a necessidade do 4o argumento.

Exemplo 3.4 Sejam as matrizes polinomiais

5s+3 —-3s+1 2s+1

A(s) = -3 -2 bs+1 (3.14)
5s + 4 —s 4s 4+ 5
e
2s+3 3s+1 2s
B(s) = —4 —2s 2s+1
s 2 3545
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cujas matrizes coeficientes dadas por

5 =3 2 3 11
A=]0 0 5/-3 21 (3.15)
5 —1 41 4 0 5
e
2 32 310
B=|0 -2 2|-4 01
1 03] 025
Para se obter a matriz coeficiente de C(s) = [A(s) B(s)] no Matlab, procede-se da

sequinte forma:

>A=b5 -3 2311 005 -3 =21, 5 -1 4 4 0 5]
>B=232310 0 -22 —-401;1030 2 5
>> C' = matform(A, B, 3,3);

ou

>> C' = matform(A, B,3);

Ao final desses comandos obtém-se:

o =3 22 32| 3 11, 3 10
cC=10 05|0 -2 2|-3 =2 1|—-4 0 1
5 -1 41 0 3] 4 05| 0 2

3.1.5 Convform

As matrizes de Sylvester possuem destacada importancia no calculo com matrizes
polinomiais, conforme foi visto na secao 2.2. Na secdo 4.1.4 é mostrada uma outra
aplicagao desta matrizes no calculo da base polinomial minima de uma matriz poli-
nomial. O algoritmo Convform forma a matriz de convolugao ou matriz de Sylvester

para uma dada matriz A(s).
Descricao do algoritmo Convform
Seja a matriz
A(s) = Ags® + Ay 1807V 4o 4 Ag, Ay eRPM i =0,1, ..., ¢, (3.16)
que possui a seguinte matriz coeficiente
A= [ Ay Ap1 Ap—2 ... A }
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Entao a seguinte matriz de convolucao pode ser formada a partir dos coefici-

entes da matriz A(s):
[ blocos colunas

A¢ 0 0
Ay1 Ay -+ 0
Ch=1| 4 A . Ay, (3.17)
0 Ay - :
: Do A
0 0 - A

onde [ depende do problema em questao. O objetivo deste algoritmo é montar a
matriz dada na equacao (3.17), onde o nimero de blocos colunas de C'4 (1) dependera

do comprimento desejado da matriz de convolucao.
A funcgao convform

A fungao Matlab desenvolvida para realizar o algoritmo descrito nesta secao é a
convform.m (apéndice A.5). Para usa-la o usuério entra com a matriz coeficiente da
matriz com que deve ser formada a matriz de convolugao dada na equagao (3.17),
o comprimento da matriz de convolucao (ntumero de blocos colunas) e o namero de
colunas (caso a matriz ndo for quadrada). A fung¢ao retorna uma matriz de convo-

lucao associada a matriz de coeficiente. Essa funcao tem a seguinte sintaxe:

CA = convform(A,l,n),

onde A é a matriz coeficiente,l o niimero de blocos colunas desejado da matriz de
convolugdo e n o nimero de colunas de A(s). Se a matriz A(s) for quadrada nao ha

a necessidade do 3o argumento.

Exemplo 3.5 Seja a matriz polinomial

5s+3 —3s+1 2s+1
A(s) = -3 —2 bs+1 |, (3.18)
5s + 4 -8 4s + 5

cuja matriz coeficiente dada por:

5 -3 2] 3 11
A=|0 0 5|-3 -2 1 (3.19)
5 -1 4| 4 05
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Para se usar a funcao conuform no Matlab, e supondo que se deseja uma matriz de
comprimento igual a 1, procede-se da sequinte forma:
>A=b5 -3 2311 005 -3 -2 1, 5 -1 4 4 0 5]
>> C'A = convuform(A,1,3)
ou
>> C'A = conuform(A,1)

Ao final, obtém-se:

Ca=

W Wt o wt
|
—_

— o ot

Caso o comprimento desejado para a matriz de convolucao seja 2, deve-se proceder
da sequinte forma:

>> CB = conuform(A,2,3)

ou

>> CB = conuform(A,?2),

obtendo-se: ) )
5 =3 2] 0 00

0O 05 0 00

5 =147 0 00

3 11} 5 =3 2

Cg=| -3 =2 1| 0 0 5

4 0 5| 5 -1 4

0O 00} 3 11

0 00]-3 -2 1

| 0 0 0] 4 0 5|

3.1.6 Diaglamb

Este algoritmo cria, a partir de uma matriz cujas linhas correspondem aos coefici-
entes de um vetor polinomial, uma outra matriz coeficiente representativa de uma
matriz diagonal cujos elementos da diagonal sao os polindmios cujos coeficientes sao

as linhas da matriz coeficiente.
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Descricao do algoritmo do Diaglamb

Seja o vetor polinomial
ny, s’ +mny, 8"+ o+ g,
n(s) = ng, s + ngyfls'”’l + .. ng, | (3.20)
Ny, 8° +np, 87+ 4y,

com a seguinte matriz coeficiente:

ny, Ni,_, ... MNi,
ng, N2, , ... TN

Nyoo = : (3.21)
Np, Mp, 1 - Npg

A partir da matriz (3.21), apos aplicagdo do algoritmo Diaglamb deve-se ter uma

matriz polonomial de dimensao p X p com a seguinte matriz de coeficientes:

ny, 0 ... 0 ni,_4 0 ... 0f... ni, 0 ... 0
0 n - 0 0 n - 0f... 0 n - 0
Ndiag = . 21}; . . . 21}71: . . . 20: . .
0 0 ... ny, 0 O ... np, |- 0O 0 ... ny
(3.22)

que representa a seguinte matriz polinomial:
ny,s” + ...+ ny, 0 0
0 no, s’ + ...+ mng, ... 0
Ndiag<5> - . . ’ .

0 0 coe Ny, 8T A Ny,
A funcao diaglamb
A funcado Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao é
o diaglamb.m (apéndice A.6). Para usa-la o usuario entra com a matriz coeficiente
cujas linhas sao os coeficientes dos polinémios a serem inseridos na diagonal da ma-

triz e a fungao retorna uma matriz coeficiente da correspondente matriz diagonal.

Essa funcao tem a seguinte sintaxe:

Ndiag = diaglamb(Nwvec),

onde Nvec é a matriz coeficiente associada ao vetor polinomial n(s) e Ndiag é a

matriz coeficiente da matriz polinomial diagonal obtida.
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Exemplo 3.6 Como exemplo, seja o vetor polinomial

552 — 35 + 2
ns)= | o
= 552 — s+ 4
45 +5
cuja matriz coeficientes € dada por:
5 =3 2
0 0 5
N’U@C - 5 _1 4 (3.24)
4 0 5

Para se obter a matriz coeficiente da matriz polinomial diagonal utilizando a
funcao diaglamb no Matlab, procede-se da sequinte forma:
>> Nvec= [5 =3 2;0 0 55 —1 4;4 0 5]
>> Ndiag = diaglamb(Nwvec)

Obtém-se, portanto:

500 0]-3 0 0 02000
0000 00 0 0|0 500
Niiag = 00 50 00 -1 0/0 0 4 0]’ (3.25)
000 4 00 0 0|0 O O 5
que representa a matriz dos coeficientes da segquinte matriz polinomial
552 —3s+2 0 0 0
0 5 0 0
Niag(s) = 0 0 5s2—s+4 0
0 0 0 45> +5
O

3.1.7 Diagpol

Este algoritmo retorna a matriz coeficiente do vetor formado pelos polinémios da

diagonal de uma matriz polinomial quadrada.
Descricao do algoritmo Diagpol

Seja a matriz

ni, ¥ + nuufls”*l + .o N || R, ST+ nlmwls”*1 + oo N
N( ) nglySV + nglu_ls”’l + ...+ N9, | .. anVSV + any_lsl”l + .t Nom,
S) = . .
v —1 —1
Np1, 8" + Np1, 187+ oo F N1y | oo | Ny, ST Ny, 187 o Ny
(3.26)
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que possui a seguinte matriz coeficiente

ni, o Nam, ni1,_4 oo Mamy, g ool M1y oo Mamg
no1, oo Nom, N2, _4 oo Nom, oo | M21y -0 Momyg

N = "l (3.27)
NMmi, - Mmmy | Mmlo_1 - Mmmp_1 | -+ | Tmly -+ Thmmg

com dimensdo igual a N € R™ ¥+ Com a utilizaciio do algoritmo Diagpol,

obtém-se a seguinte matriz de coeficientes

nllu ce nlmy
n22%1 e n22%1

Ndiag = . . s (328)
Nmmg coo NMmg

correspondente ao vetor polinomial

’I"LHVSV + ...+ Nimg

v
No2, S + ...+ 122,
ﬂdiag(‘s) =

Nmm, 87+ oo Tnmg

Para realizacao deste algoritmo deve-se seguir os seguintes passos:

Algoritmo 3.2 :

Passo 1: Coloque a matriz de coeficientes na forma vetorial, ou seja, execute o algo-
ritmo Matsplit (secdo 3.1.1) e com o formato mostrado na equagao (3.3), obtendo-se
a matriz Nyee;

Passo 2: Selecione as {(k — 1)m + k,k = 1,...,m} linhas de Ny, onde m € o

nimero de linhas da matriz N(s). O
A funcao diagpol

A funcao Matlab desenvolvida para realizar o algoritmo descrito nesta secdo é a
diagpol.m (apéndice A.7). Para usa-la o usuério entra com a matriz coeficiente
associada a uma matriz polinomial e a funcao retorna uma matriz coeficiente, cujas
linhas sao os coeficientes dos polinomios da diagonal da matriz polinomial. Essa

funcao tem a seguinte sintaxe:

Ndiag = diagpol(N),
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onde N & a matriz de coeficientes associada a uma matriz polinomial N(s).

Exemplo 3.7 Para mostrar o funcionamento do algoritmo, seja a matriz polino-

mial
3+ 52 +55+3 —s2—3s+1 25 4+ 52 + 25+ 1
N(s) = -3 -2 s +5s+1 :
s* 4+ 5s + 4 —s? 25t + 5+ 35 +4s+ 5
que possui a sequinte matriz coeficiente:
00 2/101|1 -1 05 -3 2| 3 11
N=]100O00O0O00 010 05-3 =21
00 2/1 010 -1 3|5 04} 4 0 5

Para se usar a funcao diagpol no Matlab, procede-se da seguinte forma:

>N=[0021011-105-32 3 1 I
0o 000O0OO0O0O O1O0 05 -3 =2 1;
0021010 -135 04 4 05

>> Ndiag = diagpol(N);

O resultado serd:

0115 3
Ngiagg=10 0 0 0 =2 |,
21 3 4 5

que corresponde ao vetor polinomial

s34+ 52 +554+3
-2

ﬂdiag(‘s) =
25t + 53+ 352 +4s+5

formado pelos polindmios da diagonal da matriz N(s).

3.1.8 Polymatval

Neste algoritmo, dada uma matriz N(s) € RP*™[s] e um valor sy € C, calcula-se

N(S()).
Descricao do algoritmo Polymatval

Seja a matriz N(s) € RP*™[s] com os graus maximos dos elementos polinomiais, por

facilidade, todos iguais a v.

-1 -1
ni1, s’ +nu, 87+ .+, Nim,S” + Nim, 87+ oo 4 N,
N(s) No1, 8" +nap, 8"+ ..+ nag, Nom, 8”4 Nom, 18" 1+ ... + Nam,
S) = . .
v —1 -1
Np1, 8" + Np1, 87+ ...+ Ny Npm,, S” + Npmy, 187+ oo+ Nypmy
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cuja matriz de coeficientes é dada por:

ni, -+ NMim, |[M11,7 -+« Mimy_q | -+ | N11y -+ MNimg
no1, . MNom, |MN21,1 -+ MNoamy,_1 |-+ | N2l .. MNomg

N = . , "L (3.30)
Np1, -+« Mpm, | Mp1,_1 -+ Npmy,_q | --- | Nply -+ TMpmg

com dimensdo igual a N € RP*™+1) " Supondo-se que se deseja calcular N(s;) onde

s € C, deve-se fazer a seguinte multiplicacao matricial
N(Sk) = N'Npot(sk)

onde Ny, (si) é a seguinte matriz formada pela substituicao da matriz de poténcias
da varidvel s pelo valor numérico s, sendo dado por:

m(v+1)xm

T s o ... 0 71
0 Sky 0
0 0 Sky
PCED) 0 0
0 PG 0

0 0 R Cany

Npot(5k> = (331)

1 0 0
0 1 0

|0 0 1]

A funcgao polymatval

A funcao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao
¢ a polymatval.m (apéndice A.8). Para usé-la, o usuério deve fornecer a matriz
de coeficientes associada a um vetor polinomial, o valor numérico que substituira a
variavel polinomial e o nimero de colunas de N(s) (caso a matriz nao for quadrada).

A fungao retorna uma matriz N(s;) € CP*™. Essa fun¢do tem a seguinte sintaxe:

41



Nsk = polymatval(N,sk,m),

onde N é a matriz coeficiente associada & uma matriz polinomial N(s), si é o valor
numérico que serd substituido em N(s), m é o namero de colunas de N(s) e Nsk
é o resultado da substituicdo N(sx) . Se a matriz for quadrada nido é necessario

fornecer o valor de m

Exemplo 3.8 Para mostrar o funcionamento do algoritmo, seja a matriz polino-
mial

B+ s2+5s+3 —s2—3s+1 25t + 52+ 25+ 1
N(s) = -3 —2 s +5s+1 . (3.32)
s3 +5s+4 —5? 25t + 53 4352+ 45+ 5

cuja matriz de coeficientes € dada por:

N =

o O O
o O O
N O N

1
0
1

o O O

1 -1
0 0
1 -1

o O =
w = O
ot O Ot
o O W
= Ot DN
|

=0 W

11
—2 1 (3.33)
05

Supondo que se queira calcular N(s;) no Matlab para s, = 2, deve-se proceder da

sequinte forma:

>N=[0021011-105-32 3 1 I
0000000 O1O0 05 -3 =2 1
0021010 -135 04 4 0 5

>> Nsk = polymatval(N,2,3);

ou

>> Nsk = polymatval(N,?2);
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Ao final, obtém-se:

16 0 0
0 16 0
0 0 16
8 0 0
0 8 0
0 0 8
1 0 0 25 —9 45
Ngy=NN(2)=N.| 0 4 0 |=|-3 =2 15
0 0 4 22 —4 65
2 0 0
0 2 0
0 0 2
1 0 0
0 1 0
0 0 1 |

3.1.9 Coldeg

Este algoritmo resulta em um vetor linha com os graus das colunas de uma matriz

polinomial.
Descricao do algoritmo Coldeg

Seja a matriz polinomial

N(s) = [ ni(s) ny(s) ... n,s) ]

onde grin;(s)] = v;,i = 1,2,...,p. Apos a utilizacdo do algoritmo Coldeg deve-se
obter:

GmuC’ol:[l/l Vy ... yp]

Os graus das colunas de uma matriz polinomial podem ser calculados da seguinte

forma.

Algoritmo 3.3 Suponha que N(s) € RP*™(s):

Passo 1: Coloque a matriz coeficiente de N(s) na forma vetorial Ny, executando
o algoritmo Matsplit.

Passo 2: Faca k=1 en., =1
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Passo 3: Selecione as linhas p(k — 1) + 1 a pk de Ny, e armazene numa matriz
N

Passo 4: Ezecute o algoritmo Cutzeros, para retirar os zeros em ercesso a esquerda
de N{E)

Passo 5: Conte o nimero de colunas que permaneceram em Néf}; e armazene e ny
e defina georr = Nk — 1, para a k-ésima componente do vetor 9.

Passo 6: Faca ncol = ncol+1. Se ncol > m o algoritmo pdra; caso contrdrio, faca

k=k+1 ewolte o passo 3. O
A funcao coldeg

A funcao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao é
a coldeg.m (apéndice A.9). Para usé-la, o usuério deve fornecer a matriz coeficiente
associada a um vetorde uma matriz polinomial e o niimero de colunas (caso a matriz
nao seja quadrada). A func@o retorna um vetor com os graus das colunas de N(s).

Essa funcao tem a seguinte sintaxe:

GrauCol = coldeg(N,m),

onde N é a matriz de coeficientes associada a uma matriz polinomial N(s) e m o

nimero de colunas de N(s).

Exemplo 3.9 Como exemplo de aplicacao do algoritmo, considere a matriz

24+ 524+5s5+3 —s>?—3s+1 25t + 53 +25+1
N(s) = -3 —2 s*+5s+1 . (3.34)
s34+ 5s+4 —g2 2s* + 53 +3s2+4s+5

cuja matriz de coeficientes € dada por:

0021011 -1 0|5 -3 2 3 11
N=10000O0O00 010 05-3 =2 1]/. (3.35)
0021010 -13[5 04 4 05

Para utilizar o funcao coldeg desenvolvida em linguagem Matlab, procede-se

da sequinte forma:
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>N=[0021011-105-32 3 1 I;
6oooo0oo0oo00 010 05 -3 —-21
0021010 -135 04 4 0 5

>> GrauCol = coldeg(N,3);

ou
>> GrauCol = coldeg(N);

Ezecutando o Passo 1 do algoritmo, serd obtida a sequinte matriz:

[0 1 1 5 3]
0O0 0 0 -3
01 0 5 4
00 -1 -3 1
Nyee=10 0 0 0 -2 (3.36)
00 -1 0 O
21 0 2 1
00 1 5 1
21 3 4 5]
De acordo com o Passo 8 obtém-se
0115 3
Nyee= 10 0 0 0 =3 |,
0105 4

onde sao mostrados os coeficientes da primeira coluna de N(s). Nesta matriz, os
elementos da coluna mais a esquerda sao zeros, mostrando que o grau desta coluna
¢ inferior ao grau da matriz completa. Portanto, na execu¢ao do Passo 4, € obtida

a sequinte matriz

115 3
Nyee=10 0 0 =3
1 05 4
Com a execucao do Passo 5, obtém-se.
GrauCol = [3]

Repetindo os passos do algoritmo mais duas vezes, obtém-se:

GrauCol = [ 3 2 4}
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3.2 Operacoes basicas com matrizes polinomiais

Nesta secao serao apresentados algoritmos para a realizagao das operagoes bésicas

de soma e multiplicacao de matrizes polinomiais.

3.2.1 Soma/Subtragao

Este algoritmo resulta, inicialmente, em uma matriz coeficiente que ¢ a soma de
outras duas matrizes de dimensao p x m(v+ 1), onde v denota o maior grau entre as
matrizes cuja soma se deseja realizar. Em seguida deve-se utilizar algoritmo Cutzeros
para retirar as submatrizes da matriz coeficiente que podem ser consideradas nulas

e, portanto, reduzir o grau da matriz soma.
Descricao do algoritmo Matsum

Para realizagao deste algoritmo deve-se seguir os seguintes passos:

Algoritmo 3.4 :

Passo 1: Inserir zeros na matriz de coeficientes de menor numero de colunas até
que ambas as matrizes de coeficientes possuam o mesmo numero de colunas;
Passo 2: Some as matrizes;

Passo 3: Use o algoritmo Cutzeros para reduzir o grau da matriz soma. a

Observagao 3.1 A subtracao das matrizes A(s) e B(s) é feita somando-se A(s)

com —B(s). O
A funcao matsum

A funcao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao
¢ a matsum.m (apéndice A.10). Para usé-la, o usuério entra com as duas matrizes
coeficientes associadas as matrizes a serem somadas e a funcao retorna uma matriz

coeficiente que é a soma das matrizes de entrada. Essa funcao tem a seguinte sintaxe:

C' = matsum(N, D),
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onde N e D sao matrizes coeficientes associadas as matrizes N(s) e D(s), respecti-

vamente.

Exemplo 3.10 Como exemplo de aplicacdo do algoritmo, considere as matrizes:

2+ 52+55+3 —s?—3s+1 25t + 53 +25+1

N(s) = -3 -2 s*+5s+1
s34+ bs+4 —s° 25t + 83+ 352 +4s+5
e
552 +25+3 3s+1 253
D(s) = 4 —2s  5s+1 |,
52 —s2 25344545
cujas matrizes coeficientes sao dadas por:
00 2/1 0 1|1 -1 0|5 =3 2 3 1 1
N=1]1000]00 0|0 0 110 0 5|-3 -2 1 (3.37)
00 2/1 0 1/0 -1 3|5 0 4 4 0 5
e
00 2/5 002 30 310
D=]1020 0|0 0 0|0 =2 5]—-4 0 1{. (3.38)
00 2|1 -1 010 0 4 0 0 5
Para se obter a matriz C(s) = N(s) + D(s) utilizando a fung¢ido matsum no Matlab,

procede-se da sequinte forma:

>N=[0021011-105-32 3 1 I;
coo0o0000O0 O1O0 05 -3 =2 I
0021010 -135 04 4 0 5

>D=[0025 002 30 31 0
0000 O0O0O0O-25 —-40 I
0021 -100 04 00 5

>> C' = matsum(N, D)
Note que para a realizacao da soma, de acordo com o Passo 1 do algoritmo, deverao

ser incluidos zeros a esquerda da matriz D, que ficard da sequinte forma:

0 00{0OO02|5 002 30| 310

D=|102020(00O0(0 O0O0|0 -2 5]-4 01 (3.39)
0 00{0O02|1 -1 00 04| 00 5
Ezecutando o Passo 2 do algoritmo, ou seja, somando-se as matrizes (3.37) e (3.39),
resulta:
0021036 -10(7 0 2 6 2 1
c=10020(00O0(0 010 -2 10 -7 -2 2 (3.40)
00 2/103|1 =235 0 8 4 0 10

47



3.2.2 Multiplicacao

Uma das operacoes basicas da matemética é a multiplicacao. Para sua realizacao
para o caso de matrizes polinomiais, isto nao é tao 6bvio. Para tanto, faz-se uso
do conceito de matriz de convolugao ou Sylvester, apresentado na secao 2.2. En-
tretanto, a estrutura da matriz de Sylvester mostra, em sua formacao que havera
multiplicagoes com varios blocos de zeros, aumentando, com isso, o custo compu-
tacional desta operacdo. Assim, o algoritmo desenvolvido procura otimizar estas

operacoes.
Descrigao do algoritmo Convmat

Suponha que se necessite obter:

onde

A(s) = Aas® + Ais® D 4+ 4 49, 4, e R =0,1,...,a (3.41)

B(s) = Bﬁsﬁ + Bﬁ_ls(ﬁ—l) +---+ By, B, e RPF*" i =0,1,..., 0. (3.42)

Note que a operacao de multiplicagao usando o conceito das matrizes de Sylvester
pode ser feita da seguinte forma:

Comprimento a+1 blocos
7\

g Bs 0 - 0 )

Bs1 Bsg - 0
Gﬁ+o¢ : . : Ay
Gosa Aa_

G=1| "1 =| B B By H =

c, 0 By A,

: B,

0 0 B,
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[ BgA, ] [ 0A,_1 ] [ 04,
By A, BsAa_ 04q
= B()Aa —+ BlAa—l + ...+ B/gAg (343)
OAa BOAafl Bﬁ—lAO
L OAa i L OAa—l i BOAO

Observe que cada vetor da soma possui nos seus blocos matriciais finais multiplica-

¢oes com blocos de zeros. Assim a equacdo acima pode ser reescrita como:

Bs 0
Bs, B; 0
: Bp
G=| B, |4+ : A, 1+...+| Bs | A
BO Bﬁ_l
0 :
i ] | 0] | Bo |
Note, portanto, que é necessario, apenas fazer a multiplicacao da matriz
Bs
_ Bs_
B=| "
By
pelas matrizes dos coeficientes de A(s) (4;, i = a,a — 1,...,0) e em seguida

acrescentar matrizes nulas no topo e em baixo para, entao, efetuar as somas. O
desenvolvimento acima pode ser resumido no seguinte algoritmo.

Algoritmo 3.5 Sejam B(s) € RP*™[s] e A(s) € R™*4[s] de graus iguais a ( e a,
respectivamente.

Passo 1: Forme a matriz

Passo 2: Para k variando de 1 a oo+ 1, fazer

O(k—l)qu
Gr = | BA@-r+1)

Oa—k+1)pxq
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Passo 3: Calcular

A funcao convmat

A funcgao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao é a
convmat .m (apéndice A.11). Para usé-la, o usuario deve entrar com as duas matrizes
coeficientes que devem ser multiplicadas e o ntimero de colunas da segunda matriz
do argumento (caso ela nao seja quadrada).A funcao retorna a matriz coeficiente
associada & matriz polinomial resultante da multiplicacao das matrizes de entrada.

Essa funcao tem a seguinte sintaxe:
G = convmat(B, A,m),

onde B e A sdo matrizes coeficientes associadas as matrizes B(s) e A(s), respecti-

vamente, e m é o numero de colunas de A(s)

Exemplo 3.11 Como exemplo de aplicacao do algoritmo, considere a multiplicagcao

das sequintes matrizes:

sP+s24+5s+3 —s2—3s+1 2¢* + 3 +2s+1

A(s) = -3 -2 s +5s+1
s34+ 5s+ 4 —52 25+ s34+ 352 445+ 5
e
552 +25+3 3s+1 253
B(s) = 4 —2s  Bs+1 |,
52 —s2 25344545

cujas matrizes coeficientes sao dadas por:

002[1to01]1 —-10|5 -32] 3 11
A=|000/000[0 01/0 0 5|-3 —2 1 (3.44)
002[101/0 —13[(5 04| 4 05
€
002[5 00[2 30| 310
B=1]1000[0 000 -2 5|-4 0 1 (3.45)
002[1 —-10[(0 04| 005

Para utilizar a funcao convmat no Matlab, procede-se da sequinte forma:
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>B=0021011-105-32 3 11
06ooo0o0000 O1O0 05 -3 =2 1
0021010 -135 04 4 0 5

>A=0025 002 30 31 0
0000 O0O0O0O-=-25 -420 1
0021 -100 04 00 5

>> (G = conumat(B, A)
ou

>> G = conumat(B, A, 3)

obtendo-se:
0 0 4|2 -2 4/6 -1 10|17 3 28|32 4 8
G=1]1020010 0 0|0 0 211 -1 10 5 =5 0
0 0 412 =2 416 —1 1415 0 32132 -1 30

33 21 -8133 12 16| 5 3 6
-14 -1 25|-6 -5 19|—-1 -3 3
39 10 30] 23 17 40| 12 4 25

3.3 Operacoes Basicas envolvendo a uma tinica ma-
triz polinomial

Nesta secao serao apresentados alguns algoritmos para as seguintes operacoes béasicas

de matrizes polinomiais: transposta, conjugado complexo e o trago.
3.3.1 Transposta
Este algoritmo foi criado para se obter a transposta de uma matriz polinomial.

Descricao do algoritmo Transpol

A transposta de uma matriz polinomial

v v—1 v v—1
ni, S + ni1, S + ...+ Ni1g | - -+ | M1m, S + Nim,_1S + ...+ N1mo
N( ) nglus” + ngly_ls”_l + ...+ N2y |- ngmys” + n2my_18V_1 T+ . Nay,
S) = . .
-1 -1
Np1, 8" + Np1, 87+ oo npig | oo | Npmy 8+ Ny 877 o N
(3.46]
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é dada por:

nllys”—i—...—i—nno nplys”—i—...—i—nplo
nlgys”—i—...—l—nlgo TlpgySV—i-...—i—npgo

NT(s) = : (3.47)
Nim, 8" + oo+ Ny | - | Npm,, 87+ o Npmg

Note que, como a matriz coeficiente de N(s) é
N=[N, Ny ... Ny,

entao a matriz coeficiente da transposta de N(s) (N;) pode ser obtida simplesmente

transpondo-se cada matriz de coeficientes de N. Portanto:
N; = [ NI NT . NOT}
A funcgao transpol

A funcao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao é
a transpol.m (apéndice A.12). Para usi-la, o usuario entra com a matriz coefici-
ente associada a uma matriz polinomial e o nimero de colunas (caso a matriz nao
seja quadrada) e a fungao retorna uma matriz coeficiente associada a transposta de

N(s). Essa fungio tem a seguinte sintaxe:

Nt = transpol(N,m),

onde N é a matriz coeficiente associada a uma matriz polinomial N(s),m denota o

nimero de colunas de N(s) e Nt é a matriz de coeficientes da transposta de N(s) .

Exemplo 3.12 Como exemplo de aplicacdo do algoritmo, considere a matriz

P+ s24+b5s+3 —s2—3s+1 25t + 83+ 25+ 1

N(s) = -3 -2 s> +5s+1 ,
s34+ 55+ 4 —s2 25t + 5% + 352 +4s5+5
cuja matriz coeficiente é dada por:
00 2{1 011 =105 -3 2| 3 11
N=]10000O0O0O[O 010 O05]|-3 —21
00 2/101/0 -1 3|5 04 4 05
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Para utilizar a funcao transpol no Matlab, procede-se da sequinte forma:

>N=[0021011-105-32 3 1 I
00000O0OO O1TO O35 =3 =2 1,
0021010 -135 04 4 05

>> Nt = transpol(N,3);
ou
>> Nt = transpol(N);
A funcgao transpol retorna a matriz
000|101 10 0| 5053 -3 4
Nt=|1000/0O0O0-10 —-1/-300|1 -2 0, (3.48)
20 2/1 01, 01 3| 25 4|1 15
que representa a matriz coeficiente de NT(s), onde:
s+ s +5s+3 -3 s* 4+ 5s + 4
NT(s) = —s?—3s+1 —2 —s?

25t 4+ 2 +25+1 s2+5s+1 2s*+s2+3s>2+4s+5

3.3.2 Conjugado complexo

Para a matriz N(s) € RP*™[s], este algoritmo permite obter a matriz N(s) = N(—s).
Note, portanto, que quando o expoente da poténcia de s for par, nao haverd a
alteracao do sinal da matriz de coeficiente correspondente e quando o expoente da

poténcia de s for impar, a matriz de coeficientes deveréd ser multiplicada por —1.
Descricao do algoritmo do Conjpol
Seja a matriz polinomial
N(s) = N,s* + N, 15" "+ ...+ N,
cuja matriz coeficiente dada por:
N:[NV N, 1 ... No}
Entdo a matriz coeficiente de N(s) = N(—s) deve ser dada por:
N = [ (=1)N, ... Ny —N; N }
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Observacao 3.2 Em problemas de controle, em geral deseja-se calcular N*(s) =
NT(—s). Para tanto deve-se utilizar o algoritmo Conjpol e em sequida o algoritmo

Transpol.
A funcao conjpol

A funcao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao
é a conjpol.m (apéndice A.13). Para usi-la, o usuario entra com a matriz de coe-
ficientes associada a uma matriz polinomial e o ntimero de colunas (caso a matriz
nao seja quadrada). A fungao retorna uma matriz de coeficientes que é o conjugado

complexo de N(s). Essa funcdo tem a seguinte sintaxe:

Nconj = conjpol(N,m),

onde N é a matriz coeficiente associada a uma matriz polinomial N(s), m nimero

de colunas de N(s) e Nconj é a matriz coeficiente de N(s) = N(—s) .

Exemplo 3.13 Seja a matriz

3+ 52 +5s+3 —s2—3s+1 2st + 82 +25s+1

N(s) = -3 -2 s +5s+1 :
s* 4+ 5s + 4 —s? 25t + 5+ 35 +4s+ 5
cuja matriz coeficiente é dada por
0021011 -1 05 -3 2| 3 11
N=|{00O0{0OO0OO0OO0O O0T1|0 O05|-3 —21
00 2/101/0 -1 3|5 04 4 05

Para calcular a matriz coeficiente de N(s) = N(—s) utilizando a fun¢io conjpol

no Matlab, procede-se da sequinte forma:

>N=[0021011-105 -32 3 1 1;
Ooo0o000O0O0O O1O0 05 -3 =21
0021010 -135 04 4 0 5

>> Nconj = conjpol(N,3);

ou

>> Nconj = conjpol(N);
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A fungdao conjpol retorna a sequinte matriz coeficiente:
-1 0 —-1]1 -1 0|—=5 +3 =2 1

00 2 3
Nconj=|{0 0 0O 00O O[O O1] O O =5|-3 =2
002 -10-1/0 -1 3|{-5 0 -4, 4 0

S G

3.3.3 Traco
Este algoritmo permite obter o trago de uma matriz polinomial quadrada.
Descricao do algoritmo Tracgopol

Para entender o algoritmo proposto para o calculo do traco de uma matriz polino-

mial, seja:
v v—1 v v—1
n11,S +nN11,_,S + ...+ N1 |- | Pim, S T+ Nimy, 1 S + . N
v v—1 v v—1
No1,S  + N1, ;S + ...+ N2y | ... | Nom,S + Nom, S + .. Nam,
N(s) = . :
v v—1 v v—1
Np1, S~ + Np1,_1 S oo N1 | o | Ppm, ST+ Npmy, 1 S + o Ny,

(3.49)
Selecionando-se os polinémios da diagonal e empilhando-os para realizacao do so-

matorio obtém-se: ,
TLHVSV -+ Tlnl/ilSV_ + ...+ n11,

v v—1
N2, S + nog, 1S + ...+ Na2,
+ :
v v—1
Npp, S & Mpp, 1™~ F -+ 4 Ty
t,s” +t,_18" L+ ...+t

onde
p
tk: E Nz, -
i=1

Assim o célculo do traco de uma matriz polinomial pode ser feito de acordo com o

seguinte algoritmo:

Algoritmo 3.6 :
Passo 1: Utilizar o algoritmo Diagpol para formar uma matriz com os coeficientes
dos polindmios da diagonal da matriz.

Passo 2: Somar as linhas da mairiz criada no Passo 1. O
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A funcao tracopol

A funcao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao
é a tracopol.m (apéndice A.14). Para usa-la, o usuario fornece a matriz de coefi-
cientes de uma matriz polinomial e a funcao retorna um vetor cujos elementos sao
os coeficientes do polindémio que representa o traco da matriz. Essa funcao tem a

seguinte sintaxe:

tracN = tracopol(N),

onde N é a matriz coeficiente associada & matriz polinomial N(s) e tracN é um

vetor com os coeficientes do polindmio que é o traco de N(s) .

Exemplo 3.14 Como exemplo de aplicacio do algoritmo, considere a matriz

SP+s24+b5s+3 —s2—3s+1 2¢* + 3 +2s+ 1

N(s) = -3 -2 s?+5s+1 :
s3 +5s+4 — 52 25 + 534352+ 45+ 5
cuja matriz coeficiente € dada por:
00 2/101f1 -1 0|5 -3 2| 3 11
N=]10000O0O0O0 010 05l-3 —21
00 2/101(0 -1 3|5 04| 4 05

S>SN=[0 021011 -105-32 3 11
0000O0O0OO0O O1O0O 05 -3 -2 1;
0021010 -135 04 4 05

>> tracN = tracopol(N);

Ezxecutando o Passo 1 do algoritmo serd obtida a sequinte matriz:

115 3
000 =2
1 34 5

Ndiag -

N OO

Para finalizar, executando o Passo 2, resulta:

Ntrac=[2 2 4 9 6]
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3.4 Determinacao do nimero de valores singulares
nulos de uma matriz

Na secao 2.10 foi feita uma exposicao sobre a robustez do DVS. Contudo, para
sua utilizacao na determinacao do posto de matrizes deve ser calculado o niimero
valores singulares nulos ou mais formalmente abaixo de um valor de tolerancia &.
Isto pode ser feito a partir da determinacao da posicao do primeiro elemento do
vetor de valores singulares menor que um valor de tolerancia &. O algoritmo que faz

esse calculo é o NumsingNull.
Descrigao do algoritmo NumsingNull

A idéia deste algoritmo é vasculhar num vetor de valores singulares, onde ocorre o
salto de variacao nos elemento deste vetor, considerando que quando é feito a DVS
é verificado que os valores singulares ¢; sao nao negativos e ordenados de forma
decrescente, ou seja,

012022 .20

e n

Para realizacao deste algoritmo devem-se seguir os seguintes passos.

Algoritmo 3.7 :

Passo 1: Atribua a NumSing o nimero de valores singulares do vetor, sendo que

0 = [Ola ce 70Num5'ing]
considerando que
01 2 02 Z -+« ONumSing>

e defina tol igual o tolerdncia que serd considerada para definir se um valor singular
poderd ser nulo, NumSing) =0 e j = NumSing
Passo 2: Se 01/0NumsSing > 107, o vetor o; deverd ser normalizado. Entao, deverd

ser feita a sequinte manipulacao
O normalizado — Q/Ul,
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caso contrdrio

9 normalizado — &

Passo 3: Se 07 ,0rmatizado < tol, faca
NumSing0 = NumSing0 + 1

caso contrdrio o algoritmo estard terminado neste ponto
Passo 4: Faca j = j— 1. Se j = 0, o algoritmo deverd ser finalizado. Caso

contrdrio, volte para o Passo 3:. O

Observacao 3.3 No teste realizado, no passo 2, deve-se preocupar com a possibili-
dade ultimo valor singular ser exatamente 0, o que levard, provavelmente, & ocorrén-
cia de um erro de inconsisténcia. Portanto, quando sigmayumSing = 0,ele deve
ser alterado para um valor minimo para a mdquina onde estd sendo executado. No

caso do Matlab, rodando num Pentium IV, foi utilizado o valor 10716, O

A funcao numsingnull

A funcdo Matlab desenvolvida para realizar o algoritmo descrito nesta secdo é o
numsingnull.m (apéndice A.15). Para usa-la, o usuario entra como parametro um
vetor de valores singulares, obtidos a partir da utilizacao da funcao svd do Matlab,
e a funcao retorna o numero de valores singulares nulos deste vetor de acordo com

o algoritmo 3.7. Essa fungao tem a seguinte sintaxe:

NumSing0 = numsingnull(sing, tol),

onde sing é um vetor de valores singulares de uma matriz qualquer, tol é igual a
tolerancia que sera considerada para definir se um valor singular podera ser nulo. A

funcao retorna NumSing0 que é o nimero de valores singulares nulos.
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Exemplo 3.15 Para ilustrar o funcionamento do algoritmo, como exemplo, seja a

matriz (2.36) apresentada na se¢ao 2.10.2

10 10 10
A=l 1|, (3.50)
1 09999 1

com o sua respectivo vetor de valores singulares dado por:
oy = 174928 0.0001 O | (3.51)

Para se usar a fun¢ao numsingnull no Matlab procede-se da sequinte forma:
>> Aplinha =110 10 10; 1 1 1; 1 0.9999 1 ];

>> sigmaA = svd(Aplinha);

>> sigmaA = [17.4929;0.0001; 0];

>> numsing0 = numsingnull(sigmaA, le — 5)

ou

>> numsing0 = numsingnull(sigmaA)

Note que na ltima linha de comando, a tolerdncia utilizada serd 1072, logo a res-
posta poderd ser diferente das opgoes anteriores.
Ezecutando Passo 1 do algoritmo, obtém-se:

17.4929
oa=| 0.0001 |, tol=10"°, NumSingd =0¢e j =3
0

Antes da execucao do Passo 2 € observado que o iltimo valor da lista € 0, portanto

deve-se modificar o vetor o4 para

17.4929
oa= | 0.0001
10716
Na execucao do Passo 2 tem-se:
17.492
7a 1T 2ie310'7
O NumSing 10—

e, portanto o vetor deverd ser normalizada. Logo:

Onormalizado = U_A = [1 5.716e — 6 5.7166e — 018]
o

1
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Ezecutando o Passo 3 tem-se que O normalizado'> < tol e portanto, NumSing0 = 1.
Agora, de acordo como o Passo 4, j = 2. Voltando ao Passo 3 0pormatizade> < tol e
desta forma NumSing0 = 2. Em sequida, executando o Passo 4, j = 1, finalmente,
tem-se que Cpnormatizado'” > tol, terminando o algoritmo. Assim o nimero de de
valores singulares nulos serd armazenado em NumSing0 e, portanto NumSing0 =

2. O
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Capitulo 4

Algoritmos principais para operacoes
com matrizes polinomiais

Neste capitulo sao apresentados algoritmos para matrizes polinomiais que apresen-
tam resultados que sao importantes, tanto para a area matemética quanto para
area de controle, como por exemplo: a inversa, o posto normal de uma matriz, base
polinomial minima, identidade de Bezout etc. Na secao 4.1 sao apresentados os al-
goritmos classificados como fundamentais, que junto com os do capitulo 3, formam
a base para os futuros algoritmos. Sao eles: reducao por coluna, conversao de uma
realizacao em espaco de estados em uma DFM, base polinomial minima e posto
normal de uma matriz polinomial. Na secao 4.2 sao apresentados os algoritmos
principais, que fazem uso desta base criada. Sao eles: inversa de uma matriz poli-
nomial, determinante de uma matriz polinomial, descri¢cao por funcao de matrizes a
direita e a esquerda, maximo divisor comum de uma matriz polinomial e identidade

de Bezout.

4.1 Algoritmos Fundamentais

Os algoritmos apresentados nessa se¢ao servirao de base para os propostos na se-
¢ao 4.2 e poderao, também, servir de suporte para futuros desenvolvimentos nas

aplicagoes de matrizes polinomiais.

61



4.1.1 Reducao por coluna

A redugao por coluna (ou equivalentemente, redugao por linha) de uma matriz
polinomial é, em geral, um passo preliminar, antes da utilizagao de algoritmos mais
complexos para matrizes polinomiais. Como exemplo, podem ser citados varios
artigos que tratam da inversdo de matrizes polinomiais (Zhang 1987, Inouye 1979),
onde supoe-se que a matriz a ser invertida devera ser reduzida por coluna. A reducao
por coluna de matrizes polinomiais pode ser feita de diversas maneiras (Wolovich
1974, Kailath 1980, Neven e Praagman 1993). Os métodos disponiveis na literatura
sao, geralmente, baseados em operacoes elementares sobre as colunas, que tendem
a ser numericamente instaveis. Neste trabalho ¢ apresentado um algoritmo que
foi proposto por Basilio (2002), baseado na decomposi¢io por valores singulares,
sendo uma modificacdo de um outro algoritmo proposto anteriormente (Basilio e
Kouvaritakis 1997) que foi utilizado para encontrar as matrizes polinomiais de uma

DEFM coprima a direita de uma dada matriz de transferéncia.
Descricao do algoritmo para reducao por coluna

Seja M(s) € RP*P[s] ndo-reduzida por coluna. A idéia do algoritmo de redugao por
coluna é, a cada iteragao, pos-multiplicar M(s) por matrizes unimodulares, com o
objetivo de reordenar (em ordem decrescente) os graus das colunas e, em seguida,
p6s multiplicar a matriz resultante por outras matrizes unimodulares com vistas a
reduzir os graus das colunas.

O algoritmo a seguir fornece, ndo s6 a matriz reduzida por coluna M (s), que é

equivalente a M (s), como também a matriz unimodular U(s) que realiza a redugao

de M(s).

Algoritmo 4.1 :

Passo 1: Defina as matrizes
M(s) = M(s) e U(s) = 1.

Passo 2: Encontre uma matriz elementar E tal que

~

M(s) = M(s)E
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e a M(s) tenha os graus das colunas ordenados de forma decrescente, ou seja:
>y > ... 2> D

A matriz E € obtida permutando-se apropriadamente as colunas da matriz

identidade de ordem p. Calcule

U(s)=U(s)E
Passo 3:Escreva o M(s) como:
M(s) = Mp.S(s) + M W(s), (4.1)

onde S(s) e U(s) sio matrizes polinomiais definidas de acordo com a (2.23).

Passo 4:Realize a DVS de th e escreva

~

M, = X2V*

Seja q o nimero de wvalores singulares nulos de My.. Se q = 0, entao My. € nao

singular e, portanto:

—_ ~

M(s) = M(s),U(s) = U(s)
e o algoritmo chega ao fim. Caso contrdrio, retire as colunas
Op-gqijni=1,...,qdeY
associados aos q valores singulares nulos e forme o conjunto
Y= {?)p—q—kjaj = 1"“»9’}

Passo 5: Seja k; a posicao do primeiro elemento nao-nulo de 9,411 € note que,

pela forma como a DVS € realizada,
Rjt+1 2 KRj.

Forme o conjunto

7 = {yhy% e ayq}a
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tomando apenas 0s elementos de 4 com posicoes distintas do primeiro elemento nao-
nulo. Defina a posigao do primeiro elemento nao-nulo de y; como K;.

Passo 6: Forme uma matriz unimodular U(s) substituindo-se as colunas Kj,j =
1,...,p, da matriz identidade de ordem q pelos vetores polinomiais u; cujos elemen-

tos uy j(s),k =1,...,p sao dados por:
_ 0, k <R;
wi)={ ;S g

Passo 7: Calcule

e volte ao Passo 2. O

Note que esse algoritmo s6 seré finalizado quando a matriz M(s) for reduzida por

coluna.
A funcao reducol

A funcao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao
¢ a reducol.m (apéndice A.16). Para usi-la, o usudrio deve fornecer a matriz co-
eficiente associada a uma matriz polinomial M(s) e o nimero de colunas (caso a
matriz nao seja quadrada). A funcao retorna a matriz coeficiente de uma matriz
M ((s) reduzida por coluna, equivalente & matriz M(s), e a matriz unimodular U(s)

que realizou a redugao de M (s). Essa func¢ao tem a seguinte sintaxe:

[Mbarra,U] = reducol(M,m),

onde M é a matriz coeficiente associada a uma matriz polinomial M (s), m nimero
de colunas de M (s), Mbarra é a matriz coeficiente da matriz reduzida por coluna
equivalente a M (s) e U é a matriz coeficiente da matriz unimodular U(s) que realiza

a reducao de M(s).
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Exemplo 4.1 Para mostrar o funcionamento do algoritmo, seja a matriz polino-

mial
s 4+s54+7 5s2—3s+1 2st+s5+1
M(s) = 1 -2 2s+1 , (4.2)
s34+ 542 552 25t 4+ 253 +3

com matriz coeficiente dada por

002[100[050[1 -3 1|7 11
M=1]000[000/000/0 021 -21]. (4.3)
002(102/050[1 002 03

Para utilizar a funcao reducol no Matlab, procede-se da sequinte forma:

>M=0021000501-317 1 1
0000000000 021 -2 1
0021020501 002 0 3

>> [Mbarra,U] = reducol(M, 3);
ou

>> [Mbarra,U] = reducol(M);

Analisando a matriz (4.3) pode ser verificado que

1 5 2
Mp.=10 0 0
1 5 2

é singular e, portanto, M(s) € nao-reduzida por coluna. Logo deverd ser ulilizado
0 algoritmo 4.1 para obter a matriz M(s), reduzida por coluna, e também a matriz

U(s), tais que

Seguindo o Passo 1 serd definido

1
M(s) = M(s) e U(s) = 8

O = O
_ o O

De acordo com o Passo 2 serao obtidas as matrizes E e M(s) objetivando colocar
as colunas de M(s) de forma decrescente. Note que os graus das colunas de M(s)

sao 3,2,4 portanto,

s

I
_ o O
O O =
o = O



Sequindo, agora, o Passo 3, obtém-se

20001000511 -317 1
M=|00000000020 011 —2
20021000501 032 0
(4
215
Mye=10 00
215

Note que os graus das colunas de M(s) $G0 tguais a 4, 3 e 2.
Pode-se ver claramente que M. tem posto iqual a 1. Desta forma, de acordo com o

Passo 4, realizando-se a DVS de My, obtém-se:

—0.7071 0 —0.7071 7.7460 0 0
X = 0 1.0000 01|,"= 000
—0.7071 0 0.7071 00 0
€
—0.3651  0.9309 0
Y =| —0.1826 —0.0716 —0.9806 |,

—0.9129 —-0.3581  0.1961

e retirando-se as colunas de Y correspondentes aos dois wvalores singulares nulos,

forma-se o sequinte

0.9309 0
A= —0.0716 |, | —0.9806
—0.3581 0.1961

Pode-se, entao, de acordo com o Passo 5 do algoritmo 4.1 obter a sequinte matriz:

0.9309 0
F=[, T = | —0.0716 —0.9806 |,
—0.3581  0.1961

de onde se pode ver que K1 =1 e Ry = 2
Assim € possivel construir, de acordo com o Passo 6, a matriz a U(s) direta-

mente,que serd, dada por:

B 0.9309 0 0
U(s)= | —0.0716s —0.9806 0
—0.3581s%  0.1961s 1

Pelo Passo 7 do algoritmo deve-se, entdo, calcular M(s) e U(s), que serdo dados

por
B 1.0742 0 0 —0.4297 —0.5883 5.0000
M(s) = 000]|s+]| 07161 0 0 | s*+
1.8619 0 0 —0.0716 0 5.0000
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0.4297 —0.7845 —3.0000 0.9309 —6.8641  1.0000

1.7903  —0.3922 0 | s+ | 09309 —0.9806 —2.0000
~0.1432  —0.9806 0 2.7928 —1.9612 0
€
B 00 0 —0.0716 0 0
Us)=TU(s)E=| —0.3581 0 0 | s>+ 0 0.1961 0 | s+
00 0 0 0 0
0 —0.9806 0
0 0 1.0000
0.9309 0 0

Observando a matriz M(s), verifica-se, ainda, que € uma matriz nao-reduzida por
coluna. Portanto, deve-se retornar ao Passo 2 do algoritmo 4.1 e encontrar a nova

matriz E. E fdcil observar que:

1
E=10
0

O = O
_ o O

jd que os graus das colunas de M(s) estdo em ordem decrescente. Logo,

M(s) = M(s) e U(s) = U(s).
Assim como na iteracao anterior, no Passo 8 é necessdrio escrever explicitamente a
matriz My, e matriz S(s) dos graus das colunas de M(s), quais sejam: serio dados

por:
1.0742 —0.5883 5.0000
M, = 0 0 0
1.8619 0 5.0000

S(s) = diag{s®, s*, s*}.

Continuando o algoritmo, deve-se, no Passo 4, calcular a DVS de M;w, que serd

dada por:
) —0.6941 —0.7199 0 R 7.3825 0 0
X = 0 0 1.0000 | ,X¥ = 0 0.6822 0
—0.7199  0.6941 0 0 0 0

R —0.2825 0.7609 —0.5841
Y= 00553 0.6208 0.7820 |,
—0.9577 —0.1886 0.2175
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de onde se pode verificar que existe um valor singular nulo. Conseqiientemente %y

serd formado por um tnico vetor, isto é:

—0.5841
0.7820
0.2175

2>
I

o que implica que
—0.5841 0 0
U=| 0780 1 0
0.2175 0 1

Conseqiientemente, as novas matrizes M(s) e U(s) serdo dadas por:

B —1.0150 —0.5883 5.0000 —5.4012 —0.7845 —3.0000
M(s) = | —0.7250 0 0 |s*+ | —2.2475 —0.3922 0| s+
—0.7250 0 5.0000 —1.4500 —0.9806 0
—0.5437 —6.8641  1.0000
—0.5437 —0.9806 —2.0000 (4.4)
—~1.6312 —1.9612 0
e
o 000 —0.7250 0 0
U(s)=U(s)U(s)) = | 0.3625 0 0 |s*+ | 0.2175 0.1961 0 | s+
000 0 0 0
0 —0.9806 0
0 0 1.0000 | . (4.5)
—0.5437 0 0

E facil verificar que M ((s) ¢ reduzida por coluna, o que permite terminar o algoritmo.

O

4.1.2 Obtengao da funcao de transferéncia de um sistema a
partir de sua realizacao em espaco de estados.

O objetivo desta secdo é apresentar um algoritmo para obter a matriz N(s) €
RP*™[s] e um polindmio d(s) da fungdo de transferéncia

N{(s)
d(s)

conhecendo-se uma realizagao em espaco de estados(A, B, C, D) para esse sistema.

H(s) =

Este algoritmo foi inspirado nas formulas dadas, resumidamente, em Kailath (1980,
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péaginas 656-657) que sdo conhecidas como formulas deLeverrier-Souriau- Faddeeva-

Frame . Basicamente o objetivo do algoritmo é calcular

H(s)=C(sI —A) 'B+D (4.6)
com H(s) € RP*™(s).
Descricao do algoritmo

Note que, a equagao (4.6)requer o célculo de (sI — A)™', que pode ser obtida usando

a relacao:
_ Adj(sl — A)
 det(sI — A)°

Desta forma, o algoritmo a ser adotado fara duas operacoes principais: o calculo do

(sI — A)™*

determinante e o calculo da adjunta da matriz (s/ — A). De acordo com o algoritmo

de Leverrier, tem-se:

a(s) 2 det(sI — A) = s" + a15" ' + a8 2+ ...+ ap 15+ an

e
S(s) = Adj(sI — A) = Sy 14+ Sos" 2+ ...+ S, 18"+ Sy,

onde )

a] = —tT’(A) Sl =1

[ _%tT(SQA> SQ = SlA + CL1[

.Clg = —%tT<S3A> ;:5’3 = SQA + CLQI (47)

Ap—1 = —ﬁt’f’(sn_lA> Sn = Sn—lA + CLn_lf

| an = —%t?“(SnA)

Assim sendo, os coeficientes a;,7 = 1,...,n e as matrizes de coeficientes S;,7 =
1,...,n, poderao ser calculados recursivamente de acordo com a equacao 4.7.

Observacao 4.1 Pode-se observar que a matriz coeficiente da adjunta de (sI — A)
serd dada por

S=[S; Sy ... S

e a matriz de coeficientes do determinante serd dada por:

[1 ap ag ... an]
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Apos o célculo da inversa, N(s) podera ser calculada facilmente, sendo dada por:
N(s) =CS(s)B+d(s)D.

Algoritmo 4.2 Seja (A, B,C, D) uma realizagio em espago de estados onde A €
R™" B e R™™ (C e RP™ e D € RP*™,

Passo 1: Faca S;=0,a;,=1,d=1, S=][];

Passo 2: Para i variando de 1 a n, faca S; = S;A + A, a; = —1/i[tr(S;A)],
d=1[d a], S=1[S Si|, fim;

Passo 3: Utilizando o algoritmo Convmat, calcule:
Ni(s) = CAdj(s] — A)B e Ny = d(s)D;
Passo 4: Utilizando o algoritmo Matsum, calcule

N(s) = Ni(s) + Na(s).

A funcao Ss2tflev

A funcao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao é
a ss2tflev.m (apéndice A.17). Para usé-la, o usuario deve fornecer as matrizes da
representacao em espaco de estados (A, B,C, D) e a funcao retorna a matriz coefi-
ciente N associada & matriz N(s) e o vetor de coeficientes d associado ao polinémio
d(s), que representam a fungdo racional: H(s) = N(s)/d(s) . Essa funcao tem a

seguinte sintaxe:

[N,d] = ss2tflev(A, B,C, D),

onde (A, B,C, D) sao as matrizes da representacdo em espago de estados, N é a
matriz coeficiente associada & matriz N(s) e d é o vetor de coeficientes associado ao

polinomio d(s).
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Exemplo 4.2 Sejam as sequintes matrizes de uma realizacdo em espaco de estados

de um sistema.

[ —3.1000 —0.7500 —0.5410 —1.3525 0.0000 —2.7586 ]
1.0000 0 0 0 0 0
A _ | —51878 22181 0.6000 -T.6667 —5.0990 3.0594
0 0 1.0000 0 0 0
—0.1595 02175  0.1177  0.1961 0 —0.4000
0 0 0 0 1.0000 0
[ 0.0000 —1.3793 —0.0000 ]
0 0 0
010000
B | 16997 0.6799 16997 | L _ | 00 01 0 o
0 0 0 000001
0 —0.2000 0.2000
0 0 0 |

e a matriz D serd um bloco de zeros 3 X 3.

Para utilizar a funcao ss2tflev no Matlab, procede-se da sequinte forma:

>> A =[-3.1000 —0.7500 —0.5410 —1.3525  0.0000 —2.7586;
1.0000 0 0 0 0 0;
—5.1878  2.2181  0.6000 —7.6667 —5.0990  3.0594;
0 0  1.0000 0 0 0;
—0.1595  0.2175  0.1177  0.1961 0 —0.4000;
0 0 0 0  1.0000 0l;
>> B =[0.0000 —1.3793 —0.0000;
0 0 0;
—1.6997  0.6799  1.6997;
0 0 0;
0 —0.2000  0.2000;
0 0 0l;
>>C=010000000100 00000 1]

>>D=[0 00000, 00 0
>> [N, d] = ss2tflev(A, B,C, D);

Ezxecutando o Passo 1 do algoritmo tem-se com atribuicoes iniciais: S; =0, a; = 1,

d=1,5=1],
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na primeira iteracao do Passo 2 obtém-se

ja; =25 d=1[1 25];5=25;

S OO OO
oo oo~ O
SO o= OO
SO o= OO O
SO = O O OO
_ o O O o o

e novamente executando o Passo 2:

[ —0.6000 —0.7500 —0.5410 —1.3525 0.0000 —2.7586 ]
1.0000  2.5000 0 0 0 0
i_o g _ | —H1878 22181 31000 —7.6667 —5.0990 3.0594 |
i 0 0 1.0000  2.5000 0 0 ’
—0.1595 0.2175  0.1177  0.1961  2.5000 —0.4000
0 0 0 0 1.0000  2.5000 |
a; =4.75;d =[1 2.5 4.75];
10 0 0 0 0 —0.6000 —0.7500
01 000 0 1.0000 25000
001000 —51878 22181
S_[Ssi]_OO()lOO 0 0
000010 —0.159 0.2175
000001 0 0
—0.5410 —1.3525 0.0000 —2.7586 ]
0 0 0 0
3.1000 —7.6667 —5.0990 3.0594
1.0000  2.5000 0 0
0.1177  0.1961  2.5000 —0.4000
0 0 1.0000  2.5000 |

Ezecutando Passo 2 sucessivamente até que © seja iqual a n = 6 e logo em sequida

na execucao dos passo 3 e 4 serd obtido o sequinte resultado final

n(s)
H(s) = —%
(s) a0s)
onde
0.0000 —1.3793 —0.0000 0.9195 0.4598 —0.9195
n(s) = | —1.6997 0.6799 1.6997 s*+ | —5.2690 10.2830  4.2492 3+
0 —0.2000 0.2000 —0.2000 —0.2000 0.7000
2.2989 —12.8736 —2.2989 0.9195 —2.2989 0.4598
—1.9546 —0.8498 —0.5949 | s>+ | —1.3597 1.6147 5.3540 | s+
—1.1000  0.1000 1.8500 —1.3500 —0.0500 4.8500
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1.8391  0.9195 —6.8966
—1.5297 —0.7649 0.7649
0.2500 —4.7500 1.5000

d(s) = 8% 4+ 2.55° +4.75s* + 21s% + 11.55* — 25 + 9.75

4.1.3 Posto normal de uma matriz polinomial

O conhecimento do posto normal de uma matriz, geralmente, é um passo preliminar
para o calculo da base polinomial minima do espaco nulo de uma matriz polinomial
(Basilio e Moreira 2004, Zuniga e Henrion 2005), conforme observado na segao 4.1.4.
Nesta secao sera apresentado um algoritmo baseado em DVS para o calculo do posto

normal de matrizes polinomiais que foi desenvolvido por Moreira e Basilio (2004).
Descricao do algoritmo

Suponha que m > p, por simplicidade, e que A(s) possui a seguinte forma de Smith:

ei(s) 0 0 0 0
0 e&(s) ... 0 0 ...0

2“‘(8) - : : : : : : (4'8)
0 0 em(s) 0 0 0

onde

ex(s)=0parak=m—v+1,...,m.

Entdo o = p— v é o posto normal de A(s), e m —p+ v é a dimensao do espago nulo
a direita para todo s.

Uma maneira simples para o calculo do posto normal pode ser desenvolvida
a partir da equagdo (4.8) notando que a matriz A(s) somente perde posto, além
da normal, para um ndamero finito de valores de s, que sao os zeros dos polindmios
invariantes €;(s),7 = 1,...,a. Além disso, como ¢;(s) divide €;,1(s), entdo o nimero
de valores de s, € C que tornam p[A(sg)] < a é determinado pelo grau de €,(s).
Portanto, para saber qual é o posto normal de A(s) basta verificar o posto de A(s)

para k valores distintos de s = s, onde k é maior ou igual que o grau de €,(s) e
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obter « fazendo:

a = max{p[A(sk)]},

Sk
onde p(.) denota o posto de uma matriz complexa.
Uma estimativa do ntmero de freqiiéncias que precisam ser utilizadas para
a verificagdo do posto normal de A(s) pode ser obtida a partir da definicio de
polinémios invariantes. Seja A;(s) o maximo divisor comum de todos os menores
i x i de A(s). Entdo os polindmios invariantes ¢;(s) sdo obtidos fazendo-se
€(s) = AZ—<S)
A 1(s)
Portanto, ¢ facil verificar que o somatorio dos graus dos polinémios invariantes é

igual ao grau de A,(s), isto &,

> gr(es) = gr(Aa)

e, portanto,
gr(€a) < gr(Aq).

Um limite superior para o grau de A,(s) pode ser obtido supondo a@ = p e
lembrando que o méaximo divisor comum de todos os menores p X p de A(s) nao
excede o menor somatorio dos graus de p colunas de A(s). Desta forma, os seguinte

passos podem ser utilizados para calcular o posto normal de uma matriz polinomial.

Algoritmo 4.3 :

Passo 1: Verifique a quantidade de linhas e colunas da matriz, caso o nimero de
linhas for maior que o numero de colunas faca a transposicao da matriz de entrada;
Passo 2: Calcule os graus da colunas da matriz polinomial. Em sequida forme um
vetor GrauOrd em que os elementos sao os graus da matriz polinomial ordenados
de forma crescente.

Passo 3: Selecione os m primeiros elementos de GrauOrd e faca | igual a soma-
torio deles.

Passo 4: Atribua valores reais ou complexos a sp, k = 1,...,1+ 1, de forma que

todos os sy, sejam distintos. Para cada sy substitua este valor em A(sy) utilizando o
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algoritmo Polymatval descrito na secao 3.1.8 e faca a DVS. Em sequida, obtenha o
posto p|A(sk)] a partir dos valores singulares nulos de A(sy) utilizando o algoritmo

NumSingNull.

Passo 5: O posto normal o serd dado por:

o = max{p[A(se)]}

O

Observacao 4.2 O algoritmo poderd ser terminado antes que todos os valores de

s, tenham sido verificados se, para algum s, p|A(sx)] = min(p, m). O
A funcao polymatposto

A funcao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao
é a polymatposto.m (apéndice A.19) . Para usé-la, o usuario deve fornecer a ma-
triz de coeficientes associada a uma matriz polinomial A(s), a tolerancia no qual o
algoritmo considerara a perda de posto de uma matriz (caso nao seja fornecida, a
tolerancia adotada serd 107%) e o ntimero de colunas (caso a matriz nao seja qua-
drada). A funcdo retorna o posto da matriz A(s) . Essa funcdo tem a seguinte

sintaxe:

rA = polymatposto(A,tol, ncol),

onde A é a matriz coeficiente associada a uma matriz polinomial A(s), tol tolerancia
no qual o algoritmo considerard a perda de posto de uma matriz, ncol nimero de

colunas de A(s) e rank é posto normal da matriz polinomial A(s) .

Exemplo 4.3 Como exemplo de aplicacao serd utilizado o sequinte exemplo, seja a

matriz polinomial:

3+ +554+3 —s2—3s+1 2s*+s3+25+1 |
A(s) = -3 —2 s2+5s+1 7
—6 —4 2% (s°+5s+1) |

cuja matriz de coeficientes € dada por:

060o021011-105 -3 2 3 1 1
A=10000O0OO0OO0O O 10 O 5 =3 —-21
0000000 O0O 20 0 10 -6 —4 2



Conforme observado anteriormente a sequnda e a terceira linhas sdo linear-
mente dependentes; logo deverd ser encontrado posto mormal igual a dois. Entao,
para se calcular o posto normal de uma matriz polinomial no Matlab, usando o al-

goritmo Polymatposto, procede-se da segquinte forma:
>A=0021011-105-3 2 3 1 1,
0000000 O1O0 0O 5 -3 =2 1
0000O0OO0OO 020 0110 -6 —4 2
>>rA = polymatposto(A, le — 8, 3);

ou
>>rA = polymatposto(A, le — 8);
ou

>>rA = polymatposto(A);

Na ezxecucao do Passo 1 € observado que o niumero de linhas e colunas é igual
e, desta forma, nao existe a necessidade de se fazer a transposicao da matriz. No
Passo 2 serao calculados os graus das colunas através do algoritmo Coldeg visto na

secao 3.1.9, obtendo-se:
Graus das colunas de A(s) = [3 2 4],

logo
GrauOrd =2 3 4].

De acordo com o Passo 3, como o niumero de linhas m € igual a trés, o somatorios

dos graus serd igual a nove. Assim para a execucao do Passo 4, tem-se:
k=1,....94+1,=k=1,...,10,

1sto €, devem ser escolhidos 10 valores numéricos, aleatoriamente, para serem subs-
tituido na varidvel s da matriz através do algoritmo polymatval e verificado o posto
da matriz através do numero de wvalores singulares nulos utilizando o algoritmo
Numsingnull. E verificado, depois das substituicoes, que o posto de todas as matri-
zes gerada € igual a dois e, portanto, o posto da matriz deste exemplo é dois, como

ja sabido inicialmente. O
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4.1.4 Base polinomial minima

Nesta secao serd apresentado um algoritmo para calcular uma base polinomial mi-
nima para o espaco nulo de matrizes polinomiais, conforme descrito teoricamente
na secao 2.8. Este algoritmo tem a vantagem de trabalhar com DVS e matrizes de
Sylvester associada a matriz polinomial correspondente.

Calcular o espago nulo de uma matriz polinomial tem vérias aplicagoes em con-
trole, um delas foi explorada em Neven e Praagman (1993) para resolver o problema
da reducao por coluna em uma matriz polinomial, que é freqiientemente necessaria
num projeto de sistemas de controle. Em Zuniga e Henrion (2005) foi apresentado
uma maneira sistematica de como se obter a funcao de transferéncia de um sistema
linear computando a o espaco nulo de uma matriz polinomial, onde é dado um exem-
plo de um sistema de segunda ordem massa-mola; este mesmo exemplo ¢ mais bem
descrito em Zufiga e Henrion (2004). Também em Basilio e Kouvaritakis (1997) e
Basilio e Moreira (2004) sdo apresentados algoritmos para o célculo do espago nulo
para se obter uma DFM coprima & direita para uma G(s) € RP*™(s). Nesse traba-
lho o algoritmo adotado para o calculo de bases polinomiais minimas para o espaco

nulo de uma matriz polinomial sera aquele proposto em Basilio e Moreira (2004).
Descricao do algoritmo

O teorema 2.1 sugere a seguinte maneira para computar base polinomial minima do

espaco nulo a direita.

Algoritmo 4.4 Suponha que A(s) € RP*™[s] e que o espaco nulo de A(s) tenha
dimensao «o:
Passo 1: Ache um vetor polinomial L(s) nao-nulo, de menor grau possivel vy, tal

que
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com o menor grau possivel vy > 11 entre todos os vetores linearmente independentes
de f ().
Passo 3: Continue calculando os wvetores até que se tenha obtido os o wetores

polinomiais com graus

<< ... <,

O

Quando a dimensao do espago nulo a direita é conhecido, ou porque o problema a ser
considerado possui esta informagao ou porque de alguma forma ele foi calculado, por
exemplo, através do célculo do seu posto normal (Moreira 2001), entdo o problema
de se computar o espago nulo de uma matriz polinomial A(s) qualquer passa a ser
um problema de se calcular o espaco nulo de uma matriz de coeficientes reais. Para

tanto escreva a matriz A(s) e o vetor f;(s) como:

A(s) = Ags? + Ays@™V 4o Ay A ERPM =0, 6 (4.9)

fi(s)=f 8"+ f s+ +fo o f €ERY =0, 0 (4.10)

)

Utilizando o conceito de matrizes de convolucao, dado na secao 2.2, pode-se definir:

i Ay 0 --- 0
A Ay e 0
Cyi (A) == A¢ A(bfl . AO (411)
0 A¢> . .
L Ay
i 0 o --- Ad> |
I//L'—‘rl‘glOCOS
e
Lo
, /.
fO=1 7 (4.12)

onde Cy,(A) € Re@tvitxmitl) o () ¢ Rn@itl) Togo existe a seguinte equivalén-
cia:

As)f,(5) =0 4= G, (A) [V =0

-1
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Baseado na nesta anélise, pode-se enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.1 Uma condicao necessdria para um vetor polinomial L,(s) de grau v;
ser um elemento de uma base polinomial minima para o espaco nulo a direita de
A(s) € que C,,(A) perca posto e o vetor i(i) formado empilhando-se os vetores dos
coeficientes de L(s), dado na equagao (4.12), pertenca ao espago nulo & direita de
C,,(A) da equagao (4.11). O
Os teoremas 2.1 e 4.1 juntos podem ser usados para criar um algoritmo robusto
para a computacao de uma base polinomial minima para o espaco nulo a direita de
uma matriz polinomial, se ela existir. De acordo com os teoremas, a procura por
um vetor polinomial da base polinomial minima pode ser feita a partir da DVS de
C,,(A), ou seja,
C,.(A)=U,%,V!.

vi Vo,
O conjunto dos vetores que podem ser candidatos a base polinomial minima do
espaco nulo a direita de A(s) sera formados pelas colunas de V,, associadas aos
valores singulares nulos da matriz C,,(A) dada na equagao (4.11) e pelas colunas
correspondentes ao excesso de colunas em relacdo as linhas, isto é, se C,,(A) tem
mais colunas do que linhas.

Assim uma matriz

nas quais as colunas formam uma base polinomial minima para o espaco nulo a

direita de A(s), pode ser obtida executando-se os seguintes passos.

Algoritmo 4.5 :

Passo 1: Calcule o posto normal p da matriz A(s), utilizando o algoritmo da se¢do
4.1.3, e calcule o espago nulo a direita de A(s), fazendo « = m —p+ p

Passo 2: Fagai=1 e graulf (s)]=v; =0

Passo 3: Forme a matriz C,,(A) de acordo com a equagao (4.11), utilizando o

algoritmo dado na secao 3.1.5

Passo 4 Obtenha a DVS de
C,.(A)=U,%,V!. (4.13)

Vi Vy;
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Passo 5Atribua a n,, a dimensio do espaco nulo de C,,(A), no qual é dado pela
nidmero de valores singulares nulos dada na equagao (4.13) mais o nimero de colunas
em exrcesso.

Passo 6 Sen,, =0, faca v; = v; + 1 e volte para o Passo 5.

Se n,, > 0, entao haverd até n,, vetores de grau v; que podem ser inseridos na
base polinomial minima. Estes vetores serao formados pelas n,, colunas da matriz
V.. Quando n,, > 0 et = 0, um velor i(i) serd usado para formar um wvetor
polinomial da base se pelo menos um dos seus primeiros m elementos nao for nulo.
Quando n,, >0 et # 0, i(i) serd inserido na matriz F(s) se a matriz Fp. associada,
formada pelos m primeiros coeficientes dos elementos de L@, k=1,...,1 tiwer posto
completo.

Repita este passo até que:
e todos os vetores formados de V,, tenham sido verificados ou
e a base tenha sido completada.

Faca i = 1+ 1, a cada vez que um vetor polinomial é somado & base polinomial
minima.

Passo 7: Sei < a entao facar =1+ 1 ev; =v; + 1 e volte para o Passo 3:. O
A funcao polybases

A funcao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao é
a polybases.m (apéndice A.18) . Para usé-la, o usuario deve fornecer a matriz de
coeficientes associada a uma matriz polinomial A(s), o posto normal desta matriz
e o nimero de colunas (caso a matriz ndo seja quadrada). A funcdo retorna uma
matriz coeficientes F' associada & matriz polinomial F'(s) que é uma base polinomial

minima para o espago nulo a direita de A(s) . Essa fun¢ao tem a seguinte sintaxe:

[F] = polybases(A, 1A, ncol),

onde F' é a matriz coeficiente associada a uma matriz polinomial F'(s), ncol é nimero

de colunas de A(s) e A & o posto normal de A(s).
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Exemplo 4.4 Neste exemplo serd mostrada a execucao, passo a passo, do algo-

ritmo. Seja a matriz polinomial:

P4+ s2+55+3 —s2—3s+1 2s*+s2+25s+1 1
A(s) = -3 —2 s +5s+1 :
—6 —4 2(s* +5s+1)

que possui a sequinte matriz coeficiente:

0021011 -1025-32 3 1 1]
A=1000000O0 O 10 0 5 =3 —21].
0000000 0 20 0 10 —6 —4 2

Pode ser observado claramente que a sequnda e a terceira linhas sao linearmente
dependentes. O que permite concluir que o posto normal de A(s) serd igual a 2 (na
secao 4.1.3 serd apresentado um algoritmo para o cdlculo do posto normal de uma
matriz polinomial). Assim, para se calcular uma base polinomial minima para o
espago nulo o direita de A(s) no Matlab, usando o algoritmo Polybases, procede-se

da sequinte forma:

ou

>> [ = polybases(A,2);

Na execucao do Passo 1 do algoritmo, como o o posto da matriz A(s) € dois
entdo a dimensao do espag¢o nulo a direita de A(s) serd um. Para este exemplo
tem-se que para as matrizes C,, (A),v; = 0,1,...,4, terao n,, = 0, isto é, C,,(A)
tem posto cheio e, portanto, nao haverd vetores a direita tais que C’Vi(A)i(i) = 0.

Para v =5,n,, =1 uma vez que os valores singulares de C,,(A) sdo
Y, = [17.3215,16.0847,14.5737,12.9081, 11.5063, 10.9440, 10.3592, 9.0833, . . .

7.7532,5.9452,5.1358,4.6514, 3.8374, 1.4487, 1.3466, 0.3780, 0.0267, 0.0000].

Logo executando o Passo 6:, tem-se que o vetor i(l) serd formado pela coluna dezoito

de V,, , sendo dado por:
I = [=0.0000, 0.0196, —0.0000, —0.0587, 0.2350, 0.0000, 0.1175, 0.2741, . ..
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0.0392,0.2937,0.5679,0.0979, —0.1175, 0.5091, 0.3720, —0.0587,0.1175, 0.0587].

Entao a matriz coeficiente F' da matriz polinomial F(s) serd

—0.0000 —0.0587 0.1175 0.2937 —0.1175 —0.0587
F = 0.0196  0.2350 0.2741 0.5679  0.5091  0.1175
—0.0000  0.0000 0.0392 0.0979  0.3720  0.0587

Y

e, portanto,

—0.0587s* + 0.1175s% + 0.2937s% — 0.1175s — 0.0587
F(s) = | 0.0196s° + 0.2350s* + 0.2741s + 0.5679s? + 0.5091s + 0.1175
0.0392s% + 0.0979s? 4 0.3720s + 0.0587

O

Exemplo 4.5 Considere , agora, uma interconexdo massa-mola visto em Zuniga
e Henrion (2005) que foi teoricamente descrito em Zuniga e Henrion (2004). Foi
aplicado o algoritmo para achar a matriz da funcao de transferéncia da forca agindo
sobre a primeira massa para a posi¢ao da ultima massa. Resumidamente, este pro-
blema pode ser descrito por um sistema SISO modelado por uma equacao diferencial

de sequnda ordem, dada por:

d2
Mﬁx—k[{x:Bu (4.14)

e cuja saida €

y=Cx

A equagao (4.14) pode ser escrita da sequinte forma
D(s)x = Bu, onde D(s) = Ms* + K

Assim, a funcao de transferéncia do sistema € dada por

G(s) = CD™\(s)B = c];f((j)) - %,
€ seque que
D7 '(s)B = %, D(s)N(s) = Bd(s).

E € possivel obter a funcao de transferéncia do sistema achando o espago nulo da
relacao

[D(s) —B][x x ... n(s) ds)]"=0 (4.15)
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Suponha agora que

1+s2 -1 0 1
D(s) = -1 2+s -1 eB=10
0 -1 2442 0

logo, o objetivo € achar uma base polinomial minima para o espaco nulo & direita de

1+ —1 0 —1
A(s)=1[D(s) —B]= -1 2+s -1 0
0 -1 2+ 0

Claramente, pode ser observado que a matriz A(s) tem posto igual ao da matriz
D(s) e, portanto, igual a trés. Conseqientemente, a matriz F(s) serd composta de
apenas um vetor. FEntao, aplicando o algoritmo, € obtido o sequinte resultado para
F:

0 —0.0000 0.1026  0.0000 0.4104 0.0000 0.3078
0.0000 —0.0000 0.0000  0.0000 0.1026 0.0000 0.2052
0.0000 —0.0000 —0.0000 —0.0000 0.0000 0.0000 0.1026
0.1026  0.0000  0.5130  0.0000 0.6156 0.0000 0.1026

F =

com F(s) igual a

0.1026s* + 0.4104s% + 0.3078
0.10265s% + 0.2052
F(s) = 01096 : (4.16)

0.10265° + 0.5130s* + 0.6156s* 4 0.1026

Conseqiientemente, a funcao de transferéncia do sistema massa-mola serd

_ n(s) 0.1026

O

Exemplo 4.6 Considere um sistema linear multivaridvel representado por uma DFM

a esquerda, nao necessariamente coprima,

H(s) = M~Y(s)N(s).

E possivel mostrar (Basilio e Moreira 2004), que uma DFM coprima & direita pode

ser obtida via cdlculo do espaco nulo, descrito por

—N(s) (s) [ M(s) } 0.



De forma andloga, € possivel também, a partir de uma DFM & direita calcular uma
DFM coprima a esquerda através da sequinte relacao:

N7 a7 ) | <o

4.2 Algoritmos Principais
Nesta segao serao descritos os algoritmos que inspiraram este trabalho.

4.2.1 Inversa de matriz polinomial

Entre os topicos relativos a matrizes polinomiais, o calculo da inversa tem tido
grande interesse recentemente (Inouye 1979, Buslowicz 1980, Zhang 1987). Inouye
(1979) propoe um algoritmo com a restri¢do da matriz a ser invertida ser propria por
coluna !. Esta restrigao foi removida por Buslowicz (1980), porém sem garantir que
a matriz do numerador da inversa seja irredutivel e que o polinémio do denominador
da matriz inversa seja minimo. Este problema foi solucionado por Zhang (1987), mas
apenas para matrizes polinomiais reduzidas por coluna. Todos este algoritmos tém,
em comum, o fato de se basearem um formulas recursivas, que sao mais eficientes
para matrizes de baixa ordem.

Nesta secao seréd utilizado um algoritmo que foi inicialmente proposto Basilio
(2002), que também requer que a matriz a ser invertida seja reduzida por coluna.
Ele utiliza como base realizacoes em espaco de estados.

Contudo é possivel, caso a matriz nao seja reduzida por coluna, utilizar o

algoritmo que foi apresentado na secao 4.1.1 para reducao por coluna.
Descricao do algoritmo

Para uma matriz M (s) € R™*™[s], o problema de se calcular a inversa desta matriz

pode ser descrito da seguinte maneira: encontrar uma matriz H(s) € R™*™(s) tal

!'Uma matriz é dita ser propria por coluna se a matriz coeficiente da poténcia de s de maior
grau tiver posto cheio
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que

H(s)M(s) = I,
onde I,,, denota a matriz identidade de ordem m. Supondo que M ~!(s) existe, entao
H(s) pode ser escrita como:

H(s) = I,M~*(s) (4.17)

Note que H(s) é uma matriz de transferéncia definida por uma DFM em que as
matrizes do numerador e denominador sao, respectivamente, a matriz identidade de

ordem m e a matriz a ser invertida M (s). O seguinte resultado pode ser enunciado.
Proposigdo 4.1 H(s) = I,,M~(s) é uma DFM irredutivel de H(s)

Prova : Ver Basilio (2002). O
Com isso em mente, uma realizagdo minima H(s) pode ser obtida de acordo com

seguinte resultado.

Proposicao 4.2 Qualquer realizacao de ordem igual ao grau do determinante da
matriz denominador de uma DFM serd minima se e somente se a DFM for irredu-

tivel.

Prova : Ver Kailath (1980, pagina 439). 0

Portanto, o problema de encontrar a inversa da matriz polinomial M (s) se
resume a encontrar uma realizagdo minima para a DFM dada na equagao (4.17).
Quando M (s) for reduzida por coluna, esta realizacao pode ser obtida diretamente

(Kailath 1980, pagina 403), desde que as seguintes condicoes sejam satisfeitas:
1. M(s) seja reduzida por coluna;
2. H(s) seja estritamente propria.

Neste ponto sera suposto que a condigao 1 é satisfeita (caso esta condi¢do nao
seja é possivel aplicar o algoritmo 4.1 visto na secao 4.1.1, que faz a reducao por

coluna de uma matriz polinomial). Para a condigao 2 ser satisfeita note que uma ou
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mais colunas de M (s) tiver graus das colunas iguais a zero, entao H(s) = I,,M~1(s)
nao sera estritamente préopria. Quando isto acontece, é necessario primeiro pos-
multiplicar M(s) por uma matriz diagonal A(s) cujos elementos da diagonal sao
s ou 1, se o correspondente grau das colunas de M(s) sao 0 ou maior do que 0,
respectivamente. Por exemplo, seja M(s) € R**?[s] e suponha que seu graus das
colunas sejam 1 e 0. Neste caso A(s) = diag{1, s}.

A poés-multiplicacdo de M(s) por uma matriz diagonal A(s), definida ante-
riormente, implica que a matriz polinomial cuja inversa sera calculada, serda dada

por:

Do ponto de vista da computacional isto nao apresenta nenhum problema,

uma vez que:

1. M(s) e M(s) tém a mesma matriz M,;

2. det[M(s)] = det[M(s)]s™, onde ny € o numero de colunas de M(s) com graus

iguais a zero;
3. M~'(s) = A(s)M~1(s).

Com isto em mente, uma realizagao de ordem minima M ~!(s) pode ser obtida

de acordo com o seguinte algoritmo.

Algoritmo 4.6 :

Passo 1:: Encontre matrizes constantes My, e M. tais que
M(s) = Mp.S(s) + M.V (s). (4.18)

Passo 2: Forme as matrizes Ay e By como foi mostrado na secao 2.7 nas equacoes

(2.28) e (2.30) e calcule as matrizes A. e Be.:

Ac = ACO - BCOMh_ClMlc
{ B. = BoM,! (4.19)
Passo 3: Escreva I, a matriz numerador de H(s), como
I, = N (s) (4.20)
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e obtenha

C. = Ni. (4.21)
Passo 4: Ache um realizacio de [A., Be, C.]. O
Observacao 4.3 O algoritmo 4.6 proporciona uma maneira simples e direta de ser

encontrar uma realizacao de ordem minima da inversa de uma matriz polinomial

reduzida por coluna de M(s). Além disso, note que, como
M~ (s) = C.(sI — A.)'B,

enldo a represenlacdo na forma de funcdo de transferéncia de M~'(s) pode ser

obtida através do algoritmo 4.2 apresentado na se¢ao 4.1.2. O

Caso a matriz a ser invertida nao seja reduzida por coluna o algoritmo 4.1 visto
na secdo 4.1.1, pode ser utilizado, permitindo a obtencdo da matriz M (s) (reduzida

por coluna) e da matriz unimodular U(s), que satisfazem a seguinte relagao:
M(s) = M(s)U(s), (4.22)

onde M (s) é uma matriz polinomial qualquer.

Seja

e note que, como M (s) é reduzida por coluna, entdo o algoritmo 4.6 pode ser aplicado

para calcular H(s). Além disso, pela equacio (4.24), pode-se verificar que:

—1

MY (s)=U(s)M (s), (4.23)

e, portanto:

H(s)=U(s)H(s).

O calculo da inversa de matrizes polinomiais que nao sao reduzidas por coluna pode

ser resumido no seguinte algoritmo:

87



Algoritmo 4.7 :
Passo 1: Use o algoritmo 4.1 para calcular M(s) e U(s).

Passo 2: Use o algoritmo 4.6 para calcular

Passo 3: Calcule

A funcgao inverse

A funcao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao
¢ a inverse.m (apéndice A.20) . Para usé-la, o usuério deve fornecer a matriz co-
eficientes associada a uma matriz polinomial M(s). A fungdo retorna a matriz de
coeficiente N associado & matriz polinomial N(s) e o vetor d associado ao polinémio
d(s) de M~(s) da matriz racional H(s) = I, M~'(s) = N(s)/d(s) . Essa fungao

tem a seguinte sintaxe:

[N,d] = inverse(M),

onde M é a matriz coeficiente associada a uma matriz polinomial M(s), N é a ma-

triz coeficiente associada a N(s) e d é o vetor associado ao polinémio d(s).

Exemplo 4.7 Seja a inversao da matriz polinomial M (s),reduzida por coluna, dada

por:
—~1.0150 —0.5883 5.0000 —5.4012 —0.7845 —3.0000
M(s) = | —0.7250 0 0 | s®+ | —2.2475 —0.3922 0 | s+
—0.7250 0 5.0000 —1.4500 —0.9806 0
—0.5437 —6.8641  1.0000
—0.5437 —0.9806 —2.0000 (4.24)
—1.6312 —1.9612 0

Uma realizacao de ordem minima para



pode ser obtida utilizando a funcdo inverse no Matlab. Para tanto, procede-se da

sequinte forma:

>> M =[-1.0150 —0.5883 5 —5.4012 —0.7845 —3 —0.5437 —6.8641 1

—0.7250 0 0 —2.2475 -0.3922 0 -0.5437
—0.7250 0 5 —1.4500 —0.9806 0 -1.6312

>> [N, d] = inverse(M);

Ezecutando o Passo 1 do algoritmo, tem-se:

s 00
2 0 0 1 00
9 0 s 0
M(S):th 0 s 0 +Mlc
0 0 s 01 0
0 0 s
| 0 0 1]
onde
—1.0150 —0.5883 5.0000
M. = | —0.7250 0 0
—0.7250 0 5.0000
e
—5.4012 —-0.5437 —0.7845 —6.8641 —3.0000
M. = | —2.2475 —-0.5437 —0.3922 —0.9806 0

—1.4500 —1.6312 —0.9806 —1.9612 0

—0.9806 —2

~1.9612 0]
1.0000
—2.0000
0

Na execugao do Passo 2 tem-se, de acordo com a equacao (2.29) (secao 2.7) a

sequinte matriz AEQ, sabendo que os graus vi,i = 1,2,3 das colunas de M(s) sao

todos iguais a dois

m 100 @ 100 @ |00
AcO_L o]’Acﬂ_{1o ¢do =11 o

Assim, de acordo com a equagdo (2.28), pode escrever:

0 0 00

OO OO oo
OO = O OO

SO OO -
O O O O O
_— o O O O
O OO OO

Para a formacao da matriz Béé) vista na equagao (2.50), tem-se:

1 1 2 1 3 1
BEO):|:O}7B£O):[O] 6B§0)2|:0:|7



e, entao,

(>l Nell S

Assim, € possivel calcular as matrizes

Ac = AcO - BCOM};ClMlC

S oo~ OO

OO = O O OO

[ —3.1000 —0.7500 —0.5410 —1.3525 0.0000 —2.7586 |
1.0000 0 0 0 0 0
—5.1878 22181  0.6000 —7.6667 —5.0990 3.0594
0 0 1.0000 0 0 0
—0.1595 0.2175  0.1177  0.1961 0 —0.4000
i 0 0 0 0 1.0000 0
e
[ 0.0000 —1.3793 —0.0000 ]|
0 0 0
- 4| 16997 0.6799  1.6997
BC - BCOMhC - 0 O O
0 —0.2000  0.2000
i 0 0 0 ]
De acordo com o Passo 3 tem-se:
[s 0 0]
et [t
I,=10 1 0|,¥(s)= ,
00 1 010
0 0 s
| 0 0 1|
e, desta forma:
010000
Co=Ne=10020100
000O0O0T1
Para a realizacao do passo 4, deve ser utilizado o algoritmo 4.2 apresentado na secao

4.1.2. Note que as matrizes (A, Be, Ce, D.) sao as mesmas utilizadas no exemplo

4.2 e, portanto o resultado final serd:

_ N(s)
M~Ys) =
(s) a0s)
onde
0.0000 —1.3793 —0.0000 0.9195 0.4598 —0.9195
N(s)=| —1.6997 0.6799 1.6997 s*+ | —=5.2690 10.2830  4.2492 s34
0 —0.2000 0.2000 —0.2000 —0.2000 0.7000
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22989 —12.8736 —2.2989 0.9195 —2.2989 0.4598
—1.9546 —0.8498 —0.5949 | s* 4+ | —1.3597 1.6147 5.3540 | s+

—1.1000  0.1000  1.8500 —1.3500 —0.0500 4.8500
1.8391  0.9195 —6.8966
—1.5297 —0.7649 0.7649 (4.25)
0.2500 —4.7500  1.5000
e
d(s) = s® +2.55° + 4.755" + 21s* + 11.55* — 25 + 9.75. (4.26)
O

Agora serd exemplificado o calculo da inversa polinomial de uma matriz nao

reduzida por coluna

Exemplo 4.8 Para mostrar o funcionamento do algoritmo 4.7, seja a matriz poli-

nomial
2 4+s5+7 5s2—3s+1 2s*+s5+1
M(s) = 1 —2 2s+1
s3+s+2 52 25t + 253+ 3

Esta matriz € a mesma utilizada no exemplo 4.1, secao 4.1.1 que trata da reducao por
colunas de uma matriz polinomial. Logo executando o Passo 1 do algoritmo 4.7 serao
obtidas as matrizes M(s) e U(s) vista em (4.4) e (4.1), respectivamente. Também
pode ser observado que, para a execu¢ao do Passo 2 do algoritmo, a matriz de entrada
do exemplo 4.7 desta secao é a matriz gerada com a reducao por coluna dada em

(4.4) onde o resultado da inversa é dada na equagao (4.25) e (4.26). Portanto,

MY(s) = ——N{(s)

d(s)
onde
0 0 0 01 0 1 -1 -1
N(i)={0 =05 0 |s5+|00 —0|s+|0 =275 0 |s*+

0 0 0 00 0 0 075 0
3.5 —0.75 —25 1.25 25 0.25
025 —4 025 |3+ | —05 025 0.5 |s?+
—0.5 —0.25 0.5 ~125 7 1.25

0 —225 —0.25 1.5 075 —0.75
-125 0 35 |s+ |02 —475 15
—05 125 —0.25 -1 —-05 3.75
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d(s) = s® +2.55° +4.755" + 21s* + 11.55* — 25 +9.75

4.2.2 Determinante

Neste secao serd apresentado um algoritmo que calcula o determinante de uma
matriz polinomial. Este algoritmo tem como base os conceitos que foram comentados

para o calculo da inversa polinomial.
Descricao do algoritmo

Seja M (s) € R™*™[s]. Entao, uma forma de calcular o seu determinante, conforme

Kailath (1980, pag. 409) &
M ()| = [Myel|sT — Ad. (4.27)

Assim, para se calcular o determinante de M (s), deve-se encontrar uma realizagio
de estados para esta matriz polinomial. Note, também, que a matriz devera ser
reduzida por coluna, isto é, |My.| # 0, caso ela nao seja, deverd ser utilizado o

algoritmo apresentado na segao 4.1.1.

Algoritmo 4.8 Seja M(s) € R™*™[s] reduzida por coluna.

Passo 1::Encontre matrizes constantes My. e M. tais que
M(s) = Mp.S(s) + M.V (s); (4.28)

Passo 2: Forme as matrizes Ay e B como foi mostrado na secao 2.7 nas equacoes

(2.28) e (2.30). E calcule as matrizes A.:
Ac = ACO - BCOMh—clMlC; (429)

Passo 3:Calcule
|M(s)] = | Mpcl||sT — Acl.
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Caso a matriz que se deseje calcular o determinante nao seja reduzida por coluna,
o algoritmo 4.1.1 deveré ser utilizado, conseqiientemente a relacao dada na equacao

4.27, serd modificada para

[ My||sI — A

onde U(s) é a matriz unimodular que foi utilizada para realizar a redugao por coluna

de M(s) e My, foi a matriz gerada com esta reducao.

Observagao 4.4 Quando a matriz M(s) for unimodular a execu¢do do algoritmo
da reducao por coluna fard com que a matriz gerada tenha grau 0. Conseqiientemente

a matriz A. serd formada com blocos de zeros e a equacao 4.33 ficard reduzida a

M (s)]| = L2 (4.31)

3
—~

V)
=

A funcao polydet

A funcao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao
¢ a polydet.m (apéndice A.21) . Para usa-la, o usuario deve fornecer a matriz de
coeficientes associada a uma matriz polinomial M(s). A fun¢ao retorna um vetor
linha dos coeficientes do polinomio d(s) que representa o determinante de M(s).

Essa funcao tem a seguinte sintaxe:

[d] = polydet(M),

onde M é a matriz de coeficientes associada a uma matriz polinomial M (s), e d é o

vetor linha associado ao polinémio d(s).

Exemplo 4.9 Como exemplo de aplicacao do algoritmo, considere a matriz redu-

zida por coluna
s24+1 —6s
M(S) - |: 1 582 :| )
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cuja matriz coeficiente € dada por:

1 0[0 —6]1 0
M‘[o 510 0]1 0]'

Entao, para se calcular o determinante da matriz polinomial no Matlab, usando o

algoritmo Polydet, procede-se da sequinte forma:
>M=[1 00 -6 10 0500 1 0]
>> [d] = polydet(M);

Ezxecutando o Passo 1 do algoritmo, obtém-se:
1 0
Mpe = [ 05 ]

01 —6 0
Mlc_[o 1 0 0]

Portanto, de acordo com o Passo 2 pode-se escrever:

0 -1 6 0

_ 1 000

AC = ACO - BCOthlMlC = O _02 O O
0 010

Na execugao do Passo 3 deve-se calcular o determinante |sI — Ac|, que pode ser feito
através da funcao poly do Matlab, procedendo da sequinte forma:

>>Ac=[0 -1 6 0, 1 0 0 0 O —=02 0 0; 0 O 1 O

>> [da] = poly(Ac);.

Resultando:

da=[101 12 0],

e finalmente, para calcular d = |Mp.||sI — A.|, procede-se da sequinte forma:
>>d=det([l 0; 0 5])=*da,

resultando no sequinte polindmio que € o determinante de M (s):
d(s) = 5s* + 55 + 6s.
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Exemplo 4.10 Para descrevermos os passos do algoritmo para matrizes nao redu-

zida por coluna, serd utilizada a mesma matriz dos exemplos 4.8 e 4.1, qual seja:
S+s+7 5s?—3s+1 2s'+s+1
M(s) = 1 —2 2s+1
s3+s5+2 5s? 25t + 25343

Note que no exemplo 4.8 a matriz do denominador € dada por
|sI — Ac| = d(s) = s® +2.55° + 4.755" + 21s* + 11.55* — 25 +9.75

e, no exemplo 4.1, € possivel verificar que

—1.0150 —0.5883 5.0000

My = | —0.7250 0 0
—0.7250 0 5.0000
00 0 —0.7250 00
U(s)= 03625 0 0 | s*+ | 02175 0.1961 0 | s+
00 0 0 00
0 —0.9806 0
0 0 1.0000 (4.32)
—0.5437 0 0
Logo,
Mpe||sI — A,
|M(s)| = [Mells | —45% — 105” — 19s* — 845® — 465° + 85 — 39 (4.33)

U(s)]

4.2.3 Descrigao por Fracoes de Matrizes(DFM) a direita e a
esquerda

Um DFM pode ser descrita, de acordo com o exposto no capitulo 2, da seguinte

forma;

H(s) = N(s)D7'(s) = D~ (s)N(s). (4.34)

O objetivo desta secao é descrever um algoritmo que, de qualquer DFM nao coprima
de entrada gere na sua saida uma DFM coprima & direita. Também, é proposto
um algoritmo que de um DFM coprima a direita resulte em um DFM coprima a

esquerda.
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Descricao do algoritmo

Seja H(s) € RP*™(s) e suponha que H(s) seja descrita pela seguinte equacao:

_ NH(S)

H(s) a0s)

(4.35)

onde Ny (s) € RP*™[s] e d(s) denota o polindémio definido como o minimo miltiplo
comum de todos os denominadores de H(s). Suponha, ainda, que H(s) seja propria,
isto é,:

lim H(s) = Hy, € RPX™.

S§—0Q

Seja uma MFD nao coprima a esquerda de H(s) dada por:
H(s) = A7(s)B(s),

que de acordo com a equacao 4.35, pode ser definida como:

A(s) =d(s)I, e B(s) = Ng(s)

Seja

uma DFM coprima & direita para H(s). Entdo as matrizes polinomiais A(s), B(s),N(s)

e M(s) devem satisfazer:
[ B(s) —A(s) ] { M{(s) } —0, (4.36)

Observando a equacao (4.36), é possivel encontrar a DFM coprima a direita computando-

se a base polinomial minima da matriz

Ti(s)=[ B(s) —A(s) ]. (4.37)

Note, ainda que, a equacao 4.36 prové, também, uma maneira sistematica de se

obter uma DFM coprima a esquerda. Para tanto observe que:

N(s)M~Y(s) = M~ (s)N(s) & N(s)M~'(s) — M~ *(s)N(s) = 0,
logo
[ —K(s) N(s) ] [ %8 ] — 0= [ —NT(s) M"(s)] [ ]‘A{f((;) ] _ 0. (4.38)



Assim, de posse de uma DFM & direita é, também, possivel encontrar uma DFM
coprima a esquerda computando-se uma base polinomial minima para o espaco nulo

da matriz polinomial

Ty=[ —NT(s) M"(s)]. (4.39)

Assim, sera apresentado um algoritmo para encontrar uma DFM coprima a direita

a partir de uma DFM a esquerda nao coprima.

Algoritmo 4.9 :
Passo 1: Utilize o algoritmo 3.1 para gerar a matriz coeficiente da matriz (4.57);
Passo 2: Utilize o algoritmo 4.5 para calcular uma base polinomial minima para o

espaco nulo & direita de T (s). a

Conforme exposto acima, é possivel criar um algoritmo, semelhante ao anterior, que
de uma DFM coprima a direita achar uma DEFM coprima a esquerda utilizando a

relagdo dada em (4.38).

Algoritmo 4.10 :

Passo 1: Ache a transposta das matrizes coprimas a direita M (s) e N(s) utilizando
o algoritmo dado na se¢ao 3.3.1 e forme a matriz de coeficientes da matriz T dada
em (4.39).

Passo 2: Utilize o algoritmo 4.5 para calcular uma base polinomial minima para o
espago nulo a direita de Ty(s).

Passo 3: Ulilizando o algoritmo para transposicao de matrizes obtenha M eN.O
A funcao rcmfd

Uma das funcoes Matlab desenvolvidas para implementar os algoritmos descritos
nesta secao ¢ a remfd.m (apéndice A.22) . Para usa-la, o usuario deve fornecer as
matrizes coeficientes associadas as matrizes polinomiais A(s) e B(s) geradas pela
equacio H(s) = A'(s)B(s) e com o nimero de colunas de B(s) (caso a matriz nio
seja quadrada). A funcdo retorna as matrizes coeficientes coprimas M e N associ-

adas as matrizes polinomiais M (s) e N(s) da DFM coprima a direita de H(s), isto
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é, H(s) = N(s)M~'(s) . Essa fungdo tem a seguinte sintaxe:

[M, N] = remfd(B, A, Bneol),

onde M e N sao as matrizes coeficientes associadas, respectivamente as matrizes
polinomiais M(s) e N(s), A e B sdo as matrizes coeficientes associadas, respecti-

vamente s matrizes polinomiais A(s) e B(s) e Bncol é o ntimero de colunas de B(s).

A funcao lcmfd

Uma das funcoes Matlab desenvolvidas para implementar os algoritmos descritos
nesta se¢do ¢ a lemfd.m (apéndice A.23) . Para usi-la, o usuario deve fornecer as
matrizes coeficientes associadas as matrizes polinomiais M(s) e N(s) que satisfa-
zem a equacio H(s) = N(s)M~'(s). A funcio retorna as matrizes coeficientes M
e N coprimas a esquerda associadas, respectivamente as matrizes polinomiais M (s)
e N(s) que satisfazem a DFM H(s) = M~'(s)N(s) . Essa funcio tem a seguinte

sintaxe:

[Mtil, Ntil] = lemfd(M, N),

onde Mtil e Ntil sao as matrizes coeficientes associadas, respectivamente as ma-
trizes polinomiais M (s) e N(s), M e N sado as matrizes coeficientes associadas,

respectivamente as matrizes polinomiais coprimas a direita M (s) e N(s).

Exemplo 4.11 Seja a matriz de transferéncia apresentada em Kailath (1980, pd-

gina 368)
H(s)= | GHU 27 27 | o), (4.40)
(s +2)° (s +2)°
em que uma DFM & esquerda é:
[ (s +1)%(s +2)2 0 - s s(s+1)?
H(s) = l 0 (s +2)2(s + 1)2 ] [ —s(s+ 1) —s(s+ 1) } ‘

E imediato verificar que as matrizes coeficientes sao dadas por:
B O 1} 0 2| 1 1/0 0
-1 —-1|-2 —-2|—-1 —-1]0 0
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A:{l 0[6 0[13 0[12 0|4 o}‘

0 1/0 6/ 0 13| 0 12|10 4

Um exemplo de utilizag¢ao da func¢ao remfd no Matlab € o sequinte:
>A=[106 0 13 0 12 0 4 0, 01 0 6 0 13 0 12 0 4]
>B=01021100 -1 -1 -2 -2 -1 =1 0 0]

>> [M, N| = remfd(B, A, 3);

ou

>> [M, N] = remfd(B, A);.

Ezxecutando o Passo 1 do algoritmo obtém-se:

o0 0 -1}{-1 -1 0 —6

0 2 -13 o 1 1 —12 0(0 0 -4 O
-2 =2 0 —-13|-1 -1 0 —12(0 0 0 —4 |~

TIZ{OO—l 0] 0 1 =6 0

De acordo com o Passo 2, deve-se calcular uma base polinomial para o espago nulo

a direita de Ty(s). Assim:

0.0528  0.0000  0.2110  0.0000  0.2638  0.0000  0.1055
0.0896  0.1690  0.1901  0.6761 —0.3680  0.6761 —0.7793
—0.0000 —0.0000  0.0896  0.1690 —0.1684 —0.0000  0.0000
0.0000 —0.0000 —0.1424 —-0.1690  0.1684 —0.0000 —0.0000

T
|
cococo

Finalmente, no Passo 3 , separando as matrizes M e N obtém-se as sequintes ma-

trizes:

M- [0 0.0528 | 0.0000 0.2110 | 0.0000  0.2638 | 0.0000 0.1055]

0 0.0896 | 0.1690 0.1901 | 0.6761 —0.3680 | 0.6761 —0.7793
N:{o.oooo 0.0896 | 0.1690 —0.1684 | —0.0000 0.0000}

0.0000 —0.1424 | —0.1690  0.1684 | —0.0000 —0.0000

Observacao 4.5 O determinante da matriz M(s) é dado por:
det(M) = (s +2)*(s + 1)
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Conforme exposto em Kailath (1980, pagina 369) o grau minimo para qual-
quer DFM de H(s) deveria ter grau 5. Isto, de fato, ocorre com a DFM coprima
gerada pelo algoritmo. O exemplo 4.11 revela o potencial do algoritmo desta secaio,
mostrando que dada uma DFM qualquer de um sistema, € possivel obter uma DFM

equivalente de ordem minima. O

Em Garcia e Basilio (2000) é feito um algoritmo que faz a redugao de sistemas
através de truncamento balanceado. Nele é apresentado um exemplo em que a matriz
de estados A possui antes da aplicacdo do algoritmo ordem 8 e, apos aplicacao do
mesmo a ordem do sistema passa a ser 4. Assim, qualquer DFM para o sistema

desse exemplo deverd ter ordem 4, conforme sera verificado a seguir.

Exemplo 4.12 Seja a matriz H(s) do exemplo da aplica¢do do algoritmo de Garcia

e Basilio (2000)

s+1 (s+1)(2s+1) s(s+1)

s+2 (s+2)(s*>+5xs+3) s(s+2)
H(s) = 1 5 25 +1 5 | (4.41)
d(s) = (s +1)*(s + 2). (4.42)

Em Garcia e Basilio (2000), a matriz gerada apds a aplicagao do algoritmo é:

—1.19912  1.17669 —0.20410  0.08115

A —0.22153 —0.61453 —0.23408  0.09276
| —1.20966  0.99303 —2.28659  0.50952 |’

—0.23454 —0.34857 —0.25357 —0.89976

cujo polinémio caracteristico € dado por:
d(s) = s* + 55° +9s% + 7s + 2,

com autovalores dados por -2 e -1 (multiplicidade 3).

Agora aplicando o algoritmo 4.9 serao obtidas as sequintes matrizes

0 0 0.0000 0.0000 —0.0000 0.0574 0.0000  0.0000 0.0574
N=|0 0 00062 01826 —0.1651 0.1764 0.3653 —0.3301 0.3281
0 0 —0.0000 —0.0000 —0.0000 0.0000 0.0000  0.0000 0.0574

(4.43)
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0 0 02751 02001 0.7722 —0.5991 —0.1826  0.1651 0.0082
M=10 0 00062 01826 —0.1651 01128 0.1826 —0.1651 0.1066
0 0 0.0450 —0.3653  0.3301 —0.2773 —0.7481 —0.2770 0.5601

(4.44)

Note que o determinante da matriz M(s) € dado por:
d(s) = s* +5s® +95° + Ts + 2,

mostrando que a resposta € a mesma que a dada em Garcia e Basilio (2000). Por-
tanto a matrizes geradas utilizando-se o algoritmo desta secao permite, também, que

se obtenha uma representacao em espaco de estados de ordem minima. O

Exemplo 4.13 Para mostrar a aplicagao do algoritmo 4.10, que calcula a matriz
coprima & esquerda, serd utilizada o matriz de transferéncia (4.41)em que a DFM
coprima & direita é dada pelas matrizes de coeficientes (4.43) e (4.44). O resultado

da aplicacao do algoritmo é

) 0 0 0 0.1864 —0.1864

M=10 0 0 —0.2429  0.2429

0 0.1263 0.2240 -0.0375  0.0662

0.5823 —0.2094 —0.1864  0.5823

0.1896 —0.6754  0.2429  0.1896

—0.1333  0.7301 —-0.0601 —0.3573

e
. 0 0 0 0 —0.1864 —0.0000 —0.0000 —0.3729 0
N=10 0 0 0 0.2429 -0.0000 —0.0000  0.4858 0 |,

0 01263 0 0 04451 0.1263 0.1263  0.0061 O

e o polindomio caracteristico obtido calculando-se o determinante de M(s) serd dado
por:

d(s) = s* +5s® +95° + Ts + 2,
como esperado. O
4.2.4 Maximo Divisor Comum de matrizes polinomiais

O problema de calcular o MDC para matrizes polinomiais tem atraido atencao de

alguns pesquisadores (Kaylath et al. 1978) e tem muitas aplicagdes na teoria de
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controle ou em sistemas lineares (Kailath 1980). Por exemplo, a partir do calculo do
MDC de matrizes polinomiais, pode-se obter uma DFM irredutivel (e, portanto, uma
realizagdo em espaco de estados minima) de um matriz de fungao de transferéncia.
Outro exemplos sao o estudo de zeros de desacoplamentos e modos nao-controlaveis
e nao-observaveis de um dado sistema; e obtencao da estrutura de pélos e zeros de
um dado sistema multivaridavel. MDC sao claramente nao tnicos, ja que pode a
multiplicagao deles por matrizes unimodulares nao alteram as suas caracteristicas

de sistema.

Descricao do algoritmo do Maximo Divisor Comum de matrizes polino-
miais (MDC)

O algoritmo que sera apresentado nesta secao é baseado nos algoritmos propostos

na se¢ao anterior. Sejam as DFM de uma matriz H(s) € RP*™(s) dadas por:

onde B(s) e A(s) nao sao necessariamente coprimas a direita e N(s) e M(s) sao

coprimas a direita. Portanto,
B(s) = N(s)R(s) e A(s) = M(s)R(s),

onde R(s) ¢ o MDC de B(s) e A(s). Entao, para calcular o MDC de B(s) e A(s)

deve-se usar uma das seguintes relagoes

Logo, calculando uma DFM coprima & direita é possivel achar a matriz R(s). Por-

tanto, foi produzido o seguinte algoritmo para calcular a matriz R(s)

Algoritmo 4.11 Sejam B(s) € RP*™[s] e A(s) € R™*™[s]. Entdo para o cdlculo
do MDC a direita de B(s) e A(s), procede-se da seguinte forma: :

Passo 1: Calcule as matrizes N(s) e M(s) matrizes coprimas a direita geradas,
supondo que B(s) e A(s) formam uma DFM a direita H(s) = B(s)A™Y(s), utilizando

0s algoritmos 4.10 e 4.9;
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Passo 2: Calcule M~'(s) através do algoritmo 4.6;

Passo 3: Faca a sequinte multiplicagao

cancelando o denominador de M~(s) com o0s numeradores da Adj[M(s)]A(s). O
A funcao mdc

A funcao Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao é
a mdc.m (apéndice A.24) . Para usa-la, o usuério deve fornecer as matrizes coefi-
cientes associadas as matrizes polinomiais A(s) e B(s). A fungdo retorna a matriz

coeficiente do MDC entre A(s) e B(s) . Essa fungao tem a seguinte sintaxe:

[R] = mdc(B, A),

onde A e B sao, respectivamente, as matrizes coeficientes de A(s) e B(s) e R é a

matriz coeficiente da matriz polinomial R(s) que ¢ o MDC a direita de A(s) e B(s).

Exemplo 4.14 Seja a matriz de transferéncia apresentada em Kailath (1980, pdyg.

368)
H(s) = (s + 1)i(ss +2)* (s 1L82)2 ’ (4.45)
(s +2)° (s +2)°
no qual uma DFM a direita €
B s s(s+1)? (s + 1)2(s + 2)2 0 !
H(s) = l Cs(s 412 —s(s 1) } [ 0 (54 2)2(s + 1)? } ’

cujas matrizes coeficientes sao dadas por
B O 1, 0 2] 1 1[0 0
-1 —-1|-2 —-2|-1 —-1]0 0

A_106013 0112 0(4 0
10 1|0 6| 0 13| 0 12|10 4 |-

Um exzemplo de utilizagao da fung¢ao mdc no Matlab é o sequinte:

>A=[106 0 13 0 12 0 4 0, 01 0 6 0 13 0 12 0 4]
>B=01021100 -1 -1 =2 =2 -1 -1 0 0]
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>> [R] = mdc(B, A);
Ezxecutando o Passo 1 do algoritmo, serao obtidas as sequintes matrizes:
0 0.0238 [0.1690  0.0317 | 0.6761 —0.0132|0.6761  0.0370

M= {0 —0.1455 0 —0.5819 0 —0.7274 0 —0.2909}

N — 0 0.0238 | 0.1690 —0.0635|0 0
| 0 0.1217 | —0.1690  0.0635 {0 0 |-

No Passo 2 obtém-se:

NuminoM — 0.9681 5.9161 | 1.2908 23.6643 | —0.5378 29.5804
N 0 0] —6.8742 0| —27.4968 0
1.5059 11.8322
—27.4968 01"
e
deninoM =1 8 25 38 28 8].
e finalmente no Passo 3
0 —6.8742 0 —13.7484

R:[ 0 0

0.9681 5.9161 0.7530 5.9161 |-

—0.6454 11.8322

onde, o cancelamento é feito dividindo-se cada elemento de NuminvM por deninvM.

Observacao 4.6 Note que no exemplo 4.14 a DFM nao coprima & direita H(s) =
A7Y(s)B(s) tem gr|A(s)| = 8 enquanto que na DFM coprima o direita H(s) =
N(s)M~Y(s) possui gr|M(s)| = 5, mostrando, conforme Kailath (1980, pdg. 369),

que uma realiza¢ao minima para H(s) deveria ser de ordem 5. O

4.2.5 Identidade de Bezout

O céalculo da identidade de Bezout Generalizada é importante tanto do ponto de vista
da matematica (Gohberg et al. 1982, Gantmacher 1959), como também na teoria
de sistemas (Wolovich 1974, Kailath 1980) Este problema consiste em dada uma
matriz H(s) € RP*™(s) calcular as matrizes polinomiais M(s), N(s) , M(s), N(s),
X(s),Y(s),X(s) e Y(s) de dimensoes apropriadas tais que H(s) = N(s)M~'(s) =

M~Y(s)N(s) e

I, 0
0 } (4.46)



Nesta secao serd apresentado um algoritmo que foi proposto em Basilio e Moreira
(2004), que é baseado no céalculo de uma base polinomial minima para o espago
nulo a direita de matrizes polinomiais. Por esta razao, o algoritmo apresentado na
secao 4.1.4 serd de fundamental importancia para a determinacao das matrizes da
identidade de Bezout generalizada. Note na equacao 4.46 que o algoritmo deve ter
como saida as matrizes M(s), N(s), M(s), N(s), X(s),Y (s), X(s) e Y(s) para uma
dada entrada H(s) = B(s)A™!(s). Uma vez que na segao 4.2.3 ja foram apresentados
os calculos de M(s), N(s), M(s) e N(s), nesta secio serao considerados apenas os
algoritmos que calcularao as demais matrizes da identidade de Bezout generalizada,

isto &, X(s),Y(s), X(s) e Y(s).
Descricao do algoritmo Polybezout

Para uma dada DFM qualquer nao coprima H(s) = A~1(s)B(s), H(s) € RP*™(s),
o algoritmo para célculo das matrizes polinomiais da identidade de Bezout Genera-

lizada pode ser dividido em 4 etapas, isto é:
1. Calcular uma DMF coprima a direita H(s) = N(s)M~(s);
2. Calcular uma DFM coprima & esquerda H(s) = M_I(S)N(S);
3. Calcular as matrizes X (s) e Y(s);

4. Calcular as matrizes X (s) e Y(s).

Os dois primeiros itens descritos acima foram apresentados na secao 4.2.3. Nesta

secao serao apresentados algoritmos para o obtencao dos dois tltimos itens.

Da equagao (4.46), pode-se retirar a seguinte relacao:

MT(5)X(s) = NT(s)YT(s) = I, =0 (4.47)
ou equivalentemente
X" (s)
[ MT(s) —NT(s) —I,]| Y"(s) | =0. (4.48)
I



Como mostrado em Lai (1989) a equagao tera solugio se e somente se for possivel
achar [X(s) Y(s) C]7, com C nao singular, que resolve a equacio (4.48).
Portanto, o problema de achar X (s) e Y (s), solucdo da equacdo (4.47), é equivalente
ao problema de se calcular uma (p + 2m) x m matriz polinomial F(s) € R(®+2m)xm

nos quais os vetores colunas pertencem ao espaco nulo de
Ti(s) = [MT(s) —NT(s) —1I,] (4.49)

com a restricao que todas as sub-matrizes formadas com as ultimas m linhas das
matrizes coeficientes de F(s) devem ser identicamente zero, exceto aquelas de po-
téncia independente de s. Contudo, as tltimas m linhas dessa matriz de coeficientes

devem formar uma matriz ndo singular. Por exemplo, se F'(s) tem grau ¢, entao

~

F(s) = Fos® + Fys® L 4 ...+ Fy ys + Fy,

onde

~ 7 (superior) S (superior)
Fi:HFiOWm }7i:O,...,¢—1,e {F . }J:Qs, (4.50)

onde C' de ser uma matriz m x m nao-singular. Nao é dificil verificar que tal matriz
sempre existird uma vez que as matrizes M (s) e N(s) sdo, por construgio, coprimas

3 direita.

E importante notar que o calculo de X (s) e Y(s) nao requer que uma base
polinomial minima para o espaco nulo de T)(s) seja encontrada. Além disso, a
matriz de convolu¢do formada com Tj(s) devera ter uma forma especial, uma vez
que a matriz F; deve ter uma forma mostrada na equacio (4.50). Por esta razio
esta matriz de convolugao serd denotada por am(Tl) e sera referida como a matriz

de convolugdo modificada de Ti(s). Para obter 6¢i(T1) defina

~

Ti(s) = [MT(s) — NT(s)]. (4.51)
Logo, a matriz de convolu¢do modificada de T} (s) sera a seguinte formagao:

~ 7 O 4, a)mxm
Colm) = [co@y  Oromen |, (1.2)
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onde v é o grau de Tj(s) e Cl, (T}) é a matriz de convolucdo de T} (s) com sua for-
matacao mostrada na secao 2.2. Portanto, os m vetores polinomiais que satisfazem
a equacao (4.48) podem também ser encontrada através do célculo do espago nulo
de C@,(fl)a definida em (4.52). Entdo para a obtencao de F(s), deve-se seguir os

seguintes passos.

Algoritmo 4.12 :

Passo 1: Facai=1e gr[zi(s)] =¢; =0.

Passo 2: Forme a matriz 6@. (T1) de acordo com a equagao (4.52) e calcule o sua
DVS, isto é, Cy,(T1) = Uy, Sy, VL.

Passo 3: Facang, a dimensao do espago nulo de @i (T1) mais o nimero de colunas
em exrcesso.

Se ng, =0, faca ¢; = ¢, + 1 e volte para o Passo 2.

Seng, > 0, haverd pelo menos um vetor polinomial de grau ¢; que satisfaz a equagao
(4.48). Estes vetores serao formados a partir das ng, tltimas colunas de V,.
Quando 1 = 1, 1(1) serd escolhido entre as ultimas ny, colunas de Vy, em que pelo
menos um dos m ultimos elementos € diferente de zero. Quando ng, > 1, outros
vetores polinomiais que satisfazem a equacdo (4.48) poderao ser escolhidos desde que
a matriz formada com os m iltimos elementos dos vetores z(i), que jd tinham sido
escolhidos, e o ultimos m elementos do vetor considerado tenha posto completo por
coluna. Repita este passo até que todos os possiveis vetores formados de Vy, tenham
sido verificados ou que base tenha sido completada. Faca i =1+ 1, a cada vez que
um novo vetor polinomial for somado a base.

Passo 4: Sei < m entao faca ¢; = ¢; + 1 e volte para o Passo 2. Caso contrdrio

suponha que max ¢; = ¢ e denote
F\(S) = ﬁosd) + F\lsd)_l + ... + F\¢_1S + ﬁ¢,

e forme, de acordo com a equacdo (4.50), a matriz C' com as ultimas m linhas de

ﬁ¢ e caleule F(s) = F(s)C2.

Uma vez obtidas as matrizes X(s) e Y deve-se agora calcular as matrizes X (s) e

Y (s), a partir das matrizes M(s), N(s), X(s) e Y (s) ja calculadas. Assim, de acordo
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com a equagao (4.46), X(s) e Y(s) devem satisfazer:

E R R

ou, equivalentemente,

c 9 Y(s)
X~(s) —NY(S) 0 O | =
{ CN(s) M(s) —I, ] X[(p ) 0. (4.54)
Portanto, definindo ) .
| X(s) =Y(s) 0
no=| 5oy e, | 5

entdo o problema de calcular X (s) e Y(s) é equivalente ao de achar p vetores po-
linomiais pertencentes ao espaco nulo de T5(s) nos quais a matriz formada com
as ultimas p linhas seja nao-singular. Este problema é similar ao do calculo das
matrizes X(s) e f/(s) e, portanto, os mesmos procedimentos para achar os vetores
polinomiais do espago nulo a direita de T(s), pode ser agora adotado. Para obter

as matrizes X (s) e Y(s), que resolvem a equacao (4.54), deve-se utilizar:

~ X(s) =Y(s)
T(s)=| _% - 4.
2(8) —N(S) M(S) ) ( 56)
entao a matriz de convolugao modificada de TQ(S)(@@ (T3)) sera dada por:
. Oy prmxp
C¢z‘<T2) = C¢i<T2) Om><p s (457)
~1,

onde a é o grau de fg(s) e Cy, (fg) ¢ a matriz de convolugao de fg(s) com sua forma-
tagao mostrada na secao 2.2. Portanto, é possivel encontrar as matrizes polinomiais
X(s) e Y(s) que satisfazem a equagao (4.54) utilizando o algoritmo 4.12 para achar

os p vetores polinomiais pertencentes ao espago nulo de Ts(s)
A funcao polybezout

A funcado Matlab desenvolvida para implementar o algoritmo descrito nesta secao é
a polybezout.m (apéndice A.27). Para usa-la, o usuério deve fornecer as matrizes

coeficientes associadas as matrizes polinomiais B(s) e A(s) geradas pela equacio
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H(s) = A~'(s)B(s). A funcio retorna as matrizes coeficientes M(s), N(s), N(s),

M(s),X(s),Y(s), X(s) e Y(s), que satisfazem a equacio

X(s) ~Y(s) ] [M@ Y (s) ] _ [Im 0 }

“N(s) M(s) || N(s) X(s) 0 I,

Essa funcao tem a seguinte sintaxe:
[M, N, Mtil, Ntil, X, Y, Xtil, Ytil] = polybezout(B, A, Bncol),

onde M, N, Mtil, Ntil, X, Y, Xtil e Ytil sdo as matrizes coeficientes de M (s), N(s),
N(s),M(s), X(s),Y(s), X(s) e Y(s), respectivamente, B e A sdo as matrizes coe-

ficientes de A(s) e B(s), e Bncol é o nimero de colunas da matriz B(s).

Exemplo 4.15 Seja a matriz de transferéncia apresentada em Kailath (1980, pdg.

368):
His)= | GHU 627 271 o gy (4.58)
(s+2)* (s+2)*
Uma DFM a esquerda é
[ (s+1)%(s +2)?2 0 - s s(s+1)?
H(s) = { 0 (s +2)%(s+ 1) 1 [ —s(s+1)* —s(s+1)2 ] ’

cujas matrizes coeficientes sao dadas por

B:{ 0o 1] o 2] 1 100}

-1 —-1|-2 -2|{-1 =10 O

e
A 1 0/6 0/13 012 0(4 0O
|0 1|0 6] 0 13] 0 12|10 4 |-

Um exemplo de utilizagcao da fungao polybezout no Matlab é o sequinte:
>A=[106 0 13 0 12 0 4 0, 0 1 0 6 0 13 0 12 0 4]
>B=01021100 -1 -1 -2 -2 -1 -1 0 0]

>> [M, N, Mtil, Ntil, X, Y, Ytil, Xtil] = polybezout(B, A, 2);

O cdlculo das matrizes coprimas o direita M(s) e N(s), e & esquerda M(s) e N(s)

foram mostradas na secao 4.2.3. Portanto, os seus resultados serao dados direta-

mente:

M- 0 0.0528 | 0.0000 0.2110 | 0.0000  0.2638 | 0.0000  0.1055
~ | 0 0.0896 | 0.1690 0.1901 | 0.6761 —0.3680 | 0.6761 —0.7793 |’
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N — 0.0000  0.0896 | 0.1690 —0.1684 | —0.0000  0.0000
~ | 0.0000 —0.1424 | —0.1690  0.1684 | —0.0000 —0.0000 |’

7= 0 0 0 0.1690 0 0.6761 0 0.6761
~ | 0.1455 0.0238 | 0.5819 0.0317 | 0.7274 —0.0132 | 0.2909 0.0370 |’
e
N— 0 0]—-0.1690 —0.1690 |0 O
| —0.0238 0.1217| 0.0635 0.0635|0 O |’

Considere, agora, o cdlculo das matrizes X (s) e Y (s). Para tanto, deve-se encontrar
encontrar dois vetores polinomiais do espa¢o nulo a direita da matriz Ti(s), de tal
sorte que a matriz formada com as ultimas duas linhas de ﬁ¢( definida na equacao
(4.50)) seja nao-singular. Esta procura € feita utilizando-se o algoritmo 4.12, como
seque:

Na execucao do Passo 1 do algoritmo, 1 =1 e ¢1 = 0 e a matriz de convolugao

0 0 0 0 0 0
0.0528  0.0896 0 0 0 0
0.0000  0.1690 0 0 0 0
ColTy) = 0.2110 0.1901 —0.0896 0.1424 0 0O
01=3 0.0000 0.6761 —0.1690 0.1690 0 0
0.2638 —0.3680 0.1684 —0.1684 0 0
0.0000 0.6761 0 0 —1 0

| 0.1055 —0.7793 0 0 0 -1

Calculando o DVS desta matriz, obtém-se os sequintes valores singulares: 1.5787,
1.0027,0.6113, 0.3347,0.1286 e 0.0101, mostrando que € necessdrio aumentar a or-
dem da matriz de convolucao, isto é, ¢1 = 1. Repetindo o procedimento acima
obtém-se uma matriz (10 x 10) onde o0s seus valores singulares sio: 1.7186, 1.2422,
1.0025, 0.5611, 0.3830,0.1631, 0.0950,0.0317,0.0085, 0.0000. Note que existe um va-
lor singular nulo e, conseqiientemente, a iltima coluna de Vi poderd formar a pri-
meira coluna de ﬁ(s), desde que pelo menos um dos ultimos dois elementos seja

nao-nulo. De fato,
vl(lo):[o 0 —0.2100 —0.1127 0.1127 —0.0973 —0.8400 —0.4510

—0.0658 0.0877 |
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e, portanto,
0.1127

—0.0973
. —0.2100s — 0.8400
hs) =1 _g1127s — 04510
—0.0658
0.0877

Dando continuidade & procura do sequndo vetor, tem-se que i = 2 e ¢ = 2, gerando
uma matriz de convolugio Co(Ty) de dimensio (12 x 14), com os sequintes valo-
res singulares: 1.7680,1.5109,1.0299, 1.0025,0.4838,0.4478, 0.2719,0.1031,0.0735,
0.0289, 0.0090,0. Como Cs(Ty) tem dimensio (12 x 14), haverd trés candidatos a

vetores para fg(s). Tomando a ultima coluna de V,, obtém-se:
V'=[0 0 02280 —0.0131 0.0131 0.2412 0.6223 —0.2504 0.1978

—0.0920 —0.0190 —-0.6158 —0.0622 0.0925}.

0.0131s + 0.1978
0.2412s — 0.0920
;| 0.2280s? + 0.6223s — 0.0190
R08) = | 001312 — 0.25045 — 0.6158
—0.0622

0.0925

Note que as duas linhas dos vetores fl(s) e fg(s) formam a matriz

c_ —0.0658 —0.0622
| 0.0877  0.0925
que € nao-singular, portanto, a base estd completa. Assim, de acordo com o Passo
4 do algoritmo,

F(s)=F(s)C™" =

0.1127 0.0131s + 0.1978
—0.0973 0.2412s — 0.0920 —0.0658 —0.0622 '
—0.2100s — 0.8400  0.2280s* + 0.6223s — 0.0190 0.0877  0.0925

—0.1127s — 0.4510 —0.0131s% — 0.2504s — 0.6158

Finalmente, particionando F(s) apropriadamente, obtém-se:

T 1.8208s 4+ 10.9225 33.4132s + 1.4790
N 1.36545s + 9.4765 25.05665
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v _ 31.59245% 4+ 116.9260s + 120.1879 —1.8208s? — 18.2057s — 19.3809
N 23.69125% 4 85.2882s + 80.5500 —1.3654s% — 14.9382s — 19.6764

Para o cdlculo de X(s) e Y(s), o mesmo procedimento acima deve ser sequido. A
unica diferenca € que agora as matrizes éd)i(Tg),z' = 1,2 devem ser formadas de

acordo com a equagao (4.57). Ezecutando-se o algoritmo 4.12 para Ty obtém-se:

¥ [ —2.7801s% — 0.4873s — 0.1882 14.5988s + 3.4371 ]

4.4164s% — 0.2657s + 1.4790 —23.1915s

v —1.6363s% — 5.7923s* — 6.4605s — 4.6710  8.5927s% + 30.9339s + 29.2153
| —2.7801s% — 11.6075s% — 11.6213s — 0.1825 14.5988s2 + 61.8323s + 63.5509 |
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Capitulo 5

Conclusao e trabalhos futuros

Neste trabalho operagoes com matrizes polinomiais foram consideradas e algoritmos
para a realizacao dessas operacoes foram apresentados. Esses algoritmos sao especi-
almente adequados para utilizacao em sistemas de controle multivariaveis, embora
suas aplicagoes possam ser estendidas para outras areas da matemaética. Dentro do
escopo dos algoritmos robustos, foi apresentado métodos computacionais elaborados
utilizando, principalmente, matrizes de Sylvester e DVS, que atendem aos requisitos
deste trabalho.

Dentro dos algoritmos propostos destacam-se os principais por possuir resul-
tados significativos nas areas da matematica e de sistemas lineares. Entretanto, nao
pode ser desconsiderado que a grande contribuicao esté nos algoritmos fundamentais
destacando-se os algoritmos da redugao por coluna( reducol, inversa e determinante)
e da base polinomial minima( rcmfd, lemfd, MDC e polybezout) que sdo o nicleo
de funcionamento dos algoritmos principais. Em complexidade destacam-se os al-
goritmos MDC e Polybezout que implementados fizeram uso da integracao entre os
algoritmos produzidos.

No que se refere a robustez dos algoritmos isto se deve, principalmente, &
utilizacao da DVS que, conforme mostrado na secao 2.10. Note que uma pequena
perturbacao numérica em uma matriz qualquer, ndao implicard em uma mudanca
no posto desde que o menor valor singular esteja dentro de uma tolerancia. E
importante também mencionar a contribuicao que a sua fatoracao traz na procura

do vetor pertencente ao espaco nulo de uma matriz.
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Os algoritmos foram implementados em Matlab e testados através de alguns
exemplos que sao apresentados neste trabalho, contudo durante a sua realizacao
foram utilizados outros que nao foram mostrados cujos resultados foram eficientes
no tempo de execucao como também nas respostas encontradas.

No que se refere a trabalhos futuros que podem ser desenvolvidos a partir desta

tese pode-se destacar:

1. A utilizagdo da fatoracao LQ no lugar de DVS como foi sugerido em Zuniga e
Henrion (2005), com o objetivo de diminuir o tempo de execugao dos algorit-

mos;

2. Implementacao de uma algoritmo que ache a forma de Smith-McMillan de um

sistema multivaridvel.

E, finalmente, nao pode deixar de ser mencionado o principal objetivo deste
trabalho que é a gratuidade da "toolbox", onde sera disponibilizado para area acadé-
mica os programas produzidos no Matlab, podendo no futuro ser um grande toolbox

com a contribuicao de trabalhos deste tipo.
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Apéndice A
Funcoes MATLAB

A.1 Matsplit

function avec = matsplit(a,m)
[p mal=size(a);
if nargin==1;
m=p;
end
for j=1:m
for i=1:p
avec((j-1)*p+i,:)=a(i,j:m:ma);
end

end

A.2 Vecmat

function a = vecmat(avec,p,m);
if nargin==2;
m=p;
end
[mavec,lavec]=size(avec) ;la=m*lavec;a=zeros(p,la);
for i=1:p;
for j=1:m;

a(i,j:m:la)=avec((j-1)*p+i,:);
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end;

end

A.3 Cutzeros

function a=cutzeros(a,q);
[p,mal=size(a);
if nargin==1;
a=p;
end
flag=1;
while flag
aa=a(:,1:q);flagi=1;i=1;
while flagi
if norm(aa(:,i))>1e-9;
flagi=0;flag=0;
else

if i<q;i=i+1;else flagi=0;end

end
end
if flag
a=a(:,q+1l:ma) ;ma=size(a,2);
if ma==q;flag=0;end
end
end

A.4 Matform

function c=matform(m,n,mcol,ncol);
[Im,cm]=size(m) ; [1n,cnl=size(n);

if nargin==2;
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mcol=1m;ncol=1n;
end
mmax=cm/mcol ;nmax=cn/ncol; [imin, ind]=min([mmax nmax]) ;c=[];
for i=1:imin;
c=[m(:,cm-i*mcol+1l:cm-(i-1)*mcol)n(:,cn-i*ncol+l:cn-(i-1)*ncol) c];
end
if ind==1;
for i=imin+1:nmax;
c=[zeros(1m,mcol) n(:,cn-i*ncol+l:cn-(i-1)*ncol) cl;
end
else
for i=imin+1:mmax;
c=[m(:,cm-i*mcol+1:cm-(i-1)*mcol) zeros(lm,ncol) cl;
end

end

A.5 Convform

function [C] = convform(N,wl,p);
[m,n]=size(N);
if
nargin==2;p=m;
end;
ord=n/p;S=[1;
for i=1:ord;
S=[S;N(:,(i-1)*p+1:i*p)];
end;
[ms ns]=size(S);C=[];
for i=1:wl;

CC=zeros (ms+m* (wl-1) ,p);CC((i-1)*m+1: (i-1)*m+ms,:)=S;C=[C CC];

120



end

A.6 Diaglamb

function lam=diaglamb(Lb);

[n,m]=size(Lb);

for i=1:n;
lam(i,i:n:n*m)=Lb(i,:);

end

A.7 Diagpol

function Diag = Diagpol(g);
[m,n]=size(g); gvec=matsplit(g,m);
Diag=[];
for i=1:m+1:m*m,

Diag=[ Diag;gvec(i,:)];

end

A.8 Polymatval

function as = polymatval(a,s,n);
m=size(a,1);
if nargin==2;
n=m;
end
la=size(a,2)/n;as=[]; potsk=[];
for jj=la-1:-1:0;
potsk=[potsk;s~jj*eye(n)];
end

as=axpotsk;
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A.9 Coldeg

function GrauCol = coldeg(g,col); m=size(g,1);

if
nargin==1;col=m;

end

GrauCol=[];gvec=matsplit(g,col); ind=1;

for j=1:col;
gveccol=gvec(ind:ind+m-1,:);
gvecj=cutzeros(gveccol,1);
GrauCol=[GrauCol size(gvecj,2)-1];
ind=ind+m;

end

A.10 Matsum

function [c]=matsum(a,b);
[p,mal=size(a) ;mb=size(b,2);

c=[zeros(p,mb-ma) al+[zeros(p,ma-mb) b];

A.11 Convmat

function C = convmat(A,B,p);
[ma nal=size(A); [mb nbl=size(B);
orda=na/mb;
if nargin==2
p=mb;
end
ordb=nb/p; ordc=orda+ordb-1; AA=[1; C=[];
CVEC=zeros (ordc*ma,p) ;

for i=1:orda;
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AA=[AA;A(C:, (i-1)*mb+1:i*mb)];
end
maa=maxorda;
for i=1:ordb;
CC=zeros (ordc*ma,mb) ;
CC((i-1)*ma+1:(i-1)+*ma+maa, :)=AA;
CVEC=CVEC+CC*B(:, (i-1)*p+1:i*p);
end
for i=1:ordc;
C=[C CVEC((i-1)*ma+1:i*ma,:)];

end

A.12 Transpol

function nt = transpol(n,q);
[1n,cnl=size(n) ;nt=[1;
if nargin==1;
g=1n;
end
for i=1:q:cn;
nt=[nt n(:,i:i+q-1).°]1;

end

A.13 Conjpol

function Conjpol = coldeg(g,col);
[m,n]=size(g);
if
nargin==1;col=m;
end;

Graumax=n/col-1;Conjpol=[];
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for i=0:Graumax,
Conjpol=
[ ((-1)~i)*g(:, (Graumax-i)*col+1: (Graumax-i)*col+col) Conjpol I;

end

A.14 Tracopol

function Traco = Tracopol(g);
diagvec=diagpol(g);
[m,n]l=size(diagvec); Traco=zeros(1l,n);
for i=1:(m),

Traco=Traco+diagvec(i,:);

end

A.15 NumSingNull

function num_singO=numsingnull(sing,tol)
if nargin==1,;
tol=1le-9;num_sing=size(sing,2);
end num_sing=size(sing,2); flagl=1;jj=num_sing;num_sing0=0;
if sing(num_sing)==0;
sing(num_sing)=1e-16;
end
if sing(1l)/sing(num_sing)>1e7;
singnorm=sing/sing(1);
else
singnorm=sing;
end
while flagl
if singnorm(jj) < tol;

if jj>0;jj=jj-1;else flagl=0;end
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num_singO=num_sing0+1;
else

flagl=0;
end

end

A.16 Reducol

function [a,U_totall=reducol(a,m); p=size(a,1);
if nargin==1;
m=p;
end
graucol = coldeg(a,m); avec=matsplit(a);[n]=size(avec,2);
Dhe=[1;
for i=1:m;
Dhc=[Dhc avec((i-1)*p+1:i*p,n-graucol(i))];
end;
E_new=eye(m) ;U_total=eye(m) ;
while abs(det(Dhc))<1~-9,
[U,E]=redumat (Dhc,graucol,m) ;
U_new=convmat (E,U) ;
U_total=convmat(U_total,U_new) ;
a=cutzeros(convmat (a,U_new));
graucol = coldeg(a,m);
avec=matsplit(a) ; [n]=size(avec,2);
Dhc=[];
for i=1:m;
Dhc=[Dhc avec((i-1)*p+1:i*p,n-graucol(i))];
end;

end;
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A.16.1 Redumat

function [U,E] = redumat(Dhc,coldeg,glin);
coldeg_old=coldeg;
[coldeg,ind]=sort(coldeg) ;ind=fliplr(ind) ;coldeg=fliplr(coldeg);
U=eye(glin); E=eye(glin);
if norm(coldeg_old-coldeg,1)~=0;
E=E(:,ind) ;Dhc=Dhc(:,ind);
end
[J,S,V]=svd(Dhc) ;
indzero=find(abs(diag(S))<le-13);Y=V(:,indzero) ;ybarra=[];kbarra=[];
for jj=1:size(Y,2);
ii=1;flag=1;
while flag
if abs(Y(ii,jj))>(le-13);
ind=find (kbarra==ii);
if length(ind)==0;
kbarra=[kbarra ii];ybarra=[ybarra Y(:,jj)];
end
flag=0;
else
1i=1i+1;
end
end
end
[kbarra,ind]=sort (kbarra) ;ybarra=ybarra(:,ind);
Uvec=matsplit(U) ;1lUvec=size(Uvec,1);
Uvec=[zeros(1Uvec,coldeg(kbarra(l))-coldeg(end))
Uvec] ;ncolUvec=size(Uvec,2);

for ii=1:length(kbarra)
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for jj=kbarra(ii):glin
Uvec(glinx(kbarra(ii)-1)+jj,
ncolUvec-(coldeg(kbarra(ii))-coldeg(jj)))=ybarra(jj,ii);
end
end

U=vecmat (Uvec,glin) ;

A.17 Ss2tflev

function [n,d]=ss2tflev2(a,b,c,d)
n=size(a, 1) ;p=size(c,1);qg=size(b,2) ;dd=d;d=[1];
si=eye(n);ai=-trace(a);adja=si;d=[1 ail;
for i=2:n;

si=sixatai*eye(n);ai=-trace(si*a)/i;adja=[adja si];d=[d ail
end
n=matsum(convmat (c,convmat(adja,b,q),q),

vecmat (convmat (matsplit(dd,q),d,1),p,q)); n=cutzeros(n);

A.18 Polybases

function [F]l=polybases(t,p,ncol); nlin=size(t,1);
if nargin==2;

ncol=nlin;
end
nbase=0;j=0;f1g=0;fhc=[];fvec=[]; esp_nulo=ncol-p;
if esp_nulo==0

display(’Espaco nulo: vetor origem’),return

end

while nbase<esp_nulo;

cjt=convform(t, j+1,ncol);
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[xj,sj,yjl=svd(cjt);[1cjt,ccjtl=size(cjt);
nj=NumSingNull(diag(sj),10"-4);
if ccjt>1lcjt;
ncj=nj+ccjt-lcjt;
else
ncj=nj;
end
for i=1:ncj;
1f nbase<esp_nulo;
if nbase==0;
f=yj(:,ccjt-i+1) ;fhc=f(1:ncol) ;nbase=1;
else
fi=yj(:,ccjt-i+1) ;fhci=[fhc fi(1:ncol)];sfhci=svd(fhci);
if NumSingNull(sfhci,10~-9)==
[mf ,nfl=size(f);
f=[[zeros(ccjt-mf,nf);f] fil;fhc=fhci;
nbase=nbase+1;
end
end
end
end
J=j+1
end
F=[1;
for i=1:ncol:size(f,1);
F=[F f(i:i+ncol-1,:)];

end
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A.19 Polymatposto

function posto=polymatposto(d,tol,ncol)
nlin=size(d,1);
if nargin==1;
tol=1e-9;ncol=nlin;
else
if nargin==2,
ncol=nlin;
else
if nlin>ncol;
d=transpol(d,ncol);aux=ncol;
ncol=nlin;nlin=aux;
end
end
end
graus=coldeg(d,ncol) ; [ord_grau,ind]=sort(graus) ;
k=norm(ord_grau(1:nlin),1); i=0;rank=[];flag=1;
while flag
dsk=polymatval(d, (-1)~i*i/2,ncol) ;sing=svd(dsk)’;
flagl=1;jj=nlin;num_sing0=0;
num_sing0=NumSingNull (sing,tol,nlin);
if 1==0;
posto=nlin-num_sing0;
else
posto=max([posto nlin-num_sing0]);
end
if i==k+1 | posto==nlin;
flag=0;

else
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i=i+1;
end

end

A.20 Inverse

function [n,d]=inverse(g);
[glin,1ld]=size(g); ldm=1d/glin;
if fix(1ldm) “=1ldm;error(’A matriz deve ser quadrada’);end
gvec=matsplit(g); [ml=size(gvec,2); graucol=coldeg(g);
Dhc=[];Dlc=[]; for i=1:glin
veci=[glin*(i-1)+1:glin*i];
Dhc=[Dhc gvec(veci,m-graucol(i))];
end;
U_total=eye(size(g,1));
while numsingnull(svd(Dhc),10"-5)7=0,
[U,E]l=redumat (Dhc,graucol,glin);
U_new=convmat(E,U) ;
U_total=convmat (U_total,U_new);
g=cutzeros(convmat (g,U_new)) ;
graucol=coldeg(g) ;
gvec=matsplit(g); [m]=size(gvec,2);
Dhc=[1;
for i=1:glin;
veci=[glin*(i-1)+1:glin*i] ;Dhc=[Dhc gvec(veci,m-graucol(i))];
end
end
ind=find(graucol==0) ;flag=0; if length(ind) =0
lind=length(ind) ;deltavec=[zeros(glin,1) ones(glin,1)];

deltavec(ind, :)=[ones(1lind,1) zeros(lind,1)];
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delta=diaglamb(deltavec); g=cutzeros(convmat(g,delta));
flag=1;graucol=coldeg(g) ;gvec=matsplit(g);
end;
for i=1:glin;
veci=[glin*(i-1)+1:glin*i];
Dlc=[Dlc gvec(veci,m-graucol(i)+1:end)];
end
ac=[1;
for i=1:length(graucol);
ac=blkdiag(ac, [zeros(1,graucol(i));
eye(graucol(i)-1,graucol(i))1);
end
Dhcinv=inv(Dhc) ;prod=Dhcinv*Dlc; acpos=[1];
for i=1:length(graucol)-1;
acpos=[acpos norm(graucol(1l:i),1)+1];
end
for i=1:glin;
ac(acpos(i),:)=-prod(i,:);
end;
be=[1;
for i=1:glin;
bc=[bc; [Dhcinv(i,:) ;zeros(graucol(i)-1,glin)]];
end;
ord_col=graucol;
%» Cria\c{c}tao de Cc
Cc=zeros(glin,sum(ord_col)) ;tam=1;ind=0;
while tam<=glin
ind=ind+ord_col(tam) ;
Cc(tam,ind)=1;

tam=tam+1;
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end

%Cria\c{c}ao de Dc

Dc=zeros(glin) ;

sUtiliza\c{c}ao do algoritmo de Leverrier

% [n,d]l=ss2tflev(ac,bc,Cc,Dc);

n2=[]; n=[1;

for i=1:glin
[n2,d]=ss2tf (ac,bc,Cc,Dc,i);
n=[n;n2];

end;

n=vecmat(n,glin); if flag
n=convmat (delta,n) ;

end;

n=convmat (U_total,n) ;

n=cutzeros(n) ;

A.21 Polydet

function [d] = polydet(g);
[glin,1ld]=size(g);1dm=1d/glin;
if fix(1ldm) “=1dm;
error(’A matriz deve ser quadrada’);
end
Graucol=coldeg(g); gvec=matsplit(g);[ml=size(gvec,2);
Dhc=[];Dlc=[1;
for i=1:glin
veci=[glin*(i-1)+1:glin*i];
Dhc=[Dhc gvec(veci,m-Graucol(i))];
end; E_new=eye(size(g,1)); U_total=eye(size(g,1)); detU=1;

while abs(det(Dhc))<1le-9
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[U,E]l=redumat (Dhc,Graucol,glin) ;
Udiag=diagpol(U);
for i=1:glin,detU=detUxUdiag(i,end) ;end
U_new=convmat (E,U) ;
U_total=convmat (U_total,U_new);
g=cutzeros(convmat (g,U_new)) ;
Graucol=graucolunas(g);
gvec=matsplit(g); [m]=size(gvec,2);
Dhc=[];
for i=1:glin;
veci=[glin*(i-1)+1:glin*i];
Dhc=[Dhc gvec(veci,m-Graucol(i))];
end
end
if find(coldeg(g))==[1;
d=det (Dhc) /detU;return;
end;
for i=1:glin;
veci=[glin*(i-1)+1:glin*i];
Dlc=[Dlc gvec(veci,m-Graucol(i)+1l:end)];
end
ac=[1;
for i=1:length(Graucol);
ac=blkdiag(ac, [zeros(1,Graucol(i));
eye(Graucol(i)-1,Graucol(i))1);
end
Dhcinv=inv(Dhc) ;prod=Dhcinv#*Dlc; acpos=[1]; for
i=1:length(Graucol)-1;
acpos=[acpos norm(Graucol(1:i),1)+1];

end
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for i=1:glin;
ac(acpos(i),:)=-prod(i,:);
end

d=det (Dhc) *poly(ac)/detU;

A.22 RCMFD

function [m,n]=rcmfd(ng,d,q);
[p,1lngl=size(ng) ;
if nargin==2;
q=pP;
end

if size(d,1)==1

dd=[1;

for i=1:p;
dd=[dd;d];

end;

a=diaglamb(dd) ;
else

a=d;
end
b=ng;t=matform(b,-a,q,p);
f=polybasesnewl(t,p,p+tq);

m=f(1:q,:);n=f(q+1l:p+q,:);

A.23 LCMFD

function [mtil,ntil]=lcmfd(m,n); p=size(n,l); g=size(m,1);
mt=transpol(m); nt=transpol(-n,q); t=matform(nt,mt,p,q);
f=polybasesnewl(t,q,q+p); ntilt=f(p+1l:p+q,:);

ntil=transpol(ntilt,p); mtilt=f(l:p,:); mtil=transpol(mtilt);
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A.24 MDC

function [mtil,ntil,mdcmal=mdc(p,q,ncol);

[mtil,ntill=1lcmfd(q,p);

mdcma=[] ;

[m,n]=rcmfd(ntil,mtil,ncol);

[nm,dm]=inverse(m) ;

cutzeros (convmat (nm,m) ) ; mdcn=convmat(um,q) ;

mdcnvec=matsplit (mdcn) ; mdcvec=[];

for i=1:size(mdcnvec,1);
[qc,rl=rcmfd2(mdcnvec(i,:),dm,1);
mdcvec=[ zeros(1l, (size(r,2)-size(mdcvec,2))) mdcvec;
zeros (1, (size(mdcvec,2)-size(r,2))) r/qc(end)];

end;

mdcma=vecmat (mdcvec,ncol) ;

A.25 Bezoutleft

function [xtil,ytil]=bezoutleft(m,n);
p=size(n,1) ;q=size(m,1);
m=transpol(m) ;n=transpol(n,q); t=matform(m,-n,q,p); nbase=0;j=1;
while nbase<q;
cjt=convform(t, j,q+p);
cjt=[cjt [zeros(size(cjt,1)-q,q);-eye(q)]];
[1cjt,ccjtl=size(cjt);[xj,sj,yjl=svd(cjt);
nj=NumSingNull(diag(sj),10°-9);
if ccjt>lcjt;ncj=nj+ccjt-1cjt;else ncj=nj;end
for i=1:ncj;
1f nbase<q;
if nbase==0;

f=yj(:,ccjt-i+1) ;fbot=f(end-q+1l:end, :) ;nbase=1;
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else
fi=yj(:,ccjt-i+1) ;fboti=[fbot fi(end-q+1l:end,:)];
if rank(fboti,le-9)==nbase+1;
[mf ,nfl=size(f);f=[[zeros(ccjt-mf,nf);f] fi];
nbase=nbase+1;
fbot=[fbot fi(end-q+l:end,:)];
end
end
end
end
3=3+1;
end
[1f,cf]l=size(f) ;1ff=1f-cf;
ff=f (1:1ff, ) *inv(f(1ff+1:1f,:));
c=f (1ff+1:1f,:) ;ff
xyhat=[];
for i=1:p+q:1ff;
xyhat=[xyhat ff(i:i+p+q-1,:)];
end
xhat=xyhat(1:q,:);xtil=transpol(xhat,q);

yhat=xyhat (q+1:end,:);ytil=transpol(yhat,q);

A.26 Bezoutright

function [x,y]l=bezoutright(m,n,q,p);

t=matform(m,-n,q,p);

nbase=0;j=1;

while nbase<p;
cjt=convform(t,j,q+p);

cjt=[cjt [zeros(size(cjt,1)-p,p);-eye(p)l];
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[1cjt,ccjtl=size(cjt);[xj,sj,yjl=svd(cjt);
nj=NumSingNull(diag(sj),10°-9);
if ccjt>lcjt;ncj=nj+ccjt-1cjt;else ncj=nj;end
for i=1:ncj;
1f nbase<p;
if nbase==0;
f=yj(:,ccjt-i+1) ;fbot=f (end-p+1l:end, :) ;nbase=1;
else
fi=yj(:,ccjt-i+1) ;fboti=[fbot fi(end-p+1l:end,:)];
if rank(fboti,le-9)==nbase+1;
[mf ,nfl=size(f) ;f=[[zeros(ccjt-mf,nf) ;£f] fil;
nbase=nbase+1;fbot=[fbot fi(end-p+l:end,:)];
end
end
end
end
J=J+1;
end
[1f,cfl=size(f) ;1ff=1f-cf;
ff=f (1:1ff, : ) *inv(f(1ff+1:1f,:));
c=f (1ff+1:1f,:) ;ff
xyhat=[];
for i=1:p+q:1ff;
xyhat=[xyhat ff(i:i+p+q-1,:)];

end y=xyhat(l:q,:); x=xyhat(q+l:end,:);

A.27 Polybezout

function [m,n,mtil,ntil,x,y,xtil,ytill=polybezout(n,d,ncol);

if nargin==3 [m,n]=rcmfd(n,d,ncol);else m=n;n=d;end
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[Im,cm]l=size(m); [1n,cnl=size(n) ;

[mtil,ntil]l=lcmfd(m,n) ;mtil=cutzeros(mtil) ,ntil=cutzeros(ntil,lm)
[xtil,ytil]l=bezoutleft(m,n) [lytil,cytill=size(ytil);
[1xtil,cxtil]=size(xtil); [1mtil,cmtill=size(mtil);
[Intil,cntil]l=size(ntil); t4m=[zeros(lxtil,cntil-cxtil)
xtil;zeros(1lntil,cxtil-cntil)-ntil];

t4n=[zeros(lytil,cmtil-cytil) ytil;zeros(lmtil,cytil-cmtil) -mtil];

[x,y]l=bezoutright (t4m,t4n,1lm,1n)
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