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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários para

a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

ADAPTAÇÃO DIGITAL DE UM FILTRO A CAPACITOR CHAVEADO

PROGRAMÁVEL

Eduardo Barbosa Moura Costa

Fevereiro/2005

Orientadores: Mariane Rembold Petraglia

Antonio Petraglia

Programa: Engenharia Elétrica

Neste trabalho são pesquisados métodos para a adaptação digital de um filtro a capa-

citor chaveado programável. A topologia do filtro é composta de blocos básicos formados

por seções FIR de segunda ordem. Estuda-se a estrutura do filtro analógico e as possibili-

dades de adaptação na forma cascata e de variação na taxa de adaptação em relação à taxa

de amostragem do sinal de entrada. Desenvolvem-se e analisam-se as superfícies de de-

sempenho para estruturas de filtragem nas formas cascata e direta. Finalmente, sugere-se

um algoritmo de adaptação considerando questões estruturais e de custo.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the requirements

for the degree of Master of Science (M.Sc.)

DIGITAL ADAPTATION OF A PROGRAMMABLE SWITCHED CAPACITOR

FILTER

Eduardo Barbosa Moura Costa

February/2005

Advisors: Mariane Rembold Petraglia

Antonio Petraglia

Department: Electrical Engineering

In this work some methods for the digital adaptation of a programmable switched-

capacitor filter are developed. The filter topology is composed of second-order FIR sec-

tions. The analog filter structure is studied and so are the possibilities of cascade form

adaptation and variable rate adaptation with respect to the input signal sample rate. Per-

formance surfaces are developed and analised for cascade and direct-form filter structures.

Finally, an adaptive algorithm is suggested considering structural and cost issues.
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Capítulo 1

Introdução

No decorrer do desenvolvimento de um projeto, o engenheiro deve estar ciente de

todas as variáveis às quais seu sistema será submetido. Mas o que fazer quando estas

variáveis são desconhecidas, ou pior, quando mudam a cada momento? O desafio reside

em projetar um sistema que se adapte às novas condições e que se ajuste automaticamente,

sem a necessidade de intervenção de um operador humano.

Algoritmos adaptativos são utilizados em diversas áreas: desde aplicações domésti-

cas até sistemas militares. Com a popularização e o incremento no uso de sistemas de

telecomunicações, tais algoritmos estão presentes no dia-a-dia das pessoas.

Alguns exemplos de aplicações nas quais se observam o uso de algoritmos adaptativos

são: telefonia móvel e fixa, equalização de canais de comunicação, sistemas de cancela-

mento de ruído, entre outros.

O desenvolvimento de sistemas digitais tem-se popularizado nas últimas décadas co-

mo resultado dos avanços na produção de processadores de sinais digitais extremamente

velozes. Este fato possibilitou o surgimento de uma ampla gama de produtos e aplicações,

cujo custo é diretamente proporcional à sua velocidade.

No entanto, a utilização de sistemas analógicos ainda é freqüente como conseqüência

de características bastante atraentes: baixo consumo de potência, menor área de integra-

ção e, conseqüentemente, menor custo. Além disso, apesar dos avanços obtidos no desen-

volvimento de circuitos digitais, seus equivalentes analógicos ainda são a única solução
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possível em aplicações com rigorosos requisitos de velocidade.

Filtros a capacitores chaveados possuem a característica de poderem ser programáveis,

ou seja, seus coeficientes podem ser modificados durante sua operação. Por este motivo, o

desenvolvimento de algoritmos adaptativos para esta classe de filtros analógicos torna-se

bastante promissor.

Por outro lado, a implementação de algoritmos adaptativos no domínio analógico é

dificultada pelo surgimento de offsets DC durante o processo de adaptação [1]. Desse

modo, opta-se por uma estrutura analógica-digital mista, onde se pode processar (filtrar)

sinais no domínio analógico e utilizar algoritmos adaptativos digitais ao mesmo tempo.

Esta estratégia gera a necessidade de conversores A/D e D/A operando em freqüências

altas, aumentando o consumo e a área de integração. Surge, então, a necessidade de um

algoritmo adaptativo que opere em uma taxa inferior à do sistema hospedeiro.

No decorrer deste trabalho, será apresentado um algoritmo adaptativo especialmente

projetado para uma estrutura IIR cascata, com restrições quanto à obtenção do estado

interno do filtro e que permite a subamostragem dos sinais de entrada e de erro. Desse

modo, o requisito quanto à rapidez/consumo dos conversores A/D e D/A é relaxada uma

vez que os únicos sinais analógicos necessários para o funcionamento do algoritmo serão

subamostrados.

No Capítulo 2 será apresentada a teoria de algoritmos adaptativos, recordando con-

ceitos de filtragem digital, passando pelo algoritmo steepest descent e citando dois dos

principais tipos de algoritmos adaptativos utilizados atualmente. A seguir, serão abor-

dadas as superfícies de desempenho para algoritmos baseados na minimização do erro

quadrático, tópico este útil para a avaliação do funcionamento dos algoritmos nos capí-

tulos que se seguem. O Capítulo 3 apresenta os casos de teste que foram utilizados para

se confirmar qual a estrutura adaptativa adequada para a realização da adaptação do filtro

descrito. O Capítulo 4 utiliza os resultados do Capítulo 3 para enunciar os requisitos, a te-

oria e o funcionamento do algoritmo adaptativo desenvolvido. Resultados de simulações

efetuadas e discussões sobre o funcionamento do algoritmo também são apresentados no

Capítulo 4, seguidos finalmente pelo capítulo final de conclusão.
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Capítulo 2

Teoria básica de filtragem adaptativa

A classe de filtros digitais abordada neste texto restringe-se à dos filtros lineares com

coeficientes reais. Deste modo, um filtro digital implementa a equação a diferenças:

y(n) =
N−1

∑
i=0

bix(n− i)−
M−1

∑
i=1

aiy(n− i) (2.1)

ou, utilizando a transformada Z:
Y (z)
X(z)

=
B(z)
A(z)

(2.2)

onde B(z) = ∑N−1
i=0 biz−i e A(z) = 1 + ∑M−1

i=1 aiz−i.

Um algoritmo adaptativo possibilita a “regulagem” dos coeficientes ai e bi de determi-

nado filtro digital. Para tanto, é necessária uma base de referência, ou seja, um sinal que

diga ao algoritmo que direção o ajuste dos coeficientes deve tomar. O que parece mais

lógico a se fazer é obter o sinal desejado d(n) e compará-lo com o sinal de saída do filtro

sendo adaptado, y(n), gerando-se assim um sinal de erro, e(n) = d(n)− y(n). Este sinal

de erro servirá ao algoritmo adaptativo para reajustar os coeficientes do filtro (figura 2.1).

O procedimento continua até um número máximo pré-determinado de iterações, até

que a função custo assuma um patamar considerado aceitável, ou mesmo indefinidamente.

A teoria utilizada no desenvolvimento de algoritmos adaptativos remonta à teoria de

filtros Wiener [2], que são de uma classe de filtros lineares ótimos discretos no tempo.

Estes filtros são otimizados levando-se em consideração uma função custo previamente

definida.
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Figura 2.1: Estrutura básica de um filtro adaptativo

Com base no sinal de erro, o algoritmo adaptativo definirá uma função custo J(e(n)),

que deverá ser minimizada, ou seja, o algoritmo deverá convergir para o ponto onde

∂J(e(n))

∂w(n)
= 0 (2.3)

sendo w(n) o vetor de coeficientes do filtro sendo adaptado. O desenvolvimento de cada

algoritmo depende fortemente da forma da função custo J(e(n)).

A função custo normalmente é derivada a partir de um sinal de erro, e(n) = d(n)−y(n)

(figura 2.1), onde y(n) é o sinal de saída do sistema e d(n) é o sinal desejado, isto é, o

sinal que o sistema deveria estar apresentando no instante de tempo n.

O sinal de erro e(n) é utilizado porque ele nos indica o quão próximos (ou distantes)

estamos da solução ótima. Como se trata de um problema de otimização, a forma que

a função custo toma costuma ser uma função do sinal de erro. Mais especificamente, é

comumente utilizado o valor esperado (E[· ]) do quadrado do sinal de erro, ou seja, o erro

médio quadrático, E[e2(n)] como função custo do algoritmo adaptativo.

2.1 Algoritmo steepest-descent

Definida uma função custo como referência para avaliação da eficiência do filtro,

deve-se desenvolver um método que a utilize para formar o algoritmo adaptativo.

O algoritmo steepest-descent[2] faz uso, a cada iteração, da função custo definida

para o ajuste dos coeficientes do filtro em questão. Através de sucessivas iterações o

algoritmo converge para um ponto ótimo, onde a função custo é minimizada. Ele consiste

dos seguintes passos:
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1. Estabelece-se um valor inicial (estimativa) para o vetor w(n) de coeficientes sendo

adaptado.

2. Calcula-se o gradiente da função custo, J(n), em relação ao vetor de coeficientes,

w(n).

3. Incrementa-se w(n) na direção oposta à do gradiente calculado no item anterior.

4. Retorna ao passo 2 e repete-se o procedimento.

A equação de atualização utilizada pelo algoritmo steepest-descent é dada abaixo:

w(n + 1) = w(n) +
1
2

µ [−∇J(n)] (2.4)

O cálculo do vetor gradiente ∇J(n) leva em consideração uma estrutura FIR, ou seja:

y(n) =
M−1

∑
i=0

wix(n− i) (2.5)

Deste modo, o vetor gradiente ∇J(n) é obtido da seguinte forma:

∇J(n) =
[

∂J(n)
∂w0(n)

∂J(n)
∂w1(n) · · ·

∂J(n)
∂wM−1(n)

]T
=−2p + 2Rw(n) (2.6)

onde

p = E[x(n)d(n)] (2.7)

R = E[x(n)xT (n)] (2.8)

x(n) =
[
x(n) x(n−1) · · · x(n−M + 1)

]T
(2.9)

Diversos algoritmos se utilizam do método steepest-descent para atualização de coe-

ficientes, por sua extrema simplicidade. Pode-se citar o algoritmo de Newton como outro

pertencente à mesma classe, mais complexo, porém mais rápido [2].

Embora à primeira vista o algoritmo steepest-descent pareça simples, ele necessita do

conhecimento prévio da estatística do sinal de entrada, x(n), que nem sempre é conhecida

ou está disponível. Na seção a seguir serão apresentados os algoritmos LMS e RLS, que

não fazem uso da estatística do sinal e que, por este motivo, são mais freqüentemente

utilizados.
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2.2 Algoritmos mais comuns

A tarefa dos algoritmos adaptativos de procurar pela solução ótima reduz-se à minimi-

zação de uma determinada função custo J(n). Com base nesta função custo diversos tipos

de algoritmos adaptativos vêm sendo desenvolvidos ao longo dos anos, cujo destaque

pode ser dado aos dois mais utilizados:

• LMS – Least Mean Square

• RLS – Recursive Least-Squares

2.2.1 LMS – Least Mean Square

O algoritmo LMS, desenvolvido em 1960 por Widrow e Hoff, é utilizado como padrão

de referência com o qual outros algoritmos adaptativos são comparados [2].

O algoritmo LMS procura minimizar o erro médio quadrático:

J(n) = E[(d(n)− y(n))2] = E[e2(n)] (2.10)

No entanto, o conhecimento do valor esperado do sinal de erro não está disponível

inicialmente, o que leva à consideração de estimativas instantâneas das estatísticas dos

sinais. Sendo assim, o gradiente da função custo J(n) pode ser calculado da seguinte

forma:

∇̂J(n) =−2p̂ + R̂w (2.11)

onde

R̂(n) = x(n)xT (n) (2.12)

p̂(n) = x(n)d(n) (2.13)

Comparando com o algoritmo steepest-descent, observa-se a semelhança entre as de-

finições de R̂(n) e R(n), assim como entre p̂(n) e p(n). A diferença reside na eliminação

do operador de valor esperado, dado o desconhecimento da estatística do sinal de entrada,
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x(n). Portanto, R̂(n) e p̂(n) são apenas estimativas das matrizes R(n) e p(n), respecti-

vamente. Utilizando a mesma regra iterativa do algoritmo steepest descent, a equação de

atualização do algoritmo LMS é dada por:

w(n + 1) = w(n) + µx(n)e(n) (2.14)

Dada a equação de atualização, verifica-se que o algoritmo LMS possui complexidade

computacional O(N), onde N é o número de coeficientes adaptados.

Critério de convergência

Pode ser mostrado que o algoritmo LMS converge para a solução ótima wo quando

[2]:

0< µ<
2

∑M−1
i=0 E[|x(n− i)|2]

(2.15)

Desajuste

Define-se o erro médio quadrático em excesso Jex(n) como sendo a diferença entre o

erro médio quadrático em um instante de tempo n, J(n), e seu valor ótimo, Jmin, obtido

com o valor correto do vetor de coeficientes, wo:

Jex(n) = J(n)− Jmin (2.16)

O desajuste do algoritmo LMS é obtido por:

M =
Jex(∞)

Jmin
=

µ
2

M−1

∑
i=0

E[|x(n− i)|2] (2.17)

2.2.2 RLS – Recursive Least-Squares

O método RLS define como sendo sua função custo a expressão:

J(n) =
n

∑
i=1

λn−i|e(i)|2 (2.18)

onde λ, uma constante positiva próxima, porém menor que 1, é definida como o “fator

de esquecimento” do algoritmo. De fato, o parâmetro λ regula o “peso” de estimativas

passadas do sinal de erro, considerando-as no resultado final da função custo J(n).

O funcionamento do algoritmo RLS é dado abaixo:
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1. P(0) = δ−1I

2. w(0) = 0

3. k(n) =
λ−1P(n−1)x(n)

1 + λ−1xT (n)P(n−1)u(n)

4. e(n) = d(n)−wT (n−1)x(n)

5. w(n) = w(n−1) + k(n)e(n)

6. P(n) = λ−1P(n−1)−λ−1k(n)xT (n)P(n−1)

7. voltar ao passo 3 e repetir iteração.

A complexidade computacional do algoritmo RLS, apesar de também crescer line-

armente com o número de coeficientes adaptados, é superior à do algoritmo LMS por

envolver um número maior de operações com matrizes, necessárias para os cálculos de

k(n) e P(n). No entanto, o algoritmo RLS tende a convergir mais rapidamente que o LMS

para a solução correta.

2.3 Adaptação IIR

Uma função de transferência é dita IIR quando sua resposta impulsional é infinita.

Considere o sistema:

H(z) =
Y (z)
X(z)

=
N(z)
D(z)

=
∑N−1

i=0 biz−i

1 + ∑M−1
i=1 aiz−i

(2.19)

ou, no domínio do tempo:

y(n) =
N−1

∑
i=0

bix(n− i)−
M−1

∑
i=1

aiy(n− i) (2.20)

= bT x(n)−aT y(n−1) (2.21)

onde a =
[
a1 · · · aM−1

]T
e b =

[
b0 · · · bN−1

]T
.

Utilizando-se o método LMS, define-se a função custo:

J(n) = |e(n)|2 (2.22)
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e o vetor p(n):

p(n) =
[
bT (n) aT (n)

]T
(2.23)

A partir da equação 2.22, derivam-se os cálculos do vetor gradiente ∇J(n):

∇J(n) = 2e(n)
∂e(n)

∂p(n)

=−2e(n)
[

∂y(n)
∂b0(n) · · ·

∂y(n)
∂bN−1(n)

∂y(n)
∂a1(n) · · ·

∂y(n)
∂aM−1(n)

]T
(2.24)

O cálculo das derivadas parciais ∂y(n)
∂b j(n) e ∂y(n)

∂ai(n) é realizado da seguinte forma [3]:

∂y(n)

∂ai(n)
=−y(n− i)−

M−1

∑
j=1

a j(n)
∂y(n− j)

∂ai(n)
(2.25)

∂y(n)

∂b j(n)
= x(n− j)−

M−1

∑
i=1

ai(n)
∂y(n− i)
∂b j(n)

(2.26)

onde i = 1,2, . . . ,M−1 e j = 0,1, . . . ,N−1.

O cálculo das derivadas parciais ∂y(n−i)
∂b j(n) e ∂y(n− j)

∂ai(n) não é uma tarefa simples. Pode-se

considerar que, se o passo de adaptação for suficientemente pequeno,

ai(n)≈ ai(n− j) para i, j = 1,2, . . . ,M (2.27)

b j(n)≈ b j(n− i) para j = 1,2, . . . ,N e i = 1,2, . . . ,M (2.28)

Neste caso,

∂y(n)

∂ai(n)
≈−y(n− i)−

M−1

∑
j=1

a j(n)
∂y(n− j)
∂ai(n− j)

(2.29)

∂y(n)

∂b j(n)
≈ x(n− j)−

M−1

∑
i=1

ai(n)
∂y(n− i)
∂b j(n− i)

(2.30)

As equações 2.29 e 2.30 tornam possível o cálculo das derivadas parciais através de

equações a diferenças, com sinais de entrada y(n) e x(n), respectivamente. Equivalente-

mente,

sa j(n) =−y(n− j)−
M−1

∑
i=1

ai(n)sa j(n− i) (2.31)

sb j(n) = x(n− j)−
M−1

∑
i=1

ai(n)sb j(n− i) (2.32)
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Figura 2.2: Cálculo das derivadas parciais em uma estrutura IIR

ou, utilizando a transformada Z:

Sa j(n)(z) =
−z− jY (z)

1 + ∑M−1
i=1 ai(n)z−i

=−z− j Y (z)
D(z)

(2.33)

Sb j(n)(z) =
z− jX(z)

1 + ∑M−1
i=1 ai(n)z−i

= z− j X(z)
D(z)

(2.34)

Finalmente, pode-se obter o valor (aproximado) do vetor gradiente ∇J(n) pelas equa-

ções 2.33 e 2.34. A figura 2.2 mostra graficamente o cálculo das derivadas parciais de

y(n) em relação aos coeficientes ai(n) e bi(n).

A equação de adaptação é, portanto:

p(n + 1) = p(n) + 2e(n)S(n) (2.35)

onde S(n) =
[
−sb0(n) · · · −sbN−1(n) sa1(n) · · · saM−1(n)

]T
.

2.3.1 Adaptação IIR na forma cascata

Uma estrutura na forma cascata é obtida conectando-se seções IIR, de qualquer ordem,

em série. Desta forma, a função de transferência resultante é representada pelo produto

das funções de transferência individuais de cada seção.
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Pode-se representar uma função de transferência H(z), de ordem N, como o produto

de seções de 2a ordem. No caso de N ser ímpar, utilizam-se bN/2c seções de 2a ordem

mais uma seção de 1a ordem.

No caso geral, tem-se que a função de transferência realizada numa estrutura cascata

composta por K seções de 2a ordem é dada por:

H(z) =
K

∏
i=1

b0i(n) + b1i(n)z−1 + b2i(n)z−2

1 + a0i(n)z−1 + a1i(n)z−2 =
K

∏
i=1

Hi(z) =
K

∏
i=1

Ni(z)
Di(z)

(2.36)

Utilizando os conceitos desenvolvidos na Seção 2.3, é possível derivar um algoritmo

adaptativo para a estrutura cascata. Considere o vetor de coeficientes p(n):

p(n) =
[
b00(n) b10(n) b20(n) a10(n) a20(n)

· · · b0K(n) b1K(n) b2K(n) a1K(n) a2K(n)
]T

(2.37)

O vetor de derivadas parciais ∂y(n)
∂p(n) tem a forma:

∂y(n)

∂p(n)
=
[

∂y(n)
∂b00(n)

∂y(n)
∂b10(n)

∂y(n)
∂b20(n)

∂y(n)
∂a10(n)

∂y(n)
∂a20(n)

· · · ∂y(n)
∂b0K(n)

∂y(n)
∂b1K(n)

∂y(n)
∂b2K(n)

∂y(n)
∂a1K(n)

∂y(n)
∂a2K(n)

]T
(2.38)

Utilizando o desenvolvimento realizado na seção 2.3, tem-se que, para a k-ésima seção

de 2a ordem:

∂yk(n)

∂a jk(n)
=−yk(n− j)−

M−1

∑
i=1

aik(n)
∂yk(n)

∂a jk(n)
1≤ j ≤ 2 (2.39)

∂yk(n)

∂b jk(n)
= yk−1(n− j)−

M−1

∑
i=1

aik(n)
∂yk(n)

∂b jk(n)
0≤ j ≤ 2 (2.40)

onde os sinais yk(n) representam a saída da k-ésima seção, sendo y0(n) = x(n) e yK(n) =

y(n), como indicado na figura 2.3.

Sejam Sa jk(n) e Sb jk(n) as transformadas Z das derivadas parciais ∂y(n)
∂a jk(n) e ∂y(n)

∂b jk(n) , res-

pectivamente. Utilizando o resultado acima:

Sa jk(n) =−z− j X(z)
Dk(z)

K

∏
i=k

Hi(z) (2.41)

Sb jk(n) = z− j X(z)
Dk(z)

K

∏
i=k

Hi(z) (2.42)
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Figura 2.3: Cálculo das derivadas parciais em uma estrutura IIR cascata
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2.3.2 Estabilidade de filtros IIR

A recursividade apresentada pelas estruturas IIR introduz um problema inexistente

nas estruturas FIR: a possibilidade de instabilidade. Uma função de transferência H(z)

é considerada BIBO (bounded input, bounded output) estável se os coeficientes de sua

resposta impulsional forem absolutamente somáveis:

S =
∞

∑
n=−∞

|h(n)|< ∞ (2.43)

Pode ser demonstrado que uma função de transferência H(z) será estável se todos os

seus pólos estiverem contidos dentro do círculo unitário do plano complexo z.

Considerando um polinômio em z de segunda ordem D(z) = 1 + d1z−1 + d2z−2, é

possível utilizar o critério de Jury [4] para determinar se as raízes de D(z) estão contidas

no interior do círculo unitário do plano complexo z:

|d2|< 1 (2.44)

|d1|< 1 + d2 (2.45)

Se d1 e d2 estiverem localizados no interior da região delimitada pelas equações 2.44 e

2.45 (figura 2.4), as raízes do polinômio D(z) possuirão módulo menor que 1. Estas duas

inequações serão úteis mais adiante na detecção de pólos instáveis durante o processo de

adaptação.

2.4 Superfície de desempenho

Filtros com estruturas IIR possuem vantagens sobre filtros FIR no que diz respeito ao

número de coeficientes necessários para a realização de determinadas funções de trans-

ferência. A recursividade de estruturas IIR permite que estes filtros sejam capazes de

realizar, com um número significativamente menor de coeficientes, a mesma função de

transferência que seu equivalente FIR.

No entanto, se por um lado a simplicidade das funções de transferência de filtros IIR

é atraente, por outro sua natureza recursiva introduz um problema que a categoria FIR
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não possui: a possibilidade de instabilidade da função de transferência. Como visto na

Seção 2.3.2, pode ser demonstrado que, se o módulo dos pólos de uma estrutura IIR não

estiverem contidos dentro do círculo unitário do plano complexo z, o filtro será instável.

Este fato representa um sério risco ao funcionamento de algoritmos adaptativos atu-

ando em estruturas IIR por modificarem constantemente o valor dos coeficientes do nu-

merador e do denominador da função de transferência. Neste sentido, é necessário um

estudo mais detalhado da característica das superfícies de desempenho de cada estrutura

IIR de modo a prever e detectar problemas potenciais de convergência e de estabilidade

em tais estruturas.

Estudos anteriores ([3], [5] e [6]) abordam propriedades das superfíceis de conver-

gência de filtros IIR, além de se preocuparem-se com a implementação de funções de

transferência nas formas cascata e paralela.

Considerando um algoritmo adaptativo baseado na minimização do erro médio qua-

drático, J(n) = E[e2(n)], pode-se derivar a forma da superfície de erro. Considerando um

sistema adaptativo G(z) cujo objetivo seja o de modelar uma estrutura IIR H(z), o sinal

14
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Figura 2.5: Identificação de sistema

desejado será modelado como:

D(z) = H(z)X(z) + R(z) (2.46)

onde D(z), X(z) e R(z) são as transformadas Z dos sinais desejado, de entrada e de ruído,

respectivamente.

A superfície de desempenho é obtida através da expansão de E[e2(n)]:

E[e2(n)] = E[(d(n)− y(n))2]

= E[d2(n)−2d(n)y(n) + y2(n)]
(2.47)

Considerando que para dois processos p(n) e q(n) estacionários com função de cor-

relação cruzada Φpq(z):

E[p(n)q(n)] =
1

2π j

�
γ
Φpq(z)

dz
z

(2.48)

onde γ é o círculo unitário do plano z no sentido anti-horário, a equação 2.47 pode ser

reescrita como [3]:

E[e2(n)] =
1

2π j

�
γ

[
|H(z)−G(z)|2Φxx(z) + Φrr(z)

] dz
z (2.49)

onde Φxx(z) e Φrr(z) são os espectros de potência dos sinais de entrada, x(n), e de ruído,

r(n), respectivamente. No caso de r(n) = 0, a superfície reduz-se a [6]:

E[e2(n)] =
1

2π j

�
γ
|H(z)−G(z)|2 Φxx(z)

dz
z

(2.50)
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As integrais das equações 2.49 e 2.50, e conseqüentemente as equações da superfície

de desempenho, podem ser resolvidas através do teorema dos resíduos de Cauchy [7].

2.5 Efeito da estrutura na superfície de desempenho

Uma função de transferência H(z) pode ser realizada de diversas formas (direta, cas-

cata, paralela, etc.). No entanto, a forma com a qual H(z) é realizada interfere diretamente

na forma da superfície de desempenho do filtro, com a introdução de pontos de sela (sad-

dle points) [3].

Se duas estruturas forem equivalentes, suas funções custo serão iguais se

F1(w1) = F2(w2) = F2(f3(w1)) (2.51)

onde F1 e F2 são as funções custo de duas realizações equivalentes, w1 e w2 são os vetores

de coeficientes destas duas realizações, na forma w =
[
w0 w1 · · · wM−1

]T
e f3(w1)

é o conjunto de funções que realiza o mapeamento entre os coeficientes da realização 1

para a 2.

Desta forma, se f3 for diferenciável, pela regra da cadeia obtém-se:

∂F1(w1)

∂w1
=

∂F2(f3(w1))

∂w1
=

∂F2(f3(w1))

∂f3(w1)

∂f3(w1)

∂w1
(2.52)

Se w′2 for um ponto estacionário de F2(w2) então:

∂F2(w2)

∂w2

∣∣∣∣
w2=w′2

= 0 =
∂F1(w1)

∂w1

∣∣∣∣
w1=w′1

(2.53)

onde w′2 = f3(w′1).

No entanto, pode ocorrer o caso em que

∂F2(f3(w1))

∂f3(w1)

∣∣∣∣
w1=w′′1

= 0 (2.54)

mas
∂F1(w1)

∂w1

∣∣∣∣
w1=w′′1

6= 0 (2.55)
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O caso descrito nas equações 2.54 e 2.55 só será possível se f3 não for diferenciável

em w1 = w′′1 , caso este no qual a regra da cadeia da equação 2.52 não se aplica. Pode ser

demonstrado que os pontos estacionários w′′2 = f3(w′′1) serão pontos de sela [3].

A detecção de pontos de sela pode ser realizada verificando se a matriz ∂f3(w1)
∂w1

−1
é

não-singular.
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Capítulo 3

Casos de teste

O processo de escolha do melhor algoritmo adaptativo para o caso em estudo passou

por etapas preliminares, nas quais foram estudadas metodologias que pudessem possibili-

tar um melhor funcionamento. Nestas etapas, buscou-se realizar o processo de adaptação

na forma cascata, de modo a ajustar os coeficientes de cada seção de segunda ordem di-

retamente, ao invés de realizar a adaptação na forma direta. Alguns problemas foram

detectados durante estes testes preliminares, onde as superfícies de desempenho obtidas

foram insatisfatórias.

No decorrer deste capítulo, serão explicitados os motivos pelos quais resolveu-se ado-

tar a abordagem de adaptação na forma direta, ao invés de na forma cascata (forma origi-

nal do filtro).

Neste capítulo serão testadas algumas estruturas de filtros IIR semelhantes à estrutura

do filtro alvo (Seção 4.1). O objetivo é verificar a estabilidade e a superfície de conver-

gência de cada uma das estruturas testadas. Neste caso, portanto, não se lançará mão de

modificações no algoritmo para adaptação em taxa reduzida.

Inicialmente será abordada a estrutura de um filtro IIR na forma direta e sua superfície

de convergência. Em seguida serão adicionadas seções de 2a ordem até que não seja

mais possível a adaptação. O objetivo é demonstrar as razões pelas quais optou-se pela

adaptação na forma direta ao invés da forma cascata.

Nos casos de testes que se seguem o objetivo é identificar uma planta de estrutura
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Figura 3.1: Filtro na forma direta

idêntica à do filtro adaptativo, utilizando-se como sinal de entrada ruído gaussiano de

média zero e variância unitária.

3.1 Forma direta

Como primeiro caso de teste, será utilizada a forma direta apresentada na figura 3.1:

y(n) =
N−1

∑
i=0

bix(n− i)−
M−1

∑
i=1

aiy(n− i) (3.1)

ou, utilizando a transformada Z:

H(z) =
B(z)

1 + A(z)
=

∑N−1
i=0 biz−i

1 + ∑M−1
i=1 aiz−i

(3.2)

Fazendo M = N = 3, a estrutura reduz-se a uma seção FIR em cascata com uma seção

só pólos IIR, ambas de 2a ordem. A teoria da Seção 2.3 aplica-se diretamente a este caso.

Os códigos dos programas de simulação podem ser vistos na Seção A.1.

3.1.1 Adaptação somente dos zeros

Inicialmente a adaptação será efetuada somente no coeficiente b1, mantendo os pólos

fixos. A função de transferência do filtro adaptativo resultante é, portanto:

G(z) =
D(z)

1 + A(z)
=

1 + d1z−1 + z−2

1 + a1z−1 + a2z−2 (3.3)

O sinal de erro e a evolução do processo de adaptação do coeficiente d1 são exibidos

nas figuras 3.2 (LMS) e 3.3 (RLS). Nota-se que o processo de adaptação ocorre sem

problemas, com o sinal de erro quadrático atingindo um valor inferior a 10−8 a partir
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Figura 3.2: Adaptação na forma direta (somente zeros) – LMS
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Figura 3.3: Adaptação na forma direta (somente zeros) – RLS
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da 150a iteração (LMS). Em comparação, o algoritmo RLS realiza a convergência do

coeficiente b1 com um erro inferior a 10−8 após 125 iterações.

Como o único coeficiente sendo adaptado é d1, a função custo sendo minimizada é

uma função de d1. O cálculo da expressão da curva de desempenho é apresentado na

próxima seção.

3.1.2 Adaptação dos pólos e zeros

Utilizando a mesma estrutura adaptativa da seção anterior, desta vez os pólos da fun-

ção de transferência também serão adaptados. Iniciando a adaptação, verifica-se um erro

de menos de 10−8 entre o sinal desejado e o calculado pelo filtro adaptativo a partir da

600a iteração (figura 3.4) com o algoritmo LMS. Com o algoritmo RLS, os coeficientes

convergem para os valores corretos com erro inferior a 10−8 após 350 iterações (figura

3.5).

Considere que

G(z) =
D(z)

1 +C(z)
=

1 + d1z−1 + z−2

1 + c1z−1 + c2z−2 (3.4)

seja a função de transferência do filtro adaptativo tentando identificar os valores corretos

dos coeficientes de H(z): b1, a1 e a2. A equação da superfície de desempenho será uma

função de três variáveis, a saber: d1, c1 e c2.

Considerando o desenvolvimento apresentado na Seção 2.4, procede-se agora à for-

mulação da equação da superfície de desempenho para o caso da forma direta. Para sim-

plificar o cálculo, será considerado que o sinal de entrada, x(n), possui variância unitária

e média zero e que o sinal de ruído é nulo. A tabela 3.1 apresenta o valor dos resíduos da

expressão

|H(z)−G(z)|2
z

=
H(z)H(z−1)

z
− 2H(z)G(z−1)

z
+

G(z)G(z−1)

z
(3.5)

onde α1, α2, β1 e β2 são os pólos de H(z) e G(z), respectivamente. A equação da super-

fície de desempenho é obtida através da soma dos resíduos dos três termos acima.

No caso do filtro da Seção 3.1.1, a superfície de desempenho será função somente

do parâmetro d1. Pelos valores relacionados na tabela 3.1, conclui-se que a superfície
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Figura 3.5: Adaptação na forma direta – RLS
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será, na verdade, uma função de 2o grau em d1 possuindo, portanto, um único mínimo

global. Desta forma não há possibilidade de incorreções para o processo de adaptação

apresentado na seção 3.1.1.

3.2 Duas seções de 2a ordem

A estrutura apresentada na seção anterior comportou-se bem durante o processo de

adaptação. A partir de agora, serão adicionadas sucessivas seções FIR (all-zeros) de

segunda ordem para avaliar o comportamento da estrutura cascata quando submetida à

adaptação.

Neste caso, a função de transferência do filtro sendo adaptado será

H(z) =
(1 + b1z−1 + z−2)(1 + b2z−1 + z−2)

1 + a1z−1 + a2z−2 (3.6)

e a do filtro adaptativo

G(z) =
(1 + d1z−1 + z−2)(1 + d2z−1 + z−2)

1 + c1z−1 + c2z−2 (3.7)

3.2.1 Adaptação dos zeros

O primeiro teste ocorre adaptando-se somente os zeros da função de transferência, ou

seja, ajustando os coeficientes do denominador: d1 e d2. As figuras 3.6 e 3.7 apresentam a

evolução dos sinais de erro e dos coeficientes durante o processo de adaptação utilizando

os algoritmos LMS e RLS, respectivamente.

Observa-se que os coeficientes adaptados convergem corretamente para os valores

desejados, com um erro menor que 10−6 após 1500 iterações para o algoritmo LMS e 650

iterações com o algoritmo RLS. Como esperado, a convergência é mais lenta do que a

observada na Seção 3.1.1 devido à introdução de uma nova variável de adaptação, d2. Na

seção seguinte, os pólos também serão adaptados.
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Tabela 3.1: Resíduos para composição da superfície de desempenho na forma direta

Termos Pólos Resíduos

H(z)H(z−1)

z

z = 0 α−1
1 α−1

2

z = α1
(1 + b1α−1

1 + α−2
1 )(1 + b1α1 + α2

1)

α1(1−α2α−1
1 )(1−α2

1)(1−α1α2)

z = α2
(1 + b1α−1

2 + α−2
2 )(1 + b1α2 + α2

2)

α2(1−α1α−1
2 )(1−α2

2)(1−α1α2)

z = α−1
1

(1 + b1α−1
1 + α−2

1 )(1 + b1α1 + α2
1)

α−1
1 (1−α2

1)(1−α2α−1
1 )(1−α2α−1

1 )

z = α−1
2

(1 + b1α−1
2 + α−2

2 )(1 + b1α2 + α2
2)

α−1
2 (1−α2

2)(1−α1α−1
2 )(1−α1α−1

2 )

H(z)G(z−1)

z

z = 0 α−1
1 α−1

2

z = α1
(α2

1 + b1α1 + 1)(α2
1 + d1α1 + 1)

α2
1(α1−α2)(1−β1α1)(1−β2α1)

z = α2
(α2

2 + b1α2 + 1)(α2
2 + d1α2 + 1)

α2
2(α2−α1)(1−β1α2)(1−β2α2)

z = β−1
1

(1 + b1β1 + β2
1)(β−2

1 + d1β−1
1 + 1)

β−1
1 (1−α1β1)(1−α2β1)(1−β2β−1

1 )

z = β−1
2

(1 + b1β2 + β2
2)(β−2

2 + d1β−1
2 + 1)

β−1
2 (1−α1β2)(1−α2β2)(1−β1β−1

2 )

G(z)G(z−1)

z

z = 0 β−1
1 β−1

2

z = β1
(1 + d1β−1

1 + β−2
1 )(1 + d1β1 + β2

1)

β1(1−β2β−1
1 )(1−β2

1)(1−β1β2)

z = β2
(1 + d1β−1

2 + β−2
2 )(1 + d1β2 + β2

2)

β2(1−β1β−1
2 )(1−β2

2)(1−β1β2)

z = β−1
1

(1 + d1β−1
1 + β−2

1 )(1 + d1β1 + β2
1)

β−1
1 (1−β2

1)(1−β2β−1
1 )(1−β2β−1

1 )

z = β−1
2

(1 + d1β−1
2 + β−2

2 )(1 + d1β2 + β2
2)

β−1
2 (1−β2

2)(1−β1β−1
2 )(1−β1β−1

2 )
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Figura 3.6: Duas seções de segunda ordem (somente zeros) – LMS
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Figura 3.7: Duas seções de segunda ordem (somente zeros) – RLS
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Figura 3.8: Superfície de desempenho para duas seções de segunda ordem

3.2.2 Adaptação de pólos e zeros

As figuras 3.9 e 3.10 apresentam a evolução dos sinais de erro e dos valores dos

coeficientes adaptados através dos algoritmos LMS e RLS, respectivamente. Verifica-se

que, em relação à simulação anterior, a velocidade de adaptação torna-se mais lenta. Na

verdade, isto é conseqüência da superfície de desempenho não-quadrática (figura 3.8) que

obrigou uma variação nos valores dos parâmetro de adaptação µ (LMS) e λ (RLS). Estes

valores tiveram que ser modificados para estabilizar o processo adaptativo.

Como conseqüência direta da alteração no valor de µ, o sinal de erro ao fim de 8000

iterações é muitas vezes superior ao obtido na simulação anterior para o algoritmo LMS.

O algoritmo RLS também foi afetado, embora menos significativamente: o valor do sinal

de erro após 1000 iterações ficou abaixo de 10−6. A Seção A.2 apresenta os códigos

utilizados para a geração dos gráficos.

O cálculo da superfície de desempenho para o caso de duas seções de 2a ordem pode

ser derivado do resultado obtido na tabela 3.1, multiplicando cada um dos resíduos pelo

polinômio (1 + d2z−1 + z−2) e atribuindo a z o valor dos respectivos pólos.
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Figura 3.9: Duas seções de segunda ordem – LMS
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Figura 3.10: Duas seções de segunda ordem – RLS
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3.3 Três seções de 2a ordem

Dando continuidade às simulações, nesta seção será testada a estrutura com três seções

de segunda ordem, na forma:

H(z) =
(1 + b1z−1 + z−2)(1 + b2z−1 + z−2)(1 + b3z−1 + z−2)

(1 + a1z−1 + a2z−2)
(3.8)

Do mesmo modo, procede-se à adaptação dos zeros com pólos fixos e, posteriormente,

à adaptação de pólos e zeros.

Neste caso as simulações não convergiram para o resultado esperado. O sinal de erro

tornou-se instável, assim como os valores dos coeficientes sendo adaptados. A forma

da superfície de desempenho, com a adição de mais uma seção FIR de segunda ordem,

tornou-se muito complexa para o procedimento de adaptação, impossibilitando a correta

identificação dos coeficientes do filtro.

32



Capítulo 4

Desenvolvimento

Neste capítulo será descrito o filtro para o qual foi desenvolvido o algoritmo apre-

sentado neste trabalho [8], considerando sua função de transferência, topologia e demais

características que impossibilitaram a adoção de algoritmos bem conhecidos (LMS, RLS,

etc.) para a adaptação de seus coeficientes.

Em seguida, serão citados os requisitos necessários para o funcionamento do algo-

ritmo, levando-se em consideração as restrições decorrentes da estrutura do filtro.

Finalmente, será apresentado o algoritmo desenvolvido para o filtro em questão, deta-

lhando-se seu funcionamento e teoria.

4.1 Estrutura do filtro

O filtro para o qual o algoritmo foi desenvolvido possui características particulares,

que impedem a adoção de algoritmos bem conhecidos. Sua estrutura consiste de 4 (qua-

tro) seções FIR de 2a ordem (figura 4.2), seguidas por 1 (uma) seção IIR de 2a ordem,

como mostrado na figura 4.1, sendo implementada por circuito a capacitores chaveados

cuja configuração básica é apresentada na figura 4.2. Cada seção FIR possui função de

transferência [8]:

H(z) =−C0

C1

(
1 +

C4−C5

C3
z−1 + z−2

)
(4.1)
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Figura 4.1: Estrutura global do filtro a capacitores chaveados

Figura 4.2: Seção FIR de segunda ordem no filtro a capacitores chaveados

Fazendo C0 = C1, cada uma das seções FIR assume, portanto, a forma:

Bi(z) = 1 + biz−1 + z−2 (4.2)

Os valores do primeiro e terceiro coeficientes, termos z0 e z−2, respectivamente, são

garantidamente sempre iguais a 1 (um), pois a estrutura do filtro assim os define. O valor

do coeficiente bi pode variar dentro do intervalo [−2,2], fazendo com que todos os zeros

da função de transferência residam sobre o círculo unitário.

A seção recursiva do filtro possui a forma abaixo:

1
A(z)

=
1

1 + a1z−1 + a2z−2 (4.3)

O primeiro coeficiente do denominador (termo z0) tem seu valor determinado pela

estrutura do filtro que, no caso, será sempre igual a 1 (um). O coeficiente a1 pode variar

dentro do intervalo [−2,2] e a2 dentro de [0,1], garantidas as condições de estabilidade.
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Assim sendo, a função de transferência apresentada pelo filtro em questão possui a

forma:

H(z) =
∏4

i=1 Bi(z)
A(z)

=
∏4

i=1(1 + biz−1 + z−2)

1 + a1z−1 + a2z−2 (4.4)

4.1.1 Equivalência das formas direta e cascata

Como visto na Seção 2.5, algumas precauções devem ser tomadas quando se tenta

realizar a função de transferência Hc(z), na forma cascata, como Hd(z), na forma direta:

Hc(z) =
∏4

i=1(1 + biz−1 + z−2)

(1 + a1z−1 + a2z−2)
(4.5)

Hd(z) =
∑8

i=0 ciz−i

(1 + a1z−1 + a2z−2)
(4.6)

Realizando o mapeamento entre os coeficientes de Hc(z) e Hd(z), tem-se:

c0 = c8 = 1 (4.7)

c1 = c7 = b1 + b2 + b3 + b4 (4.8)

c2 = c6 = b1b2 + b3b4 + (b1 + b2)(b3 + b4) + 4 (4.9)

c3 = c5 = (b1 + b2)(b3b4 + 3) + (b3 + b4)(b1b2 + 3) (4.10)

c4 = (b1 + b2)(b3 + b4) + (b1b2 + 2)(b3b4 + 2) + 2 (4.11)

A estrutura das seções de segunda ordem na forma cascata faz com que c0 = c8 = 1 e

que c1 = c7, c2 = c6 e c3 = c5. Portanto, para o mapeamento entre as realizações Hc(z) e

Hd(z) é suficiente considerar apenas os coeficientes c1, c2, c3 e c4. Logo:

f(w1) =
[
c1 c2 c3 c4

]T
(4.12)

Para que o mapeamento ocorra corretamente e para que não apareçam pontos de sela,

é necessário o cálculo do determinante da inversa da matriz ∂f(w1)
∂w1

:

∂f(w1)

∂w1
=




∂c1

∂b1
· · · ∂c1

∂b4... . . . ...
∂c4

∂b1
· · · ∂c4

∂b4




(4.13)
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onde:

∂c1

∂b1
=

∂c1

∂b2
=

∂c1

∂b3
=

∂c1

∂b4
= 1 (4.14)

∂c2

∂b1
= b2 + b3 + b4 (4.15)

∂c2

∂b2
= b1 + b3 + b4 (4.16)

∂c2

∂b3
= b1 + b2 + b4 (4.17)

∂c2

∂b4
= b1 + b2 + b3 (4.18)

∂c3

∂b1
= b2b3 + b2b4 + b3b4 + 3 (4.19)

∂c3

∂b2
= b1b3 + b4b1 + b3b4 + 3 (4.20)

∂c3

∂b3
= b1b2 + b1b4 + b2b4 + 3 (4.21)

∂c3

∂b4
= b1b2 + b1b3 + b2b3 + 3 (4.22)

∂c4

∂b1
= b2b3b4 + 2b2 + b3 + b4 (4.23)

∂c4

∂b2
= b1b3b4 + 2b1 + b3 + b4 (4.24)

∂c4

∂b3
= b1b2b4 + 2b4 + b1 + b2 (4.25)

∂c4

∂b4
= b1b2b3 + 2b3 + b1 + b2 (4.26)

O determinante da matriz ∂f(w1)
∂w1

−1
é dado por:

det

[
∂f(w1)

∂w1

−1
]

= b1b2(b1b2 + 1)(b1−b2)(b3−b4)

+ b2
1b2

3(b1−b3)(b4−b2) + b2
2b2

3(b2−b3)(b1−b4)

+ b3b4(b3b4 + 1)(b1−b2)(b3−b4)

+ b2
1b2

4(b1−b4)(b2−b3) + b2
2b2

4(b2−b4)(b3−b1)

+ (b3
1−b3

2)(b3−b4) + (b3
3−b3

4)(b1−b2)

+ 2(b2
1−b2

2)(b2
3−b2

4)

(4.27)
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A matriz ∂f(w1)
∂w1

−1
será singular quando todos os termos da equação 4.27 forem nulos.

Isto somente será possível quando b1 = b2 = b3 = b4. Desta forma, ao se realizar a

adaptação de Hc(z) deve-se evitar que os coeficientes bi possuam valores iguais.

4.2 Requisitos do algoritmo

O filtro digital descrito acima foi implementado em um circuito integrado de 68 pinos.

Para operá-lo utiliza-se uma placa de testes especialmente projetada para tal, responsável

pela alimentação do circuito integrado e pela geração de sinais de controle e programação

dos coeficientes do filtro.

Dada a configuração dos pinos do circuito integrado e da placa de testes, não é possível

a obtenção, no mesmo instante n de tempo, de sinais na saída do filtro e de sinais em

qualquer estágio intermediário do mesmo.

Esta restrição impede a adoção de algoritmos adaptativos usuais, tais como LMS e

RLS, uma vez que estes algoritmos utilizam os sinais de mais de um nó da malha do

filtro no mesmo instante de tempo n. Desta forma, a amostragem dos sinais pertinentes

ao algoritmo deve ser realizada de maneira mais lenta, de modo a possibilitar a consulta a

todos os sinais necessários à adaptação.

Os requisitos básicos de operação do algoritmo adaptativo, portanto, são:

• poder operar em uma taxa inferior à freqüência normal de operação do filtro;

• ser capaz de estimar os sinais intermediários (entre cada seção FIR e IIR) para

utilização no processo de adaptação.

4.3 Teoria do algoritmo

O algoritmo desenvolvido que atende aos requisitos acima baseia-se nos métodos

LMS-CT (Least Mean Square-Coordinate Transform) e LMS-ICT (Least Mean Square-

Inverse Coordinate Transform) [1], os quais serão descritos a seguir.
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Figura 4.3: Estrutura ALC (Adaptive Linear Combiner)

4.3.1 LMS–CT

Um filtro FIR linear pode ter sua estrutura representada por uma topologia ALC

(Adaptive Linear Combiner), exibida na figura 4.3. Esta estrutura possui uma série de

filtros digitais FIR gi que, por sua vez, geram os sinais x(n) =
[
x0(n) · · · xN−1(n)

]T
,

que representam o estado do filtro. A geração dos sinais xi(n) é dada por:

xi(n) = gT
i (n)u(n) (4.28)

onde u(n) é o vetor do sinal de entrada do filtro.

Os filtros digitais gi são fixos, e refletem a estrutura fundamental do filtro original.

Deste modo torna-se possível a adaptação do filtro em questão através de N parâmetros,

chamados pi(n). Definindo-se o vetor p(n) =
[

p0(n) · · · pN−1(n)
]T

, sua equação de

adaptação, de acordo com o algoritmo LMS, é dada por:

p(n + 1) = p(n) + 2µe(n)x(n) (4.29)

p(n + 1) = p(n) + 2µe(n)GT u(n) (4.30)

onde GT (M×N) é:

G =




ĝ1(0) · · · ĝN(0)
... . . . ...

ĝ1(M−1) · · · ĝN(M−1)


 (4.31)
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4.3.2 LMS-ICT

O método LMS-CT, descrito na Seção 4.3.1, permite que o processo de adaptação

ocorra sem que seja necessário o conhecimento de sinais internos do filtro, uma vez que

o conjunto de sinais x(n) pode ser gerado externamente. Deste modo, o requisito de

funcionamento sem conhecimento (ou acesso) aos sinais internos do filtro é atingido.

Por outro lado, ainda não é possível utilizar o algoritmo LMS-CT devido à segunda

restrição: somente um dos sinais está disponível a cada passo de iteração do algoritmo.

O objetivo do algoritmo LMS-ICT (Least Mean Square-Inverse Coordinate Transform)

é o de possibilitar a subamostragem dos sinais de entrada, u(n), de saída, y(n), e conse-

quentemente, o de erro, e(n). Deste modo, a cada passo de iteração do algoritmo será

possível selecionar um sinal diferente, respeitando a segunda restrição e permitindo que

o processo de adaptação ocorra.

Para ilustrar o funcionamento do algoritmo LMS–ICT, considere um filtro com coefi-

cientes qT (n) =
[
q0(n) · · · qM−1(n)

]
. O procedimento de atualização dos coeficientes

para este filtro seria, considerando o algoritmo LMS:

q(n + 1) = q(n) + 2µe(n)u(n) (4.32)

onde uT (n) =
[
u(n) · · · u(n−M + 1)

]
.

Se subamostrarmos os sinais de entrada (u(n)) e de erro (e(n)) por fatores V e W , a

equação de atualização dos parâmetros será dada por:

q(VW (n + 1)) = q(VWn)

+ 2µ




e(VWn + 1)u(VWn)

e(VWn +V + 1)u(VWn +W )
...

e(VWn + (M−1)V + 1)u(VWn + (M−1)W )




≡ q(VWn)−µ∇̂εq(VWn)

(4.33)
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onde

∇̂εq(VWn) =−2




e(VWn + 1)u(VWn)

e(VWn +V + 1)u(VWn +W )
...

e(VWn + (M−1)V + 1)u(VWn + (M−1)W )




(4.34)

Agora deve haver um procedimento para mapear o vetor gradiente ∇̂εq(n) ∈ � M no

espaço � N , de modo a possibilitar a atualização do vetor de coeficientes p(n). Em [1], o

mapeamento é realizado forçando-se a seguinte condição:

G(GT G)−1GT q = q (4.35)

(G(GT G)−1GT − I)q = 0 (4.36)

Na regra de atualização dos coeficientes, a condição acima é forçada alterando-se a

estimativa do gradiente ∇̂εq(n) por G(GT G)−1GT ∇̂εq(n) [1]:

q(n + 1) = q(n)−µG(GT G)−1GT ∇̂εq(n) (4.37)

Sabendo que q = Gp, obtém-se a equação de atualização dos coeficientes p(n):

p(n + 1) = p(n)−µ(GT G)−1GT ∇̂εq(n) (4.38)

= p(n)−µK∇̂εq(n) (4.39)

onde K = (GT G)−1GT .

Fazendo ∇̂εq(n) =−2e(n)u(n):

p(n + 1) = p(n) + 2µe(n)Ku(n) (4.40)

4.4 Funcionamento do algoritmo

4.4.1 Adaptação com pólos fixos

Com os pólos fixos, as variáveis de adaptação ficam sendo b1, b2, b3 e b4. Os coe-

ficientes que regulam a localização dos pólos, a1 e a2 assumem-se fixos, determinados
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por algum método de estimação offline. A função de transferência do filtro adaptativo é,

portanto:

H(z) =
∏4

i=1(1 + biz−1 + z−2)

(1 + a1z−1 + a2z−2)
(4.41)

Neste caso, pelo fato dos pólos serem fixos, não há a necessidade do emprego do teste

de estabilidade (equações 2.44 e 2.45). A adaptação ocorre sem se verificar se os pólos

estão ou não no interior do círculo unitário do plano z, pois assume-se que isto tenha sido

feito inicialmente.

A análise realizada no Capítulo 3 demonstrou ser complexa a adoção do algoritmo

na forma cascata. Embora este fosse o objetivo inicial, esta abordagem foi descartada

quando verificou-se a instabilidade das adaptações efetuadas em filtros IIR com mais de

duas seções de segunda ordem em série.

Para realizar a adaptação do filtro em questão, optou-se, portanto, pela forma direta.

Neste caso, a função de transferência realizada torna-se:

H(z) =
∑8

i=0 ciz−i

(1 + a1z−1 + a2z−2)
(4.42)

onde ci corresponde ao coeficiente de ordem i da função de transferência citada na equa-

ção 4.41.

A opção pela forma direta torna necessário um método para o cálculo dos valores

individuais dos coeficientes bi. Um método [9] para encontrar as raízes do polinômio

do numerador da equação 4.42 foi utilizado para a atualização dos coeficientes do filtro

sendo adaptado.

Sendo necessária a subamostragem dos sinais de entrada e de saída, define-se inici-

almente os fatores V e W com os quais os respectivos sinais serão subamostrados pelo

algoritmo adaptativo. A taxa de atualização dos coeficientes adaptados ocorrerá a cada

Q = V ×W iterações. O algoritmo funcionará, portanto, Q vezes mais lentamente.

O cálculo do vetor gradiente, relativo aos coeficientes bi, será efetuado empregando-

se a matriz K citada na Seção 4.3.2, sendo a equação de atualização dos coeficientes dada

por:

p(n + 1) = p(n) + 2µKe(n)x(n) (4.43)
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O procedimento de fatoração do numerador da função de transferência ocorrerá a cada

Q iterações, quando o vetor de coeficientes for atualizado.

Simulações

A figura 4.4 exibe o resultado de uma simulação com o algoritmo, mostrando a evo-

lução do sinal de erro e dos valores dos coeficientes bi, 1≤ i≤ 4.

Observa-se a correta convergência dos coeficientes b1, b2, b3 e b4, assim como a

contínua diminuição do sinal de erro. No caso em questão, o fator de decimação para o

sinal de entrada, x(n), é 3. O sinal de saída, y(n), é decimado por um fator de 2.

4.4.2 Adaptação de pólos e zeros

O algoritmo apresentado na seção anterior deve sofrer alterações para que os pólos

do filtro também sejam adaptados. A elaboração do algoritmo LMS-ICT levou em con-

sideração somente uma estrutura FIR, o que dificulta sua modificação para o caso mais

geral, em que o filtro possui uma função de transferência IIR. Porém, o cálculo dos sinais

gradientes relativos aos coeficientes a1 e a2, responsáveis pela seção recursiva do filtro,

poderia ser efetuado empregando-se o mesmo método apresentado na Seção 2.3.1.

Desta forma, ao vetor gradiente obtido através do método LMS-ICT seriam adiciona-

dos os valores relativos aos coeficientes da seção recursiva, a1 e a2, obtendo-se assim a

adaptação dos pólos e zeros do filtro em questão.

No entanto, testes realizados empregando-se o método descrito acima não produziram

resultados satisfatórios. A adaptação dos pólos através do algoritmo LMS-ICT não foi

possível.

4.4.3 Fatoração do polinômio do numerador

O algoritmo adaptativo foi realizado na forma direta, apesar do filtro estar implemen-

tado na forma cascata. Neste sentido, durante o processo de adaptação é necessária a

fatoração do polinômio do numerador da função de transferência, Nd(z), para a obtenção
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Figura 4.4: Adaptação com taxa reduzida: somente zeros
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do numerador na forma cascata, Nc(z):

Nd(z) =
8

∑
i=0

ciz−i =
4

∏
i=1

(1 + biz−1 + z−2) = Nc(z) (4.44)

O método utilizado para a obtenção das raízes do polinômio Nd(z) consiste no cálculo

dos autovalores da matriz A (8×8) abaixo [9]:

A =




−c1 −c2 −c3 · · · −c7 −1

1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...

0 0 0 · · · 1 0




(4.45)

Os autovalores de A serão as raízes não nulas do polinômio N(z). Como citado na

Seção 4.1:

|bi| ≤ 2, para 1≤ i≤ 4 (4.46)

Portanto, o polinômio Nd(z), cujos coeficientes são dados nas equações 4.7 a 4.11,

possuirá raizes complexas conjugadas. Os coeficientes na forma cascata, representada

por Nc(z), serão obtidos efetuando-se a multiplicação de cada par complexo conjugado,

gerando-se assim a forma de cada seção de segunda ordem, 1 + biz−1 + z−2.

Entende-se que o procedimento necessário para o cálculo de autovalores seja com-

plexo. Desta forma, outros métodos computacionalmente mais simples para obtenção de

zeros de polinômios podem ser empregados [10].

A forma direta adiciona um grau de liberdade à adaptação: ela pode convergir para

uma solução em que as restrições da equação 4.46 não são satisfeitas. Neste caso o

algoritmo terá convergido para uma solução inválida, devendo esta ser descartada.
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Capítulo 5

Conclusão

O funcionamento adequado de um algoritmo adaptativo depende da estrutura sendo

utilizada pelo filtro adaptado. O surgimento de irregularidades e, por conseqüência, de

mínimos locais na superfície de desempenho pode ser ocasionado pela forma como a

função de transferência é implementada, seja na forma direta ou cascata.

Uma análise da forma das superfícies de desempenho para a forma direta e cascata

do filtro analógico em questão foram conduzidas com o objetivo de identificar potenciais

problemas durante o processo de adaptação. Foi visto que, na forma cascata, o número

crescente de seções de segunda ordem inviabiliza a adaptação, por tornar a superfície de

desempenho extremamente irregular e suscetível a erros de convergência. Por outro lado,

a adaptação na forma direta (com pólos fixos ou adaptados) não demonstrou os mesmos

problemas verificados na estrutura cascata.

Outro ponto verificado foi que, devido à forma com a qual os coeficientes do filtro

adaptativo são implementados nas duas estruturas, a superfície de desempenho deste é

influenciada. A falha na convergência da simulação em forma cascata deveu-se ao des-

dobramento ocasionado pelo efeito gerado com a colocação em série de diversas seções

FIR de segunda ordem. Neste sentido, os zeros das N funções de transferência de cada

seção FIR procuraram, cada um, N possíveis soluções. Isto ocasionava uma busca por um

universo total de soluções igual a N!. Considerando 4 seções de segunda ordem (estru-

tura do filtro analógico sendo adaptado), com a estrutura cascata o algoritmo adaptativo

45



poderia, teoricamente, encontrar 4! = 24 soluções distintas. Nas simulações efetuadas, o

algoritmo convergiu com sucesso apenas com 2 seções de segunda ordem (N! = 2). A

partir de N = 3 (N! = 6) a convergência não foi possível.

Baseado nos resultados obtidos nas simulações citadas acima, o algoritmo adaptativo

foi desenvolvido. Procurando diminuir a taxa de amostragem requerida, dedicou-se um

cuidado maior na elaboração de um algoritmo com taxa de adaptação reduzida, em relação

à taxa real de amostragem. De fato, a taxa de adaptação do algoritmo pode estar abaixo

da freqüência de Nyquist necessária à amostragem do sinal de entrada. Isto é possível

porque o algoritmo não reconstrói o sinal, e sim adapta o filtro com amostras dos sinais

de entrada, saída e erro subamostrados.

Verificou-se que a adaptação com taxa reduzida na forma direta apresentou resulta-

dos satisfatórios somente com pólos fixos. Impossibilitado de utilizar a forma cascata

para o filtro em questão, o algoritmo não foi capaz de modificar diretamente os valores

dos coeficientes adaptados. Desta forma, um procedimento de fatoração foi aplicado ao

denominador da função de transferência do filtro adaptativo para a obtenção dos valo-

res individuais de cada coeficiente adaptado para posterior cópia (programação) do filtro

sendo adaptado.

5.1 Trabalhos futuros

Trabalhos futuros podem incluir a pesquisa por um método em que seja possível a

adaptação dos pólos pelo algoritmo adaptativo. Também seria interessante a implemen-

tação do algoritmo em hardware, onde seriam aplicadas as restrições do filtro quanto aos

valores dos coeficientes. Além disso, pode-se melhorar o algoritmo de fatoração utilizado

durante o processo de adaptação para a obtenção dos valores dos coeficiente do numera-

dor do filtro analógico. Outra possibilidade é o estudo do efeito causado pela quantização

dos coeficientes durante a etapa de programação do filtro analógico.
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Apêndice A

Programas

Neste apêndice serão listados os programas utilizados em simulações nos programas

MatLab e Octave1.

A.1 Simulação na forma direta

O programa abaixo utiliza o algoritmo LMS para identificar uma função de transfe-

rência na forma

H(z) =
1 + b1z−1 + z−2

1 + a1z−1 + a2z−2 (A.1)

Os valores dos coeficientes de H(z) estão representados nos vetores B e A do código

(numerador e denominador, respectivamente). A variável n controla o número de ite-

rações. Opcionalmente, pode-se controlar a duração da adaptação através de um limite

mínimo para o sinal de erro, e. O parâmetro de adaptação µ é representado pela variável

mi, cujo valor (0,04) foi obtido através de sucessivas tentativas.

Ao final do laço for principal, o vetor ve conterá o valor do sinal de erro ao longo

de toda a adaptação. A evolução dos valores dos coeficientes adaptados pode ser acom-

panhada através da variável vw. Os gráficos da figura 3.4 foram gerados através deste

programa.

1http://www.octave.org/
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Para realizar a adaptação somente dos zeros da função de transferência, é necessá-

rio somente igualar a zero o valor do sinal gradiente relativo aos coeficientes a1 e a2, e

inicializá-los com seus valores corretos. Além disso, a verificação de pólos estáveis via

critério de Jury torna-se dispensável. Os gráficos da figura 3.2 foram obtidos desta forma.

n = 1000;

B = [ 1 2 1 ] ’; N = length(B);

A = [ 1 1 0.5 ] ’; M = length(A);

x = normal_rnd(0, 1, n, 1);

d = filter(B, A, x);

mi=0.04;

w = zeros(N + M, 1);

b = [1 0 1] ’;

a = [1 0 0] ’;

Sb = zeros(N, 1);

Sa = zeros(M, 1);

vx = zeros(N, 1);

vy = zeros(M, 1);

vw = [];

ve = [];

for i = 1:n;

vx = [ x(i); vx(1:N-1) ];

Sb = [ x(i); Sb(1:N-1) ];

y = b’*vx - a(2:M)’*vy(1:M-1);

vy = [ y; vy(1:M-1) ];

%Sa = [ -vy(1:M-1)’*a(1:M-1); Sa(1:M-1) ];

Sa = [ y-a(2:M)’*Sa(1:M-1); Sa(1:M-1) ];

e = d(i) - y;

ve = [ ve e ];

nw = w - mi * e * [ -Sb; Sa ];

if (abs(nw(6)) < 1 && abs(nw(5)) < 1 + nw(6))

w = [ 1 nw(2) 1 1 nw(5) nw(6) ]’;

vw = [ vw; w’ ];
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b = w(1:N);

a = w(N+1:M+N);

end

end

Para realizar a adaptação utilizando o algoritmo RLS foi necessário modificar o algo-

ritmo acima. A figura 3.5 foi obtida com o algoritmo abaixo, onde se ajustam os valores

de pólos e zeros. A adaptação somente dos zeros requer pequenas alterações no algoritmo,

anulando os valores das derivadas parciais ∂e(n)
∂a1(n) e ∂e(n)

∂a2(n) no vetor ∂e(n)
∂w(n) , representado no

programa pela variável phi.

n = 1000;

B = [ 1 2 1 ] ’; N = length(B);

A = [ 1 1 0.5 ] ’; M = length(A);

x = normal_rnd(0, 1, n, 1);

d = filter(B, A, x);

mi=0.04;

w = zeros(N + M -1, 1);

Sb = zeros(N, 1);

Sa = zeros(M, 1);

vx = zeros(N, 1);

vy = zeros(M, 1);

vw = [];

ve = [];

delta = 1e-4;

SD = delta*eye(length(w));

lambda = 0.9;

for i = 1:n;

vx = [ x(i); vx(1:N-1) ];

Sb = [ x(i); Sb(1:N-1) ];

y = w(1:3)’*vx - w(4:5)’*vy(1:M-1);

vy = [ y; vy(1:M-1) ];

Sa = [ y-w(4:5)’*Sa(1:M-1); Sa(1:M-1) ];
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e = d(i) - y;

ve = [ ve; e ];

phi = [ 0; -Sb(2); 0; Sa(2:3) ];

SD = inv(lambda)*(SD - (SD*phi*phi ’*SD)/(lambda + phi ’*SD*phi));

nw = w - SD*phi*e;

if (abs(nw(5)) < 1 && abs(nw(4)) < 1 + nw(5))

w = [ 1 nw(2) 1 nw(4:5)’ ]’;

vw = [ vw; w’ ];

end

end

A.2 Simulação com duas seções de 2a ordem

A mesma convenção utilizada na elaboração da listagem acima foi utilizada no pro-

grama desta seção. No algoritmo LMS, a variação do parâmetro µ (de 0,04 para 0,0018)

foi necessária para possibilitar a convergência dos coeficientes. No caso do algoritmo

RLS, o valor do parâmetro λ sofreu uma pequena alteração, 0,95.

O filtro sendo identificado possui a seguinte função de transferência:

H(z) =
(1 + b1z−1 + z−2)(1 + b2z−1 + z−2)

(1 + a1z−1 + a2z−2)
(A.2)

Nos casos de teste exibidos nas figuras 3.6 e 3.9 os valores utilizados para coeficiente

são: b1 = 2, b2 = 5, a1 = 1 e a2 = 0,5. O valor do parâmetro µ foi obtido experimen-

talmente. Para obter os gráficos das simulações citadas acima, foi utilizado o código

apresentado a seguir. A adaptação com pólos fixos requer pequenas modificações, seme-

lhantes às citadas na seção A.1.

n = 8000;

B1 = [ 1 2 1 ] ’; N1 = length(B1);

B2 = [ 1 5 1 ] ’; N2 = length(B2);

A = [ 1 1 0.5 ] ’; M = length(A);

x = normal_rnd(0, 1, n, 1);

d = filter(conv(B1, B2), A, x);

mi=0.0018;
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w = zeros(4, 1); % Somente quatro coeficientes : b1, b2 , a1, a2

Sb1 = zeros(N1 , 1);

Sb2 = zeros(N2 , 1);

Sa = zeros(M, 1);

vx = zeros(N1 , 1);

vx1 = zeros(N2 , 1);

vy = zeros(M, 1);

vw = [];

ve = [];

for i = 1:n;

vx = [ x(i); vx(1:N1 -1) ];

Sb1 = [ [ 1 w(1) 1 ]*vx; Sb1(1:N1 -1) ];

vx1 = [ [ 1 w(1) 1 ]*vx; vx1(1:N2 -1) ];

Sb2 = [ vx(1); Sb2(1:N2 -1) ];

vx2 = [ 1 w(2) 1 ]*vx1;

vy = [ vx2 -w(3:4)’*vy(1:2); vy(1:2) ];

Sa = [ vy(1)-w(3:4)’*Sa(1:2); Sa(1:2) ];

e = d(i) - vy(1);

ve = [ ve; e ];

nw = w - mi * e * [ -Sb1(2) -Sb2(2) Sa(2:3)’ ]’;

if (abs(nw(4)) < 1 && abs(nw(3)) < 1 + nw(4))

w = nw;

vw = [ vw; w’ ];

end

end

Utilizando o algoritmo RLS (figuras 3.7 e 3.10) o código do programa acima foi ligei-

ramente modiicado, permanecendo inalterados os valores dos coeficientes b1, b2, a1 e a2.

A listagem abaixo mostra o programa relativo à adaptação RLS neste caso.
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n = 2000;

B1 = [ 1 2 1 ] ’; N1 = length(B1);

B2 = [ 1 5 1 ] ’; N2 = length(B2);

A = [ 1 1 0.5 ] ’; M = length(A);

x = normal_rnd(0, 1, n, 1);

d = filter(conv(B1, B2), A, x);

w = zeros(4, 1); % Somente quatro coeficientes : b1, b2 , a1, a2

Sb1 = zeros(N1 , 1);

Sb2 = zeros(N2 , 1);

Sa = zeros(M, 1);

vx = zeros(N1 , 1);

vx1 = zeros(N2 , 1);

vy = zeros(M, 1);

vw = [];

ve = [];

delta = 1e-4;

SD = delta*eye(length(w));

lambda = 0.95;

for i = 1:n;

vx = [ x(i); vx(1:N1 -1) ];

Sb1 = [ [ 1 w(1) 1 ]*vx; Sb1(1:N1 -1) ];

vx1 = [ [ 1 w(1) 1 ]*vx; vx1(1:N2 -1) ];

Sb2 = [ vx(1); Sb2(1:N2 -1) ];

vx2 = [ 1 w(2) 1 ]*vx1;

vy = [ vx2 -w(3:4)’*vy(1:2); vy(1:2) ];

Sa = [ vy(1)-w(3:4)’*Sa(1:2); Sa(1:2) ];

e = d(i) - vy(1);

ve = [ ve; e ];

phi = [ -Sb1(2); -Sb2(2); Sa(2:3) ];
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SD = inv(lambda)*(SD - (SD*phi*phi ’*SD)/(lambda + phi ’*SD*phi));

nw = w - SD*phi*e;

if (abs(nw(4)) < 1 && abs(nw(3)) < 1 + nw(4))

w = nw;

vw = [ vw; w’ ];

end

end

A.3 Algoritmo com taxa reduzida

Nesta seção será apresentado o código do programa de simulação contendo o algo-

ritmo de adaptação com taxa reduzida, utilizado na elaboração dos gráficos da figura 4.4.

c = [ 40 1 5 -3 ] ’; % Coeficientes verdadeiros

den = [ 1 -0.9 0.2 ] ’; % Coeficientes verdadeiros (denominador)

IT = 5000; % Número de iterações

m = 0.01; % mi

N = length(c); % Coeficientes do filtro FIR

M = N; % Comprimento da resposta impulsional dos filtros G’s

p = zeros(N,1); % Vetor de coeficientes adaptativos

% Sinais

u = normal_rnd(0, 1, IT , 1); % Sinal de entrada

d = filter(c, den , u); % Sinal desejado

% Filtros G’s

G = eye(N,M);

% Matriz K

K = inv(G’*G)*G’;

% Fator de decimação para u(k)

V=3;

% Fator de decimação para e(k)

W=2;

55



% Entrada FIFO

vu = zeros(N, 1);

vdu = zeros(N, 1);

vde = zeros(N, 1);

% Vetores para formação de gráficos

ve = [];

vy = zeros(3,1);

vp = [];

vd = [];

for i = [1:IT]

vu = [ u(i); vu(1:N-1)];

y = p’ * vu - den(2:3)’*vy(1:2);

vy = [ y; vy(1:2) ];

if (mod(i,V) == 0)

vdu = [ u(i)-den(2:3)’*vdu(1:2); vdu(1:N-1) ];

end

if (mod(i, W) == 0)

e = d(i) - y;

ve = [ ve e ];

vde = [ e; vde(1:N-1) ];

end

if (mod(i, V*W) == 0)

p = p + 2 * m * K * vde .* vdu;

vp = [ vp p ];

end

end
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