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monovariaveis, lineares e invariantes no tempo com grau relativo arbitrario, visando a
obter um rastreamento assintoticamente exato de um modelo de referéncia.

Para compensar o grau relativo excedente é utilizado um esquema baseado em uma
combinacao convexa de um compensador lead linear e um diferenciador robusto e exato,
baseado em modos deslizantes de ordem superior.

O sistema completo do erro é globalmente exponencialmente estdvel com respeito a
um pequeno conjunto residual, que é independente das condicoes iniciais. Além disso, o
estado completo do erro converge assintoticamente para zero apés algum tempo finito.

Resultados experimentais e de simulagdo sao apresentados para verificar os resulta-
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i



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

HIGH ORDER SLIDING MODE CONTROL WITH GLOBAL STABILITY

Eduardo Vieira Leao Nunes

May /2004

Advisors: Fernando Cesar Lizarralde

Liu Hsu

Department: Electrical Engineering

In this thesis a sliding mode controller is proposed for uncertain SISO LTI plants
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In order to compensate the excess of relative degree, a scheme based on a convex
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Capitulo 1

Introducao

O controle robusto e o controle adaptativo sao as principais estratégias para lidar com
sistemas que possuem modelagem precaria ou grandes incertezas, incluindo variacao

de parametros, dinamicas nao modeladas e distiurbios externos.

A idéia basica do controle adaptativo é calcular o sinal de controle utilizando estima-
tivas dos parametros incertos da planta ou, diretamente, dos parametros do controlador
obtidas em tempo real através de informacoes provenientes dos sinais mensuraveis do

sistema (Slotine & Li 1991).

A estratégia denominada de controle adaptativo por modelo de referéncia (Model
Reference Adaptive Control - MRAC) é considerada uma das principais abordagens na
literatura referente a controle adaptativo (Mareels & Polderman 1996). No controlador
MRAC tradicional (Narendra & Annaswamy 1989) a adaptagao é baseada na estimagao
de parametros utilizando uma acao integral pura, o que resulta em uma conhecida
falta de robustez a perturbacdes externas ou a dinamicas nao modeladas. Além disso,
a qualidade do transitorio de adaptagao nao é uniforme com respeito as condicoes

iniciais e a convergéncia pode ser muito lenta, ver (Hsu & Costa 1989).

Por outro lado o controle a estrutura varidvel por modos deslizantes, ou, de forma
abreviada, controle por modos deslizantes (Sliding Mode Control - SMC), também é
uma técnica muito eficiente para controlar sistemas incertos, mostrando-se muito eficaz
em diversos problemas de engenharia como: controle automatico de véos, controle de

motores elétricos, processos quimicos, sistemas espaciais, robotica, dentre outros.

aplicacoes praticas de inimeros problemas de engenharia.



O controle a estrutura variavel caracteriza-se pela utilizagdo de uma lei de con-
trole descontinua que chaveia, seguindo uma dada regra, entre um conjunto de funcgoes
possiveis das varidveis de estado da planta, mudando, assim, a estrutura do sistema
em malha fechada.

Uma motivagdo para esta abordagem consiste na possibilidade de combinar propri-
edades uteis de cada uma das estruturas do sistema realimentado. Além disso, podem
ser obtidas novas propriedades que nao sao inerentes a nenhuma das estruturas
usadas (por exemplo: um sistema assintoticamente estdvel pode ser constituido de
duas estruturas instaveis). Outro aspecto é a possibilidade adicional de serem obtidas
trajetérias que descrevem um novo tipo de movimento (ndo caracteristico de nenhuma
estrutura) denominado de modo deslizante. Este tipo de movimento é, sob certas
condicoes, invariante com relacao as incertezas da planta, propriedade conhecida como
principio da invariancia.

Em geral, as fungoes de chaveamento sao projetadas de tal forma que as tra-
jetérias do sistema alcancem e mantenham-se em uma superficie (superficie de des-
lizamento), no espago de estado, que especifica um comportamento desejado para a
dinamica do sistema em malha fechada.

Sistemas a estrutura varidvel ( Variable Structure Systems - VSS) oferecem vanta-
gens significantes: bom comportamento no transiente, estabilidade exponencial global,
capacidade de rejeitar perturbacoes nao-modeladas, insensibilidade a nao-linearidades
da planta ou variacoes dos parametros e destacavel robustez com respeito a estabi-
lidade e desempenho. Entretanto, para ser justo, deve-se destacar as duas maiores

dificuldades ao se aplicar controladores a estrutura variavel:

1. anecessidade geral de se ter acesso ao vetor de estados completo para implementar

a superficie de chaveamento e,

2. a possivel ocorréncia do indesejavel fenémeno de trepidacido (chattering) indu-
zido por nao-idealidades como pequenos atrasos ou dinamicas nao-modeladas da

planta ou do relé. Isto leva ao conhecido modo deslizante real (Utkin 1992).

No modo deslizante ideal, o estado permanece na superficie de deslizamento en-

quanto que o sinal de controle possui freqiiéncia infinita (no sentido limite em que
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as nao-idealidades tendem a zero). No deslizamento real, as varidveis de controle os-
cilam em freqiiéncia alta, mas finita. Este fenomeno é denominado de chattering.
Certamente, na pratica, freqiiéncia infinita nao pode ser realizada. Sendo assim, o
deslizamento sera referido como ideal quando a freqiiéncia de chaveamento for muito
maior do que a banda passante do sistema.

Uma abordagem cldssica para se obter sinais de controle suaves a partir de sistemas
a estrutura variavel consiste em se realizar aproximacoes continuas das fungoes de
chaveamento (Utkin 1992). Entretanto, o controle por modos deslizantes com zonas
lineares (boundary layer) ndo apresenta um desempenho melhor do que o controle
proporcional-derivativo (PD) devido ao fato de que o ganho na regido linear ndo pode
exceder o ganho do controlador PD, devido ao ruido e a discretizacao (Glatzl, Murphy,
Wen & Kopacek 1993).

Uma maneira de se preservar modos deslizantes ideais foi apresentada em (Bondarev,
Bondareva, Kostyleva & Utkin 1985) onde a idéia principal era a utilizagao de obser-
vadores de estado assintéticos. A restricao principal desta abordagem é que um bom
conhecimento do modelo da planta, incluindo perturbacoes externas, é necessario para
uma estimagao razoavel.

Recentemente, com a introducao dos modos deslizantes de ordem superior em
(Levant 2003), que generalizam o conceito de modos deslizantes convencionais, surgiu
uma nova abordagem para se obter sinais de controle suaves. A idéia basica é aumentar
artificialmente o grau relativo do sistema, permitindo, assim, que o efeito de chattering
possa se completamente removido. Exemplos desta técnica podem ser encontrados em
(Bartolini, Ferrara & Usai 1998, Bartolini, Levant, Pisano & Usai 2002, Levant 2003).
Embora estes controladores consigam evitar o problema do chattering eles sé apresen-
tam estabilidade local, ou entao, requerem condicoes que nao sao viaveis na pratica.

Outro desafio a ser superado é a necessidade geral de se ter acesso ao vetor de estados
completo para implementar a superficie de chaveamento. Para evitar a necessidade de
medir todos os estados, uma técnica é introduzir conceitos de controle adaptativo por
modelo de referéncia (Narendra & Valavani 1978, Narendra, Lin & Valavani 1980,
Sastry 1984) em controle a estrutura varidvel (Ambrosino, Celentano & Garofalo 1984,
Bartolini & Zolezzi 1988). Seguindo este conceito o VS-MRAC (Variable Structure
Model-Reference Adaptive Control) foi proposto em (Hsu & Costa 1989, Hsu 1990).
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Este controlador, que pode ser implementado utilizando-se apenas medidas de entrada
e saida (I/O), possui uma estrutura similar ao controlador MRAC, substituindo a lei
de adaptacao do tipo integral para sintese direta do sinal de controle.

A principal vantagem do VS-MRAC é a sua capacidade de garantir estabilidade
exponencial global. Entretanto, para plantas de grau relativo maior que um, o erro de
rastreamento se torna arbitrariamente pequeno, mas nao necessariamente zero.

Uma outra técnica para se obter as informacoes necessarias para a implementagao
destes controladores consiste em utilizar o chamado diferenciador robusto e exato (Ro-
bust Exact Differentiator - RED) introduzido em (Levant 1999, Levant 20015, Levant
2001a). Em artigos recentes (Levant 20015, Levant 2003) foram propostos controla-
dores por modos deslizantes por realimentacao de saida para plantas de grau relativo
arbitrario baseados nestes diferenciadores exatos. Embora esta classe de controladores
consiga um rastreamento exato, sua estabilidade ou convergéncia tem sido provadas
apenas localmente (Levant 2003).

Para tentar combinar as vantagens das duas técnicas, procurando ndo sé preservar
a estabilidade global, mas também garantir que o erro convirja assintoticamente para
zero foi desenvolvido um controlador, denominado de GRED/VS-MRAC (Global
Robust Exact Differentiator Variable Structure Model Reference Adaptive Controle),
apresentado originalmente em (Nunes, Hsu & Lizarralde 2004).

Embora em (Nunes et al. 2004) o desenvolvimento teérico tenha ficado restrito
ao caso de plantas com grau relativo n* = 2. Neste trabalho serd apresentada uma

generalizacdo para plantas de grau relativo arbitrério.

1.1 Notacoes e Definicoes

1. Os valores singulares maximo e minimo de uma matriz A sao denotados por

Omaz(A) € Omin(A), respectivamente.

2. Os autovalores maximo e minimo de uma matriz A sao denominados de A4, (A)

e Amin(A), respectivamente.

3. |z| denota a norma FEuclidiana do vetor = e |A| = 0ma(A) denota a norma

induzida da matriz A correspondente, i.e., 0 maximo valor singular de A .
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. A norma L, de um sinal z(t) € R" ¢é definida como em (Ioannou & Sun 1996)

por
|zl == suPocr<s [2(7)]

[9%%)]

. O simbolo “p” representa tanto a variavel de Laplace quanto o operador diferencial

(d/dt), de acordo com o contexto.

. fO(t) representa a derivada i da funcio f(t) (f®(t) = %f(t)). Para o caso de
i =0, tem-se: fO(t) = f(¢).

. Serd adotada a representagdo mista no dominio do tempo (espago de estados) e
no dominio da freqiiéncia (transformadas de Laplace e operadores). Entretanto,
para dar um significado preciso para tal representacdo, os seguintes conceitos e
notacoes serdao adotados. A saida y de um sistema linear invariante no tempo
com funcio de transferéncia H(p) e entrada u ¢ denotada por H(p)u. Para H(p)
estdvel (estritamente), considere uma realizagdo arbitraria estével, possivelmente
nao-minima

t=Az+ Bu, y=Cx+ Du

Seja h(t) a resposta ao impulso de H(p) e y° o transiente devido ao estado inicial

2%(0) do sistema homogeéneo

i’ = Az, o’ =Ca°

O estado z° é denominado de estado transiente. O simbolo (.)° serd utilizado para

identificar termos transientes. Desta forma a seguinte notagdo sera adotada:

y(t) = H(p)u(t) = h(t) *u(t) +y°(t)

Operadores de convolucao serao denotados por

H(p)xu (= h(t) * u(t))



Logo Hu = H * u + y°.

8. A definicao de Filippov para a solucao de equacgoes diferencias com lado direito

descontinuo serd adotada (Filippov 1964).

9. No caso de s(x), com z sendo a solugdo de & = f(x). A derivada $(z), serd
considerada como sendo a derivada de s(z) com respeito ao tempo ao longo da

trajetéria do sistema & = f(z), sendo dada por:
§(z) = Vs(z) f(z)
10. 7(t) é uma fun¢do de decaimento exponencial, (i.e., m(t) < Re™*!, para alguns

escalares positivos A, R e Vt).

11. A norma de um operador (|H (p)| serd considerada como sendo uma norma in-

duzida do tipo L)

12. Um operador H(p) é de ordem O(T) se e somente se

L IHO)

T7—0 T

existe.

13. A sigla sqw é utilizada para representar uma onda quadrada unitaria.

1.2 Organizacao da Tese
Este trabalho é organizado da seguinte forma:

e No capitulo 2 sao apresentados conceitos basicos de sistemas a estrutura variavel,
sendo introduzido o conceito de modos deslizantes de ordem superior recente-

mente desenvolvido. Neste capitulo também é apresentado o diferenciador exato

e robusto utilizado na constru¢do do GRED/VS-MRAC.

e No capitulo 3 é apresentada a estrutura basica de um sistema baseado em modelo

de referéncia. Neste capitulo também sao apresentados detalhes sobre o desen-



volvimento tedrico do VS-MRAC, sendo discutidas as principais caracteristicas

deste controlador.

No capitulo 4 é apresentada a estrutura do controlador GRED/VS-MRAC, sendo
mostrado o desenvolvimento tedrico detalhado e sendo discutidas as principais
caracteristicas deste controlador. Além disso, sdo apresentadas simulacdes e re-
sultados experimentais que comprovam os resultados tedricos obtidos e ilustram

as principais caracteristicas do controlador proposto.

No capitulo 5 sao apresentados conclusoes gerais sobre o trabalho e perspectivas

futuras visando a continuidade do mesmo.



Capitulo 2

Sistemas a Estrutura Variavel

O controle por modos deslizantes (SMC) foi proposto e elaborado inicialmente no inicio
da década de 1950 na Uniao Soviética por Emelyanov e diversos outros pesquisadores

(ver, (Hung, Gao & Hung 1993)).

Estas idéias ficaram restritas a Unido Soviética até meados da década de 1970,
quando foram difundidas para o mundo através da publicacdo de um livro por (Itkis
1976) e de um artigo de levantamento bibliografico por (Utkin 1978) ambos escritos
em inglés (ver, (Edwards & Spurgeon 1998)).

O controle por modos deslizantes pode ser interpretado como um tipo especial de
técnica de controle nao-linear robusto. A principal caracteristica de controladores a
estrutura variavel é que, uma vez que o modo deslizante tenha sido alcancado, o desem-
penho do sistema torna-se insensivel a incertezas paramétricas da planta e a algumas
classes de perturbacoes externas. FEsta caracteristica é conhecida por propriedade
da invariincia, i.e., quando o regime deslizante é alcancado a dinamica invariante é
regida pela dindmica correspondente a superficie de deslizamento, que é escolhida pelo
projetista.

Um dos aspectos mais intrigantes do controle por modos deslizantes é que a natu-
reza descontinua da acgao de controle tem como func¢ao principal o chaveamento entre
sistemas com estruturas diferentes, gerando um novo tipo de movimento, denominado
de modo deslizante (ver (Emelyanov 1970), (Itkis 1976) e (Utkin 1978)). Durante
este movimento, a trajetéria do estado z pode nao ser nenhuma das trajetorias que

descrevem os sistemas que estao sendo chaveados.



No modo deslizante convencional a trajetéria do sistema fica restrita a uma su-
perficie de deslizamento definida por s(z) = 0. Este conceito foi recentemente gene-
ralizado em (Levant 1993) com a introduc¢do dos modos deslizantes de ordem superior
(Higher Order Sliding Modes - HOSM). Neste caso a superficie de deslizamento passa

a ser definida por s(z) = $(z) = ... = s~V (z) = 0, onde 7 é a ordem do deslizamento.

Embora o modo deslizante convencional seja um caso particular dos modos deslizan-
tes de ordem superior, ele sera chamado simplesmente por modo deslizante por razoes
histéricas. Em algumas situagoes, por motivo de clareza, o termo modo deslizante

convencional serd empregado.

Do ponto de vista matematico, os Sistemas de Controle a Estrutura Varidvel (VSCS)
sao representados por equacgoes diferenciais com lado direito descontinuo. O problema
basico destas equacoes diferenciais é que as teorias convencionais de existéncia e uni-
cidade de solucoes nao podem ser aplicadas, nos pontos nos quais o lado direito da
equacao nao for analitico. Nesta tese serd adotada a definicdo de Filippov para a

solugdo de equagoes diferenciais com lado direito descontinuo (Filippov 1964)

2.1 Sistema de Controle Descontinuo

Considere sistemas de controle do seguinte tipo:
T =a(z,t)+b(z,t)u (2.1)

onde z € IR™ é o vetor de estados, a(.) e b(.) s@o fungdes suaves (continuas no sentido

de Lipschitz) e u € IR, é uma lei de controle descontinua.

Suponha que a dinamica desejada para o sistema seja obtida com trajetérias res-
tritas & superficie de deslizamento s(z) = 0. Considera-se que s(z) é continuamente
diferencidvel e que a superficie S definida por § = {z : s(z) = 0} é continua em z,

satisfazendo a seguinte condi¢ao de regularidade:

Ves(z) #0, Vo eS8 (2.2)
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O sinal de controle é descontinuo e dado por:

u(z) = ui(m) se s(z) >0 (2.3)
u=(z) se s(z) <0

onde u™ () e u~ (x) sdo fungdes localmente Lipschitz. Note que u(z) ndo é definido em

s(z) =0.

2.2 Nocoes Basicas de Controladores por Modos

Deslizantes

Nesta secao serao apresentadas as principais caracteristicas do controle por modos
deslizantes. Para tornar o processo mais intuitivo e visando a facilitar o entendimento,
os conceitos serao passados através de exemplos ilustrativos.

Considere o seguinte sistema de controle a estrutura varidvel:

( .
Ty = X2
:t‘g = —To+Uu
¢ (2.4)
u = —sign(s)
| s = T + 29

Este sistema é analiticamente definido em duas regides do plano de fase por dois

modelos matematicos distintos:

e Na regiao I onde s(z) > 0, o modelo é dado por:

T, = T
' ? (2.5)
i‘g = —T2 — 1
e Na regido II onde s(z) < 0, o modelo é dado por:
T =
' ? (2.6)
3")2 = —ZI9+ 1



Os planos de fase para os sistemas representados pelas equacoes (2.5) e (2.6) sao
apresentados nas figuras 2.1 e 2.2 respectivamente. Para facilitar a visualizacdo da
regiao de validade de cada modelo, a reta de chaveamento (s(z) = 0) foi tragada nos
dois planos de fase. Observando a figura 2.1 pode ser visto que na regiao de validade
do modelo matematico todas as trajetorias do sistema apontam na direcao da reta de

chaveamento. Este fendmeno também pode ser observado na figura 2.2.

FI1GURA 2.1: Plano de fase para o sistema (2.5).

O plano de fase para o sistema (2.4), apresentado na figura 2.3, é formado através
do desenho do plano de fase do sistema (2.5) na regiao I e do plano de fase do sistema
(2.6) na regiao II. Para se obter o plano de fase completo é necessirio descrever a
trajetéria do sistema no conjunto s(z) = 0.

Para esta finalidade, serd utilizado um argumento intuitivo, ilustrado na figura 2.4.
Imagine que exista um atraso no chaveamento, ou seja, a mudanca do sinal do controle
ocorra um pouco depois da trajetéria do sistema passar pela superficie de chaveamento.

A figura 2.4 apresenta a trajetoria do sistema e o sinal de controle para diferentes
condigoes de atraso. Na figura 2.4 (a) pode ser visto que se o atraso for igual a 0.1s,
a trajetéria do sistema ird oscilar em torno da superficie de chaveamento. Na figura
2.4 (b) pode ser observado que & medida que o atraso diminui (0.05s) a amplitude das
oscilagoes é reduzida e a trajetoria do sistema se aproxima cada vez mais da reta de

chaveamento. Finalmente na figura 2.4 (¢) pode ser visto que para um atraso de 0.01s
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FIGURA 2.2: Plano de fase para o sistema (2.6).

a trajetoria do sistema fica praticamente sobre a superficie de chaveamento. Deve-se
destacar também que a medida que o sistema vai se aproximando do ideal (sistema sem
atraso) a freqiiéncia de chaveamento vai crescendo indefinidamente, conforme pode ser
visto nas figuras 2.4 (d), (e) e (f).

Através deste raciocinio é possivel concluir que, no deslizamento ideal, a trajetéria
do sistema fica confinada a superficie deslizante, gerando um novo tipo de movimento,
ja que esta trajetoria nao pertence a nenhum dos dois sistemas que estao sendo chave-
ados. Além disso, a frequéncia de chaveamento se torna infinita e o sinal de controle

passa a nao ser mais definido no tempo.

Neste movimento, denominado de modo deslizante, a trajetéria do estado se
desloca por uma superficie denominada de superficie de deslizamento, denotada
por s(x) = 0. Por outro lado, no espago de estado, o chaveamento ocorre em uma
superficie denominada de superficie de chaveamento. Embora no caso analisado
estas duas superficies se confundam, este fato nem sempre é verdadeiro.

De modo geral, o movimento das trajetorias do sistema pode ser dividido em duas
fases. Na fase de aproximacdo, a trajetoéria iniciada em qualquer lugar do plano de
fase é conduzida em tempo finito para a superficie de deslizamento. Na segunda fase,
o sistema entra em modo deslizante, ocorrendo uma reducao na ordem da dinamica

do sistema, que passa a ser dada pela equagao da superficie de deslizamento. Para
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o caso analisado, no deslizamento o sistema ird ser governado pela seguinte equacao
diferencial:

T1+2o=0 = z1=-11

Neste momento o sistema apresentara um comportamento idéntico ao de um sistema

de primeira ordem, apresentando, assim, uma convergéncia exponencial para a origem.
2
s>0
151
1
051
X0

-2 J
-3 -2 -1 0 1 2 3

F1curA 2.3: Plano de fase para o sistema (2.4).

Outro aspecto que deve ser ressaltado é a robustez deste tipo de controlador. Se
apesar das incertezas e das perturbacoes existentes, as trajetérias do sistema continua-
rem apontando em direcao a superficie de deslizamento, o sistema continuara entrando
em modo deslizante, apresentando o mesmo desempenho, governado pela dinamica
referente a equacdo da superficie deslizante.

Para ilustrar este fato considere o seguinte exemplo:

3.3'1 = X9
To = 0.5sin(x1) — 22+ u

™ (#1) =22 (2.7)
u = —sign(s)

| s = 7 + 9

Observando o plano de fase do sistema (2.7), apresentado na figura 2.5, pode ser

visto que apesar da perturbacao existente no sistema, as trajetorias continuam apon-
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t(s) t(s) t(s)

FIGURA 2.4: Trajetérias do sistema (2.4) para diferentes condigoes de atraso: (a)
atraso igual a 0.1s; (b) atraso igual a 0.05s; (c) atraso igual a 0.01s.
Sinal de controle do sistema (2.4) para diferentes condigoes de atraso:
(d) atraso igual a 0.1s; (e) atraso igual a 0.05s; (f) atraso igual a 0.01s.



tando na direcao da superficie de deslizamento, garantindo, assim, que o sistema entre
em modo deslizante. A partir deste momento o sistema se torna insensivel a per-

turbagcao.

15F

05r

x2
o

-0.5 1

-1k

-15F

FI1GURA 2.5: Plano de fase para o sistema (2.7).

2.3 Descricao Matematica de Modos Deslizantes

A descri¢do matematica de modos deslizantes nao é simples, devido ao fato de que
o sinal de controle descontinuo (equagio (2.3)) e, conseqiientemente, o sistema (2.1),
nao serem definidos sobre a superficie de deslizamento. Além disso, a condi¢ao de
Lipschitz para a existéncia e unicidade de solugcao de equacgoes diferenciais é violada
na vizinhanca da superficie de chaveamento. Os métodos a seguir apresentam solugoes

para descrever, de maneira formal, o movimento durante o deslizamento.

2.3.1 Método de Filippov

Este método trata de forma axiomatica a solucao de equagoes diferenciais com lado

direito descontinuo. Considere a seguinte equacao diferencial:

i = f(z,t) (2.8)
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onde z € R™ e f(z,t) (f : R® x R — IR™) é uma func¢do mensurdvel (no sentido de
Lebesgue) definida para quase todo (x,t) em um dominio F do espago de fase (z,1).
Além disso, para qualquer subconjunto compacto D C E, existe uma fungao A(t)

finita (localmente integrével) em quase todo (x,t) em D, tal que:

|f (2, t)] < A(2) (2.9)

A solucao da equacao diferencial com lado direito descontinuo é dada pela definicao a

seguir, devido a (Filippov 1964).

Defini¢ao 1 (Solugdo no sentido de Filippov)
Uma fungao vetorial x(.) € denominada uma solugdo de (2.8), definida em [to, t1]

se x(.) € absolutamente continua em [to,t1], € se, para quase todo t € [ty, 1], tem-se:

& € K[f(z,1)] (2.10)
Klf(z,t)] = 500 ]O_O convf[B(z,d) — N, ] (2.11)

onde “conv” denota o fecho convexo, B(z,d) é uma bola de raio § centrada em x e p
¢ a medida no sentido de Lebesgue. A notagdo (\,n—¢ denota a intersecgio de todos os

conjuntos N de medida nula (no sentido de Lebesgue).

Esta definicao é interpretada da seguinte forma:

e Interpretacido de K|[f(z,?)]| - considere um ponto z* da superficie de desconti-
nuidade s(z) = 0. K[f(z,t)] é o conjunto convexo minimo que contém todos os
valores de f(z,t) para = variando em quase (a menos de um conjunto de medida
nula) toda uma vizinhanga § (§ — 0) do ponto z*. Considere agora um ponto z?

que nao pertenga a superficie. KC[f(z,t)] corresponde ao préprio campo vetorial

f(aP,t).

e Interpretacdo da relagao (2.10) - esta relacdo, denominada de inclusao dife-

rencial, define, de forma axiomatica, que o campo vetorial da solucao no sentido
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de Filippov pertence a K[f(z,t)]. A possibilidade de se rejeitar qualquer con-
junto de medida nula em K[f(z,t)] é que permite a definicio do campo vetorial

na superficie de chaveamento.

Para o sistema de controle considerado (2.1)(2.3), como u(z) é uma fun¢ao do
estado, o sistema em malha fechada pode ser representado por:
fH(z,t) se s(z)>0

i = (2.12)
[ (z,t) se s(z) <0

A superficie de chaveamento § particiona o espago de estados em duas regioes
mutuamente excludentes, que sdo denotadas por F* := {x : s(x) > 0} e F~ = {x :
s(r) < 0}. A normal em um ponto z € S é denotada! por Ng(z) e os escalares
i (x,t) == Ng(x) - fH(z,t) e fy(z,t) := Ng(z)- f~(z,t) sao as projegoes de f*(z,t) e
f~(z,t), respectivamente em Ng(x).

Se a trajetéria do sistema (2.1) iniciada em F* ou F~ atingir a superficie S, i.e.,
z(t*) = z* € S, ela pode cruzar S ou ser forgada a permanecer sobre S. Por exemplo,
se fa(x*,t*) e fy(z*,t*) possuirem o mesmo sinal, i.e., f fy > 0, entdo os dois vetores
fr(z*, t*) e f~(z*,¢*) apontardo para a mesma regido e portanto a trajetéria ird cruzar
a superficie s(z) = 0. Se f(z*,t*) <0, fy(z*,t*) > 0e fy(z*,t*) — fi(z*,t*) > 0 os
dois vetores fT(z*,t*) e f~(z*,t*) estarao direcionados para a superficie S. Neste caso
pode ser mostrado que para z* € S, o campo vetorial fo(z*,t*), da solu¢ao no sentido
de Filippov, pode ser determinado pelos campos vetoriais f*(z*,t*) e f~(2*,t*) que
sao os valores limites de f obtidos através da aproximacao da superficie S a partir de

F* e F~ respectivamente, da seguinte forma:

T = fo(z*,t")

folz*, 1) = aft(@t)+ (1 —-a)f (2*t), a€[0,1]

onde « é um escalar que depende das projegoes fr e fy dos campos f* e f~ sobre o

!Por conveniéncia de notagao, a dire¢do positiva da normal Ng(z) serd definida como sendo de F—
para Ft. Portanto, se o gradiente V,s(z) € R" da superficie S em z € S é direcionado de F~ para
F*, entdo Ns(x) = V,s(x) caso contrdrio Ng(z) = —V,s(z).

17



vetor normal Ng(z), respectivamente, do seguinte modo:

_ S (@)
fﬁ(iﬁ*, t*) - f;(l‘*,t*)

o (2.13)

Note que para esta defini¢do é ficil verificar que o campo vetorial fo(z*,t*) é orto-
gonal ao gradiente de S, sendo, portanto, tangente a superficie s(z) = 0. Deste modo,
as trajetorias do sistema sao for¢adas a permanecer sobre a superficie de deslizamento.

A interpretacao geométrica da solugao de Filippov na superficie de deslizamento S é
apresentada na figura 2.6. No ponto z* € S, os vetores fT, f~ estao direcionados para
as regices F~, F T, respectivamente. O vetor f, do modo deslizante é a intersec¢io do

hiperplano tangente a & em x* com o segmento de linha que une f* e f~.

Hiperplano tangente a § em x*

FIGURA 2.6: Interpretacao geométrica da solucao de Filippov.

Até este momento foram apresentadas as condigoes necessarias para a existéncia
da solugéo do sistema (2.8) no sentido de Filippov. Para concluir, basta mostrar as
condi¢oes para as quais esta solucdo seja unica. Se f* e f~ forem localmente Lipschitz
(em z) nas regides F e F~ respectivamente e f for continua por partes, uma condigao

suficiente para garantir unicidade da solugao é que pelo menos uma das desigualdades

x>0, fi<o (2.14)

seja satisfeita para cada =z € S.
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2.3.2 Existéncia de Modo Deslizante

Intuitivamente, para que o sistema entre em modo deslizante, a superficie de desliza-
mento deve ser pelo menos localmente atrativa, i.e., deve existir um dominio envolvendo
a superficie no qual as trajetoérias do sistema apontem na sua direcao. Este fato pode

ser matematicamente expresso da seguinte forma:

lim s<0 e lim$>0 (2.15)

s—0t s—0~

em algum dominio €2 € IR". Neste caso a superficie de deslizamento seria:

D=SNQ={ze€Q:s(x)=0}

A expressdo dada em (2.15) é freqiientemente substituida, pelo critério mais sucinto,
porém equivalente dado por:

§s <0 (2.16)

As condigoes (2.15) e (2.16) sdo chamadas de condigoes de alcangabilidade. No

caso da condigdo (2.16) ser satisfeita globalmente, i.e Q = R"™, a fungao

serd uma funcao de Lyapunov para o estado s, uma vez que V(s) =55 <0.

Embora as condigbes (2.15) e (2.16) sejam freqiientemente encontradas na litera-
tura, elas nao garantem a existéncia de um modo deslizante ideal, ja que estas condicoes

garantem apenas que a superficie de deslizamento seja alcangada assintoticamente.

Para garantir que a superficie de deslizamento seja alcancada em tempo finito, uma
condicao mais restritiva deve ser satisfeita. Uma condi¢ao muito utilizada na literatura

¢ a condicao de alcangabilidade—n dada por:
$5 < —ns| (2.17)

onde 7 é uma constante positiva.
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Reescrevendo a equagdo (2.17) como

1ds?

- <
2 ar = sl

e integrando de 0 a t,, segue que:
|s(ts)| = [s(0)] < —nts

Deste modo, o tempo necessario para atingir a superficie s = 0, representado por

ts, satisfaz:

t, < 120 (2.18)

Nos casos analisados anteriormente, esta condicao é satisfeita, garantindo, assim, o

aparecimento do deslizamento ideal.

e Exemplo 1:

S = I1+ X9
$ = —sign(s)
s < —|s]
e Exemplo 2:
S = T+ X9

$ = 0.5sin(zy) — sign(s)

IN

sé —|s] (1 — 0.5sin(z))

8§ —0.5s| (2.19)

IN

2.3.3 Meétodo da Regularizacao

Uma abordagem simples para o problema de se encontrar uma representacdo ma-
tematica para o modo de deslizamento real é a introducdo de imperfeigoes fisicas (atra-
sos, zona morta, histerese) no dispositivo de chaveamento. Como resultado, o modo

de deslizamento que apareceria na superficie descontinua dard lugar a trajetérias que
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sao continuas por parte. Desta forma, as dificuldades matematicas encontradas para
descrever o comportamento do sistema sao removidas. A equacao do modo deslizante
ideal correspondente é obtida através de uma analise limite quando os parametros que

representam as imperfeicoes tendem a zero.

Por outro lado, deve ser conhecida a natureza dessas imperfei¢oes, o que nem sempre
¢é facil. Para resolver este problema pode-se usar o conceito de “camada de fronteira”
(boundary layer) que permite obter as equagoes do deslizamento sem especificar a

natureza das imperfeicoes.

Considere novamente o sistema (2.1) e suponha que a superficie de deslizamento
exista e seja dada por s(z) = 0. Essencialmente, a idéia é substituir o controle u, em
uma vizinhanga de s(z) = 0, por outro controle @& que leve em considera¢io todas as
imperfei¢oes (tanto do dispositivo de chaveamento quanto da planta). O movimento

do sistema passa a ser descrito por:

& =a(z,t) + bz, t)a

Assume-se que a solu¢io da equagao regularizada acima existe no sentido usual (classico).
Entretanto, esta solugdo resulta em um movimento que nao ocorre somente sobre a su-

perficie s(xz) = 0, mas sim em alguma vizinhanca

[s(z)] < A

onde A é uma constante positiva pequena. Este movimento é denominado de desliza-
mento real. Como foi visto na figura 2.4 durante o deslizamento real o chaveamento
do sistema apresenta uma freqiiéncia finita. Este fenomeno denominado de chattering
é extremamente prejudicial, pois pode gerar oscilagoes indesejadas de alta freqiiéncia,
além de poder excitar modos rapidos do sistema que haviam sido desprezados, podendo

tornar o sistema instavel.

Caso as imperfeicoes do sistema tendam para zero, i.e. caso A — 0 o deslizamento
real tendera para o deslizamento ideal e a freqiiéncia de chaveamento do sistema tenderd

para o infinito, evitando, assim, o surgimento de chattering.
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2.3.4 Método do Controle Equivalente

Uma forma alternativa de se representar modos deslizantes é através do conceito de
controle equivalente proposto por (Utkin 1977). Este método consiste, basicamente, em
encontrar um controle continuo wu.,;, chamado de controle equivalente, que, para
uma dada condicao inicial sobre a superficie deslizante, a trajetoria resultante do
sistema

T =a(x,t) + b(z,t)ue,

coincida com a trajetéria descrita pelo sistema a estrutura varidvel (2.1) (2.3) durante

o deslizamento.

Para encontrar o controle equivalente é suficiente notar que $(x) = 0 é uma condigao
necessaria para que as trajetérias de estado permanegam na superficie de deslizamento
s(z) = 0. Derivando s(x) com respeito ao tempo ao longo das trajetérias de (2.1),
obtém-se:

s

) 0s
s(z) = a—xa(aﬁ,t) + a—xb(x,t)u =0 (2.20)

Resolvendo a equacgio (2.20) para u, pode-se obter o seguinte resultado:

Ueg = — (%b(m,t))l (%m,o) (2.21)

-1
onde a existéncia de (%b(x, t)) ¢ uma condicao necessaria.

Para ilustrar este procedimento considere o seguinte exemplo:

' .
r1 = X9
.%.‘2 = Uu
< (2.22)
u = —sign(s)
| s = 1+ 229

A figura 2.7 apresenta o plano de fase para o sistema (2.22). Repare que neste caso

o sistema s6 entra em modo deslizante dentro do conjunto D, definido por

D ={x:]|zs| <2, s(z) =0}
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FI1GURA 2.7: Plano de fase para o sistema (2.22).

Para este caso o controle equivalente é obtido do seguinte modo:

$(x) =20 4+2u = Uy = —% (2.23)
Desta forma, substituindo o controle equivalente obtido em (2.23) no sistema (2.22),

pode-se obter o seguinte sistema:

T1 = 9

Ty = Ueg (2.24)
—_ X

Ueg = —F

que é equivalente ao sistema (2.22) durante o deslizamento.

A figura 2.8 apresenta o grafico dos sinais z;, x5 e u dos sistemas (2.22) e (2.24),
para as seguintes condigoes iniciais: z1(0) = 2 e x9(0) = —1. Nesta figura, pode ser
visto que os dois sistemas apresentam o mesmo desempenho.

Embora o controle equivalente (figura 2.8 (d)) seja muito diferente do controle u
descontinuo (figura 2.8 (¢)), ele pode ser pensando como sendo o comportamento médio
deste controle descontinuo.

Como foi mencionado anteriormente o sinal de controle u nao é necessariamente

uma funcao do tempo no sentido usual quando o sistema entre em modo deslizante.
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- — controle descontinuo
x1r - controle equivalente

0 | | | | | | | |

0 1 2
3 4 (t% 6 7 8 9 10
0 —

— controle descontinuo
N -05F -+ controle equivalente

t(s)

FiGURA 2.8: (a) Gréafico de x1 x t para os sistemas (2.22) e (2.24); (b) Gréfico de z5 x
t para os sistemas (2.22) e (2.24); (c¢) Sinal de controle do sistema (2.22)
(controle descontinuo); (d) Sinal de controle do sistema (2.24) (controle
equivalente).
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Para evitar confusao, o termo u(t) serd utilizado para denotar a funcdo localmente
integravel, que é equivalente a u, no sentido de controle equivalente, ao longo de qual-
quer solucao de Filippov do sistema em malha fechada. Também deve ser enfatizado
que a solucdo de Filippov é, por definicao, absolutamente continua. Entdo, ao longo
de qualquer uma destas solugdes, u pode ser substituido por u(t), no lado direito das
equagoes diferenciais governantes. Embora o controle equivalente u(t) = wu,,(t) ndo
seja diretamente disponivel, ele pode ser obtido indiretamente através da filtragem de

u utilizando um filtro G(s) estritamente préprio (G(s)u = G(s)u(t) = G(s)uey(t)).

2.4 Caso Geral: Projeto da Lei de Controle

Considere o seguinte sistema nao linear monovaridvel (SISO)

i = a(z,t) + bz, t)u (2.25)

s = s(z,t)
onde a(.) e b(.) sdo fungdes suaves (continuas no sentido de Lipschitz) e desconhecidas,
x € IR" é o vetor de estados, u € IR é o sinal de controle e s = s(x,t) é uma fungao
de saida mensurdvel, cuja dindmica dos zeros (ver, (Isidori 1995)) associada é estdvel

e satisfaz o objetivo de controle (rastreamento ou estabilizagao).

O grau relativo do sistema n* é assumido como conhecido e constante, sendo igual
a 1. Isto significa de modo simplificado que o controle u sé aparece explicitamente na
primeira derivada de s.

O objetivo é garantir que o sistema entre em deslizamento ideal num tempo finito,

i.e., a seguinte restricdo deve ser satisfeita:
s(z,t) =0, Vt>Ty (T finito) (2.26)

Para satisfazer a restri¢do (2.26) basta atender a condigdo de alcancabilidade—n

(2.17). Derivando s(x,t) com respeito ao tempo, tem-se:

. 0s O0s 0s
§= o+ 5a(n,t) + bz, t)u = h(,t) + g(z, t)u (2.27)
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Para o projeto da lei de controle as seguintes hip6teses devem ser satisfeitas.

Hipétese 1 Assume-se que os limitantes das fungées |g(z,t)| e |h(z,t)| sdo conheci-
dos. Mais especificamente, sao conhecidas fun¢oes positivas H (z,t), G1(z,t) e Ga(x,t)

tais que, globalmente

|h(z,t)| < H(x,t)

(2.28)
Hipétese 2 Assume-se que o sinal de g(x,t) € conhecido.
Portanto, o controle
H(z,t
u = —%sign(g(w, t))sign(s(z,t)) (2.29)

garante que a condi¢ao (2.17) seja satisfeita. Como resultado, s(z,t) serd globalmente
conduzida para zero em algum tempo finito, independentemente do crescimento nao

linear das incertezas.

2.5 Modos Deslizantes de Ordem Superior

A idéia basica no controle por modos deslizantes é garantir que o sistema satisfaga uma
restricdo apropriadamente escolhida. Para isto, o controle deve reagir imediatamente
a qualquer desvio que o sistema apresente, conduzindo-o novamente para a restricao
através de um controle suficientemente intenso.

O controle por modos deslizantes, por apresentar esta caracteristica, é muito efici-
ente para o controle de sistemas incertos, tendo provado sua robustez e grande acurécia
com respeito a diversas perturbacoes internas e externas.

Entretanto, a reacao intensa e imediata ao minimo desvio da restricao, pode pro-
vocar oscilagoes indesejadas de alta freqiiéncia no sistema. Este fendomeno denominado
de chattering é um dos principias problemas deste controlador.

Recentemente proposto (Levant 1993), o controle por modos deslizantes de ordem
superior (Higher Order Sliding Modes - HOSM) generaliza a idéia bésica do controle

por modos deslizantes atuando nas derivadas temporais de ordem superior do desvio em
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relacao a restricao, em vez de influenciar a primeira derivada do desvio como acontece
no controle por modos deslizantes convencional.

O controle por modos deslizantes de ordem superior além de preservar as principais
vantagens do controle por modos deslizantes e fornecer uma acuracia ainda maior,
também possibilita a remogao do chattering (Fridman & Levant 2002).

O principal problema na implementacao de um HOSM ¢ o acréscimo de informagao
requerida. De forma geral, um controlador por modos deslizantes de ordem r, para
manter a restricdo s = 0, necessita que os sinais s, §,...,s" Y estejam disponiveis.
Este problema, foi resolvido, pelo menos de forma tedrica, através dos diferenciadores
exatos e robustos (Robust Exact Differentiators - REDs), apresentados em (Levant
1999, Levant 2001b, Levant 2001a).

Estes diferenciadores sao capazes de fornecer em tempo real derivadas exatas até
a ordem [, desde que a derivada de ordem [ + 1 seja limitada. Na pratica, devido a
existéncia de atrasos e ruidos o diferenciador apresenta erros na estimativa das deriva-
das, embora possua uma performance assintoticamente 6tima na presenca de pequenos

ruidos de medigao (Levant 2003).

2.5.1 Definicoes de Modos Deslizantes de Ordem Superior

O modo deslizante de ordem superior, é na verdade, um movimento num conjunto de
descontinuidade do sistema dindmico entendido no sentido de Filippov (Filippov 1964).
A ordem do deslizamento caracteriza o grau de suavidade dinamica na vizinhanca do
modo deslizante. Se a tarefa for garantir que uma funcao suave s seja mantida igual
a zero, entdao a ordem do deslizamento é o nimero total de derivadas continuas de s
(incluindo a derivada zero, i.e., s = s), na vizinhanca do modo deslizante. Desta
forma, o modo deslizante de ordem r é determinado pelas igualdades s = § = § =

.= s

= 0, que formam uma condi¢ao de dimensao r no espaco de estado do
sistema dinamico.

Deve ser ressaltado que para um deslizamento de ordem r a derivada s nio é
uma funcao continua das varidveis do espaco de estado ou nao existe devido, talvez, a

nao unicidade da solucdo. O modo deslizante convencional, no qual a maior parte dos

sistemas a estrutura varidvel é baseada é de primeira ordem ($ é descontinua).
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Segundo a defini¢do, para que o modo deslizante convencional se estabeleca a con-
vergéncia deve ocorrer em tempo finito. Ja no caso dos modos deslizantes de ordem
superior a convergéncia também pode ser assintética.

Casos triviais de HOSM assintoticamente estdveis sao encontrados em diversos con-
troles a estrutura variavel. Por exemplo, considere um VSC que mantém a restricao
z + & = 0 por meio de um modo deslizante de primeira ordem. Neste caso, existe um
modo deslizante de segunda ordem assintoticamente estavel com respeito a restri¢ao
x = 0 na origem z = £ = 0 (somente neste ponto).

No modo deslizante convencional a precisao obtida é proporcional ao intervalo de
tempo entre duas medigdes ou ao atraso de chaveamento?, i.e. |s| = O(7). J4 o modo
deslizante de ordem r pode fornecer uma precisao de até a ordem r com respeito ao
intervalo de medigdo ou ao atraso de chaveamento, i.e. |s| = O(7")

Embora o controle por modos deslizantes de ordem superior apresente algumas
vantagens sobre o controle por modos deslizantes convencional, o fato de nao existir
uma condicao de alcancgabilidade generalizada, dificulta muito o desenvolvimento deste

tipo de controlador.

2.5.1.1 Modos Deslizantes sobre Variedades

Seja & uma variedade suave. O préprio conjunto S é chamado de conjunto deslizante
de primeira ordem com respeito a superficie S. O conjunto deslizante de segunda
ordem &, é definido como sendo o conjunto de pontos z, para os quais KC[f(z)] esteja

completamente situado dentro do espaco tangente T, S a variedade S no ponto z.

Defini¢ao 2 FEziste um modo deslizante de primeira (ou sequnda) ordem sobre uma
variedade S numa vizinhanga de um ponto x, se nesta vizinhanca o conjunto deslizante
de primeira (ou sequnda) ordem for um conjunto integral, i.e. consistir de trajetorias

no sentido de Filippowv.

Seja S = S. Denote o conjunto de pontos deslizantes de segunda ordem com
respeito a variedade S por S;. Assuma que a prépria variedade S, pode ser considerada

com sendo suficientemente suave. Entao a mesma construcao pode ser empregada para

2Por conveniéncia de notacao serd utilizado o mesmo simbolo T para representar tanto o intervalo
de tempo entre duas medi¢oes quanto o atraso de chaveamento
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Ss. Denote o conjunto de pontos deslizantes de segunda ordem com respeito a variedade
Sy por S3. O conjunto S3 é chamado de conjunto deslizante de terceira ordem com
respeito a variedade S. Continuando este processo, pode se obter conjuntos deslizantes

de qualquer ordem.

Definicao 3 Fziste um modo deslizante de ordem r sobre uma variedade S numa
wizinhanga de um ponto x € S,, se nesta vizinhanga o conjunto deslizante de ordem r

S, for um conjunto integral, i.e. consistir de trajetorias no sentido de Filippov.

Para ilustrar estes conceitos considere o seguinte exemplo:

( L] = Ig
Lo = —Xo+ T3
§ T3 = v (2.30)
S = X1+ 29
| v = —2sign(s+ 5|2 sign(s))

Considere a variedade suave S := {x : 1 + o = 0}. Como S é um plano o espago
tangente T,S serd igual a §. Desta forma, o conjunto deslizante de segunda ordem
corresponde ao conjunto de pontos z, para os quais K[f(x)] esteja completamente
situado dentro do plano S.

Considere o conjunto Sy := {z : x; + 2o = 0,23 = 0}, formado pela intersecgdo da
variedade suave S com a variedade suave M := {z : z3 = 0}, conforme pode ser visto
na figura 2.9.

Considere um ponto z* pertencente ao conjunto S;. Para este ponto, tem-se:

x5 Ty
fH(z*) = —h e f(z")=| —x3
-2 2

Note que os vetores f*(z*) e f~(z*) pertencem ao plano S. Logo o fecho convexo
de Filippov K[f(x)] estard completamente situado dentro do plano S. Desta forma, o
conjunto S, corresponde a um conjunto deslizante de segunda ordem. Como S, é um
conjunto integral, pode-se concluir que existe um modo deslizante de segunda ordem

sobre a variedade S§ no conjunto S;.
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x3
(=]

FiGuRrA 2.9: Exemplo de um modo deslizante de segunda ordem.

2.5.1.2 Modos Deslizantes com Respeito a Fungoes de Restricao

Considere que a restricao seja dada pela equagao s(xz) = 0, onde s : IR” — R é uma
funcao de restricao suficientemente suave. Assuma que todas as derivadas temporais ao

longo das trajetérias s, §, 8, ..., sV

sejam fungoes continuas das varidveis de estado
do sistema em malha fechada. Entdo o conjunto deslizante de ordem r é determinado

pelas seguintes igualdades.
s=5=5§=...s""V=0 (2.31)

Definigao 4 Seja o conjunto deslizante de ordem r ndo vazio e assuma que ele seja
localmente um conjunto integral no sentido de Filippov (i.e. consiste de trajetorias
de Filippov do sistema dinamico descontinuo). Entdo o movimento resultante, satis-
fazendo a restricdo (2.81) € chamado de modo deslizante de ordem r com respeito a

funcdo de restrigio s (ver figura 2.10).

Desta forma, o modo deslizante de ordem r é determinado pelas igualdades (2.31),

que impoem uma condi¢ao de dimensao r sobre o estado do sistema dindmico. A ordem
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do deslizamento caracteriza o grau de suavidade dinamica em alguma vizinhang¢a do
modo deslizante.
r—1)

Suponha que s, §, §, ..., st sejam funcoes diferenciaveis de = e que

posto ([Vms, Vs, ..., sz(r_l)]) =r (2.32)

A igualdade (2.32) em conjunto com o requerimento que as correspondentes deriva-
das de s sejam funcoes diferenciaveis de x formam uma condicao chamada de condigao
de regularidade de deslizamento de ordem r. Se esta condicao for satisfeita entao
o conjunto deslizante de ordem 7 serd uma variedade diferencidvel (ver Teorema A.1)

e a Definicao 4 sera equivalente a Definicao 3.

Proposicao 1 Considere que a condigdo de reqularidade (2.32) seja satisfeita e que a
variedade deslizante de ordem r nao seja vazia. Entao um modo deslizante de ordem r
com respeito a funcdo de restricao s existe se e somente se a intersec¢do do fecho con-
vexo de Filippov com o espago tangente & variedade (2.31) nao for vazia para qualquer
ponto de deslizamento de ordem r.

Prova: ver (Levant 2003). |

FiGurA 2.10: Modo deslizante de segunda ordem.

Um modo deslizante é chamado de estavel se o conjunto deslizante integral corres-

pondente for estavel.
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Para ilustrar estes conceitos considere o sistema (2.30). Derivando s(z) com respeito

ao tempo ao longo das trajetérias de (2.30), obtém-se:
5(z) = x5

Portanto, s(z) e $(x) sdo fungdes diferencidveis de z. O conjunto deslizante de se-
gunda ordem, determinado pelas igualdades s(z) = $(x) = 0, é dado por Sy :=

{z: 21+ 22 = 0,23 = 0}, ver figura 2.9.

Como a condigao de regularidade é satisfeita

posto ([Vzs, Vz8]) =posto| | 1 0 =2

as variedades S = {z : s(z) =0}, M ={z : 5(z) =0} e Sy = {z : s(z) = $(x) = 0}
sao variedades suaves, ver o Teorema A.1.

O espaco tangente 7,85, é igual a Ss, ja que Sp é uma reta. Como para qualquer
ponto z pertencente a Sy a intersecao do fecho convexo de Filippov com o espacgo
tangente 71,5, nao é vazia, de acordo com a Proposi¢ao 1, existe um modo deslizante
de segunda ordem com respeito a fungao de restri¢cao s, ou de forma equivalente, existe

um modo deslizante de segunda ordem sobre a variedade S no conjunto Ss.

Observacao 1 As definicies acima também incluem casos triviais de variedades in-
tegrais em sistema suaves. Para excluir estes casos , pode-se, por exemplo, chamar um
modo deslizante de “nao trivial” se o conjunto de velocidades admissiveis de Filippov

K[f(x)] correspondente consistir de mais de um vetor.

Observacao 2 As definicoes acima podem ser facilmente estendidas para incluir o
caso de equacdes diferenciais ndo auténomas através da introducdo do estado ficticio
t = 1. Note que isto difere levemente da definicdo de Filippov, considerando tempo e

coordenadas de estado separadamente.
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2.5.2 Modos Deslizantes de Ordem Superior em Sistemas de

Controle

Considere sistemas de controle do seguinte tipo:

(2.33)

onde a(.) e b(.) sao fungoes suaves e desconhecidas, x € R™ é o vetor de estados,
u € IR é o sinal de controle e s = s(z,t) é uma funcdo de saida suave e mensurdvel.
A dimensao do sistema também é desconhecida. O grau relativo do sistema n* = r é
assumido como sendo conhecido e constante.

O objetivo é garantir que a restricdo s(z,t) = 0 seja satisfeita em um tempo finito
e que seja mantida exata através de uma realimentacao.

Como o sistema possui grau relativo n* = r o sinal de controle sé aparece explici-

. : @) . )
tamente na derivada de ordem r de s, i.e. ‘95 =0, (i=1,2, ..., 7—1), 2" £0.
u ou

Deste modo, a saida s, satisfaz a seguinte equacao:

s = h(z,t) + g(z, t)u (2.34)

onde h(z,t) = |, e g(z,t) = agi:)'

Teorema 2.1 Considere que o sistema (2.33) possua grau relativo n* = r com respeito
a fungdo de saida s em algum ponto deslizante (xg,t) de ordem r. Seja u uma fun¢do
descontinua que assuma valores pertencentes aos conjuntos (—oo, — K] e [K,00) em
alguns conjuntos de medida ndo nula em qualquer vizinhanca de cada ponto deslizante
de ordem r prdzimo ao ponto (xg,ty). Entdo, isto garante, para K suficientemente
grande, a existéncia de um modo deslizante de ordem r em alguma vizinhanc¢a do ponto

(xo, to). Prova: ver (Fridman & Levant 2002)

Observacao 3 Além de poderem ser empregados mo controle de sistemas com grau
relativo arbitrdrio, os controladores por modos deslizantes de ordem superior também
podem ser usados para evitar o problema de chattering. Para esta finalidade o grau

relativo do sistema é aumentado artificialmente, introduzindo-se um filtro de primeira
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ordem antes da entrada u(t) da planta. Desta forma, o sistema passaria a ser contro-
lado pela varidvel v correspondente a entrada do sistema dindmico introduzido.

Por exemplo, considere um sistema com grau relativo n* = 1. Poderia se introduzir
um integrador na entrada da planta e utilizar o controle descontinuo v = u para con-
duzir a varidvel de deslizamento s para zero, mantendo s = 0 em um modo deslizante
de sequnda ordem. Como o controle u(t) é a saida de um sistema dindmico, ele serd

continuo, evitando, assim, o problema de chattering.

2.5.3 Controlador por Modos Deslizantes de Segunda Ordem

Nesta secao serao apresentados alguns exemplos de controladores por modos deslizan-
tes de segunda ordem. Dentre os diferentes controladores conhecidos pode-se destacar:
Controlador Twisting (Emelyanov, Korovin & Levantovsky 1986, Levant 1993), Con-
trolador Sub-Otimo (Bartolini et al. 1998, Bartolini, Pisano & Usai 2001), Controlador
Super-Twisting (Levant 19985, Fridman & Levant 2002), Controlador com uma Lei
de Convergéncia Pré-Estabelecida (Emelyanov et al. 1986, Levant 1993, Fridman &
Levant 2002).

2.5.3.1 Controlador Sub-Otimo

Este controlador proposto em (Bartolini et al. 1998) foi inspirado no problema de
controle em tempo minimo de um duplo integrador. Ele foi desenvolvido como sendo
uma implementacao sub-6tima deste controlador classico.

Considere o seguinte sistema auxiliar:

21222

2y = H(z1,29) +d(z1,22)w(t)

(2.35)

onde H(z1,29) e d(z1, 2z2) s@o fun¢des desconhecidas e z, é um sinal ndo mensuravel do
sistema.

As seguintes hipdteses sao feitas sobre o sistema:

Hipétese 3 Assume-se que as funcgies H(z1, 22) e d(z1,22) sdo uniformemente limi-

tadas e que a func¢ao d(z1,z2) € positiva. Desta forma, € requerido que para algumas
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constantes positivas D1, Dy, H as sequintes condi¢des sejam satisfeitas:

|H(21, 22)‘ S H

(2.36)
0< D1 S |d(21,2’2)‘ S DQ

Hipétese 4 Assume-se que os valores extremos de z,(t), denominados de zp;, podem

ser obtidos com precisdao ideal.

O objetivo do controlador é manter o sistema confinado na regiao formada por arcos
parabdlicos limites (ver figura 2.11), de forma que as varidveis z;(t) e 22(t) convirjam

para zero em tempo finito. Para isto, o seguinte algoritmo é utilizado:

Algoritmo 1:
1. Escolha a* € (0,1] N (0,3D;/Ds)

2. Faga zpr = 21(0)

a*, se (zl(t) — %‘L) (zm — 21(8)) >0

at) =
1, se(z1(t) = ) (2a — 21(t)) <0
4. Se z(t) é um valor extremo, entdo zy; = 21(t)

5. Aplique a seguinte lei de controle:

w(t) = —a(t)Uysign (Zl(t) - %VI)

onde:

H 4H >

U .
M > maz (O!*Dl’ 3D1 — O,/*Dg

6. Retorne ao passo 3

O resultado de convergéncia para esta estratégia de controle é apresentado no Te-

orema a seguir.

Teorema 2.2 Considere o sistema (2.35). Se as hipdteses 3 e 4 forem verdadeiras,
entdo a estratégia de controle definida no Algoritmo 1 garante que o sistema converge

em tempo finito para a origem.
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Prova: ver (Bartolini et al. 1998)

IeIl: Trajetérias limite
III: Trajetoéria Atual

22
~
N

II

21

FIGURA 2.11: Idéia do controlador sub-6timo.

A prova deste teorema consiste, basicamente, em mostrar que a propriedade de

contracao ‘ZM,- 1| < lzug| é vélida para a trajetéria II (ver figura 2.11), que representa
o pior caso em termos de convergéncia do sistema, e que esta convergéncia ocorre em
tempo finito.

Uma extensao desta estratégia de controle foi apresentada em (Bartolini et al. 2001)
para que o algoritmo pudesse ser aplicado para uma classe mais abrangente de sistemas.

O algoritmo do controlador sub-6timo requer que os valores de pico da varidvel de
deslizamento z; = s possam ser detectados com uma precisao ideal. Entretanto, na
pratica esta condi¢ao nao pode ser satisfeita. Na verdade, o que pode ser feito é uma
estimativa destes valores, o que seria equivalente a se estimar os momentos nos quais
a derivada z, = $ se anula. Por este motivo o valor do sinal de controle u depende na

verdade do histérico das medigoes de s e 3, i.e. de s(.) e §(.), conforme foi observado

em (Levant 2003).

2.5.3.2 Controlador Super-Twisting

Este controlador foi desenvolvido para evitar o problema de chattering em sistemas

com grau relativo n* = 1, sendo caracterizado por um movimento espiral ao redor da

36



origem no plano de deslizamento de segunda ordem (s-$), conforme pode ser visto na
figura 2.12.

A principal vantagem deste controlador com relacao a outros controladores de se-
gunda ordem reside no fato de que o controlador Super-Twisting nao necessita de
nenhuma informagao sobre a derivada temporal da varidvel de deslizamento.

Considere que o sistema (2.33) possua grau relativo n* = 1. Para este sistema a lei

de controle pode ser definida da seguinte forma:

u = —\|s|’sign(s) +u
517 sign(s) + g
= —asign(s)
O sinal § pode ser escrito do seguinte modo:
§=h(z,t) + g(z, t)u (2.38)

Para que o sistema apresente convergéncia em tempo finito para a origem do plano
s-$ (§ = s = 0), as seguintes condicoes devem ser satisfeitas (ver (Fridman & Levant

2002)):

h(z,t)| < H
0< Kn < g(z,t) < Ki

a> (2.39)

2 4H Ky (a+H)
A= K2 Km(a—H)

0<p<05

onde H, K,, e K); sao constantes positivas.
Por ser extremamente robusto este controlador pode ser usado com sucesso no

problema de diferenciagao exata e robusta em tempo real (Levant 1998b).

2.5.4 Controlador por Modos Deslizantes de Ordem Arbitraria

O objetivo é obter uma lei de controle descontinua que garanta o aparecimento de um
modo deslizante de ordem 7 num tempo finito. Embora o controle u = —Ksign(s)

satisfaca o Teorema 2.1, 0 modo deslizante resultante é geralmente instdvel. Como o
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FicuraA 2.12: Trajetdrias do controlador Super-Twisting.

controle por modos deslizantes de ordem superior é uma generalizagdo do controle por
modos deslizantes convencional, seria apropriado que o controle por modos deslizantes
de ordem arbitraria fosse uma generalizagao do controle por modos deslizantes conven-
cional v = —ksign(s). Para isto, serao consideradas hipdteses similares as hipéteses

utilizadas para o caso de deslizamento de primeira ordem.

Hipétese 5 Assume-se que as fungoes h(x,t) e g(x,t) sao uniformemente limitadas e
que a funcgdo g(x,t) € positiva. Desta forma, € requerido que para algumas constantes

ositivas K,,, Ky, H as sequintes condicoes sejam satisfeitas:
m>» J

|h(z,t)] < H
0< K < |g(a,1)| < Koy

(2.40)

Considere o seguinte controlador, para plantas de grau relativo n* = r, proposto

inicialmente em (Levant 19984, Levant 2001b).

u = —asign(¢r_1,(s,5,...,57 1)) (2.41)
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bor = S

G = §+ P1Niysign(s)

bir = U+ BN sign(pii,), i=1,...,r—1

Ny, = \s|(r_1)/"

Ny = (sl 4 BP0 4t s
Nocie = (sP/m 41370 L [s-2" e

(2.42)

(i=1) p/(r—i+1))(r—i)/p’ 1=1,...,r—1

onde p>ref;, i=1,...,r — 1 sao constantes positivas.

Teorema 2.3 Considere que o sistema (2.83) possua grau relativo n* = r com res-
peito a funcdo de saida s e que a hipdtese 5 seja satisfeita. Entdo, para parametros

B, ..., Br_1 escolhidos apropriadamente o controlador
u = —asign(¢r_1,(s,5,...,571))

garante o aparecimento de um modo deslizante de ordem r (s = 0), atraindo as tra-
jetorias em tempo finito.

Prova: ver (Levant 2003)

Os parametros positivos (i, ..., 3,1 devem ser escolhidos suficientemente grandes
na ordem dos indices. Cada escolha determina uma familia de controladores aplicaveis
para todos os sistemas representados por (2.33) de grau relativo n* = r que satisfacam
a hipdtese 5. O parametro o > 0 deve ser escolhido especificamente para cada conjunto
H, K,, e K;; de um determinado sistema.

Certamente o numero de escolhas de (; é infinito. Aqui serdao mostrados alguns
exemplos com f; testados para r < 4 e para p definido como sendo o minimo miltiplo

comum de 1,2,... 7.
1. u = —asign(s)
_ . . 1/2 .
2. u= —asign(s+ |s|"'" sign(s))

3. u=—asign(i+ 2(|s* + |s[*)YEsign(s + |s|*'® sign(s)))

4. u = —asign(s®+3(|3)5+[s[*+| s 2sign(5+(| 5| +|s[*) /S sign(s+0.5 |s|/* sign(s))))
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A idéia do controlador é que um deslizamento de primeira ordem ¢é estabelecido nas
partes suaves do conjunto descontinuo I' de (2.41) (figuras 2.13 e 2.14). Este modo
deslizante é descrito pela equagao diferencial ¢,_1, = 0, que por sua vez possibilita
o aparecimento de um modo deslizante de primeira ordem ¢,_, = 0. Entretanto o
modo deslizante primario desaparece no momento no qual o modo secundario esta para
aparecer. O movimento resultante se dd4 numa vizinhan¢a de um subconjunto cilindrico
de I' que satisfaz ¢,_, = 0, transferindo em tempo finito para uma vizinhanca do
conjunto que satisfaz ¢, 3, = 0 e assim por diante. Enquanto a trajetéria se aproxima

do conjunto deslizante de ordem 7, o conjunto I' se retrai para a origem nas coordenadas

5,8,...,5" 1. O conjunto I' para r = 3 é mostrado na figura 2.14.
(r-1)
o, 6’ ,G(r-?.!
v

FicurA 2.13: Idéia do controlador por modos deslizantes de ordem 7.

FicurA 2.14: Conjunto de descontinuidade I' para o controlador por modos deslizan-
tes de ordem 3.
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2.5.5 Diferenciador Exato e Robusto (RED)

A diferenciacao de sinais em tempo real é um problema antigo e bem conhecido. Um
diferenciador ideal deveria ser capaz de fornecer como saida a derivada exata de qual-
quer sinal de entrada. Entretanto, na pratica, como os sinais sao corrompidos por
ruidos de alta freqiiéncia, que possuem derivadas com amplitudes muito elevadas, seria
impossivel para estes diferenciadores fornecerem uma estimativa razoavel da derivada

do sinal base de interesse.

Desta forma, o objetivo é encontrar um diferenciador capaz nao s6 de fornecer a
derivada exata para uma classe de sinais de entrada, mas também de rejeitar pequenos

ruidos de alta freqiiéncia.

A maior parte dos diferenciadores conhecidos fornecem estimativas muito préximas
das derivadas dos sinais de entrada, além de serem capazes de rejeitar parcialmente a
presenca de ruidos de alta freqiiéncia. No entanto, estes diferenciadores nao sao capazes
de fornecer derivadas exatas na auséncia de ruidos. Deste modo, estes diferenciadores

sao robustos, mas nao sao exatos.

Neste trabalho serd considerada a seguinte classe de sinais de entrada: seja o sinal
de entrada f(t) uma fun¢io definida em [0, 00) constituida por um sinal base fo(t)
desconhecido, cuja derivada de ordem n possua constante de Lipschitz C,,,1, e por um

ruido mensuravel (no sentido de Lebesgue) e limitado com propriedades desconhecidas.

Para esta classe de sinais foi provado em (Levant 1998b) que a melhor acurdcia

possivel obtida por um diferenciador para a derivada de ordem 7 é proporcional a

O/ (D) J(n—i+1)/(n+1) ; _ g

n+1 L

onde Cy, 11 é a constante de Lipschitz da derivada de ordem n e € é a magnitude maxima
do ruido de medicao.

O problema ¢ encontrar uma estimativa em tempo real de fo(t), fo(t), - .., f{™ (t)

que seja robusta na presenca de ruidos de medigao, sendo exata na sua auséncia.
Considere o seguinte diferenciador de ordem (n), baseado em modos deslizantes de
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ordem superior, apresentado em (Levant 2001a, Levant 2003):

4

Zg = o,
vo = =l — f&)"" sign(zo — f(1) + 2
'él = 1,
_ (n-1)/n _;
vy = —Ai |z — vl sign(z; — vg) + 22
q z; = Vi, (243)
v = —Aizi— Uz‘—1|(n7i)/(n7i+1) sign(z; — vi—1) + zip1
Zn1 = Un—1,
Upn-1 = _)\n—l |Zn—1 - Un—2|1/2 Sign(zn—l - Un—2) + zn
\ Zn = —Ausign(zn, — vp_1)

E facil checar que o diferenciador apresentado em (2.43) pode ser expresso na se-

guinte forma nao recursiva:

f = —ro Lz — FOIM sign(zo — £(8) + 21
2 = —kKifz0 — f(t)‘(n_l)/(nﬂ) sign(zo — f(t)) + z
(n—i)/(n+1) 249
L= —hilz = f@OITV sign(zo — f(1) + 2
| Zn = —kgsign(z — f(t))
para algumas constantes x;, i = 0,...,n calculadas com base em Ao, ..., A,.

O Teorema a seguir mostra a propriedade de convergéncia em tempo finito do

diferenciador (2.43)

Teorema 2.4 Considere o diferenciador (2.43) de ordem (n), com sinal de entrada
fo(t) mensurdvel cuja derivada de ordem n possua uma constante de Lipschitz Cpyq.
Se as constantes \;, 1 =0,...,n forem escolhidas apropriadamente, as sequintes igual-

dades sao verdadeiras apds um processo transiente de tempo finito

2= fo(t); z=vi1= foi)(t), i=1,...,n
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Prova: ver (Levant 2003)

A partir deste Teorema é possivel concluir que as igualdades z; = éi), 1=0,...,n—
1 sao mantidas num modo deslizante de segunda ordem.

O sistema (2.43) é homogéneo, suas trajetérias sdo invariantes com respeito a trans-
formagdo G, : (L, f,zi,vi) — (nt,n™ f,n" 1z, ™ 'v;). Desta forma, utilizando o
conceito de campos vetoriais homogéneos (Rosier 1992) é possivel provar que o sistema
(2.43) é estavel no sentido de Lyapunov.

No Teorema a seguir a performance do diferenciador (2.43) na presenca de um ruido

é investigada.

Teorema 2.5 Considere o diferenciador (2.48) de ordem (n). Se o ruido de en-
trada satisfizer |f(t) — fo(t)| < e, entdo as sequinte desigualdades sdo estabelecidas em
tempo finito para algumas constantes positivas p; e v; que dependem exclusivamente

dos parametros do diferenciador.

Zi — foi)(t)‘ < gD g =1 n

Vi — f(gm)(t)‘ <y /) =0, .. n—1
Prova: ver (Levant 2003)

Observagao 4 Analisando o Teorema 2.5 € facil verificar que o diferenciador de ordem
k fornece uma derivada de ordem | (I < k), com uma acurdcia muito maior que o

diferenciador de ordem .

A melhor forma de se sintonizar os parametros )\;, ¢ = 0,...,n é através de si-

mulagoes. Uma possivel escolha para o diferenciador de ordem 4 é apresentada a

seguir:
( 0 = wy, V= —8051/5 20 — f()[*° sign(zo — f(t)) + 21
2= v, v = —5051/4 |2g — v0|3/4 sign(z; — vo) + 22
Y e = vy, Vg = —3051/3 |2g — v0|2/3 sign(zo — v1) + 23 (2.45)
23 = v, V3= —1.50;/2 |21 — 1)0|1/2 sign(zs — vo) + 23
| & = —1.1Cssign(zs — v3)
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Deve-se destacar que os valores Ag,...,\,_1, utilizados para o diferenciador de
ordem (n — 1), também podem ser aplicados para o diferenciador de ordem (n), e,

portanto, para este diferenciador é necessario, apenas, escolher mais um parametro.

O principio de separagao (ver, (Atassi & Khalil 1999)) é trivialmente satisfeito
para o diferenciador (2.43). De fato, como o diferenciador (2.43) é exato, os tnicos
requerimentos para sua implementagao sao a exigéncia de que alguma derivada de
ordem superior do sinal de entrada seja limitada e que o sistema nao apresente escape

em tempo finito durante o transitério do diferenciador.

No Lema a seguir serd demonstrado que se a derivada de ordem (n+ 1) do sinal de
entrada for limitada, entdo todos os sinais presentes no diferenciador (2.43) de ordem

(n) ndo poderao escapar em tempo finito.

Lema 2.1 Considere o sistema (2.43) e assuma que os sinais f(t), f(t), ..., f™(t)
sdo limitados. Se ‘f(”“) (t)‘ < K11 Vt, para alguma constante positiva K, 1, entdo o

estado do sistema ndao pode divergir em tempo finito. Prova: ver apéndice B

2.5.6 Controlador Universal por Realimentacao de Saida

Este controlador, proposto recentemente em (Levant 2002), utiliza o controlador por
modos deslizantes de ordem arbitraria (2.41) em conjunto com o diferenciador (2.43),
podendo, assim, controlar o sistema utilizando apenas realimentagao de saida. Deve-se
destacar que este controlador nao necessita de um modelo detalhado do sistema a ser

controlado.

Considere que o sistema seja descrito pela equagao (2.33) e que a HipGtese 5 seja
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satisfeita. A lei de controle é dada por:

u = —asign(¢r_1,(20, 21, -, 25-1)))

Zg = o,

vg = —XooCH" |20 — s|(r_1)/(r) sign(zy — 8) + 21

Z1 = i,

v o= =XaCYTD |z — o] T sign(z — wo) + 2 (2.46)
Zr—2 = Up_g,
Upr_g = _)\O,T—ZC;D |2p—o — U'r‘—3|1/2 sign(zr—o — Vr_3) + 2r—1
Zro1 = —)\o,r—1Cr8i9”(zr—1 — Vp_2)

onde ¢;, ¢ definida em (2.42), os parametros Ag; sdo escolhidos antecipadamente con-
siderando C, = 1, a constante C, é escolhida de acordo com as seguintes condicoes:

‘s(’) <C,eC,>H+ aKy,.

No caso das constantes H e Kj; serem conhecidas, apenas o parametro a deve ser
realmente sintonizado. Entretanto, se estas constantes nao forem conhecidas tanto C,

quanto « podem ser encontrados através de simulagoes.

O teorema 2.3 também é vélido para o controlador (2.46). Em particular, sob as
condi¢oes do Teorema 2.3 o controlador (2.46) garante convergéncia global para o modo
deslizante de ordem r (s = 0), com o tempo do transiente sendo uma fung¢io localmente

limitada das condiges iniciais (Levant 2003).

2.5.6.1 Resultados de Simulacao

Nesta secao sera apresentada uma simulagao da estratégia de controle considerada.
Para comprovar os resultados tedricos as simulacoes apresentadas sao realizadas com
passo de integracao fixo e suficientemente pequeno (método de Euler), a fim de se
obter resultados préximos dos resultados teéricos. As simulagdes no campo continuo se
justificam ja que, apesar do controlador ser implementado discretamente, ao se utilizar
um periodo de amostragem suficientemente pequeno, o desempenho do controlador

discreto se aproxima do controlador continuo.
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A planta é considerada desconhecida, com grau relativo n* = 3, sendo dada por:

T = Ar+bu
(2.47)
Yy = hlz
onde:
0 10 0
A=| 0 0 1|; B=]o0]|; hT:[1 0 0] (2.48)
-2 1 2 1

Nesta secao serd considerado o problema de rastreamento. O objetivo da simulagao
é garantir que a saida da planta y, seja capaz de seguir um sinal de referéncia r(t). Para
isto, o controlador deve garantir que a varidvel s(t) = y,(t) — r(¢) seja identicamente
nula. Além disso, o controlador deve ser capaz de manter o sistema em um modo
deslizante de terceira ordem (s = § = § = 0).

Para a simulacao desta secao serao utilizados os parametros apresentados na tabela

2.1.

TABELA 2.1: Parametros utilizados na simulacao do Controlador Universal por Rea-
limentagao de Saida

Elemento Valor
Perturbagao de Entrada de(t) = squ(5t)
Sinal de Referéncia r(t) = sin(0.5t)
RED Ao =3Ca% A =15C%; A =11C5; C5=50
a 0.7

Nesta simulagdo sdo consideradas as seguintes condic¢oes iniciais:

e y,(0) = 0;
e 7,(0) =2
e 5,(0)=0

Na figura 2.15 pode ser visto que o sinal de referéncia é seguido perfeitamente pela
planta, ap6s um transiente de tempo finito. Nesta figura também pode ser constatado

que o sistema é mantido em um modo deslizante de terceira ordem.
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2 T T T 15 T T T 2 T T T
1.5f : . 15F : .
1 - -
1F . 1t .
0.5f : 1 0.5f : .
0.5 : b
$ or = = Or
0 - .
-0.5 h -0.5 b
-1 4 -1 i
-0.5F b
-1.5} 1 -1.5} 1
_2 I I I -1 I I _2 i i i
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
tempo tempo tempo

FI1GURA 2.15: Controlador Universal por Realimentacdo de Saida: Sinais s(t), $(¢) e

5(t)
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A figura 2.16 mostra os erros cometidos pelo RED na estimativa de s, s e §. Estes

erros definidos por e; = z;—r, i = 0,...,2, convergem para zero em um tempo finito.
(a) b c
0.03 T T T 2 T ( ) T T 0.5 T ( ) T T
0.025} . ok h
1.5} .
0.02f - -0.5} .
l - -
0.015} R 1t i
S 3 $
0.01 - -1.5} .
0.5 .
0.005 - | il
O H
Oy -2.5 b
_0'005 Il Il Il _0.5 Il Il Il _3 Il Il Il
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
tempo tempo tempo

FIGURA 2.16: Controlador Universal por Realimentagao de Saida: (a) eg(t) = 2o(t) —

r(t); (b) ei(t) = z1(t) — 7(1); (c) ea(t) = 22(t) — 7(2)

Na figura 2.17 é apresentado o sinal de controle u(t). Comparando o resultado
desta figura com os resultados apresentados na figura 2.15, pode ser verificado que as

variaveis s, s € § convergem para zero quando o sistema entra num deslizamento ideal.
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2+

4+

-8 I I I I I I ]
0 1 2 3 4 5 6 7

tempo

Ficura 2.17: Controlador Universal por Realimentagao de Saida: Sinal de controle

u(t)
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Capitulo 3

Controle Adaptativo por Modelo de

Referéncia a Estrutura Variavel

O controle de sistemas dinamicos incertos ¢ um dos principais tépicos da teoria de
controle moderno. Estes sistemas podem apresentar incertezas paramétricas ou estru-
turais. No caso de incertezas parameétricas a estrutura da planta é conhecida, entre-
tanto seus parametros podem ser desconhecidos ou variantes no tempo. No caso de
incertezas estruturais o sistema pode apresentar dinamicas nao modeladas, fato que
dificulta a tarefa de projetar um controlador que garanta um bom desempenho para

estes sistemas.

Diversas técnicas para o controle de sistemas incertos vém sendo empregadas com
sucesso. Dentre as técnicas existentes pode-se destacar o controle adaptativo, o controle

por modos deslizantes, a técnica de backstepping, dentre outras.

O objetivo bésico do controle adaptativo é garantir que o sistema permaneca apre-
sentando um desempenho satisfatorio, independentemente das incertezas ou variagoes
de parametros presentes no sistema. Para isto, o controlador se utiliza de informacoes
provenientes dos sinais mensuraveis do sistema, visando a estar sempre adaptado as

diferentes configuragoes apresentadas pelo sistema a cada instante.

O controle adaptativo pode ser visto através de duas estratégias distintas. No
método indireto os parametros desconhecidos da planta sao estimados e, entdo, os
parametros do controlador sao calculados a partir destas estimativas. Ja no método

direto os parametros do controlador sao estimados diretamente através de uma lei de
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adaptacao. Este método, em contraste com o método indireto, nao realiza a identi-
ficacao da planta de forma explicita.

Dentre as diferentes estratégias presentes na literatura de controle adaptativo a
técnica de controle adaptativo por modelo de referéncia (Model Reference Adaptive
Control - MRAC) se destaca como sendo uma das principais abordagens para lidar
com sistemas lineares e invariantes no tempo.

O objetivo basico do MRAC é produzir um sinal de controle que torne o comporta-
mento do sistema em malha fechada préoximo ao de um modelo de referéncia arbitrado
(rastreamento), mesmo na presenca de incertezas ou varia¢oes nos parametros no sis-
tema.

Para atingir este objetivo, os parametros do controlador responsaveis pelo perfeito
casamento da planta com o modelo de referéncia sao estimados através de uma lei de
adaptacao. Como esta estimativa é feita usando apenas informagoes provenientes da
entrada e da saida da planta, este controlador possui um grande interesse pratico.

Embora seja destinado para sistemas incertos, o controlador MRAC apresenta pro-
blemas de robustez na presenca de perturbacées ou dinamicas nao modeladas. Além
disso, a qualidade do transitério de adaptacao nao é uniforme com respeito as condicoes
iniciais e a convergéncia pode ser muito lenta, ver (Hsu & Costa 1989).

Para tentar resolver os problemas apresentados pelo MRAC foi desenvolvida na
COPPE/UFRJ uma técnica de controle denominada de controle adaptativo por modelo
de referéncia a estrutura varidvel (Variable Strucure Model Reference Adaptive Control
- VS-MRAC).

Esta técnica, apresentada originalmente em (Hsu & Costa 1989), é baseada no
controlador MRAC, utilizando conceitos de controle a estrutura varidvel. Basicamente,
a lei de adaptagao do tipo integral foi substituida por uma sintese direta do sinal de
controle.

Assim como o MRAC o VS-MRAC utiliza apenas medigoes da entrada e da saida
da planta, sendo, deste modo, muito 1util em diversas aplicacoes praticas, nas quais o
estado completo nao é acessivel.

Neste capitulo, sera apresentada a estrutura basica de um sistema baseado em
modelo de referéncia, bem como as hipdteses iniciais necessarias para o projeto do

controlador. Finalmente, detalhes sobre o desenvolvimento teérico do VS-MRAC serao
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apresentados, sendo discutidas as principais caracteristicas deste controlador.

3.1 Controle Adaptativo por Modelo de Referéncia
MRAC

O objetivo deste controlador é assegurar que o conjunto formado pela planta e pelo
algoritmo de controle consiga rastrear o comportamento de um modelo de referéncia.
A planta serd considerada desconhecida (com incertezas), monovaridavel (SISO), linear
e invariante no tempo (LTI) com grau relativo n*, sendo modelada por uma fungdo de

transferéncia estritamente prépria dada por:

(3.1)

com entrada u e saida y,, onde:
e K, é o ganho em alta freqiiéncia.
e D,(p) é um polinémio moénico de grau n.
e N,(p) é um polinémio ménico de grau m.
e O grau relativo é dado por: n* =n —m

As especificagoes da resposta dinamica em malha fechada sao estabelecidas através
do modelo de referéncia M(p), com entrada r e saida y,,, que também possui grau
relativo n*, sendo caracterizado por uma funcgao de transferéncia estritamente prépria,

linear, invariante no tempo e assintoticamente estavel dada por:

(3.2)

onde:
e K,, é o ganho em alta freqiiéncia.

e D,,(p) é um polinémio ménico.
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O sinal de referéncia r é uma funcao arbitraria do tempo, continua por partes e uni-
formemente limitada.

O objetivo de controle pode ser definido da seguinte forma:

e Projetar uma lei de controle u(t), tal que o erro de saida ey := y, — y,,, tenda
assintoticamente para zero ou para algum pequeno conjunto residual em torno
de zero, para condigbes iniciais e sinais de referéncia r (continuos por partes e

uniformemente limitados) arbitrarios.

As seguintes hipdteses usuais de projeto (Narendra & Annaswamy 1989, p.183)

sobre a planta e o modelo de referéncia serao consideradas:
Hipétese 6 A planta Gy(p) € de fase minima (N,(p) é Hurwitz).

Hipétese 7 A planta Gp(p) € controldvel e observdvel (os polinémios N,(p) e D,(p)

sG0 coprimos).

Hipétese 8 N,(p) e D,(p) sdo ménicos com grau[D,(p)] = n e grau[N,(p)] = m, n

e m conhecidos (o grau relativo n* = n — m da planta é conhecido).

Hipétese 9 O sinal do ganho de alta freqiéncia da planta (K,) é conhecido (assume-

se positivo por simplicidade, sem perda de generalidade).

Hipétese 10 O modelo de referéncia M(p) é estdvel e de fase minima, com mesmo

grau relativo n* =n —m que a planta.

3.1.1 Esquema de Controle do MRAC

No MRAC, os coeficientes do numerador e do denominador da planta sao considerados
desconhecidos. Para contornar este problema, pode-se utilizar um procedimento base-
ado no principio da equivaléncia certa. Neste principio, os parametros do controlador
sao estimados e utilizados na lei de controle como se fossem os parametros ideais. O
procedimento de projeto é baseado na combinacdo de uma lei de controle com uma lei
de adaptagao que gera estimativas em tempo real dos parametros do controlador, ver

(Peixoto 2002).
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Para gerar o sinal de controle, sao utilizados os seguintes filtros de entrada e saida

(conforme (Narendra & Annaswamy 1989) )

= Avi+gu

vy = Ave+ gy, (3.3)

onde v; e vy € IR™™!, A é escolhido de modo que o polinomio det(pI — A) seja Hurwitz
e g é um vetor constante, tal que (A, g) seja controlavel.

O sinal de controle é gerado por meio de uma combinacgao linear do sinal de re-
feréncia r, da saida da planta y, e dos vetores v; e vy. Para facilitar a notagao o vetor

w, denominado de vetor regressor, sera definido como:
wh(t) =l y, vi 7] (3.4)

Desta forma o controle pode ser parametrizado do seguinte modo:

u(t) = 67 (1)w(t) (3.5)

onde 0T (t) :== [0:(t) ... 0,_1(t) 0,(t) Oni1(t)...00_1(t) 6O2r(t)| é 0 vetor de parametros
+

~ ~ ~ ~
~~

0T (1) 0T, (1)

adaptativos.

Considerando as hipoteses assumidas existe um unico vetor constante 6*, tal que a
funcao de transferéncia de malha fechada com u = 0*Tw se adeqiie perfeitamente ao
modelo, i.e. ¥, = Gp(p)u = Gp(p)0* ' w = M(p)r.

Para abordar um caso mais geral serd considerado que a planta esteja sujeita a
perturbagoes de entrada. Para tratar deste caso a seguinte hipétese adicional serd

assumida.

Hipétese 11 A perturbacio de entrada d, é uniformemente limitada, e possui um

limitante superior d, conhecido que satisfaz a d, > |de(t)| (V).

O esquema completo do controlador MRAC para plantas sujeitas a perturbagoes

de entrada pode ser visto na figura 3.1.
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FIGURA 3.1: Estrutura do controlador adaptativo por modelo de referéncia (MRAC).

O esquema do MRAC apresentado na figura 3.1 pode ser representado, de forma

equivalente, pelo esquema mostrado na figura 3.2.

FIiGUrA 3.2: Representacdo equivalente da estrutura do controlador adaptativo por
modelo de referéncia (MRAC)

Neste caso a lei de controle u é composta pelas saidas dos filtros G1(p) e Ga(p) e

pela entrada de referéncia r, sendo dada por:

w= %r + Gi(p)u+ Galp)y (3.6)




com grau[N;(p)] = n— 2, grau[Ny(p)] = n—1 e grau[A(p)] = n — 1. Portanto, o filtro
G1(p) € estritamente préprio e o filtro Gy(p) é préprio.

Do mesmo modo, que na representacao anterior, também existe um controlador
ideal (k*, G%(p) e G5(p)), para esta representagdo, que assegura o casamento perfeito
entre o sistema em malha fechada e o modelo de referéncia, para o caso em que os

parametros da planta sejam conhecidos e a perturbacao de entrada d. seja nula.

3.1.2 Equacao do Erro de Saida do MRAC

Nesta se¢ao a equagao do erro de saida (ou erro de rastreamento) e sera desenvolvida.

Seja (A,, by, h,) uma realizacdo minima da planta K,N,(p)/D,(p) apresentada em

(3.1) com a seguinte representagao no espago de estados:

T = Apr+byu+byd,

y = hx (3.7)

Definindo o vetor de estado X7 := [z ! v!] do sistema formado pelos filtros

de entrada e de saida e pela planta, a seguinte representacao no espago de estados pode

ser obtida:
X = AgX + bou + byde (3.8)
y = hl'X (3.9)
onde:
A, 00 by by
Ao=1]1 0 A O}, b=1|g |, b= 0 ehf:{hg 0 ()] (3.10)
ghl 0 A 0 0

O vetor regressor w pode ser escrito em funcao do vetor de estados X da seguinte
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forma;:

X+

]
o O O
o = O O
_ o O O

_= o O O

Multiplicando a relagao acima pelo vetor de parametros ideais, obtém-se a seguinte

expressao para o controle ideal u*:

’U,* — Q*Tw

= 0TQX + 63,7

Somando e subtraindo byu* na equacao (3.8) tem-se:

: 1 ,
X = [Ag+b0TQX + (bo8,) 7 + (bo8,) () [u — u*] + byde
N———— N—_—— N—— 0271,
Ac be be
y = hl'X (3.11)

O sistema em malha fechada passa a ser representado por:

: 1
X = AX + b+ b

*
2n

)u — u*] + byde

y:thX

Note que, pela defini¢do de controle ideal (v = u* e perturbagdo nula d. = 0), a
transferéncia de r para y, deve ser igual a M. Portanto, (A, b., h.) é uma realizagio,

possivelmente nao-minima, da transferéncia M do modelo de referéncia. Sendo assim
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o modelo e sua saida podem ser representados por:

X, = AX,, +b.r

Ym = hl' X, (3.12)
Definindo e := X — X,,, e k* = 1/6;, a equagao do erro de saida ey é dada por:

e = Ace+ k*bJu—u*] + byd. (3.13)

eo = hle (3.14)

Definindo W, := hT(pI — AC)_le como sendo a transferéncia entre a perturbacao

d. e o erro de rastreamento ey, com u = u*, e Wy := (k*M)~'W,, tem-se que:

eo = K*M(u—u*)+ Wy, (3.15)
= kK'M(u—u" + Wyd,) (3.16)

Considerando a representacao para o esquema de controle apresentada na figura 3.2
a equacao (3.16) pode ser representada pelo diagrama de blocos apresentado na fi-

gura 3.3.

Ficura 3.3: Esquema equivalente da estrutura do controlador MRAC com
parametros ideais.

Note que W; =1 — G7. Como a funcao de transferéncia G7 é estritamente propria

e estavel, pode-se concluir que a funcao de transferéncia Wy é prépria e estavel.
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Finalmente, definindo U = —u* + Wyd, a equacio do erro pode ser reescrita por:

eo = k*M(u + 0) (3.17)

Equivalentemente, a equacao do erro pode ser representada no espaco de estado

por:

¢ = Ace+k*bfu+ U] (3.18)

eo = hle (3.19)

C

3.2 VS-MRAC

O controlador VS-MRAC utiliza a mesma estrutura do controlador MRA C apresentado
na secao 3.1. Assim como no MRAC o VS-MRAC utiliza apenas medi¢oes de entrada

e de saida para gerar o sinal de controle.

3.2.1 Definicao do Problema

Da mesma forma que na se¢ao 3.1, o seguinte sistema sera considerado (3.1)-(3.3)(3.17)-
(3.19). Além disso, serdo adotadas as hipé6teses (hipdteses 6-11 da se¢ao 3.1) usuais
de projeto do controle adaptativo por modelo de referéncia (MRAC) (Narendra &
Annaswamy 1989, p.183) sobre: a planta, o modelo, o sinal de referéncia e a pertubagao
presente na entrada da planta.

Novamente, o objetivo é projetar uma lei de controle u(t) de forma que todos
os sinais do sistema realimentado permanecam limitados e o erro de rastreamento
€0 = Yp—Ym tenda assintoticamente para zero ou para algum pequeno conjunto residual
em torno de zero para condi¢Oes iniciais e sinais de referéncia arbitrarios.

Tendo em vista a parametrizacdo de controle v = #Tw a seguinte restricio para a

classe de sinais de controle admissiveis sera considerada

sup |u(ts)| < K, sup |w(ts)| + Ks; Vit (3.20)
0<t <t 0<t <t

onde K, K5 sao constantes positivas.
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Desta forma, os sinais do sistema serao regulares (regular signals) e, portanto, po-
dem crescer no maximo exponencialmente (Sastry & Bodson 1989). Este limitante
superior garante que todos os sinais no sistema pertengam a L.

Para a implementacao da lei de controle, as seguintes hipéteses serao adicionadas:

Hipétese 12 Assume-se que é conhecido um vetor 7 formado por limitantes superi-

ores do vetor de pardmetros 0%, i.e., 07 = [0, - --0y,], com 0; > |0}]

Hipdtese 13 De acordo com a hipdtese 11 é conhecido um limitante superior da per-
turbacdo de entrada d,. Assume-se que é conhecida uma constante positiva k. de
forma que um limitante superior para |Wyde| possa ser obtido a partir de uma versao

filtrada de d, (> d.) através de um filtro de 1° ordem, ou seja, cze = p’_fiyc?e onde

v < ming |Re(py)|, com pg sendo os pdlos de Wy (para detalhes ver Lema 8 em (Hsu,

Lizarralde & Araigjo 1997)).

Os lemas apresentados a seguir serao tteis para a analise de estabilidade do con-

trolador VS-MRAC.

Lema 3.1 Considere a sequinte relagio entrada/saida:

s(t) = M(p)[u + d(t) + 7 (t)]

onde s, u, d e sdo sinais escalares, M(p) é uma fungao de transferéncia estritamente
real positiva (SPR), d(t) é localmente integrdvel e w(t) é uma fungdo com decaimento
ezponencial (i.e. |m(t)|<Re ™). Seja x o vetor de estados de uma realizagdo estdvel,
possivelmente nao-minima, de M. Se u é dado pela lei descontinua de realimentacdo
u = —f(t)sign(s(t)), onde f € localmente integrdvel e satisfaz f(t) > |d(t)|, Vt, entdo
a desigualdade

s e 2] < e [£(0)] + eoRle

¢ satisfeita ¥t > 0 para algumas constantes positivas ¢y, o, A1.  Além disso, se f(t)
satisfaz f(t) > |d(t)| + 6, Vt, com uma constante positiva arbitrdria &, entdo s(t)
torna-se identicamente igual a zero apds algum tempo finito t, > 0.

Prova: A demonstracdo estd baseada na teoria de Lyapunov estendida para siste-
mas descontinuos, ver (Bailey & Arapostathis 1987). Para uma completa demonstracao

ver (Hsu & Costa 1989). |
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Lema 3.2 Considere a sequinte relagio entrada/saida:
s(t) = M(p)[u + d(t)] + =(t) + B(t)

onde M(p) = Kp,/(p + am) (Km,am > 0); d(t) € localmente integrdvel; 5(t) é absolu-
tamente continua (Vt) e w(t) é uma fungdo com decaimento exponencial (i.e. |m(t)| <
Re ). Seu=—f(t)sign(s(t)), onde f € localmente integrdvel e f(t)>|d(t)| Vt, entdo
0s sinais s(t) e §(t):=s(t)—(B(t) + 7 (t)) sao limitados por

[s(t)] e [5(t)]<[3(0)| e 42 | Re™em Nt sup |B(t)|
0<ts<t
Prova: A demonstra¢io é baseada no Lema da comparacao (Filippov 1964). Ver

(Hsu et al. 1997) para uma demonstragdo. |

3.2.2 VS-MRAC - Caso: Grau Relativo n* =1

A principal idéia do VS-MRAC para o caso de plantas com grau relativo n* = 1 é
fechar a malha do erro com um relé, com uma modulagao apropriada, ou seja o sinal

de controle é dado por:

u = —f(t)sign(eo) (3.21)

Neste caso, o modelo de referéncia pode ser escolhido como sendo estritamente real
positivo (SPR), de forma que uma malha de deslizamento ideal (ideal sliding loop - ISL)
(Hsu 1997) se forme ao redor da fungao de chaveamento, fazendo com que o estado do
erro convirja para zero exponencialmente ou em tempo finito.

A figura 3.4 apresenta o diagrama em blocos do VS-MRAC para o caso de plantas
com grau relativo n* = 1.

Como o VS-MRAC utiliza a mesma estrutura de controle do MRAC a equacao do
erro de saida é descrita pela equagdo (3.17). De acordo com o Lema 3.1, quando o
modelo de referéncia é escolhido de forma a ser SPR, para que o objetivo de controle

seja satisfeito a funcao de modulacao deve atender a seguinte restrigao:

f(&) = [u*| + [Wade| + 6 (3.22)
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Relé

FiGUurA 3.4: VS-MRAC - caso: grau relativo n* = 1.

onde 0 é uma constante arbitraria ndo negativa.

Neste caso o sistema é globalmente exponencialmente estavel, possuindo todos os
sinais uniformemente limitados. Se a constante ¢ for positiva o erro de rastreamento

eo torna-se identicamente nulo apés algum tempo finito.

Considerando o limitante superior 7 apresentado na hipétese 12 e o limitante
superior d,(t) para |Wyd,(t)| apresentado na hip6tese 13, a funcéio de modulagio pode

ser implementada do seguinte modo:
Ft) = 0" w(t)| + de(t) +6 (3.23)

Como esta implementagao da fun¢ao de modulagao satisfaz a condicdo (3.22) os ob-
jetivos de controle sao assegurados. Estes resultados de estabilidade estao formalizados

no Teorema 3.1.

Teorema 3.1 Considere o sistema (3.1)-(3.3)(8.21)(3.17) e assuma que as hipdteses
(6)-(13) sao vdlidas. Se M(s) € uma fungdo de transferéncia estritamente positiva real
(SPR) e a fun¢io de modulagio satisfaz a restri¢cao (3.22), entdo o sistema € global-
mente erponencialmente estdvel, possuindo todos os sinais uniformemente limitados.
Para o caso de 0 > 0 o erro de rastreamento ey torna-se identicamente nulo apds algum

tempo finito. [ |
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3.2.3 VS-MRAC Compensado - Caso: Grau Relativo n* > 1

Para o caso de plantas com grau relativo n* > 1 o modelo de referéncia nao pode ser
escolhido SPR. Para resolver este problema pode-se utilizar um operador L(p) (nao-
causal) de forma a compensar o grau relativo excedente da planta. Como o modelo
de referéncia é conhecido, o operador L(p) pode ser escolhido de forma que a fungio
de transferéncia M L(p) seja SPR, reduzindo o problema ao caso n* =1 (L(p) = 1),
abordado na secao 3.2.2.

Entretanto, como este operador nao é causal, ele nao pode ser implementado na
pratica. Na verdade, o que pode ser feito é uma realizacao aproximada deste operador.
No controlador LF /VS-MRAC este operador é realizado através de um compensador

lead linear com a seguinte funcao de transferéncia:

Lo(p) = (3.24)

onde F(7p) é um polinémio Hurwitz em 7p, ou seja, F(7p) = (tp+1)!, onde [ é o grau
de F(rp) e F(0) = 1.
O esquema do controlador LF/VS-MRAC para plantas com grau relativo n* > 1

pode ser visto na figura 3.5

Modelo
T Ym
— M
f
. |
u X Yp . €o o
+ GP + La j
Planta
Relé

Ficura 3.5: LF/VS-MRAC: VS-MRAC usando um filtro lead linear para com-
pensacao de grau relativo.

A medida que 7 tende para zero a funcio de transferéncia L, (p) tende para L(p).
Portanto o esquema apresentado na figura 3.5 compensa aproximadamente o excesso

de grau relativo da planta.
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O sinal de erro auxiliar &, apresentado na figura 3.5 pode ser definido como:

&0 = Lq(p)eo (3.25)

Substituindo (3.17) em (3.25), ap6s algumas manipulagoes algébricas, o seguinte

resultado pode ser obtido:

& =k*MLu+ U]+ Bg + Bu (3.26)
onde:

By = — [k*ML (%)] 0 (3.27)

Bu=— [k*ML (%)] u (3.28)

Note que a fungdo de transferéncia M (p)L(p) [HF%%] é estdvel e estritamente

prépria.

3.2.3.1 Analise de Estabilidade

De agora em diante, seja z o vetor de estados completo do sistema (3.18)(3.26)-(3.28).
A fim de levar em consideragdo as condigOes iniciais, é conveniente criar a seguinte
particao do vetor de estados z:
A=z =[]
onde o vetor e’ = [ey, €y,..., €] corresponde ao vetor de estados do filtro lead e o
vetor z° denota o estado do transiente correspondente aos operadores Wy e ML [%],
de modo similar ao vetor 2° considerado em (Hsu et al. 1997).
No que se segue, EXP e EX P denotam qualquer termo da forma K |2(0)| e * e
K |2°(0)]| e %, respectivamente, onde a é uma constante positiva (genérica) (Hsu 1997).
A proposicao a seguir caracteriza as propriedades de convergéncia do erro auxiliar
éo(t). Esta proposi¢do garante que, para fungdes de modulacdo apropriadas, o sinal

€o(t) é limitado por uma norma L, do vetor regressor.

Proposigao 2 Considere a equagao do erro auziliar (3.26), com u = — f(t)sign(é).
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Se a fun¢do de modulagio do relé satisfaz a restri¢io (3.22) e a func¢do de transferéncia

MVL(p) é da forma ML(p) = Kp,/(p + am) (K, am > 0) entdo,

eo(t)| < 7Kg C(t) + EXP, Vt >0 (3.29)

onde Kg, > 0 é uma constante, T € a constante de tempo de F~' e

Ci(t) = sup |w(t)];  C@t) = KeCi(t) + Kp (3.30)

0<t <t

para algumas constantes positivas Kg, Kg.

Prova: ver apéndice C [ |
O resultado de estabilidade global é enunciado no Teorema a seguir.

Teorema 3.2 Considere o sistema (3.18)(3.25), com v = — f(t)sign(€y). Assuma que
a condigdo (3.22) € satisfeita e ML(p) = Kin/(p + am) (K, am > 0). Entdo, para
T suficientemente pequeno, o sistema completo do erro, com estado z, é globalmente
exponencialmente estdvel com respeito a um pequeno conjunto residual de ordem T
independentemente das condicoes iniciais, isto €, existem constantes positivas K, e a
tais que Vz(0),Vt > 0, [z(t)| < K,e~* |z(0)] + O(7).

Prova: ver apéndice C [ |
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Capitulo 4

GRED/VS-MRAC

Como foi visto no capitulo 3 para o caso de plantas com grau relativo n* > 1 o
controlador VS-MRAC utilizando um filtro lead para compensacao do grau relativo
conduz, globalmente, o estado completo do erro z para um conjunto residual de ordem
O(7). Este fato ocorre devido a presenca do atraso introduzido pelo filtro lead, que

impossibilita que o estado z convirja para zero .

Para tentar solucionar este problema poderia se utilizar o diferenciador apresentado
na secao 2.5.4 que é robusto e exato, nao introduzindo atrasos na malha de controle. En-
tretanto, quando este diferenciador é utilizado para realizar a realimentacao do sistema

em malha fechada apenas propriedades de convergéncia local podem ser garantidas.

Desta forma, a idéia é combinar as duas técnicas de estimacao consideradas pre-
servando a estabilidade global e garantindo que o estado completo do erro z tenda

assintoticamente para zero.

Para atingir esta finalidade o RED serd utilizado como um elemento auxiliar res-
ponsavel por sintetizar um sinal que serd adicionado ao sistema com o objetivo de
cancelar o erro de estimacao cometido pelo filtro lead, possibilitando, assim, que o
rastreamento seja assintoticamente exato.

Neste capitulo serd apresentado o controlador GRED /VS-MRAC (Global Robust
Exact Differentiator Variable Structure Model-Reference Adaptive Control), baseado
no VS-MRAC, que utiliza um filtro lead linear em conjunto com um diferenciador exato

e robusto RED, para o compensacao do grau relativo excedente da planta.

Da mesma forma que o VS-MRAC o controlador GRED/VS-MRAC também é
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baseado no MRAC convencional, usando apenas informacgoes da entrada e da saida. A
lei de adaptacao é baseada em sintese de sinal, ao contrario do MRAC que utiliza uma
lei de adaptacao paramétrica.

Este capitulo apresenta a estrutura do controlador GRED/VS-MRAC, mostrando
em detalhes o desenvolvimento tedrico necessario nao s6 para o entendimento do fun-
cionamento do controlador, mas também para a demonstracao das propriedades apre-
sentadas pelo mesmo.

Além disso, serao apresentadas simulagoes numéricas com o objetivo de comprovar
os resultados tedricos obtidos e de ilustrar as principais caracteristicas do controlador
proposto. Também serao apresentados resultados experimentais que comprovam a

viabilidade da implementacao pratica do controlador GRED/VS-MRAC.

4.1 Definicao do Problema

Da mesma forma que no capitulo 3, considera-se uma planta desconhecida (com incer-
tezas), monovariavel (SISO), linear e invariante no tempo (LTI), modelada por uma

funcao de transferéncia racional e estritamente propria dada por:

_ Np(p)
Gp(p) =5 Dp(p)

(4.1)

com entrada u e saida y,. O modelo de referéncia, com entrada r e saida y,,, ¢é
caracterizado por uma funcdo de transferéncia estritamente prépria, linear, invariante

no tempo e assintoticamente estavel dada por:

M(p) = (4.2)

onde Ny, D,, D,, sao polindmios monicos e r ¢ uma fungao arbitraria do tempo, continua
por partes e uniformemente limitada.

O objetivo de controle pode ser definido da seguinte forma:

e Projetar uma lei de controle u(t), tal que todos os sinais na malha fechada per-
manecam limitados e o erro de saida ey := y, — yn, tenda assintoticamente para

zero, para condigoes iniciais e sinais de referéncia r (continuos por partes e uni-
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formemente limitados) arbitrarios.

Na abordagem do MRAC o sinal de controle u é parametrizado por u(t) = 67 w(t),
onde § € IR?™ é o vetor de parAmetros e w € IR?™ é o vetor regressor obtido a partir
dos filtros de entrada e de saida (Narendra & Annaswamy 1989).

A equacao do erro de saida ey do MRAC para uma planta com perturbacao de

entrada d. é dada por:

Espaco de Estados: ¢ = A.e+ k*b.Ju+ U]
eo = hle (4.3)

Entrada e Safda: e = k*M(p)[u + U] (4.4)

onde e é o estado de uma realizacdo estdvel de M (p), possivelmente nao minima,
k* = Kp/Kpn, U= —u*+Wyd,, u=u* = 0Tw é o sinal controle ideal que assegura o
casamento perfeito entre M (p) e o sistema em malha fechada (com d. = 0), Wy(p) =
[k* M (p)]~*W, é uma funcio de transferéncia estdvel e prépria (ver (Hsu et al. 1997)
para detalhes) e Wy(p) =hl (pI—A.)~'b} é a funcio de transferéncia em malha fechada
da perturbacao d. para eqg com u = u*.

Serdo adotadas as hipéteses (hipdteses 6-11 do capitulo 3) usuais de projeto do
controle adaptativo por modelo de referéncia (MRAC) (Narendra & Annaswamy 1989,
p.183) e as hipéteses (hipGteses 12 e 13 do capitulo 3) para a implementagao da lei de
controle.

De acordo com a parametrizagao do controle u(t) = #Tw(t), para que ndo ocorra
escape em tempo finito para os sinais do sistema, considere a seguinte restricdo para a
classe de sinais de controle admissiveis (estd hipGtese serd verificada mais a frente nas

demonstragoes dos teoremas que asseguram estabilidade global).

Hipétese 14 A lei de controle satisfaz a sequinte desigualdade:

sup |u(ts)| < K, sup |w(ts)| + Ks; Vi (4.5)
0<t, <t 0<ts<t

onde K, Ks sdo constantes positivas.
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4.2 Esquema de Controle do GRED/VS-MRAC

O esquema de controle adotado no GRED/VS-MRAC é praticamente o mesmo uti-
lizado no VS-MRAC compensado. Para o caso de plantas com grau relativo n* = 1
a estratégia de controle utilizada por ambos consiste, apenas, em fechar a malha do
erro com um relé que possua uma modulacao apropriada. No caso de plantas com
grau relativo n* > 1 pode-se utilizar um operador L(p) para compensar o grau relativo

excedente da planta, conforme pode ser visto na figura 4.1.

Modelo

T Ym
[— M
f
d. |
u X Yp . €0 )
+ Go 7 L 1
Planta
Relé

FIGURA 4.1: VS-MRAC usando um operador L(p) para compensagao de grau relativo.

O operador L(p) é representado pela seguinte funcao de transferéncia:
L(p) = yop™ ™D + 1p™ 7D 4 Y oD+ Ve
Neste caso o erro auxiliar €y, indicado na figura 4.1, é dado por:

& = L(peo
= [%p("*_l) + 1™ L Ve oD+ Ve 1| €0

066”*_1) + 71€§)n*_2) + ..o+ Ynr—2€0 + Ynr—1€0 (4.6)

=
Como a funcdo de transferéncia L(p) ndo é causal, ela ndo pode ser implementada
na prética. No LF/VS-MRAC este operador ¢ realizado através de um filtro lead linear

(ver figura 4.2) com a seguinte func¢do de transferéncia:




onde F(7p) é um polinémio Hurwitz em 7p, ou seja, F(7p) = (rp+1)!, onde | > n* —1

é o grau de F(7p) e F(0) = 1.

Modelo
T Ym
— M
!
. ] |
+

U Yp €0 é;

+ Gy * L, j
Planta

Relé

FiGURA 4.2: VS-MRAC usando um filtro lead para compensacao de grau relativo
(LF/VS-MRAC).

A fungao de transferéncia L,(p) pode ser obtida de forma equivalente, utilizando o

esquema apresentado na figura 4.3.

1
F(rp) V(n*-1)

P éol
) Tn*-2)

I
I
! l
! |
1 1
I
| . A(n*—2) |
nT—2 €
| ¢ _) 0 "1 .
I F(rp) |
! |
! |
! |
! l
1 1
: n*_1) |
! (n*-1) é(()l |
I p__ Yo |
! F(rp) |
I
! |
! i
! |

FIGURA 4.3: Implementagao equivalente para o filtro lead utilizado no LF/VS-MRAC.

A vantagem desta implementacgao é a possibilidade de se ter acesso as estimativas

das derivadas obtidas pelo filtro lead.

70



Desta forma, o sinal de erro auxiliar é; apresentado na figura 4.2 pode ser escrito

CcOomo:

b= 1™V + 1™ D e ap e
= ’Yoé(()7 R ’Ylé(()T,L D+ 7n*72é01 + Ynx 1€, (4.7)

A estimativa dada pelo filtro lead pode ser vista de forma equivalente por:
ét) = e(t) + elt) (4.8)

onde ¢(t) é o erro de estimagao cometido pelo filtro lead.

Substituindo os resultados obtidos em (4.6) e em (4.7) na equagao (4.8), pode-se

reescrever o erro de estimacao ¢; do seguinte modo:

6= Ynri 68_1) (4.9)
=1

e _ o i

i
ondee(()l—eol—eo,z= .o,nt—1.

Observando a equagao (4.9) pode ser verificado que o erro de estimagdo cometido
pelo filtro lead para aproximar o polinémio L(p) é dado por uma combinagao linear

dos erros de estimacao do sinal ey e de suas derivadas.

De forma andloga, se no lugar de um filtro lead fosse utilizado um RED, poderia-
se desenvolver um raciocinio similar ao apresentado no caso em que um filtro lead é

utilizado para compensagao de grau relativo.

Na secao 2.5.4 foi apresentado um diferenciador de ordem arbitraria, denominado

de RED, que é robusto a presenca de ruido, sendo exato na sua auséncia. O RED

de ordem n é capaz de fornecer estimativas de ey, €g, ..., e(()")

)

para qualquer sinal de

entrada eg, para o qual e(()" possua constante de Lipschitz C,q > 0.

(1)

Definindo e )

como sendo a estimativa do sinal e;’, para compensar o grau relativo

T

excedente, o sinal ¢y pode ser aproximado por:

6 =08 e T+ 4 e 2lo, + Yueo1f, (4.10)
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A estimativa dada pelo RED pode ser vista de forma equivalente por:
é,(t) = eo(t) + e (1) (4.11)

onde €,(t) é o erro de estimagao cometido pelo RED.
Substituindo os resultados obtidos em (4.6) e em (4.10) na equagao (4.11), pode-se

reescrever o erro de estimacao €, do seguinte modo:

n* .
€ = Z Yok i e(()i_l) (4.12)
i=1

(4)

onde €, { ()

=éy —¢€y,1=0,...,n" =1

Como foi mencionado anteriormente o atraso introduzido pelo filtro lead impossi-
bilita que o estado z convirja para zero e o uso de um diferenciador RED nao permite
garantir estabilidade global para o sistema. Para solucionar estes problemas é proposto
um controlador baseado num esquema de chaveamento suave entre um filtro lead e um
RED, denominado de GRED/VS-MRAC.

Neste controlador, o filtro lead que era usado para a compensacao de grau relativo
no LF/VS-MRAC é substituido por um GRED, que é composto por um filtro lead e
por um RED. Embora seja constituido por dois estimadores o GRED pode ser visto
como um unico estimador com entrada e e saida €, dada pela seguinte combinacao

convexa:

&y = a(En)é(t) + [1 — alén)] é-(t) (4.13)

onde €; e é, sao as estimativas de ¢, dadas pelo filtro lead e pelo RED, respectivamente.
A fungio de chaveamento «(é,;) é uma modulacdo continua e dependente do estado que
permite ao controlador trocar suavemente entre os dois estimadores. Esta fun¢ao pode
assumir valores no intervalo [0, 1] e serd definida posteriormente. O esquema completo
do GRED/VS-MRAC pode ser visto na figura 4.4.

Deve-se destacar que através desta funcao de chaveamento a estimacao pode ser
realizada de trés modos: usando apenas o filtro lead («(€é,;) = 1), utilizando apenas o
RED (a(é,;) = 0) e através de um combinagdo convexa das estimativas fornecidas pelo
filtro lead e pelo RED (0 < a(é) < 1).

Do mesmo modo que nos casos anteriores, a estimativa fornecida pelo GRED pode
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FIGURA 4.4: Esquema do controlador GRED/VS-MRAC

ser vista de forma equivalente por:
éq(t) = eo(t) + €(?) (4.14)
onde

€(t) = aléq)e(t) + [1 — a(én)] e(t) (4.15)

O erro de estimagao €(t) pode ser considerado como sendo um ruido de medicao de
saida. Desta forma, o sistema pode ser visto como sendo o sistema ideal, perturbado

por um ruido de medicao de saida (ver figura 4.5).

Modelo
|f
Bt [
Planta 2
e(t) Relé

4]

FIGURA 4.5: Representacdo equivalente do controlador GRED/VS-MRAC.

Para encontrar uma representacao de estados para o sistema apresentado de forma,

equivalente nas figuras 4.4 e 4.5 a seguinte Proposicao sera utilizada.
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Proposigio 3 Para o sistema (4.3) as n* — 1 derivadas de e (e),i=1,...,n* — 1)
podem ser representadas por e(()i) = hle.

Prova: ver apéndice D |

Usando a Proposigdo 3 e a equacdo (4.6) o sistema apresentado nas figuras 4.4 e

4.5 pode ser descrito da seguinte forma:

Espaco de Estados: ¢ = A.e+ k*b.(u+ U) (4.16)
ey = hle

Entrada e Safda: e = k*M(p)L(p)[u + U] (4.17)

Sinal de Controle: u = —f(t)sign(&y + ¢€) (4.18)

Novamente, como o modelo de referéncia é conhecido, o operador L(p) pode ser
escolhido de forma que M (p)L(p) = K,,/(p + ay). Deste modo, o sistema {A,, b., AT}
serd SPR.

4.3 Funcao de Chaveamento Ponderada

A funcao de chaveamento deve atender a dois requisitos simultaneamente para que o
objetivo de controle possa ser atingido. Ela deve preservar as caracteristicas de estabi-
lidade global apresentadas pelo filtro lead, além de possibilitar que o estado completo
do erro z convirja para zero.

A idéia é utilizar uma funcdo de chaveamento que torne a estrutura de controle
do sistema similar a estrutura de um sistema controlado por um LF/VS-MRAC. Na
realidade, a estrutura do sistema sera equivalente exceto pela presenca de uma per-
turbacao de saida uniformemente limitada, que nao deve interferir nas propriedades

globais apresentas quando o filtro lead é utilizado.

Hipdtese 15 Para uma determinada funcdo de chaveamento o sistema apresentado
na figura 4.4 pode ser representado de forma equivalente pelo sistema apresentado na

figura 4.6, sendo descrito por:

Espaco de Estados: ¢ = Ace+ k*b.(u+ U) (4.19)
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eoc = hle

Entrada e Saida: e = k*M (p)[u + U] (4.20)
ér = Lq(p)eo (4.21)
& = &+ Ba (4.22)
onde
1Bal < 7K, (K, € uma constante positiva genérica) (4.23)
u = —f(t)sign(é&) (4.24)
Modelo
lf
él j
Planta \r -
Ba(t) Relé
—1
L

FIGURA 4.6: VS-MRAC usando um filtro lead para a compensacao de grau relativo,
com uma perturbacao de saida uniformemente limitada.

Antes de propor uma funcao de chaveamento capaz de atender a hipétese 15, serd
demonstrado que o sistema (4.19)-(4.24) apresenta as mesmas propriedades de estabi-
lidade do sistema analisado na secao 3.2.3.

Substituindo (4.20) em (4.21), apés alguma manipulagao algébrica, o erro auxiliar

é; pode ser reescrito por:

ér=k*ML[u+ U]+ Bz + Bu (4.25)
onde:

6U=—FWH(E%1”U (4.26)

/%:—{HML(E%EHU (4.27)



E importante lembrar que a funcio de transferéncia M (p)L(p) [%T(—I;%] é estavel e

estritamente proépria.

Proposicao 4 Considere a equacdo do erro auziliar (4.25), com sinal de controle dado
por (4.24). Se a fungdo de modulagio do relé satisfaz a restri¢io (3.22) e a funcdo de
transferéncia M L(p) € da forma ML(p) = K,/ (p + am) (K, an > 0) entao,

|él(t)| S TKélC(t) + EXP, Vit Z 0 (428)

onde K;, é uma constante positiva, T € a constante de tempo de F~' e C(t) é definido
em (3.30).

Prova: ver apéndice D [ |
O resultado de estabilidade global é enunciado no Teorema a seguir.

Teorema 4.1 Considere o sistema (4.20)-(4.24). Assuma que a condigdo (3.22) é
satisfeita e ML(p) = Kun/(p + am) (Km,am > 0). Entao, para T suficientemente
pequeno, o sistema completo do erro, com estado z, € globalmente exponencialmente
estdvel com respeito a um pequeno conjunto residual de ordem T independentemente
das condigoes iniciais, isto €, existem constantes positivas K, e a tais que Vz(0),Vt >
0, [2(t)] < Kze=®[2(0)] + O().

Prova: A prova deste teorema € praticamente idéntica a prova do teorema 3.2, ndo

sendo assim apresentada. [ |

Corolério 4.1.1 Para todo R > 0, 3 7 > 0 suficientemente pequeno tal que para

algum tempo finito T,

|z(t)| < R, Vt>T (4.29)
Coroldrio 4.1.2 As n* derivadas do sinal ey(t) (e((]i) (t),i=1, ..., n*) sao limitadas,

1.e., existem constantes positivas tais que
(1) <Ki, i=1,...n" V>0

Prova: ver apéndice D [ |

76



Observando os resultados apresentados no Teorema 4.1 pode ser verificado que o
sistema considerado na hipétese 15 possui as mesmas propriedades de estabilidade de
um sistema controlado por um LF/VS-MRAC, apresentado na secao 3.2.3.

Desta forma, para garantir que as propriedades globais de estabilidade sejam pre-
servadas basta propor uma funcao de chaveamento que satisfaca a hipdtese 15.

Para alcancar esta finalidade e também garantir que o estado completo do erro z

convirja para zero a seguinte fun¢do de chaveamento ponderada é proposta:

0, para |é.| < ey —c
aér) = M%H, para €y —c<|én| <enr (4.30)
1, para |é.| > ey
onde:
é,-l = é,- - él =€ — € (431)
0<c<ey (4.32)
em =TKp (4.33)

onde K é uma constante positiva apropriada.

Esta funcao de chaveamento possui uma estrutura similar a fun¢ao considerada em
(Goodwin, Graebe & Salgado 2001). Como esta fungao é continua, ela garante que o
chaveamento entre os dois estimadores seja suave, evitando, assim, descontinuidades
em cascata que nao estao previstas na Teoria de Filippov para equacoes diferenciais
descontinuas.

No Lema a seguir serd demonstrado que a funcao de chaveamento escolhida satisfaz
a hipotese 15. Além disso, sera provado que todos os sinais do sistema pertencem a

Loce.

Lema 4.1 Considere o sistema (4.16)(4.18)(4.15). Se a fun¢do de chaveamento o(€é,;)
for definida por (4.80), entdo este sistema pode ser representado, equivalentemente, por
(4.19)-(4.24). Além disso, todos os sinais do sistema serdo limitados para todo t finito.

Prova: ver apéndice D [ |

Até agora foi provado que para a fun¢do de chaveamento (4.30) o sistema com-

pleto do erro com estado z é globalmente exponencialmente estdvel com respeito a um
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conjunto residual de ordem 7.

Para concluir falta mostrar que a fun¢io de chaveamento (4.30) também assegura
que o estado z converge para zero. Para isto, primeiramente, serd analisada a con-
vergéncia do RED. Em seguida serd demonstrado que se a constante Ky for escolhida
de forma apropriada o objetivo de controle é atingido.

O teorema 2.4, apresentado no capitulo 2.5.4, mostra que se a derivada eé"*) for
uniformemente limitada o RED converge independentemente de suas condig¢oes iniciais.

De acordo com o Corolario 4.1.1 o estado completo do erro é conduzido para um
conjunto compacto e invariante Dg := {2z : |2(t)| < R} em um tempo finito 77 > 0.
Apés o estado do erro entrar no conjunto Dg 0s sinais e(()i) (t), 1=0,...,n* podem ser

limitados de acordo com a seguinte Proposicao:

Proposicao 5 Considere o esquema de controle apresentado na figura 4.4, represen-
tado por (4.16)(4.18)(4.15), com a(éy) definido em (4.80). A func¢do de modulagio é
definida em (8.23). Como |e(t)| < R, ¥Vt > T}, entdo:

sup eéi)(t)‘ <G, 1=0,...,n"

t>Ty

Prova: ver apéndice D |

Para aplicar o Teorema 2.4 é necessario que a derivada e(()n*) seja uniformemente
limitada por uma constante C,,« positiva. A partir da Proposicao 5 é possivel encontrar
este limitante para ¢ > T;. Como o RED é um sistema invariante no tempo suas
condicoes iniciais podem ser consideradas em ¢t = T}. Do Lema 2.1 sabe-se que estas
condicoes iniciais serao finitas. Desta forma, as condi¢oes do Teorema 2.4 sao satisfeitas.

Portanto, se os parametros \; forem ajustados de forma correta o erro de estimagao
€-(t) converge para zero em um tempo finito 7,. Este resultado de convergéncia esta

formalizado no Lema 4.2.

Lema 4.2 Considere o sistema (4.16)(4.18)(4.15). A fun¢do de chaveamento «(é,;) €
definida por (4.30) e a fun¢do de modulagdo f(t) € definida em (3.23). Se os parametros

i forem ajustados de forma apropriada, entdo é.(t) = ey(t),Vt > Ts.

De acordo com o Lema 4.2 o erro de estimacdo €,(t) se torna zero em um tempo

finito 1,. Desta forma, se a partir deste instante apenas o RED for utilizado para
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estimacao de &y o operador L(p) pode ser realizado perfeitamente e o sistema completo
do erro passa a ser SPR .

Para que o RED permanece ativo apods este instante de tempo a constante Kg deve
ser escolhida de forma que o limiar €, seja maior do que o limitante superior do residuo
para o qual o erro de estimacgao do filtro lead converge.

Uma maneira vidvel para fazer isto é escolher €), tal que €y > € + ¢, onde ¢
é o limitante superior para o erro de estimacao do filtro lead €(t) quando o estado
completo do erro se encontra dentro do conjunto compacto e invariante Dg. Este

limitante superior é caracterizado na Proposicao 6.

Proposicao 6 Considere o esquema de controle apresentado na figura 4.4, represen-
tado por (4.16)(4.18)(4.15), com «(é,;) definido em (4.30). A fun¢do de modulagdo
¢ definida em (8.23). O erro de estimagdo do filtro lead €,(t), pode ser limitado para

t > 11 por
lim sup |¢(ts)| < € 4.34
Jim sup (1) < & (434)
onde:
g =1K] (K, é uma constante positiva)
Prova: ver apéndice D |

Se a constante Ky for escolhida tal que €); = 7Ky satisfaz

ey > € +c

entdo a(é,) = 0, Vt > T, o que implica pelo Lema 4.2 que o erro de estimagio
€(t) = 0, VYt > T,. Neste caso um deslizamento ideal serd formado para o sistema
(4.16)(4.18).

Para o sistema equivalente apresentado na figura 4.6 o mesmo resultado pode ser
obtido. Neste caso a estimativa obtida através do RED pode ser vista como um sinal
adicional 3, introduzido no sistema com a finalidade de cancelar o erro de estimacao
cometido pelo filtro lead, permitindo assim que o operador L(p) possa ser realizado
perfeitamente.

Os resultados de estabilidade e convergéncia sao enunciados no Teorema 4.2.
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Teorema 4.2 Considere o controlador GRED/VS-MRAC, apresentado na figura 4.4,
representado por (4.16)(4.18)(4.15), com «(é,) definido em (4.30). A fun¢do de mo-
dulagdo é definida em (8.23). Se Kg € tal que ey = TKg satisfaz

em > € +c, (4.35)

entdo, para T suficientemente pequeno, o sistema completo do erro com estado z €
globalmente exponencialmente estdvel com respeito a um conjunto residual de ordem 7.
Além disso, apds algum tempo finito a realizag¢do do operador L(p) passa a ser exata,
sendo feita exclusivamente pelo RED (a(é,) =0), e o estado completo do erro z, bem
como o erro de rastreamento ey(t) tendem erponencialmente para zero.

Prova: ver apéndice D [ |

4.4 Resultados de Simulacao

Nesta secao serao apresentados alguns exemplos ilustrativos que comprovam a eficicia
do método proposto, destacando as principais caracteristicas do esquema de controle
considerado. A partir das simulagoes serd possivel ilustrar aspectos tedricos e estudar
o efeito da variacdo de alguns parametros do controlador.

Além disso, nas simulagoes apresentadas serao feitas comparacoes entre os resulta-
dos obtidos utilizando o controlador GRED/VS-MRAC com os resultados obtidos pelo
controlador LF/VS-MRAC.

E importante destacar que o LF/VS-MRAC é um caso particular do controlador
GRED/VS-MRAC, ja que a partir da estrutura de controle do GRED/VS-MRAC seria
possivel se obter a estrutura do LF/VS-MRAC, bastando para isto fazer €y = ¢ = 0,
utilizando, deste modo, apenas o filtro lead para compensar o grau relativo excedente
da planta (a(éy) = 1).

Para comprovar os resultados tedricos as simulacoes apresentadas sao novamente
realizadas com passo de integragao fixo e pequeno (método de Euler), a fim de se obter
resultados préoximos dos resultados teéricos.

O principal problema gerado pelo passo de integragao é o surgimento do chattering

numérico, que faz com que o sinal de controle possua uma freqiiéncia finita durante
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o deslizamento, em vez de apresentar uma freqiiéncia infinita (resultado teérico). E
importante distinguir este fenomeno do chattering natural que pode ocorrer em deter-
minados sistemas devido a presenca de dinamicas nao modeladas ou a existéncia de

atrasos na malha de controle.

4.4.1 Caso 1: Planta Desconhecida com Grau Relativo (n* =
2)

A planta é considerada desconhecida sendo dada por:

2

G0 = =2

O modelo de referéncia foi escolhido como sendo

2

M(P):m

Para as simulacoes desta secao serao utilizados os parametros apresentados na ta-

bela 4.1.

TABELA 4.1: Parametros utilizados na simulacdo do sistema cuja planta possui grau
relativo n* = 2.

Elemento Valor
Perturbacao de Entrada de(t) = squ(5t)
Sinal de Entrada r(t) = sin(0.5t)
Funcio de Modulagio (f(t) = 67 |w| + fo) 6T =161022" ; fo=1.5
Polinémio L(p) Lp)=p+2
RED X =05C": A =11C,; Co=30
Filtro lead F(7s) = (15 + 1)’ l=1; 7=0.02
Filtros de Entrada e Saida A=-1; g=1

Nestas simulagoes sao consideradas as seguintes condicoes iniciais:
e y,(0) =10;
e 7,(0) =5

Observando a figura 4.7 é possivel perceber que para este caso os dois controla-

dores apresentam um desempenho praticamente idéntico no seguimento do modelo de
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referéncia.

FIGURA 4.7: Planta desconhecida (n* = 2): (a) Erro de rastreamento eq(t) para ey =
0 e ¢ = 0 (somente filtro lead); (b) Erro de rastreamento eq(t) para
em = 207 e ¢ = 57 (€p e ¢ provenientes da equagao (4.30)).

A figura 4.8 apresenta o grafico da funcao de chaveamento. Deve-se destacar que
apos algum tempo apenas o RED é utilizado para estimar €, conforme previsto na
teoria.

Além disso, é importante ressaltar que o tamanho da histerese (constante c) influ-
encia na forma como o chaveamento entre os dois estimadores ocorre. Quanto maior
for a constante ¢ mais suave serd este chaveamento. Como neste caso a histerese é
pequena (¢ = 57), o chaveamento entre os dois estimadores nao é tao suave.

Para as condigOes e parametros considerados acima, se apenas o RED for utilizado
para a estimagao de ey («(é,;) = 0) o sistema se torna instdvel, conforme pode ser visto
na figura 4.9.

Como a planta considerada possui grau relativo n* = 2 uma possivel representacao
para o vetor de estado do erro é dada por el = [e, éo]T. Pode ser observado na figura
4.10 que no sistema controlado pelo GRED/VS-MRAC o sinal é,(t) também converge
para zero. Ja no caso do controlador LF/VS-MRAC o sinal éy(t) converge apenas para
um conjunto residual de ordem 7.

Embora os dois controladores apresentem um bom desempenho no rastreamento do

modelo de referéncia, o controlador LF/VS-MRAC apresenta problema de chattering,
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FIGURA 4.8: Planta desconhecida (n* = 2): Comportamento no tempo da fungéo de
chaveamento ponderada «(é,;) para ey = 207 e ¢ = 57 (ver figura 4.7

(b) ).
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FiGuRrA 4.9: Sistema Instdvel quando somente o RED é usado para estimar é;.
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FIGURA 4.10: Planta desconhecida (n* = 2): (a) Sinal éy(¢) para ey = 0 ec =0
(somente filtro lead); (b) Trecho ampliado do sinal éy(t) para €3 =0 e
¢ =0 (c) Sinal éq(t) para ey = 207 e ¢ = 57; (d) Trecho ampliado do
sinal é(t) para ey = 20T e ¢ = 57.

enquanto o GRED/VS-MRAC nao possui este problema, conforme pode ser visto na
figura 4.11. Por este motivo o controlador LF/VS-MRAC deve ser mais sensivel a
existéncia de atrasos na malha de controle, provenientes, por exemplo, de dinamicas
nao modeladas da planta. Este fato ficard mais evidente na secao 4.4.2, que analisara

o efeito de dindmicas ndo modeladas no sistema.
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FIGURA 4.11: Planta desconhecida (n* = 2): (a) Sinal de controle u(t) para e;; = 0
e ¢ = 0 (somente filtro lead); (b) Trecho ampliado do sinal u(t) para
em =0 e c=0; (c) Sinal de controle u(t) para ey = 207 e ¢ = 57; (d)
Trecho ampliado do sinal u(t) para €y = 207 e ¢ = 57.
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4.4.2 Caso 2: Planta Desconhecida (n* = 2) com Dinamica

Nao Modelada

Neste caso ¢ considerado o mesmo exemplo do caso 1, exceto pela planta que é dada

por:

1 2
SOl ]
A s (PR =)
onde i = 0.1 foi escolhido apenas para propdsitos de simulacao.

Para as simulacoes apresentadas nesta secdo sao utilizados os mesmos parametros

considerados na tabela 4.1. As condicées inicias da planta sao escolhidas como sendo :
e y,(0) =1;
e 7,(0) =5.

Como pode ser visto na figura 4.12, a performance obtida para o rastreamento do
modelo pelo esquema, de controle usando o GRED para estimagao é claramente superior
a performance obtida usando-se apenas o filtro lead, fato que demonstra a robustez do

esquema proposto.

FIGURA 4.12: Planta desconhecida (n* = 2) com dinamica nao modelada; (a) Erro de
rastreamento eg(t) para €y = 0 e ¢ = 0 (somente filtro lead); (b) Erro
de rastreamento ey(t) para ey = 607 e ¢ = 407.
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A figura 4.13 apresenta a funcao de chaveamento para este caso. Como foi escolhido
um tamanho de histerese maior o chaveamento entre os dois estimadores é mais suave
neste caso. Deve ser enfatizado que quanto mais préximo de zero for o valor de a(é,;)

maior sera o peso dado a estimativa obtida através do RED.

12r

0.8

0.2

FIGURA 4.13: Planta desconhecida (n* = 2) com dindmica ndo modelada: Compor-
tamento no tempo da fungdo de chaveamento ponderada «(é,;) para
em = 607 e ¢ = 407 (ver figura 4.12 (b) ).

Através da figura 4.14 pode ser observado que mesmo na presenca da dinamica nao
modelada considerada o controlador GRED/VS-MRAC continua conduzindo o estado
completo do erro z para muito préximo de zero. Nao é necessario apresentar o vetor
de estado € do filtro lead, porque como foi visto na figura 4.12 o sinal eg(t) converge
para zero e o filtro lead considerado é estavel. O desempenho obtido pelo controlador

LF/VS-MRAC nao é satisfatério para este caso analisado.

Como era esperado o problema de chattering apresentado pelo LF/VS-MRAC se
torna muito mais intenso, prejudicando seriamente o desempenho deste controlador

para esta situagao, conforme pode ser visto na figura 4.15.
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FIGURA 4.14: Planta desconhecida (n* = 2) com dindmica nao modelada: (a) Sinal
éo(t) para €yy = 0 e ¢ = 0 (somente filtro lead); (b) Sinal éy(t) para
e =607 e ¢ =407
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FIGURA 4.15: Planta desconhecida(n* = 2) com dindmica ndo modelada: (a) Sinal de
controle u(t) para €y = 0 e ¢ = 0 (somente filtro lead); (b) Sinal de
controle u(t) para ey = 607 e ¢ = 407.
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4.4.3 Caso 3: Planta Desconhecida com Grau Relativo (n* =
3)
A planta é considerada desconhecida sendo dada por:

1
&) = DT D=1

O modelo de referéncia foi escolhido como sendo

4

M) = Gy

Para as simulacoes desta secao serao utilizados os parametros apresentados na ta-

bela 4.2.

TABELA 4.2: Parametros utilizados na simulacdo do sistema cuja planta possui grau
relativo n* = 3.

Elemento Valor
Perturbagido de Entrada de(t) = squ(5t)
Sinal de Entrada r(t) = sin(0.5t)
Fungio de Modulagao (f(t) = 07 [w|+ fo) | 7 =[223015105]" ; fo=1

Polinémio L(p) L(p) = (p +2)?

RED M=25: A\ =30: A =10
Filtro lead F(7s) = (15 + 1)} 1=2; 7=0.001

Filtros de Entrada e Saida A= _01 _02 ;0 g= 1

Nestas simulacoes sao consideradas as seguintes condicoes iniciais:

e y,(0) =0;
e 7,(0) =3
e 5,(0)=0

Na figura 4.16 pode ser visto que para este caso os dois controladores apresentam
um desempenho muito similar no seguimento do modelo de referéncia.
Observando a figura 4.17 é possivel perceber que na fase transitéria o chaveamento

entre os dois estimadores é bastante intenso. Como os parametros foram ajustados de
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FIGURA 4.16: Planta desconhecida (n* = 3); (a) Erro de rastreamento ey(t) para
e = 0 e ¢ = 0 (somente filtro lead); (b) Erro de rastreamento eg(?)
para €y = 1507 e ¢ = 757.

forma a satisfazer as condi¢oes do teorema 4.2, este fato nao acarreta nenhum problema
para o controle do sistema.

As figuras 4.18 e 4.19 apresentam os sinais éq(t) e €y(t), respectivamente. Os dois
controladores apresentam um desempenho satisfatério, embora o desempenho do con-
trolador GRED/VS-MRAC seja melhor. Deve ser destacado que para o controlador
GRED/VS-MRAC o sinal €, nao converge para zero devido a problemas numéricos.

Na figura 4.20 pode ser visto que o sistema controlado pelo LF/VS-MRAC apresenta
problema de chattering. Neste caso o controlador GRED/VS-MRAC apresenta pro-

blema de chattering numérico, fato que dificulta a comprovacao dos resultados tedricos.
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FIGURA 4.17: Planta desconhecida (n* = 3): Comportamento no tempo da funcao de

chaveamento ponderada «(é.) para €y, = 1507 e ¢ = 757 (ver figura
4.16 (b) ).

-1 1 1 1 1 1
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FIGURA 4.18: Planta desconhecida (n* = 3): (a) Sinal é4(¢) para ey = 0 e c =0
(somente filtro lead); (b) Sinal éy(t) para ey = 1507 e ¢ = 757.
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FIGURA 4.19: Planta desconhecida (n* = 3): (a) Sinal é(¢) para ey = 0 ec =0
(somente filtro lead); (b) Sinal éy(t) para €y = 1507 e ¢ = 757.
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FIGURA 4.20: Planta desconhecida(n* = 3): (a) Sinal de controle u(t) para €y = 0

0.2

e ¢ = 0 (somente filtro lead); (b) Trecho ampliado do sinal u(t) para
e = 0 e ¢ =0; (c) Sinal de controle u(t) para €y = 1507 e ¢ = 757;
(d) Trecho ampliado do sinal u(t) para €, = 1507 e ¢ = 757.
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4.4.4 Caso 4: Planta Desconhecida (n* = 3) com Dinamica

Nao Modelada

A planta é considerada desconhecida sendo dada por:

1 1
(wp+1) [(p+2)(p+1)(p—-1)

Gy(s) =

onde i = 0.2 foi escolhido apenas para propdsitos de simulacao.

O modelo de referéncia foi escolhido como sendo

4

Mo = Gy

Para as simulagoes desta sec@o serao utilizados os parametros apresentados na ta-

bela 4.2, com a excecao dos parametros do RED que foram escolhidos da seguinte

forma:
e )y=28
e )\ =10
e =6

Nestas simulacoes sao consideradas as seguintes condicoes iniciais:

e y,(0) = 0;
e 7,(0)=0
e j,(0) =2

Na figura 4.21 pode ser visto que os dois controladores apresentam um desempe-
nho satisfatério no seguimento do modelo de referéncia, mesmo na presenca de uma
dinamica nao modelada significativa.

Nas figuras 4.23 e 4.24 sdo apresentados os sinais éq(t) e €y(t) respectivamente, que
completam o vetor de estado do erro e = [ey ég éO]T de uma possivel representacao
de estados. Nestas figuras pode ser visto que o controlador LF/VS-MRAC nao é

capaz de conduzir o estado para zero, e nesse caso nem sequer levar para um conjunto
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FIGURA 4.21: Planta desconhecida (n* = 3) com dindmica ndo modelada: (a) Erro de
rastreamento ey(t) para ey = 0 e ¢ = 0 (somente filtro lead); (b) Erro
de rastreamento ey(t) para ey = 507 e ¢ = 207.
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FIGURA 4.22: Planta desconhecida (n* = 3) com dindmica ndo modelada: Compor-
tamento no tempo da fungao de chaveamento ponderada a(é,) para
er = 507 e ¢ = 207 (ver figura 4.21 (b) ).

94



residual de ordem 7. J4 o controlador GRED/VS-MRAC obtém um desempenho muito
bom, conseguindo levar o estado do erro e muito préximo de zero. Além disso, deve

ser destacado que é visivel a melhora de performance do sistema apoés o chaveamento

definitivo para o RED.

057 0.051
oz ol i
-0.5 -0.05
0 2 4 6 8 10 4 6 8 10
051 0.05¢
S0 5 0
-0.5 - - - - ’ -0.05 - - ’
0 2 4 6 8 10 4 6 8 10
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FIGURA 4.23: Planta desconhecida (n* = 3) com dindmica nao modelada: (a) Sinal
éo(t) para €y = 0 e ¢ = 0 (somente filtro lead); (b) Trecho ampliado
do sinal éy(t) para ey = 0 e ¢ = 0; (c) Sinal éy(t) para ey = 507 e
¢ = 207; (d) Trecho ampliado do sinal éy(t) para ey = 507 e ¢ = 207.

Observando a figura 4.25 é possivel verificar que os dois controladores apresentam
problema de chattering para este caso. Entretanto este problema é muito mais intenso
para o controlador LF/VS-MRAC, fato que justifica a diferenca de performance dos

dois controladores.
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FIGURA 4.24: Planta desconhecida (n* = 3) com dindmica nao modelada: (a) Sinal
éo(t) para €y = 0 e ¢ = 0 (somente filtro lead); (b) Sinal é,(¢) para
ey = 507 e ¢ = 207.
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FIGURA 4.25: Planta desconhecida(n* = 3) com dindmica ndo modelada: (a) Sinal de

controle u(t) para €y = 0 e ¢ = 0 (somente filtro lead); (b) Sinal de
controle u(t) para ey = 507 e ¢ = 207.
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4.5 Exemplo de Aplicacao a um Servomecanismo

Para ilustrar a viabilidade da implementacao pratica do controlador GRED/VS-MRAC,
considera-se um servomecanismo em que se controla a posi¢cao de um manipulador
através de um motor DC e um conjunto de engrenagens. Trata-se de um sistema em
que a dindmica governante é de segunda ordem e o grau relativo ¢é dois.

O objetivo desta experiéncia é fazer com que o manipulador seja capaz de rastrear
o comportamento de um modelo de referéncia, além de conseguir evitar o problema de
chattering. Para isto, serd introduzida uma zona linear de largura A no relé utilizado

para gerar o sinal de controle.

4.5.1 Descricao e Modelagem do Servomecanismo

Utilizou-se o servomecanismo (SRV-02) de posicionamento angular fabricado pela Quan-
ser Consulting (ver figura 4.26) descrito no manual (Apkarian 1995, Secoes 2.1 e 5.1.1)
e disponivel no Laboratorio de Controle da Universidade Federal do Estado do Rio de
Janeiro. O diagrama deste servomecanismo ¢ apresentado na figura 4.27.

A posi¢do do manipulador (y,) é medida por encoders épticos incrementais do tipo
(HEDS, HP Inc.) com resolugdo de 1024 pulsos por volta (6, = 360/4096 = 0.09
graus, 4x decodificacdo).

Os controladores sdo implementados em uma placa de controle equipada com um
processador de sinais digitais (DSP) fabricada pela Arcs Inc.. Esta placa (padrao PC-
ISA) é baseada no processador TMS320C31 e possui entradas para encoders assim
como conversores digitais-analégicos (D/A) para acionar os amplificadores de poténcia
dos motores. E utilizada a plataforma Linuz, e a transferéncia de dados é realizada
através de dispositivos de baixo nivel (drivers) e de uma interface desenvolvida em
Java.

O algoritmo do controlador GRED/VS-MRAC é codificado num diagrama de blocos
através do software Simulink/MatLab 6.1 para gerar um programa executavel que é
carregado para a placa de controle (DSP) através da interface em Java. As varidveis
sao amostradas periodicamente com um intervalo de amostragem de 1ms e o algoritmo
de controle é implementado através de integragao numérica pelo método de Euler.

A funcao de transferéncia do servomecanismo obtida através da modelagem de sua
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FIGURA 4.26: Servomecanismo para posicionamento angular (SRV-02) fabricado pela

Quanser Consulting
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Caixa de
Engrenagens 1

Maotaor

Tacimetro

FIGURA 4.27: Diagrama do servomecanismo (SRV-02)
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dinamica ¢é dada por:

Gylp) = =L = ! (4.36)

Vin(p)  p (p},zc’fn—‘,ij + kmkg) (%f’ + 1)

onde Jog = J; + 2J70 + Jiao + kgeJ% + k;Jm é a inércia equivalente.
Os parametros do servomecanismo sao descritos na tabela 4.3. Utilizando estes
valores e desprezando o pdlo referente a dindmica elétrica (p = 14444) o seguinte

resultado pode ser obtido:

Gy(p) = o %0 (4.37)

=p+1)

TABELA 4.3: Parametros do servomecanismo SRV-02
Parametro Simbolo | Valor | Unidade
Constante de Torque do Motor km 0.00767 | Nm/A
Resisténcia da Armadura R,, 2.6 Q
Indutancia da Armadura L, 0.18 mH
Relagao de Engrenagem Interna ki 14:1
Relacao de Engrenagem Externa kge 5:1
Relagao de Engrenagem ky 70:1
Inércia da Carga J; 0.000275 | Kgm?
Inércia da Engrenagem (120 dentes) J120 2.27¢° Kgm?
Inércia da Engrenagem (72 dentes) J7o 1.4¢=° Kgm?
Inércia da Engrenagem (24 dentes) Jos 1.0e 7 Kgm?
Inércia da Armadura I 3.87e~" Kgm?

4.5.2 Resultados Experimentais

Para ilustrar o funcionamento do controlador GRED/VS-MRAC foram feitas duas ex-
periéncias. Na primeira experiéncia o sistema é afastado da regiao préoxima a origem
do plano eyp-éy através da introducao de um nivel DC no sinal de referéncia. Nesta
experiéncia o objetivo principal é verificar se o desempenho do controlador GRED/VS-
MRAC é satisfatério e se o comportamento da funcdo de chaveamento na pratica é con-
dizente com o comportamento teérico. Na segunda experiéncia é feita uma comparagao
entre o desempenho do sistema quando a derivada do erro de saida é é estimada através

de um filtro lead e através de um RED .
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Nas duas experiéncias a funcao de modulacao do relé é dada por uma constante,
devido a existéncia de uma saturacao no atuador do servomecanismo considerado. Além
disso, para tentar evitar o problema de chattering é introduzida uma zona linear. Note
que modos deslizantes de ordem superior também poderiam ser usados para suavizar o
sinal de controle como foi apresentado na observacao 3. No entanto, a utilizacao desta
técnica requer um estudo mais detalhado a ser realizado em trabalhos futuros. Numa
andlise preliminar pode ser observado a dificuldade da rejeicao de perturbagoes do tipo
degrau; devido ao fato de que para sintetizar um degrau, é necessario a geracao de
um impulso ideal por parte do controlador na entrada do filtro suavizador, fato que é
impossivel de ser realizado na pratica.

Desta forma, o sinal de controle é dado por:

f(t)a é0 > A
u(t) =4 B0 N <g <A (4.38)
—f(t), e < —A

onde: €y = L(p)ey, f(t) =5 e A é a largura da zona linear.
Exemplo 4.1 (Controlador GRED/VS-MRAC (n* = 2))

Para simular uma situacao na qual o sistema se encontre afastado do equilibrio, serd
utilizado o seguinte procedimento. Inicialmente o sinal de referéncia é dado apenas por
r(t) = Asin(wt). Em seguida é introduzido um sinal DC no sinal de referéncia com o
objetivo de aumentar o erro de rastreamento apresentado pelo sistema. Neste caso o
sinal de referéncia passa a ser dado por r(t) = A, + Asin(wt).

O modelo de referéncia é escolhido como sendo

2

M(P):m

Os parametros do controlador utilizados nesta experiéncia sao apresentados na ta-
bela 4.4

Na figura 4.28 pode ser visto que o controlador GRED/VS-MRAC é capaz de condu-
zir o erro de rastreamento para préoximo de zero, mesmo quando o sistema se encontra

muito afastado da origem do plano eg-é;.
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TABELA 4.4: Parametros utilizados na experiéncia para verificar o comportamento do
controlador GRED/VS-MRAC.

Elemento Valor
Sinal de Entrada Inicial r(t) = 720sin(5t)
Sinal de Entrada Final r(t) = 3000 + 720sin(5t)
Polinémio L(p) L(p) = (p + 2)*
RED )\0 =6.7 3 )\1 =22
Filtro lead F(7s) = (15 + 1)! I=1; 7=0.04
Zona Linear A =30
Funcdo de Chaveamento (4.30) e =30 c=15

Na figura 4.29 pode ser observado que inicialmente a funcao de chaveamento assume
o valor 1 (somente filtro lead). Este fato ja era esperado, j& que neste momento o
sistema se encontra muito afastado da origem. A medida que o sistema converge o erro
de estimacao cometido pelo RED se aproxima do erro cometido pelo filtro lead, desta
forma, a estimagao pode ser dada por uma combina¢do convexa entre as estimativas
fornecidas pelo lead e pelo RED, ou seja, a funcao de chaveamento pode assumir
valores no intervalo [0, 1]. Finalmente quando o sistema converge para um conjunto
residual, no qual a diferenca entre as estimativas fornecidas pelo filtro lead e pelo RED
é menor que €); — ¢, a estimativa de é; passa a ser dada apenas pelo RED, como era
esperado.

A figura 4.30 apresenta o sinal de controle u(t) obtido neste experimento. Nesta
figura pode ser visto que o sinal de controle apresenta um comportamento mais suave

quando a estimacao de éq é feita utilizando-se apenas o RED.
Exemplo 4.2 (Comparacao de desempenho entre o filtro lead e o RED)

Nesta experiéncia é feita uma comparacao entre os resultados obtidos utilizando-se
apenas um filtro lead para a estimacao de é; com os resultados obtidos utilizando-se
apenas um RED.

Para fazer esta comparagao se adotou dois critérios. Primeiramente, é feita uma
comparacgao entre os resultados obtidos pelos dois estimadores utilizando-se 0os mesmos
parametros de controle. Em seguida, a zona linear utilizada quando a estimagao é dada
pelo filtro lead é ajustada para tentar obter o mesmo nivel de ruido no sinal de controle

nas duas situacoes.
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FIGURA 4.28: Resultados Experimentais: Controlador GRED/VS-MRAC: (a) Erro
de rastreamento ey(t) em graus; (b) Trecho ampliado do sinal eg(¢).

1.2

0.8

ér

S 0.4

0.2

-0.2 L L L L L L L ! !
0

FIGURA 4.29: Resultados Experimentais: Controlador GRED/VS-MRAC: Compor-
tamento no tempo da fun¢ao de chaveamento ponderada «(é,;).
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FIGURA 4.30: Resultados Experimentais: Controlador GRED/VS-MRAC: Sinal de
controle u(t).

O modelo de referéncia é escolhido como sendo

2

M(P):m

Os parametros do controlador utilizados nesta experiéncia sao apresentados na ta-

bela 4.5

TABELA 4.5: Parametros utilizados na experiéncia para comparar o desempenho ob-
tido utilizando-se um filtro lead com o desempenho obtido utilizando-se

um RED.

Elemento Valor

Sinal de Entrada r(t) = 2000sin(8t)

Polinémio L(p) L(p) = (p + 2)*

RED X =5: A =60

Filtro lead F(1s) = (s + 1)' | I=1; 7=0.04
Zona Linear A=15
Zona Linear Ajustada (lead) A =25
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Nas figuras 4.31 e 4.32 pode ser visto que o desempenho no rastreamento do modelo
de referéncia obtido pelo RED é ligeiramente superior ao desempenho obtido pelo filtro
lead. Além disso, pode se observar que o desempenho obtido pelo filtro lead sofre uma
pequena degradacao a partir do instante ¢ = 10s, quando a zona linear A é aumentada.

Na figura 4.33 pode ser observado que para os mesmos parametros do controlador
o sinal de controle obtido utilizando-se o filtro lead é muito mais ruidoso do que o sinal
de controle obtido utilizando-se o RED. Para tentar manter o mesmo nivel de ruido
nas duas situacao o valor da zona linear utilizado quando a estimativa de é; é fornecida
pelo filtro lead é aumentado para A = 25 a partir do instante ¢t = 10s. Observando
a figura 4.33 pode ser constatado que apés o ajuste da zona linear os dois sinais de

controle passam a apresentar um nivel de ruido semelhante.

ym
40+ -
20
® 0fF
-20
-40
-60 | | | L | ] ] ]
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
60 A
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40 | — Up
20
o or
-40
~60 ] | ] ] ] I ] ]
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

FIGURA 4.31: Resultados Experimentais: RED x filtro lead: Sinais yn,(t) e y,(t) (a)
filtro lead (¢ € [0,10] = A = 15, t € (10,20] — A = 25); (b) RED
(A =15).
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FIGURA 4.32: Resultados Experimentais: RED X filtro lead: (a) Erro de rastreamento
eo(t): (a) filtro lead (t € [0,10] - A = 15, t € (10,20] — A = 25); (b)
RED (A = 15).
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FIGURA 4.33: Resultados Experimentais: RED x filtro lead: (a) Sinal de Controle
u(t): (a) filtro lead (¢t € [0,10] = A =15, t € (10,20] — A = 25); (b)
RED (A =15).
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Capitulo 5

Discussao e Conclusoes Gerais

Neste trabalho foi proposto o controlador GRED/VS-MRAC para plantas incertas,
lineares, monovariaveis e invariantes no tempo com grau relativo arbitrario. Este con-
trolador, baseado no VS-MRAC (ver (Hsu & Costa 1989)), utiliza uma compensagao
linear, baseada numa combinacao convexa de um filtro lead com um RED, para reduzir

o grau relativo excedente da planta.

Neste trabalho foi apresentada uma andlise tedérica completa sobre a estabilidade
do sistema considerado. Neste estudo foi demonstrado que o sistema completo do erro
é globalmente exponencialmente estavel com respeito a um pequeno conjunto residual,
que ¢ independente das condic¢bes iniciais. Além disso, apds algum tempo finito o
estado completo do erro converge assintoticamente para zero e o sistema entra em um

deslizamento ideal.

Através dos resultados de simulagao é possivel verificar que o controlador GRED /VS-
MRAC nao s6 consegue preservar a estabilidade global garantida por um esquema de
compensagdo que utiliza apenas um filtro lead, como também garante a convergéncia
do estado completo do erro para zero, devido a presenca do RED no esquema de con-
trole. Além disso, as simulacgoes apresentadas comprovam a robustez do controlador

proposto, mesmo na presenca de perturbacoes externas de grande intensidade.

Outro aspecto que deve ser destacado é o bom desempenho do controlador a
dindmicas ndo modeladas. Nas simulagoes realizadas o controlador GRED/VS-MRAC
apresentou uma desempenho muito superior quando comparado a um controlador V-

MRAC que utiliza apenas um filtro lead para compensagao do grau relativo.
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Através dos resultados experimentais obtidos é possivel comprovar a viabilidade
da implementacao pratica do controlador GRED/VS-MRAC. Além disso, é possivel
verificar que o desempenho obtido utilizando-se um RED para estimar a derivada do
erro de rastreamento ¢y ¢é ligeiramente superior ao obtido utilizando-se um filtro lead.

A contribuic¢ao principal deste trabalho foi propor um diferenciador robusto e exato
que consegue preservar as caracteristicas de estabilidade global de um sistema quando
utilizado na malha de controle. Até este momento, pelo conhecimento do autor, os
diferenciadores existentes que sao exatos possuem apenas propriedades de convergéncia
locais quando usados na realimentacao de um sistema de controle.

Seguem algumas sugestoes para trabalhos futuros nesta linha de pesquisa.

1. Fazer um estudo tedrico sobre a robustez do sistema & dinamicas ndo modeladas

e a ruidos de medigao.
2. Extensao do GRED VS-MRAC para sistemas nao lineares e/ou multivaridveis.

3. Estudar a viabilidade de se utilizar uma compensacao nao linear para tornar o

rastreamento exato.

4. Fazer um estudo sobre o desempenho do controlador para diferentes técnicas de

suavizacao do sinal de controle
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Apéndice A

Nocoes Basicas de Geometria

Diferencial

O conceito de variedades é um dos conceitos mais importantes em Geometria Dife-
rencial. Falando de modo grosseiro, as variedades podem ser entendidas “localmente”
como espagos vetoriais, embora sejam globalmente superficies curvas. Dentre os exem-
plos de variedades presentes no nosso cotidiano, pode-se destacar a superficie da Terra
que ¢ “localmente plana”, mas globalmente curva.

A nocao intuitiva de que as variedades sdao “localmente planas”, pode ser entendida
da seguinte forma: estes espacos “localmente planos” podem ser gentilmente planifi-
cados, de forma a se tornarem espacos vetoriais. Através deste entendimento, pode-se
verificar que um cone nao pode ser classificado como uma variedade suave, ja que
nenhuma vizinhanca do vértice do cone pode ser vista como um plano.

Neste capitulo serdao apresentados conceitos e defini¢oes formais para tratar esta

noc¢ao intuitiva de maneira rigorosa do ponto de vista matemadtico.

A.1 Variedades Suaves e Mapas Suaves

Sejam U C R¥ e V C IR! conjuntos abertos. Um mapeamento f : U — V é chamado
de suave, se todas as derivadas parciais de qualquer ordem existem e sao continuas.
De forma mais genérica, se X C IR¥ e Y C IR! sdo subconjuntos arbitrarios de espacos

euclidianos (nao necessariamente abertos), entao a funcao f : X +— Y é chamada de
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suave ou diferencidvel se existe um conjunto aberto U C IR*¥ que contém X e um
mapeamento suave F' : U — IR! que coincide com fem UNX. Se f : X — Y e

g Y — Z sao suaves, entao a funcao composta h = go f : X — Z também serd suave.

Definicao 5 Homeomorfismo: Uma funcdo f : X — Y € dita como sendo um home-

omorfismo se f € uma funcdo continua e injetiva com inversa f~! continua.

Definicao 6 Difeomorfismo: Uma funcao f : X — Y € dita como sendo um difeo-

morfismo se f é um homeomorfismo e tanto f quanto f~! sdo funcoes suaves.

Definicao 7 Variedade Suave de Dimensio m: Um subconjunto M C IR¥ é chamado
de variedade suave de dimensao m se para cada v € M existe uma vizinhanca W N M

(W C RF), que é difeomdrfica a um subconjunto aberto U C R™ (Sastry 1999).

Um difeomorfismo 1) de U em W N M é chamado de parametrizacao e sua inversa

1! é chamada de sistema de coordenadas em WNM. Estas definicoes estdo ilustradas

na figura A.1.
AT TN b "
/’——\.
Y uy q'\—/
 iliane por o
Ficura A.1: Ilustragao da Defini¢ao de Variedade.
Exemplos:

1. O circulo unitério S* C IR? definido por {(cos#, sinf), 6 € [0, 2n]}.

2. O plano M C IR? definido por {(z,y,2) : ax + by + cz = 0,c¢ # 0} é uma varie-
dade suave. De fato, o difeomorfismo ¢y : U — WNM (U =R*e W = R?),
definido por

Cc

—b

¢ uma parametrizagao para todo ponto p € M.
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3. A esfera unitdria S? C IR? definida por {(z,v, 2) : 2 + y* + 2? = 1} é uma vari-

edade suave de dimensao 2. De fato, o difeomorfismo
Pyt (u,v) — (u,v,\/l —u? — v2)

para u? + v? < 1 parametriza a regido {S? N (z > 0)}. Intercambiando os papéis
de z,y,z e o sinal da raiz é possivel cobrir toda a esfera S?, conforme pode ser

visto na figura A.2

FIGURA A.2: Parametrizacdo da esfera unitdria S2.

O
: G- O
A %o
T

4. Diversas variedades suaves sao geradas da seguinte forma:

Teorema A.1 Sejam fi,..., fm, m <mn, funcdes suaves no R™ (ou em um con-
junto aberto do R™). Defina N ={zx € R": fi(z) = ... = fn(z) =0} e assuma
que o posto da Matriz Jacobiana f = (fi,..., fm)¥

one) | on)
ox
Ofm(z*) Ofm(z*)
ozt Tt Oxn

€ m para cada x* € N. Entao N é uma variedade suave de dimensao n — m.

Prova: A prova deste Teorema € baseada no Teorema da Func¢ao Implicita e

pode ser encontrada em (Nijmeijer & van der Schaft 1990)
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A.2 Mudanca de Coordenadas

Seja M uma variedade suave. Considere ¢ : U — M e ¢ : V +— M duas parame-
trizagoes locais de M, conforme pode ser visto na figura A.3. Seja W = ¢(U)Ne(V) #
0. Ent3o a funcio de transi¢do em mudanca de parametros h = ¢~loyp : Uy = Vi, Uy =

(W) e Vi = ¢~ (W) é um difeomorfismo.

4 D

NI ()
R K

FicurA A.3: Mudanca de coordenadas.

A.3 Espaco Tangente

Seja M uma variedade suave. Um mapa diferencidvel « : (—¢,¢) — M é chamado de
curva diferencidvel sobre M. Assuma que «(0) = p e seja D o conjunto de funcoes
sobre M que sao diferencidveis em p € M. O vetor tangente a curva a emt =0 é a

fungao o/ (0) : D — IR dada por

Um vetor tangente em um ponto p € M é o vetor tangente em ¢t = 0 de alguma
curva « : (—g,e) — M com «(0) = p (Carmo 1976)
Considere uma variedade suave M de dimensao 2. Escolhendo uma parametrizagao

x : U — M numa vizinhanga de p = x(0, 0), a funcao f e a curva « podem ser expressas
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por f(u,v) e (u(t),v(t)), respectivamente. Portanto,

vy — e i, o)

dt |-, dt 0

= 4/(0) (%)0 +'(0) (%)0 = {u’(O) ((%)O +0'(0) ((%)O} (f)

Isto sugere que, dadas as coordenadas (u,v) em torno de p, o vetor tangente em

p que mapeia a funcao f em (gg)o é denotado por (a%)o. Um significado similar

é conferido para o simbolo (3%)0' Deve ser ressaltado que (3%)0’ (3%)0 podem ser

interpretados como os vetores tangentes em p das “curvas coordenadas”
u— z(u,0), v—z(0,v)

respectivamente, conforme pode ser visto na figura A.4.

FicurA A.4: Espaco Tangente de uma variedade suave de dimensao 2.

Da discussao acima, segue que o conjunto de vetores tangentes em p, com as
operacoes usuais para func¢oes, formam um espaco vetorial de dimensao 2, chamado
de espaco tangente 7, M a variedade M em p.

Se x : U — M ¢é uma parametrizacdo local de M em p, com z(q) = p, ¢ € U, entao
{(%)q, (a%)q} é uma base de T,M para qualquer p € z(U). Esta base é chamada
de base associada a parametrizacao x. No caso de variedades de dimensao m o espaco
tangente T, M serd um espago vetorial de dimensdo m (Carmo 1976).

Para ilustrar este conceito considere a esfera unitdria S2. Utilizando a parame-
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trizagdo ¢ : (u,v) — (u,v, V1—u?— v2) , u? 4+ v? < 1, apresentada na secio A.1,

pode se obter a seguinte base para o espago tangente 7,S5>

1 0

o, 1

—u —v
Vi—u2—y2 Vi—u2—v2

onde: p € {52N (2> 0)}.
Observando que o vetor normal & esfera S? em um ponto p é dado por N(p) = p,
pode se verificar, facilmente, que os dois vetores da base associada a parametrizacao

1, sdo ortogonais & N(p). Logo, sdo tangentes a esfera S? no ponto p.
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Apéndice B

Sistemas a Estrutura Variavel

B.1 Demonstracao do Lema 2.1

Considere a forma nao recursiva equivalente do diferenciador (2.43). Usando a seguinte

mudanca de variaveis:

o esquema nao recursivo (2.44) pode ser reescrito como:

( (5’0 = —Ky |0_0‘n/(n+1) 87;977;(0'0) + 01
(5’1 = —Ki |0_0‘(n—1)/(n+1) sign(ao) + 09
0; = —kK;|oo sign(og) + i1

| On = —Knsign(og) — FOrD (1)

i)/ (n+1)

As equagdes ¢; = —k; |oo| "/ sign(og) + 0i41, @ = 0,...,n — 1 podem ser

reescritas da seguinte forma:

(:J'Z' = —ai(O'())O'() — bi(O'()) + Oit+1
onde:
K; |O'0‘ S 1
a’i(ao) = N )
PNGRUCT o] > 1
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i

T sign(og) — Kiog , |oo| <1

(o) = 4 1701
\Y0) —
0 , |0'0|>1

Note que |a;(09)| < K; e |bi(00)| < ¢i, onde ¢; sdo constantes positivas.

A equagdo &, = —ky,sign(oy) — f®+(t) pode ser reescrita do seguinte modo:
On = —ay(09) — by,
onde:
an(00) = Knsign(oy)
b, = f("“)(t)

Note que |a,(00)| < K, € |by| < Kpy1-
Definindo o vetor de estados completo como sendo ¥ = [og 07 ... an]T, o sistema

(B.1) pode ser reescrito como:

Y= AR +b(%) (B.2)
onde: _ -
—ao(O'()) 1 0 0
—(1,1(0'0) 01 0
A(X) =
—an_l(O'o) 00 1
—ap(op) 0 0 . 0_
_ —bo(oo) ;
b(E) = _bl_(JO)
by, |

Deve se destacar que |A(X)]| < ¢1 e |[b(X)| < co, onde ¢; € ¢y sdo duas constantes
positivas.
Considere a seguinte funcao de Lyapunov:
V() =3x"y (B.3)
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De (B.2) a fungao de Lyapunov (B.3) tem a seguinte derivada temporal:
V(D) =5 [A®) + AT(D)] £ +257b(D)

De (B.4), tem-se:

S\'
=
VAN

cs |2 + ca |2
cs |2
CgV(E)

U4
INIA

onde: c3 e ¢4 sa0 constantes positivas.

Usando a equagao de comparagcao:
Vc(z) = c3Ve(%)
sabe-se que se V,(0) = V/(0), entao:
V() < Vet), vt >0

Como V,(t) = e='V,(0), entao:

V(t) < e®'V(0)

Logo, V (t) nao escapa em tempo finito para qualquer constante K, ; finita.

118



Apéndice C

Controle Adaptativo por Modelo de

Referéncia a Estrutura Variavel

VS-MRAC

C.1 Demonstracao da Proposicao 2

De acordo com a hipétese 3.20, é sempre possivel escolher constantes Ky, Kz tais que
sup U (t)| < C(1)
t

Entéao, de (3.27), tem-se

sup 5()- 30 < | [ 22 ()] | et = 010 ()
o(r)
De (3.28) e (3.20) tem-se
sup |8, (1) B(0) < Hk*ML( )]HC —7K;5,C(t) (C.2)
o(r)

Através destes resultados pode-se concluir que:

sup |8y (t)| < 7Ks, C(t) + EX P° (C.3)
t

119



sup Bu(t)| < 7K, O(t) + EXP° (CA4)

Usando os resultados obtidos em (C.3) e (C.4), se f(t) > ‘U , aplicando o Lemma 3.2

na equagao (3.26), o seguinte resultado pode ser obtido:

leo| < 7K, C(t) + EXP (C.5)

Deve-se destacar que o termo EX P aparece na equacio (C.5) no lugar de EX P?

devido a presenca do termo de decaimento exponencial dependente da condicao inicial

de €o-
|
C.2 Demonstracao do Teorema 3.2
Da equagdo (3.26) e de ML(s) = K/ (s + am) (Km, @ > 0), pode-se concluir que
ut U =&+ amé| [ Knk’ (C.6)

onde é:=&y—fy—pF, + EXP°, onde o termo EX P leva em conta todos os termos
transientes de ey, Sz and f,.

Substituindo (C.6) em (3.18), tem-se
é=Ace+b. ¢+ ané| [Kn (C.7)

Entao, para eliminar o termo derivativo £, sera realizada a transformacao de variavel

é:=e—[b.£]/K,, que resulta em:

Igm ¢ (C.8)

é= Al + (A + Iap,)

Note que (3.25) estd imerso em (3.26), logo o limitante (3.29) também é vélido
para (3.25). Deste modo, como A, é Hurwitz, pode-se concluir que é(t) é limitado por
|é(t)| < TKC(t) + EXP. Além disso,

le(®)] < TK.C(t)+EXP (C.9)
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Ci(t) < TKWC(t) + Ky |2(0)| + K., (C.10)
Kiq+ Ka[2(0)]
1-— TK3

Q
=
N

(C.11)

De fato, a desigualdade (C.9) é verificada a partir de é =e—b.£/K,,. Da relagio
W = Wy, + Qe, onde wl = [vL, y,, vI, r] é o vetor regressor correspondente ao modelo
de referéncia e €2, é uma matriz constante, segue que |w| < K, + Kq |e| e, como
Ci(t) = sup, |w(t)|, entdo de (C.9) obtém-se (C.10), onde Ks |z(0)| resulta do valor
inicial do termo EXP que aparece no limitante (C.9) de |e|. Agora, de (3.30) e (C.10),
C(t) pode, também, ser limitado por C(t) < 7K3C(t)+ Ky |2(0)|+ K,, através do que,
ap6s uma simples manipulacio algébrica obtém-se (C.11), que é valida para 7 < K3 '

Também pode-se escrever que:

K, e %!
Z

N
(=)
—~~
<+
~—
N

2(0)] (C.12)
7K (J2(0)] + [°(0)]) + O(7) + EXP (C.13)

N
[a]
~~

o~
_—

A

De fato, 2° é limitado por EXP?, onde somente as condicdes iniciais de 2° aparecem.
Agora, de (3.30), (C.9) e (C.11) segue (C.13), onde O(7) é independente das condicoes
iniciais.

Percebendo que o tempo inicial é irrelevante no desenvolvimento da expressoes

acima, pode-se escrever que, para t >ty > 0 arbitrdrio, algum 77 > 0e A < 1,

lze(®)] < [7Ks+Koe ““] [|z o)l +|2%0)|] +O(r) (C.14)
1220 < Keem=0710) | 0(t)] (C.15)
ze(to+ Tl < A(lz(to)|+]2 ()] ) +O(7) (C.16)
|22(t+T1)| < A2 (t0)| (C.17)

Equacoes (C.16) e (C.17) sdo obtidas de (C.14) e (C.15) da seguinte maneira: para
T< K31, existe 71 >0 tal que A=maz[T K5+ Kge~®"t, K,e~%"1] < 1. Entdo, as simples
desigualdades recursivas (C.16) e (C.17) sfo satisfeitas e facilmente levam a conclusio

que, para 7 pequeno o suficiente, o sistema do erro é globalmente exponencialmente
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estavel com respeito a um pequeno conjunto residual de ordem 7. Além disso, este

conjunto residual é independente das condigoes iniciais.
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Apéndice D

GRED/VS-MRAC

D.1 Demonstracao da Proposicao 3

De (4.3), tem-se:

éo = hlAce+k*hlbJu—U]=hie
—_——

0
€0 = hlA?e+k*hTAbJu— U] =hle
0

e = pIAV e 4 Zﬂ*hCTAZ*_jbc[u — U] = hy._e
e = plA" e+ k*thAZ*‘lbi[u — U] (D.1)
|
D.2 Demonstracao da Proposicao 4
Substituindo (4.25) em (4.22), o erro auxiliar €, pode ser reescrito por
é=k"ML[u+ U]+ Bg + Bu + Ba (D.2)

onde By e [, sao definidos em (4.26) e (4.27) respectivamente.
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Como |B,| < 7Kg, para constantes Ky e Kz apropriadas, o sinal (,(t) pode ser

limitado por:

sup 1Ba(t)] < TKp,C(t) (D.3)

Usando os resultados obtidos em (C.3), (C.4) e (D.3), se f(t) > ‘U

, aplicando o

Lema 3.2 na equagao (D.2), o seguinte resultado pode ser obtido:
& < TK;C(t)+ EXP (D.4)

De (4.22), tem-se que |&;| < |&] + |Ba|- Logo, utilizando os resultados obtidos em

(D.3) e (D.4) o seguinte limitante superior para ¢, pode ser encontrado:
& <7K;C(t)+ EXP + 7Kg, C(t) (D.5)
A equagdo (D.5) pode ser reescrita como:

|él| S TK@IC(t) + EXP (D6)

D.3 Demonstracao da Corolario 4.1.2
De (4.19) segue que

e =nTAWe i=1,....n" -1

Como o vetor de estados e(t) é uniformemente limitado, entao existem constantes

K;, 1=1,...,n"—1 tais que:

‘e(()i) <K, i=1,...,n"—=1 Yt>0

A derivada n* do sinal ¢y é dada por

ey = hT AT e+ hT AT b, [u+ U] /65,
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Como os sinais v e U também sao uniformemente limitados, entdao existe uma

constante positiva K, tal que:

D.4 Demonstracao do Lema 4.1

A primeira parte da demonstracao consiste em mostrar que para esta funcao de cha-

veamento o erro de estimagao €(t) pode ser reescrito por:

e(t) = e(t) + Ba(érn) (D.7)

onde (4(€;) é um sinal absolutamente continuo e uniformemente limitado por

Ba(Er)| < enr (D.8)

Considerando a func¢do de chaveamento proposta em (4.30) existem trés casos
possiveis:
Caso 1: (|én] > €n)

Neste caso a(é,) = 1. De (4.15), tem-se

e(t) = e(t)

Para este caso (,(é,) = 0, satisfazendo, assim, a condigao (D.8).
Caso 2: (e — ¢ < |én| < €nr)

Neste caso a seguinte afirmacao pode ser feita
‘érl| = €pn — 51(5”) (Dg)

onde

0<61(én) <c (D.10)
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De (D.9), segue que
~ o c— 61 (érl)

a(éy) = ————= (D.11)
De (4.31) e (D.9), tem-se

€ = €+ [ear — 61(€r)] (D.12)

Substituindo os resultados de (D.12) e (D.11) em (4.15), resulta que

() =ax 2 (e, 5,66 (D.13)
A equagao (D.13) pode ser reescrita como
e(t) = & + Ba(én) (D.14)
onde:
Bal€r) = iél (Cérl) lear — 01(Er1)]

De (D.14) e (D.10), pode-se concluir que a condi¢do (D.8) também é vélida para

este caso.
Caso 3: (|éq]|<enr —¢)

Neste caso a(é,) = 0. De (4.15), tem-se

€(t) = €(t) (D.15)

Para este caso a seguinte afirmacgao pode ser feita

‘érl| =€y — C— 52(éﬂ) (D16)

onde

0< (52(5”) <eéey—c (D17)

De (4.31) e (D.16), segue que

€& = €+ [enyr — ¢ — 02(€rr)] (D.18)
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Usando o resultado obtido em (D.18) a equacao (D.15) pode ser reescrita por

€(t) = € + Bo(én) (D.19)

onde B4(t) = £ [enr — ¢ — 02(E41)]
Novamente, a condi¢ao (D.8) é vélida.

Finalmente, para concluir a primeira parte da prova basta mostrar que o sinal
Ba(€r1) é absolutamente continuo. Para isto, basta observar que a fungao de cha-
veamento «(é,) é Lipschitz continua e que os sinais é,(t) e é/(t) sdo absolutamente

continuos, ja que sdao Solugoes de Filippov.

Agora, para encerrar a demonstragao deve ser provado que o sistema original pode

ser representado de forma equivalente pelo sistema apresentado na figura 4.6.

Substituindo (D.7) em (4.18), tem-se:

u=—f(t)sgn(e + € + Ba) (D.20)

Usando o resultado obtido em (4.8) a equacao (D.20) pode ser reescrita por (4.24),
onde ¢, é dado por (4.22), ¢, é dado por (4.21) e ey é dado por (4.20).

De acordo com estes resultados, para a fungao de chaveamento (4.30), a Hipdtese
15 é satisfeita. Desta forma, o Teorema 4.1 é valido se todos os sinais do sistema forem
limitados para todo t finito, ou seja, se eles pertencerem a L. Para provar que esta
condicao é verdadeira basta apenas mostrar que os sinais do RED pertencem a L.

Um simples argumento por contradi¢ao é suficiente para provar este fato.

Suponha que o maximo intervalo para o qual os sinais do RED sao definidos seja
[0, Ts). Durante este intervalo, todas as condi¢oes do Teorema 4.1 sdo satisfeitas. Logo
todos os sinais restantes do sistema sao limitados por uma constante, inclusive o sinal
e(()"*)(t), pelo Corolério 4.1.2. Este fato gera uma contradicao com o Lema 2.1. Desta
forma, pode-se concluir que os sinais do RED nao podem divergir ilimitadamente a
medida que t — Tj,. Como conseqiiéncia do Teorema da Continuidade para equacdes

diferenciais descontinuas (na Teoria de Filippov), Ty deve ser oo, o que implica que

todos os sinais sao definidos V¢ > 0.
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D.5 Demonstracao da Proposicao 5

Como foi visto anteriormente, para o sistema (4.16) os sinais el (t) podem ser repre-

sentados por

e(()i) =he(t), i=0,...,n" —1

Como |e(t)| < R, ¥Vt > Ti, pode-se concluir facilmente que

sup ‘egi)(t)‘ <G, i=0,...,n"—1
t>T

O sinal e{"”) ¢ dado por
ef") = hTAY e+ k*hT AY b [u — U]

Logo e(()"*) pode ser limitado por

eg (1)) < |nT AT “he AY b
€5 ()] < |nTAr k*hT A™ 1

e(t)] +

2f(t) (D.21)
De (3.23), a equagdo (D.21) pode ser reescrita da seguinte forma:

6| < Kifle] + K |wl + Ka
Usando a relagao w = wy, + Qe e o fato que |e(t)| < R, Vt > Ty, tem-se:

S Cn*

su | (n")
P |€o
t>T4

|
D.6 Demonstracao da Proposicao 6
A estimativa de €y fornecida pelo filtro lead é dado por:
& =F (rpleg+ (D.22)
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De (4.8) e (D.22), tem-se:

. [1 ~ F(rp)

Frp) ] €+ (D.23)

Substituindo (4.6) em (D.23) o seguinte resultado pode ser obtido:

1-— F(Tp) n*—1 n*—2 .
€ = lw] (706(() )+ 716(() U Yn*—2€0 + %*—160) +7 (D.24)

A equagao (D.24) pode ser reescrita como se segue

T - o ) ‘
Q( p) (’yoe(() ) + ’}/16(() 1) + ..o Ypr—2€o + ’Vn*—leo) + 7 (D25)

! LA S

F(7p)

onde Q(rp) = [F(rp) — 1] /7p
Usando o resultado obtido na Proposicao 5 o erro de estimagao ¢; pode ser limitado

do seguinte modo:

sup |€(t)| < 7K 1Cy + 7Ky Co+ ...+ TK O + 7 (D.26)
t>T1

Finalmente pode-se concluir a partir de (D.26) que

lim sup |¢(ts)| < 7K (D.27)

t—00 ts>t

onde K; > K Ci+ KCoy+ ...+ Kn*Cn*-

D.7 Demonstracao do Teorema 4.2

De acordo com o Lema 4.1 o sistema satisfaz a Hipotese 15. Desta forma, pelo Teorema
4.1 o estado completo do erro z é globalmente exponencialmente estavel com respeito

a um conjunto residual de ordem 7.

Através do Lema 4.2 sabe-se que o erro de estimacao do RED é identicamente nulo
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ap6s um tempo finito T, i.e. €,(t)=0, V¢ > T,. Como €); > € + ¢ e pela Proposicao 6

Jim sup la(ts)| <&,

entao:

en(t) = la(t)| <emw—c, VE>T; (D.28)

onde T3 > T, é finito.
De (4.30) e (D.28), tem-se:

a(é)) =0, Vt>T;

A partir deste instante o polinémio L(p) é aproximado perfeitamente, ou seja, o
erro de estimacdo €(t) = 0, V¢ > T3. Aplicando o Lema 3.1 para o sistema (4.16)(4.18)
pode-se concluir que a partir deste momento o estado do erro e e o erro de rastreamento
€y convergem para zero exponencialmente.

Finalmente, como F(7p) é um polinémio Hurwitz e o erro de rastreamento ey con-
verge exponencialmente para zero, pode-se concluir que o estado e do filtro lead também
ird convergir para zero. Desta forma, o estado z que é formado por

=[] =[]

também tende exponencialmente para zero apds algum tempo finito.
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