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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ 
omo parte dos requisitos ne
essáriospara a obtenção do grau de Mestre em Ciên
ias (M.S
.)REJEIÇ�O DE DISTÚBIOS EM SISTEMAS LINEARES PORREALIMENTAÇ�O ESTÁTICA DE SAÍDASimone Ribeiro MatosMarço/2004Orientador: Afonso Celso Del Nero GomesPrograma: Engenharia Elétri
aO Problema de Rejeição de Distúrbios (DDP) vem sendo exaustivamente in-vestigado durante as últimas quatro dé
adas. A solução teóri
a deste problemaé um ex
elente exemplo ilustrativo da apli
ação de alguns 
on
eitos fundamentaisdo 
hamado enfoque geométri
o para sistemas de 
ontrole lineares, tais 
omo ossubespaços (A,B)-invariantes. As 
ondições de existên
ia de soluções para este pro-blema foram primeiramente estabele
idas em termos da existên
ia de um subespaçoinvariante e, mais tarde, foram dadas em função de matrizes de transferên
ia.O problema 
onsiste em en
ontrar um 
ompensador estáti
o tal que a função detransferên
ia do sistema em malha fe
hada que rela
iona a entrada de distúrbio 
oma saída 
ontrolada seja nula para todas as freqüên
ias. Em muitas situações práti
as,a realimentação 
ompleta de estados não é possível, o que induz à formulação doProblema de Rejeição de Distúrbios por Realimentação de Saída (DDPM) ou aoProblema de Rejeição de Distúrbios por Realimentação Estáti
a de Saída (DDPKM).Em parti
ular, pou
a atenção foi dada até o momento para o DDPKM. Suas
ondições de solubilidade já foram estabele
idas no enfoque geométri
o em termos daexistên
ia de um subespaço que possui algumas propriedades espe
iais. Entretanto,a existên
ia deste subespaço, no 
aso geral, é muito difí
il de ser veri�
ada e, naliteratura, não existe nenhum método numéri
o para 
al
ular este subespaço.O objetivo deste trabalho é investigar as 
ondições ne
essárias e su�
ientes desoluções para o DDPKM baseadas em matrizes de transferên
ia.v



Abstra
t of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial ful�llment of the re-quirements for the degree of Master of S
ien
e (M.S
.)DISTURBANCE REJECTION IN LINEAR SYSTEMS BY STATICMEASUREMENT FEEDBACKSimone Ribeiro MatosMar
h/2004Advisor: Afonso Celso Del Nero GomesDepartment: Ele
tri
al EngeneeringThe Disturban
e De
oupling Problem (DDP) has been extensively investigatedduring the last four de
ades. The theoreti
al solution of this problem is an ex
ellentillustrative example of appli
ation of some fundamental 
on
epts of the so-
alledgeometri
 approa
h for linear 
ontrol systems, su
h as (A,B)-invariant subspa
es.Its solvability 
onditions were �rstly established in terms of the existen
e of aninvariant subspa
e and, after that, given in terms of transfer matri
es.The problem is to �nd either a stati
 or dynami
 
ompensator su
h that theresulting 
losed-loop transfer matrix fun
tion from the disturban
e to the 
ontrolledoutput is equal to zero for all frequen
ies. In many pra
ti
al situations, full state in-formation is not available, whi
h indu
es the formulation of the Disturban
e De
ou-pling Problem by Measurement Feedba
k (DDPM) or the Disturban
e De
ouplingProblem by Stati
 Measurement Feedba
k (DDPKM).In parti
ular, little attention has been given to the DDPKM. Its solvability
onditions were already established in terms of the existen
e of a subspa
e withsome spe
ial properties. However, in the general 
ase, it is very di�
ult to determinewhether su
h a subspa
e exist or not. A numeri
al method to 
al
ulate this subspa
eis not known in the literature.The goal of this work is to investigate the ne
essary and su�
ient solvability
onditions for the DDPKM based on transfer matri
es.vi
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Gy(s) matriz de transferên
ia no domínio de Lapla
e que rela
iona a entrada de
ontrole e a saída medida
Hy(s) matriz de transferên
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e que rela
iona a entrada dedistúrbio e a saída medida ix
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Capítulo 1Introdução
1.1 Problemas de Rejeição de DistúrbiosO Problema de Rejeição de Distúrbios vem sendo exaustivamente estudado nasúltimas três dé
adas, sendo pesquisado para diversos tipos de sistemas, 
omo oslineares, não-lineares e dis
retos. A solução teóri
a deste problema 
onstitui umex
elente exemplo ilustrativo da apli
ação dos 
on
eitos fundamentais da abor-dagem geométri
a para o 
ontrole de sistemas lineares, 
omo dos subespaços (A, B)-invariantes. Por isso, muitos o 
onsideram 
omo o ponto de partida para o desen-volvimento da análise geométri
a para a teoria de sistemas.Apli
ando os 
on
eitos de invariân
ia, a solução teóri
a do Problema de Re-jeição de Distúrbios por realimentação 
ompleta de estados (DDP, do inglês Distur-ban
e De
oupling Problem) foi resolvido por Basile e Marro (1968) [3℄ e Won-ham e Morse (1970) [58℄. O problema 
onsiste em se obter uma lei de 
ontrole
u(t) = Fx(t) tal que a matriz de transferên
ia em malha fe
hada que rela
ionao distúrbio à saída 
ontrolada seja zero para todas as freqüên
ias ou, em outraspalavras, a saída 
ontrolada não sofrerá qualquer efeito do distúrbio apli
ado. Paraum sistema representado por

S

{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(t0) = x0

z(t) = Dx(t) , t ≥ 0
(1.1)1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 2onde x ∈ ℜn é o vetor de variáveis de estado, u ∈ ℜm é o vetor de entradas de
ontrole, q ∈ ℜd é o vetor de entradas de distúrbios e z ∈ ℜp é o vetor das saídasa serem 
ontroladas. A solução do DDP, sob o enfoque geométri
o, é geralmentebaseada no 
ál
ulo de V∗, o subespaço maximal úni
o (A, B)-invariante 
ontido noespaço nulo à direita de D.Já o Problema de Rejeição de Distúrbio 
om Realimentação Estáti
a e Esta-bilidade (DDPS, do inglês Disturban
e De
oupling Problem with Stability) foi solu-
ionado porWonham e Morse (1970) [58℄. O objetivo do DDPS é en
ontrar umalei de 
ontrole u(t) = Fx(t) que elimina o efeito de todos os possíveis distúrbios q(t)na saída z(t) e também estabiliza assintoti
amente o sistema em malha fe
hada.A solução do DDPS é dependente do 
ál
ulo de V∗
g , o subespaço maximal úni
o(A, B)-invariante 
ontido no espaço nulo à direita de D e que estabiliza o sistemarealimentado.Se, além da estabilidade, uma alo
ação arbitrária de pólos é desejada, o Pro-blema de Rejeição de Distúbios 
om Alo
ação de Pólos (DDPPP, do inglês Distur-ban
e De
oupling Problem with Pole Pla
ement) pode ser de�nido.De maneira resumida, pode-se 
olo
ar esses três problemas da seguinte forma.Para o sistema representado em (1.1), seja K = ker(D) e E = Im(E) o subespaçonulo à direita de D e a imagem de E, respe
tivamente. As 
ondições ne
essárias esu�
ientes para solução do DDP, DDPS e DDPPP são dadas por:DDP: E ∈ V∗DDPS: E ∈ V∗

g e (A, B) é estabilizávelDDPPP: E ∈ R∗ e (A, B) é 
ontrolávelonde V∗, V∗
g e R∗ são o subespaço maximal úni
o (A, B)-invariante, o subespaçomaximal úni
o (A, B)-invariante estabilizante e o subespaço maximal úni
o de 
on-trolabilidade, respe
tivamente, 
ontidos em K, o espaço nulo à direita de D.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 3Linnerman (1987) [35℄ apresentou um método e�
iente e seguro para 
ál
ular
R∗, o subespaço maximal úni
o 
ontrolável 
ontido no subespaço nulo à direita de D,assim 
omo uma expressão para o 
onjunto de todos os 
ontroladores rela
ionados.Se esta 
ondição não for satisfeita, o 
ál
ulo de V∗

g e o 
onjunto rela
ionado dematrizes de realimentação é obrigatório.A solução do DDP, quando existente, não é úni
a. Um problema interessanteé o de parametrizar o 
onjunto de todos os 
ontroladores que solu
ionam o DDP.Alguns trabalhos en
ontrados na literatura 
onseguiram, no entanto, resolvê-lo paraalguns tipos de sistema. Como exemplo, pode-se 
itar Dórea e Milani (1997)[21℄, onde foram obtidas a solução 
ompleta e a parametrização de todos os 
ontro-ladores que resolvem o DDP para uma 
lasse parti
ular de sistemas, onde se in
luemos sistemas inversíveis à esquerda. Em Paraskevopoulos, Koumbolis e Tzier-akis (1992) [44℄ foi apresentado um método para rejeição de distúrbios em sistemasinversíveis à esquerda via realimentação estáti
a propor
ional, onde 
ondições ne-
essárias e su�
ientes são estabele
idas na forma de um 
ritério algébri
o simples eas expressões analíti
as gerais de todas as soluções para as matrizes de 
ontrole sãoderivadas, sendo as soluções parametrizadas por uma úni
a matriz arbitrária.1.2 Uma Equação ImportanteAs 
ondições de solução de muitos problemas em sistemas lineares multivariáveisestá asso
iada 
om a existên
ia de soluções para a equação matri
ial G(s)X(s) =

H(s), onde G(s) e H(s) são matrizes ra
ionais próprias 
onhe
idas, enquanto X(s),ra
ional própria, é a in
ognita.Como exemplo, o DDP pode ser estudado a partir das matrizes de transferên
iaque rela
ionam a entrada de 
ontrole e a entrada de distúrbios 
om a saída do



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 4sistema, Gz(s) (p × m) e Hz(s) (p × q), respe
tivamente, dadas por
Gz(s) = D(sI − A)−1B (1.2)
Hz(s) = D(sI − A)−1E. (1.3)Como se verá adiante, a solução do DDP não mais está rela
ionado 
om a exis-tên
ia de um subespaço invariante e sim 
om a existên
ia de uma matriz ra
ionalestritamente própria X(s) (m × q) tal que a expressão

Gz(s)X(s) = Hz(s) (1.4)seja verdadeira.A equação G(s)X(s) = H(s) já foi largamente estudada. Morse (1974) [42℄estudou esta equação e a sua relação 
om o Problema de Adaptação de Modelos,sendo este problema formulado pela primeira vez por Wolovi
h no iní
io da dé
adade 70. Wang e Davison (1973) [53℄ 
onsideraram o problema de en
ontrar umasolução X(s) própria e de ordem mínima e indi
aram 
omo um determinado pro
e-dimento poderia ser usado para en
ontrar inversas de ordem mínima para um dadosistema. Forney (1975) [24℄ e Del Nero Gomes e Noronha (1990) [18℄ asse-guraram, respe
tivamente, a existên
ia de soluções próprias e estritamente própriaspara a equação (1.4) através das bases mínimas. Wolovi
h (1974) [55℄ mostrou a
onexão da equação (1.4) 
om o Problema de Adaptação Exata de Modelos e 
omoen
ontrar uma solução para esta equação, quando ela existe, para o 
aso parti
ularem que p ≥ m (o problema não tem solução ou tem uma úni
a solução que podeser fa
ilmente en
ontrada). Além disso,Wolovi
h e Falb (1976) [56℄ apresentamuma 
ondição ne
essária e su�
iente para a existên
ia de solução própria no 
aso emque p ≤ m e p ≥ q, utilizando o intera
tor 1 de uma matriz ra
ional própria G(s).Hautus (1980) [27℄ mostrou que a solução do Problema de Rejeição de Distúr-1O intera
tor será detalhado no 
apítulo 2.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 5bios também está rela
ionada 
om a solução da equação (1.4). Vardulakis (1984)[49℄ expressou esta equação 
omo uma equação diofantina G1X1 + G2X2 = H e
omparou sua solução 
om a de Wolovi
h (1974) [55℄. Em Bhatta
haryya,Del Nero Gomes e Howze (1983) [5℄, a equação apare
e novamente e, apósuma parametrização de suas soluções, alguns aspe
tos importantes sobre a robustezdo DDP puderam ser ata
ados. Em Mita (1976) [41℄ foram mostradas 
ondiçõesne
essárias e su�
ientes para o DDP para sistemas 
om entradas, saídas e distúr-bios es
alares baseadas no enfoque freqüen
ial, sendo este resultado estendido porBhatta
haryya (1980) [6℄ para o 
aso em que apenas a saída é es
alar.O problema da estabilidade das soluções X(s) para a equação (1.4) já foitratado na literatura por Vardulakis e Kar
anias (1985) [51℄ que investigaramo problema de soluções próprias e estáveis através de uma fatoração. Outro a tratardo assunto foi Pernebo (1981) [45℄ que, além de mostrar as 
ondições para aexistên
ia de soluções próprias e estáveis, forne
eu uma forma de en
ontrar taissoluções e uma parametrização delas. Em Pernebo e em Vardulakis e Kar
anias, assoluções foram en
ontradas através da utilização das 
hamadas Stru
ture Matri
es.O resultado de Pernebo possui um in
onveniente mapeamento entre determinadasregiões do plano 
omplexo. Os resultados de Vardulakis e Kar
anias ne
essitam daforma de Smith-M
Millan no in�nito que, para ser 
al
ulada, é bastante trabalhosa.Já em Bandeira (1992) [1℄ foi proposto um método simples para veri�
ação danatureza das soluções X(s) para p ≤ m, ou seja, se para um determinado sistemaé possível en
ontrar uma solução X(s) para a equação (1.4) própria, imprópria ouestritamente própria, assim 
omo soluções estáveis ou não. Além disso, também em[1℄, outro objetivo foi a obtenção de uma lei de 
ontrole u(t) = Fx(t) que solu
ionao DDP a partir da solução X(s).



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 61.3 Rejeição de Distúrbios e Desa
oplamentoQuando existente, a solução do DDP 
onsome somente parte da �
apa
idade de
ontrole� da matriz de realimentação de estados, permitindo o uso da 
apa
idaderemanes
ente para al
ançar objetivos de 
ontrole 
omplementares. E é isto quenormalmente a
onte
e em muitas situações práti
as. A rejeição de distúrbios nãoé o úni
o objetivo de 
ontrole. Freqüentemente, se adi
ionam outros objetivos aosistema de 
ontrole, tais 
omo desa
oplamento ou alo
ação de pólos.Neste 
ontexto, o Problema de Rejeição de Distúrbios e o Problema de De-sa
oplamento têm um grande interesse na teoria de 
ontrole e ainda 
ontinuam sendobastante pesquisados. Para 
ada problema em separado foi mostrado (veja Won-ham e Morse (1970) [58℄, Grizzle e Isidori (1989) [25℄, Koussiouris (1980)[32℄ e I
art, Lafay e Malabre (1990) [28℄ para o Problema de Desa
oplamentoe Malabre, Matínez-Gar
ía e Del-Muro-Cuelar (1997) [39℄ para o DDP)que existem pólos �xos que apare
em em um sistema em malha fe
hada após apli-
ação de uma realimentação de estados 
ompleta para solução do problema. Esteproblema é denominado de Problema de Modos Fixos e foi 
ompletamente 
ara
-terizado em termos geométri
os por Malabre e Martínez-Gar
ía (1995) [38℄,enquanto uma 
ara
terização polinomial foi obtida por Koussiouris e Tzierakis(1995) [34℄. Uma vez que os pólos não-�xos em malha fe
hada podem ser explo-rados de forma a se obter desempenhos 
omplementares do sistema realimentado, oProblema de Pólos Fixos dentro do Problema de Rejeição de Distúrbios 
ara
terizaos graus de liberdade disponíveis quando a alo
ação dos pólos é 
onsiderada. EmLopezlena Estrada e Martínez-Gar
ía (1999) [36℄ é dada uma 
ara
teriza-ção algébri
a da família de realimentação estáti
a de estados que rejeita o distúrbioem sistemas lineares invariantes no tempo e que 
ausam o 
onjunto mínimo de pólos�xos em malha fe
hada (supondo que o sistema é 
ontrolável), enquanto assegura



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 7também o máximo de graus livres em termo de alo
ação de pólos.Alguns trabalhos 
onsideram o Problema de Rejeição de Distúrbios junta-mente 
om o Problema de Desa
oplamento por Realimentação Completa de Estados.Chang e Rhodes (1975) [10℄ apresentaram as 
ondições ne
essárias e su�
ientesde solução deste problema, mostrando ser equivalente à solução de 
ada problemaseparadamente. A 
ara
terização algébri
a e estrutural para a solução de pólos �xospara este problema simultâneo foi dada por Koussiouris e Tzierakis (1986) [33℄utilizando uma aproximação no domínio da freqüên
ia no 
aso onde as saídas sãoes
alares-parti
ionadas (s
alar-patitioned). Em Camart, Malabre e Martínez-Gar
ía (2001) [9℄ há uma 
ara
terização alternativa para este problema, baseadano enfoque geométri
o, assim 
omo um outro pro
edimento para o posi
ionamentodos pólos livres remanes
entes.1.4 Rejeição de Distúrbios Usando a SaídaQuando o vetor de estados não está disponível para medição, deve-se estudar oProblema de Rejeição de Distúrbios por Realimentação de Saída (DDPM, do inglêsDisturban
e De
oupling Problem by Measurement Feedba
k). Este problema 
onsisteem se 
al
ular um 
ontrolador por realimentação dinâmi
a da saída medida tal quea função de transferên
ia dos distúrbios para a saída 
ontrolada seja igual a zero.O DDPM foi solu
ionado por Willems e Commault (1981) [54℄ e S
huma
her(1980) [46℄. Também em Dórea e Milani (1997) [21℄ a solução do DDPM é dis-
utida e, baseado nos resultados obtidos para o DDP, um método para o projetode um 
ompensador de ordem-reduzida é proposto. Já o Problema de Rejeição deDistúrbio 
om Realimentação da Saída e 
om Estabilidade (DDPMS, do inglês Dis-turban
e De
oupling Problem by Measurement Feedba
k with Stability) foi resolvidopor Imai e Akashi (1981) [29℄ e Willems e Commault (1981) [54℄.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 8Finalmente, pou
a atenção foi dada até o momento a um problema de for-mulação mais simples: o Problema de Rejeição de Distúrbios por RealimentaçãoEstáti
a de Saída (DDPKM, do inglês Disturban
e De
oupling Problem by Stati
Measurement Feedba
k). Para o DDPKM há alguns pou
os resultados na litera-tura. A formulação do DDPKM é bastante simples. Seja o sistema linear multivar-iável invariante no tempo des
rito por:
S







ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(t0) = x0

y(t) = Cx(t)
z(t) = Dx(t) , t ≥ 0

(1.5)onde x ∈ ℜn é o vetor de variáveis de estado, u ∈ ℜm é o vetor de entradas de
ontrole, q ∈ ℜd é o vetor de entradas de distúrbios, y ∈ ℜl é o vetor de saídasmedidas e z ∈ ℜp é o vetor de saídas a serem 
ontroladas. O objetivo de DDPKMé en
ontrar, se possível, uma lei de 
ontrole por realimentação estáti
a de saída,
u(t) = Ky(t), (1.6)tal que a matriz de transferên
ia de distúrbio q(t) para a saída 
ontrolada z(t) sejanula. Ini
ialmente, as 
ondições de existên
ia de soluções para o DDPKM foram esta-bele
idas por Hamano e Furuta (1975) [26℄ e S
huma
her (1980) [46℄. Hamanoe Furuta formularam o problema a partir da obtenção de subespaço geométri
o quegoza de determinadas propriedades. Entretanto, no 
aso geral, é bastante difí
ilveri�
ar a existên
ia deste subespaço.Re
entemente Chen (1997) [11℄ prop�s uma solução para o DDPKM parauma determinada 
lasse de sistemas multivariáveis lineares e invariantes no tempo.Este método 
ara
terizou todas as possíveis soluções do DDPKM para uma 
lassede sistemas que têm função de transferên
ia, que rela
iona a entrada 
ontrolada
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om a saída 
ontrolada, inversível à esquerda. Porém este método, além de restritoa uma pequena 
lasse de sistemas, só pode ser apli
ado se ini
ialmente o sistema forrepresentado em uma base de 
oordenadas espe
ial na qual o DDPKM terá soluçãose e somente se uma submatriz espe
í�
a é nula. Um resultado similar tambémfoi proposto por Koumboulis e Tzierakis (1998) [31℄. Em Chen, Mareels,Zheng e Zhang (2000) [12℄ foi feita uma 
ara
terização de todas as soluções parao DDPKM para uma 
lasse de sistemas lineares por um 
onjunto de equações line-ares. Isto resolve a di�
uldade em solu
ionar as equações não-lineares asso
iadas aoDDPKM.Já em Dórea e Milani (2003) [23℄ os resultados propostos por Chen (1997)[11℄ relativos ao DDPKM são estendidos 
onsiderando-se um 
onjunto mais abrangentede sistemas. Condições ne
essárias e su�
ientes para a existên
ia de soluções emduas importantes famílias de sistemas são estabele
idas. O problema tem soluçãose e somente se um determinado subespaço goza de uma propriedade de invariân-
ia. O 
onjunto de matrizes de realimentação de saída que resolvem o problema é,então, parametrizado através de uma mudança adequada da base de representaçãodos espaços de estado, 
ontrole e saída.Há ainda várias outras derivações do Problema de Rejeição de Distúrbios paradiversos tipos de sistemas e apli
ações, onde se en
ontra diverso material na lite-ratura. Por estes sistemas fugirem do es
opo deste trabalho, não serão abordadosaqui. Com base no enfoque freqüen
ial ainda não se en
ontra na literatura espe
ia-lizada as 
ondições ne
essárias e su�
ientes para a solução do DDPKM.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 101.5 Estrutura da TeseO objetivo prin
ipal deste trabalho é mostrar as 
ondições ne
essárias e su�
ientesde solução para o Problema de Rejeição de Distúrbios por Realimentação Estáti
ade Saída (DDPKM) baseadas no enfoque freqüen
ial para sistemas lineares multi-variáveis invariantes no tempo.Para isto, a tese está estruturada da seguinte forma.No 
apítulo 2 será feita uma breve revisão do Problema de Rejeição de Dis-túrbios (DDP) 
om realimentação 
ompleta de estados, abordando tanto a sua 
a-ra
terização no enfoque geométri
o 
omo no enfoque freqüen
ial.Já o Problema de Rejeição de Distúrbios por Realimentação Estáti
a de Saída(DDPKM), objeto prin
ipal de estudo deste trabalho, será abordado nos 
apítulos 3e 4. No 
apítulo 3 será 
onsiderada a solução baseada no enfoque geométri
o para oDDPKM, solução esta que se en
ontra na literatura espe
ializada. No 
apítulo 4 serádesenvolvida uma nova formulação para o DDPKM baseada no enfoque freqüen
ial,assim 
omo será mostrada a visão estrutural deste problema.Para �nalizar, no 
apítulo 5 en
ontram-se as 
on
lusões al
ançadas e possíveistrabalhos futuros.



Capítulo 2Rejeição de Distúrbios em SistemasLineares
2.1 IntroduçãoO Problema de Rejeição de Distúrbios (DDP) é um importante tópi
o da Teoria deSistemas de Controle Linear Multivariável, sendo intensamente estudado há mais detrês dé
adas.A formulação deste problema é bastante simples. Seja um sistema S

S

{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(t0) = x0

z(t) = Dx(t) , t ≥ 0
ujo 
omportamento é afetado não apenas por uma entrada de 
ontrole u(t), mastambém por uma entrada de distúrbios q(t). O objetivo é 
ontrolar o sistema pormeio de uma realimentação de estados
u(t) = Fx(t)de tal forma que, no sistema em malha fe
hada, os distúrbios, quaisquer que sejameles, não afetem a saída z(t). A �gura 2.1 forne
e uma visão simples do problemaaqui tratado.

11
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S

z(t)

q(t)

u(t)

(a)
S z(t)

q(t)

u(t)

x(t)F(b)Figura 2.1: (a) Sistema em malha aberta, (b) sistema realimentado para rejeição dedistúrbios.Matemati
amente, o Problema de Rejeição de Distúrbios pode ser tratado sobdois enfoques já mostrados na literatura: o enfoque geométri
o, onde este problemaé formulado a partir de espaços vetoriais e o enfoque freqüen
ial, onde este problemaé tratado por meio de funções de transferên
ia. Estes dois enfoque serão brevementerevistos nas seções seguintes.2.2 Enfoque Geométri
oA formulação ini
ial do Problema de Rejeição de Distúrbios (DDP) e a sua soluçãoforam desenvolvidas 
om o apoio da Teoria da Invariân
ia por Wonham e Morse



CAPÍTULO 2. REJEIÇ�O DE DISTÚRBIOS EM SISTEMAS LINEARES 13(1970) [58℄ e Basile e Marro (1968) [3℄ para sistemas lineares sob uma lei de
ontrole do tipo u(t) = Fx(t).A Teoria da Invariân
ia é peça fundamental para a abordagem geométri
a dediversos problemas de 
ontrole. De a
ordo 
om Wonham (1979) [57℄, a base doenfoque geométri
o 
onsiste em asso
iar determinadas propriedades dos sistemas
om subespaços vetoriais. Neste 
ontexto, a existên
ia de soluções para o DDPdepende das propriedades geométri
as de 
ertos subespaços bem de�nidos. Como oDDP, vários outros problemas de rejeição de distúrbios, 
omo o DDPS (Problema deRejeição de Distúrbios 
om Estabilidade) que será revisitado aqui, também podemser estudados por meio de subsespaços.2.2.1 Condições de existên
ia de soluções para o DDPSeja o sistema linear multivariável invariante no tempo des
rito por:
S

{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(t0) = x0

z(t) = Dx(t) , t ≥ 0
(2.1)em que x(t) ∈ ℜn é o vetor de variáveis de estado, u(t) ∈ ℜm é o vetor de entradasde 
ontrole, q(t) ∈ ℜd é o vetor de entradas de distúrbios e z(t) ∈ ℜp é o vetor dassaídas a serem 
ontroladas. Supõe-se também que as matrizes B e E possuem postode 
oluna 
ompleto e que a matriz D possue posto de linha 
ompleto.Como já foi dito, o objetivo do DDP é en
ontrar, se possível, uma lei de
ontrole por realimentação estáti
a de estados,

u(t) = Fx(t), (2.2)tal que a matriz de transferên
ia de disturbio q(t) para a saída 
ontrolada z(t) sejanula. Empregando a lei de 
ontrole u(t) = Fx(t) no sistema dado em (2.1), tem-se
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S

{

ẋ(t) = (A + BF )x(t) + Eq(t) , x(t0) = x0

z(t) = Dx(t) , t ≥ 0.
(2.3)Supondo que x(0) = 0, as equações (2.3) podem ser resolvidas por:

z(t) =

∫ t

0

De(A+BF )(t−s)Eq(s)ds. (2.4)A exigên
ia para a solução do DDP é que a equação (2.4) seja zero paraqualquer q(t). Ou, equivalentemente, em qualquer derivação z(i), i = 1, 2, ..., otermo que 
ontém q(t) deve ser nulo. Assim, para a primeira derivada de (2.3),obtém-se
z1(t) = D(A + BF )x(t) + DEq(t), (2.5)onde deve-se ter DE = 0. Para i ≥ 2:

z(i)(t) = D(A + BF )ix(t) + D(A + BF )i−1Eq(t), (2.6)resultando em


























DE = 0
D(A + BF )E = 0

D(A + BF )2E = 0...
D(A + BF )i−1E = 0.

(2.7)De a
ordo 
om o teorema de Cayley-Hamilton, são ne
essárias apenas as n primeirasidentidades. Assim, pode-se es
rever:


























E ⊆ K
(A + BF )E ⊆ K

(A + BF )2E ⊆ K...
(A + BF )n−1E ⊆ K

(2.8)onde E = Im E e K é o espaço nulo a direita de D. Este 
onjunto de equações éequivalente a
E + (A + BF )E + ... + (A + BF )n−1E ⊆ K, (2.9)



CAPÍTULO 2. REJEIÇ�O DE DISTÚRBIOS EM SISTEMAS LINEARES 15onde o sinal de adição representa a soma usual de subespaços. Sendo M : ℜn → ℜnuma transformação linear e W ⊂ ℜn um subespaço, o subespaço W + MW + ... +

Mn−1W é usualmente denotado por 〈M |W 〉. Apli
ando à situação em questão tem-se:
〈A + BF |E〉 ⊆ K. (2.10)Deste modo, é possível enun
iar o seguinte teorema:Teorema 2.1 O Problema de Rejeição de Distúrbios (DDP) tem solução se e so-mente se for possível en
ontrar uma matriz de realimentação de estados F (m× n)tal que

D(sI − A − BF )−1E = 0, ∀sou equivalentemente
〈A + BF |E〉 = E + (A + BF )E + ... + (A + BF )n−1E ⊆ K.

Antes de prosseguir, será feita uma breve re
ordação sobre subespaços invari-antes, uma vez que o subespaço (A, B)-invariante é um 
on
eito de fundamentalimportân
ia no estudo deste problema.De�nição 2.1 Considere o par (A, B) relativo ao sistema (2.1). Um subespaço
V ⊆ ℜn é (A, B)-invariante se AV ⊆ V + B, onde B é a imagem de B.Equivalentemente, pode-se mostrar que V é um subespaço (A, B)-invariante se esomente se existe uma matriz F ∈ ℜm×n tal que (A + BF )V ⊆ V. O subespaço(A, B)-invariante de dimensão máxima entre todos aqueles 
ontidos no espaço nuloà direita de D, aqui denotado por K, é:



CAPÍTULO 2. REJEIÇ�O DE DISTÚRBIOS EM SISTEMAS LINEARES 16
V∗ = o subespaço maximal úni
o (A, B)-invariante 
ontido em K.O subespaço V := 〈A + BF |E〉 é (A, B)-invariante, ou seja,

(A + BF )V ⊆ V. (2.11)De a
ordo 
om a equação (2.10) tem-se que 〈A+BF |E〉 deve estar 
ontido em
K e além disso é um subespaço (A + BF )-invariante. O maior subespaço possuidordestas duas 
ara
terísti
as, 
omo visto a
ima, é 
onhe
ido por V∗.O teorema 2.2 a seguir mostra que as 
ondições de existên
ia de soluções parao Problema de Rejeição de Distúrbios pode ser formulada em termos de V∗.Teorema 2.2 [57℄ O Problema de Rejeição de Distúrbios (DDP) tem solução, ouseja, existe uma matriz de realimentação de estados F (m×n) tal que 〈A+BF |E〉 ⊆

K se e somente se E ⊆ V∗.Esquemati
amente, é possível representar as 
ondições de existên
ia de soluçõespara o DDP através de 
onjuntos de subespaços, 
omo na �gura 2.2 a seguir.
E

V∗

K

Figura 2.2: Representação esquemáti
a dos subespaços envolvidos na solução DDP.Desta maneira, a solução do DDP a partir do enfoque geométri
o envolve,ini
ialmente, a obtenção do subespaço V∗. Podem-se en
ontrar, na literatura es-pe
ializada, vários algoritmos para o 
ál
ulo deste subespaço. A seguir está umalgoritmo bem simples desenvolvido em [57℄.
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ál
ulo de V∗:
V0 = K

V1 = V0 ∩ A−1(B + V0)...
Vi+1 = Vi ∩ A−1(B + Vi)...
Vν = V∗, onde ν = dim K.Para tornar mais 
laro o método de 
ál
ulo de V∗, a seguir está um exemplo.Exemplo 2.1 Seja o sistema des
rito por:

ẋ(t) =









0 1 0 0
0 −3 1 0
0 0 −2 1
0 0 0 −1









x(t) +









0
0
0
1









u(t) +









0
1
0
0









q(t)

z(t) =
[

1 0 0 0
]

x(t)Usando o algoritmo 2.1 para 
al
ular V∗, obtem-se:
V0 = K =















0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1















V1 = V0 ∩ A−1(B + V0) = V0 ∩ A−1V0 =















0 0
0 0
1 0
0 1















V2 = V1 ∩ A−1(B + V1) = V1 ∩ A−1V1 =















0
0
0
1















V3 = V2 ∩ A−1(B + V2) = V2 ∩ A−1V2 = {0} = V∗.Obviamente o DDP não terá solução. Porém, se a matriz B passar a ser
B =









1
0
0
1









,
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V0 = K

V1 = V0 ∩ A−1(B + V0) = V0.Como V1 = V0 tem-se
V∗ = V1 = V0 =















0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1













Como E ⊂ V∗, o DDP tem solução. Para en
ontrarmos uma F faz-se F =

[ f1 f2 f3 f4 ] e impõe-se a 
ondição (A+BF )V∗ ⊆ V∗ en
ontrando, após algumtrabalho, f2 = −1, f3 = f4 = 0. Logo F = [ f1 −1 0 0 ], onde f1 é arbitrário.Exemplo 2.2 Considere o pêndulo duplo invertido dado na �gura a seguir.
θ1

θ2

Figura 2.3: Pêndulo duplo invertido.As entradas u1 e u2 são torques sobre seus respe
tivos piv�s. Os estados sãoos ângulos θ1 e θ2 e as suas derivadas. As saídas medidas são θ1 e θ2. O objetivode 
ontrole é manter o pêndulo duplo invertido na posição verti
al através de umalei de 
ontrole apropriada.O pêndulo invertido pode ser des
rito por:
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ẋ(t) =









0, 0 1, 0 0, 0 0, 0
9, 8 0, 0 −9, 8 0, 0
0, 0 0, 0 0, 0 1, 0

−9, 8 0, 0 29, 4 0, 0









x(t) +









0 0
1 −2
0 0

−2 5









u(t) +









1 0
0 0
0 1
0 0









q(t)

z(t) =

[

1, 0 0, 0 0, 0 0, 0
0, 0 0, 0 1, 0 0, 0

]

x(t)Usando o algoritmo 2.1 para 
al
ular V∗, obtem-se:
V0 = K =















0 0
1 0
0 0
0 1















V1 = V0 ∩ A−1(B + V0) = V0 ∩ A−1V0 =















0 0
1 0
0 0
0 1















∩















1 0
0 0
0 1
0 0















= {0} = V∗.Neste 
aso o DDP não terá solução.Nota-se, a partir dos exemplos anteriores, que a obtenção da matriz de rea-limentação de estados F pode ser muito trabalhosa. Um método sistemáti
o parao 
ál
ulo de uma matriz F ou uma família de F utilizando o subespaço V∗ quesolu
iona o DDP é dado a seguir.Teorema 2.3 Dadas uma base V para V∗ (n × v) e uma matriz W (n × n − v) detal forma que [ V W ] é não singular, de�na a transformação de similaridade
Q = [ V W ]tal que

Q−1(A + BF )Q =

[

A1(F ) A2(F )
A3(F ) A4(F )

]

.Então o 
onjunto de soluções para o DDP, ou seja, a família de matrizes F quesolu
ionam o problema é dada por:
{F (m × n)|A3(F ) = 0}.
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lusivamenteem termos dos parâmetros A, B, C e D da malha aberta.Para ilustrar, segue um exemplo.Exemplo 2.3 Seja o sistema des
rito por:
ẋ(t) =













1 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1













x(t) +













1 0
0 1
0 0
0 0
0 0













u(t) +













0 0
1 0
1 0
0 1
0 0













q(t)

z(t) =

[

0 1 0 0 0
1 0 0 0 0

]

x(t)Utilizando o algoritmo 2.1 para 
al
ular V∗, obtém-se:
V0 = K =























0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1























V1 = V0 = V∗.Como K ⊆ V∗, o DDP tem solução e portanto uma matriz Q 
omo de�nidaanteriormente pode ser igual a:
Q = [ V W ] =













0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0













.Supondo
F =

[

F11 F12 F13 F14 F15

F21 F22 F23 F24 F25

]a matriz A3(F ) será igual a:
A3(F ) =

[

1 + F13 F14 F15

F23 F24 F25

]
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erá a seguinte família de F que solu
iona o DDP:
F =

[

F11 F12 −1 0 0
F21 F22 0 0 0

]

2.2.2 Condições de existên
ia de soluções para o DDPSTambém o Problema de Rejeição de Distúrbios 
om Estabilidade (DDPS) foi solu-
ionado empregando-se a teoria da invariân
ia. A formulação deste problema ésemelhante à do DDP, porém neste 
aso há mais uma exigên
ia: que os pólos dosistema em malha fe
hada, apli
ando a lei de 
ontrole u(t) = Fx(t), estejam todosno semi-plano da esquerda, ou seja, o sistema tem de rejeitar os distúrbios 
omestabilidade. Sem entrar em grandes detalhes, será enun
iado o seguinte teorema:Teorema 2.4 [57℄ O Problema de Rejeição de Distúrbios 
om Estabilidade (DDPS)tem solução se e somente se E ⊂ V∗
g onde V∗

g ∈ K.Analogamente ao V∗ 
al
ulado para o DDP, pode-se mostrar que Vg é umsubespaço (A, B)-invariante se e somente se existe uma matriz F ∈ ℜm×n tal que
(A + BF )Vg ⊆ Vg e também A + BF é estável. O subespaço (A, B)-invariante dedimensão máxima entre todos aqueles 
ontidos no espaço nulo à direita de D, aquidenotado por K, tal queA + BF é estável é:
V∗

g = o subespaço maximal úni
o (A, B)-invariante 
ontido em K tal que A + BF éestável.Em geral, o subespaço V∗
g é obtido através de algoritmos bem mais 
ompli
adosque aqueles empregados no 
ál
ulo de V∗.
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o do DDP e DDPS envolve, num primeiro passo,a obtenção dos subespaços V∗ e V∗
g . Porém para alguns sistemas a solução do DDPempregando o enfoque geométri
o pode ser trabalhosa devido à di�
uldade do 
ál-
ulo destes subespaços. Este talvez tenha sido um forte estímulo para a formulaçãoe bus
a de outras soluções para o DDP.Exemplo 2.4 Seja o seguinte sistema:

ẋ(t) =





0 1 0
0 1 0
0 0 −2



x(t) +





1 0
0 1
0 0



u(t) +





0 0
1 0
0 1



 q(t)

z(t) =
[

1 0 0
]

x(t)Usando o teorema 2.3, a matriz A3(F ) neste 
aso é igual a
A3(F ) =

[

1 + F12 F13

]e forne
e a seguinte família de F

F =

[

F11 −1 0
F21 F22 F23

]

.Com esta F , os pólos do sistema em malha fe
hada são
λ = {−F11,−1 − F12,−2},então não haverá nenhum pólo no semi-plano direito se e somente se F11 > 0 e

F12 > −1. Portanto, o DDPS tem solução.
2.3 Aspe
tos Estruturais do DDPEm Del Nero Gomes e Bhatta
haryya (1981) [17℄ foi dada uma 
ontribuiçãopara o Problema de Rejeição de Distúrbios: a visão estrutural deste problema.Através de diagramas de blo
os, os subespaços rela
ionados 
om a solução do DDP,
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al
ulados quando se emprega o enfoque geométri
o, são expli
ados de maneirabastante simples. Desta forma, esta visualização estrutural sugere um novo modode solução do DDP, onde 
hega-se a 
on
lusões sobre o DDP sem a ne
essidade do
ál
ulo desses subespaços.A visão estrutural do DDP foi desenvolvida baseada no sistema des
rito pelaequação (2.1), e aqui repetido por 
onveniên
ia,
S

{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(t0) = x0

z(t) = Dx(t) , t ≥ 0.
(2.12)Em [17℄ foi mostrado que o Problema de Rejeição de Distúrbios (DDP) terá soluçãose e somente se for possível representar seu diagrama de blo
os na forma mostradana �gura 2.4, onde a saída z1(t) do subsistema S1 tem o mesmo tamanho da entrada

u(t).
S1 S2

u(t) u(t)

q(t) p(t)z1(t) z(t)
+

Figura 2.4: Diagrama de blo
os esquemáti
o para para solução do DDP.A partir disto, desenvolveu-se as equações dinâmi
as para o diagrama de blo
osrepresentado na �gura 2.4. Sendo xi(t) o estado do subsistema Si, pode-se es
reveras seguintes equações para o diagrama de blo
os da �gura 2.4:
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ẋ1(t) = A11x1(t) + A12x2(t) + B1u(t) + E1q(t) (2.13)
z1(t) = D1x1(t) (2.14)
ẋ2(t) = A22x2(t) + B2[z1(t) + u(t)] (2.15)
z(t) = z2(t) = D2x2(t). (2.16)Es
revendo na forma matri
ial obtém-se:

ẋ(t) =

[

A11 A12

B2D1 A22

]

x(t) +

[

B1

B2

]

u(t) +

[

E1

0

]

q(t)

ẑ(t) =
[

0 D2

]

x(t). (2.17)Uma matriz de realimentação de estados F que solu
iona o DDP, utilizando alei de 
ontrole u(t) = Fx(t), será
F =

[

−D1 0
]

. (2.18)Esta forma 
an�ni
a, assim 
omo o diagrama de blo
os mostrado na �gura 2.4,indi
am 
laramente a existên
ia de solução para o DDP. Conseqüentemente, uma
ondição para o Problema de Rejeição de Distúrbio ter solução para o sistema dadoem (2.1) é que exista uma mudança de bases x = Qx̂ que 
oloque as matrizes dosistema na forma (2.17).Com estes resultados pode-se enun
iar o seguinte teorema:Teorema 2.5 [17℄ O Problema de Rejeição de Distúrbios (DDP) tem solução paraum sistema des
rito pelas matrizes 〈A, B, D, E〉 se e somente se existir um númeroreal ν, q ≤ ν ≤ n − r e uma base do espaço de estados na qual as matrizes
〈Â, B̂, D̂, Ê〉 do sistema satisfazem

˙̂x(t) =

[

Â11 Â12

Â21 Â22

]

x̂(t) +

[

B̂1

B̂2

]

u(t) +

[

Ê1

0

]

q(t)

ẑ(t) =
[

0 D̂2

]

x̂(t) (2.19)
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, e
Â21 = B̂2D̂1. (2.20)

A importante 
ontribuição deste teorema vem do fato de este sugerir um novométodo para a resolução do DDP. Para tanto é ne
essário en
ontrar uma base doespaço de estados na qual as matrizes que 
ara
terizam o sistema exibam a estru-tura da equação (2.19), onde só então E ⊆ V∗. Desta maneira deve-se veri�
ar aexistên
ia de uma matriz não-singular Q tal que a mudança de base o
asionada pelatransformação de similaridade x = Qx̂ 
oloque as matrizes do sistema na formadada em (2.19).Para en
errar esta seção, seguem alguns exemplos.Exemplo 2.5 Considere o exemplo 2.1 aqui repetido:
ẋ(t) =









0 1 0 0
0 −3 1 0
0 0 −2 1
0 0 0 −1









x(t) +









0
0
0
1









u(t) +









0
1
0
0









q(t)

z(t) =
[

1 0 0 0
]

x(t)Neste 
aso o DDP não tem solução pois não é possível 
olo
ar o sistema na formada equação (2.19).Porém, se a matriz B passar a ser
B =









1
0
0
1









,ter-se-ía uma matriz Q

Q =









0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0








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ẋ(t) =









−3 0 0 1
1 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 1 −2









x(t) +









0
1
1
0









u(t) +









1
0
0
0









q(t)

z(t) =
[

0 1 0 0
]

x(t)

Exemplo 2.6 Considere o pêndulo duplo invertido dado no exemplo 2.2 
ujo sis-tema está repertido a seguir:
ẋ(t) =









0, 0 1, 0 0, 0 0, 0
9, 8 0, 0 −9, 8 0, 0
0, 0 0, 0 0, 0 1, 0

−9, 8 0, 0 29, 4 0, 0









x(t) +









0, 0 0, 0
1, 0 −2, 0
0, 0 0, 0

−2, 0 5, 0









u(t) +









1, 0 0, 0
0, 0 0, 0
0, 0 1, 0
0, 0 0, 0









q(t)

z(t) =

[

1, 0 0, 0 0, 0 0, 0
0, 0 0, 0 1, 0 0, 0

]

x(t)Apli
ando a transformação de similaridade da matriz Q

Q =









1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1







resultando em,
ẋ(t) =









0, 0 0, 0 1, 0 0, 0
0, 0 0, 0 0, 0 1, 0
9, 8 −9, 8 0, 0 0, 0

−9, 8 29, 4 0, 0 0, 0









x(t) +









0, 0 0, 0
0, 0 0, 0
1, 0 −2, 0

−2, 0 5, 0









u(t) +









1, 0 0, 0
0, 0 1, 0
0, 0 0, 0
0, 0 0, 0









q(t)

z(t) =

[

1, 0 0, 0 0, 0 0, 0
0, 0 1, 0 0, 0 0, 0

]

x(t)o que mostra que o DDP não terá solução para este problema pois não existe umatransformação de similaridade que 
onsiga 
olo
ar o sistema na forma mostrada naequação (2.19).



CAPÍTULO 2. REJEIÇ�O DE DISTÚRBIOS EM SISTEMAS LINEARES 27A visão estrutural dada pelo teorema 2.5 foi o ponto de partida para formularo Problema de Rejeição de Distúrbios utilizando matrizes de transferên
ia, 
omoserá visto na seção seguinte.2.4 Enfoque Freqüen
ialComo visto na seção 2.2, as soluções para o Problema de Rejeição de Distúrbiosforam dadas originalmente apenas em termos geométri
os e a existên
ia de soluçõesera veri�
ada por meio de 
ondições envolvendo subespaços da teoria da invariân
ia.Porém, em Bhatta
haryya (1980) [6℄, Hautus (1980) [27℄, Del NeroGomes e Bhatta
haryya (1981) [17℄ e Bhatta
haryya, Del Nero Gomese Howze (1983) [5℄, houve um grande avanço e foram apresentados alguns resulta-dos para o DDP que mostraram ser possível solu
ioná-lo utilizando representaçõesfreqüen
iais baseadas nas matrizes de transferên
ia de 
ontrole e de distúrbio.2.4.1 Soluções para o DDPPara abordarmos os aspe
tos freqüen
iais do DDP, 
onsidere o sistema dado em(2.1) representado novamente abaixo:
S

{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(t0) = x0

z(t) = Dx(t) , t ≥ 0.
(2.21)Usando o prin
ípio da superposição pode-se es
rever:

ˆz(s) = Gz(s) ˆu(s) + Hz(s) ˆq(s) (2.22)onde ˆz(s), ˆu(s) e ˆq(s) são as transformadas de Lapla
e dos vetores que representam,respe
tivamente, a saída z(t), a entrada u(t) e o distúrbio q(t). É imediato veri�-
armos que a matriz de transferên
ia de 
ontrole Gz(s) e a matriz de transferên
iade distúrbio Hz(s) para o sistema S, de dimensões respe
tivamente iguais a p × m
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Gz(s) = D(sI − A)−1B e Hz(s) = D(sI − A)−1E. (2.23)Antes de proseguir, é ne
essário fazer uma breve abordagem sobre matrizesquadradas diagonais próprias. Considere, portanto, a seguinte de�nição:De�nição 2.2 A matriz ra
ional M(s), quadrada, será 
hamada diagonal própriaquando

lim
s→∞

M(s)for uma matriz diagonal inversível.Uma matriz diagonal própria nada mais é do que uma matriz quadrada 
ujoselementos mij(s) são estritamente próprios quando i 6= j e são próprios quando nadiagonal prin
ipal, para i = j.Há também algumas propriedades bastante simples, tais 
omo:Propriedade 2.1 Se N(s) é uma matriz quadrada estritamente própria então N(s)+

I será diagonal própria.Propriedade 2.2 A inversa de uma matriz diagonal própria também é diagonalprópria.Sem entrar em detalhes sobre os ra
ío
ínios que levaram a ele, a seguir seráapresentado um importante resultado que mostrou que o DDP é um problema fre-qüen
ialmente 
ara
terizável.Teorema 2.6 [17℄ O Problema da Rejeição de Distúrbios (DDP) terá solução paraum sistema des
rito por 〈A, B, D, E〉 se e somente se as matrizes de transferên
ia
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ontrole Gz(s) e de distúrbio Hz(s) puderem ser fatoradas 
omo
Gz(s) = T (s)V (s) e Hz(s) = T (s)W (s).onde T (s) (p × m) e W (s) (m × q) são matrizes ra
ionais estritamente próprias e

V (s) (m × m) é uma matriz ra
ional diagonal própria.O teorema 2.6 garante que problemas 
omo o DDP podem ter um tratamentofreqüen
ial. Resta ainda o problema de, dadas as matrizes de transferên
ia de 
on-trole e de distúrbio, Gz(s) e Hz(s), saber 
omo fatorá-las na forma vista a
ima. Deposse da solução para este problema, ter-se-ía um método puramente freqüen
ial deestudar o DDP. O próximo resultado representa um passo importante nessa direção.Teorema 2.7 [27℄ O Problema da Rejeição de Distúrbios (DDP) tem solução se esomente se existir Xz(s) estritamente própria tal que
Gz(s)Xz(s) = Hz(s). (2.24)

Exemplo 2.7 Considere o exemplo 2.3 onde as matrizes de transferên
ia de 
on-trole Gz(s) e de distúrbio Hz(s) são:
Gz(s) =

[

0 1
s−1

1
s−1

1
(s+1)2(s−1)2

] e Hz(s) =

[

0 0
1

(s+1)(s−1)
1

(s+1)2(s−1)

]

.Neste 
aso a solução para a equação matri
ial Gz(s)Xz(s) = Hz(s) é úni
a e iguala
Xz(s) =

[ 1
s+1

1
(s+1)2

0 0

]

.Como esta solução é estritamente própria pode-se garantir que o DDP tem solução,
on
lusão esta a que já havia sido 
hegada no exemplo 2.3 
om o enfoque geométri
o.
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ada a solução para o Problema de Rejeição de Distúrbios 
omEstabilidade (DDPS) asso
iada à equação matri
ial (2.24).A 
ondição de existên
ia de soluções para o DDPS é dada pelo seguinte teo-rema:Teorema 2.8 [27℄ O Problema da Rejeição de Distúrbios 
om Estabilidade (DDPS)tem solução se e somente se existir Xz(s) estritamente própria e estável tal que
Gz(s)Xz(s) = Hz(s), (2.25)onde por estável entende-se uma matriz de transferên
ia 
om todos os seus pólos nosemi-plano esquerdo aberto do plano 
omplexo.Assim, a solução do DDP e DDPS no enfoque freqüen
ial está rela
ionada 
oma existên
ia de Xz(s), a solução para a equação Gz(s)Xz(s) = Hz(s).Para ilustrar segue um exemplo.Exemplo 2.8 Considere o exemplo 2.7 onde as matrizes de transferên
ia de 
on-trole Gz(s) e de distúrbio Hz(s) são:

Gz(s) =

[

0 1
s−1

1
s−1

1
(s+1)2(s−1)2

]

Hz(s) =

[

0 0
1

(s+1)(s−1)
1

(s+1)2(s−1)

]

.Neste 
aso a solução para a equação matri
ial Gz(s)Xz(s) = Hz(s) é úni
a e iguala
Xz(s) =

[ 1
s+1

1
(s+1)2

0 0

]

.



CAPÍTULO 2. REJEIÇ�O DE DISTÚRBIOS EM SISTEMAS LINEARES 31Como esta solução é estritamente própria e estável pode-se garantir que o DDPStem solução.Os estudos que se seguem bus
am um método simples de se obter a naturezade Xz(s), ou seja, deseja saber se a partir das funções de transferên
ia de 
ontrolee de distúrbio, o DDP terá ou não solução para um determinado sistema.2.5 A Equação Gz(s)Xz(s) = Hz(s)Existem, na literatura espe
ializada, diversas maneiras de en
ontrar a natureza dassoluções Xz(s) para a equação Gz(s)Xz(s) = Hz(s). Uma maneira simples e diretaquando p ≤ m [1℄ pois, 
onforme mostrado em [55℄, no 
aso parti
ular p ≥ m,o problema não tem solução ou tem uma úni
a solução que pode ser fa
ilmenteen
ontrada.Para tanto, 
onsidere que Gz(s)(p×m) e Hz(s)(p×q) sejam matrizes ra
ionaispróprias e que representem as matrizes de transferên
ia de 
ontrole e de distúrbiodo seguinte sistema linear multivariável e invariante no tempo
S

{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(t0) = x0

z(t) = Dx(t) , t ≥ 0
(2.26)onde A, B, D e E têm dimensões n × n, n × m, p × n e n × q, respe
tivamente, e

Gz(s) e Hz(s) são dadas por
Gz(s) = D(sI − A)−1B e Hz(s) = D(sI − A)−1E. (2.27)Como visto na seção anterior, a solução do DDP está rela
ionada 
om a solução

Xz(s) da seguinte equação matri
ial
Gz(s)Xz(s) = Hz(s). (2.28)
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essário 
onhe
er uma importante fatoração de umamatriz ra
ional própria.Lema 2.1 [56℄ Seja Gz(s)(p×m) uma matriz ra
ional própria e 
om posto igual a
p (p ≤ m). Então existe uma fatoração de Gz(s) da forma

Gz(s) = φ−1
z (s)Gp(s), (2.29)onde φz(p× p) é uma matriz polinomial triangular inferior e Gp(s)(p×m) é tal que

lim
s→∞

Gp(s) = lim
s→∞

φz(s)Gz(s) = Ḡ (2.30)
om posto Ḡ = p.EmWolovi
h e Falb [56℄, devido à sua grande importân
ia para o Problemade Adaptação Exata de Modelos, a matriz φz(s) é denominada intera
tor e os autoresmostram que qualquer matriz de transferên
ia ra
ional própria Gz(s) 
om posto
p ≤ m está asso
iada a uma tal matriz. O intera
tor é uma matriz polinomialtriangular inferior úni
a 
om os elementos da diagonal prin
ipal iguais a 1 e osdemais abaixo da diagonal prin
ipal são divisíveis por s (ou são nulos). Existem,na literatura, alguns algoritmos para o 
ál
ulo de φz(s). Pode-se 
itar o algoritmoapresentado em [48℄, baseado no espaço de estados.A matriz φz(s) será fundamental para assegurar a existên
ia de soluções estrita-mente própria, própria ou imprópria para a equação matri
ial Gz(s)Xz(s) = Hz(s),
omo será visto um pou
o mais adiante. Por enquanto, será abordado um outro as-sunto de grande importân
ia neste estudo: a inversa à direita de uma matriz ra
ionalprópria.Sabendo que posto Gz(s) = p, p ≤ m, tem-se que Gz(s) admite inversa àdireita, aqui denotada por G†(s) e, portanto, tem-se:

Gz(s)G
†
z(s) = Ir (2.31)
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z(s) tem dimensão m × p. De posse da equação (2.29) pode-se es
rever que:

G†
z(s) = G†

p(s)φz(s). (2.32)A partir desses fatos, torna-se possível enun
iar o seguinte lema:Lema 2.2 [1℄ Sejam Gz(s)(p×m) e Hz(s)(p×q) matrizes ra
ionais próprias e posto
Gz(s) = p ≤ m. Então existe uma solução para a equação Gz(s)Xz(s) = Hz(s) dadapor

Xz(s) = G†
z(s)Hz(s) (2.33)ou ainda

Xz(s) = G†
p(s)φz(s)Hz(s) (2.34)onde G†

p(s) é uma inversa à direita, própria, para Gp(s).A partir deste lema é imediato obter do seguinte teorema:Teorema 2.9 [1℄ Sejam Gz(s)(p × m) e Hz(s)(p × q) matrizes ra
ionais próprias
om posto Gz(s) = p ≤ m e Gz(s) = φ−1
z (s)Gp(s). Então existirá uma solução

Xz(s)(m×q) estritamente própria para a equação Gz(s)Xz(s) = Hz(s) se e somentese o produto
φz(s)Hz(s) (2.35)for estritamente próprio.De forma análoga pode-se mostrar que a solução Xz(s) será também própriaou imprópria se e somente se o produto φz(s)Hz(s) também o for, respe
tivamente.Por sua importân
ia, serão enun
iados os seus teoremas e, por sua simpli
idade,suas demonstrações serão omitidas.



CAPÍTULO 2. REJEIÇ�O DE DISTÚRBIOS EM SISTEMAS LINEARES 34Teorema 2.10 [1℄ Sejam Gz(s)(p×m) e Hz(s)(p× q) matrizes ra
ionais próprias
om posto Gz(s) = p ≤ m e Gz(s) = φ−1
z (s)Gp(s). Então existirá uma solução

Xz(s)(m×q) própria para a equação Gz(s)Xz(s) = Hz(s) se e somente se o produto
φz(s)Hz(s)for próprio.

Exemplo 2.9 Considere o seguinte sistema onde as matrizes de transferên
ia de
ontrole Gz(s) e de distúrbio Hz(s) são:
Gz(s) =

[

1
s

1
s

1
s

−1
s

] e Hz(s) =

[

s+1
s2

1
s

1
s

0

]

.A
hando φz e o produto φzHz, tem-se:
φz =

[

1 0
0 1

] e φzHz =

[

s + 1 1
1 0

]então é fá
il veri�
ar que não existe solução estritamente própria Xz(s). Entretantoa mesma equação possui solução própria já que φzHz é própria.Teorema 2.11 [1℄ Sejam Gz(s)(p×m) e Hz(s)(p× q) matrizes ra
ionais próprias
om posto Gz(s) = p ≤ m e Gz(s) = φ−1
z (s)Gp(s). Então existirá uma solução

Xz(s)(m × q) imprópria para a equação (2.28) se e somente se o produto
φz(s)Hz(s)for impróprio.Estes resultados mostrados nos teoremas 2.9, 2.10 e 2.11 foram um importanteavanço nos estudos do DDP. Eles nos forne
em 
ondições ne
essárias e su�
ientesque asseguram a existên
ia de solução para o DDP.
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lusãoNeste 
apítulo foi feita uma revisão dos prin
ipais métodos para solu
ionar e 
ara
-terizar o Problema de Rejeição de Distúrbios. Ini
ialmente, foi abordado o enfoquegeométri
o, onde este problema foi ini
ialmente formulado e resolvido. A seguir, foirevisitada a visão estrutural do DDP e ao seu desenvolvimento dentro do enfoquefreqüen
ial, onde nota-se que a solução para problemas de rejeição de distúrbios émais fa
ilmente veri�
ada quando emprega-se o enfoque freqüen
ial do que quandose usa a Teoria da Invariân
ia.A importân
ia dos resultados aqui revistos para o DDP no enfoque freqüen
ialreside no fato de que estes serão muito utilizados nos 
apítulos seguintes deste tra-balho, onde se bus
ará 
ara
terizar através de matrizes de transferên
ia um outroproblema: o Problema de Rejeição de Distúrbios por Realimentação Estáti
a daSaída (DDPKM).



Capítulo 3Rejeição de Distúrbios porRealimentação Estáti
a de Saída emSistemas Lineares
3.1 IntroduçãoDiferentemente do Problema de Rejeição de Distúrbios (DDP) que foi exaustiva-mente estudado nos últimos tempos, ao Problema de Rejeição de Distúrbios porRealimentação Estáti
a de Saída (DDPKM) até o momento foi dada pou
a atenção.Este problema tem sido investigado apenas no enfoque geométri
o e as 
ondiçõespara existên
ia de soluções foram estabele
idas em função de um subespaço 
ujaexistên
ia é geralmente bastante 
ompli
ada de se veri�
ar.A formulação do DDPKM é bastante simples. Seja o sistema linear multivar-iável invariante no tempo des
rito por:

S







ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(t0) = x0

y(t) = Cx(t)
z(t) = Dx(t) , t ≥ 0

(3.1)em que x(t) ∈ ℜn é o vetor de variáveis de estado, u(t) ∈ ℜm é o vetor de entradasde 
ontrole, q(t) ∈ ℜd é o vetor de entradas de distúrbios, y(t) ∈ ℜl é o vetor desaídas medidas e z(t) ∈ ℜp é o vetor de saídas a serem 
ontroladas. Supõem-seque as matrizes B e E possuem posto de 
oluna 
ompleto e que as matrizes C e D36
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ompleto. Esquemati
amente, o sistema linear multivariável
S pode ser representado pela �gura 3.1.

S z(t)

y(t)

q(t)

u(t)

Figura 3.1: Sistema estudado.O objetivo de DDPKM é en
ontrar, se possível, uma lei de 
ontrole por reali-mentação estáti
a de saída,
u(t) = Ky(t), (3.2)tal que a matriz de transferên
ia de distúrbio q(t) para a saída 
ontrolada z(t) sejanula. O sistema em malha fe
hada pode ser representado 
omo na �gura 3.2.

S
z(t)

y(t)

q(t)

u(t)

KFigura 3.2: Sistema em malha fe
hada.A solução do Problema de Rejeição de Distúrbios por Realimentação Estáti
ada Saída é apresentada na literatura apenas 
om base no enfoque geométri
o. Napróxima seção será feita uma revisão desses resultados. Mais adiante, no próximo
apítulo, será mostrada uma nova visão deste problema obtida a partir dos aspe
tosfreqüen
iais e estruturais do sistema.
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oAs 
ondições geométri
as para a existên
ia de soluções para o DDPKM se baseiamna existên
ia de um subespaço que goza de determinadas propriedades [26℄, [46℄.Re
entemente, 
ondições ne
essárias e su�
ientes para a solução do DDPKM parasistemas inversíveis à esquerda (isto é, sistemas em que a função de transferên
iaque rela
iona a entrada u(t) 
om a saída 
ontrolada z(t) é inversível à esquerda) foiproposta em [11℄. Neste método, o sistema é ini
ialmente representado em uma basede 
oordenadas espe
ial na qual o DDPKM tem solução se e somente se uma subma-triz espe
í�
a é nula. Já em [23℄ os resultados de [11℄ são estendidos a duas 
lassesimportantes de sistemas, sendo dada uma 
ara
terização 
ompleta das soluções, bem
omo a parametrização de todas as matrizes de realimentação de saída.3.2.1 Con
eitos preliminaresPara o DDPKM dois 
on
eitos são de fundamental importân
ia: além dos 
on
eitosde subespaços (A, B)-invariantes, já de�nidos no 
apítulo 2, e aqui repetidos, tam-bém é ne
essário dominar o 
on
eito de subespaços (C, A)-invariantes. Para tanto,
onsidere as de�nições 3.2 e 3.1 a seguir.De�nição 3.1 [57℄, [2℄ Considere o par (A, B) relativo ao sistema 3.1. Um subes-paço V ⊂ ℜn é (A, B)-invariante se AV ⊂ V + B.Pode-se mostrar que V é um subespaço (A, B)-invariante se e somente se existe umamatriz F ∈ ℜn×l tal que (A + BF )V ⊂ V. Pode-se também mostrar a existên
ia deum subespaço (A, B)-invariante de dimensão máxima entre todos aqueles 
ontidosno subespaço K:
V∗ = o subespaço maximal úni
o (A, B)-invariante 
ontido em K.



CAPÍTULO 3. DDPKM - ENFOQUE GEOMÉTRICO 39De�nição 3.2 [57℄, [2℄ Considere o par (C, A) relativo ao sistema 2.1. Um subes-paço S ⊂ ℜn é (C, A)-invariante se A(S ∩ C) ⊂ S.Equivalentemente, S é um subespaço (C, A)-invariante se e somente se existe umamatriz G ∈ ℜn×l tal que (A + GC)S ⊂ S. O 
onjunto de todos os subespaços(C, A)-invariantes que 
ontém o subespaço E , o espaço imagem da matriz E, possuium elemento de dimensão mínima:
S∗ = o subespaço ín�mo úni
o (C, A)-invariante 
ontendo E .3.2.2 Condições de existên
ia de soluções para o DDPKMAs 
ondições de existên
ia de soluções para o DDPKM, baseadas nos aspe
tos ge-ométri
os, são dadas pelo seguinte teorema:Teorema 3.1 [26℄, [46℄ O Problema de Rejeição de Distúrbios por RealimentaçãoEstáti
a de Saída (DDPKM) tem solução se e somente se existe um subespaço Vque seja (A, B)- e (C, A)- invariante e tal que E ⊂ V ⊂ K.Equivalentemente, o DDPKM tem solução se e somente se existe um subespaço V euma matriz K ∈ ℜm×l tais que E ⊂ V ⊂ K e (A + BKC)V ⊂ V.O teorema anterior estabele
e 
ondições ne
essárias e su�
ientes para a exis-tên
ia de uma realimentação estáti
a de saída que resolve o DDPKM em termosda existên
ia de um subespaço que goza de determinadas propriedades. Porém ummétodo 
onstrutivo deste subespaço não é apresentado, pois trata-se de algo muitodifí
il no 
aso geral. Em 
asos parti
ulares, pode-se fa
ilmente 
on
luir a existên
iade solução para o DDPKM e obter-se a 
ara
terização das soluções bem 
omo aparametrização de todas as matrizes de realimentação de saída 
orrespondentes.
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amente, pode-se representar as 
ondições de existên
ia de soluçãopara o DDPKM através de 
onjuntos de subespaços, 
omo na �gura 3.3 a seguir.
E

V∗

K

S∗

Figura 3.3: Representação esquemáti
a dos subespaços envolvidos na soluçãoDDPKM.Comparando a �gura 3.3 
om a �gura 2.2, reproduzida a seguir por 
omodi-dade, nota-se que as soluções para o DDPKM são um sub
onjunto das soluções doDDP.
E

V∗

K

Figura 3.4: Representação esquemáti
a dos subespaços envolvidos na solução DDP.3.2.3 Condições para duas 
lasses espe
í�
as de sistemasEm Dórea e Milani (2003) [23℄ foram estabele
idas 
ondições su�
ientes e ne
es-sárias para a solução do DDPKM em duas 
lasses espe
í�
as de sistemas: sistemassatisfazendo B∩V∗ ⊆ S∗ e sistemas satisfazendo V∗ ⊆ C+S∗. A seguir tais 
ondiçõesserão detalhadas.
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⋆ Solução para sistemas satisfazendo B ∩ V∗ ⊆ S∗Seja o sistema em estudo

S







ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(t0) = x0

y(t) = Cx(t)
z(t) = Dx(t) , t ≥ 0

. (3.3)Supor-se-á na seqüên
ia desta seção que este sistema satisfaz a 
ondição:
B ∩ V∗ ⊂ S∗,onde B = Im (B).Uma 
ategoria importante de sistemas que veri�
am esta 
ondição é aquela dossistemas 
ujas matrizes de transferên
ia são inversíveis à esquerda. Esta propriedadeimpli
a na possibilidade de re
onstruir a entrada u(t) através da saída z(t).Sistemas inversíveis à esquerda são 
ara
terizados geometri
amente pela 
on-dição B ∩V∗ = 0 [2℄. Em Chen (1997) [11℄ o DDPKM é estudado uni
amente paraesse tipo de sistema.Considere agora a seguinte 
lasse de subepaços:

J (A, B;K,S∗) , {V : V ∈ I(A, B;K) e V ⊃ S∗},em que I(A, B;K) representa o 
onjunto de subespaços (A, B)-invariantes 
ontidosem K.Nota-se, a partir do teorema 3.1, que uma 
ondição ne
essária para existên
iade soluções ao DDPKM é que o 
onjunto J (A, B;K,S∗) não seja vazio.Lema 3.1 [23℄ Se B ∩ V∗ ⊂ S∗, então J (A, B;K,S∗) possui um elemento de di-mensão mínima:
V∗ = min V ∈ J (A, B;K,S∗).
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er 
ondições de existên
ia de soluçõesao DDPKM para a família de sistemas em questão.Teorema 3.2 [23℄ Para sistemas em que B ∩ V∗ ⊂ S∗, o Problema de Rejeição deDistúrbios por Realimentação Estáti
a de Saída (DDPKM) tem solução se e somentese V∗ é um subespaço (C, A)-invariante.Ressalta-se que as 
ondições geométri
as estabele
idas por este teorema inde-pendem da base es
olhida para representar os espaços de estado, entrada e saída dosistema.Na próxima seção, 
ondições semelhantes são obtidas para outra família im-portante de sistemas.
⋆ Solução para sistemas satisfazendo V∗ ⊆ C + S∗Mais uma vez, seja o sistema

S







ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(t0) = x0

y(t) = Cx(t)
z(t) = Dx(t) , t ≥ 0

. (3.4)Supor-se-á na seqüên
ia desta seção que este sistema satisfaz a 
ondição:
V∗ ⊂ C + S∗,onde C = ker C, ou seja, o espaço nulo à direita de C.Uma 
ategoria importante de sistemas que veri�
am esta 
ondição é aquelados sistemas 
ujas matrizes de transferên
ia são inversíveis à direita, que são 
ara
-terizados geometri
amente pela 
ondição [2℄ C + S∗ = Rn.Considere agora a seguinte 
lasse de subespaços:

J (C, A; E ,V∗) , {S : S ∈ I(C, A; E) e S ⊃ V∗},
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onjunto de subespaços (C, A)-invariantes que 
on-têm E .Nota-se a partir do teorema 3.1 que uma 
ondição ne
essária para a existên
iade soluções ao DDPKM é que o 
onjunto J (C, A; E ,V∗) não seja vazio.Lema 3.2 Se V∗ ⊂ C + S∗, então possui J (C, A; E ,V∗) um elemento de dimensãomáxima:
S∗ = max S ∈ J (C, A; E ,V∗).

As 
ondições ne
essárias e su�
ientes para existên
ia de soluções ao DDPKMpara a família de sistemas em estudo são dadas pelo seguinte teorema.Teorema 3.3 [23℄ Para sistemas para os quais V∗ ⊂ C+S∗, o Problema de Rejeiçãode Distúrbios por Realimentação Estáti
a de Saída (DDPKM) tem solução se esomente se S∗ é um subespaço (A, B)-invariante.
⋆ Parametrização das soluçõesEm parti
ular, se uma das 
ondições B∩V∗ ⊂ S∗ ou V∗ ⊂ C+S∗ é veri�
ada, entãosempre é possível determinar mudanças de base ortogonais tais que o sistema possaser representado pelas seguintes matrizes:

A =

[

A11 A12

A21 A22

]

, B =

[

B11 B12

B21 0

]

, E =

[

E1

0

]

,

C =

[

C11 C12

0 C22

]

,

D =
[

0 D2

]

, (3.5)em que B21 possui posto de 
oluna 
ompleto, C11 possui posto de linha 
ompleto e
V∗ = Im [

I
0

] (se B ∩ V∗ ⊂ S∗) (3.6)
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S∗ = Im [

I
0

] (se V∗ ⊂ C + S∗) (3.7)em que 0 e I representam respe
tivamente a matriz nula e a matriz identidade dedimensões apropriadas.Nota-se que as estruturas das matrizes D e E a
ima são obtidas supondo-seque a 
ondição ne
essária para a rejeição de distúrbios, DE = 0 seja satisfeita.A partir de agora, será 
onsiderado o primeiro 
aso (B ∩ V∗ ⊂ S∗). Para osegundo 
aso (V∗ ⊂ C + S∗), resultados semelhantes aos apresentados na seqüên
iapodem ser obtidos por dualidade.Isto posto, a representação a
ima re�ete as seguintes de
omposições dos es-paços de estado, entrada e saída medida:
X = X1 ⊕X2

U = U1 ⊕ U2

Y = Y1 ⊕ Y2em que X1 = V∗; BU2 = B ∩ V∗ = B ∩ V∗, BU = B; CX = Y , C2X = Y2,ker C2 = C + V∗.Proposição 3.1 [23℄ Para sistemas em que B ∩ V∗ ⊂ S∗, o DDPKM tem soluçãose e somente se existe uma matriz K11 tal que:
A21 + B21K11C11 = 0 (3.8)

Neste 
aso, o 
onjunto de todas as matrizes de realimentação estáti
a de saída queresolvem o DDPKM é dado por:
K =

[

K11 K12

K21 K22

]

, (3.9)
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a dos sistemas de equações lineares dada em(3.8) e K12, K21 e K22 são livres para assumir qualquer valor.A parametrização a
ima expli
ita os graus de liberdade da matriz de realimen-tação de saída K, possibilitando assim a utilização destes na satisfação de outrosobjetivos de 
ontrole além da rejeição de distúrbios.Um desses objetivos é o de estabilidade do sistema em malha fe
hada. É fá
ilveri�
ar que, 
om a parametrização a
ima, este problema reduz-se ao problema de es-tabilização por realimentação estáti
a de saída dos trios (A11 +B11K11C11, B12, C11)e (A22 +B21K11C12, B21, C22). Trata-se ainda de um problema em aberto, para 
ujasolução entretanto diversas té
ni
as numéri
as baseadas em 
ondições su�
ientes sãodisponíveis.Exemplo 3.1 [23℄ Considere a representação no espaço de estados para o sistema:
A =













−2 1 −1 0 0
−2 −1 −1 −1 −1

6 −1 5 −1 0
6 −2 5 −1 1
2 4 1 2 0













B =













−2 −1
−1 0

1 0
3 1
1 0













E =













−1 0
−3 2

4 −2
5 −2
2 −2













D =
[

0 1 −1 1 1
]A solução do Problema de Rejeição de Distúrbios (DDP) por realimentação 
ompletade estados para este sistema já foi veri�
ada em [21℄. Pode-se veri�
ar que o sistemarepresentado por estas matrizes satisfaz a 
ondição B ∩ V∗ ⊆ S∗.Suponha, agora, que não se disponha do a
esso 
ompleto a suas variáveis deestado, mas apenas a um 
onjunto de saídas medidas y(t) onde a matriz C é:

C =





0 0 1 0 0
0 1 0 −1 0
1 2 1 0 1



 .
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ando-se ao sistema as seguintes mudanças de variáveis:
x̄ = QT x,

ū = ZT
Bu

ȳ = ZT
Cy,
om as matrizes ortogonais Q, ZB e ZC dadas por:

Q =













0, 2700 −0, 3062 0, 9065 0, 1080 0
0, 2400 0, 4838 −0, 1700 −0, 6553 0, 5

−0, 5100 −0, 1776 −0, 1700 −0, 6553 −0, 5
−0, 7800 0, 1286 −0, 2455 0, 2544 0, 5

0, 0300 −0, 7900 0, 2455 −0, 2544 0, 5













,

ZB =

[

−0, 8944 −0, 4472
−0, 4472 0, 8944

]

,

ZC =





−0, 4352 0, 1030 0, 8944
0, 8704 −0, 2061 0, 4472
0, 2304 0, 9731 0



 ,as matrizes que o representam tomam a forma da equação 3.6.
Ā =













0, 8214 5, 9177 8, 1642 2, 6890 4, 6204
0, 6105 −1, 0297 3, 3197 2, 7724 −2, 5933

−0, 1983 0, 7245 −0, 4453 0, 2105 1, 3315
−0, 0439 0, 1605 2, 0476 0, 9037 1, 5303
−0, 1500 0, 5481 −0, 2927 −0, 5281 0, 7500













B̄ =













3, 6897 0, 6708
0, 2111 0, 5916

−1, 4780 0
−0, 3275 0
−1, 1180 0













Ē =













−6, 8702 3
−2, 7929 2, 6458

0 0
0 0
0 0













C̄ =





1, 1720 0, 3159 −0, 1301 −0, 9933 0, 4480
0 −0, 3895 −1, 1725 −1, 9356 0, 9216

0 0 −0, 1183 −0, 9930 −0, 4472





D̄ =
[

0 0 0 0 2
]

.Nesta representação,
V̄∗ = ker D̄ = Im [

I4

0

]

,

B̄ ∩ V̄∗ = Im 











0, 6708
0, 5916

0
0
0













⊂ Im Ē ⊂ V̄∗,
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V̄∗ = ker D̄ = Im [

I2

0

]

,em que Iq representa a matriz identidade de ordem q.Pode-se veri�
ar por inspeção que V̄∗ é (C, A)-invariante. Portanto, de a
ordo
om o teorema 3.2, o DDPKM tem solução. A partir da proposição 3.1, o 
on-junto de todas as matrizes de realimentação de saída que resolvem o DDPKM éparametrizado por:
K =

[

−0, 1145 −1, 3516 X
X X X

]em que os elementos �X � são livres para assumir qualquer valor.Exemplo 3.2 [23℄ Seja o sistema massa-mola-amorte
edor da �gura 3.5, em que
x1, x2 são deslo
amentos relativos ao ponto de equilíbrio e q(t), u(t) são forças.

k1 c1

m1 x1

q(t)
k2

m2 x2

u(t)Figura 3.5: Sistema massa-mola-amorte
edor.Tomando 
omo vetor de estados
x(t) =









x1

ẋ1

x2

ẋ2







e supondo que u(t), q(t) e z(t) = x2 sejam os vetores de variáveis de 
ontrole, dis-túrbio e saída a ser 
ontrolada, respe
tivamente, obtém-se a seguinte representação
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ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t)

z(t) = Dx(t) (3.10)em que
A =









0 1 0 0
−(k1+k2)

m1

−c1
m1

k2

m1

0

0 0 0 1
k2

m2

0 −k2

m2

0









B =









0
0
0

1/m2









E =









0
1/m1

0
0









D =
[

0 0 1 0
]

.Adotando 
omo variável de saída medida
y(t) = Cx(t), C = [ 1 0 0 1 ]deseja-se 
al
ular um 
ontrolador por realimentação de saída u(t) = Ky(t) de modoque o efeito de q(t) não seja sentido na saída 
ontrolada z(t).Pode ser veri�
ado que V∗ = S∗ = Im [

I2

0

]. Deste modo, fa
ilmente
onstata-se que B ∩ V∗ = 0 e S∗ + C = R4, ou seja, o trio (A, B, D) é inversívelà esquerda e o trio (A, E, C) é inversível à direita. Além disso, V∗ = V∗, que, porsua vez (C, A)-invariante. De fato, estes subespaços podem ser feitos (A + BKC)-invariantes através da lei de 
ontrole u(t) = −k2y(t).Em malha fe
hada:
ẋ =









0 1 0 0
−(k1+k2)

m1

−c1
m1

k2

m1

0

0 0 0 1
0 0 −k2

m2

−k2

m2









x(t).portanto, o 
ontrolador rejeita o efeito do distúrbio na saída e torna o sistema emmalha fe
hada assintoti
amente estável.
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lusãoNeste 
apítulo foram apresentadas as 
ondições de existên
ia de soluções para oProblema de Rejeição de Distúrbios por Realimentação Estáti
a de Saída (DDPKM)em sistemas lineares multivariáveis estabele
idas empregando o enfoque geométri
o.Analogamente ao Problema de Rejeição de Distúrbios (DDP), visto no 
apítuloanterior, também para o DDPKM, a veri�
ação da existên
ia de sua solução a partirdo 
ál
ulo de subespaços pode ser muito 
ompli
ada na práti
a. É importanteressaltar que, até o momento, ainda não foi desenvolvido um algoritmo para o 
ál
ulodo subespaço V que seja (A, B)- e (C, A)- invariante.Isto estimula a bus
a de 
ondições de existên
ia para a solução do DDPKMatravés de matrizes de transferên
ia. No 
apítulo a seguir serão desenvolvidas tais
ondições no enfoque freqüen
ial.



Capítulo 4Aspe
tos Estruturais e Freqüen
iaisdo DDPKM
4.1 IntroduçãoAté o momento, os pou
os resultados que se en
ontram na literatura para o Pro-blema de Rejeição de Distúrbios por Realimentação Estáti
a de Saída (DDPKM)são baseados na Teoria da Invariân
ia, 
onforme visto no 
apítulo anterior.Uma nova abordagem sobre o DDPKM será apresentada neste 
apítulo. Ini-
ialmente serão desenvolvidos os aspe
tos estruturais deste problema e, a seguir, as
ondições de existên
ia de solução para este problema serão formuladas no enfoquefreqüen
ial.4.2 Aspe
tos Estruturais do DDPKMPara o desenvolvimento dos estudos que levarão aos aspe
tos estruturais do DDPKM,
onsidere o sistema S estudado, mostrado primeiramente em (3.1) e aqui repetidopor 
onveniên
ia,

S







ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t)
y(t) = Cx(t)
z(t) = Dx(t)

(4.1)
50



CAPÍTULO 4. DDPKM - ASPECTOS ESTRUTURAIS E FREQÜENCIAIS 51para t ≥ 0 e x(t0) = x0. Vale lembrar que o objetivo aqui é en
ontrar 
ondiçõesalternativas sob as quais é possível obter uma matriz K tal que a lei de 
ontrole
u(t) = Ky(t) (4.2)rejeite os distúrbios na saída 
ontrolada z(t).Como visto no 
apítulo 2, o Problema de Rejeição de Distúrbios (DDP) terásolução para um dado sistema se e somente se for possível representar seu diagramade blo
os na forma mostrada na �gura 4.1, onde a saída z1(t) do subsistema S1 tema mesma dimensão da entrada u(t).

S1 S2

u(t) u(t)

q(t) p(t) z(t)+

Figura 4.1: Diagrama de blo
os esquemáti
o para para solução do DDP.De forma análoga, mostrar-se-á que o DDPKM terá solução se e somente sefor possível representar o seu diagrama de blo
os 
omo mostrado na �gura 4.2, onde
M é um ganho estáti
o.

S1 S2
q(t)

u(t)

y1(t)

y2(t)u(t)

y(t)

z(t)M
p(t)v(t)

+

+

Figura 4.2: Diagrama de blo
os esquemáti
o para solução do DDPKM.O primeiro passo é deduzir as equações dinâmi
as asso
iadas a um diagrama
omo o da �gura 4.2. Para tanto, seja xi(t) o estado do subsistema Si. Pode-se
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rever as seguintes equações para os subsistemas:
ẋ1(t) = A11x1(t) + A12x2(t) + B1u(t) + E1q(t) (4.3)
y1(t) = C1x1(t) (4.4)
v(t) = My1(t) = MC1x1(t) = D1x1(t) (4.5)

ẋ2(t) = A22x2(t) + B2[v(t) + u(t)]

= B2MC1x1(t) + A22x2(t) + B2u(t) (4.6)
y2(t) = C2x2(t) (4.7)
y(t) = y1(t) + y2(t) = C1x1(t) + C2x2(t) (4.8)
z(t) = z2(t) = 0x1(t) + D2x2(t) (4.9)Es
revendo na forma matri
ial obtém-se:

˙̂x(t) =

[

A11 A12

B2MC1 A22

]

x̂(t) +

[

B1

B2

]

u(t) +

[

E1

0

]

q(t)

ŷ(t) =
[

C1 C2

]

x̂(t)

ẑ(t) =
[

0 D2

]

x̂(t) (4.10)Esta forma 
an�ni
a, assim 
omo o diagrama de blo
os mostrado na �gura 4.2 estãoasso
iados às 
ondições de solução do DDPKM, 
omo se demonstrará em seguida.Equações no formato (4.10) se 
ara
terizam por blo
os nulos nas matrizes E e D, etambém pela porção inferior esquerda da matriz A ser múltipla, ao mesmo tempo,das submatrizes B2 e C1.Uma matriz de realimentação estáti
a de saída K que solu
iona o DDPKMutilizando a lei de 
ontrole u(t) = Ky(t) será
K =

[

−M 0
]

.A partir destes resultados podemos enun
iar o seguinte teorema:
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a deSaída (DDPKM) tem solução para um sistema des
rito pelas matrizes 〈A, B, C, D, E〉se e somente se existirem um número real ν, q ≤ ν ≤ n − r, uma matriz real M̂(m × r) e uma base do espaço de estados na qual as matrizes 〈Â, B̂, Ĉ, D̂, Ê〉 dosistema satisfazem
˙̂x(t) =

[

Â11 Â12

Â21 Â22

]

x̂(t) +

[

B̂1

B̂2

]

u(t) +

[

Ê1

0

]

q(t) (4.11)
ŷ(t) =

[

Ĉ1 Ĉ2

]

x̂(t) (4.12)
ẑ(t) =

[

0 D̂2

]

x̂(t) (4.13)onde Â11 é ν × ν, Â12 é ν × n − ν et
, e
Â21 = B̂2M̂Ĉ1. (4.14)

Demonstração:(⇒) A 
ondição é su�
iente:Fazendo, na nova base, u(t) = K̂y(t) onde K̂ = −M̂ temos u(t) = −M̂ [ Ĉ1 Ĉ2 ]x̂(t),donde:
˙̂x(t) =

[

Â11 − B̂2M̂Ĉ1 Â12 − B̂1M̂Ĉ2

0 Â22 − B̂2M̂Ĉ2

]

x̂(t) +

[

Ê1

0

]

q(t) (4.15)
ŷ(t) =

[

Ĉ1 Ĉ2

]

x̂(t) (4.16)
ẑ(t) =

[

0 D̂2

]

x̂(t) (4.17)onde nota-se 
laramente que o distúrbio q(t) não afeta a saída 
ontrolada z(t) poisa matriz de transferên
ia que rela
iona q(t) e z(t) é identi
amente nula.(⇐) A 
ondição é ne
essária:Seja K̂ uma solução para o DDPKM à qual se asso
ia V, um subespaço (A, B) e(C, A)-invariante tal que E ∈ V ∈ K. Sendo dimV = ν ter-se-á q ≤ ν ≤ n − r.
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ujas 
olunas formem uma base para o subespaço Ve seja W uma matriz n× n− ν tal que [V | W ] = Q seja não singular. Fazendo atransformação de similaridade x(t) = Qx̂(t) tem-se:
˙̂x(t) =

[

Â11 Â12

Â21 Â22

]

x̂(t) +

[

B̂1

B̂2

]

u(t) +

[

Ê1

Ê2

]

q(t)

ŷ(t) =
[

Ĉ1 Ĉ2

]

x̂(t)

ẑ(t) =
[

D̂1 D̂2

]

x̂(t)Como,
DQ = [D̂1 D̂2] = D[V | W ] e V ∈ Ktem-se que D̂1 = DV = 0, ou seja, a equação (4.13) é verdadeira. E também 
omo

[

Ê1

Ê2

]

= Q−1E , ou melhor, E = Q

[

Ê1

Ê2

]

= [V | W ]

[

Ê1

Ê2

]

= V Ê1 + WÊ2e E ∈ V tem-se que Ê2 = 0. Lembrando ainda que K̂ é uma solução, pode-severi�
ar que Â21 + B̂2K̂Ĉ1 = 0, logo, para M̂ = −K̂ teremos Â21 = B̂2M̂Ĉ1 ou seja(4.11) é verdadeira. 2Uma 
ontribuição deste teorema é uma visão estrutural inédita para o DDPKM,até o momento resolvido apenas 
om base na Teoria da Invariân
ia. Também estanova visão estrutural estimula a bus
a de um novo método para a resolução doDDPKM 
om base no enfoque freqüen
ial.Exemplo 4.1 Considere o exemplo 3.1 repetido a seguir:
A =













−2 1 −1 0 0
−2 −1 −1 −1 −1

6 −1 5 −1 0
6 −2 5 −1 1
2 4 1 2 0













B =













−2 −1
−1 0

1 0
3 1
1 0













E =













−1 0
−3 2

4 −2
5 −2
2 −2













C =





0 0 1 0 0
0 1 0 −1 0
1 2 1 0 1





D =
[

0 1 −1 1 1
]
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Q =













−1 0 1 1 1
−3 2 0 0 1

4 −2 0 1 0
5 −2 0 0 0
2 −2 0 0 0











obtém-se:
Â =













5, 67 −5, 33 1, 33 2, 67 −0, 67
5, 67 −6, 33 0, 33 1, 17 −3, 67

0, 33 −0, 67 −3, 33 −5, 67 −4, 33
0, 67 −1, 33 1, 33 2, 67 0, 33

−0, 33 0, 67 1, 33 2, 67 2, 33













B̂=













0, 67 0, 33
0, 17 0, 33

−0, 67 −0, 33
−1, 33 −0, 67

0, 67 0, 33













Ê=













1 0
0 1

0 0
0 0
0 0













Ĉ =





4 −2 0 1 0
−8 4 0 0 1
−1 0 1 2 3





D̂ =
[

0 0 0 −1 1
]

.Duas das possíveis matrizes K que solu
ionam o DDPKM obtida a partir da equação
Â21 + B̂2K̂Ĉ1 = 0são, por exemplo,

K̂1 =

[

0, 5 0 2
0 0 −1

] e K̂2 =

[

−0.5 −0.5 2
−2 −1 −1

]

.

4.3 Enfoque Freqüen
ialConsidere novamente o sistema emmalha aberta, des
rito na �gura 3.1, aqui repetido.
S y(t)

z(t)

q(t)

u(t)

Figura 4.3: Sistema estudado.
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ípio da superposição pode-se es
rever que:
ŷ(s) = Gy(s)û(s) + Hy(s)q̂(s) (4.18)
ẑ(s) = Gz(s)û(s) + Hz(s)q̂(s) (4.19)onde ŷ(s), ẑ(s), û(s) e q̂(s) são as transformadas de Lapla
e dos vetores que repre-sentam, respe
tivamente, a saída medida y(t), a saída 
ontrolada z(t), a entrada u(t)e a entrada de distúrbio q(t). É imediato observar que as matrizes de transferên
iade 
omando Gy(s) e Gz(s) e as matrizes de transferên
ia de distúrbio Hy(s) e Hz(s)para o sistema des
rito em (4.1) são dadas por

Gy(s) = C(sI − A)−1B (4.20)
Gz(s) = D(sI − A)−1B (4.21)
Hy(s) = C(sI − A)−1E (4.22)
Hz(s) = D(sI − A)−1E (4.23)
ujas dimensões são l × m, p × m, l × d e p × d, respe
tivamente.Suponha agora que o DDPKM tem solução, ou seja, a estrutura mostrada na�gura 4.2, repetida a seguir, é válida.

S1 S2
q(t)

u(t)

y1(t)

y2(t)u(t)

y(t)

z(t)M
p(t)v(t)

+

+

Figura 4.4: Diagrama de blo
os esquemáti
o para solução do DDPKM.A transformada de Lapla
e dos sinais y1(t) e v(t) são dados por
ŷ1(s) = C(s)û(s) + D(s)q̂(s) + L(s)x̂2(s) (4.24)
v̂(s) = Mŷ1(s) = MC(s)û(s) + MD(s)q̂(s) + ML(s)x̂2(s) (4.25)
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os da forma da equação (4.10) resulta:
C(s) = C1(sI − A11)

−1B1 (4.26)
D(s) = C1(sI − A11)

−1E1 (4.27)
L(s) = C1(sI − A11)

−1A12. (4.28)Os sinais x̂2(s), ẑ(s) e p̂(s) são dados por:
x̂2(s) = K(s)p̂(s) (4.29)
ẑ(s) = H(s)p̂(s) (4.30)
p̂(s) = v̂(s) + û(s) (4.31)onde

K(s) = (sI − A22)
−1B2 (4.32)

H(s) = D2(sI − A22)
−1B2. (4.33)Substituindo (4.29) e (4.31) em (4.25) tem-se:

v̂(s) = MC(s)û(s) + MD(s)q̂(s) + ML(s)K(s)
[

v̂(s) + û(s)
]

[

I − ML(s)K(s)
]

v̂(s) = M
[

C(s) + L(s)K(s)
]

û(s) + MD(s)q̂(s)donde
v̂(s) =

[

I − ML(s)K(s)
]−1{

M
[

C(s) + L(s)K(s)
]

û(s) + MD(s)q̂(s)
}

. (4.34)Usando as equações (4.30) e (4.31) obtém-se
ẑ(s) = H(s)p̂(s) = H(s)

[

v̂(s) + û(s)
] (4.35)e empregando a equação (4.34) 
hega-se a:
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ẑ(s) = H(s)

[

I − ML(s)K(s)
]−1

{

M
[

C(s) + L(s)K(s)
]

û(s) + MD(s)q̂(s)
}

+ H(s)û(s)

ẑ(s) = H(s)
[

I − ML(s)K(s)
]−1

{

M
[

C(s) + L(s)K(s)
]

û(s) + MD(s)q̂(s)

+
[

I − ML(s)K(s)
]

û(s)
}

ẑ(s) = H(s)
[

I − ML(s)K(s)
]−1

{

[

Im + MC(s)
]

û(s) + MD(s)q̂(s)
}

. (4.36)Re
orrendo à equação (4.19) pode-se es
rever que
Gz(s) = H(s)

[

I − ML(s)K(s)
]−1[

MC(s) + I
] (4.37)

Hz(s) = H(s)
[

I − ML(s)K(s)
]−1

MD(s). (4.38)No 
apítulo 2 foi feita uma breve abordagem sobre matrizes quadradas diago-nais próprias. Por 
onveniên
ia, a sua de�nição e duas de suas propriedades estãorepetidas a seguir.De�nição 4.1 A matriz ra
ional M(s), quadrada, será 
hamada diagonal própriaquando
lim
s→∞

M(s)for uma matriz diagonal inversível.Uma matriz diagonal própria nada mais é do que uma matriz quadrada 
ujoselementos mij(s) são estritamente próprios quando i 6= j e são próprios quando nadiagonal prin
ipal, para i = j.Há também algumas propriedades bastante simples, tais 
omo:Propriedade 4.1 Se N(s) é uma matriz quadrada estritamente própria então N(s)+

I será diagonal própria.



CAPÍTULO 4. DDPKM - ASPECTOS ESTRUTURAIS E FREQÜENCIAIS 59Propriedade 4.2 A inversa de uma matriz diagonal própria também é diagonalprópria.As equações (4.37) e (4.38) podem ser res
ritas 
omo:
Gz(s) = T (s)V (s) (4.39)
Hz(s) = T (s)W (s) (4.40)onde

T (s) = H(s)
[

I − ML(s)K(s)
]−1

(p × m) é estritamente própria, (4.41)
V (s) = Im + MC(s) (m × m) é diagonal própria e (4.42)

W (s) = MD(s) (m × d) é estritamente própria. (4.43)Estas a�rmações são fa
ilmente justi�
áveis pelas de�nições de H(s), L(s), K(s),
C(s) e D(s), vistos anteriormente e pela propriedade 4.1.Sendo V (s) diagonal própria, sua inversa também o será e pode-se es
rever, apartir de (4.39),

T (s) = Gz(s)V (s)−1 (4.44)que levado à equação (4.40) traz
Hz(s) = Gz(s)V (s)−1D(s). (4.45)Até este ponto o desenvolvimento é semelhante ao do 
aso de realimentaçãototal de estados: a existên
ia de uma solução Xz(s) estritamente própria para aequação Gz(s)Xz(s) = Hz(s) é uma 
ondição ne
essária para a existên
ia de soluçõespara o DDPKM. Em outras palavras, se o DDPKM tem solução, o DDP tambémtem. Considere a �gura 4.2 mostrada novamente na �gura 4.5.
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S1 S2

q(t)

u(t)

y1(t)

y2(t)u(t)

y(t)

z(t)M
p(t)v(t)

+

+

Figura 4.5: Diagrama de blo
os esquemáti
o para solução do DDPKM.A idéia agora é trabalhar 
om a saída mensurável y(t). Sua 
omponente ŷ1(s),vista em (4.24), é aqui repetida,
ŷ1(s) = C(s)û(s) + D(s)q̂(s) + L(s)x̂2(s) (4.46)onde C(s), D(s) e L(s) são dadas por (4.26), (4.27) e (4.28). A 
omponente ŷ2(s)está asso
iada ao sinal x̂2(s), 
omo se vê na equação (4.7). Usando (4.29) 
hega-sea:

ŷ2(s) = J(s)p̂(s) = J(s)
[

û(s) + v̂(s)
] (4.47)onde J(s) = C2K(s) é l × m. Lembrando (4.32):

J(s) = C2K(s) = C2(sI − A22)
−1B2. (4.48)Usando (4.46) e (4.47) na expressão de saída y(s) tem-se:

ŷ(s) = ŷ1(s) + ŷ2(s)

= C(s)û(s) + D(s)q̂(s) + L(s)x̂2(s) + J(s)
[

û(s) + v̂(s)
]

=
[

C(s) + J(s)
]

û(s) + D(s)q̂(s) + L(s)x̂2(s) + J(s)v̂(s). (4.49)Entrando 
om (4.29) para eliminar x2(s):
ŷ(s) =

[

C(s) + J(s) + L(s)K(s)
]

û(s) + D(s)q̂(s) +
[

J(s) + L(s)K(s)
]

v̂(s) (4.50)
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om (4.34) para eliminar v(s):
ŷ(s) =

[

C(s) + J(s) + L(s)K(s)
]

û(s) + D(s)q̂(s)

+
[

J(s) + L(s)K(s)
][

I − ML(s)K(s)
]−1

{

[

MC(s) + ML(s)K(s)
]

û(s) + MD(s)q̂(s)
}

.Agrupando os 
oe�
ientes de û(s) e q̂(s):
ŷ(s) =

{

C(s) + J(s) + L(s)K(s) +
[

J(s) + L(s)K(s)
][

I − ML(s)K(s)
]−1

[

MC(s) + ML(s)K(s)
]

}

û(s)

+
{

D(s) + [J(s) + L(s)K(s)][I − ML(s)K(s)]−1MD(s)
}

q̂(s).

ŷ(s) =
{

C(s) + [J(s) + L(s)K(s)]

{

I + [I − ML(s)K(s)]−1[MC(s) + ML(s)K(s)]
}

}

û(s)

+
{

I + [J(s) + L(s)K(s)][I − ML(s)K(s)]−1M
}

D(s)q̂(s).

ŷ(s) =
{

C(s) + [J(s) + L(s)K(s)][I − ML(s)K(s)]−1

{

I − ML(s)K(s)] + MC(s) + ML(s)K(s)
}

}

û(s)

+
{

I + [J(s) + L(s)K(s)][I − ML(s)K(s)]−1M
}

D(s)q̂(s).

ŷ(s) =
{

C(s) + [J(s) + L(s)K(s)][I − ML(s)K(s)]−1[I + MC(s)]
}

û(s)

+
{

I + [J(s) + L(s)K(s)][I − ML(s)K(s)]−1M
}

D(s)q̂(s). (4.51)Esta expressão pode ser res
rita de forma mais 
ondensada:
ŷ(s) =

[

C(s) + R(s)V (s)
]

û(s) +
[

D(s) + R(s)W (s)
]

q̂(s) (4.52)onde
R(s) =

[

J(s) + L(s)K(s)
][

I − ML(s)K(s)
]−1 (4.53)tem dimensão l × m e é estritamente própria, V (s) e W (s) são dadas por (4.42) e(4.43).
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rever:
Gy(s) = C(s) + R(s)V (s) (4.54)
Hy(s) = D(s) + R(s)W (s). (4.55)Juntando estes últimos desenvolvimentos podemos enun
iar o seguinte teo-rema:Teorema 4.2 Dado um sistema des
rito freqüen
ialmente pelas matrizes de trans-ferên
ia Gz(s), Hz(s), Gy(s) e Hy(s) 
om dimensões p × m, p × d, l × m e l × d,respe
tivamente, uma 
ondição ne
essária e su�
iente para que o DDPKM tenhasolução é que existam matrizes T (s), R(s), C(s) e D(s) estritamente próprias e
om dimensões p×m, l×m, l×m e l×d, respe
tivamente, e uma matriz 
onstante

M m × l tais que
Gz(s) = T (s)

[

Im + MC(s)
] (4.56)

Hz(s) = T (s)MD(s) (4.57)
Gy(s) = C(s) + R(s)

[

Im + MC(s)
] (4.58)

Hy(s) = D(s) + R(s)MD(s) (4.59)
Demonstração:(⇐) A 
ondição é ne
essária:A demonstração da ne
essidade está prati
amente feita, basta apli
ar a de�nição de
V (s) e W (s) dadas em (4.42) e (4.43) às equações (4.39), (4.40), (4.54) e (4.55).É de se notar que as equações (4.56) e (4.57) são as 
ondições 
onhe
idas parao DDP tradi
ional, vistas no teorema 4.2. As duas outras 
ondições, dadas em (4.58)e (4.59), não tão simples, são novas.
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ondição é su�
iente:Para demonstrar a su�
iên
ia supor-se-á que existem T (s), R(s), C(s), D(s) e M
om as dimensões a
ima tais que as equações (4.56), (4.57), (4.58) e (4.59) sãosatisfeitas.Partindo das relações bási
as
ẑ(s) = Gz(s)û(s) + Hz(s)q̂(s) (4.60)
ŷ(s) = Gy(s)û(s) + Hy(s)q̂(s) (4.61)obtém-se, após desenvolvimentos triviais:

ẑ(s) = T (s)û(s) + T (s)M
[

C(s)û(s) + D(s)q̂(s)
] (4.62)

ŷ(s) = R(s)û(s) + R(s)M
[

C(s)û(s) + D(s)q̂(s)
]

+
[

C(s)û(s) + D(s)q̂(s)
] (4.63)

Estas equações podem ser visualizadas por meio do diagrama abaixo, que éum 
aso parti
ular do diagrama bási
o do DDPKM, visto pelo última vez na �gura4.5, e isto indi
a a existên
ia de solução para o problema.
C(s) R(s)

M

D(s) T (s)

+ +
+

-

-

?

6

- -

-

- -

6

--

u(t)

q(t)

y(t)

z(t)

?

u(t)

Figura 4.6: Diagrama de blo
os esquemáti
o para solução do DDPKM.
2Este teorema é um importante resultado pois forne
e 
ondições de existên
iapara a solução do DDPKM puramente freqüen
iais, baseadas apenas em matrizesde transferên
ia.
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rito por:
A =

[

1 0
1 0

]

B =

[

1
2

]

E =

[

1
0

]

C =

[

1 0
2 1

]

D =
[

0 1
]que pode ser des
rito freqüen
ialmente pelas seguintes matrizes de transferên
ia:

Gz(s) =
2s − 1

s(s − 1)
Hz(s) =

1

s(s − 1)

Gy(s) =

[ 1
s−1
4s−1

s(s−1)

]

Hy(s) =

[ 1
s−1
2s+1

s(s−1)

]

.Para este sistema, as possíveis matrizes T (s), R(s), C(s) e D(s) estritamentepróprias que satisfazem as expressões (4.56), (4.57), (4.58) e (4.59) dadas no teo-rema 4.2 são:
T (s) =

2

s
, R(s) =

[

0
2
s

]

, C(s) =

[

1
s−1
2

s−1

]

, D(s) =

[

1
s−1
2

s−1

]e uma matriz 
onstante M

M =
[

0, 5 0
]e, portanto, o DDPKM tem solução.

Exemplo 4.3 Seja o seguinte sistema des
rito por:
A =

[

0 1
0 1

]

B =

[

1 0
0 1

]

E =

[

0 0
1 0

]

C =





1 0
0 1
2 1





D =
[

1 0
]
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rito freqüen
ialmente pelas seguintes matrizes de transferên
ia:
Gz(s) =

[

1
s

1
s(s−1)

]

Hz(s) =
[

1
s(s−1)

0
]

Gy(s) =





1
s

1
s(s−1)

0 1
s−1

2
s

s+2
s(s−1)



 Hy(s) =





1
s(s−1)

0
1

s−1
0

s+2
s(s−1)

0



Para este sistema, as possíveis matrizes T (s), R(s), C(s) e D(s) estritamentepróprias que satisfazem as expressões (4.56), (4.57), (4.58) e (4.59) dadas no teo-rema 4.2 são:
T (s) =

[

1
s

0
]

, R(s) =





1
s

0
0 0
2
s

0



 , C(s) =





0 0
0 1

s−1

0 1
s−1



 , D(s) =





0 0
1

s−1
0

1
s−1

0



e uma matriz 
onstante M

M =

[

−3 0 1
0 0 0

]e portanto o DDPKM tem solução.
Exemplo 4.4 Seja o seguinte sistema des
rito por:

A =













0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0













B =













1 0
0 0
0 0
0 1
0 0













E =













1 0
0 0
0 0
0 0
0 1













C =





1 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 1 0 1 0





D =
[

0 0 0 1 0
]que pode ser des
rito freqüen
ialmente pelas seguintes matrizes de transferên
ia:

Gz(s) =
[

0 1
s

]

Hz(s) =
[

0 1
s2

]

Gy(s) =





1
s

1
s

0 0
1
s

1
s



 Hy(s) =





1
s

1
s2

0 1
s

1
s

1
s2







CAPÍTULO 4. DDPKM - ASPECTOS ESTRUTURAIS E FREQÜENCIAIS 66Para este sistema, as possíveis matrizes T (s), R(s), C(s) e D(s) estritamentepróprias que satisfazem as expressões (4.56), (4.57), (4.58) e (4.59) dadas no teo-rema 4.2 são:
T (s) =

[

0 1
s

]

, R(s) =





0 1
s

0 0
0 1

s



 , C(s) =





1
s

0
0 0
1
s

0



 , D(s) =





1
s

0
0 1

s
1
s

0



e uma matriz 
onstante M

M =

[

0 0 0
0 1 0

]e portanto o DDPKM tem solução.
4.3.1 Outras 
ondições de existên
ia de soluções para oDDPKMEmbora importantes, as 
ondições do teorema 4.2 são de veri�
ação práti
a 
om-pli
ada pois é pre
iso garantir a existên
ia de 
in
o matrizes e veri�
ar a validadede quatro relações. No 
aso do DDP tradi
ional, as 
ondições freqüen
iais podiamser simpli�
adas e a solução dependia do estudo de uma úni
a equação envolvendoapenas as matrizes que de�nem o sistema. A
onte
eria algo semelhante neste 
aso?Usando as relações (4.42) e (4.43), as relações (4.56), (4.57), (4.58) e (4.59)podem ser res
ritas 
omo:

Gz(s) = T (s)V (s) (4.64)
Hz(s) = T (s)W (s) (4.65)
Gy(s) = C(s) + R(s)V (s) (4.66)
Hy(s) = D(s) + R(s)W (s) (4.67)onde V (s) é m×m e diagonal própria e W (s) é m×d e estritamente própria. Como
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V (s)−1 existe e é também diagonal própria, tem-se

T (s) = Gz(s)V (s)−1 (4.68)
R(s) =

[

Gy(s) − C(s)
]

V (s)−1. (4.69)Substituindo estas duas equações nas expressões para Gy(s) e Hy(s) dadas nasequações (4.66) e (4.67) tem-se
Hz(s) = Gz(s)V (s)−1W (s) (4.70)

Hy(s) − D(s) =
[

Gy(s) − C(s)
]

V (s)−1W (s). (4.71)Já é possível enun
iar o seguinte teorema:Teorema 4.3 Dado um sistema des
rito freqüen
ialmente pelas matrizes de trans-ferên
ia Gz(s), Hz(s), Gy(s) e Hy(s) 
om dimensões p × m, p × d, l × m e l × d,respe
tivamente, uma 
ondição ne
essária e su�
iente para que o DDPKM tenhasolução é que existam matrizes estritamente próprias X(s) (m× d), C(s) (l ×m) e
D(s) (l × d) e uma matriz real M (m × l) tais que

Hz(s) = Gz(s)X(s) (4.72)
Hy(s) − D(s) =

[

Gy(s) − C(s)
]

X(s) (4.73)
X(s) = M

[

D(s) − C(s)X(s)
]

. (4.74)Demonstração:(⇐) A 
ondição é ne
essária:Para a ne
essidade basta 
ontinuar o desenvolvimento anterior, veri�
ando que
V (s)−1W (s) = X(s) é estritamente própria e m × d. Com isto as equações (4.70) e(4.71) se transformam em (4.72) e (4.73).Com esta mesma de�nição de X(s) é possível

V (s)X(s) = W (s). (4.75)
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om (4.42) e (4.43) 
hega-se a
[

Im + MC(s)
]

X(s) = MD(s) (4.76)que leva, trivialmente, à expressão (4.74).(⇒) A 
ondição é su�
iente:Para a su�
iên
ia, 
onsidere que MC(s) = C̄(s) é estritamente própria e m×m. Amatriz
∆(s) = Im + MC(s) (4.77)será diagonal própria e, 
onseqüentemente, inversível. A equação (4.72) pode serres
rita 
omo:

Hz(s) = Gz(s)∆(s)−1∆(s)X(s) (4.78)É fá
il ver que Gz(s)∆(s)−1 é estritamente própria e p × m. Chamando
Gz(s)∆(s)−1 = T (s) temos

Gz(s) = T (s)∆(s) = T (s)
[

Im + MC(s)
] (4.79)que é a 
ondição (4.56) do teorema 4.2.A equação (4.78) �
a, 
om o uso do T (s):

Hz(s) = T (s)∆(s)X(s)

= T (s)
[

I + MC(s)
]

X(s). (4.80)Usando (4.74), isto se tranforma em
Hz(s) = T (s)MD(s) (4.81)que é a 
ondição (4.57) do teorema 4.2.A equação (4.73) pode ser res
rita 
omo

Hy(s) − D(s) =
[

Gy(s) − C(s)
]

∆(s)−1∆(s)X(s) (4.82)
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il ver que [

Gy(s) − C(s)
]

∆(s)−1 = R(s) é estritamente própria e l × m, o queleva a
Gy(s) − C(s) = R(s)∆(s) = R(s)

[

I + MC(s)
] (4.83)que é a 
ondição (4.58) do teorema 4.2.Com o uso de R(s), a equação (4.82) �
a

Hy(s) − D(s) = R(s)∆(s)X(s) = R(s)
[

I + MC(s)
]

X(s) (4.84)Usando (4.74) esta última expressão re
ai na 
ondição (4.59) do teorema 4.2.
2As 
ondições deste teorema envolvem quatro matrizes que devem satisfazertrês restrições. Comparado ao teorema 4.2, que envolve 
in
o matrizes que devemsatisfazer quatro restrições, pode-se dizer que houve um progresso.Além deste aspe
to quantitativo, estas novas 
ondições são mais 
�modas queas anteriores. A primeira delas, a equação (4.72), é a equação tradi
ional do DDP. Asegunda, a equação (4.73), é uma equação do mesmo tipo, rela
ionando as matrizes

H̄(s) = Hy(s)−D(s) e Ḡ(s) = Gy(s)−C(s). A ter
eira 
ondição, a equação (4.74), énovidade e envolve matrizes ra
ionais estritamente próprias e uma matriz numéri
a.Exemplo 4.5 Considere o sistema do exemplo 4.2 aqui repetido:
A =

[

1 0
1 0

]

B =

[

1
2

]

E =

[

1
0

]

C =

[

1 0
2 1

]

D =
[

0 1
]
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Gz(s) =

2s − 1

s(s − 1)
Hz(s) =

1

s(s − 1)

Gy(s) =

[ 1
s−1
4s−1

s(s−1)

]

Hy(s) =

[ 1
s−1
2s+1

s(s−1)

]Para este sistema, as possíveis matrizes C(s), D(s) que satisfazem as ex-pressões (4.72), (4.73) e (4.74) do teorema 4.3 são
C(s) =

[

1
s−1
2

s−1

]

D(s) =

[

1
s−1
2

s−1

]onde uma solução X(s) é
X(s) =

1

2s − 1
.Exemplo 4.6 Seja o exemplo 4.3 aqui repetido:

A =

[

0 1
0 1

]

B =

[

1 0
0 1

]

E =

[

0 0
1 0

]

C =





1 0
0 1
2 1





D =
[

1 0
]onde

Gz(s) =
[

1
s

1
s(s−1)

]

Hz(s) =
[

1
s(s−1)

0
]

Gy(s) =





1
s

1
s(s−1)

0 1
s−1

2
s

s+2
s(s−1)



 Hy(s) =





1
s(s−1)

0
1

s−1
0

s+2
s(s−1)

0



Para este sistema, as possíveis matrizes C(s), D(s) que satisfazem as ex-pressões (4.72), (4.73) e (4.74) do teorema 4.3 são
C(s) =





0 0
0 1

s−1

0 1
s−1



 D(s) =





0 0
1

s−1
0

1
s−1

0



e uma solução X(s) é
X(s) =

[

1
s−1

0

0 0

]

.
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A =













0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0













B =













1 0
0 0
0 0
0 1
0 0













E =













1 0
0 0
0 0
0 0
0 1













C =





1 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 1 0 1 0





D =
[

0 0 0 1 0
]onde

Gz(s) =
[

0 1
s

]

Hz(s) =
[

0 1
s2

]

Gy(s) =





1
s

1
s

0 0
1
s

1
s



 Hy(s) =





1
s

1
s2

0 1
s

1
s

1
s2



Para este sistema, as possíveis matrizes C(s), D(s) que satisfazem as ex-pressões (4.72), (4.73) e (4.74) do teorema 4.3 são
C(s) =





1
s

0
0 0
1
s

0



 D(s) =





1
s

0
0 1

s
1
s

0



e uma solução X(s) é
X(s) =

[

0 0
0 1

s

]

.

Pode-se pensar em simpli�
ar ainda mais as 
ondições do teorema 4.3, re-duzindo seu número:Corolário 4.1 Dado um sistema des
rito freqüen
ialmente pelas matrizes de trans-ferên
ia Gz(s), Hz(s), Gy(s) e Hy(s) 
om dimensões p × m, p × d, l × m e l × d,respe
tivamente, uma 
ondição ne
essária para que o DDPKM tenha solução é que



CAPÍTULO 4. DDPKM - ASPECTOS ESTRUTURAIS E FREQÜENCIAIS 72existam matrizes estritamente próprias X(s) (m × d), C(s) (l × m) e D(s) (l × d)tais que
Hz(s) = Gz(s)X(s) (4.85)

Hy(s) − D(s) =
[

Gy(s) − C(s)
]

X(s). (4.86)
A demonstração é óbvia, uma o
orrên
ia imediata do teorema 4.3. Tem-seagora apenas três matrizes e duas relações a serem solu
ionadas, o que simpli�
abastante as 
ondições de existên
ia de soluções para o DDPKM. Além disso, asrelações (4.85) e (4.86) são ambas do tipo G(s)X(s) = H(s), 
ujo estudo é muito
onhe
ido.Porém o preço a se pagar por estas simpli�
ações é o fato de que estas 
ondiçõessão apenas ne
essárias. Seriam elas também su�
ientes? Este ponto do trabalhorequer uma pesquisa maior e, talvez, estas 
ondições sejam também su�
ientes paradeterminadas 
lasses de sistemas.4.4 Con
lusãoForam apresentados, neste 
apítulo, novos 
on
eitos para o DDPKM. Primeira-mente, mostrou-se a visão estrutural deste problema e sob que aspe
tos este temsolução. A seguir, 
ara
terizou-se as 
ondições de existên
ia de soluções deste pro-blema a partir do enfoque freqüen
ial, sendo apresentadas algumas 
ondições ne
es-sárias e su�
ientes. Nota-se que, 
omparativamente ao DDP, o DDPKM apresentamais 
ondições a satisfazer para que este tenha solução, o que já era de se esperaruma vez que está sendo feita uma realimentação estáti
a de saída.



Capítulo 5Con
lusões e Trabalhos Futuros
O Problema de Rejeição de Distúrbios (DDP) ainda é, nos dias de hoje, objeto degrande investigação devido ao fato da solução teóri
a deste problema 
onstituir umex
elente exemplo da apli
ação de alguns dos 
on
eitos fundamentais da 
hamadaabordagem geométri
a para o 
ontrole de sistemas lineares. É por este motivo que,há mais de três dé
adas, este problema vem sendo exaustivamente estudado sob aóti
a da Teoria da Invariân
ia.Entretanto, o 
ál
ulo de subespaços invariantes, para muitos sistemas, podeser bastante trabalhoso. Este talvez tenha sido um forte estímulo para a bus
a desoluções para o DDP baseadas no enfoque freqüen
ial. Em outras palavras, ao invésde se 
al
ular subespaços invariantes, bus
aram-se resultados que possibilitem dizerse o DDP terá solução ou não, manipulando-se apenas as matrizes de transferên
iade 
ontrole e distúrbio do sistema. Desta maneira, alguns importantes resultadostanto para o Problema de Rejeição de Distúrbios (DDP) 
omo para o Problema deRejeição de Distúrbios 
om Estabilidade (DDPS) já foram obtidos empregando-serelações entre as matrizes de transferên
ia.Estes resultados foram revistos no 
apítulo 2 deste trabalho. Lá pode ser visto

73
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o a solução do DDP para um sistema
S

{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(t0) = x0

z(t) = Dx(t) , t ≥ 0
(5.1)está 
ondi
ionada a algumas propriedades de um subespaço denominado V∗. Este éo maior subespaço (A, B)-invariante 
ontido no espaço nulo a direita de D, denotadopor K. Para o DDP ter solução, é ne
essário que E ⊂ V∗. Analogamente ao DDP,o DDPS tem a sua solução rela
ionado a V∗

g , o maior subespaço (A, B)-invariante
ontido em K tal que o sistema realimentado é estável, e 
omo para o DDP, o DDPSterá solução se E , a imagem da matriz E, estiver 
ontido em V∗
g .Já sob o enfoque freqüen
ial, a solução do DDP está asso
iada à existên
ia desoluções para a equação

Gz(s)Xz(s) = Hz(s), (5.2)onde Gz(s) e Hz(s) são matrizes ra
ionais próprias, 
om dimensões p × m e p × qrespe
tivamente, e dadas por
Gz(s) = D(sI − A)−1B (5.3)
Hz(s) = D(sI − A)−1E (5.4)enquanto Xz(s) é a solução da equação matri
ial 
om dimensão m× q. Como visto,a solução do DDP não mais está rela
ionada à existên
ia de um subespaço invari-ante e sim à existên
ia de uma matriz ra
ional estritamente própria Xz(s) tal quea expressão (5.2) seja verdadeira. Analogamente ao DDP, o DDPS tem solução seexistir uma Xz(s) estritamente própria e estável. Além de abordar o DDP sob o en-foque geométri
o e freqüen
ial, no 
apítulo 2 também foi mostrada a visão estruturaldeste problema. O DDP tem solução se for possível representar o diagrama de blo-
os do sistema na forma da �gura 5.1 onde, es
revendo na forma matri
ial obtém-se:
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S1 S2

u(t) u(t)

q(t) p(t) z(t)+

Figura 5.1: Diagrama de blo
os esquemáti
o para para solução do DDP.
ẋ(t) =

[

A11 A12

B2D1 A22

]

x(t) +

[

B1

B2

]

u(t) +

[

E1

0

]

q(t)

ẑ(t) =
[

0 D2

]

x(t). (5.5)Já no 
apítulo 3 foi apresentado o Problema de Rejeição de Distúrbios porRealimentação Estáti
a de Saída (DDPKM), prin
ipal objeto de estudo deste tra-balho, e a sua solução baseada no enfoque geométri
o. A formulação deste problematambém é bastante simples. Seja o sistema
S







ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(t0) = x0

y(t) = Cx(t)
z(t) = Dx(t) , t ≥ 0

(5.6)em que x(t) ∈ ℜn é o vetor de variáveis de estado, u(t) ∈ ℜm é o vetor de entradasde 
ontrole, q(t) ∈ ℜd é o vetor de entradas de distúrbios, y(t) ∈ ℜl é o vetor desaídas medidas e z(t) ∈ ℜp é o vetor de saídas a serem 
ontroladas. O objetivo éen
ontrar, se possível, uma lei de 
ontrole por realimentação estáti
a de saída,
u(t) = Ky(t), (5.7)tal que a matriz de transferên
ia que rela
iona a entrada de distúrbio q(t) e a saída
ontrolada z(t) seja nula.Apesar de sua formulação também ser bastante simples, a solução do DDPKM,baseada na Teoria da Invariân
ia, é um pou
o mais trabalhosa quando 
omparadaao DDP. Isto se deve ao fato da solução está rela
ionada 
om a existên
ia de um sub-espaço V que seja (A, B)- e (C, A)- invariante e tal que E ⊂ V ⊂ K, onde E denota a



CAPÍTULO 5. CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 76imagem da matrizE e K o espaço nulo a direita de D . Equivalentemente, o DDPKMtem solução se e somente se existe um subespaço V e uma matriz K ∈ ℜm×l tais que
E ⊂ V ⊂ K e (A + BKC)V ⊂ V. Nota-se que, 
omparado ao DDP, sob o enfoquegeométri
o, há mais algumas restrições para as 
ondições de solução do DDPKM.Além disso, outro fator que di�
ulta a veri�
ação destas 
ondições é que não existenenhum algoritmo na literatura para o 
ál
ulo deste subespaço V.Estimulados por este fato, no 
apítulo 4 bus
ou-se 
ara
terizar as 
ondiçõesde existên
ia de soluções para o DDPKM sob o enfoque freqüen
ial. Ini
ialmente,foi mostrada uma nova visão estrutural do problema, a partir da qual podem-sedesenvolver 
ondições ne
essárias e su�
ientes para a solução do problema. De formaanáloga ao DDP, o DDPKM tem solução se for possível representar o diagrama deblo
os do sistema na forma mostrada na �gura 5.2, onde M é um ganho estáti
o.

S1 S2
q(t)

u(t)

y1(t)

y2(t)u(t)

y(t)

z(t)M
p(t)v(t)

+

+

Figura 5.2: Diagrama de blo
os esquemáti
o para solução do DDPKM.Es
revendo na forma matri
ial, este diagrama de blo
os torna-se:
˙̂x(t) =

[

A11 A12

B2MC1 A22

]

x̂(t) +

[

B1

B2

]

u(t) +

[

E1

0

]

q(t)

ŷ(t) =
[

C1 C2

]

x̂(t)

ẑ(t) =
[

0 D2

]

x̂(t). (5.8)Esta forma 
an�ni
a, assim 
omo o diagrama de blo
os mostrado na �gura 5.2 estãoasso
iados às 
ondições de solução do DDPKM.



CAPÍTULO 5. CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 77Ou seja, a visão estrutural para o DDPKM é um grande avanço nos estudosdeste problema: ao invés de se ter de 
al
ular um determinado subespaço, 
ujaveri�
ação de existên
ia é muito 
ompli
ada na práti
a, é ne
essário obter apenasuma transformação de similaridade que 
oloque o sistema na forma dada em (5.8),
om a qual é possível a�rmar se o DDPKM para o sistema 
onsiderado terá ou nãosolução.Neste mesmo 
apítulo 4, também foram desenvolvidas algumas 
ondições ne-
essárias e su�
ientes para a solução do DDPKM sob o enfoque freqüen
ial. Umimportante resultado obtido foi que para um sistema des
rito por Gz(s), Hz(s),
Gy(s) e Hy(s) 
om dimensões p × m, p × d, l × m e l × d, respe
tivamente, uma
ondição ne
essária e su�
iente para que o DDPKM tenha solução é que existammatrizes T (s), R(s), C(s) e D(s) estritamente próprias e 
om dimensões p × m,
l × m, l × m e l × d, respe
tivamente, e uma matriz 
onstante M (m × l) tais que

Gz(s) = T (s)
[

Im + MC(s)
] (5.9)

Hz(s) = T (s)MD(s) (5.10)
Gy(s) = C(s) + R(s)

[

Im + MC(s)
] (5.11)

Hy(s) = D(s) + R(s)MD(s). (5.12)A partir deste resultado, desenvolveu-se uma outra 
ondição ne
essária e su-�
iente: para um sistema des
rito freqüen
ialmente pelas matrizes de transferên
ia
Gz(s), Hz(s), Gy(s) e Hy(s) 
om dimensões p × m, p × d, l × m e l × d, respe
ti-vamente, uma 
ondição ne
essária e su�
iente para que o DDPKM tenha soluçãoé que existam matrizes estritamente próprias X(s) (m × p), C(s) (l × m) e D(s)(l × d) e uma matriz real M (m × l) tais que
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Hz(s) = Gz(s)X(s) (5.13)

Hy(s) − D(s) =
[

Gy(s) − C(s)
]

X(s) (5.14)
X(s) = M

[

D(s) − C(s)X(s)
]

. (5.15)A 
onseqüên
ia deste teorema é que, para um sistema des
rito freqüen
ial-mente pelas matrizes de transferên
ia Gz(s), Hz(s), Gy(s) e Hy(s) 
om dimensões
p × m, p × d, l × m e l × d, respe
tivamente, uma 
ondição ne
essária para que oDDPKM tenha solução é que existam matrizes estritamente próprias X(s) (m× p),
C(s) (l × m) e D(s) (l × d) tais que

Hz(s) = Gz(s)X(s) (5.16)
Hy(s) − D(s) =

[

Gy(s) − C(s)
]

X(s). (5.17)Com isto, este trabalho apresentou novas 
ontribuições ao estudo do DDPKM.É 
laro que, apesar dos resultados aqui en
ontrados, muitos trabalhos podem aindaser desenvolvidos para os problemas de rejeição de distúrbios em geral. Entre ostrabalhos que podem ser desenvolvidos, desta
am-se:1. A solução do DDP, quando ela existe, não é úni
a, ex
eto para o 
aso parti
ularem que p ≥ m, onde o problema não tem solução ou tem uma úni
a soluçãoque pode ser fa
ilmente en
ontrada [55℄. Um problema interessante seria aparametrização destas soluções, o que, no 
aso geral, é de difí
il solução. Umaalternativa, 
omo já feito por alguns autores, é resolvê-lo para algumas 
lassesde sistemas.2. Para o DDPKM, pode-se ainda pensar em aperfeiçoar as 
ondições ne
essáriase su�
ientes para a solução deste problema aqui obtidas no enfoque freqüen
ial,bus
ando 
ondições mais simples que aquelas obtidas neste trabalho. Umaopção que pode ser adotada seria bus
ar tais 
ondições para algumas 
lasses



CAPÍTULO 5. CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 79de sistemas. Outra pesquisa que pode ser realizada é en
ontrar as 
ondiçãode existên
ia de soluções para o DDPKM 
om estabilidade, problema este queaté o momento não foi abordado na literatura.3. Finalmente, pode-se estudar os demais problemas de rejeição de distúrbios,desenvolvendo-se a sua visão estrutural e as suas 
ondições de existên
ia desoluções sob o enfoque freqüen
ial.
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