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O Problema de Rejeigdo de Disttarbios (DDP) vem sendo exaustivamente in-
vestigado durante as tultimas quatro décadas. A solucao tedrica deste problema
é um excelente exemplo ilustrativo da aplicagao de alguns conceitos fundamentais
do chamado enfoque geométrico para sistemas de controle lineares, tais como os
subespagos (A,B)-invariantes. As condicoes de existéncia de solugdes para este pro-
blema foram primeiramente estabelecidas em termos da existéncia de um subespaco
invariante e, mais tarde, foram dadas em funcao de matrizes de transferéncia.

O problema consiste em encontrar um compensador estatico tal que a funcao de
transferéncia do sistema em malha fechada que relaciona a entrada de distirbio com
a saida controlada seja nula para todas as freqiiéncias. Em muitas situagoes préticas,
a realimentacao completa de estados nao é possivel, o que induz a formulacao do
Problema de Rejei¢do de Distiirbios por Realimentacao de Saida (DDPM) ou ao
Problema de Rejei¢ao de Disturbios por Realimentacao Estatica de Saida (DDPKM).

Em particular, pouca atencao foi dada até o momento para o DDPKM. Suas
condicoes de solubilidade ja foram estabelecidas no enfoque geométrico em termos da
existéncia de um subespago que possui algumas propriedades especiais. Entretanto,
a existéncia deste subespaco, no caso geral, é muito dificil de ser verificada e, na
literatura, nao existe nenhum método numérico para calcular este subespaco.

O objetivo deste trabalho é investigar as condi¢oes necessarias e suficientes de

solucoes para o DDPKM baseadas em matrizes de transferéncia.
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The Disturbance Decoupling Problem (DDP) has been extensively investigated
during the last four decades. The theoretical solution of this problem is an excellent
illustrative example of application of some fundamental concepts of the so-called
geometric approach for linear control systems, such as (A,B)-invariant subspaces.
Its solvability conditions were firstly established in terms of the existence of an
invariant subspace and, after that, given in terms of transfer matrices.

The problem is to find either a static or dynamic compensator such that the
resulting closed-loop transfer matrix function from the disturbance to the controlled
output is equal to zero for all frequencies. In many practical situations, full state in-
formation is not available, which induces the formulation of the Disturbance Decou-
pling Problem by Measurement Feedback (DDPM) or the Disturbance Decoupling
Problem by Static Measurement Feedback (DDPKM).

In particular, little attention has been given to the DDPKM. Its solvability
conditions were already established in terms of the existence of a subspace with
some special properties. However, in the general case, it is very difficult to determine
whether such a subspace exist or not. A numerical method to calculate this subspace
is not known in the literature.

The goal of this work is to investigate the necessary and sufficient solvability

conditions for the DDPKM based on transfer matrices.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Problemas de Rejeicao de Distirbios

O Problema de Rejeicao de Distiirbios vem sendo exaustivamente estudado nas
ultimas trés décadas, sendo pesquisado para diversos tipos de sistemas, como os
lineares, nao-lineares e discretos. A solucao tedrica deste problema constitui um
excelente exemplo ilustrativo da aplicacao dos conceitos fundamentais da abor-
dagem geométrica para o controle de sistemas lineares, como dos subespacos (A, B)-
invariantes. Por isso, muitos o consideram como o ponto de partida para o desen-

volvimento da andlise geométrica para a teoria de sistemas.

Aplicando os conceitos de invariancia, a solucao teorica do Problema de Re-
jeicao de Disturbios por realimentagao completa de estados (DDP, do inglés Distur-
bance Decoupling Problem) foi resolvido por BASILE E MARRO (1968) [3] ¢ WON-
HAM E MORSE (1970) [58]. O problema consiste em se obter uma lei de controle
u(t) = Fx(t) tal que a matriz de transferéncia em malha fechada que relaciona
o distirbio a saida controlada seja zero para todas as freqiiéncias ou, em outras
palavras, a saida controlada nao sofrerd qualquer efeito do disturbio aplicado. Para

um sistema representado por

+() = Da(t) L iv0 (1.1)
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onde x € R" é o vetor de variaveis de estado, u € R™ é o vetor de entradas de
controle, ¢ € N¢ ¢ o vetor de entradas de disttrbios e z € R? é o vetor das saidas
a serem controladas. A solucao do DDP, sob o enfoque geométrico, é geralmente
baseada no céalculo de V*, o subespago maximal tnico (A, B)-invariante contido no

espaco nulo a direita de D.

J& o Problema de Rejeicao de Distiirbio com Realimentacao Estatica e Esta-
bilidade (DDPS, do inglés Disturbance Decoupling Problem with Stability) foi solu-
cionado por WONHAM E MORSE (1970) [58]. O objetivo do DDPS é encontrar uma
lei de controle u(t) = Fz(t) que elimina o efeito de todos os possiveis distirbios ¢(t)
na saida z(¢) e também estabiliza assintoticamente o sistema em malha fechada.
A solugao do DDPS ¢ dependente do célculo de V;, o subespago maximal tnico
(A, B)-invariante contido no espaco nulo a direita de D e que estabiliza o sistema

realimentado.

Se, além da estabilidade, uma alocacao arbitraria de poélos é desejada, o Pro-
blema de Rejei¢ao de Distibios com Alocacao de Polos (DDPPP, do inglés Distur-

bance Decoupling Problem with Pole Placement) pode ser definido.

De maneira resumida, pode-se colocar esses trés problemas da seguinte forma.
Para o sistema representado em (1.1), seja K = ker(D) e £ = Im(F) o subespaco
nulo a direita de D e a imagem de FE, respectivamente. As condigOes necessérias e
suficientes para solucao do DDP, DDPS e DDPPP sao dadas por:
DDP: EeVyr

DDPS: £ €V e (A, B) é estabilizavel
DDPPP: £ € R* e (A, B) é controlavel

onde V*, V¥ e R* sdo o subespaco maximal tnico (A, B)-invariante, o subespago
maximal tinico (A, B)-invariante estabilizante e o subespago maximal tinico de con-

trolabilidade, respectivamente, contidos em /C, o espaco nulo a direita de D.
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LINNERMAN (1987) [35] apresentou um método eficiente e seguro para calcular
R*, o subespaco maximal tinico controlavel contido no subespaco nulo a direita de D,
assim como uma expressao para o conjunto de todos os controladores relacionados.
Se esta condigao nao for satisfeita, o célculo de V; e o conjunto relacionado de

matrizes de realimentacao é obrigatorio.

A solucao do DDP, quando existente, nao é inica. Um problema interessante
é o de parametrizar o conjunto de todos os controladores que solucionam o DDP.
Alguns trabalhos encontrados na literatura conseguiram, no entanto, resolvé-lo para
alguns tipos de sistema. Como exemplo, pode-se citar DOREA E MILANI (1997)
[21], onde foram obtidas a solu¢ao completa e a parametrizagao de todos os contro-
ladores que resolvem o DDP para uma classe particular de sistemas, onde se incluem
os sistemas inversiveis a esquerda. Em PARASKEVOPOULOS, KOUMBOLIS E TZIER-
AKIS (1992) [44] foi apresentado um método para rejei¢ao de disturbios em sistemas
inversiveis a esquerda via realimentacao estitica proporcional, onde condicoes ne-
cessarias e suficientes sao estabelecidas na forma de um critério algébrico simples e
as expressoes analiticas gerais de todas as solugoes para as matrizes de controle sao

derivadas, sendo as solugoes parametrizadas por uma tnica matriz arbitraria.

1.2 Uma Equacao Importante

As condigoes de solucao de muitos problemas em sistemas lineares multivariaveis
estda associada com a existéncia de solugoes para a equacao matricial G(s)X(s) =
H(s), onde G(s) e H(s) sao matrizes racionais proprias conhecidas, enquanto X (s),

racional propria, é a incognita.

Como exemplo, o DDP pode ser estudado a partir das matrizes de transferéncia,

que relacionam a entrada de controle e a entrada de distirbios com a saida do
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sistema, G, (s) (p x m) e H,(s) (p X q), respectivamente, dadas por

G.(s) = D(sI — A)"'B (1.2)

H.(s) = D(sI — A)~'E. (1.3)

Como se verd adiante, a solu¢cao do DDP nao mais estd relacionado com a exis-
téncia de um subespaco invariante e sim com a existéncia de uma matriz racional

estritamente propria X (s) (m x ¢) tal que a expressao
G.(s)X(s) = H.(s) (1.4)

seja verdadeira.

A equacao G(s)X(s) = H(s) ja foi largamente estudada. MORSE (1974) [42]
estudou esta equacao e a sua relacdo com o Problema de Adaptacao de Modelos,
sendo este problema formulado pela primeira vez por Wolovich no inicio da década
de 70. WANG E DAVISON (1973) [53]| consideraram o problema de encontrar uma
solugdo X (s) propria e de ordem minima e indicaram como um determinado proce-
dimento poderia ser usado para encontrar inversas de ordem minima para um dado
sistema. FORNEY (1975) [24] e DEL NERO GOMES E NORONHA (1990) [18] asse-
guraram, respectivamente, a existéncia de solucoes proprias e estritamente proprias
para a equacao (1.4) através das bases minimas. WOLOVICH (1974) [55] mostrou a
conexao da equagao (1.4) com o Problema de Adaptagao Exata de Modelos e como
encontrar uma solugao para esta equagao, quando ela existe, para o caso particular
em que p > m (o problema ndo tem solugdo ou tem uma unica solugdo que pode
ser facilmente encontrada). Além disso, WOLOVICH E FALB (1976) [56] apresentam
uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de solucao propria no caso em
que p < m e p > g, utilizando o interactor ' de uma matriz racional propria G(s).

HauTus (1980) [27] mostrou que a solu¢do do Problema de Rejeigdo de Distur-

'O interactor sera detalhado no capitulo 2.
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bios também esta relacionada com a solugao da equagao (1.4). VARDULAKIS (1984)
[49] expressou esta equac¢do como uma equagio diofantina G1X; + G Xy = H e
comparou sua solu¢do com a de WOLOVICH (1974) [55]. Em BHATTACHARYYA,
DEL NERO GOMES E HOWZE (1983) [5], a equagdo aparece novamente e, apos
uma parametrizacao de suas solucgoes, alguns aspectos importantes sobre a robustez
do DDP puderam ser atacados. Em MITA (1976) [41] foram mostradas condigoes
necessarias e suficientes para o DDP para sistemas com entradas, saidas e distir-
bios escalares baseadas no enfoque freqiiencial, sendo este resultado estendido por

BHATTACHARYYA (1980) [6] para o caso em que apenas a saida ¢ escalar.

O problema da estabilidade das solugoes X(s) para a equagao (1.4) ja foi
tratado na literatura por VARDULAKIS E KARCANIAS (1985) [51] que investigaram
o problema de solugoes proprias e estaveis através de uma fatoragao. Outro a tratar
do assunto foi PERNEBO (1981) [45] que, além de mostrar as condigbes para a
existéncia de solugoes proprias e estaveis, forneceu uma forma de encontrar tais
solugoes e uma parametrizagao delas. Em Pernebo e em Vardulakis e Karcanias, as
solucgoes foram encontradas através da utilizacao das chamadas Structure Matrices.
O resultado de Pernebo possui um inconveniente mapeamento entre determinadas
regioes do plano complexo. Os resultados de Vardulakis e Karcanias necessitam da
forma de Smith-McMillan no infinito que, para ser calculada, é bastante trabalhosa.
Ja em BANDEIRA (1992) [1] foi proposto um método simples para verificagao da
natureza das solu¢oes X (s) para p < m, ou seja, se para um determinado sistema
é possivel encontrar uma solugao X(s) para a equacao (1.4) propria, impropria ou
estritamente propria, assim como solucoes estaveis ou nao. Além disso, também em
[1], outro objetivo foi a obtenc¢ao de uma lei de controle u(t) = Fx(t) que soluciona

o DDP a partir da solugao X (s).
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1.3 Rejeicao de Distiirbios e Desacoplamento

Quando existente, a solucao do DDP consome somente parte da “capacidade de
controle” da matriz de realimentacao de estados, permitindo o uso da capacidade
remanescente para alcancar objetivos de controle complementares. E é isto que
normalmente acontece em muitas situacoes praticas. A rejeicao de disturbios nao
¢ o unico objetivo de controle. Freqiientemente, se adicionam outros objetivos ao

sistema de controle, tais como desacoplamento ou alocacao de poélos.

Neste contexto, o Problema de Rejeicao de Distiirbios e o Problema de De-
sacoplamento tém um grande interesse na teoria de controle e ainda continuam sendo
bastante pesquisados. Para cada problema em separado foi mostrado (veja WON-
HAM E MORSE (1970) [58], GRIZZLE E ISIDORI (1989) [25], KOUSSIOURIS (1980)
[32] e ICART, LAFAY E MALABRE (1990) [28] para o Problema de Desacoplamento
e MALABRE, MATINEZ-GARCIA E DEL-MURO-CUELAR (1997) [39] para o DDP)
que existem polos fixos que aparecem em um sistema em malha fechada apos apli-
cacao de uma realimentacao de estados completa para solucao do problema. Este
problema é denominado de Problema de Modos Fixos e foi completamente carac-
terizado em termos geométricos por MALABRE E MARTINEZ-GARCIA (1995) (38|,
enquanto uma caracterizacao polinomial foi obtida por KOUSSIOURIS E TZIERAKIS
(1995) [34]. Uma vez que os polos nao-fixos em malha fechada podem ser explo-
rados de forma a se obter desempenhos complementares do sistema realimentado, o
Problema de Poélos Fixos dentro do Problema de Rejeicao de Distiirbios caracteriza
os graus de liberdade disponiveis quando a alocagao dos polos é considerada. Em
LOPEZLENA ESTRADA E MARTINEZ-GARCIA (1999) [36] é dada uma caracteriza-
cao algébrica da familia de realimentacao estatica de estados que rejeita o distiirbio
em sistemas lineares invariantes no tempo e que causam o conjunto minimo de polos

fixos em malha fechada (supondo que o sistema é controlavel), enquanto assegura
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também o maximo de graus livres em termo de alocagao de polos.

Alguns trabalhos consideram o Problema de Rejeicao de Distiurbios junta-
mente com o Problema de Desacoplamento por Realimentacao Completa de Estados.
CHANG E RHODES (1975) [10] apresentaram as condigoes necessérias e suficientes
de solucao deste problema, mostrando ser equivalente & solucao de cada problema
separadamente. A caracterizacao algébrica e estrutural para a solugao de polos fixos
para este problema simultaneo foi dada por KOUSSIOURIS E TZIERAKIS (1986) [33]
utilizando uma aproximacao no dominio da freqiiéncia no caso onde as saidas sao
escalares-particionadas (scalar-patitioned). Em CAMART, MALABRE E MARTINEZ-
GARCIA (2001) [9] ha uma caracterizacao alternativa para este problema, baseada
no enfoque geométrico, assim como um outro procedimento para o posicionamento

dos polos livres remanescentes.

1.4 Rejeicao de Distirbios Usando a Saida

Quando o vetor de estados nao estd disponivel para medicao, deve-se estudar o
Problema de Rejeicao de Distiirbios por Realimentagao de Saida (DDPM, do inglés
Disturbance Decoupling Problem by Measurement Feedback). Este problema consiste
em se calcular um controlador por realimentacao dinamica da saida medida tal que
a funcao de transferéncia dos distirbios para a saida controlada seja igual a zero.
O DDPM foi solucionado por WILLEMS E COMMAULT (1981) [54] e SCHUMACHER
(1980) [46]. Também em DOREA E MILANI (1997) [21] a solu¢ao do DDPM é dis-
cutida e, baseado nos resultados obtidos para o DDP, um método para o projeto
de um compensador de ordem-reduzida é proposto. J& o Problema de Rejeicao de
Disturbio com Realimentagao da Saida e com Estabilidade (DDPMS, do inglés Dis-
turbance Decoupling Problem by Measurement Feedback with Stability) foi resolvido

por IMAT E AKASHI (1981) [29] e WILLEMS E COMMAULT (1981) [54].
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Finalmente, pouca atencao foi dada até o momento a um problema de for-
mulacao mais simples: o Problema de Rejeicao de Disturbios por Realimentacao
Estatica de Saida (DDPKM, do inglés Disturbance Decoupling Problem by Static
Measurement Feedback). Para o DDPKM ha alguns poucos resultados na litera-

tura.

A formulagdo do DDPKM é bastante simples. Seja o sistema linear multivar-
iavel invariante no tempo descrito por:
x(t) = Az(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(to) = xo
S< y(t) = Cz(t) (1.5)
Dx(t) , t>0
onde z € R™ é o vetor de variaveis de estado, u € R™ é o vetor de entradas de
controle, ¢ € R ¢ o vetor de entradas de distirbios, vy € R é o vetor de saidas

medidas e z € R? é o vetor de saidas a serem controladas. O objetivo de DDPKM

é encontrar, se possivel, uma lei de controle por realimentacao estatica de saida,

u(t) = Ky(t), (1.6)

tal que a matriz de transferéncia de disturbio ¢(t) para a saida controlada z(t) seja

nula.

Inicialmente, as condicoes de existéncia de solugoes para o DDPKM foram esta-
belecidas por HAMANO E FURUTA (1975) [26] e SCHUMACHER (1980) [46]. Hamano
e Furuta formularam o problema a partir da obtencao de subespaco geométrico que
goza de determinadas propriedades. Entretanto, no caso geral, é bastante dificil

verificar a existéncia deste subespaco.

Recentemente CHEN (1997) [11] prop6s uma solugao para o DDPKM para
uma determinada classe de sistemas multivariaveis lineares e invariantes no tempo.
Este método caracterizou todas as possiveis solugoes do DDPKM para uma classe

de sistemas que tém funcao de transferéncia, que relaciona a entrada controlada
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com a saida controlada, inversivel a esquerda. Porém este método, além de restrito
a uma pequena classe de sistemas, s6 pode ser aplicado se inicialmente o sistema for
representado em uma base de coordenadas especial na qual o DDPKM tera solucao
se e somente se uma submatriz especifica é nula. Um resultado similar também
foi proposto por KOUMBOULIS E TZIERAKIS (1998) [31]. Em CHEN, MAREELS,
ZHENG E ZHANG (2000) [12] foi feita uma caracteriza¢ao de todas as solugoes para
o DDPKM para uma classe de sistemas lineares por um conjunto de equagoes line-
ares. Isto resolve a dificuldade em solucionar as equacgoes nao-lineares associadas ao

DDPKM.

Ja em DOREA E MILANI (2003) [23] os resultados propostos por CHEN (1997)
[11] relativos ao DDPKM sao estendidos considerando-se um conjunto mais abrangente
de sistemas. Condigoes necesséirias e suficientes para a existéncia de solucoes em
duas importantes familias de sistemas sao estabelecidas. O problema tem solucao
se e somente se um determinado subespaco goza de uma propriedade de invarian-
cia. O conjunto de matrizes de realimentacao de saida que resolvem o problema é,
entao, parametrizado através de uma mudanca adequada da base de representacao

dos espacos de estado, controle e saida.

Héa ainda varias outras derivacoes do Problema de Rejeicao de Distiirbios para
diversos tipos de sistemas e aplicagoes, onde se encontra diverso material na lite-
ratura. Por estes sistemas fugirem do escopo deste trabalho, nao serao abordados

aqui.

Com base no enfoque freqiiencial ainda nao se encontra na literatura especia-

lizada as condigoes necessarias e suficientes para a solucao do DDPKM.
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1.5 Estrutura da Tese

O objetivo principal deste trabalho é mostrar as condi¢oes necesséarias e suficientes
de solucao para o Problema de Rejeicao de Distiirbios por Realimentacao Estatica
de Saida (DDPKM) baseadas no enfoque freqiiencial para sistemas lineares multi-

variaveis invariantes no tempo.
Para isto, a tese esta estruturada da seguinte forma.

No capitulo 2 seréa feita uma breve revisao do Problema de Rejeicao de Dis-
tarbios (DDP) com realimentagio completa de estados, abordando tanto a sua ca-

racterizacao no enfoque geométrico como no enfoque freqiiencial.

J& o Problema de Rejeicao de Disturbios por Realimentacao Estatica de Saida
(DDPKM), objeto principal de estudo deste trabalho, sera abordado nos capitulos 3
e 4. No capitulo 3 sera considerada a solucao baseada no enfoque geométrico para o
DDPKM, solucao esta que se encontra na literatura especializada. No capitulo 4 sera
desenvolvida uma nova formulacao para o DDPKM baseada no enfoque freqiiencial,

assim como sera mostrada a visao estrutural deste problema.

Para finalizar, no capitulo 5 encontram-se as conclusoes alcangadas e possiveis

trabalhos futuros.



Capitulo 2

Rejeicao de Distiirbios em Sistemas
Lineares

2.1 Introducao

O Problema de Rejei¢ao de Distiirbios (DDP) é um importante topico da Teoria de
Sistemas de Controle Linear Multivariavel, sendo intensamente estudado ha mais de

trés décadas.
A formulagao deste problema é bastante simples. Seja um sistema S

Az(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(ty) = zo
2(t) = Dx(t) , t>0

V)
—N
-
=
I

cujo comportamento é afetado nao apenas por uma entrada de controle u(t), mas
também por uma entrada de distirbios ¢(¢). O objetivo é controlar o sistema por

meio de uma realimentacao de estados

u(t) = Fx(t)

de tal forma que, no sistema em malha fechada, os distiirbios, quaisquer que sejam
eles, nao afetem a saida z(¢). A figura 2.1 fornece uma visao simples do problema

aqui tratado.

11



CAPITULO 2. REJEICAO DE DISTURBIOS EM SISTEMAS LINEARES 12

q(t)

q(t)
u(t) "
S L = 2(1)
F ra—z(t)

(b)

Figura 2.1: (a) Sistema em malha aberta, (b) sistema realimentado para rejeicao de
disttrbios.

Matematicamente, o Problema de Rejeicao de Disturbios pode ser tratado sob
dois enfoques ja mostrados na literatura: o enfoque geométrico, onde este problema
é formulado a partir de espagos vetoriais e o enfoque freqiiencial, onde este problema
é tratado por meio de fun¢oes de transferéncia. Estes dois enfoque serao brevemente

revistos nas secoes seguintes.

2.2 Enfoque Geométrico

A formulagao inicial do Problema de Rejeigao de Distirbios (DDP) e a sua solucao

foram desenvolvidas com o apoio da Teoria da Invariancia por WONHAM E MORSE



CAPITULO 2. REJEICAO DE DISTURBIOS EM SISTEMAS LINEARES 13

(1970) [58] e BASILE E MARRO (1968) [3] para sistemas lineares sob uma lei de

controle do tipo u(t) = Fx(t).

A Teoria da Invariancia é peca fundamental para a abordagem geométrica de
diversos problemas de controle. De acordo com WONHAM (1979) [57], a base do
enfoque geométrico consiste em associar determinadas propriedades dos sistemas
com subespacos vetoriais. Neste contexto, a existéncia de solucoes para o DDP
depende das propriedades geométricas de certos subespacos bem definidos. Como o
DDP, vérios outros problemas de rejei¢ao de distirbios, como o DDPS (Problema de
Rejeigao de Distirbios com Estabilidade) que sera revisitado aqui, também podem

ser estudados por meio de subsespacos.

2.2.1 Condicoes de existéncia de solugoes para o DDP

Seja o sistema linear multivariavel invariante no tempo descrito por:

S{ #(t) = Az(t) + Bu(t) + Eq(t) , 2(ty) = 2o (2.1)

z(t) = Dz(t) , t>0

em que x(t) € R" é o vetor de variaveis de estado, u(t) € R™ é o vetor de entradas
de controle, ¢(t) € R¢ & o vetor de entradas de distiirbios e z(t) € RP é o vetor das
saidas a serem controladas. Supde-se também que as matrizes B e E possuem posto

de coluna completo e que a matriz D possue posto de linha completo.
Como ja foi dito, o objetivo do DDP é encontrar, se possivel, uma lei de
controle por realimentacao estatica de estados,
u(t) = Fx(t), (2.2)
tal que a matriz de transferéncia de disturbio ¢(¢) para a saida controlada z(t) seja
nula.

Empregando a lei de controle u(t) = Fz(t) no sistema dado em (2.1), tem-se
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o seguinte sistema realimentado:

S (t) = (A+ BF)x(t) + Eq(t) , x(to) = (2.3)
z(t) = Dz(t) , t>0. '
Supondo que x(0) = 0, as equagoes (2.3) podem ser resolvidas por:
t
2(t) :/ DeATBI=9) Bo(s)ds. (2.4)
0

A exigéncia para a solu¢gdio do DDP é que a equagao (2.4) seja zero para
qualquer ¢(t). Ou, equivalentemente, em qualquer derivacio 2%, i = 1,2,..., o
termo que contém ¢(t) deve ser nulo. Assim, para a primeira derivada de (2.3),
obtém-se

2'(t) = D(A+ BF)x(t) + DEq(t), (2.5)

onde deve-se ter DE = 0. Para i > 2:

29(t) = D(A+ BF)'z(t) + D(A+ BF)""'Eq(t), (2.6)
resultando em )
DE =0
D(A+ BF)E =0
D(A + BF)QE =0 (2.7)

| D(A+BF)~'E =0,

De acordo com o teorema de Cayley-Hamilton, sao necessarias apenas as n primeiras
identidades. Assim, pode-se escrever:

( ECK
(A+ BF)ECK
(A+ BF)2ECK (2.8)

| (A+BF)"ECK

onde £ = Im E e K é o espaco nulo a direita de D. Este conjunto de equacoes é

equivalente a

E+(A+BF)E+ ...+ (A+ BF)" '€ CK, (2.9)
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onde o sinal de adicao representa a soma usual de subespagos. Sendo M : R" — R"
uma transformacao linear e W C R"™ um subespaco, o subespaco W + MW + ... +
M"='W & usualmente denotado por (M|W). Aplicando a situagio em questio tem-
se:

(A+ BF|E) C K. (2.10)
Deste modo, é possivel enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.1 O Problema de Rejei¢ao de Distirbios (DDP) tem solugdo se e so-
mente se for possivel encontrar uma matriz de realimentacao de estados F' (m x n)
tal que

D(sI — A— BF)'E =0, Vs

ou equivalentemente

(A+ BF|E) =&+ (A+BF)E+ ...+ (A+BF)" '€ CK.

Antes de prosseguir, sera feita uma breve recordagao sobre subespacos invari-
antes, uma vez que o subespaco (A, B)-invariante é um conceito de fundamental

importancia no estudo deste problema.

Definicao 2.1 Considere o par (A, B) relativo ao sistema (2.1). Um subespago

YV CR™ ¢ (A, B)-invariante se AV CV + B, onde B ¢ a imagem de B.

Equivalentemente, pode-se mostrar que V é um subespago (A, B)-invariante se e
somente se existe uma matriz F' € R™*" tal que (A + BF)VY C V. O subespaco
(A, B)-invariante de dimensao méaxima entre todos aqueles contidos no espaco nulo

a direita de D, aqui denotado por K, é:
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V* = o subespac¢o maximal tinico (A, B)-invariante contido em K.
O subespago V := (A + BF|E) é (A, B)-invariante, ou seja,

(A+ BF)Y C V. (2.11)

De acordo com a equacao (2.10) tem-se que (A+ BF|E) deve estar contido em
IC e além disso é um subespago (A 4+ BF)-invariante. O maior subespago possuidor

destas duas caracteristicas, como visto acima, é conhecido por V*.

O teorema 2.2 a seguir mostra que as condicoes de existéncia de solugoes para

o Problema de Rejei¢ao de Disturbios pode ser formulada em termos de V*.

Teorema 2.2 [57] O Problema de Rejei¢cao de Distirbios (DDP) tem solu¢do, ou
seja, existe uma matriz de realimentagao de estados F' (mxn) tal que (A+BF|E) C

K se e somente se £ C V*.

Esquematicamente, é possivel representar as condicoes de existéncia de solugoes

para o DDP através de conjuntos de subespacos, como na figura 2.2 a seguir.

K

Figura 2.2: Representagao esquemética dos subespagos envolvidos na solugao DDP.

Desta maneira, a solucao do DDP a partir do enfoque geométrico envolve,
inicialmente, a obtencao do subespaco V*. Podem-se encontrar, na literatura es-
pecializada, vérios algoritmos para o célculo deste subespaco. A seguir estd um

algoritmo bem simples desenvolvido em [57].
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Algoritmo 2.1 : Algoritmo para cdlculo de V*:
Vo = K

Vi = VN A_l(B -+ Vo)

Vi+1 = VZ N A71<B + Vz)

V, = V*, ondev=dim K.

Para tornar mais claro o método de calculo de V*, a seguir est4 um exemplo.

Exemplo 2.1 Seja o sistema descrito por:

0o 1 0 0 0 0
. 0 -3 1 0 0 1
O IO 0N ) EYO RS I P10
0O 0 0 -1 1 0
t)=[1 0 0 0]z

Usando o algoritmo 2.1 para calcular V*, obtem-se:
0 0

Vo = K=

o= O O

1 0
0 0
0 1

Vi = VonA Y B+V) =VynA Y, =

_ o O O

N\ 7

o oo O OO

Vo = VINA Y B+V)=VNnAY =

Vs = VN A_1(6+V2) =V, N A_1V2 = {O} = V"

Obviamente o DDP nao terd solucao. Porém, se a matriz B passar a ser

B =

_— o O =

17
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Vo = K

Vi = VoﬂA_l(B+Vo):V0.

Como V1 =V, tem-se

000
. 100
Vi=Vi=Yo=9¢4 1 g
00 1

Como £ C V*, o DDP tem solu¢do. Para encontrarmos uma F faz-se F =
[ f1 fo f3 fa] eimpie-se a condigao (A+ BF)V* C V* encontrando, apds algum

trabalho, fo = =1, fs= fs1=0. Logo F=[ fi —1 0 0], onde fy é arbitrario.

Exemplo 2.2 Considere o péndulo duplo invertido dado na figura a sequir.

T
Figura 2.3: Péndulo duplo invertido.

s entradas uy e uy sao torques sobre seus respectivos pivds. 0s estados sao
A trad t b t Os estad

0s dngulos 01 e Oy e as suas derivadas. As saidas medidas sao 6, e 05. O objetivo
de controle ¢ manter o péndulo duplo invertido na posicao vertical através de uma

let de controle apropriada.

O péndulo wmvertido pode ser descrito por:
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[ 0,0 1,0 0,0 0,0 ] 0 0 10
. 9,8 0,0 —9,8 0,0 1 -2 0 0
=1 00 00 00 no|" @] o o]y 10
| —9,8 0,0 29,4 0,0 | -2 5 0 0
1,0 0,0 0,0 0,0
“W=1 00 00 10 00"
Usando o algoritmo 2.1 para calcular V*, obtem-se:
0 0
10
Vo = K= 00
0 1
0 0 10
1 1 10 00 »
Vi = VoNA T (B+Vy) =VoNA V= 00 (7Y 0 1 = {0} =V~
0 1 0 0

Neste caso o DDP nao terd solucao.

Nota-se, a partir dos exemplos anteriores, que a obtencao da matriz de rea-
limentacao de estados F' pode ser muito trabalhosa. Um método sistemético para
o célculo de uma matriz F' ou uma familia de F' utilizando o subespaco V* que

soluciona o DDP é dado a seguir.

Teorema 2.3 Dadas uma base V' para V* (n x v) e uma matriz W (n xn —v) de

tal forma que [ V. W ] é nao singular, defina a transformagao de similaridade
Q=[V W]

tal que

orursne=| 40 0|

As(F) Ay(F)
Entao o conjunto de solugoes para o DDP, ou seja, a familia de matrizes F que

solucionam o problema ¢ dada por:

{F(m x n)|A3(F) = 0}.
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Com este método, é possivel obter uma solucao para o DDP exclusivamente

em termos dos parametros A, B, C' e D da malha aberta.

Para ilustrar, segue um exemplo.

Exemplo 2.3 Seja o sistema descrito por:

10 1 0 0 10 0 0
01 0 0 0 0 1 10

=00 -1 0 0|z®)+]00|u®)+|1 0|q@
00 0 -1 0 0 0 0 1
00 0 0 -1 00 0 0|
01 0 0 0

W=110 0 o oW

Utilizando o algoritmo 2.1 para calcular V*, obtém-se:

=

|

A

|
cor~ oo
o~ ooo
N I

Como IC C V*, o DDP tem solugao e portanto uma matriz () como definida

anteriormente pode ser igual a:

000[10
000[0 1
Q=[V Wil=|1100[0 0
010[00
00 1[0 0

Supondo

F = Fll F12 F13 F14 F15
F21 F22 F23 F24 F25

a matriz A3(F') serd igual a:

| 1+ Fis Fu Fis
AslF )_[ Py Fa FQJ



CAPITULO 2. REJEICAO DE DISTURBIOS EM SISTEMAS LINEARES 21

o que fornecerd a sequinte familia de F' que soluciona o DDP:

[Fy Fa =1 00

F= oy Fhy 0 0 0

2.2.2 Condicoes de existéncia de solucoes para o DDPS

Também o Problema de Rejei¢ao de Distiirbios com Estabilidade (DDPS) foi solu-
cionado empregando-se a teoria da invaridncia. A formulacao deste problema é
semelhante & do DDP, porém neste caso h& mais uma exigéncia: que os polos do
sistema em malha fechada, aplicando a lei de controle u(t) = Fxz(t), estejam todos
no semi-plano da esquerda, ou seja, o sistema tem de rejeitar os distirbios com

estabilidade. Sem entrar em grandes detalhes, serd enunciado o seguinte teorema:

Teorema 2.4 [57] O Problema de Rejei¢ao de Distirbios com Estabilidade (DDPS)

tem solugao se e somente se £ C V; onde V; € K.

Analogamente ao V* calculado para o DDP, pode-se mostrar que V, é um
subespago (A, B)-invariante se e somente se existe uma matriz F' € R™ " tal que
(A+ BF)V, CV, e também A+ BF & estavel. O subespaco (A, B)-invariante de
dimensao maxima entre todos aqueles contidos no espaco nulo a direita de D, aqui

denotado por IC, tal queA + BF é estavel é:

V> = o subespago maximal tinico (A, B)-invariante contido em K tal que A+ BF é

estavel.

Em geral, o subespago V; é obtido através de algoritmos bem mais complicados

que aqueles empregados no célculo de V*.
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Assim, o tratamento geométrico do DDP e DDPS envolve, num primeiro passo,
a obtengao dos subespagos V* e V7. Porém para alguns sistemas a solu¢ao do DDP
empregando o enfoque geométrico pode ser trabalhosa devido a dificuldade do cal-
culo destes subespacgos. Este talvez tenha sido um forte estimulo para a formulagao

e busca de outras solucoes para o DDP.

Exemplo 2.4 Seja o sequinte sistema:

01 0 10 0 0
zt)=101 0 fz@®)+ |0 1 {u@®)+ |1 0|q®

0 0 -2 0 0 0 1
zt)=[1 0 0 ]az@)

Usando o teorema 2.3, a matriz As(F') neste caso € igual a
A3(F)=[1+Fi» Fy |

e fornece a sequinte familia de F

o -1 0
F= .
{ Fo1 Fa Fos }

Com esta F', os polos do sistema em malha fechada sao
A= {_F117 -1 - F127 _2}7

entao nao haverd nenhum polo no semi-plano direito se e somente se Fi; > 0 e

Fi5 > —1. Portanto, o DDPS tem solucao.

2.3 Aspectos Estruturais do DDP

Em DEL NERO GOMES E BHATTACHARYYA (1981) [17] foi dada uma contribuigao
para o Problema de Rejeicao de Distirbios: a visao estrutural deste problema.

Através de diagramas de blocos, os subespacos relacionados com a solu¢ao do DDP,
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calculados quando se emprega o enfoque geométrico, sao explicados de maneira
bastante simples. Desta forma, esta visualizacao estrutural sugere um novo modo
de solucao do DDP, onde chega-se a conclusoes sobre o DDP sem a necessidade do

calculo desses subespacos.

A visao estrutural do DDP foi desenvolvida baseada no sistema descrito pela

equagao (2.1), e aqui repetido por conveniéncia,

(2.12)

V)
—N—
8
=
I
o
S
=
+
oy,
i~
=
+
&
Q
=
8
-
N
|
8
=)

Em [17] foi mostrado que o Problema de Rejei¢ao de Distirbios (DDP) tera solugao
se e somente se for possivel representar seu diagrama de blocos na forma mostrada

na figura 2.4, onde a saida 2, (t) do subsistema &; tem o mesmo tamanho da entrada

u(t).

ORI O WLON Y . 2(t)

Figura 2.4: Diagrama de blocos esquematico para para solucao do DDP.

A partir disto, desenvolveu-se as equagoes dinamicas para o diagrama de blocos
representado na figura 2.4. Sendo x;(t) o estado do subsistema S;, pode-se escrever

as seguintes equacoes para o diagrama de blocos da figura 2.4:
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T1(t) = Anzi(t) + Apaxa(t) + Biu(t) + Eiq(t) (2.13)
a(t) = Diai(t) (2.14)
Bo(t) = Asma(t) + Balzi(t) + u(t)] (2.15)
A1) = z(t) = Dows(t). (2.16)

Escrevendo na forma matricial obtém-se:

i) = { Bfgl ﬁ;z]x(t)Jr{g;]u(t)Jr{%l]q(t)

2ty = [ 0 Dy Ja(b). (2.17)

Uma matriz de realimentacao de estados F' que soluciona o DDP, utilizando a

lei de controle u(t) = Fx(t), sera

F=[-Dy 0]. (2.18)

Esta forma canonica, assim como o diagrama de blocos mostrado na figura 2.4,
indicam claramente a existéncia de solu¢ao para o DDP. Conseqiientemente, uma
condicao para o Problema de Rejeicao de Distirbio ter solucao para o sistema dado
em (2.1) é que exista uma mudanca de bases x = QZ que coloque as matrizes do

sistema na forma (2.17).

Com estes resultados pode-se enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.5 [17] O Problema de Rejei¢ao de Distirbios (DDP) tem solu¢ao para
um sistema descrito pelas matrizes (A, B, D, E) se e somente se existir um nimero

real v, ¢ < v < n —1r e uma base do espaco de estados na qual as matrizes

(A, B, D, E> do sistema satisfazem

2ty = [ 0| Dy ]i() (2.19)
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ondeAn EV XU, Alg EvXn—uvetc e

12121 - 32[)1. (220)

A importante contribuicao deste teorema vem do fato de este sugerir um novo
método para a resolucao do DDP. Para tanto é necessario encontrar uma base do
espaco de estados na qual as matrizes que caracterizam o sistema exibam a estru-
tura da equacao (2.19), onde s6 entdao &€ C V*. Desta maneira deve-se verificar a
existéncia de uma matriz nao-singular @) tal que a mudanca de base ocasionada pela
transformacao de similaridade x = @ coloque as matrizes do sistema na forma

dada em (2.19).

Para encerrar esta secao, seguem alguns exemplos.
Exemplo 2.5 Considere o exemplo 2.1 aqui repetido:
(t) =

x(t) + u(t) +

O O OO
o O = O
()

—~
~
N—

10 0

-3 1 0 0
0 -2 1 0
0 0 -1 1
0O 0 0

2t)=1]1 | z(t)

Neste caso o DDP nao tem solugao pois nao € possivel colocar o sistema na forma

da equagdio (2.19).

Porém, se a matriz B passar a ser

1
0
B = e
1
ter-se-ia uma matriz Q)

01 00
1 000
@= 00 01
0010
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resultando em,

—_ O O O O

8

~—~

~

SN—

+
O~ =) O

O O O =
Q
—~
~
SN—
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Exemplo 2.6 Considere o péndulo duplo invertido dado no exemplo 2.2 cujo sis-

tema estd repertido a sequir:

oo 0o WO

O = @\'O©O

SO OO oo

SO O O O

oo o OO
oo oo oo
L

N O = O
o O OO

|
gro 0O

o O OO

Aplicando a transformacao de similaridade da matriz Q

resultando em,

co oo~ oO
oo oo oo
L

o O O =
O = O
o O =

_— o O O

o O OO

TN OO

o O OO

o O O =

o O O =

o O OO

o O OO

0,0
0,0
1o | 1@
0,0
0,0
1,0
0.0 |20
0,0

o que mostra que o DDP nao terd solucao para este problema pois nao exriste uma

transformacao de similaridade que consiga colocar o sistema na forma mostrada na

equagao (2.19).
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A visao estrutural dada pelo teorema 2.5 foi o ponto de partida para formular
o Problema de Rejeicao de Disturbios utilizando matrizes de transferéncia, como

serd visto na se¢ao seguinte.

2.4 Enfoque Freqiiencial

Como visto na secao 2.2, as solucoes para o Problema de Rejeicao de Distarbios
foram dadas originalmente apenas em termos geométricos e a existéncia de solugoes

era verificada por meio de condi¢oes envolvendo subespagos da teoria da invariancia.

Porém, em BHATTACHARYYA (1980) [6], HAuTUS (1980) [27], DEL NERO
GOMES E BHATTACHARYYA (1981) [17] e BHATTACHARYYA, DEL NERO GOMES
E HOWZE (1983) [5], houve um grande avanco e foram apresentados alguns resulta-
dos para o DDP que mostraram ser possivel solucioné-lo utilizando representagoes

freqiienciais baseadas nas matrizes de transferéncia de controle e de distarbio.

2.4.1 Solucgoes para o DDP

Para abordarmos os aspectos freqiienciais do DDP, considere o sistema dado em

(2.1) representado novamente abaixo:

z(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , z(to) = xo
3{ +(t) = Da(t) L >0 (2:21)
Usando o principio da superposicao pode-se escrever:
2(s) = Ga(s)u(s) + Ha(s)a(s) (2.22)

~ ~ ~

onde z(s), u(s) e q(s) sdo as transformadas de Laplace dos vetores que representam,
respectivamente, a safda z(t), a entrada u(t) e o distirbio ¢(¢). E imediato verifi-
carmos que a matriz de transferéncia de controle G,(s) e a matriz de transferéncia

de disturbio H,(s) para o sistema S, de dimensdes respectivamente iguais a p X m
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e p X ¢, sao dadas por:

G.(s)=D(sI — A)™'B e H.(s)=D(sI - A)'E. (2.23)

Antes de proseguir, é necessario fazer uma breve abordagem sobre matrizes

quadradas diagonais proprias. Considere, portanto, a seguinte definicao:

Definigao 2.2 A matriz racional M(s), quadrada, serd chamada diagonal propria
quando

lim M(s)

S§—00

for uma matriz diagonal inversivel.

Uma matriz diagonal propria nada mais ¢ do que uma matriz quadrada cujos
elementos m;;(s) sdo estritamente proprios quando ¢ # j e sdo proprios quando na

diagonal principal, para i = j.

H4 também algumas propriedades bastante simples, tais como:

Propriedade 2.1 Se N(s) é uma matriz quadrada estritamente propria entao N(s)+

1 serd diagonal propria.

Propriedade 2.2 A inversa de uma matriz diagonal propria também € diagonal

Propria.

Sem entrar em detalhes sobre os raciocinios que levaram a ele, a seguir seré
apresentado um importante resultado que mostrou que o DDP é um problema fre-

qliencialmente caracterizavel.

Teorema 2.6 [17] O Problema da Rejei¢ao de Distirbios (DDP) terd solu¢ao para

um sistema descrito por (A, B, D, E) se e somente se as matrizes de transferéncia
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de controle G,(s) e de disturbio H,(s) puderem ser fatoradas como

onde T'(s) (p x m) e W(s) (m x q) sdo matrizes racionais estritamente proprias e

V(s) (m x m) é uma matriz racional diagonal propria.

O teorema 2.6 garante que problemas como o DDP podem ter um tratamento
freqiiencial. Resta ainda o problema de, dadas as matrizes de transferéncia de con-
trole e de disturbio, G.(s) e H.(s), saber como fatora-las na forma vista acima. De
posse da solucao para este problema, ter-se-ia um método puramente freqiiencial de

estudar o DDP. O proximo resultado representa um passo importante nessa direcao.

Teorema 2.7 [27] O Problema da Rejeicao de Distirbios (DDP) tem solugao se e

somente se existir X,(s) estritamente propria tal que

G.(s)X.(s) = H,(s). (2.24)

Exemplo 2.7 Considere o exemplo 2.3 onde as matrizes de transferéncia de con-

trole G,(s) e de distirbio H,(s) sao:

0 L 0 0
G.(s)=| 1 e } e H.(s)= { 1 1
s—1  (s+1)2(s—1)2 (s+1)(s—1) (s+1)2(s—1)

Neste caso a solug¢ao para a equagio matricial G,(s)X,(s) = H,(s) € unica e igual
a

1 1
xo=[F 7]

Como esta solucao € estritamente propria pode-se garantir que o DDP tem solugao,

conclusao esta a que jd havia sido chegada no exemplo 2.3 com o enfoque geométrico.
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2.4.2 Solucoes para o DDPS

Também foi verificada a solucao para o Problema de Rejeicao de Distirbios com

Estabilidade (DDPS) associada & equagao matricial (2.24).

A condicao de existéncia de solugoes para o DDPS é dada pelo seguinte teo-

remas:

Teorema 2.8 [27] O Problema da Rejei¢ao de Distirbios com FEstabilidade (DDPS)

tem solugao se e somente se ezistir X,(s) estritamente propria e estdvel tal que
G.(s)X.(s) = H,(s), (2.25)

onde por estdavel entende-se uma matriz de transferéncia com todos os seus polos no

semi-plano esquerdo aberto do plano complexo.

Assim, a solucao do DDP e DDPS no enfoque freqiiencial esté relacionada com

a existéncia de X,(s), a solugdo para a equacao G,(s)X.(s) = H,(s).

Para ilustrar segue um exemplo.

Exemplo 2.8 Considere o exemplo 2.7 onde as matrizes de transferéncia de con-

trole G,(s) e de disturbio H,(s) sao:

G.(s) = | B }

[ 0 0 }
L (s+1)(s—1) (s+1)2(s—1)

Neste caso a solu¢ao para a equacao matricial G.(s)X,.(s) = H,(s) € unica e igual

a
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Como esta solugao € estritamente propria e estdavel pode-se garantir que o DDPS

tem solucao.

Os estudos que se seguem buscam um método simples de se obter a natureza
de X, (s), ou seja, deseja saber se a partir das fun¢oes de transferéncia de controle

e de distirbio, o DDP ter4 ou nao solucao para um determinado sistema.

2.5 A Equacao G,(s)X.(s) = H.(s)

Existem, na literatura especializada, diversas maneiras de encontrar a natureza das
solugoes X, (s) para a equagao G,(s)X,(s) = H,(s). Uma maneira simples e direta
quando p < m [1] pois, conforme mostrado em [55], no caso particular p > m,
o problema nao tem solucao ou tem uma tnica solucao que pode ser facilmente

encontrada.

Para tanto, considere que G,(s)(pxm) e H,(s)(p X ¢) sejam matrizes racionais
proprias e que representem as matrizes de transferéncia de controle e de distirbio

do seguinte sistema linear multivariavel e invariante no tempo

Az(t) + Bu(t) + Eq(t) ,x(to) = xo

+(t) = Dal(t) 4>0 (2.26)

05}
—N
IS
=
Il

onde A, B, D e E tém dimensoes n X n, n X m, p X n e n X ¢, respectivamente, e

G.(s) e H,(s) sao dadas por

G.(s)=D(sI —A)'B e H.,(s)=D(sI—-A)'E. (2.27)

Como visto na segao anterior, a solugao do DDP esta relacionada com a solucao

X, (s) da seguinte equac¢ao matricial

G.(s)X.(s) = H.(s). (2.28)
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Antes de prosseguir, é necessario conhecer uma importante fatoracao de uma

matriz racional propria.

Lema 2.1 [56] Seja G.(s)(p x m) uma matriz racional propria e com posto igual a

p (p < m). Entao existe uma fatoragcio de G,(s) da forma
G.(s) = 0. (s)G,(s), (2.29)

onde ¢.(p X p) € uma matriz polinomial triangular inferior e G,(s)(p x m) € tal que

lim G,(s) = sllrgo 0.(5)G.(s) =G (2.30)

S§— 00

com posto G = p.

Em WOLOVICH E FALB [56], devido & sua grande importancia para o Problema
de Adaptagao Exata de Modelos, a matriz ¢, (s) é denominada interactor e os autores
mostram que qualquer matriz de transferéncia racional propria G.(s) com posto
p < m estd associada a uma tal matriz. O interactor é uma matriz polinomial
triangular inferior tinica com os elementos da diagonal principal iguais a 1 e os
demais abaixo da diagonal principal sdo divisiveis por s (ou sdo nulos). Existem,
na literatura, alguns algoritmos para o céalculo de ¢,(s). Pode-se citar o algoritmo

apresentado em [48], baseado no espago de estados.

A matriz ¢,(s) serd fundamental para assegurar a existéncia de solugoes estrita-
mente propria, propria ou impropria para a equacao matricial G,(s)X,(s) = H,(s),
como serd visto um pouco mais adiante. Por enquanto, serd abordado um outro as-
sunto de grande importancia neste estudo: a inversa a direita de uma matriz racional

propria.

Sabendo que posto G,(s) = p, p < m, tem-se que G,(s) admite inversa a

direita, aqui denotada por G'(s) e, portanto, tem-se:

G.(s)Gl(s) = I, (2.31)
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onde G1(s) tem dimensdo m x p. De posse da equacio (2.29) pode-se escrever que:
Gl(s) = GI(5):(s)- (2.32)
A partir desses fatos, torna-se possivel enunciar o seguinte lema:

Lema 2.2 [1] Sejam G.(s)(pxm) e H,(s)(pXq) matrizes racionais préprias e posto
G.(s) =p < m. Entao existe uma solugio para a equacio G.(s)X.(s) = H.(s) dada
por

X.(s) = GL(s) H.(s) (2.33)

ou ainda

X.(s) = Gl(s) . (s)Ha (s) (2.34)

onde G;(s) ¢ uma inversa o direita, propria, para G,(s).
A partir deste lema é imediato obter do seguinte teorema:

Teorema 2.9 [1] Sejam G.(s)(p x m) e H.(s)(p X q) matrizes racionais proprias
com posto G,(s) = p < m e G,(s) = ¢, (s)Gp(s). Entdao existird uma solugao
X.(s)(m xq) estritamente propria para a equagio G,(s)X,(s) = H.(s) se e somente
se o produto

¢=(s)H(s) (2.35)

for estritamente proprio.

De forma anédloga pode-se mostrar que a solugdo X,(s) serd também propria
ou impropria se e somente se o produto ¢,(s)H,(s) também o for, respectivamente.
Por sua importancia, serao enunciados os seus teoremas e, por sua simplicidade,

suas demonstracoes serao omitidas.
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Teorema 2.10 [1] Sejam G.(s)(p x m) e H,(s)(p X q) matrizes racionais proprias
com posto G,(s) = p < m e G,(s) = ¢, (s)Gp(s). Entdio existird uma solugdo

X.(s)(m x q) propria para a equacio G,(s)X.(s) = H,(s) se e somente se o produto

¢-(s)H(s)

for proprio.

Exemplo 2.9 Considere o sequinte sistema onde as matrizes de transferéncia de

controle G,(s) e de distirbio H.(s) sao:

.o = |

® |—n [

Achando ¢, e o produto ¢.H,, tem-se:

1 0 s+1 1

entdo € facil verificar que nao eziste solucao estritamente propria X,(s). Entretanto

a mesma equagao possui solugao propria ja que ¢, H, € propria.

Teorema 2.11 [1] Sejam G.(s)(p x m) e H,(s)(p X q) matrizes racionais proprias
com posto G,(s) = p < m e G,(s) = ¢;'(s)Gp(s). Entdio existird uma solugdo

X.(s)(m x q) imprépria para a equagao (2.28) se e somente se o produto

¢-(8)H.(s)
for improprio.
Estes resultados mostrados nos teoremas 2.9, 2.10 e 2.11 foram um importante

avanco nos estudos do DDP. Eles nos fornecem condigoes necessarias e suficientes

que asseguram a existéncia de solucao para o DDP.
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2.6 Conclusao

Neste capitulo foi feita uma revisao dos principais métodos para solucionar e carac-
terizar o Problema de Rejeicao de Disturbios. Inicialmente, foi abordado o enfoque
geométrico, onde este problema foi inicialmente formulado e resolvido. A seguir, foi
revisitada a visao estrutural do DDP e ao seu desenvolvimento dentro do enfoque
freqiiencial, onde nota-se que a solucao para problemas de rejeicao de disturbios é
mais facilmente verificada quando emprega-se o enfoque freqiiencial do que quando

se usa a Teoria da Invaridncia.

A importancia dos resultados aqui revistos para o DDP no enfoque freqiiencial
reside no fato de que estes serao muito utilizados nos capitulos seguintes deste tra-
balho, onde se buscara caracterizar através de matrizes de transferéncia um outro

problema: o Problema de Rejeicao de Distirbios por Realimentagao Estatica da

Saida (DDPKM).



Capitulo 3

Rejeicao de Distiirbios por
Realimentacao Estatica de Saida em
Sistemas Lineares

3.1 Introducao

Diferentemente do Problema de Rejei¢do de Disturbios (DDP) que foi exaustiva-
mente estudado nos ultimos tempos, ao Problema de Rejeicao de Distirbios por
Realimentacao Estatica de Saida (DDPKM) até o momento foi dada pouca atengao.
Este problema tem sido investigado apenas no enfoque geométrico e as condic¢oes
para existéncia de solucoes foram estabelecidas em funcao de um subespaco cuja

existéncia é geralmente bastante complicada de se verificar.

A formulagdo do DDPKM é bastante simples. Seja o sistema linear multivar-

iavel invariante no tempo descrito por:

#(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , z(to) = xo
S< y(t)=Cx(t) (3.1)
z(t) = Dz(t) , t>0
em que x(t) € R" é o vetor de variaveis de estado, u(t) € R™ é o vetor de entradas
de controle, g(t) € R? é o vetor de entradas de distirbios, y(t) € R é o vetor de

saidas medidas e z(t) € R? é o vetor de saidas a serem controladas. Supoem-se

que as matrizes B e E possuem posto de coluna completo e que as matrizes C' e D

36
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possuem posto de linha completo. Esquematicamente, o sistema linear multivariavel

S pode ser representado pela figura 3.1.

u(t) ) ()
qt) | S L ()

Figura 3.1: Sistema estudado.

O objetivo de DDPKM é encontrar, se possivel, uma lei de controle por reali-

mentacao estitica de saida,
u(t) = Kylb), (3.2)

tal que a matriz de transferéncia de distirbio ¢(¢) para a saida controlada z(t) seja

nula. O sistema em malha fechada pode ser representado como na figura 3.2.

u(t) —a S . y(t)

Figura 3.2: Sistema em malha fechada.

A solucao do Problema de Rejeicao de Distiurbios por Realimentacao Estatica
da Saida é apresentada na literatura apenas com base no enfoque geométrico. Na
proxima secao seréd feita uma revisao desses resultados. Mais adiante, no proximo
capitulo, serd mostrada uma nova visao deste problema obtida a partir dos aspectos

freqiienciais e estruturais do sistema.
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3.2 Enfoque Geométrico

As condigOes geométricas para a existéncia de solugoes para o DDPKM se baseiam
na existéncia de um subespago que goza de determinadas propriedades [26], [46].
Recentemente, condicoes necessérias e suficientes para a solucao do DDPKM para
sistemas inversiveis a esquerda (isto é, sistemas em que a fungao de transferéncia
que relaciona a entrada u(t) com a saida controlada z(t) é inversivel a esquerda) foi
proposta em [11]. Neste método, o sistema ¢é inicialmente representado em uma base
de coordenadas especial na qual o DDPKM tem solucgao se e somente se uma subma-
triz especifica é nula. Ja em [23] os resultados de [11] s@o estendidos a duas classes
importantes de sistemas, sendo dada uma caracterizacao completa das solucoes, bem

como a parametrizacao de todas as matrizes de realimentagao de saida.

3.2.1 Conceitos preliminares

Para o DDPKM dois conceitos sao de fundamental importancia: além dos conceitos
de subespacos (A, B)-invariantes, ja definidos no capitulo 2, e aqui repetidos, tam-
bém é necessario dominar o conceito de subespagos (C, A)-invariantes. Para tanto,

considere as defini¢coes 3.2 e 3.1 a seguir.

Definicao 3.1 [57], [2] Considere o par (A, B) relativo ao sistema 3.1. Um subes-

paco V C R" é (A, B)-invariante se AV CV + B.

Pode-se mostrar que )V é um subespago (A, B)-invariante se e somente se existe uma
matriz F' € R tal que (A + BF)V C V. Pode-se também mostrar a existéncia de
um subespago (A, B)-invariante de dimensdo maxima entre todos aqueles contidos

no subespaco K:

V* = o subespago maximal tinico (A, B)-invariante contido em K.
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Definicao 3.2 [57], [2] Considere o par (C, A) relativo ao sistema 2.1. Um subes-

pago S C R™ € (C, A)-invariante se A(SNC) C S.

Equivalentemente, S é um subespago (C, A)-invariante se e somente se existe uma
matriz G € R tal que (A + GC)S C S. O conjunto de todos os subespagos
(C, A)-invariantes que contém o subespago £, o espaco imagem da matriz E, possui

um elemento de dimensao minima;:

S. = o subespaco infimo tnico (C, A)-invariante contendo £.

3.2.2 Condicoes de existéncia de solucoes para o DDPKM

As condigoes de existéncia de solucoes para o DDPKM, baseadas nos aspectos ge-

ométricos, sao dadas pelo seguinte teorema:

Teorema 3.1 [26], [46] O Problema de Rejeicao de Distirbios por Realimentagao
FEstdtica de Saida (DDPKM) tem solug¢io se e somente se existe um subespag¢o V

que seja (A, B)- e (C,A)- invariante e tal que € CV C K.

Equivalentemente, o DDPKM tem solucao se e somente se existe um subespaco V e

uma matriz K € R™* tais que ECV C K e (A+ BKC)V C V.

O teorema anterior estabelece condicoes necessarias e suficientes para a exis-
téncia de uma realimentacao estatica de saida que resolve o DDPKM em termos
da existéncia de um subespaco que goza de determinadas propriedades. Porém um
método construtivo deste subespaco nao é apresentado, pois trata-se de algo muito
dificil no caso geral. Em casos particulares, pode-se facilmente concluir a existéncia
de solucao para o DDPKM e obter-se a caracterizacao das solucoes bem como a

parametrizacao de todas as matrizes de realimentacao de saida correspondentes.
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Esquematicamente, pode-se representar as condicoes de existéncia de solucao

para o DDPKM através de conjuntos de subespagos, como na figura 3.3 a seguir.

Figura 3.3: Representacao esquemética dos subespacgos envolvidos na solucao
DDPKM.

Comparando a figura 3.3 com a figura 2.2, reproduzida a seguir por comodi-

dade, nota-se que as solucoes para o DDPKM sao um subconjunto das solucoes do

DDP.

Figura 3.4: Representagao esquemética dos subespagos envolvidos na solugao DDP.

3.2.3 Condicoes para duas classes especificas de sistemas

Em DOREA E MILANI (2003) [23] foram estabelecidas condicoes suficientes e neces-
sarias para a solucao do DDPKM em duas classes especificas de sistemas: sistemas
satisfazendo BNV* C S, e sistemas satisfazendo V* C C+S,. A seguir tais condic¢oes

serao detalhadas.
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% Solucgao para sistemas satisfazendo BN )V* C S,

Seja o sistema em estudo

#(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , z(to) = xo
S< y(t) =Cxz(t) : (3.3)
z(t) = Dx(t) , t>0

Supor-se-a na seqiiéncia desta secao que este sistema satisfaz a condicao:
BNV*cCS.,

onde B = Im (B).

Uma categoria importante de sistemas que verificam esta condicao é aquela dos
sistemas cujas matrizes de transferéncia sao inversiveis a esquerda. Esta propriedade

implica na possibilidade de reconstruir a entrada u(t) através da saida z(t).

Sistemas inversiveis a esquerda sao caracterizados geometricamente pela con-
digdo BNV* =0 [2]. Em CHEN (1997) [11] o DDPKM ¢ estudado unicamente para

esse tipo de sistema.
Considere agora a seguinte classe de subepacos:
J(ABK,S)2{V:VeI(A, BK)eVDS),
em que Z(A, B; K) representa o conjunto de subespagcos (A, B)-invariantes contidos
em KC.
Nota-se, a partir do teorema 3.1, que uma condicao necessaria para existéncia

de solugdes ao DDPKM é que o conjunto J (A, B; K, S.) nao seja vazio.

Lema 3.1 [23] Se BNV* C S,, entio J(A, B;K,S.) possui um elemento de di-
mensao minima:

V.=minV e J(A B;K,S,).
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Os resultados anteriores permitem estabelecer condicoes de existéncia de solugoes

ao DDPKM para a familia de sistemas em questao.

Teorema 3.2 [23] Para sistemas em que BN V* C S,, o Problema de Rejei¢io de
Distirbios por Realimenta¢ao Estdtica de Saida (DDPKM) tem solugao se e somente

se V. € um subespaco (C, A)-invariante.

Ressalta-se que as condi¢oes geométricas estabelecidas por este teorema inde-
pendem da base escolhida para representar os espagos de estado, entrada e saida do

sistema.

Na proxima secao, condi¢oes semelhantes sao obtidas para outra familia im-

portante de sistemas.

% Solucgao para sistemas satisfazendo V* CC + S,

Mais uma vez, seja o sistema

#(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) , z(to) = xo
S< y(t)=Cx(t) : (3.4)
z(t) = Dz(t) , t>0

Supor-se-4 na seqiiéncia desta secao que este sistema satisfaz a condicao:
V*CC+S,,

onde C = ker C', ou seja, o espaco nulo a direita de C'.

Uma categoria importante de sistemas que verificam esta condicao é aquela
dos sistemas cujas matrizes de transferéncia sao inversiveis a direita, que sao carac-

terizados geometricamente pela condigao [2] C + S, = R™.

Considere agora a seguinte classe de subespacos:

TJ(C, AEV)L(S:SeT(C,AE) eSOV,
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em que Z(C, A; &) representa o conjunto de subespagos (C, A)-invariantes que con-

tém €&.

Nota-se a partir do teorema 3.1 que uma condicao necessaria para a existéncia

de solugdes ao DDPKM é que o conjunto J(C, A; E,V*) nao seja vazio.

Lema 3.2 Se V* C C + 8., entdo possui J(C, A;E,V*) um elemento de dimensao
mdzrima:

S*=max S € J(C,A;E,V").

As condigoes necessérias e suficientes para existéncia de solu¢oes ao DDPKM

para a familia de sistemas em estudo sao dadas pelo seguinte teorema.

Teorema 3.3 [23] Para sistemas para 0s quais V* C C+S8,, o Problema de Rejeicao
de Distirbios por Realimentac¢ao Estdtica de Saida (DDPKM) tem solugao se e

somente se 8* é um subespaco (A, B)-invariante.

% Parametrizacao das solugoes

Em particular, se uma das condi¢oes BNV* C S, ou V* C C + S, é verificada, entao
sempre ¢ possivel determinar mudancas de base ortogonais tais que o sistema possa

ser representado pelas seguintes matrizes:

A = |:A11 A12:|’ B:[Bll BIQ:|’ E:[E1:|’

Ag Ago By 0 0
. Cii Cho
p-1[0 D) (3.5

em que By possui posto de coluna completo, C; possui posto de linha completo e

V*:Irn[é] (se BAV, C S.) (3.6)
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ou

8*:Im[é] (se V' CC+35.) (3.7)

em que 0 e [ representam respectivamente a matriz nula e a matriz identidade de

dimensoes apropriadas.

Nota-se que as estruturas das matrizes D e E acima sao obtidas supondo-se

que a condi¢ao necessaria para a rejeicao de distirbios, DE = 0 seja satisfeita.

A partir de agora, serd considerado o primeiro caso (B NV, C S,). Para o
segundo caso (V* C C + S,), resultados semelhantes aos apresentados na seqiiéncia

podem ser obtidos por dualidade.

Isto posto, a representacao acima reflete as seguintes decomposicoes dos es-

pacos de estado, entrada e saida medida:

X = XA
U = U elU;
Y = id

em que X; = V,; By = BNV = BNV, BU = B; CX =Y, X = s,
ker Cy =C + V..

Proposicao 3.1 [23] Para sistemas em que BNV* C S, 0 DDPKM tem solugao
se e somente se existe uma matriz K1 tal que:

Ag1 + BnK11C1n =0 (3.8)

Neste caso, o conjunto de todas as matrizes de realimentacao estatica de saida que

resolvem o DDPKM ¢ dado por:

K K
K = 3.9
{ Ky Ko } ’ (3:9)
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em que Ki; é dado pela solucao tinica dos sistemas de equagoes lineares dada em

(3.8) e Kia, K31 e Koy sdo livres para assumir qualquer valor.

A parametrizacao acima explicita os graus de liberdade da matriz de realimen-
tacao de saida K, possibilitando assim a utilizacao destes na satisfacao de outros

objetivos de controle além da rejeicao de distirbios.

Um desses objetivos ¢ o de estabilidade do sistema em malha fechada. E facil
verificar que, com a parametrizacao acima, este problema reduz-se ao problema de es-
tabilizacdo por realimentagao estatica de saida dos trios (Ay; + B11K11Ch1, Bi2, C11)
e (Agy + By K11C1a, Bop, Cys). Trata-se ainda de um problema em aberto, para cuja
solucao entretanto diversas técnicas numéricas baseadas em condicoes suficientes sao

disponiveis.

Exemplo 3.1 /23] Considere a representagdo no espago de estados para o sistema:

-2 1 -1 0 0 -2 -1 -1 0
-2 -1 -1 -1 -1 -1 0 -3 2
A = 6 -1 5 -1 0| B=| 1 0| E=| 4 =2
6 -2 5 —1 1 3 1 5 —2
2 4 1 2 0 10 2 —2
D=1] 0 1-1 1 1]

A solu¢ao do Problema de Rejei¢ao de Distirbios (DDP) por realimentagao completa
de estados para este sistema jd foi verificada em [21]. Pode-se verificar que o sistema

representado por estas matrizes satisfaz a condi¢ao BNV* C S,.

Suponha, agora, que nao se disponha do acesso completo a suas varidveis de

estado, mas apenas a um conjunto de saidas medidas y(t) onde a matriz C' é:

0
C=10
1

N = O

1
0 —
1

O = O

0
0
1
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Aplicando-se ao sistema as sequintes mudancas de varidveis:

T = QT:c,
i = Ziu
y = Zly,

com as matrizes ortogonais QQ, Zp e Z¢ dadas por:

0,2700 —0,3062  0,9065 0, 1080
0,2400  0,4838 —0,1700 —0,6553

Q=] —0,5100 —0,1776 —0,1700 —0,6553 —
—0,7800  0,1286 —0,2455 0,2544
0,0300 —0,7900  0,2455 —0,2544

o[ —0,8944 —0,4472
B= | —0,4472  0,8944 |’

—0,4352  0,1030 0,8944
Zo=| 0,8704 —0,2061 0,4472 |,
0,2304  0,9731 0

as matrizes que o representam tomam a forma da equacgao 3.6.

coc oo
orot ot ot O

0,8214  5,9177 | 8,1642  2,6890  4,6204
0,6105 —1,0297‘ 3,3197  2,7724 —2,5933
A = | —0,1983 0,7245 | —0,4453  0,2105 1,3315
—0,0439  0,1605 | 2,0476  0,9037  1,5303
| —0,1500  0,5481 | —0,2927 —0,5281  0,7500
[ 3,6897 | 0,6708 —6, 8702 3
0,2111‘0,5916 —2,7929 2,6458
B = —1,4780 0 E = 0 0
-0, 3275 0 0 0
| —1,1180 0 0 0
11,1720 0,3159 | —0,1301 —0,9933 0, 4480
C = 0 —0,3895‘—1,1725 —1,9356 0,9216]
0 0]—0,1183 —0,9930 —0,4472
D = | 0 0 0 0 2 ].

0
0, 6708
o 0,5916 S
BNV* = Im 0 cImE c V-,
0

0
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V, =ker D =Im [{]2],

em que I, representa a matriz identidade de ordem q.

Pode-se verificar por inspecao que V. € (C, A)-invariante. Portanto, de acordo
com o teorema 3.2, o DDPKM tem solu¢cao. A partir da proposi¢cao 3.1, o con-
gunto de todas as matrizes de realimentacao de saida que resolvem o DDPKM é

parametrizado por:
—0,1145 —1,3516 | X
X XX

K =

em que 0s elementos “X 7 sao livres para assumir qualquer valor.

Exemplo 3.2 /23] Seja o sistema massa-mola-amortecedor da figura 3.5, em que

x1, e sGo deslocamentos relativos ao ponto de equilibrio e q(t), u(t) sao forgas.

|
% k1 | Cq
|

mq T
q(t) l
ks
mo X9

Figura 3.5: Sistema massa-mola-amortecedor.

Tomando como vetor de estados

T
T
o)
To

x(t) =

e supondo que u(t), q(t) e z(t) = xo sejam os vetores de varidveis de controle, dis-

turbio e saida a ser controlada, respectivamente, obtém-se a sequinte representacao
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para o sistema:

z(t) = Dux(t) (3.10)
em que
0 1 0 0 0 0
—(kitka) —er ke 0 1/my
A= o 0 01| BT oo E=1"
D =1 0 0 1 0].

Adotando como varidvel de saida medida
y(t)=Cz(t), C=[1 0 0 1]

deseja-se calcular um controlador por realimenta¢ao de saida u(t) = Ky(t) de modo

que o efeito de q(t) nao seja sentido na saida controlada z(t).

Pode ser verificado que V* = S, = Im {{)2 } Deste modo, facilmente

constata-se que BNV* =0 e S, +C = R*, ou seja, o trio (A, B, D) € inversivel
a esquerda e o trio (A, E,C) € inversivel 4 direita. Além disso, V., = V*, que, por
sua vez (C; A)-invariante. De fato, estes subespagos podem ser feitos (A + BKC)-

invariantes através da lei de controle u(t) = —kyy(t).

Em malha fechada:

0 1 0 0

—(kitks) —c1 k2 0
S N RO

ko —ko

0 0 %

portanto, o controlador rejeita o efeito do distirbio na saida e torna o sistema em

malha fechada assintoticamente estdvel.
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3.3 Conclusao

Neste capitulo foram apresentadas as condicoes de existéncia de solugoes para o
Problema de Rejei¢ao de Disttirbios por Realimentagao Estatica de Saida (DDPKM)

em sistemas lineares multivaridveis estabelecidas empregando o enfoque geométrico.

Analogamente ao Problema de Rejeigao de Disturbios (DDP), visto no capitulo
anterior, também para o DDPKM, a verificacao da existéncia de sua solucao a partir
do calculo de subespacos pode ser muito complicada na pratica. E importante
ressaltar que, até o momento, ainda nao foi desenvolvido um algoritmo para o calculo

do subespago V que seja (A, B)- e (C, A)- invariante.

Isto estimula a busca de condicoes de existéncia para a solucao do DDPKM
através de matrizes de transferéncia. No capitulo a seguir serao desenvolvidas tais

condicoes no enfoque freqiiencial.



Capitulo 4

Aspectos Estruturais e Freqiuienciais
do DDPKM

4.1 Introducao

Até o momento, os poucos resultados que se encontram na literatura para o Pro-
blema de Rejeicao de Distiirbios por Realimentagao Estética de Saida (DDPKM)

sao baseados na Teoria da Invariancia, conforme visto no capitulo anterior.

Uma nova abordagem sobre o DDPKM sera apresentada neste capitulo. Ini-
cialmente serao desenvolvidos os aspectos estruturais deste problema e, a seguir, as
condicoes de existéncia de solucao para este problema serao formuladas no enfoque

freqiiencial.

4.2 Aspectos Estruturais do DDPKM

Para o desenvolvimento dos estudos que levarao aos aspectos estruturais do DDPKM,
considere o sistema S estudado, mostrado primeiramente em (3.1) e aqui repetido

por conveniéncia,

S< y(t) = Cx(t) (4.1)
D

20
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para t > 0 e z(ty) = xo. Vale lembrar que o objetivo aqui é encontrar condigoes

alternativas sob as quais é possivel obter uma matriz K tal que a lei de controle
u(t) = Ky(t) (4.2)

rejeite os disturbios na saida controlada z(t).

Como visto no capitulo 2, o Problema de Rejei¢ao de Disttarbios (DDP) tera
solucao para um dado sistema se e somente se for possivel representar seu diagrama
de blocos na forma mostrada na figura 4.1, onde a saida z;(¢) do subsistema S; tem

a mesma dimensao da entrada u(t).

Figura 4.1: Diagrama de blocos esquematico para para solucao do DDP.

De forma anéloga, mostrar-se-4 que o DDPKM tera solucao se e somente se
for possivel representar o seu diagrama de blocos como mostrado na figura 4.2, onde

M é um ganho estatico.

u(t) l ) (1)

Figura 4.2: Diagrama de blocos esquematico para solucao do DDPKM.

O primeiro passo é deduzir as equacoes dinamicas associadas a um diagrama

como o da figura 4.2. Para tanto, seja x;(t) o estado do subsistema S;. Pode-se
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escrever as seguintes equagoes para os subsistemas:

T1(t) = Anzi(t) + Apza(t) + Biu(t) + Eiq(t) (4.3)
yi(t) = Ciza(t) (4.4)

ia(t) = Apwa(l) + Balv(t) + u(t)]

—  ByMCyy(t) + Apa(t) + Boul(t) (4.6)
ya(t) = Chas(t) (4.7)
y(@) = y(t) +12(t) = Craa(t) + Cawa(t) (4.8)
At) = z(t) = 01(t) + Domo(t) (4.9)

Escrevendo na forma matricial obtém-se:
. . Ay A | . B, E,
i = | g, 4]0+ o w5
i) = [ G Cy ] (1)

) = [ 0 D, | (1) (4.10)

Esta forma canonica, assim como o diagrama de blocos mostrado na figura 4.2 estao
associados as condigoes de solucao do DDPKM, como se demonstrara em seguida.
Equagoes no formato (4.10) se caracterizam por blocos nulos nas matrizes E e D, e
também pela porcao inferior esquerda da matriz A ser miltipla, ao mesmo tempo,

das submatrizes By e C].

Uma matriz de realimentagao estatica de saida K que soluciona o DDPKM

utilizando a lei de controle u(t) = Ky(t) sera

K=[-M 0].

A partir destes resultados podemos enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 4.1 O Problema de Rejeicao de Distiurbios por Realimentacgao Estdtica de
Saida (DDPKM) tem solu¢ao para um sistema descrito pelas matrizes (A, B,C, D, E)
se e somente se existirem um numero real v, ¢ < v < n —r, uma matriz real M

(m x r) e uma base do espaco de estados na qual as matrizes (A,B,C,D,E> do

sistema satisfazem

. Ay AH}A {Bl} [El}
z(t) = z(t) + |—=—]| u(t) + t 4.11
0 = [ o+ a0+ [ e w
gty = [ ] G ]a) (4.12)
) = [ 0 | Dy i) (4.13)
ondefln EV XU, 12112 EvXn—vetc e
Ay = ByMC,. (4.14)

Demonstracgao:

(=) A condigao é suficiente:

~ ~ ~

Fazendo, na nova base, u(t) = Ky(t) onde K = —M temos u(t) = —M[ C; Cy |&(t),

donde:
: Ay = ByMCy | Ay — BIMCy ] E
t) = - s t t 4.1
i) S e s+ [F e )
gty = | Cy | Cy ] 2(t) (4.16)
) = | 0 | D, | 2(t) (4.17)

onde nota-se claramente que o disttirbio ¢(t) nao afeta a saida controlada z(t) pois
a matriz de transferéncia que relaciona ¢(t) e z(t) é identicamente nula.

(<) A condigio é necessaria:

Seja K uma solugdo para o DDPKM a qual se associa V, um subespaco (A, B) e

(C, A)-invariante tal que £ € V € K. Sendo dimV = v ter-se-d g <v <n —r.
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Seja V uma matriz n X v cujas colunas formem uma base para o subespago V
e seja W uma matriz n x n — v tal que [V | W] = @ seja nao singular. Fazendo a

transformagao de similaridade z(t) = Qz(t) tem-se:

0 = [ 2 Jroe 5 [ [ oo
i) = [ G G law
() = [ Di Dy Ja(t)

Como,

DQ=1[D; Dy]=D[V | W] e VeK
tem-se que D, =DV = 0, ou seja, a equacao (4.13) é verdadeira. E também como
i

Es

[EAl}:QlE , ou melhor, E:ng1

= VE, +WE
B, , ] 1+ 2

|=w 1w

e £ € V tem-se que E; = 0. Lembrando ainda que K é uma solucao, pode-se
verificar que Aoy + BoKCy = 0, logo, para M = —K teremos Ay = BoMC, ou seja

(4.11) & verdadeira. O

Uma contribuicao deste teorema é uma visao estrutural inédita para o DDPKM,
até o momento resolvido apenas com base na Teoria da Invariancia. Também esta
nova visao estrutural estimula a busca de um novo método para a resolucao do

DDPKM com base no enfoque freqiiencial.

Exemplo 4.1 Considere o exemplo 3.1 repetido a sequir:

-2 1 -1 0 0] -2 -1 -1 0
-2 -1 -1 -1 -1 -1 0 -3 2

A = 6 -1 5 —1 0 B= 1 0 E= 4 =2
6 —2 5 —1 1 3 1 5 —2
2 4 1 2 0] 1 0 2 —2
[0 0 1 0 0]

C = 0 1 0 -1 0
1 2 1 0 1|

D =101 -1 1 1]
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Apds a transformacao de similaridade T = Qx onde

—1 01 11
-3 2001
Q= 4 -2 010
5 =2 0 0 0
2 =2 000
obtém-se:
T 5,67 —5,33| 1,33 2,67 —0,67 0,67 0,33 10
567 —6,33| 0,33 1,17 —3,67 0,17 0,33 0 1
A = 0,33 -0,67|-3,33 —-5,67 —4,33 | B=| —-0,67 —-0,33 | E=| 0 0
0,67 —1,33| 1,33 2,67 0,33 ~1,33 —0,67 00
| —0,33 0,67 1,33 2,67 2,33 0,67 0,33 0 0
i 4 -2 0 1 0
C = -8 4 0 0 1
-1 0 1 2 3
D=1] o0 o | o -1 1]

Duas das possiveis matrizes K que solucionam o DDPKM obtida a partir da equacao
12121 + BZKél =0
sao, por exemplo,

. 0,5 0 2 . [ -05 —05 2
Kl_[ 00—1} ‘ KZ‘{ —2 -1 —1|"

4.3 Enfoque Freqiiencial

Considere novamente o sistema em malha aberta, descrito na figura 3.1, aqui repetido.

u(t) e
o0 | S - y(1)

Figura 4.3: Sistema estudado.
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Pelo principio da superposicao pode-se escrever que:

U(s) = Gy(s)u(s)+ Hy(s)q(s) (4.18)

2(s) = Gals)uls) + Ha(s)q(s) (4.19)

onde §(s), 2(s), u(s) e §(s) sdo as transformadas de Laplace dos vetores que repre-
sentam, respectivamente, a saida medida y(t), a saida controlada z(t), a entrada u(t)
e a entrada de distirbio ¢(¢). E imediato observar que as matrizes de transferéncia
de comando G(s) e G,(s) e as matrizes de transferéncia de distarbio H,(s) e H,(s)

para o sistema descrito em (4.1) sdo dadas por

G,(s) = C(sI-A)'B (4.20)
G.(s) = D(sI—A)'B (4.21)
Hy(s) = C(s[—A)'E (4.22)
H.(s) = D(sI—AE (4.23)

cujas dimensoes sao [ x m, p x m, [ X d e p X d, respectivamente.

Suponha agora que o DDPKM tem solucao, ou seja, a estrutura mostrada na

figura 4.2, repetida a seguir, é valida.

u(t) l ) (1)

Figura 4.4: Diagrama de blocos esquematico para solucao do DDPKM.

A transformada de Laplace dos sinais y;(t) e v(t) sdo dados por

hi(s) = C(s)uls) + D(s)q(s) + L(s)@a(s) (4.24)

0(s) = Myi(s) = MC(s)u(s) + MD(s)G(s) + ML(s)Za(s) (4.25)
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onde, usando os blocos da forma da equagao (4.10) resulta:

C(S) = Cl(S[ — All)ilBl
D(S) = Cl(SI—AH)ilEl

L(S) = Cl(SI—AH)_lAlQ.

onde

K(s) = (sI— Ag)"'By

H(S) = DQ(S[ - A22)le2.
Substituindo (4.29) e (4.31) em (4.25) tem-se:

d(s) = MC(s)i(s) + MD(s)g(s) + ML(s)K(s)[0(s) + a(s)]

[I — ML(s)K(s)]0(s) = M[C(s) + L(s) K (s)]a(s) + MD(s)4(s)

donde

o(s) = [I — ML(s)K(s)] _1{M[C(s) + L(s)K(s)]a(s) + MD(s)q(s)}.

Usando as equagoes (4.30) e (4.31) obtém-se

e empregando a equagao (4.34) chega-se a:

(4.26)
(4.27)

(4.28)

(4.29)
(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)
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is) = H(s)[I = ML)K()] " {M[C(s) + L(s)K(s)]als) + MD(s)i(s) |
+ H(s)i(s)

2(s) = H(s)[I - ML(s)K(s)] _1{M[C(s) + L(s)K(s)]a(s) + MD(s)q(s)
+ [1- MLE)K ()] as) |

i(s) = H(s)[I — ML(s)K(s)] ‘1{ (L, + MC(s)]a(s) + MD(S)Q(S)}. (4.36)

Recorrendo & equagao (4.19) pode-se escrever que

G.(s) = H(s)[I — ML(s)K(s)] "' [MC(s) + I] (4.37)

-1

H.(s) = H(s)[I — ML(s)K(s)]  MD(s). (4.38)

No capitulo 2 foi feita uma breve abordagem sobre matrizes quadradas diago-
nais proprias. Por conveniéncia, a sua definicao e duas de suas propriedades estao

repetidas a seguir.

Definigao 4.1 A matriz racional M(s), quadrada, serd chamada diagonal propria

quando

lim M(s)

S§—00

for uma matriz diagonal inversivel.

Uma matriz diagonal propria nada mais ¢ do que uma matriz quadrada cujos
elementos m;;(s) sdo estritamente proprios quando ¢ # j e sdo proprios quando na

diagonal principal, para ¢ = j.

H4 também algumas propriedades bastante simples, tais como:

Propriedade 4.1 Se N(s) é uma matriz quadrada estritamente propria entao N(s)+

1 serd diagonal propria.
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Propriedade 4.2 A inversa de uma matriz diagonal propria também € diagonal

Propria.

As equagoes (4.37) e (4.38) podem ser rescritas como:

G.(s)=T(s)V(s) (4.39)

H.(s)=T(s)W(s) (4.40)
onde

T(s)=H(s)[I - ML(S)K(S)}_l (p X m) é estritamente propria, (4.41)
V(s) =1, + MC(s) (m x m) é diagonal propria e (4.42)

W(s) = MD(s) (m x d) é estritamente propria. (4.43)

Estas afirmacoes sao facilmente justificaveis pelas defini¢des de H(s), L(s), K(s),

C(s) e D(s), vistos anteriormente e pela propriedade 4.1.

Sendo V' (s) diagonal propria, sua inversa também o serd e pode-se escrever, a
partir de (4.39),

T(s) = G.(s)V(s)™ (4.44)

que levado a equagao (4.40) traz

H.(s) = G.(s)V(s)"'D(s). (4.45)

Até este ponto o desenvolvimento é semelhante ao do caso de realimentacao
total de estados: a existéncia de uma solu¢do X, (s) estritamente propria para a
equagao G,(s)X,(s) = H.(s) é uma condigdo necessaria para a existéncia de solugoes
para o DDPKM. Em outras palavras, se o DDPKM tem solucao, o DDP também

tem.

Considere a figura 4.2 mostrada novamente na figura 4.5.
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Figura 4.5: Diagrama de blocos esquematico para solucao do DDPKM.

A idéia agora é trabalhar com a saida mensuravel y(¢). Sua componente g (s),

vista em (4.24), é aqui repetida,
g1(s) = C(s)t(s) + D(s)q(s) + L(s)a2(s) (4.46)

onde C(s), D(s) e L(s) sdo dadas por (4.26), (4.27) e (4.28). A componente gs(s)
esta associada ao sinal Z»(s), como se vé na equagao (4.7). Usando (4.29) chega-se

J2(s) = J(s)p(s) = J(s)[(s) + 0(s)] (4.47)

onde J(s) = C2K(s) é I x m. Lembrando (4.32):
J(S) = C2K(S) = CQ(S[ — A22>7IB2. (448)
Usando (4.46) e (4.47) na expressao de saida y(s) tem-se:

y(s) = 91(s) + Ja(s)
= C(s)u(s) + D(s)q(s) + L(s)z2(s) + J(s) [a(s) + f)(s)]

= [C(s) + J(s)]a(s) + D(s)q(s) + L(s)Z2(s) + J(s)d(s).  (4.49)

Entrando com (4.29) para eliminar xy(s):

g(s) = [C(s) + J(s) + L(s)K(s)|a(s) + D(s)q(s) + [J(s) + L(s)K(s)]o(s) (4.50)
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Entrando com (4.34) para eliminar v(s):

g(s) = [C(s)+ J(s) + L(s)K(s)]a(s) + D(s)q(s)

+ [J(s)+ L(s)K(s)] [ — ML(s)K(s)]

{ [MC(s) + ML(s)K(s)] i(s) + MD(S)C;(S)}.

Agrupando os coeficientes de 4(s) e ¢(s):

-1

§(s) = {Cs)+J(s) + L(S)K(s) + [J(s) + L(s)K ()] [T = ML(s)K (s)]
[MC(s) + ML(s)K(s)] }i(s)
+ {D(s) + () + LK I~ ML()K ()] MD(s) }i(s).
i) = {C(s)+ () + L()K(9)
{1411 = ML(s)K (5)] ! [MC(s) + ML(s)K (5)]} }a(s)
+ {1+ 6) + LK~ ML) ()] M} D(s)is).
yls) = {C(S) +[J(s) + L(s)K(s)][] = ML(s)K(s)]
{1 = ML(s)K ()] + MC(s) + ML(s)K(s)} }a(s)
+ {1+ 16) + LK~ ML) ()] M} D(s)i(s).
i) = {Cs)+ () + LK = MLEYK ()] [T + MC(s)] far(s)

%f{I+U@%ﬁM@KQMI—ML@M&M”M}D@M@) (4.51)
Esta expressio pode ser rescrita de forma mais condensada:
j(s) = [C(s) + R(s)V ()] a(s) + [D(s) + R(s)W (s)]d(s) (4.52)
onde

-1

R(s) = [J(s)+ L(s)K(s)] [ — ML(s)K(s)] (4.53)

tem dimensao [ x m e ¢é estritamente propria, V(s) e W (s) sao dadas por (4.42) e

(4.43).
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Podemos finalmente escrever:

Gy(s) = C(s)+ R(s)V(s) (4.54)
H,(s) = D(s)+ R(s)W(s). (4.55)

Juntando estes tultimos desenvolvimentos podemos enunciar o seguinte teo-

remas:

Teorema 4.2 Dado um sistema descrito freqiiencialmente pelas matrizes de trans-
feréncia G,(s), H,(s), Gy(s) e Hy(s) com dimensées p x m, px d, I xm el xd,
respectivamente, uma condi¢cao necessdaria e suficiente para que o DDPKM tenha
solugdo € que existam matrizes T(s), R(s), C(s) e D(s) estritamente proprias e
com dimensoes pxm, [ xm, [ xm el xd, respectivamente, e uma matriz constante

M m x [ tais que

G.(s) = T(s)[Ln+ MC(s)] (4.56)
H.(s) = T(s)MD(s) (4.57)
Gy(s) = C(s)+ R(s)[Ln + MC(s)] (4.58)
Hy(s) = D(s)+ R(s)MD(s) (4.59)

Demonstracao:
(<) A condigio é necessaria:
A demonstracao da necessidade esta praticamente feita, basta aplicar a definicao de

V(s) e W(s) dadas em (4.42) e (4.43) as equagoes (4.39), (4.40), (4.54) e (4.55).

E de se notar que as equacdes (4.56) e (4.57) sio as condicdes conhecidas para
o DDP tradicional, vistas no teorema 4.2. As duas outras condi¢oes, dadas em (4.58)

e (4.59), ndo tao simples, sdo novas.
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(=) A condigao é suficiente:
Para demonstrar a suficiéncia supor-se-a que existem T'(s), R(s), C(s), D(s) e M
com as dimensoes acima tais que as equagoes (4.56), (4.57), (4.58) e (4.59) sdo

satisfeitas.

Partindo das relagoes bésicas

Hs) = Gals)ils) + Ha(s)(s) (4.60)
U(s) = Gy(s)u(s)+ Hy(s)q(s) (4.61)

obtém-se, ap6s desenvolvimentos triviais:
2(s) = T(s)u(s)+T(s)M[C(s)a(s)+ D(s)q(s)] (4.62)

4(s) = R(s)i(s) + R(s)M[C(s)a(s) + D(s)q(s)] + [C(s)a(s) + D(s)q(s)] (4.63)

Estas equagoes podem ser visualizadas por meio do diagrama abaixo, que ¢

um caso particular do diagrama basico do DDPKM, visto pelo ultima vez na figura

? y(t)

4.5, e isto indica a existéncia de solucao para o problema.

O o) “T) R(s)
@ M (]
W ps) T(s) ——=(1)

Figura 4.6: Diagrama de blocos esquematico para solucao do DDPKM.

Este teorema é um importante resultado pois fornece condicoes de existéncia
para a solucao do DDPKM puramente freqiienciais, baseadas apenas em matrizes

de transferéncia.
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Para ilustrar este resultado, alguns exemplos.

Exemplo 4.2 Seja o sequinte sistema descrito por:

HESORED
ooy

D = [0 1]

que pode ser descrito freqiiencialmente pelas sequintes matrizes de transferéncia:

2s —1 1

Gals) = s(s—1) H.(s) = s(s—1)

G = [ =] me=| &= ]

s(s—1) s(s—1)

Para este sistema, as possiveis matrizes T'(s), R(s), C(s) e D(s) estritamente
proprias que satisfazem as expressoes (4.56), (4.57), (4.58) e (4.59) dadas no teo-

rema 4.2 $ao:

=3

—~

V2]

S~—

Il
—
» o O
—_

Q

—~

w

N—

Il
| — |

w

oL

—
—_

S

w

N—

Il
| — |

w

oL

—
| S

»
I
—_

e uma matriz constante M

M=1[05 0]

e, portanto, o DDPKM tem solucao.

Exemplo 4.3 Seja o sequinte sistema descrito por:

S ESHESh

_ N O = OO
o HEH PO =
]
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que pode ser descrito freqiiencialmente pelas sequintes matrizes de transferéncia:

1 1 1
G.(s) = [ 5 56D ] H.(s) = [ - 0 }
1 1 1
5 8(81—1) 5(51—1) 0
Gy(s) = 0 = Hy(s)=1| = 0
2 s+2 s+2 0
s s(s—1) s(s—1)

Para este sistema, as possiveis matrizes T'(s), R(s), C(s) e D(s) estritamente

proprias que satisfazem as expressoes (4.56), (4.57), (4.58) e (4.59) dadas no teo-

rema 4.2 $ao:

% 0O 0 0O O
T(s)=[%2 0], R(s)=]0 0], Cs)=|0 & |, Dis)=| 75 0
2.0 0 - 0
e uma matriz constante M
-3 0 1
M= { 0 0 0 }

e portanto o DDPKM tem solucao.

Exemplo 4.4 Seja o sequinte sistema descrito por:

0 0000 10 10
0 —100 0 00 00

A=1]10 0010 B=|00| E=]|00
0 0000 01 00
(0 00 0 0] 00 01
(1 00 1 0]

C =10 0001
1 1010

D= [0 0010]

que pode ser descrito freqiiencialmente pelas sequintes matrizes de transferéncia:

Gus) = [0 5] Hos)=[0 5]
1 1 1 LQ
Gs) = |0 0| H=|01
11 1 LQ



CAPITULO 4. DDPKM - ASPECTOS ESTRUTURAIS E FREQUENCIAIS 66

Para este sistema, as possiveis matrizes T'(s), R(s), C(s) e D(s) estritamente
proprias que satisfazem as expressoes (4.56), (4.57), (4.58) e (4.59) dadas no teo-

rema 4.2 sao:

0 1 10 10
T(s)=[0 L], Rs)=|0 0|, Clsy=|0 0], Ds)=|0 1
0 & 10 10
e uma matriz constante M
0 0 0
M_[O 1 0}

e portanto o DDPKM tem solugao.

4.3.1 Outras condicoes de existéncia de solucoes para o
DDPKM

Embora importantes, as condicoes do teorema 4.2 sao de verificagao pratica com-
plicada pois é preciso garantir a existéncia de cinco matrizes e verificar a validade
de quatro relagoes. No caso do DDP tradicional, as condicoes freqiienciais podiam
ser simplificadas e a solucao dependia do estudo de uma tnica equacao envolvendo

apenas as matrizes que definem o sistema. Aconteceria algo semelhante neste caso?

Usando as relagoes (4.42) e (4.43), as relagoes (4.56), (4.57), (4.58) e (4.59)

podem ser rescritas como:

G.(s) = T(s)V(s) (4.64)
Ho(s) = T(s)W(s) (4.65)
Gy(s) = C(s)+ R(s)V(s) (4.66)
Hy(s) = D(s)+ R(s)W(s) (4.67)

onde V'(s) é m x m e diagonal propria e W (s) é m x d e estritamente propria. Como
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V(s)™! existe e é também diagonal propria, tem-se

T(s) = G.(s)V(s)™* (4.68)

R(s) = [Gy(s)—C(s)]V(s)™" (4.69)
Substituindo estas duas equagOes nas expressoes para G,(s) e H,(s) dadas nas
equagoes (4.66) e (4.67) tem-se

H.(s) = Gu(s)V(s)"'W(s) (4.70)

Hy(s)—D(s) = [Gy(s)—C(s)]V(s)"'W(s). (4.71)

J& é possivel enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.3 Dado um sistema descrito freqiiencialmente pelas matrizes de trans-
feréncia G,(s), H,(s), Gy(s) e Hy(s) com dimensées p x m, px d, | xm el xd,
respectivamente, uma condi¢cao necessdaria e suficiente para que o DDPKM tenha
solugdo € que existam matrizes estritamente proprias X (s) (m x d), C(s) (I xm) e

D(s) (I x d) e uma matriz real M (m x 1) tais que

H.(s) = G:(s)X(s) (4.72)
Hy(s)— D(s) = [Gy(s)—C(s)]X(s) (4.73)
X(s) = MI[D(s) —C(s)X(s)]. (4.74)

Demonstracgao:

(<) A condigao é necessaria:

Para a necessidade basta continuar o desenvolvimento anterior, verificando que
V(s)'W(s) = X (s) é estritamente propria e m x d. Com isto as equagoes (4.70) e

(4.71) se transformam em (4.72) e (4.73).

Com esta mesma defini¢do de X (s) é possivel

V(s)X(s) = W(s). (4.75)
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Entrando com (4.42) e (4.43) chega-se a
[I, + MC(s)] X(s) = MD(s) (4.76)

que leva, trivialmente, & expressao (4.74).

(=) A condigdo é suficiente:
Para a suficiéncia, considere que MC/(s) = C(s) é estritamente propria e m x m. A

matriz

A(s) =1, + MC(s) (4.77)

serda diagonal propria e, conseqiientemente, inversivel. A equacdo (4.72) pode ser

rescrita como:

H.(s) = G.(s)A(s) " As) X (s) (4.78)

E facil ver que G.(s)A(s)™' & estritamente propria e p x m. Chamando

G.(s)A(s)™ = T(s) temos
G.(s) = T(s)A(s) = T(s)[Lm + MC(s)] (4.79)
que & a condiciio (4.56) do teorema 4.2,
A equagdo (4.78) fica, com o uso do T(s):
H(s) = T(s)A(s)X(s)

= T(s)[I+ MC(s)] X(s). (4.80)

Usando (4.74), isto se tranforma em
H.(s) =T(s)MD(s) (4.81)

que é a condigao (4.57) do teorema 4.2.

A equagao (4.73) pode ser rescrita como

Hy(s) = D(s) = [Gy(s) — C(s)| A(s) " A(s) X(s) (4.82)
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E facil ver que [G,(s) — C(s)]A(s)™! = R(s) ¢ estritamente propria e [ x m, o que
leva a

Gy(s) — C(s) = R(s)A(s) = R(s)[1 + MC(s)] (4.83)
que é a condigao (4.58) do teorema 4.2.

Com o uso de R(s), a equacao (4.82) fica
H,(s) — D(s) = R(s)A(s) X (s) = R(s)[I + MC(s)] X(s) (4.84)

Usando (4.74) esta tultima expressao recai na condigao (4.59) do teorema 4.2.

O

As condigoes deste teorema envolvem quatro matrizes que devem satisfazer
trés restricoes. Comparado ao teorema 4.2, que envolve cinco matrizes que devem

satisfazer quatro restri¢oes, pode-se dizer que houve um progresso.

Além deste aspecto quantitativo, estas novas condi¢oes sao mais comodas que
as anteriores. A primeira delas, a equagao (4.72), é a equagao tradicional do DDP. A
segunda, a equacao (4.73), é uma equacao do mesmo tipo, relacionando as matrizes
H(s) = H,(s)—D(s) e G(s) = G,(s)—C(s). A terceira condigao, a equagio (4.74), &

novidade e envolve matrizes racionais estritamente proprias e uma matriz numérica.

Exemplo 4.5 Considere o sistema do exemplo 4.2 aqui repetido:

IR R HE
o [3]

D = [0 1]
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onde
2s — 1 1
pr— H pr—
G (s) s(s—1) +(s) s(s—1)
1 1
Gy(s) = { =) } Hy<s>:{ = }
s(s—1) s(s—1)

Para este sistema, as possiveis matrizes C(s), D(s) que satisfazem as ex-

pressoes (4.72), (4.73) e (4.74) do teorema 4.3 sao
_1
3
s—1

X(s)

—

»
~—
1

»
i
—
[

et = |

@
I
—

onde uma solug¢io X (s) €

T o1

Exemplo 4.6 Seja o exemplo 4.3 aqui repetido:

0 1] 10 00
a=loa] 2=[o V] B[V o]
1 0]
C = 01
2 1
D = [1 0}
onde
GZ(S) = [% s(slfl)] HZ(S): [ s(slfl) 0}
1 1 1
s s(s;l) s(s;l) 0
Gy(s) = | 0 5 Hy(s)=| 5 O
2 s5+2 s+2 0
s s(s—1) s(s—1)

Para este sistema, as possiveis matrizes C(s), D(s) que satisfazem as ex-

pressoes (4.72), (4.73) e (4.74) do teorema 4.3 sao

0 0 0 0
Cls) = |0 35 D(s)=| 7 0
0 - 0
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Exemplo 4.7 Seja o exemplo 4.4 aqui repetido:

0 0000 10 10
0 -1 000 0 0 0 0
A= [0 0010 B=10 0 E=100
0 0000 01 0 0
(0 000 0] 0 0 01
1 0 0 1 0]
C =10 0001
1 1010
D= [0 0010]
onde
Gi(s) = [0 {] Hy(s)=[0 5]
11 l%
Gfs) = |0 0| Hs=|0 1
11 l%

Para este sistema, as possiveis matrizes C(s), D(s) que satisfazem as ex-

pressoes (4.72), (4.73) e (4.74) do teorema 4.3 sao

10 10
Cs) = |00 D(s)=|0 1
Loy L

e uma solugcao X (s) é

Pode-se pensar em simplificar ainda mais as condigoes do teorema 4.3, re-

duzindo seu namero:

Corolario 4.1 Dado um sistema descrito freqiiencialmente pelas matrizes de trans-
feréncia G.(s), H.(s), Gy(s) e Hy(s) com dimensdoes p x m, px d, l xm el xd,

respectivamente, uma condicao necessdaria para que o DDPKM tenha solucao € que
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existam matrizes estritamente proprias X (s) (m x d), C(s) (I xm) e D(s) (Il x d)

tais que

H.(s) = G:(s)X(s) (4.85)

Hy(s)— D(s) = [Gy(s)—C(s)]X(s). (4.86)

A demonstragao é 6bvia, uma ocorréncia imediata do teorema 4.3. Tem-se
agora apenas trés matrizes e duas relagoes a serem solucionadas, o que simplifica
bastante as condicoes de existéncia de solucoes para o DDPKM. Além disso, as
relagoes (4.85) e (4.86) sdo ambas do tipo G(s)X(s) = H(s), cujo estudo é muito

conhecido.

Porém o preco a se pagar por estas simplificagoes é o fato de que estas condigoes
sao apenas necessarias. Seriam elas também suficientes? Este ponto do trabalho
requer uma pesquisa maior e, talvez, estas condi¢oes sejam também suficientes para

determinadas classes de sistemas.

4.4 Conclusao

Foram apresentados, neste capitulo, novos conceitos para o DDPKM. Primeira-
mente, mostrou-se a visao estrutural deste problema e sob que aspectos este tem
solucao. A seguir, caracterizou-se as condicoes de existéncia de solucoes deste pro-
blema a partir do enfoque freqiiencial, sendo apresentadas algumas condicoes neces-
sarias e suficientes. Nota-se que, comparativamente ao DDP, o DDPKM apresenta
mais condicoes a satisfazer para que este tenha solucao, o que ja era de se esperar

uma vez que estd sendo feita uma realimentacao estatica de saida.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

O Problema de Rejeigao de Disturbios (DDP) ainda é, nos dias de hoje, objeto de
grande investigacao devido ao fato da solugao teodrica deste problema constituir um
excelente exemplo da aplicagao de alguns dos conceitos fundamentais da chamada
abordagem geométrica para o controle de sistemas lineares. E por este motivo que,
h& mais de trés décadas, este problema vem sendo exaustivamente estudado sob a

otica da Teoria da Invariancia.

Entretanto, o calculo de subespacos invariantes, para muitos sistemas, pode
ser bastante trabalhoso. Este talvez tenha sido um forte estimulo para a busca de
solucoes para o DDP baseadas no enfoque freqiiencial. Em outras palavras, ao invés
de se calcular subespacos invariantes, buscaram-se resultados que possibilitem dizer
se o DDP tera solucao ou nao, manipulando-se apenas as matrizes de transferéncia
de controle e distirbio do sistema. Desta maneira, alguns importantes resultados
tanto para o Problema de Rejei¢do de Disturbios (DDP) como para o Problema de
Rejeigao de Distiirbios com Estabilidade (DDPS) ja foram obtidos empregando-se

relacoes entre as matrizes de transferéncia.

Estes resultados foram revistos no capitulo 2 deste trabalho. L& pode ser visto

73
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que sob o enfoque geométrico a solugao do DDP para um sistema

Az(t) + Bu(t) + Eq(t) , x(ty) = zo
2(t) = Dx(t) , t>0

V)
—N—
-
=
I

(5.1)

esta condicionada a algumas propriedades de um subespaco denominado V*. Este é
o maior subespaco (A, B)-invariante contido no espago nulo a direita de D, denotado
por K. Para o DDP ter solucao, é necessario que £ C V*. Analogamente ao DDP,
o DDPS tem a sua solugdo relacionado a V;, o maior subespago (A, B)-invariante
contido em K tal que o sistema realimentado é estavel, e como para o DDP, o DDPS

terd solugdo se £, a imagem da matriz ), estiver contido em V.

J& sob o enfoque freqiiencial, a solugao do DDP esta associada a existéncia de
solucoes para a equagao

G.(s)X.(s) = H,(s), (5.2)

onde G,(s) e H,(s) sdo matrizes racionais proprias, com dimensoes p X m e p X q

respectivamente, e dadas por

G.(s) = D(sI—A)'B (5.3)

H.(s) = D(sI—A)"'E (5.4)

enquanto X,(s) é a solugao da equagao matricial com dimensao m x ¢. Como visto,
a solucao do DDP nao mais esta relacionada a existéncia de um subespaco invari-
ante e sim a existéncia de uma matriz racional estritamente propria X, (s) tal que
a expressao (5.2) seja verdadeira. Analogamente ao DDP, o DDPS tem solugao se
existir uma X, (s) estritamente propria e estavel. Além de abordar o DDP sob o en-
foque geométrico e freqiiencial, no capitulo 2 também foi mostrada a visao estrutural
deste problema. O DDP tem solucao se for possivel representar o diagrama de blo-

cos do sistema na forma da figura 5.1 onde, escrevendo na forma matricial obtém-se:
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Figura 5.1: Diagrama de blocos esquematico para para solu¢ao do DDP.

2ty = [ 0 Dy Ja(). (5.5)

J& no capitulo 3 foi apresentado o Problema de Rejeicao de Distiarbios por
Realimentacao Estatica de Saida (DDPKM), principal objeto de estudo deste tra-
balho, e a sua solucao baseada no enfoque geométrico. A formulagao deste problema

também é bastante simples. Seja o sistema,

#(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t) ., x(to) = xo
S1 y(t) = Cx(t) (5.6)
z(t) = Dx(t) , 120

em que x(t) € R" & o vetor de variaveis de estado, u(t) € R™ é o vetor de entradas
de controle, g(t) € R? é o vetor de entradas de distirbios, y(t) € R! é o vetor de
saidas medidas e z(t) € R? é o vetor de saidas a serem controladas. O objetivo é

encontrar, se possivel, uma lei de controle por realimentacao estatica de saida,

u(t) = Ky(t), (5.7)

tal que a matriz de transferéncia que relaciona a entrada de distirbio ¢(t) e a saida

controlada z(t) seja nula.

Apesar de sua formulagao também ser bastante simples, a solu¢cao do DDPKM,
baseada na Teoria da Invariancia, € um pouco mais trabalhosa quando comparada
ao DDP. Isto se deve ao fato da solucao esta relacionada com a existéncia de um sub-

espaco V que seja (A, B)- e (C, A)- invariante e tal que £ C V C K, onde £ denota a
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imagem da matriz F e IC o espago nulo a direita de D . Equivalentemente, o DDPKM
tem solucdo se e somente se existe um subespaco V e uma matriz K € R™*! tais que
ECVCKe(A+ BKC)V C V. Nota-se que, comparado ao DDP, sob o enfoque
geométrico, ha mais algumas restricoes para as condigoes de solucao do DDPKM.
Além disso, outro fator que dificulta a verificacao destas condicoes é que nao existe

nenhum algoritmo na literatura para o calculo deste subespaco V.

Estimulados por este fato, no capitulo 4 buscou-se caracterizar as condigoes
de existéncia de solugoes para o DDPKM sob o enfoque freqiiencial. Inicialmente,
foi mostrada uma nova visao estrutural do problema, a partir da qual podem-se
desenvolver condi¢oes necessérias e suficientes para a solucao do problema. De forma
analoga ao DDP, o DDPKM tem solucao se for possivel representar o diagrama de

blocos do sistema na forma mostrada na figura 5.2, onde M é um ganho estatico.

Figura 5.2: Diagrama de blocos esquematico para solucao do DDPKM.

Escrevendo na forma matricial, este diagrama de blocos torna-se:
: _ A Ap | By Ey
i = | gty 4|0+ o w5
gty = [ G Cy | 2(t)
) = [ 0 D | &(2). (5.8)

Esta forma canonica, assim como o diagrama de blocos mostrado na figura 5.2 estao

associados as condicoes de solucao do DDPKM.
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Ou seja, a visao estrutural para o DDPKM ¢ um grande avanco nos estudos
deste problema: ao invés de se ter de calcular um determinado subespaco, cuja
verificacao de existéncia é muito complicada na pratica, é necessario obter apenas
uma transformagao de similaridade que coloque o sistema na forma dada em (5.8),
com a qual é possivel afirmar se o DDPKM para o sistema considerado tera ou nao

solucao.

Neste mesmo capitulo 4, também foram desenvolvidas algumas condi¢oes ne-
cessarias e suficientes para a solucao do DDPKM sob o enfoque freqiiencial. Um
importante resultado obtido foi que para um sistema descrito por G,(s), H,(s),
Gy(s) e Hy(s) com dimensoes p x m, p X d, [ x m e | x d, respectivamente, uma
condicao necessaria e suficiente para que o DDPKM tenha solucao é que existam
matrizes T(s), R(s), C(s) e D(s) estritamente proprias e com dimensoes p X m,

I xm,lxmelxd, respectivamente, e uma matriz constante M (m x [) tais que

Gi(s) = T(s)[Lm+ MC(s)] (5.9)
H.(s) = T(s)MD(s) (5.10)
Gy(s) = C(s)+ R(s)[Ln + MC(s)] (5.11)
Hy(s) = D(s)+ R(s)MD(s). (5.12)

A partir deste resultado, desenvolveu-se uma outra condicao necesséria e su-
ficiente: para um sistema descrito freqiiencialmente pelas matrizes de transferéncia
G.(s), H.(s), Gy(s) e Hy(s) com dimensoes p x m, p X d, I x m e | x d, respecti-
vamente, uma condicao necessaria e suficiente para que o DDPKM tenha solucao
é que existam matrizes estritamente proprias X (s) (m x p), C(s) (I x m) e D(s)

(I x d) e uma matriz real M (m X [) tais que
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H.(s) = Ga(s)X(s) (5.13)
Hy(s)~ D(s) = [Gyls) — C(s)] X(s) (5.14)
X(s) = MI[D(s)—C(s)X(s)]. (5.15)

A conseqiiéncia deste teorema é que, para um sistema descrito freqiiencial-
mente pelas matrizes de transferéncia G,(s), H,(s), G,(s) e Hy(s) com dimensoes
pxm,pXxd,lxmelXxd, respectivamente, uma condicao necessiria para que o
DDPKM tenha solugio é que existam matrizes estritamente proprias X (s) (m X p),

C(s) (I xm) e D(s) (I x d) tais que

H(s) = G.(s)X(s) (5.16)

Hy(s)—D(s) = [Gy,(s)—C(s)]X(s). (5.17)

Com isto, este trabalho apresentou novas contribuicoes ao estudo do DDPKM.
E claro que, apesar dos resultados aqui encontrados, muitos trabalhos podem ainda
ser desenvolvidos para os problemas de rejeicao de distirbios em geral. Entre os

trabalhos que podem ser desenvolvidos, destacam-se:

1. A solucao do DDP, quando ela existe, nao é tinica, exceto para o caso particular
em que p > m, onde o problema nao tem solucao ou tem uma tnica solugao
que pode ser facilmente encontrada [55]. Um problema interessante seria a
parametrizacao destas solucoes, o que, no caso geral, é de dificil solucao. Uma
alternativa, como j4 feito por alguns autores, é resolvé-lo para algumas classes

de sistemas.

2. Para o DDPKM, pode-se ainda pensar em aperfeicoar as condi¢coes necessarias
e suficientes para a solucao deste problema aqui obtidas no enfoque freqiiencial,
buscando condicoes mais simples que aquelas obtidas neste trabalho. Uma

opcao que pode ser adotada seria buscar tais condigoes para algumas classes
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de sistemas. Outra pesquisa que pode ser realizada é encontrar as condicao
de existéncia de solucoes para o DDPKM com estabilidade, problema este que

até o momento nao foi abordado na literatura.

3. Finalmente, pode-se estudar os demais problemas de rejeicao de disturbios,
desenvolvendo-se a sua visao estrutural e as suas condigoes de existéncia de

solucgoes sob o enfoque freqiiencial.
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