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Este trabalho aborda a estabilizacao de sistemas nao lineares utilizando a es-
tratégia de controle satisfatéria recentemente proposta na literatura. Esta estratégia
é baseada na teoria de decisdo satisfatéria e define um conjunto de leis de controle
assintoticamente estabilizantes. Estas leis sdo parametrizadas para atender em forma
instantanea uma desigualdade entre uma funcao que quantifica o beneficio e outra
quantificando o custo. Este controlador se constitui em uma ferramenta para o projeto
de leis de controle para sistemas nao lineares a partir de funcées de Lyapunov de con-
trole. A robustez do controlador satisfatério é analisada, caracterizando um conjunto
satisfatorio robusto. Para proporcionar um maior entendimento, o controle satisfatorio
¢é aplicado e analisado em sistemas lineares. Utilizando a versao nao linear da propri-
edade de Kalman-Yacubovitch-Popov, o controle satisfatério é aplicado em sistemas
passivos. Para ilustrar a abordagem proposta, sao considerados o controle da atitude
de um corpo rigido e o controle do fluxo de dados em uma rede de comunicagao com

trafego eldstico.
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This work deals with stabilization of nonlinear systems using the satisficing con-
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punov functions. The robustness of the proposed controller is analyzed, characterizing
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Capitulo 1

Introducao

Problemas de controle caracterizam-se por dois objetivos principais: alcancgar a finali-
dade principal do controlador, e.g. rastreamento e/ou regulacao e; satisfazer os critérios
de desempenho, como menor esfor¢o de controle e/ou tempo minimo.

Usualmente, essas duas metas sao combinadas em um tnico indice de desempenho
a ser minimizado aplicando técnicas baseadas no principio de otimalidade de Bellman
(Bellman 1962) ou o principio do minimo de Pontryagin (Pontryagin, Boltyanski, Gam-
krelidze & Mischenko 1962), com o objetivo de se obter a melhor solu¢do com respeito
a um dado indice de desempenho.

Quando for possivel, viavel e pratico, o controle 6timo deve ser preferencialmente
escolhido. Contudo, no caso de sistemas nao lineares, uma solu¢do 6tima nem sempre
é ficil e/ou possivel de ser obtida. Nesses casos, geralmente utiliza-se um modelo
simplificado do sistema (e.g, uma versdo linearizada), tal que a solu¢do 6tima do modelo
simplificado seja satisfatéria para o sistema original. Uma outra opcao é a utilizacao
de uma solugiao ad hoc baseada na nog¢ao vaga e imprecisa de desejabilidade! (Cornell
1990). Essas abordagens sdo probleméticas e se falharem, deve-se procurar paradigmas
alternativos.

Os principios de otimizacao e o projeto ad hoc nao sdo os unicos paradigmas dis-

poniveis. A area economica tem gerado alguns paradigmas alternativos. Em 1955,

! Para cada resposta y; do sistema associa-se uma funcgao desejabilidade d;(y;), onde 0 < d; < 1,
com d;(y;) = 0 representando um valor de y; completamente indesejdvel e d;(y;) = 1 representando um
valor de y; ideal ou completamente desejavel. Estas desejabilidades individuais sao entao combinadas
em uma média geométrica, que da como resposta a desejabilidade geral.



H.A. Simon desafiou a teoria economica classica, cujo comportamento era essencial-
mente racional (Stirling 2003), e onde as decisoes eram tomadas com base em todas as
informacoes disponiveis, visando assegurar um resultado possivelmente 6timo para cada
decisdo adotada. Diferentemente disto, H.A. Simon defendeu que, devido a complexi-
dade do mundo econémico, nao ha como se obter informagoes suficientes que garantam
um resultado 6timo, logo as decisoes tomadas devem gerar um resultado aceitavel, que
embora nao sendo obrigatoriamente 6timo, supera pelo menos um padrao minimo. Si-
mon chamou esta ambi¢cao menor na tomada de decisao de “racionalidade limitada” ou
“comportamento racional intencionado” e denominou os resultados gerados de ”sa-
tisfatérios”. Em (Simon 1955) coloca-se o seguinte argumento: “De forma geral, a
tarefa é trocar ... racionalidade global ... por um tipo de comportamento racional
que é compativel com as informacoes disponiveis e a capacidade computacional que se

»

possui atualmente ...” e também é defendida a aplicacao de um padrao ou nivel de
aspiragao minimo: “Se, ao invés de se requerer que o pagamento seja maximizado, nés
requerermos somente que o pagamento exceda uma dada quantidade, entao ... nao é
necessario determinar se existe um plano alternativo com um pagamento ainda mais
alto”. Solugoes que encontram um padrao minimo, possivelmente obtidas com parte
das informacoes ou restricoes computacionais, obedecem o principio satisfatério, sendo
portanto chamadas de solugoes satisfatorias. O conceito de satisfatério é mais geral que
o conceito de otimizacao. Uma solucdo 6tima é claramente satisfatoria, mas a nocao
de um padrdo minimo pode persistir mesmo que uma solu¢do melhor nao exista ou
nao seja alcancavel. Além disso, uma solucao satisfatéria é diferente de uma solucao
sub-6tima, pois esta ultima pressupoe a existéncia de uma solugao 6tima e usualmente
representa uma simplificacdo desta. Sabe-se que uma solugao satisfatéria deve encon-
trar um padrao minimo de desempenho. Desta forma, a questdo que fica, é como
determinar esse padrao minimo.

A procura por uma solucao satisfatoria no problema de controle é andloga ao pro-
blema epistemolégico de procura da verdade através do conceito de error avoidance e
a metodologia introduzida para alcancar este objetivo chamada de Teoria da Utilidade
FEpistémica (Levi 1980).

A Teoria da Utilidade Epistémica considera o amplo problema de aquisicao de

conhecimento. Esta teoria é suficientemente ampla para abordar temas reais fornecendo



detalhes e precisao matematica suficientes para serem titeis em problemas de estimacao
e controle (Stirling & Morrell 1991). Ela difere de enfoques tradicionais no sentido que

baseia-se na definicdo de duas funcoes de utilidade.

Em (Stirling, Goodrich & Frost 1996, Goodrich, Stirling & Frost 1998) introduziu-
se formalmente a teoria de utilidade epistémica para resolver problemas de controle.
Nestes trabalhos associou-se a veracidade com a precisao obtida com um certo controle
(no sentido de conformidade com um certo padrdo) e a rejeigdo com o custo deste
controle. Desta forma, um controle que tenha um alto grau de precisdo e um grau
baixo de rejeitabilidade é considerado um controle satisfatério. As funcgoes de utilidade

foram dadas em termo de densidade probabilistica sendo combinadas em forma convexa

(Levi 1980).

Desta forma uma decisdo satisfatéria, pode ser vista como uma aplicacao formal da
analise custo-beneficio para o problema de tomada de decisao, consistindo na defini¢ao

de duas funcoes utilidades que quantificam os beneficios e os custos de uma acao.

Considerando um sistema nao linear descrito pela equacao diferencial & = f(z,u)
sendo f(-) um campo vetorial suave; para um estado x, o beneficio de se escolher um
controle u é dado pela funcao seletividade ps(u,x). Similarmente, o custo associado
com a escolha de u é dado pela funcao rejeitabilidade p,(u, z). Define-se entdo como
conjunto satisfatorio os valores de u tais que a funcao seletividade excede a rejeitabili-
dade, isto é:

Sp(x) = {u(t) : ps(u,x) > bp,(u, x), Vt > 0}

onde b é um parametro, possivelmente dependente do estado, que pode ser utilizado
para definir o tamanho do conjunto satisfatorio. Logo, todo sinal de controle u per-
tencente a Sy é considerado satisfatério. Deseja-se entao desenvolver um controle rea-
limentado, de forma que o sinal de controle pertenca a Sy(z) para qualquer estado z,

satisfazendo portanto o padrao minimo de custo definido pela funcao rejeitabilidade.

Em (Stirling et al. 1996, Goodrich et al. 1998) foi utilizando o conceito de controle
satisfatério dentro de um contexto de Controle por Modelo de Predi¢cdo (MPC: Model
Predictive Control) baseado na estratégia de Receding Horizon. A fungdo seletividade
foi escolhida como a norma do estado previsto no préximo instante de tempo; por

outro lado, a funcao rejeitabilidade foi escolhida como p,(u,z) = ru?. Desta forma,
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a cada instante, é calculado um controle satisfatério predito utilizando a metodologia
de Campos Potenciais Generalizados (Nam, Lee & Ko 1996, Guldner & Utkin 1993).

Porém esta estratégia conta com duas limitagoes principais:
1. A estabilidade em malha fechada nao é garantida analiticamente.

2. Para cada estado, é necessario implementar uma procura para achar o conjunto

satisfatorio.

Em (Beard, Young & Stirling 2001) foram contornadas estas limitagbes para o
sistema & = f(x) + g(x)u utilizando o conceito de Fungdo de Lyapunov de Controle
(CLF). Desta forma, a funcao seletividade p,(u, z) foi definida em termos de uma CLF,
e a funcdo de rejeitabilidade p,(u,z) como o custo instantaneo de um dado sinal de

controle. Os principais resultados apresentados por (Beard et al. 2001) foram:

e Para cada estado z, o conjunto satisfatério é convexo e existe um b(z) tal que se

0 < b(z) < b(z), o conjunto satisfatério nio serd vazio.

e O conjunto satisfatério Sy(z,n(z),v(x)) pode ser parametrizado pelas fungoes

continuas 7(x) e v(x), onde 0 <n < 1le |y <1.

e Todo controle satisfatério gera um sistema realimentado assintoticamente estavel

e define uma férmula universal (Lin & Sontag 1995).

e O controlador satisfatério pode ser sintonizado dinamicamente, minimizando-se
uma funcao custo em funcao das duas fungoes continuas que parametrizam o

conjunto satisfatorio.

Observa-se entao que o controlador satisfatério desenvolvido em (Beard et al. 2001)
consiste na aplicacao da teoria de decisao satisfatéria no desenvolvimento de controla-
dores baseados em Funcgoes de Lyapunov de Controle (CLF).

Fungoes de Lyapunov de Controle (Sontag 1989, Artstein 1983, Sontag 1983) podem
ser utilizadas no desenvolvimento de leis de controle assintoticamente estabilizantes
para sistemas nao lineares. O desempenho do controlador depende da CLF utilizada e a
existéncia de uma CLF implica em estabilidade assintdtica do sistema. Uma forma de se

projetar controladores utilizando CLF’s é através das féormulas universais, que definem
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métodos construtivos para gerar leis de controle estabilizantes de CLF’s. Estas férmulas
universais foram primeiramente introduzidas em (Lin & Sontag 1995), onde também
sao derivadas férmulas universais para sistemas com restricoes de entrada. Entre as
férmulas universais mais conhecidas, podemos citar a férmula de Sontag (Sontag 1998) e
a solucdo de norma minima de Freeman e Kokotovic (Freeman & Kokotovic 1998). Um
dos resultados centrais obtidos pelo controle satisfatério desenvolvido em (Beard et al.
2001) é fornecer uma drea de trabalho para a construgdo de novas férmulas universais,
onde qualquer férmula universal que possui propriedades de suavidade adequadas sao
incluidas pela abordagem satisfatoria.

A utilizagao de CLF’s junto com outras metodologias aparece em outros trabalhos.
Em (Primbs & Doyle 2000) a nog¢io de otimalidade de Euler-Lagrange sobre um hori-
zonte de tempo finito é combinada com a idéia de CLF, produzindo uma lei de controle
Receding Horizon que garante a estabilidade do sistema em malha fechada, recaindo
num controlador de norma minima quando o horizonte de otimizacao vai para zero e
tornando o controlador 6timo quando o horizonte tende para infinito. Em (Jadbabaie
& Hauser 2000) mostrou-se que pode-se garantir a estabilidade para o controle Re-
ceding horizon se ao invés de resolvermos um problema de controle 6timo finito em
cada instante de tempo, resolvermos um problema que garanta que a func¢do custo é
decrescente em cada instante de tempo. A idéia basica é utilizar uma CLF ao invés de
um custo terminal limitante (Grimm, Messina, Teel & Tuna 2003).

Uma limitacao decisiva dessas metodologias assim como do controle satisfatdrio
apresentado em (Beard et al. 2001) é que a lei de controle obtida é uma realimentacao
de estados associada a uma funcao de Lyapunov. Sabe-se que, em geral, encontrar uma

CLF é um problema aberto e nem sempre de facil solucao.

1.1 Objetivo principal da tese

O principal objetivo deste trabalho é a aplicacao do controle satisfatério desenvolvido
em (Beard et al. 2001) em sistemas passivos (Gouvea, Lizarralde & Beard 2004).

A propriedade de passividade tem tido um rol vital no projeto de controladores que
estabilizam assintoticamente sistemas nao lineares. Num nivel tedrico, existe uma ra-

zoavelmente completa teoria para sistema nao lineares realimentados gerais (Desoer &
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Vidyasagar 1975, Hill & Moylan 1976). Varias ferramentas sao disponiveis para deter-
minar quando um sistema dinamico nao linear de dimensao finita é passivo, incluindo
uma versao nao linear do Lema de Kalman-Yacubovitch-Popov (Hill & Moylan 1976).

A nocao de passividade de um sistema foi motivada pela dissipagdo de energia
através de resistores em um circuito elétrico e tem sido amplamente usada na analise
de estabilidade de classes gerais de sistemas nao lineares interconectados (vide (Desoer
& Vidyasagar 1975, Vidyasagar 1977, Vidyasagar 1979) (Willems 1971, Sandberg 1964,
Sandberg 1978)). No inicio da década de 70, iniciou-se o estudo da passividade na repre-
sentacao em espaco de estados de sistemas nao lineares, permitindo uma interpretacao
mais geométrica das nocoes de energia disponivel, dissipada e armazenada em termos
das funcoes de Lyapunov (Willems 1972a, Willems 1972b). Este ponto de vista tem,
desde entao, sido desenvolvido em uma série de trabalhos (ver como exemplo (Hill &
Moylan 1976, Hill & Moylan 1980b)), levando a um resultado, na teoria de Lyapunov,
equivalente a alguns resultados de estabilidade desenvolvidos dentro do ponto de vista
da abordagem de entrada e saida.

Nesta tese, é utilizada a versao nao linear do lema Kalman-Yacubovitch-Popov em
conjunto com a abordagem satisfatéria de (Beard et al. 2001), para desenvolver o con-
trole satisfatorio de sistemas passivos. Sabe-se que todo sistema passivo é estavel, mas
o controlador satisfatorio atua no sentido de aumentar a margem de estabilidade do
sistema, tornando-o mais robusto. Como resultado, obtém-se um controlador base-
ado numa realimentacao de saida que nao precisa de nenhuma CLF do sistema a ser
controlado.

Além disto, uma outra caracteristica do controle satisfatorio é que pelo fato de
poder ser parametrizado por duas funcoes de selecao, este pode ser sintonizado dina-
micamente minimizando-se uma funcao custo dependente do estado do sistema e do
sinal de controle. Neste trabalho, essa funcao custo foi minimizada fazendo-se uma
predicao do estado do sistema e utilizando-se o estado previsto para e minimizar a
fungao custo através do algoritmo do gradiente descendente. O controlador sintoni-
zado poderd ou nao ser 6timo, visto que o algoritmo pode cair em um minimo local,
mas mesmo que nao o seja, ja representarda uma melhora com relacao ao controlador
inicial.

Por outro lado, embora possamos ter sistemas nao passivos sabe-se que se estes



sistemas tiverem grau relativo um e forem fracamente de fase minima (Byrnes, Isidori
& Willems 1991), podem ser transformados para atender as propriedades de passivi-
dade. Nesse caso, o projeto do controlador poderia ser dividido em duas partes. A
primeira sendo a implementacao de uma realimentagao para tornar o sistema passivo.
Posteriormente, a utilizacado do controle satisfatorio passivo para aumentar a robustez

do sistema.

1.2 Casos de Estudo

Neste trabalho, o controle satisfatério passivo foi aplicado em dois sistemas de controle:
1) Controle de fluxo de dados em redes de computadores com trafego elastico, 2)

Controle de atitude de um corpo rigido.

1.2.1 Controle de fluxo de dados numa rede de computadores

Controle de fluxo de dados de uma rede de comunicacao com trafego eldstico, como
Internet e ATM/ABR, consiste em ajustar as taxas de transmissdo das fontes para a
utilizacao completa dos recursos da rede, sem exceder a capacidade dos seus canais. Os
objetivos principais sao estabilidade, eficiéncia e alocagao justa dos recursos da rede
entre todas as fontes. Esses objetivos sao dificeis de serem alcangados, pois cada fonte
deve definir sua taxa de transmissao de uma forma descentralizada utilizando poucas
informacoes sobre os recursos da rede. Recentemente, a comunidade de controle tem
estudado uma abordagem tedrica mais matematica para implementar o controle de
fluxo da rede, com o objetivo de alcancar uma andlise de estabilidade e comportamento
e sugerir diregbes para melhorar os atuais protocolos (vide (Athuraliya, Low, Li &
Yin 2001, Kelly, Maullo & Tan 1998, Kelly 1999, Low 2000, Low & Lapsley 1999,
Paganini 2002, Wen & Arcak 2004)).

Seguindo com o estudo da aplicagao das ferramentas de controle em redes de com-
putadores com trafego elastico, nesta tese utilizou-se o controlador satisfatério passivo
no controle descentralizado do fluxo de dados de uma rede. Foram utilizados dois

modelos, com estratégias de controle diferentes:

1. Modelo linear: Utiliza controle de fluxo baseado em taxa, onde as fontes recebem
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explicitamente dos canais as sua taxas de transmissao. Utilizou-se um modelo de
rede sem atraso e outro modelo de rede com atraso. No modelo com atraso, um

preditor de Smith foi utilizado para manter a estabilidade do sistema.

2. Modelo nao linear: Utiliza-se uma estratégia de controle baseada em informacoes
de preco. Nesta estratégia, as fontes atualizam suas taxas indiretamente com

base em informacoes de preco enviadas pelos canais.

A estratégia de controle baseada em taxa consiste em calcular o controle nos nés da
rede, com base no nivel de ocupagao da fila do comutador. O sinal de controle (taxa
de transmissdo da fontes) é entao realimentado para as fontes.

Na estratégia de preco, em geral procura-se primeiramente resolver um problema de
otimizagao convexa. A idéia é, para todas as fontes, maximizar uma funcao utilidade
agregada, sujeita a limitacao da capacidade do canal. O controle descentralizado do
fluxo é alcancado através de informacoes de preco enviados dos canais para as fontes.
Estes sinais sao utilizados pelas fontes para atualizar suas taxas de transmissao. Pode-
se entao decompor o controle em um problema de otimizacao estatica e um problema
de estabilizagdo dinamica (Kelly et al. 1998, Low & Lapsley 1999, Wen & Arcak 2004).
A otimizacao estatica engloba justica, limitacao da capacidade e utilizacao eficiente da
rede e sua solucao fornece o ponto de operacao desejado da rede no estado estacionario
(equilibrio do sistema em malha fechada). A taxa da fonte e as leis de atualizacao
dos precos dos canais sao entao projetadas para garantir a estabilidade e robustez do
equilibrio. Neste trabalho, o controlador satisfatério foi utilizado para garantir essa
robustez, aproveitando o resultado de (Wen & Arcak 2004) que mostra que o modelo

da rede utilizado é passivo.

1.2.2 Controle de atitude de um corpo rigido

Controle 6timo de corpos rigidos tem uma longa histéria, devido principalmente ao
interesse no controle de aeronaves e naves espaciais (e.g. satélites) (Debs & Athans
1969, Screivener & Thompson 1994). Controle étimo para o problema completo de
atitude, i.e., incluindo as equagodes de orientagdo, ¢ um problema dificil de ser resolvido
devido a dificuldade em resolver a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman, especialmente

quando a funcao custo inclui penalidade no sinal de controle. Sabe-se que dado um



sistema nao linear do tipo

&= f(z) + g(z)u

uma lei de controle 6tima que minimiza o indice de desempenho

J(z) = /Ooo(l(x) + u” Ru)dx

com [(z) sendo uma funcdo positiva radialmente crescente e R uma matriz definida

positiva, é dada por
x S T oV*(z)
w(z) = —5 R (1)

onde V*(z) é uma funcao definida positiva que satisfaz a equacao de Hamilton-Jacobi-

Bellman:
oV (z)
0z

1oV (a)
4 Ox

o@)r g ()7

fz) +1(x)

Em (Rotea, Tsiotras & Corless 1998) foram apresentadas soluges 6timas em forma
fechada para alguns casos especiais de custos quadraticos. Um esfor¢co mais avangado
para projetar um controle realimentado 6timo foi realizado em (Kang 1995, Dalsmo &
Egeland 1997) utilizando um enfoque H, néo linear. No entanto, a desigualdade de
Hamilton-Jacobi-Bellman tem que ser resolvida e, em geral, somente garante um limite
superior do custo para o caso ideal sem perturbagoes. Em (Krstic & Tsiotras 1999) foi
utilizado o enfoque de controle 6timo inverso evitando resolver a equacao de Hamilton-
Jacobi-Bellman.

Por outro lado em (Lizarralde & Wen 1995) foi apresentado um esquema de controle
por realimentacao de saida baseada nas propriedades de passividade dos sistema quando
sao utilizados quaternions para a representacao da orientacao. Este resultado pode
ser estendido para outras representagoes (parametros de Rodrigues e parametros de
Rodrigues modificado) (Tsiotras 1998).

Desta forma, neste trabalho, foi aplicado o controle satisfatério passivo no controle

da orientacdo de um corpo rigido para o seguimento de uma trajetoria.

1.3 Organizacao da tese

Este trabalho é dividido em cinco capitulos e dois apéndices:



Capitulo 2: Neste capitulo é apresentado o controle satisfatério de sistemas nao
lineares. E apresentada também uma andlise para sistemas lineares. Mostra-se que
no caso linear, o controlador satisfatério sera 6timo se pertencer a um subconjunto do
conjunto satisfatorio denominado conjunto satisfatério robusto.

Capitulo 3: Neste capitulo é apresentada uma revisao de sistemas passivos e suas
propriedade. Algumas destas propriedades sao utilizadas para desenvolver o controle
satisfatorio de sistemas passivos.

Capitulo 4: O controlador satisfatério passivo é aplicado em um modelo linear
e nao linear de rede de computadores. Sao apresentados os resultados das simulacoes
mostrando o funcionamento da rede com o controlador.

Capitulo 5: O controlador satisfatério passivo é aplicado no controle de orientacao
de um corpo rigido. No caso do corpo rigido, mostra-se que com uma realimentacao
proporcional do quaternion do erro, tornando o sistema passivo, e uma realimentacao
da velocidade angular através do controle satisfatério passivo, o erro de regulacao e
rastreamento irao para zero.

Capitulo 6: Sao apresentados alguns comentarios finais e propostas de trabalhos

futuros.
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Capitulo 2

Controle Satisfatorio

O controle satisfatério consiste na aplicagdo da abordagem satisfatéria (Simon 1955,
Goodrich et al. 1998) no projeto de controladores realimentados. Neste capitulo é apre-
sentado o controlador satisfatério desenvolvido por (Curtis & Beard 2001), que utiliza
a teoria de decisdo satisfatéria junto com Fungbes de Lyapunov de Controle (CLF’s),
chegando em um método construtivo de se gerar leis de controle assintoticamente es-

tabilizantes apartir de CLF’s.

Definicao 1 Uma funcio V : IR™ — IR com derivadas de primeira e sequnda ordem
continuas (C?) é uma Fungdo de Lyapunov de Controle (CLF) para o sistema i =

f(z) + g(x)u se V() for definida positiva, radialmente ilimitada e se Vx € R"™, Ju
inf V.'(f + gu) <0,

onde V, = VV (z). |

A estratégia de controle desenvolvida consiste em uma ferramenta importante no
projeto de controladores para sistemas nao lineares.

Sabendo-se que o controle satisfatério é parametrizado por duas fungoes, é apresen-
tado um algoritmo de sintonia do controlador satisfatério, baseado em um modelo de
predi¢do dos seus parametros de sele¢ao. Além disso, mostrou-se que ha um conjunto
de controladores satisfatérios, denominado por (Curtis & Beard 2001) de conjunto

satisfatério robusto, onde as leis de controle sao inversamente 6timas.

11



Posteriormente, é analisado o caso dos sistemas lineares, com o objetivo de pro-
porcionar um melhor entendimento do controle satisfatério e fazer uma comparacao
com o controle 6timo. A versao linear do controlador satisfatério é aplicada em alguns
sistemas lineares. Foram feitas simulacoes, que mostraram um desempenho semelhante
entre o controle satisfatorio e o controle 6timo. Esse comportamento do controlador
satisfatorio junto com o algoritmo de sintonia é extremamente 1til no projeto de con-
troladores para plantas nao lineares, pois nessas plantas, em alguns casos, o projeto
do controlador 6timo é inviavel. Isso porque o calculo do controle 6timo para plantas
nao lineares requer a resolucao da equacao diferencial de Hamilton-Jacobi-Bellman.
Em geral, a solugdo dessa equagdo ¢ dificil, pois trata-se de uma equagdo diferencial

parcial.

2.1 Controlador satisfatorio

Considere um sistema nao linear descrito pela equagdo diferencial

(2.1)

onde x € IR", u € IR™ e y € IR™. O conjunto U de entradas admissiveis consiste de
todas as fungdes continuas definidas em IR™. O campo vetorial f(z) e as m colunas de
g(x) sdo suaves (C*) e h(z) é um mapeamento suave. Considere que o campo vetorial
f(-) tem pelo menos um equilibrio; entdo, sem perda de generalidade, possivelmente

depois de uma transformacao de coordenadas, pode-se assumir que f(0) = 0e A(0) = 0.

O paradigma satisfatorio define duas funcoes utilidades: A fungdo seletividade
ps(u, z) e a fungdo rejeitabilidade p,(u, z). A seletividade deve ter um valor alto para
sinais de controle desejaveis. Ja a rejeitabilidade deve possuir um valor alto para sinais
de controle que sao inviaveis de implementar. Para o desenvolvimento do controle sa-
tisfatério, (Curtis & Beard 2001) associa a nogio de seletividade com estabilidade e a
nocao de rejeitabilidade com custo instantaneo. Define-se entdo a func¢do seletividade

Ccomo:

ps(u, v) = —VEI(f + gu) (2.2)
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onde V(z) : R®™ — IR é uma fungao continua nio negativa para todo z (V(z) > 0)
com V(0) = 0. Conclui-se entdo que somente controles estabilizantes fazem pg(u,x)

positivo. Ja a funcao rejeitabilidade é definida como:
pr(u, ) = I(z) + u" Ru (2.3)

onde R = RT > 0el:R" — IR é uma funcdo continua nio negativa para todo
z (I(x) > 0), logo também tem-se p, > 0. Observe que /(x) penaliza o estado e R
penaliza o sinal de controle.

O que se deseja é desenvolver um controlador, denominado controlador satisfatorio,
que garanta que a func¢do seletividade seja maior que a rejeitabilidade, ou seja, que
o “beneficio” desse controlador supere um padrao minimo de aspiracao definido pela
funcao rejeitabilidade. Como passo inicial para o desenvolvimento desse controlador, é

apresentado a seguir o conjunto satisfatério:

Definigao 2 O conjunto satisfatorio S(x,b) é definido como o conjunto de valores de
controle tais que a seletividade é maior que a rejeitabilidade multiplicada pelo indice de

seletividade, isto é:
S(z,b) = {u e R™: ps(u,z) > bp,(u,z)}
onde b > 0 ¢ o indice de seletividade.

Para as fungdes p; e p, definidas pelas equagoes (2.2) e (2.3), o conjunto satisfatério
sera:

S(z,b) = {u e R™: =V, (f + gu) > b(I(z) + v" Ru)} (2.4)

O teorema a seguir caracteriza completamente o conjunto satisfatério da equacio (2.4):

Teorema 2.1 Dados p; = —V.I(f + gu) e p,(u,z) = l(x) + uT Ru, entdo o conjunto

satisfatorio nao serd vazio se e somente se

%Vng(bR)_lgTvx —b-VIf>o. (2.5)
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Além disso, se S(z,b) ndo for vazio, serd dado por:

1 1
S(xz,b) = {u = Q—belgTVz + \/ZVng(bR)_lgTVx — bl —VIf (bR) Vv v e B}
(2.6)

onde B={veR™: |y <1}.

Prova: Vide apéndice A.
Dada a defini¢do do conjunto satisfatério S(z,b) (defini¢do 2), qualquer sinal de
controle u(x) continuo em IR™ e pertencente a S(z,b) é considerado um controle satis-

fatorio, como mostra a definicao abaixo.

Definicao 3 A lei de controle u=k(z), com k : IR™ — IR™, € um controle satisfatdrio

se:
1. S(z,b(z)) ndo € vazio para todo x € R™.
2. k(z) € S(x,b(x)) para todo = € IR™.
3. k é continuo em IR™.

O proximo lema serd 1util para mostrar que o controlador satisfatério garante estabili-

dade assintética ao sistema.

Lema 2.1 Suponha que f(z) € localmente Lipschitz em IR™\{0} e f(0) = 0. Se existe
uma funcao V : IR"™ — IR continuamente diferencidvel, definida positiva e radialmente
ilimitada, tal que VI f < 0 para todo x € R™\{0}, entio a origem ¢é globalmente

assintoticamente estdvel.

Prova: vide (Khalil 2002)

Teorema 2.2 Se u = k(z) é um controle satisfatdrio, entdo o sistema em malha

fechada & = f(z) + g(z)k(x) € uniformemente assintoticamente estdvel.

Prova: Dado que g(z) é localmente Lipschitz e k(x) é continuo, entdo gk é local-
mente Lipschitz. A mesma conclusao é valida para f + gk.
Como k(z) € S(x,b(x)), da equacdo (2.4) sabe-se que:
VI(f+gk) < —b(l+k"Rk) VzeR"
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Sabendo-se da equagao (2.3) que p, = | + kT Rk é maior que zero e que b > 0, te-

mos consequentemente VI (f + gk) < 0, logo do lema 2.1 conclui-se que a origem é
globalmente assintoticamente estavel.

[ |

A equacdo (2.4) e o Teorema 2.1 mostram que o indice de seletividade b desempenha

um papel critico no tamanho do conjunto satisfatério. O préximo lema mostrara que,

para cada estado z, o indice de seletividade b pode sempre ser escolhido de forma que

o conjunto satisfatério nao seja vazio.

Lema 2.2 Para cada estado x, o conjunto satisfatorio ndo € vazio se e somente se o

indice de seletividade b satisfaz 0 < b(x) < b(z), onde

2 _
By 2 Vel \/<V”Tf> L YAV RV, (2.7)

21 2l l

Prova: Vide apéndice A
Da defini¢do 3, sabe-se que uma condigido para uma lei de controle v = k(z) ser um
controle satisfatério, é que k(x) seja continuo em IR™. Para resolver essa questdo,
primeiramente deve ser definido quando uma CLF V/(z) satisfaz a propriedade de

pequeno-controle (Sontag 1998):

Definigdo 4 Uma CLF V(z) satisfaz a propriedade de pequeno-controle se para cada
e > 0 existe um 6 > 0 de forma que, se 0 < ||z|| < J, hd um k(x) com ||k(z)| < ¢ tal
que:

VIf+VIgk <0,  Vz#0. (2.8)
O préximo teorema mostra que se uma CLF V' (x) satisfaz a propriedade de pequeno-

controle, pode ser escolhida uma lei de controle k(z) continua em IR™ que satisfaz a

desigualdade (2.8) (Sontag 1998).

Teorema 2.3 Seja V() uma CLF. Entdo existe um k(z), k(0) = 0, k(x) suave em
R™\{0}, satisfazendo (2.8). Contudo, se V(z) satisfaz a propriedade de pequeno-

controle, entdo o também pode ser escolhido continuo para x = 0.

Da definicao 4 e do teorema 2.3 conclui-se que uma condicao que pode ser utilizada
para o projeto de uma lei de controle v = k(z) continua em IR" utilizando uma CLF

V(z), é que V(x) satisfaga a propriedade de pequeno-controle.
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O proéximo teorema parametriza o conjunto de controladores satisfatérios e mostra

como projetar um controlador satisfatério utilizando uma CLF.

Teorema 2.4 Se
1. V(x) é uma CLF,
2. v(z) : R™ — IR™ € continua em R™ e satisfaz ||v(x)| <1,

3. n(z) : R™ = R* € continua em IR™ e satisfaz

0<n(x) <1, (2.9)

entao

1 1 - _ - _
— RV, + \/ ~VTg(nbR) g7V, — nbl — VI (nbR) *v se Vg #0
u=k(z) = 2nb 4

0 se Vig=0
(2.10)

¢ um controle satisfatorio.
Se além disso V (z) satisfaz a propriedade de pequeno-controle, entio k(z) pode ser

escolhido continuo para x = 0.

Prova: Vide apéndice A
Observe, comparando as equagoes (2.6) e (2.10), que n parametriza o indice de
seletividade e portanto caracteriza o tamanho do conjunto satisfatério, enquanto v

parametriza o elemento do conjunto satisfatério escolhido.

2.2 Sintonia do controlador satisfatorio

Como o controlador satisfatorio depende das fungoes 7 e v, os valores dessas funcgoes
podem ser determinados dinamicamente para se obter um melhor desempenho do sis-
tema. Optou-se pela utilizacdo do algoritmo do gradiente descendente (Kelley 1995)
para minimizar uma func¢ao custo local dependente de 1 e v. Para isso, é realizada uma
predi¢ao do estado do sistema em um determinado intervalo de tempo a frente, fixou-se

esse estado e através do algoritmo do gradiente descendente calculou-se os valores de
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n e v que minimizam a fungdo custo proposta. As fungdes n(x) e v(z) podem entao
ser geradas a cada instante de tempo de forma a otimizar a fungao custo (Curtis &

Beard 2001).

Dado um sinal de controle satisfatério u = k(z(t),n’, V), o custo do sistema num

instante de tempo a frente pode ser estimado para qualquer z(¢) como mostrado abaixo:

ot +T) = ¢t +T,x(t),k(z(t),n, "))

) ) (2.11)
Jt+T) =zt +T)'Qu(t +T)+ k(n', ") Rk(n', ")

onde ¢() é a solucdo do sistema no instante ¢t + T para uma condigdo inicial z(t) e
um controle u = k(z(t), 7', "), J(n', v}, z(t + T)) é o custo previsto, Q > 0 e R > 0.
Note que z(t + T') pode ser calculado aproximadamente utilizando uma aproximagao

de Euler se o T" for pequeno.

Aplicando o algoritmo do gradiente descendente, chega-se no seguinte algoritmo

(Curtis & Beard 2001) de atualizacdo dos valores de n e v.

1: 2 =0;
2: 770 = To;
3 1/0 = V),
fazer
) . oJ
+1 .
4: 0" =0 — "8—77“
) ) oJ
5: vV =t — h,——; 2.12
v v £ ( )

6: Se n'™ <0, entao ! = ¢

7: Se n"t! > 1, entdo ' = 1;
i+1
. i+1 =~ gq+1 _ YV .
8: Se ||| > 1, entao ' = Tk
91 =14+1;

Enquanto (||n° —n' ||+ [|" — ") > .

onde
0J _J(a+e) —J(a)
da €
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e hy, e h, sao os intervalos de iteracao do gradiente.

Note que se 1 ou v deixarem os limites determinados pelo Teorema 2.4, serdo

reescalados para pertencerem aos seus limites de regido validos.

Uma vantagem de otimizar controladores pertencentes ao conjunto satisfatério é
que a estabilidade é garantida para todos os valores de 7 e v vélidos, o que torna
possivel a atualizacao desses parametros em qualquer instante. Com isso, em vez de
se calcular o algoritmo de atualizacao de n e ¥ em tempo real, onde o calculo deve ser
finalizado antes do proximo passo de tempo, pode-se calcular o algoritmo em qualquer
instante. Isto significa que caso o algoritmo de atualizagdo nao tenha sido calculado em
uma determinada iteragao do calculo do controle, pode-se utilizar os valores de n e v
mais recentes. Estes valores, embora subdétimos, ja representam uma melhora quando

comparados com os valores iniciais e garantem a estabilidade do sistema.

Para exemplificar a utilizacdo do controle satisfatorio com sintonia automatica,

considere o sistema nao linear mostrado abaixo:
i=r’"+u (2.13)

Deve-se primeiramente encontrar uma CLF para o sistema. Considere entao, a fungao
candidata V (z) = z2. Se V(z) for uma CLF, entdo existe um sinal de controle u = k(z)

que faz V(z) < 0. Calculando V(z), temos
V(z) =2z(z%e® +u)
Considerando u = —z2 — z, substituindo na equacdo acima e desenvolvendo, temos:
Vie)=22%e"—-1)-222<0  Vze R"\{0}

Conclui-se entdo que V(x) é uma CLF para o sistema da equagao (2.13). Utilizando
essa CLF e considerando [(z) = 22 e R = 1 nas equagdes (2.7) e (2.10) chega-se na

equacao do controlador satisfatério mostrada abaixo:

—z +\/2? — 77252:132 —2zfnb v

k(z) = 7

, (2.14)
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onde f(z) =z% " e

S RV
Zz

Observe que f(z) é localmente Lipschitz. Como k(z) é um controle satisfatério, sabe-se
que k(z) é continuo, logo o sistema em malha fechada & = f + gk também é localmente
Lipschitz, possuindo entao solugao tinica. Com isso, a estabilidade do sistema em malha
fechada pode ser verificada utilizando a andlise de Lyapunov (Khalil 1992, pdgina 112).
Dessa forma, o controle satisfatério pode ser aplicado no sistema da equagio (2.13). As
figuras 2.1 e 2.2 mostram respectivamente a saida da planta e o sinal de controle para
uma condicao inicial x = 5. Para a sintonia automatica do controlador, considerou-se

A

R=1e @ =1 na equagio (2.11)

Saida da planta
= Ingd w >
(53] N o w (8] = (53]
T T T T T T T
| | | | | | |

[
T
1

o
o
T
1

Tempo

FIGURA 2.1: Controle satisfatério do sistema & = z?e~% + u: Resposta do sistema

2.3 Controle Satisfatorio Robusto

Na secao 2.1, mostrou-se que todo controle satisfatério garante estabilidade assintética
e que para uma dada CLF V (z) satisfazendo a propriedade de pequeno-controle, o con-

junto de controladores gerados por V () sao parametrizados por duas fungdes continuas
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Sinal de controle

-4

—6 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Tempo

FicurA 2.2: Controle satisfatério do sistema @ = z%e~% + u: Sinal de controle

n(z) e v(z). No entanto, nenhuma anélise de robustez foi realizada. Sabe-se que a
analise de robustez é de fundamental importancia, pois um controlador sofre as mais
variadas pertubacoes do meio. Além disso, em sistemas muito complexos, a dindmica
nao modelada do sistema pode ser considerada como uma pertubacao. O que se pro-
cura saber é o quanto um sinal de controle pode ser alterado por uma pertubacao, sem
instabilizar o sistema. Veremos nesta secao as propriedades de robustez do controle
satisfatério. Para isso, é apresentada a defini¢do do conjunto satisfatério robusto S, (x)
(Beard et al. 2001), que é um subconjunto do conjunto satisfatério. Todo controlador
satisfatério pertencente a S,(z) é denominado controle satisfatério robusto. Mostra-se
que o controle satisfatério robusto k,(z) é inversamente 6timo, possuindo margem de
estabilidade [—%, o0), pois sabe-se que toda lei de controle inversamente 6tima possui

essa margem de estabilidade.

Margem de estabilidade define a margem de alteracao de um sinal de controle na

qual é garantida a estabilidade do sistema, como mostra a definicdo abaixo:

Definigao 5 Uma lei de controle assintoticamente estabilizante, u = k(x), tem mar-
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gem de estabilidade (my, ms) onde

—1<my <my < 00,

se para todo o € (my,my), u = (1 + a)k(z) também estabiliza o sistema assintotica-

mente.

O principal resultado desta secao é a demonstracao que o controle satisfatorio ro-
busto é uma lei de controle inversamente 6tima.

O problema de controle 6timo inverso consiste em determinar se uma lei de controle

1 -
u=k(z)= —§R_1(x)gTVI
minimiza a funcao custo
J(z,u) :/ (I(z) + u" R(z)u)dt, (2.15)
0

onde R(z) = R"(z) > 0 e I(z) > 0Vz, V(z) é uma funcio de Lyapunov e z €
IR™ é o estado do sistema. Muitos trabalhos ja foram desenvolvidos para resolver o
problema do controle 6timo (Zubov 1966, Krasovsky 1971, Jacobson 1977, Jurdjevic &
Quin 1978, Kalman 1964, Moylan & Anderson 1973, Sontag 1998). Desses trabalhos,
sabe-se que o problema de controle 6timo pode ser resolvido através da solugao da
equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman. Dessa forma, uma lei de controle inversamente

otima pode ser definida como mostrado abaixo:

Definicdo 6 Uma lei de controle u = k(x) que estabiliza assintoticamente o sistema
& = f(z) 4+ g(x)k(z) € inversamente dtima se para todo x ezistir uma fungio V(x)
definida positiva e radialmente ilimitada, uma funcdo I(z) > 0 e uma funcio R(x) =
R™(z) > 0 tal que:

u=k(r)= —%R_IQTVm

minimiza a fun¢do custo da equagdo (2.15), onde V() satisfaz a equagio de Hamilton-
Jacobi-Bellman

VI f (@) +1(z) — Vo) R (@)g” (@)Va = 0 (216)
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para todo x.

Para se determinar o controle satisfatério robusto k,(x), primeiramente é definido o

conjunto satisfatério robusto:

Defini¢ao 7 O conjunto satisfatdrio robusto, S,(x), é um conjunto de valores de con-

trole dependentes do estado definido como:
Sy(z) = {k(z,v) € S(z) : VIgR v < 0}, (2.17)

com |v| < 1.

Observa-se que S,(x) se constitui em um subconjunto de S(z) onde os valores de
controle fazem a derivada da funcao de Lyapunov mais negativa. Para verificar essa

observacao, redefina a equagio do controlador satisfatério (equagio (2.10)) como:

k(z) = o1(z) + o2(z) R 7w (2.18)
onde,
oi(z) = —L_R_lgTV e
2nb ’
1 T — - —1/2
op(z) = [V 9(bR) =g Ve — bl — V" f (nb)

Como k € S(z) (k é um controle satisfatério), sabe-se da definicdo 2 que
V=VIf+V gk < —b((z) +u"Ru) < 0.
Substituindo-se (2.18) na desigualdade acima, tem-se:
VI + V. go1(z) + 02(z)V, gR v < 0.

Conclui-se entao, que o conjunto de valores de controle satisfatérios tais que a desi-
gualdade VIgR 3v < 0 seja vélida (k(z) € S,(z)), fazem a derivada da funciio de
Lyapunov mais negativa. A consequéncia disso é que o sistema terd uma margem de

estabilidade maior. Posteriormente sera mostrado que todo controlador pertencente a
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S(z) tem margem de estabilidade [—3, 00).
A préxima definicao atesta que qualquer controlador pertencente ao conjunto sa-

tisfatorio robusto é denominado controle satisfatério robusto:

Definigao 8 Um controle satisfatdorio robusto, k,(x), € uma fun¢do satisfazendo k,(0)

0 e localmente Lipschitz em R™"\{0}, tal que k.(x) € S.(z) para todo x diferente de

ZET0.

O teorema a seguir mostra que todo controlador satisfatério robusto é inversamente

otimo e determina a sua margem de estabilidade.

Teorema 2.5 Se k,(x) é um controle satisfatorio robusto, entdo:

1. k.(z) tem margem de estabilidade de [—3, 00).
2. k.(x) pode ser escrita da forma k.(z) = —

3. k.(x) € inversamente dtima.

Prova: Vide apéndice A

A vantagem do controlador satisfatério robusto é que este possui uma margem de
estabilidade bem definida, como mostra o teorema acima. No entanto, o controlador
satisfatorio robusto nao possui uma forma fechada para o seu calculo. Por isso, geral-
mente é mais facil determiné-lo utilizando-se um algoritmo para escolher v de forma
que a desigualdade V.’ gR~/?v < 0 seja satisfeita (ver definicoes 8 e 7).

Outra questao importante é se a CLF pode ser escolhida de forma que todo controle
satisfatério pertenca ao conjunto satisfatério robusto, independentemente do valor do
parametro v. Se isso for possivel, pode-se procurar critérios de escolha de CLF’s de
forma a garantir que o controlador satisfatorio sempre pertenca ao conjunto satisfatorio
robusto, sendo portanto uma lei de controle inversamente 6tima. Deseja-se entao de-
terminar se uma CLF V' (z) pode ser escolhida de forma que todo controle satisfatério

seja inversamente 6timo. Para isso, observe da equagao (2.10) que se

1 . _
Ve 9(mbR) g™ Ve — bl = V' f =0, (2.19)
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a equacao do controlador satisfatério pode sempre ser escrita da forma,

1
k(.’L‘) = _——RilgTVz-
2nb

Observe que a equagdo (2.19) é exatamente a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman
(equagdo (2.16)). Logo, se a CLF V(x) satisfaz essa equagao, todo controlador sa-
tisfatorio é inversamente 6timo. No entanto, a equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman é
dificil de ser resolvida, pois é uma equacao diferencial com derivadas parciais. Portanto,
para se obter um controlador satisfatério inversamente 6timo, é mais facil escolher um
v de forma a satisfazer a desigualdade da defini¢ao 7, o que pelo teorema 2.5 garantiria

uma lei de controle inversamente 6tima.

2.4 Controle satisfatorio aplicado em sistemas line-

ares

Nesta secao é feita uma andlise da aplicacao do controle satisfatério em sistemas line-
ares. Essa andlise é realizada com o objetivo de alcancar um maior entendimento do

controle satisfatorio e compara-lo com o controle étimo.

Considere portanto o sistema linear invariante no tempo (SLTT)
& = Az + Bu. (2.20)

Comparando esse sistema linear com o sistema da equagao (2.1), conclui-se que f(x) =
Az e g(z) = B. Levando isto em consideracdo em (2.10) chega-se na equacdo do

controlador satisfatério para o caso de um sistema linear:

1 1 _ o
k(z) = _2—5R1BTP£U+\/ =4 PTBR-BT Py — bl — T PT Az (1bFR) 2y (2.21)
n n

onde P = PT > 0, de forma que V(z) = 327 Pz seja uma CLF, {(z) > 0Vz e

sy & _STPTAT \/(xTPTAx>2+xTPTBR1BTPx. 0.22)

ble) = -—; 2 Al
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Uma forma de se achar uma CLF para sistemas lineares é encontrar um P = P? > 0,
de forma que V = %xTPx seja uma CLF. Para isso, pode-se utilizar o lugar das raizes
simétrico (Franklin, Powell & Emami-Naeini 1991).

Considerando uma planta SISO, para um determinado p, o lugar das raizes simétrico
fornece a localizacao dos polos em malha fechada que minimiza a funcao custo da
equagao (2.23).

J= /0 " (o (©)2(t) + u(t)?) de (2.23)

Com os polos em malha fechada fornecido pelo lugar das raizes simétrico, a férmula de
Ackermann (Franklin et al. 1991) pode ser utilizada para calcular o ganho do contro-
lador K que minimiza a fungao custo. Como u = — Kz, o sistema em malha fechada
fica:
= Az (2.24)
onde A, = A — BK.
Como o sistema da (2.24) é estavel, para uma matriz Q > 0, existe um P = P7 > 0
que é solucao da equagao de Lyapunov AT P+ PTA, = —Q, onde @@ > 0. Resolvendo-se
a equacao de Lyapunov, a matriz P e consequentemente a CLF V' (x) sdo determinados.

A seguir serao dados dois exemplos da aplicacao do controle satisfatério com predicao

dos parametros € ¥ em um sistema linear.

2.4.1 Caso de estudo I: Controle de um integrador

(2.25)

2

Escolheu-se a CLF V(z) =%, P =1, R =1¢ l(z) = 2. Para o integrador, A =0 e

B = 1. Substituindo-se esses valores em (2.21), chega-se na Equagido mostrada abaixo:

z 1
k(z) = ;—i— L2y, i 1 (2.26)

Observe que nesse caso temos p, = 22 + u? e p, = —zu. Para ficar mais clara a nocao
de conjunto satisfatério (S(z,b)), a figura 2.3 mostra S(z,b) para o estado particular

x = 1 e considerando o indice de seletividade b = 0.1. Observe também, que a equacao
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12

10

b(p,(u.X))

FicuraA 2.3: As funcoes seletividade e rejeitabilidade como funcao de u, para um zx
particular e o conjunto satisfatorio resultante

(2.26) é uma lei de controle linear, onde o seu ganho depende dos parametros v e 7).

Considere agora [(z) = 2? + z*. Nesse caso, a equagao do controlador sera:

T f—;—) —nb(x? + 24) + 22

b /b

14

k(x) =

onde

VTVt 22+ 2t
Vra(l+z?)

Observa-se entao, que uma escolha diferente de [(x) levou a uma lei de controle satis-

b=

fatéria nao linear. Conclui-se entao, que o controlador satisfatorio sera na maioria das

vezes nao linear, mesmo quando aplicado em uma planta linear.

2.4.2 Caso de estudo II: Controle de um duplo integrador

T = Az + Bu
(2.27)

Yy =czr
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Onde:Az[O 1-| B:[O]ecz 1 0].
o of Pl

Para aplicar o controle satisfatorio, uma CLF foi calculada da forma explicada no
inicio dessa secdo. Para isso, considerou-se p = 1, que gerou polos em malha fechada
em s = —0.7071 £ 0.7071z. Utilizando a férmula de Ackermann chegou-se a um ganho
do controlador K = [1 1.4142]. Resolvendo-se a equacdo de Lyapunov para Q) = I,

onde I € R?*?, chega-se na matriz:

1.4142 —0.5
—-0.5 0.7071

Substituindo A, B, P, R = 1 e I(z) = z* nas equagoes (2.21) e (2.22), chega-se na

equacao do controlador mostrada abaixo:

k(x) = —%%BTP.’L‘ + \/l(a:) (% —nb— E) (nb) 2y (2.28)

onde:

_ bl —,
b = —5+\/b12+b2

— TPTA
bi(z) = % (2.29)
— TpTBBT P

Abaixo, é apresentada a equacdo do controlador em funcdo dos estados x; e x5 do

duplo integrador:

(z) L + \/477L3 U A VA
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onde:

Ly = 0.252% + 0.7071z125 + 0.523,

L2 = 14142$1 + 0.531'2,

L — _LQ./I/'Q + L%x% + L1
T o2 +a3) 422 +a3)? " 4(a? +a3)

Foram feitas simulagoes utilizando a lei de controle satisfatéria da equacio (2.28),
de forma que a saida do duplo integrador no estado estaciondrio seja igual a de um
modelo de referéncia {A,,, Bm,Cn}. A Figura 2.4 mostra o diagrama de blocos do

sistema simulado, onde o modelo de referéncia utilizado é o mostrado abaixo:

T = AmTm + B,

(2.31)
Yn = UmTm
0 1 0
onde A,, = e B, =
-6 —9 6

Os parametros n e v do controle satisfatorio foram ajustados dinamicamente, utilizando-
se o algoritmo da equacao (2.12). Para isso, na funcao custo dada pela equagao (2.11),
considerou-se Q =1, R=1IeT =0.05 As Figuras 2.5, 2.6 e 2.7 mostram respec-
tivamente os gréficos da saida da planta (duplo integrador), do sinal de controle e do
erro entre a saida da planta e do modelo de referéncia, com um degrau unitario como
entrada.

Com o objetivo de observar o comportamento do algoritmo do gradiente descendente
da equagdo (2.12), foi plotado o gréfico do gradiente e da fun¢do custo da equagio
(2.11) em funcdo de n e v. Considerou-se n e v variando entre os valores permitidos
pelo teorema 2.4 e o estado x constante. A Figura 2.8 mostra o grafico da fungao custo
para z7 =[1 1]. J4 a Figura 2.9 mostra o grafico das curvas de nivel e do gradiente,
para os valores iniciais de n° = 0.5 e 2% = 0.5 e 0 mesmo valor do estado z da Figura
2.8.

Para mostrar o comportamento nao linear da equagao do controlador satisfatério
mesmo quando aplicado em um sistema linear, tragou-se o grafico do controle k(z(t))

da equagao (2.14). Considerou-se n = 0.99 e v = 0.39, pois esses sao os valores obtidos
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FicuraA 2.4: Controle satisfatéorio de um duplo integrador: Diagrama de blocos
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FicuraA 2.5: Controle satisfatério de um duplo integrador: Resposta do sistema
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FicuraA 2.6: Controle satisfatério de um duplo integrador: Sinal de controle
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FicuraA 2.7: Controle satisfatério de um duplo integrador: Erro de saida
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pelo algoritmo do gradiente descendente e mostrados na Figura 2.9. Considerou-se
também a variacdo dos estados do sistema z(t) e z5(t) linear entre os intervalos [0

2] e [-1 1], respectivamente. A Figura 2.10 mostra o grafico resultante. Conclui-se

X2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

X1

FicuraA 2.10: Comportamento nao linear do controle satisfatério

entao que mesmo que o controle satisfatério seja aplicado em um sistema linear, a lei
de controle gerada provavelmente serd nio linear, dependendo da fun¢io [(x) escolhida
e dos parametros P e R utilizados na equacao (2.21). Devido a esse comportamento
nao linear, torna-se dificil resolver de forma fechada o problema de otimizacao dado
pelo algoritmo do gradiente descendente da equagdo (2.12). No entanto, para um
sistema linear, o valor dos parametros 1 e ¥ que minimiza a func¢ao custo da equagao
(2.11) é tnico, ndo dependendo do estado z. Por esse motivo, o algoritmo do gradiente
descendente pode ser calculado off-line, somente na primeira iteracdo do calculo do

controlador.

Finalmente, foi implementado um controlador 6timo, com o objetivo de comparar

o seu desempenho com o controle satisfatorio. Projetou-se o controlador 6timo para
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seguir o mesmo modelo de referéncia da equagao (2.31). Para a funcao custo
J(x) :/ (7 Qz + u” Ru)dt (2.32)
0

considerou-se R =1 e @ = I. O ganho 6timo encontrado foi & = [1 1.73]. O diagrama
de blocos da Figura 2.11 mostra o sistema simulado. As Figuras 2.12 e 2.13 mostram
respectivamente a saida da planta e o sinal de controle com os controles satisfatério e

o0timo. Observe que o controle satisfatorio teve um comportamento préximo ao do

X
Up —— | Ap, B, ~
_|_
L’ A, B T »

k(z) |«

FicuraA 2.11: Controle 6timo de um duplo integrador: Diagrama de blocos

controle 6timo.

Sabe-se que o controlador satisfatério é 6timo, se seus parametros de selecao n e v
forem escolhidos de forma a minimizar a fung¢éo custo da equagdo (2.11). Neste caso,
é necessario a utilizacao de um algoritmo de sintonia do controlador satisfatorio. A
questao que fica, é se ha alguma condigao sobre a equacao do controlador satisfatério
para o caso linear (equagdo (2.21)) que gere uma lei de controle 6tima. Uma forma
de resolver essa questao é escolher v = 0. Para v = 0, a equacao do controlador

satisfatorio para o caso linear seria

1
k(r) = ——=R 'BTPx. (2.33)
2nb
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FicurA 2.12: Controle 6timo de um duplo integrador: Resposta do sistema
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Ficgura 2.13: Controle 6timo de um duplo integrador: Sinal de controle
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Observe, que a equagao (2.33) é semelhante a solu¢ao do controle 6timo
k(z) = R~*(z)BY Pz, (2.34)
onde P é solucao da equacao de Ricatti matricial
PA+ AP+ PBR'BTP-Q =0,

R=R">0,P=P" >0e@Q > 0. Comparando as equacdes (2.33) e (2.34)
observa-se que, considerando-se R = ﬁR, se for escolhido um valor de 1 dentro do
intervalo 0 < 7 < 1 e b for constante, o controlador satisfatério da equacio (2.33)
serd um controle 6timo. Para uma planta de primeira ordem, pode-se verificar que b é

constante. Para isso, considere o sistema
T =az + bu

Substituindo-se {(r) = az?, P = p e R = r na equacio de b (equacio (2.22)), temos:

_ 2 b2
b:_pa_i_g a r
200 2V a2 o

onde p, r e o sdo constantes escalares positivas. Conclui-se entdo que b é constante
e consequentemente o controlador satisfatorio para v = 0 é 6timo. A dificuldade é
que para plantas com ordem maior que um, b depende do estado. A consequéncia
disso, é que R n#o serd constante e consequentemente néo se pode afirmar que a lei
de controle satisfatéria resultante para v = 0 é 6tima. A questdo da descontinuidade
de R é abordada na préxima secio, onde a condicio para o controlador satisfatério ser

escrito da forma da equagdo (2.33) foi expandida de v = 0 para T PBR'/?y < 0.

2.4.3 Controle satisfatorio robusto aplicado em plantas linea-

res

Nesta secdo, o controle satisfatério robusto é aplicado em plantas lineares. Neste

caso, mostrou-se que todo controlador satisfatério robusto pode ser escrito da forma
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k.(z) = —R(x)"'BT Pz, onde P é solugao da equacgdo de Ricalti dependente do estado
(SDRE)
PA+ A"P + PBR'B"P - Q(z) =0, (2.35)

onde R"(z) = R(z) > 0 penaliza o esforco de controle e Q(z) = Q(z) > 0 penaliza
o estado na fun¢do de custo da equagdo (2.32). Os teoremas e demonstrages seguem
as mesmas linhas de raciocinio utilizadas na secdo 2.3 e apéndice A, que tratam do
controle satisfatério robusto.

Dado que a planta é linear, a sua funcdo de Lyapunov de controle pode ser escrita
€omo

2V (z) = 27 Pz, (2.36)

logo V, = Pz, onde P = PT > 0. Pode-se entao reescrever a Definicao 7 e o Teorema

2.5 da seguinte forma:
Definigao 9 O conjunto satisfatorio robusto para o caso linear, S,(z), é um conjunto
de valores de controle dependentes do estado definido como:

S.(z) = {k(z,v) € S(z) : z" PBR™"?v < 0}

Teorema 2.6 Se k. ¢ um controle satisfatorio robusto, entao:
1. k.(z) tem margem de ganho de [—1,00).

2. k.(z) pode ser escrita da forma

k.(z) = —R(z) BT Pz. (2.37)

3. k.(x) € dtima, logo dado um P e R, eziste um dnico Q que satisfaz a equacdao de

Ricatti dependente do estado da equagdo (2.35).

Prova:
As demonstragoes dos itens 1 e 2 sdo idénticas as demonstragoes dos itens 1 e 2 do
Teorema 2.5. Falta demonstrar portanto, o item 3.
Aplicando o lema A.4 em um sistema linear, sabe-se que todo controle satisfatério

robusto pode ser escrito da forma k,(z) = —R~'(z)BT Pz. Sabe-se entdo, do item 1,
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que o sistema

1
T = Az + Bikr(aj) (2.38)

é estavel. Diferenciando a fung¢ao de Lyapunov da (2.36) ao longo das solugoes de (2.38)

tem-se:

) 1 _ -
V=a"(PA+A"P)r — Sa” (PR™'B"P + PBR 'P)a

Sabendo-se que P = PT >0 e R= RT > 0, temos que PR™!BTP = PBR~T_1P, logo,
V =2"(PA+ A"P)z — 2" PBR™'(z) B! Px.

Assumindo Q = PA + ATP — PBR~!(z) BT P, teremos que a equacio de Ricatti sera
satisfeita.

|

Observe que equacao de Ricatti satisfeita é dependente do estado, pois embora o

valor de P seja fixo, tem-se R e Q varidveis com o estado (R(z) e Q(z)). Por isso, o

controlador satisfatorio robusto para o caso linear nao consiste em uma lei de controle

6tima, pois nao minimiza a fungdo custo da equagao (2.32), visto que, no controle

otimo, R e () sao constantes.
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Capitulo 3

Controle satisfatorio em sistemas

passivos

O estudo de sistemas passivos foi primeiramente motivado por sistemas fisicos que
dissipam e conservam energia, como estruturas mecénicas (Anderson & Vongpanitlerd
1973) e circuitos elétricos constituidos por resistores, capacitores e indutores (RLC)
(Benhabib, Iwens & Jackson 1979). Desde entao, devido & sua estabilidade, os sistemas
passivos tém sido utilizados em diversas areas da engenharia. Como exemplo, pode-
se citar o trabalho de (Kerns & Yang 1997), onde desenvolve-se um algoritimo de
reducao de redes RLC, que preserva a passividade da rede com o objetivo de emular o
funcionamento de circuitos integrados, e o trabalho de (Zio, Cantarella & Cammi 2003),
onde é proposto um método de avaliagao da confiabilidade de sistemas passivos visando

aplicé-los no desenvolvimento de solucdes para a tecnologia de plantas nucleares.

Na 4rea de controle, o conceito de passividade é utilizado principalmente na andlise
de estabilidade e no projeto de controladores para sistemas nao lineares. Na década de
60, Popov introduziu o conceito de passividade no controle realimentado (Popov 1960,
Kokotovic & Arcak 2001). Popov introduziu o conhecido teorema da passividade.

Segundo esse teorema, a realimentacao negativa de dois sistemas passivos é passiva.

Em 1972, Willems introduziu a teoria de sistemas dissipativos para sistemas nao
lineares (Willems 1972a). Willems definiu duas fungoes: A func¢do de armazenagem
V(z) e a taxa de fornecimento w(u,y), onde z, y e u sdo respectivamente o estado,

a saida e a entrada do sistema. Um sistema dissipativo foi definido entao como um
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sistema em que V(z) < w(u,y). De forma semelhante, um sistema passivo foi defi-
nido como um caso especial, quando w(u,y) = yTu. Vale observar que a funcio de
armazenagem estd associada com a energia do sistema e a taxa de fornecimento esta
associada com a poténcia enviada para o sistema por uma fonte externa. Esta teoria de
sistemas dissipativos foi estendida por (Hill & Moylan 1977, Hill & Moylan 19805, Hill
& Moylan 1980a) de onde conclui-se que, para um dado sistema ndo linear passivo
i = f(z) + g(z)u(z), tem-se VI f(z) < 0e VI g(z) = hT(z), onde y = h(z) é a saida

do sistema.

A teoria de sistemas dissipativos é de grande importancia, pois a utilizagdo da
funcao de armazenagem permite analisar a estabilidade de um sistema realimentado.
Para isso, as fungoes de armazenagens dos subsistemas na interconexao da realimentagao
devem ser combinadas e utilizadas na andlise de estabilidade de Lyapunov (Slotine &
Li 1991). Como exemplo, o teorema do “pequeno-ganho” (small-gain) (Sandberg 1964,
Zames 1966, Khalil 2002) alcanca um nimero de interessantes colordrios concernentes

a estabilidade de varios importantes sistemas lineares e nao lineares interconectados.

O conceito de passividade ¢é utilizado também no desenvolvimento de controladores
estabilizantes. Sabe-se que sistemas passivos podem ser assintoticamente estabilizados
utilizando somente uma realimentacao de saida. Com isso, uma forma de estabilizar
um sistema é torna-lo passivo e utilizar uma realimentagao de saida para garantir
estabilidade assintética. De (Byrnes et al. 1991) sabe-se que sistemas com algumas
caracteristicas especiais podem ser transformados em sistemas passivos. Outro ponto
que torna relevante o conceito de passividade, é que muitos sistemas ja sdo naturalmente
passivos. Como exemplo, pode-se citar, além dos circuitos RLC e estruturas mecanicas,
os modelos de controle de fluxo de dados em redes de computadores e os modelos de

bracos robéticos, quando a gravidade é compensada.

Neste capitulo é revisado um nimero de conceitos e propriedades basicas relaciona-
das & nogao de passividade (veja (Byrnes et al. 1991, Isidori 1999) para mais detalhes).
O objetivo é aplicar algumas propriedades dos sistemas passivos no controle satisfatério,
para desenvolver uma versao desse controlador para sistemas passivos, denominada con-
trole satisfatorio passivo. O controle satisfatorio passivo possui a vantagem de ser uma

realimentacao de saida, nao precisando de uma CLF para ser calculado.
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3.1 Sistemas passivos: Definicao e propriedades

Seja w(u,y) uma funcdo de valor real, denominada taxa de fornecimento. Assumiu-se
que para qualquer sinal de controle v € U e para qualquer condicdo inicial z°, para

t =0, a saida y(t) = h(¢(t,2° u)) do sistema
&= f(z) + 9(z)u, (3.1)

onde ¢(t,z°, u) é a solugao do sistema no instante ¢, é tal que w(u(s),y(s)) satisfaz

[ ots)ias < (3.2)

para todo t > 0.
Dada uma taxa de fornecimento w(u,y) obedecendo a desigualdade (3.2), pode-se

definir um sistema dissipativo, como mostrado abaixo:

Defini¢ao 10 O sistema da equacdo (3.1) com taza de fornecimento w é dissipativo
se existir uma funcdo nao negativa C° V : IR™ — R, denominada funcdo de armaze-
nagem, tal que para todo u € U, condi¢do inicial z° et > 0, a sequinte desiqualdade é
satisfeita:

V@—Wﬂglw@@ (3.3)
onde x = ¢(t, 2% u).

Neste trabalho, estamos interessados em estudar sistemas dissipativos com taxa de

fornecimento dada pelo produto interno, isto é:

w=<u,y >=1y u. (3.4)

Definigao 11 O sistema da equagdo (3.1) é passivo se for dissipativo com taza de

fornecimento w =< u,y > e se sua fun¢ao de armazenagem V satisfaz V(0) = 0.

Em outras palavras, o sistema (3.1) é passivo se existir uma fun¢do nio negativa

C’V : R" — IR, que satisfaz V (0) = 0, tal que

w@-vu%glyﬂmmms (3.5)
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Defini¢ao 12 O sistema passivo (3.1) com funcao de armazenagem V € estritamente
passivo se houver uma funcdo definida positiva S : R™ — R tal que para todo v € U,

2> € R™ et > 0, tem-se:

V(z) = V() = /0 yT (s)u(s)ds — /0 S(a(s))ds (3.6)

Sera apresentado agora uma propriedade fundamental de sistemas passivos que é uma
extengdo para sistemas ndo lineares do lema de Kalman-Yacubovitch-Popov (KYP)

para sistemas lineares positivos reais (PR) (Khalil 2002).

Defini¢ao 13 Um sistema (8.1) tem a propriedade KYP se existe uma fun¢do ndo

negativa C1, V : R® = R, com V(0) = 0, tal que

vIf < 0 (3.7)
Vig = h'(z) (3-8)

para cada x € R".
O préximo lema serd 1til no desenvolvimento do controle satisfatério passivo.

Lema 3.1 Um sistema (3.1) que satisfaz a propriedade KYP é passivo, com fung¢do
de armazenagem V. Por outro lado, um sistema passivo que possut uma funcdo de

armazenagem C' satisfaz a propriedade KYP.

Como exemplo de um sistema passivo, considere a equagao do brago robético des-

considerando a gravidade, mostrada abaixo:
M(0)+C(6,6) =7 (3.9)

onde 6 € IR™ é um vetor descrevendo a posicao das juntas do robo, 7 é o vetor de
torques de entrada, C(6, 9) representa as forcas de Corioles e centripeta causada pelo
movimento dos enlaces e M(f) € R™ ™ é a matriz de inércia do braco robdético.

Mostraremos entao que o brago robético descrito pela equagao (3.9) é passivo de
T 0.

Sabe-se que:
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1. M(0) = M*(#) >0, ie. z"M(@)z >0
2. Definindo N(0,6) = M — 2C tém-se

0" N(9,0) = 0.
Para uma escolha particular de C(#, 0) tem-se que 7 N (6, H)x = 0 para todo z € IR,
ie, N =—NT, Esta propriedade é 1til no projeto de controladores via teoria de

Lyapunov, principalmente porque ela implica na passividade do sistema de 7 +— 0.

Considere uma funcgao de energia do tipo:
2V = 6T M(6)0

para o caso planar sem gravidade (G(6) = 0) tem-se que a derivada de V considerando

o modelo dindmico do manipulador é dada por:
V = 67 MO) + 07N (0)d
Dado que M(0)0 + C(0,0)0 = T tem-se

V = 07 — O(0,0)0] + L0 NI(0)) = "7+ 3 07101(0) — O(0.0)d)

=0

Conseqiientemente,
V=0T Poténcia injetada no sistema

Portanto o sistema é passivo no sentido que a energia dele é conservada.

3.2 Controle satisfatorio passivo

Nesta secao, o lema 3.1 é aplicado no desenvolvimento do controle satisfatério passivo.
Obtém-se uma lei de controle que é uma realimentacao de saida. A vantagem desta lei

de controle é que nao héa necessidade de uma CLF para o seu céalculo.
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Como no capitulo 2 (se¢do 2.3), é feita uma andlise de robustez do controle satis-
fatorio passivo. Obtém-se entao um subconjunto dos controladores satisfatérios passi-

vos, denominado controle satisfatério passivo robusto, que possui margem de estabili-

dade (—3, o).

3.2.1 Controle satisfatéorio passivo: Desenvolvimento

Considere o sistema da equacao (3.1) passivo. Sabendo-se da equagado (2.3) que a
funcao rejeitabilidade nao deve ser negativa, pode-se redefinir a funcao rejeitabilidade
como:

Prp = b(I(y) +u Ru) — V| f (3.10)

pois da definigdo 13 e lema 3.1, sabe-se que V.I'f < 0. O conjunto satisfatério pode
entao ser redefinido como o conjunto de entradas u tais que a funcao seletividade da

equagio (2.2) é maior ou igual que a funcéo rejeitabilidade da equacdo (3.10), ou seja:
Sp={ueR™:ps > pyp}.

O conjunto satisfatério S, é entao denominado conjunto satisfatério passivo. O préximo

lema mostra que .S, depende somente da saida do sistema e do indice de seletividade

b.

Lema 3.2 O conjunto satisfatdrio passivo S, depende somente da saida do sistema e

do indice de seletividade e é dado por:
S,(y,b) = {u € R™: —y"u > bl(y) + bu” Ru}, (3.11)

para todo y € IR™.

Prova: Para o conjunto satisfatério passivo nao ser vazio, deve-se ter:
~VI(f + gu) > b(I(y) + v Ru) — VI f, (3.12)

logo:
—VIgu > bl(y) + ubRu
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Pelo Lema 3.1 e definigao 13, sabe-se que V. g = h” (), logo:
—h" (z)u > bl(y) + bu’ Ru = —y"u > bl(y) + bu” Ru,

pois y = h(z). Logo o conjunto satisfatério passivo é dado pela equacao (3.11).
|

O préximo teorema mostra a condigao necessaria e suficiente para S,(y, b) nao ser

vazio, ou seja, que haja um conjunto de sinais de controle u tais que ps > pyp.

Teorema 3.1 O conjunto satisfatdorio dado pela equagio (3.11) nao é vazio, se e so-
mente se:

%yT(bR)ly —bl(y) >0, (3.13)

e € dado por

Sp(y,b) = {u = —%(bR)_ly + \/in(bR)—ly —bl(y) (bR) Vv :v € B} (3.14)
onde B={u e R™: |ul| <1}.

A demonstragdo desse teorema segue o raciocinio da demonstracao de teorema 2.1.

Prova: Da equacdo (3.11) observa-se que S,(y,b) ndo é vazio se e somente se:
u"bRu +y"u+bl(y) <0

Considerando A = bR, d = y, ¢ = bl(y) e aplicando o lema (A.1) chega-se nas equagdes
(3.13) e (3.14).
|

Note que a férmula da equacdo (3.14) fornece um mapeamento da bola unitaria

para o conjunto satisfatério passivo.

O préximo lema mostra que para cada y, pode-se escolher b para o conjunto satis-

fatério passivo nao ser vazio.

Lema 3.3 Para cada y, o conjunto satisfatorio passivo ndo € vazio, se e somente se
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o indice de seletividade satisfaz o limite 0 < b(y) < b(y), onde

B(y) = \/ @wmy (3.15)

Prova:
Para o conjunto satisfatério passivo ndo ser vazio, a desigualdade (3.13) deve ser

satisfeita, logo:

1,1 4, N 1 1 .
E(Zy (R)"'y) > bl(y) = b Smy (R )yi—\/my (R )yébs\/my (RY)y

Como b > 0, conclui-se que:

0<b<by)

onde:

b(y) = \/4@) yT(R)y

Logo, se 0 < b(y) < b(y) o conjunto satisfatério passivo nio é vazio.
[
Se S, nao for vazio, toda lei de controle continua k € S, é definida como um controle

satisfatorio passivo, como mostra a defini¢cao abaixo:

Definicao 14 O mapeamento k : R™ — IR™ ¢é um controle satisfatorio passivo se
1. S,(y,b(y)) nao € vazio para cada y € R™,
2. k(y) € Sp(y,b(y)) para cada y € R™,
3. k € continuo em IR™

O proximo teorema mostra que todo controle satisfatério passivo garante estabilidade

assintdtica ao sistemas:

Teorema 3.2 Se k(y) é um controle satisfatdrio passivo, entio o sistema em malha

fechada © = f 4+ gk € uniformemente assintoticamente estdvel.

Prova: Sabe-se, da demonstragao do Teorema 2.2, que f + gk é localmente Lips-

chitz. Dado que k(y) € S,(y,b(y)), do lema 3.2 conclui-se que a desigualdade abaixo é
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satisfeita:

—ytu > bl(y) + bu’ Ru.

Da prova do lema 3.2 sabe-se que, para sistemas passivos, satisfazer a desigualdade

anterior é equivalente a satisfazer a desigualdade abaixo:
VI (f +gk) < —bl(y) — k"bRk + VI f (3.16)

Como —bl(y) — k"bRk < 0 (R > 0 e I(y) nao negativa) e V. f < 0 (ver definigao 13 e

lema 3.1), conclui-se que:
Vi (f +gk) < —bl(y) = K"bRE+ V,/ f <V, f

Conclui-se entao que a derivada da fun¢ao de Lyapunov no sistema em malha fechada,
sera mais negativa que em malha aberta, garantindo maior estabilidade e robustez ao
sistema realimentado. |

O préximo teorema parametriza o conjunto de controladores satisfatérios passivos.
Teorema 3.3 Se

1. v:R™ - IR™ é continuo em R™ e satisfaz ||v(y)| < 1,

2. n:IR™ — IR € continuo em R™ e satisfaz

0<N<ny <1

entao

k(y) = {—%(HER)_I?J + \/in(ngR)ly — nbl(y)(nbR)™?v v € B(IR’”)} (3.17)

¢ um controle satisfatorio passivo.

Note que n parametriza o indice de seletividade, caracterizando portanto, o tama-
nho do conjunto satisfatério passivo, enquanto v parametriza o elemento do conjunto

satisfatério passivo escolhido.
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3.3 Controle Satisfatorio Passivo Robusto

Nesta secao é feita uma analise de robustez do controle satisfatério passivo. Para
isso, é utilizado um desenvolvimento semelhante ao da secao 2.3, definindo-se um sub-
conjunto do conjunto satisfatorio passivo, denominado conjunto satisfatério passivo
robusto (Spr(y)). Toda lei de controle pertencente a Syr(y) é denominada controle sa-
tisfatério passivo robusto (kz(y)). Mostra-se que kgr(y) possui margem de estabilidade
de [—1, 00}

Como passo inicial no desenvolvimento do controle satisfatério passivo robusto, é

mostrado abaixo a definicao do conjunto satisfatério passivo robusto:

Definigdo 15 O conjunto satisfatorio passivo robusto, denominado Syr(y), € o con-

junto de valores de controle dependentes da saida, definido como:

Spr(y,b) = {k(y,b,v) € Sp(y,b) : v"y <0}

Dessa defini¢do conclui-se que Spgr(y,b) é um subconjunto do conjunto satisfatério
passivo S,(y,b). Toda lei de controle continua pertencente a S,g(y,b) é entdo definida

como um controle satisfatério passivo robusto, como mostrado abaixo:

Definigao 16 O controle satisfatorio passivo robusto, kg, é uma fun¢ao com k(0) =0
que € localmente Lipschitz em R"\{0} e tal que kr(y) € Spr(y,b) para todo y diferente

de zero.

O proximo teorema mostra que todo controle satisfatério passivo robusto tem margem

de estabilidade de [—3, co):

Teorema 3.4 Se kr(y) € um controle satisfatorio passivo robusto, entio kr(y) tem

margem de estabilidade de [—%,00).

A prova deste teorema segue a mesma linha de raciocinio da prova do item 1 do Teorema
2.5 mostrada no apéndice A.

Prova: Dado que kg(y) é um controle satisfatério passivo robusto, sabe-se que
kr € Syr. Sabe-se entdo que kg € S,, pois S,r ¢ um subconjunto de S, (ver defini¢do

15). Como kg € S,, sabe-se do lema 3.2 que a desigualdade abaixo deve ser satisfeita:

yTkr < —bl(y) — bk Rkg (3.18)
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Sabe-se também da prova do teorema 3.2 que toda lei de controle que satisfaz a desi-
gualdade (3.18) garante estabilidade assintética ao sistema.

Adicionando ayTkr de ambos os lados da desigualdade (3.18), temos:
(1+ a)y"kg < —bl(y) — bkpRkg + ay kg (3.19)

Deseja-se entdo provar que se a € [—31, 00) a desigualdade (3.19) é satisfeita, garantindo

estabilidade assintdtica ao sistema. Definindo-se:

1
o1 = 5(53)_1%

1
09 = \/4—1)29TR_1?J - l(y),

sabe-se, da equacao (3.17), que kg pode ser escrito da forma abaixo:
kr(y) = o1 + oo Ry
Substituindo-se kx(y) na desigualdade (3.19) e desenvolvendo, temos:

11
(1+ )y ke < =b(1(y) +050"v) — 5 (5 + )y Ry + (1 + a)y" R 2vo,

Analisando essa desigualdade, observa-se que o primeiro termo do lado direito é
sempre nao-positivo. Ja o segundo termo é nao-positivo se a € [—%, 00). Neste caso,
o terceiro termo é nio-positivo se vTy < 0, o que se verifica, pois kr é um controle
satisfatério passivo robusto. Logo se o € [—%, 00) o sistema é assintoticamente estavel.

|

Observa-se que, como ocorre com o controlador satisfatério robusto do capitulo 2,
o controle satisfatorio passivo robusto nao possui uma forma fechada. Por esse motivo,

o sua implementacao deve ser feita escolhendo-se v cada vez que o controle é calculado

de forma que v’y seja menor ou igual a zero.

48



Capitulo 4

Controle do fluxo de dados em

redes de computadores

O controle de fluxo de dados em uma rede de comunicacao de trafego eldstico, tais como
Internet e ATM/ABR, consiste em ajustar a taxa de transmissdo de cada fonte para
utilizar completamente os recursos da rede sem exceder a capacidade dos seus enlaces
(links). Os principais objetivos sao a estabilidade, a eficiéncia e uma divisao justa
dos recursos da rede entre as fontes. Esses objetivos devem ser alcangados com um
controle descentralizado, onde cada fonte define sua taxa de transmissao, utilizando
poucas informagoes sobre o restante da rede. Por isso, o controle do fluxo em uma
rede de comunicacdo torna-se um problema desafiador. Neste capitulo, o controle
satisfatorio passivo é aplicado em dois modelos de rede de comunicacao com trafego

elastico, procurando utilizar todos os recursos da rede sem que ocorra perda de dados.

O problema de controle de fluxo de dados em uma rede de comunicagao é de grande
relevancia, pois nos dias atuais procura-se transmitir trafego multimidia em alta velo-
cidade. Esse problema é tratado por uma categoria ampla de redes de comunicacao,
denominada redes de pacotes de servigo integrados (ISPNs). A defini¢do de ISPN é tao
ampla, que a maioria das futuras redes de comunicacao caem dentro desta definigao.
Como exemplo, podemos citar a rede ATM (Modo de Transferéncia assincrono) e as
arquiteturas IntServ (R. Braden & Shenker 1994) e DiffServ (S. Blake 1999), que estao

definindo a futura infraestrutura da internet.

No caso da rede ATM, devido a variedade do trafego multimidia, para garantir uma
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qualidade de servigo (QoS) ponto a ponto, os varios tipos de trafego (voz, dados e etc)
foram divididos em pequenas células de tamanho fixo, cujo o atraso de transmissao
pode ser previsto e controlado. A rede ATM ¢é entdo uma tecnologia de Circuito Vir-
tual (VC) que combina as vantagens da comutacio de circuito (todos os comutadores
sao comunicados do requerimento de uma transmissao, sendo entao estabelecida uma
conexao) e da comutagdo de pacotes (alguns circuitos podem compartilhar um dispo-
sitivo da rede). Pelo fato de varios VC’s compartilharem os recursos da rede, devem
ser projetados e implementados algoritmos de controle de fluxo e congestionamento. O
problema de controle de congestionamento é resolvido, regulando a taxa do trafego de
entrada. Além disso, devido a sua inerente flexibilidade, o trafego ATM utiliza uma

das seguintes classes de servico:

1. Taxa de Bits Constante (CBR): Utilizada pelo trafego que precisa de um ta-
manho de banda passante fixo e garantido (conversa telefénica, video conferéncia

e televisdo).

2. Taxa de Bits Varidvel (VBR): Acomoda trifego em rajada, tais como, con-

trole industrial, multimidia email e compressao de video interativo.

3. Taxa de Bits Disponivel (ABR): Utilizada para transferénia de arquivos
(FTP) ou e-mail.

4. Taxa de Bits Nao Especificada (UBR): Utiliza os recursos que estao sobrando

na rede para acomodar aplicacoes, tais como email.

Nas classes de servico CBR e VBR, um “contrato” de trafego é negociado no estagio
inicial da configuracao do circuito virtual, sendo mantido enquanto durar a conexao.

Este contrato garante os seguintes parametros QoS:

e Taxa de Células Minima (MCR)

e Taxa de Pico de Células (PCR)

Variagao de Atraso das Células (CDV)

Maéximo Atraso de Transferéncia de Células (maxCTD)

Taxa de Perda de Células (CLR)
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O “contrato” entao estabelece que, uma vez estabelecida a conexao e enquanto durar
esta, as taxas das fontes CBR e VBR devem ser mantidas constantes para qualquer
situagao de congestionamento da rede.

Na classe de servico ABR, as fontes devem obedecer somente as condi¢oes de PCR
e MCR. As taxas das fontes devem entao ser ajustadas dinamicamente para ocupar
de forma eficiente os recursos disponiveis depois que as fontes CBR e VBR forem
ajustadas. Para evitar o congestionamento da rede, foram propostas duas estratégias

de controle das fontes ABR. Sao elas:

e Algoritmo de controle baseado em crédito

Neste algoritmo, cada enlace possui um né transmissor (fonte ou comutador) e
um né receptor (destino final ou comutador). Cada né receptor mantém uma
fila para cada VC (circuito virtual), monitorando o tamanho de todas essas filas.
Com este monitoramento, o receptor determina o numero de células que cada
transmissor pode enviar em cada VC. Esse nimero é denominado crédito. O

enviador entao transmite o nimero de células que o seu crédito permite.

A principal desvantagem desse algoritmo, é que o comutador deve manter uma
fila separada para cada VC, mesmo para aqueles que estejam inativos, o que
torna a complexidade do comutador proporcional ao numero de VC’s. Por este
motivo, o algoritmo de controle baseado em crédito foi considerado nao escaldvel

para um gande nimero de VC'’s.

e Algoritmo de controle baseado em taxa

O comutador monitora o tamanho da sua fila e realimenta explicitamente para
a fonte a taxa de transmissdao das células. Este algoritmo nao necessita de uma
fila para cada circuito virtual. A utilizacao ou nao de uma fila por VC fica entao

a critério do implementador.

A grande vantagem do controle baseado em taxa, é que caso o implementador
decida que cada comutador da rede possua somente uma fila, o numero de VC’s
nao ird alterar a complexidade dos comutadores, o que torna a rede escalavel com
relacao ao numero de VC’s. Esse foi o principal motivo que fez com que o Forum

ATM (AF-TM-0056.00 1996) escolhesse o algoritmo de controle baseado em taxa
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como o esquema de controle para o trafego ABR.

Para transportar as informagdes de controle, as fontes ATM/ABR devem gerar
uma célula de controle, denominada RM, a cada 32 células de dados. As células RM
possuem uma drea contendo a taxa explicita (ER) desejada, uma édrea contendo a taxa
de células atual e um bit de indicagao de congestionamento (CI). J4 as células de dados

possuem 6 areas no seu cabecalho, como mostra a figura 4.1. Os quatro primeiros bits

Controle de fluxo |ID do caminho |ID do circuito Tipo de Prioridade de Checagem de erro
Generalizado (GFC) virtual virtual carga-paga perda de carga do cabegalho
4 8 16 3 1 8

FIGURA 4.1: Célula de dados da rede ATM/ABR

do cabecalho da célula de dados, que sao utilizados na interface rede-usuario, foram
reservados para o GFC. Na interface rede-rede o GFC nao é utilizado. Sendo assim, os
seus bits passam a fazer parte de uma drea caminho virtual estendido (VP). Esperava-
se que os bits GFC fossem utilizados pela rede para controlar o fluxo de dados da fonte.
No entanto, essa abordagem foi abandonada.

Para realizar o controle de fluxo de dados da rede ATM, os comutadores ao longo
do VC escrevem na drea ER da célula RM as suas taxas desejadas para evitar o conges-
tionamento. O comutador de destino tem entao um conjunto com as taxas desejadas
por todos os comutadores ao longo do VC, escolhendo a menor delas para reenviar para
a fonte, como um sinal de realimentacao, utilizando para isso a célula RM.

Nos algoritmos anteriores de controle da rede ATM, os comutadores da rede utili-
zavam a area tipo de carga-paga (Payload Type) da célula de dados (figura 4.1) para
conduzir informagoes de congestionamento de forma bindria (congestionado ou nao
congestionado). Para isso, o primeiro bit desta drea era marcado com 0. Sendo assim,
o segundo bit era tratado como uma ”indicacao de congestionamento direto explicito
(EFCI)”. Quando o bit EFCI estava marcado, significava que a rede estava congestio-
nada. Dessa forma, os comutadores ao longo do circuito virtual marcavam ou nao o bit
EFCI, de acordo com o nivel de ocupagio de seus acumuladores (buffers). Para enviar
as informacoes de controle, as fontes enviavam uma célula RM a cada n células de

dados. A célula RM continha na drea ER a taxa de transmissao da fonte. Se entre as n
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células de dados recebidas houvesse uma com o bit EFCI marcado, o destino retornava
para a fonte a célula RM com o bit CI marcado. A fonte entao recebia a célula RM
e atualizava a sua taxa de transmissao de acordo com o valor do bit CI. Se CI =0 a
taxa era aumentada e se C'I = 1 a taxa era reduzida. Se houvesse perda da célula RM,
devido ao congestionamento da rede, a taxa da fonte também era reduzida.

Esses algoritmos mostraram-se oscilatorios. Além disso, a estabilidade em malha
fechada nao era comprovada.

Com o objetivo de realizar uma andlise de estabilidade e comportamento e propor
direcoes para melhorar os principais protocolos atuais, a comunidade de controle tem
estudado o controle de fluxo de dados em redes de comunicacao. Muitos trabalhos
foram realizados, tanto para redes ATM como para redes TCP (veja (Athuraliya et
al. 2001, Kelly et al. 1998, Kelly 1999, Low 2000, Low & Lapsley 1999, Paganini 2002)).

No caso da rede TCP, os trabalhos (Jacobson 1988, Floyd & Fall 1999, Low, Paga-
nini & Doyle 2002, Hespanha, Hohacek, Obrarzka & Lee 2001) consideram o problema
de desenvolver métodos de andlise de sistemas tedricos que sao apropriados para o
projeto e analise do controle de congestionamento da internet. Vale ressaltar, que atu-
almente a rede TCP nao utiliza o controle por taxa e sim um algoritmo de controle de
congestionamento baseado en janela. O padrao TCP define uma varidvel cwnd chamada
janela de congestionamento. Cada fonte utiliza esta varidvel para rastrear o nimero de
pacotes nao reconhecidos que podem estar em transito em um determinado instante,
isto é o nimero de pacotes no “cano” formado por enlaces e acumuladores no caminho
de transmissao. Quando o tamanho da janela é esgotado, a fonte deve esperar por
um sinal de reconhecimento (acknowledgement-ACK) antes de enviar um novo pacote.
O controle de congestionamento ¢ alcancado pela adaptagao dinamica do tamanho da
janela de acordo com uma lei de incremento aditivo e decremento multiplicativo. Vale
ressaltar que o algoritmo de controle TCP é feito exclusivamente entre a fonte e o des-
tino, ou seja, os comutadores da rede nao atuam no controle. Vale ressaltar também
que o sinal de realimentagdo (ACK) é bindrio, logo ndo hé realimentagio explicita da
taxa de transmissao. Portanto, a maioria dos trabalhos encontrados na literatura que
estudam o controde de congestionamento por taxa, abordam a rede ATM.

Um dos fatores limitantes dos primeiros algoritmos de controle de congestionamento

por taxa, é que estes necessitavam do conhecimento da banda passante disponivel para
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o trafego ABR. Este fato torna-se um problema nas aplicagoes multimidia, onde a
banda passante disponivel para o trafago ABR varia. Isso porque o trafego ABR uti-
liza a banda passante disponivel depois da acomodagao do trafego ABR e CBR. Em
(Mascolo 1997) esta questao particular foi tratada utilizando um preditor de Smith que
considera a banda passante disponivel como uma pertubacao desconhecida. Embora
esse controlador tivesse algumas propriedades desejaveis, este considerava conhecido
o atraso de transmissao dos dados entre as fontes e os destinos, embora no relatério
técnico anterior (Cavendish, Mascolo & Gerla 1996) o conhecimento do atraso nao
fosse conhecido. Em (Imer, Compans, Basar & Srikant 2001), um controlador robusto
foi projetado para um numero incerto de fontes ABR e um atraso desconhecido. Um
controlador com a mesma caracteristica de robustez de (Imer et al. 2001) foi proje-
tado em (Tarbouriech, Abdallah & Ariola 2001), sendo que neste caso foi levado em

consideracgao as limitacoes da taxa do trafego e a velocidade de mudanca em tais taxas.

Seguindo com o estudo do controle de congestionamento da rede, neste capitulo,
o controle satisfatério passivo com predicao dos parametros de selecao é aplicado no
controle de fluxo de dados de redes de computadores de trafego elastico. O objetivo é
utilizar a vantagem da sintonia automaética do controlador satisfatério passivo, quando
seus parametros de selecao sao escolhidos utilizando um algoritmo de predi¢dao. Além
disso, o controlador satisfatério passivo garante estabilidade global assintética a rede e

sua robustez pode ser aumentada utilizando fungoes de rejeitabilidade mais negativas.

Para implementar o controlador sao utilizados dois modelos de rede, ambos de

primeira ordem, sendo um deles ndo linear.

No modelo linear (Mascolo 1997, Mascolo 1999), utiliza-se o controle de fluxo por
taxa, escolhido pelo forum ATM (AF-TM-0056.00 1996) como a estratégia de controle
a ser utilizada no controle do fluxo de dados de uma rede ATM. Para o modelo nao
linear, o controle de fluxo é decomposto em um problema de otimizacao estatica e um
problema de estabilizagdo dindmica (Kelly et al. 1998, Low & Lapsley 1999, Wen &
Arcak 2004). Primeiramente é resolvido o problema de otimizacao estatica. Para isso, a
cada fonte é associada uma fungéo de utilizagdo U;(z;), onde z; é a taxa de transmissio
de cada fonte. O problema de otimizagao estatica consiste entdo em maximizar a soma

da funcoes de utilizacao, obedecendo a limitacao da capacidade dos enlaces da rede,
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isto é:
N

max Ui(z;) sujeitoa y= Rz <c, (4.1)
T
= =1

onde N é o ntimero de fontes da rede, R, a matriz de roteamento e y € IR é um vetor

com as taxas nos enlaces da rede, onde L é o numero de enlaces.

A otimizacao estatica incorpora justica, limitacao da capacidade e utilizagao da rede
e a sua solugao fornece o desejado ponto de operagao no estado estaciondrio (equilibrio

do sistema em malha fechada).

Resolvido o problema de otimizacao estatica, o controlador é projetado para ga-
rantir a convergéncia da rede para o ponto 6timo. Esse controlador atua de forma
descentralizada, através de sinais de preco que sao enviados dos enlaces para as fontes.

As fontes entao utilizam esses sinais de preco para atualizar suas taxas.

Na proxima se¢ao € tratado o modelo de rede linear, onde é utilizado o controle de

fluxo por taxa.

4.1 Caso de estudo I: Modelo de rede linear

E utilizado o modelo de uma rede com uma tnica fonte e nod, com atraso constante e
conhecido. Um preditor de Smith é utilizado (Franklin et al. 1991, Mascolo 1999) para

que o atraso nao instabilize o sistema.

Considerando a rede mostrada na Figura 4.2, deseja-se implementar o controle de
fluxo baseado em taxa, utilizando-se o controle satisfatério passivo. Para isso, considere
q(t) > 0 o tamanho da fila no acumulador do né, r(¢) > 0 a realimentacdo explicita da
taxa e ¢(t) a banda passante do enlace. O modelo dinamico da rede da Figura 4.2 é

entao:

q(t) =r(t—7)—c(t) (4.2)
onde 7 é o round trip time delay (RTT). O RTT é a soma dos atrasos direto e reverso,
desprezando-se o atraso de processamento dos dados pela fonte.

Deseja-se que o niimero de pacotes no n6é nunca ultrapasse a capacidade maxima

do acumulador, para nao haver perda de dados. Para isso é utilizado o modelo de
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Fonte ———— Atraso direto | O g —q(t)

t |
Controlador Qe() O 3 qr(t)

| \
| Atraso reverso |

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

F1GURA 4.2: Rede de comunicacao controlada por taxa: Diagrama de blocos.

referéncia mostrado abaixo, que possui o comportamento desejado.

Gr = —qr + Uy (43)

O controle satisfatério passivo foi entdo projetado, de forma que o erro entre as
saidas do modelo de referéncia e do modelo da rede seja zero no estado estacionario.
Para isso foi considerado inicialmente o sistema sem atraso, como mostra a figura (4.3).
Observe que os parametros n e v sao selecionados automaticamente, utilizando-se o
algoritmo do gradiente descendente, mostrado na equagio (2.12). A equagdo abaixo
mostra o controlador obtido utilizando-se a equacao do controle satisfatorio passivo

(equagio(3.17)), onde I(g.) = ¢ e R=1:

onde g, = ¢, — ¢

Considerando agora um atraso constante, para preservar a estabilidade, utilizou-
se o preditor de Smith (Franklin et al. 1991), como mostra a figura 4.4. O sistema
dinamico resultante entdo comporta-se como se o atraso estivesse fora da realimentacao
(Mascolo 1999), como mostra a Figura 4.5. A Figura 4.6 mostra o resultado da

simulagao para c¢(t) = 150 e um atraso constante de 2 segundos.
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FiGUuRA 4.3: Modelo linear de uma rede de comunicagao: Diagrama de blocos do
sistema em malha fechada sem atraso.
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FiGURA 4.4: Modelo linear de uma rede de comunicagdao: Diagrama de blocos do
sistema com atraso e preditor de Smith
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FIGURA 4.5: Modelo linear de uma rede de comunicagao: Diagrama de blocos do

sistema com atraso fora da malha de realimentacao
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4.2 Modelo Nao Linear

Antes da abordagem do modelo nao linear da rede, é definida a projecao positiva de

uma funcao.

Defini¢ao 17 Dada uma funcdo f(x), sua projecdo positiva é definida como:

a) fl@) fx>00rz=0c¢ef(x)>0

(f(x))s _
0 ifz=0¢ef(x)<0

Se z e f(x) forem vetores, a projecdo (f(z)), é interpretada como a projegao positiva
de cada componente. Quando (f(x)); = 0, diz-se que a projecio estd ativa e quando
(f(z)); = f(x) que a projegao estd inativa.

O modelo utilizado é o de uma rede com N fontes e L enlaces. O controle do fluxo é
governado pela interconexao entre as fontes de informacao e os enlaces de comunicagao

através de uma matriz de roteamento R, como mostrado na Figura 4.7. Pacotes de

Controle Controle
da Fonte do Enlace

R}

FIGURA 4.7: Modelo nao linear de uma rede de comunicagao: Diagrama de blocos da
interconexao entre fontes e enlaces.

cada fonte (com taxa z;) sdo roteados através dos enlaces (com taxa do enlace agragada
y1). Cada enlace tem uma capacidade ¢; fixa, e baseado no seu congestionamento e
tamanho da fila no acumulador um preco do enlace p; é computado. A informacao de
preco é entdo realimentada para cada fonte (com prego agregado a fonte ¢;), que regula

sua taxa de transmissao com base nessa informacao. Dado que os enlaces somente
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realimentam as informacgoes de preco para as fontes que os utilizam, tém-se as relacgoes:

y = Rux (4.5)
¢ = Rip (4.6)

onde x € RY é a taxa da fonte, y € IR é a taxa agregada ao enlace, p € RL é preco
do enlace, e ¢ € IRY é o preco agregado a fonte. Assume-se que nao hé atraso no loop
e a capacidade ¢ é um vetor constante. A Figura 4.8 mostra o diagrama de blocos do

sistema realimentado onde a lei de atualizacao da fonte é dada por:

= KU (z) —q)} (4.7)
onde K = diag{K;}, K; > 0 e U(z) € RN é uma funcio crescente, estritamente
concava e continuamente diferencidvel de x sobre a faixa x > 0 (Kelly et al. 1998),

com U'(z) € RN com i-th component U, (z;). O objetivo do controle é que o estado

AP RE LT L =K (U (@) - q) - R -

FicurA 4.8: Modelo nao linear de uma rede de comunicagao: Diagrama de blocos do
controle de fluxo de dados.

estacionario do sistema realimentado seja a solucao do problema de otimizagao estatica

x*, y*, p* e ¢* (Wen & Arcak 2004).

Para projetar o controlador, o sistema interconectado da Figure 4.8 é apresentado
de uma forma equivalente na Figure 4.9, baseado no desvio da condigao de equilibrio

(Wen & Arcak 2004). A entrada do sistema serd entdo —(q — ¢*) e sua dinamica:

i=K(U (z)-U'(z") — (¢ — q"))F (4.8)



_(p— p* (g — o* , T —x* y—y* -~
+© (p—p*) RTT (¢ —q%) .’L':K(U (.'E)—q) - RT >
p—p" L y—y

7 -

FI1GUrRA 4.9: Modelo nao linear de uma rede de comunicagao: Diagrama de blocos da
representacao equivalente do controle de fluxo de dados.

Da figura 4.9 sabe-se que p — p* = h(y — y*). Utilizando (4.5) e p — p* = h(y — y*)

em (4.8), a dindmica do sistema realimentado seré:

/ !

& =K(U (z) - U (=") = Ry h(y —y"))a, (4.9)

onde h(y — y*) = h(y) — h(y*). O seguinte teorema, retirado de (Wen & Arcak 2004),

mostra que o sistema direto da Figura 4.9 é estritamente passivo (veja defini¢io 12).

Teorema 4.1 Considere a interconexdo realimentada mostrada na Figura 4.9. O sis-

tema de —(p — p*) para y — y* € estritamente passivo.

Prova: Considere
V(r —2*) = (v — %) K (z — z%) (4.10)
A derivada ao longo da solucgao é
V= (- (U (@) - )}

Observe que:

(2 — 27) (Ui (:) — @i)7, < (@5 — 27) (Ui (%) — @)

Isto ocorre porque, se a projecao estiver inativa, entdo ambos os lados da desigualdade
acima serao iguais e se a projecao estiver ativa, teremos, pela definicao 17, x; = 0 e

U, (z;) — ¢; < 0, entdo o lado esquerdo serd zero e o lado direito ndo-negativo.
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Adicionando e subtraindo ¢* de ¢, temos que:

!

V < @-2)"U()-¢+¢ -0
< (@—2")"(U(z) - \q;-i-q*—Q) (4.11)

De (Wen & Arcak 2004) sabe-se que U (z*) = ¢*, logo:
V< (z—a)(U(z) = U () +¢" = q) (4.12)

Da equacdo (4.6), sabe-se que (¢ — ¢*) = R!(p — p*). Substituindo essa equacio na
desigualdade (4.12), temos:

/ !

V< (@—a") (U(2) = U'@a") ~ (@ —2") R (p— p")

Sabendo-se da equacdo (4.5) que (y — y*)! = (x — *) R, conclui-se que:

! !

V< (z—a)U(x)-U' (") = (y—y) " (p—p") (4.13)

Dado que U é uma funcao crescente, estritamente concava e continuamente dife-
rencidvel, entdo sign(x — z*) # sign(U'(z) — U'(x*)), logo pode-se escrever a seguinte

desigualdade:

UII (./I;)

l

U'(x)

IN

—kx (4.14)

onde k£ > 0.

Usando (4.14) em (4.13), temos que:

V

IN

—k(z —2")" (& = 2") = (y = ") (p — )

< —klz—a - (y—y) (p—p") (4.15)

Da definigao 12, pode-se concluir que o sistema de —(p — p*) para (y — y*) é estri-

tamente passivo. |
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Dada a passividade do sistema da figura 4.9, o controle satisfatério passivo pode ser
aplicado no controle do fluxo de dados da rede. A subse¢ao seguinte mostra o resultado

da simulacao.

4.2.1 Resultado da Simulacao

Para ilustrar o uso do controle satisfatorio passivo no modelo de rede nao linear da
equagao (4.7), foi utilizado um exemplo de 4-fontes/3-enlaces, apresentado na Figura

4.10.

fonte 3 fonte 4
fonte 1

Q canal1 /" canal2 / \ canal3

fonte 2

FicuraA 4.10: Exemplo de rede de comunicacio

A matriz de roteamento correspondente é dada por

1 010
R.=11110
1101

Assumiu-se que todas as func¢oes utilidades sao dadas por:

Considerou-se também todos os enlaces com capacidade igual a um. A solucao do
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problema de otimizagao estatica (estado estaciondrio) é dada por (Wen & Arcak 2004):

_ T
z* = 1025 0.25 0.5 0.5}
- T
¢ = |4 4 2 2]
- T
v = o075 1 1]
- T
pt = |0 2 2}

As taxas iniciais das fontes sao dadas por:

z(0) = [0.4 0.6 0.8 1.0}T

As condigoes iniciais de p e g sao consideradas zero. Para calcular o controle satisfatério,

considrou-se:

l(ye):ygyea e R=1
onde y, =y — y* e I € IR¥*3 ¢ a matriz identidade. Utilizando-se as Equagoes (3.15) e
(3.17), obteve-se a equacdo do controlador mostrada abaixo:

Ye 1
k(ye) = o || 2 (4.16)

A figura 4.11 mostra o diagrama de blocos do sistema da figura 4.9 com o controlador
satisfatério passivo no lugar de h. Observe que os parametros 7 e v foram selecionados

automaticamente utilizando o algoritmo do gradiente descendente (equacdo (2.12)).

— * Ye
_ ¥ T _ % . x T o
+© (p—p") R! (g-97) &= K(U'(z) - q) -~ R, -
Ye
p—p*
k(ye) - Escolha de
- nev - Modelo |
de predicao

FicurA 4.11: Modelo nao linear de uma rede de comunica¢do: Diagrama de blocos
do sistema com o controle satisfatério passivo.
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A equagao (4.16) caracteriza uma estratégia de controle centralizada. No entanto,
sabe-se que para o controle do fluxo de dados de uma rede, o controle deve ser imple-
mentado de forma descentralizada. Deve-se entao procurar uma versao descentralizada
da lei de controle da equagdo (4.16). Para isso, observe que essa equagio pode ser es-

crita da seguinte forma:

1
y?e—i_ ||yeH W% -1
y2 1
et yel y/7z — 102
k(ye) = | " K (4.17)

onde y. e v, sdo respectivamente os [’ésimos elementos de y, e v, correspondentes ao

enlace [.

Uma estratégia de controle descentralizada pode ser obtida substituindo-se |y.| no

lugar de |y.||. Nesse caso, a equacao do controlador serd

1
Yot lyely /o — 10
A 21 /1
—e+\y —2—11/2
ki(ye) = |7 OV (4.18)
)
_%Hyé n%—wg_

Falta mostrar que essa lei de controle também caracteriza um controlador satisfatério
passivo. Sabe-se que |y.| > |y!|, logo sempre teremos um «; que satisfaz 0 < oy < 1

tal que |y'| = ay |ye|. Podemos entdo expressar ki como:

Lyl /3 — Leaw
k1 (ye) = o+ el ‘”Lz Tl (4.19)
_yn_é + el y/77 — 1 v |
Teremos entao:
ki) = %+ el 5 = 1v (4.20)



onde » =qav e

(%) 0 0

0 (0%)] 0
o=

0 0o ... (67}

< |v|. Com isso, comparando as equagoes (4.20) e (4.16),

Como oy < 1, temos que ||v
conclui-se que k; também é um controle satisfatério, pois v também satisfaz a condicao
para o parametro v expressa no Teorema 3.3.

A Figura 4.12 mostra a resposta do sistema e o sinal de controle para o controlador
satisfatorio. Para comparacao, a Figura 4.13 mostra a resposta do sistema para o

controlador poporcional utilizado em (Wen & Arcak 2004).

Resposta do sistema com o controlador satisfatorio

2 T T T T
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& — Y3 |
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FIGUrA 4.12: Controle satisfatorio passivo descentralizado do fluxo de dados de uma
rede de comunicacao: Resposta do sistema e sinal de controle
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Resposta do sistema com o controlador proporcional
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FicuraA 4.13: Controle proporcional descentralizado do fluxo de dados de uma rede
de comunicacao: Resposta do sistema e sinal de controle
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Capitulo 5

Controle de atitude de um corpo

rigido

Controle de orientacao de um corpo rigido é necessario para o posicionamento e des-
locamento de naves espaciais (veja (Wie & Barba 1985) e (Wie, Weiss & Arapostathis
1989)) e no controle de orientacao de uma carga rigida sendo manipulada por um (ou
varios) manipulador robético (veja (Luh, Walker & Paul 1980, Salcudean 1988) e (Wen
& Kreutz-Delgado 1992)). No caso de sistemas robéticos, os bragos ou dedos de uma
mao roboética podem ser vistos como atuadores controlando a atitude de um objeto

sendo segurada.

Existem vérias parametrizagoes possiveis da variedade SO(3) onde a orientagao
evolve. Os quaternions, que consistem em 4 parametros sujeito ao uma restricao de
norma unitdria, é uma escolha popular no controle de naves espaciais (vide (Wie
& Barba 1985) e (Wie et al. 1989)). Isto é devido ao fato de que os quaterions
sao uma parametrizagao globalmente nao singular. Uma apresentagao minuciosa do
problema de controle de atitude utilizando quaternions foi apresentada em (Wen &
Kreutz-Delgado 1991); onde foi apresentada varias lei de controle estabilizantes: desde
proporcional-derivativo (PD) independente do modelo da planta até controle adap-
tativo. Os controladores foram baseados na propriedade de passividade inerente ao
problema: a dinamica de um corpo rigido é passiva considerando torque como entrada

e velocidade angular como saida.

Neste capitulo o controlador satisfatorio passivo € aplicado no problema de controle
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da atitude de um corpo rigido. E mostrado que a realimentacgao linear do quaternion
do erro de atitude e a realimentacao nao linear da velocidade angular do corpo rigido
utilizando o controle satisfatério passivo estabiliza assintoticamente o sistema. Sao

mostrados resultados de simulagoes que exemplificam o resultado encontrado.

5.1 Controle de Atitude

Considere dois frames de coordenadas ortonormais: A coordenada inercial (mundo),
E°, e a coordenada no corpo (ligada ao corpo rigido), EZ. Defina A € IR**3 como a
matriz de atitude. A equacao diferencial do corpo rigido pode ser escrita na coordenada

inercial como:

w=—-H'wx Ho+ H 1

9 (5.1)
= ;E(quw
2
onde
—q1 —G2 —q3
90 g3 —Qq2
E(q) = )
—q3 Qo q1
9 —q1 Qo

e H € IR¥*3 ¢ a matriz de inércia, w € IR? é o vetor velocidade angular, 7 € IR? é o
vetor de torque do controle e ¢ = [gy ¢!], com ¢, = [¢1 g2 ¢3]", é a representagao
do quaternion unitario da matriz de atitude A.

Uma dada matriz atitude A possui nove parametros, sujeitos a seis restri¢oes im-
postas pela ortogonalidade. Por razoes de manipulagao, andlise e implementacao,
frequentemente é mais simples utilizar outras representacoes. O nimero minimo de
parametros necessarios para se representar A sem restrigoes é trés. Algumas repre-
sentacoes minimas comuns sao: Angulos de Euler, vetor de Gibbs, equivalente unitario
eixo/angulo e vetor quaternion. Representag¢ées minimas sdo mapeamentos somente lo-
cais, um-pra-um e bijetivos da matriz atitude e sempre existem orientacdes singulares.
O ntimero minimo de parametros que podem representar globalmente e sem singula-

ridades a atitude é quatro, com uma equagao de restrigdo. O quaternion unitario (ou
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parametros de Euler) é uma popular representagao de quatro pardmetros nao singular
devido as suas desejadas propriedades computacionais. (veja (Hughes 1986) para uma
discussao mais detalhada).

Nesta secao, o controle satisfatorio passivo é aplicado no controle da atitude de
um corpo rigido. E considerado um problema de rastreamento e um problema de
regulagdo, que consiste em guiar a matriz de atitude A para uma matriz de atitude
alvo A4. Deseja-se entao, que o erro de atitude no estado estaciondrio seja nulo.

Defina a matriz de atitude do erro como

A, = A AT (5.2)

e considere o quaternion do erro el = [, €l] a representacdo quaternion unitério de

A,. A cinematica do erro sera dada por:
é=—-E(e)w.

Deseja-se entao aplicar o controle satisfatorio passivo para anular o erro de atitude.
Para o controle satisfatério passivo ser utilizado, o sistema da equacdo (5.1) deve
ser passivisado (tranformado em um sistema passivo). Para isso é utilizado o resultado
de (Lizarralde & Wen 1995), que mostra que a realimentacdo proporcional do vetor
quaternion do erro, como mostra a figura 5.1, torna o sistema da equagao (5.1) passivo.
Conclui-se entao que o mapeamento de v para w na figura 5.1 é passivo. Deve-se entao
provar que o controle satisfatério passivo leva o erro de atitude para zero. Para isso,
considere a definicao de conjunto invariante e o teorema do conjunto invariante global

mostrados a seguir:

Definicao 18 Um conjunto §2 é um conjunto invariante para um sistema dindmico se

toda a trajetoria do sistema que inicia de um ponto em §2 permanece sempre em S2.

Teorema 5.1 Considere o sistema & = f(x), com f continuo e seja V(x) um func¢do

escalar com primeira derivada parcial continua (C*). Assuma que

e V(z) <0 para todo z.

e V(x) — oo quando |z| — oo.
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Seja M o conjunto de todos os pontos onde V(x) =0 e Q o maior conjunto invariante
em M. Entdo todas as solu¢des convergem globalmente assintoticamente para Q quando

t — o0.

Dada a definicao 18 e o teorema 5.1, o préximo Teorema mostra que a realimentagao
linear do vetor quaternion do erro, e,, e a realimentagao nao linear de w, utilizando
o controlador satisfatério passivo, estabiliza o sistema globalmente e assintoticamente,

levando o erro de atitude para zero.

+ T Rigid body
p— Dynamics

kp

FicuraA 5.1: Corpo rigido: Sistema com realimentacao proporcional

Teorema 5.2 Considere o sistema da Figura 5.1, que possui somente uma realimentagao
proporcional. Se k(w) é um controle satisfatorio passivo, entdo a entrada de controle
T = —kpe, + k(w), onde k, é um escalar positivo, assintoticamente estabiliza o sistema

de malha fechada.

Prova: Considere a seguinte funcao de Lyapunov candidata motivada pela energia

total do sistema (5.1):
1
V =kyl(eo —1)2 +ele,] + §wTHw (5.3)
Usando (5.1), a derivada ao longo da solugao sera:

V =Wl (1 + kpe,) (5.4)
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Com a lei de controle

a derivada de V serd dada por

Utilizando (3.17), V sera:

V= —i_wTRflw + Wt 1_ wI'R~ 1w — l(w)R*%I/
2nb 4(nb)?

Considerando a expressao de b dada pela equagao (3.15), temos que:

. 1 1
V- _g\/W+ W R (5.6)

A equacao acima poderia ser escrita como:

V= —% [\/wTRflw - V1= UQwTR*%V] (5.7)

Uma condicao para estabilidade é V < 0. Para isso, sabendo-se que n € (0, 1], devemos

ter:

VWTR 7w > w"R %y (5.8)

Notando que |w|% = w”R~'w é uma norma com peso, devemos satisfazer:
|wl > W' B2,

onde |w|, = |wR 2.
Sabendo-se que

_1
W' Ry < wlg v,

basta mostrarmos que:

lwlg > |wlg 7] (5.9)

Sabendo-se do Lemma A.1 que ||v|| < 1, temos que a desigualdade (5.9) e conse-
quentemente a (5.8) é satisfeita, logo V < 0.

Dado que V é continuamente diferenciavel, radialmente ilimitada, definida positiva
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eV < 0 em todo espaco de estado, utilizando o teorema 5.1, temos que todas as
trajetérias convergem para o maior conjunto invariante Q em Q = {(e,w) : V = 0} =
{(e,w) : w = 0}. No conjunto invariante temos, da equacao (5.1), que Hw = 7 =
—kye, = 0. Isto implica que Q = {(e,w) : €, = 0,w = 0}. Como (e = £1,¢, = 0)
representam a mesma orientacao fisica, a matriz identidade que representa o erro de
atitude R, e a velocidade angular zero sao equilibrios globalmente assintoticamente

estaveis. [ |

5.1.1 Controle de Atitude: Resultados das Simulacoes

Para ilustrar o resultado apresentado no Teorema 5.2, é tratado um exemplo simples,
abordado em (Slotine & Li 1991, Curtis & Beard 2002). Sao considerados um problema
de regulacao e um problema de rastreamento. Nos dois problemas, os parametros 7 e
v do controle satisfatorio passivo sao selecionados utilizando o algoritmo do gradiente

descendente, mostrado no Capitulo 2. A figura mostra o diagrama de blocos do sistema

simulado:
B Modelo | _
- Escolha de [~ | de predicio|
E(w) nev. . =
- w
v +Q+> Corpo rigido
» Célculo do
quaternion > €y
4 — ™ do erro
k, |-

FicurA 5.2: Corpo rigido: Sistema simulado

Para o calculo do quaternion do erro, primeiramente sao calculadas as matrizes de

atitude do corpo e de atitude desejada. Posteriormente é calculada a matriz de atitude
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do erro (A), através da equagao (5.2). Utilizando A., o quaternion do erro é entao

calculado.

5.1.1.1 Problema de regulacao

Considere primeiramente o problema de regulagdo, que consiste em guiar a atitude
para uma atitude de estado-estaciondrio alvo. Para isso, na equagio (5.1), considere a

matriz de inércia como:

2 51
H=15 41
1 1 3

Considere também a condi¢ao inicial do quaternion como

q"(0) = 0.8325 —0.2057 0.3430 0.3834],
a atitude desejada como
qq = [0.8339, 0.4353, 0.1252, —0.3192]

e k, = 1 na equagao (5.5).
As Figuras 5.3 e 5.4 apresentam o desempenho do esquema proposto na figura 5.2
para o problema de regulagdo, sendo que a Figura 5.3 mostra o quaternion do erro e a

Figura 5.4 o sinal de controle.

5.1.1.2 Problema de rastreamento

Considere agora o problema de rastreamento de trajetoria. Para isso, utilize a mesma
matriz de inércia do problema de regulagdo. A trajetéria desejada Ag4(t) = exp(pa(t)kx),
é dada pela rotagdo ao longo de um eixo equivalente k7 = [0.4896, 0.2032, 0.8480],
indo da atitude inicial para a atitude desejada I3.3. O angulo de rotagdo desejado é

dado por:
Ba(t) = 65 — (¢7 — di)e™"

com o = 0.5, ¢; = 2.4648rad e ¢; = 0. Entdo a condigao inicial é ¢(0) = [0.332, 0.4618, 0.1917, 0.8]T.

As Figuras 5.5-5.6 ilustram novamente o desempenho obtido utilizando o esquema
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proposto na figura 5.2.
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Capitulo 6

Discussao e Conclusoes Gerais

Este trabalho abordou a estabilizagao de sistemas nao lineares utilizando a estratégia
de controle satisfatéria proposta recentemente. Esta estratégia consiste na defini¢ao de
duas funcoes dependentes do sinal de controle e dos estados do sistema, denominadas
seletividade e rejeitabilidade, que quantificam respectivamente os beneficios e o custo
de uma acado. Deseja-se entao determinar o conjunto de leis de controle que fazem a
funcao seletividade maior que a funcao rejeitabilidade. Em particular, foi estudado
o controle satisfatério desenvolvido por (Beard et al. 2001), onde a estratégia satis-
fatoria foi utilizada para gerar leis de controle assintoticamente estabilizantes a partir
de CLF’s. Foi estudado também um subconjunto dos controladores satisfatérios, de-
nominado conjunto satisfatério robusto, onde todo controlador caracteriza uma lei de
controle inversamente 6tima. Para proporcionar um maior entendimento, foi estudada
a utilizagdo do controle satisfatorio em sistemas lineares. Mostrou-se que mesmo em
sistemas lineares, o controlador satisfatério pode caracterizar uma lei de controle nao
linear. Além disso, mostrou-se também que o controlador satisfatério robusto, quando
aplicado em um sistema linear, gera uma lei de controle 6tima que poderia ser obtida

através da solucao da equagao algébrica de Ricatti dependente do estado.

Afim de estender a estratégia satisfatéria para sistemas passivos, as propriedades
de passividade foram aplicadas no controle satisfatorio. Mostrou-se que para siste-
mas passivos, o controlador satisfatério torna-se uma realimentacao de saida, logo nao

necessita de uma CLF para ser calculado.

Como exemplo de aplicacao, o controlador satisfatorio passivo foi utilizado no con-
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trole da atitude de um corpo rigido e no controle de congestionamento em redes de
comunicagao de trafego eldstico.

No caso da rede, o controlador satifatério passivo foi aplicado em um modelo de rede
linear e nao linear. No caso nao linear, o problema de controle de congestionamento
foi dividido em um problema de otimizacao estatica e um problema de estabilizacao
dinamica. O controlador satisfatério passivo foi utilizado para resolver o problema de
estabilizagdo dinamica, onde mostrou-se que, com uma pequena alteracao na lei de
controle, o controlador satisfatério passivo pode ser utilizado como uma estratégia de
controle descentralizada.

No caso do corpo rigido, mostrou-se que com uma realimentacdo proporcional do
vetor quaternion do erro e uma realimentagdo nao linear da velocidade angular, utili-
zando o controlador satisfatério passivo, o sistema é assintoticamente estabilizado.

Para todos os casos foram realizadas simulacoes. Os resultados confimaram as pro-
priedades de estabilidade do controlador. Nessas simulagoes, o controlador satisfatério
passivo foi sintonizado automaticamente, utilizando um modelo de predicao e o algo-
ritmo da gradiente descendente, com o objetivo de tentar encontrar os parametros de
selecdo do controlador satisfatério passivo (1 e v) que minimizam uma dada fungéo

custo.

6.1 Propostas para trabalhos futuros

Com o objetivo de incentivar a continuidade da pesquisa abordada por esse trabalho,

segue algumas propostas de trabalhos futuros.

e Utilizar outros métodos de otimizacao para sintonizar o controlador satisfatério
que consigam evitar os minimos locais, afim de se obter um controlador garanti-

damente étimo.

e Estudar a robustez do controlador satisfatério para sistemas com atraso, afim de

aplicd-lo em um modelo de rede de comunicagao mais real.

e Estudar a utilizacao do controle satisfatério passivo junto com métodos de pas-

sivisacao de sistemas.
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Apéndice A

Provas dos teoremas do Controle

Satisfatorio

Lema A.1 Se A= AT > 0, entdo o conjunto de solucdes da desiqualdade quadrdtica
ETAE+dTE+¢<0 (A1)
onde £ € IR?, € nao vazio se e somente se

1
anﬂd—czm (A.2)

€= —%A_ld +4/ %dTA—ld — cA™YV?y, (A.3)

ondev € {£ € IR° || € ||> 1}.

e € dado por

Prova:

Dado que A = AT > 0, esta é inversivel e pode ser fatorada como A = A'/2A'/?
onde A'/2? também é simétrica e inversivel. Podemos entdo escrever (A.1) da seguinte

forma:;:

ETAE +d7€ + ¢ = (A2 + %A‘l/Qd)T(Al/Qg + %A‘l/zd) +e- idTA‘ld.
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Portanto,

1 1 1
§A§+ff+cg0¢:4Amg+§A”ﬁ@TmV?+?¥U%)ngnﬂd—c
2

AV%+%A4ﬂd g%fﬁ4d—c

‘

Observa-se que o lado esquerdo da ultima desigualdade é positivo, logo a solugao existe

somente se %dTA’ld — ¢ > 0. Neste caso, temos que:

/1
‘ S ZdTAild— C

Note que a desigualdade anterior limita a magnitude, mas nio a direcao de AY2¢ +

A1/2§-_{_ %A—I/Zd

147124, Portanto se v € B(IR®), temos que:

‘ < \/ldTA_ld—c
4
120 . 1 4-1 Lo
— A §+§A d= ZdAld—cy
1/2 L i Lo
— A §:—§A d+ ZdAld—cy
L 1 - ~1/2

e Lo
2

Prova do teorema 2.1:

Sabe-se que o conjunto satisfatério é dado por:

S(z,b) = {u € R™m : ps(u,z) < bp,(u, )}
={ueR™: -V f—VIgu> bl +bu" Ru}
={ueR™:u"(bR)u+ (¢"Vy) u+ (bl + V; f) < 0}
A prova do Teorema 2.1 segue aplicando-se o Lema A.1, onde A = bR, d = ¢'V, e

c=bl+VI]. m
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Prova do Lema 2.2:

Do Teorema 2.1, o conjunto satisfatério serd nao vazio se e somente se:

1
VIb(bR) g™V, — bl —VIf >0

Z z

> % (inTgR_lgTVw) >bl+ V] f

vt i <o

1 (b—f— V;Tlf)Q - %VngR_lgT% _ (Vz:lf)2 <0

AT (1) 0 [ ()

= —V;—I;f - \/V“TQRMIQTV‘” + <V;Tlf)2 <b< _V;Tlf + \/VngRéulgTVz N (V;Tlf)2

Pela definicao, sabe-se que o indice de seletividade deve ser sempre maior que zero.
Observando-se que o lado esquerdo da ltima desigualdade acima é sempre menor ou
igual a zero e o lado direito é sempre maior ou igual a zero, chega-se no resultado da

Equacao (2.7).

Lema A.2 A funcdo

0 sec=0,a<0el#0

d)(a’ G l) - _9 a+va?+lc
c

caso contrdrio

é continua no conjunto P = {(a,c,l) € R3|(c > 0 ou a < 0) el # 0}.
Lema A.3 Se V é uma CLF e se l(x) é uma func¢do definida positiva, entdo sobre a
hipdtese do teorema 2.4 o controle satisfatorio k(x) na equagdo (2.10) € continuo fora

de x = 0.

Prova: A prova segue o argumento utilizado por (Krstic & Deng 1998) para mos-

trar a continuidade da férmula universal de Sontag (Sontag 1998).
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Prova do Teorema 2.4

Comparando as equagoes (2.6) e (2.10), fica claro que k(z) faz parte do conjunto
satisfatério. Falta provar portanto (ver definicdo 3), que k(z) é continuo em IR".
Como o lema A.3 mostrou que k(x) é continuo fora de z = 0, falta provar que k(z) é
continuo na origem. Para isso, mostraremos que préximo da origem k(z) é limitado
superiormente por uma fungao continua que é zero na origem. Para facilitar, considere

a=VIf, d=R 4"V, e ¢ = ¢(a,d" Rd,1). Definindo:

1 .
Mm=—%w,

~ d"Rd 4a »
Ao(z) = \/4¢2 n? == ;fba

(A.4)

teremos k(z) = A (z) + Xo(z) R~/?v, que implica em

1Bl < 1Al + Vo (R)][ Al

onde &(R) é o maior valor singular de R.

Considere primeiro o caso quando a = VI f > 0. Como V satisfaz a propriedade

de controle pequeno, existe um a.(x) continuo, com «.(0) = 0 tal que
a+d"Ro, <0, Vzr #0,

que implica em |a| < 6(R)||d||||cc||- Dado que V' é uma CLF, temos d # 0, que implica
em

o < O (R)]|eell-
Considere g(R) o menor valor singular de R. Entao A; pode ser limitado como
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[l <

1fa+ vaZz+ ld'Rd p
n d" Rd

allld]_, 14l BRI
sBE " aRAP
i [l + VAR P 157

Eg}v [Ilacll + V/leel]2 + l/a(R)] -

1
- N

IA
1Q

VAN
19

Similarmente, Ay pode ser limitado como

2
ol = (2 a2+ 1d"Rd dTRd_Hz_a a+ Va2 +dTRd
2 dT Rd n> n d'Rd

120 +n) @? N 2(1+n)ava®+1d"Rd N 1-— 772l
B n?  d'Rd n? d'Rd 7>

géWme+<52(%ﬂ¢G%f+MM+$¢

4
sl om) NQIIacH ladP + 16 (R +_l

IA

IN

Alternativamente, assuma que a = V,I' f < 0 e note que isto implica em

a+ V@ +1d'Rd < VId'Rd < \/a(R)||d|V1.

que torna A; limitado como

[A(@)] <

1 {a++vVa?+1d"Rd

- — d
i d' Rd
\/Ildll Va(

~ Dl|d|*a(R )
_ [ Vo(R)
a (DQ(R)) Vi
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De forma similar, Ay é limitado como

2
A ”2 . a++Va2+I1dtRd\ d'Rd l+ 2a [ a++Va?+I1dTRd
2= d'Rd 2 dT Rd
_ || (a+ Va? + 1dT Rd) L 2a% + 2ava? + ldTRd + ld* Rd — 1d" Rd
B n2d” Rd n? d” Rd
_ || (a+ Va? + 1d"Rd) Q a® +1d"Rd)* l
N n2dT Rd 77 dTRd
_ [T+ n(a+ Va®+1d"Rd) N+1Y,
| 92 d"Rd N
|2 UdiPa(r) <N+1> lH
~ 7 ld][Pe(R) N
2 0(R) N+1
< -
<(mogm )

Portanto k£ é continuo para x = 0.

Lema A.4 Se g7V, # 0 entdo todo controle satisfatdrio robusto pode ser escrito como

kr(z) = —1R"Y(2)g" Vi, onde R(z) é uma matriz funcdo definida positiva.
Prova: Primeiro defina o vetor fundamental vy = _HTI/E g7 V,. Sabe-se que:
1+1/b 1+1/b
U?kR — ( —Zb/ )VngR_lgTVm _ ( +2/ )O-VngR_l/2l/ >0

Pelo fato de k, € Sy implica que V,'gR™'/2v < 0. Portanto, uma vez que vikp =

||lvg||[|kr||cosf (onde 6 é o angulo entre vy e k), sabemos que cosf > 0 ou que [0 < 7.

|23
(1+1/B)l[vgll”

contudo, kg nao paralelo a v;. Nosso objetivo é construir uma matriz P = PT > 0 tal

Para o caso trivial onde # = 0, teremos simplesmente R_l(x) = Suponha,
que Pvy = kg para todo = # 0.
Iniciamos definindo uma nova base ortonormal para IR™. O primeiro vetor base,

b = Hllz—ﬁl\’ ¢ um vetor unitario na direcdo de kr. O segundo vetor base,

TkR

kR-i—Uf

by =
E
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¢ um vetor unitario que pertence ao plano gerado por kg e vy, onde by é ortogonal
a kgr. Os outros vetores da base (bs, ..., by), sdo gerados pelo processo de ortogona-
lizagdo de Gram-Schmidt, de forma que (by,....,b,) constitua uma base ortonormal
completa. Defina a matriz transformacdo T = [by, by, ..., by e note que Tt = T7.
Neste novo frame de coordenadas, o vetor kg serd kg = [||kz||,0, ..., 0]. Igualmente, v,
serd 05 = |lvys]|[cosb, senb, 0, ....,0]. Construiremos uma matriz rotagdo Ry = R} > 0
para rotacionar 0y em kg. Sabendo-se que, com excecao dos dois primeiros, todos os

outros elementos de 9y e kr sao zero, teremos:

A

Ry O
RO - )
0 I
onde _
R a 0
0 =
6 B
Teremos entao:
kgl a 9 cos
= vyl :
0 0 f senf

que implica nas seguintes equacgoes:

[[krl

llogll”
dcosh + Bsenf = 0. (A.5)

acost + dsenf

Além disso, sabemos que a8 — 5”0 e o > 0, pois R, é definida positiva.

Considerando § = —sen#, 3 = cosf e

kel o son20
_ gl

cosb

(onde |# < T assegura que o é bem definida), temos que todas as equagdes anteriores

sao satisfeitas. Definindo P = TT RyT, entdo

Pvyp =TT RyTv; = TT Rty = T kg = k.
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Pela defini¢io, P = P” > 0. Considerando R(z) = H—lP_l(x), mostra-se que qualquer
5

k. pode ser escrito da forma desejada.

Prova do Teorema 2.5:

O lema A.4 prova o item 3 do teorema. Falta provar portanto os itens 1 e 2.
Prova do item 1:

Pela definicao, sabe-se que, por pertencer ao conjunto satisfatério, kg satisfaz a

seguinte desigualdade:

VI f+ V7 gkp < —bl — bk, Rk

Adicionando aV,I gk do ambos os lados, temos
VL f+ 1+ a)V, gkr < —bl — bkpRkr + oV, gkg (A.6)

Uma condigao suficiente para estabilidade assintética é que o lado direito da (A.6) seja
nao positivo para todo x € IR™. Precisamos mostrar que esta condicao é satisfeita para

todo o € (—3,00). Definindo

1
4b?

VIf
b I’

g =

VIgR g™V, — 1 —

teremos:

1
kr(z) = —2—bR*1gva +oR Y.

Substituindo kg na desigualdade (A.6), teremos:

1
~—+a)VIgR ¢ "V, +o(1+a)VIgR v

—bl—bkL Rkp+aVyE gkr = —b(I+0*v v)— Q—b(2

O primeiro termo é sempre nao-positivo. O segundo termo serd nao positivo se a €

(—1,00). Neste caso, o terceiro termo serd nao-positivo se V' gR~/?v < 0.

Prova do item 2
A prova segue os argumentos de (Sepulchre, Jankovic & Kokotovic 1997). Seja
k,(x) uma lei de controle satisfatéria robusta. Do lema A.4, existe uma fungdo matriz

definida positiva R tal que kg = —2R'¢"V,.Uma vez que kg ’e assintoticamente
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estabilizante, sabemos que:
T lop &1 1
me—ZVng g Vy <0

Escolhendo
1 ~
m(x) = _V:ch + ZV;UTgR_lgTVw > 0,

W(z) = V(z) e R(z) = R(z), verifica-se que a equacio de Hamilton-Jacobi (2.16) é

satisfeita para todo z.
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