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a

Os observadores de estado 
onstituem uma poderosa ferramenta para o projeto desistemas de 
ontrole, sendo a sua formulação baseada nas Relações Fundamentais dosObservadores. A sensibilidade a perturbações nos parâmetros do modelo da plantarepresenta a prin
ipal di�
uldade para os observadores. A �m de solu
ionar esteproblema muitos estudos têm sido feitos nesta área. Nesta tese apresenta-se a estruturados observadores redundantes e é feito um estudo sobre a robustez destes observadoresem situação diversas, quando inseridos numa malha de realimentação ou somente 
omomonitores de estados.
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h/2003
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al Engineering

State observers 
onstitute a powerful tool for the design of 
ontrol systems.Their formulation is based on the Basi
 Relations of the Observers. Sensitivity todisturban
es in the parameters of the model of the plant represents the drawba
k forobservers use. In order to solve this problem many studies have been done in this area.This thesis presents the stru
ture of redundant observers and a study is made of therobustness properties of them, either when inserted in a feedba
k loop, for a 
ontrolpurpose, or when fun
tioning as a mere state monitor.
v
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ẋ(t) � := dx(t)
dt

s � operador de Lapla
e
2 � �m de uma prova




A B

C D



 � abreviação da realização em espaço de estados C (s I − A)−1 B + D

tol � tolerân
ia
sign (.) � sinal de (.)

∋ � tal que

xiv



Capítulo 1Introdução
As té
ni
as de projeto de sistemas de 
ontrole via métodos de espaço de estados,espe
ialmente para o 
aso multivariável, têm grande apli
abilidade práti
a. Dentreas metodologias bási
as estão a alo
ação de pólos, a realimentação de estados e aobservação de estados, empregadas em um sem número de possíveis apli
ações.Estas ferramentas permitem, por exemplo, projetar sistemas tendo os pólos demalha fe
hada desejados (ou equações 
ara
terísti
as desejadas) ou, ainda, sistemas de
ontrole ótimos em relação a índi
es de desempenho pré determinados. Entretanto, taisprojetos requerem des
rição matemáti
a pre
isa da dinâmi
a do sistema. Do ponto devista 
omputa
ional, estes métodos são adequados e liberam os esfoços do projetistapara aspe
tos analíti
os do problema.A estimação de estados, ne
essária para que se possa realimentá-los, é feitaatravés dos observadores. Dentre os aspe
tos que mere
em um estudo maior nosprojetos está a robustez destes observadores. Este não é um assunto novo, pois no�nal da dé
ada de 70, Doyle e Stein [6℄ publi
aram um estudo sobre a robustez dosobservadores. Histori
amente podemos relembrar a des
oberta da realimentação deestados, na dé
ada de 50. Um pou
o depois, em 1960, o �ltro de Kalman [18℄, em1961, o �ltro de Kalman e Bu
y [19℄ e em 1964, o projeto de observadores de Lu-enberger [23℄ para sistemas lineares. As propriedades teóri
as do �ltro de Kalman e1



2 Capítulo 1. Introduçãodos observadores de Luenberger foram bem expli
adas em 1970, por Jazwinski [15℄,em 1984, por Chen [4℄ e em 1986, por Friedland [9℄. Note que esta não é uma listaexaustiva e sim um breve relato históri
o.Atualmente muitas pesquisas têm sido feitas neste 
ampo de robustez de obser-vadores, apli
ada nas mais diversas áreas. Podemos 
itar o estudo da robustez emsistemas 
om in
ertezas parametrizadas e 
om in
ertezas desestruturadas apli
adasnas matrizes do sistema. Nesta situção a robustez é al
ançada através de uma lei de
ontrole robusta que provê uma estabilidade relativa através da atenuação de distúr-bios pelo método H∞ e pela otimização H2 [31℄. Outro estudo nesta área que tambémutiliza o método H∞ em 
onjunto 
om a parametrização de Youla para o observadora �m de assegurar a robustez do sistema na presença de distúrbios e de ruídos podeser vista em [12℄. Um estudo interessante, uma vez que também utiliza as relaçõesfundamentais dos observadores, é feito por Lin et al [22℄. Neste estudo o observadoré projetado utilizando-se as relações para sistemas variantes no tempo, 
om atrasoe 
om parâmetros in
ertos. Existem inúmeros estudos nessa área, podemos aindareferen
iar [13℄, [14℄, [20℄,[30℄ e [32℄.O objetivo desta tese é 
ontribuir para o estudo da robustez de estimadores. Umtipo de observador, baseado em uma manipulação � ao que tudo indi
a nova � dasRelações Fundamentais dos Observadores é proposto. Algumas 
ara
terísti
as destesestimadores justi�
am o nome �redundantes� para eles. O fato de haver redundân
iaem um dado projeto sugere que ele se 
omporte bem na presença de perturbações, oque será veri�
ado.O presente trabalho está estruturado da seguinte forma: no 
apítulo 2 são re
or-dados 
on
eitos bási
os da teoria de 
ontrole via métodos de espaço de estados, quandosão re
ordados os 
on
eitos de realimentação de estados e a teoria dos observadores.São feitos ainda alguns 
omentários sobre a velo
idade de 
onvergên
ia dos obser-



3vadores, observadores mínimos, a separação de estados após a introdução de uma leide 
ontrole e uma breve análise da robustez dos observadores. No 
apítulo 3 são apre-sentados os observadores redundantes 
omo a sua motivação e metodologia de projetoatravés da resolução as Relações Fundamentais dos Observadores. Toda a formalizaçãodo pro
edimento, bem 
omo a determinação da matriz T e os algoritmos são apresen-tados. Em seguida o 
apítulo 4 também será um 
apítulo 
om algumas re
ordaçõessobre alguns métodos de projetos de observadores. Os projetos a serem apresentadossão dos observadores: identidade, o tradi
ional de Luenberger, o observador de ordem
ompleta via forma 
an�ni
a do observador e o observador robusto. Os 
on
eitos deobservabilidade e detetabilidade, as formas 
an�ni
as e a alo
ação de autovalores são
on
eitos bási
os também mostrados neste 
apítulo. No �nal deste 
apítulo é apre-sentado o projeto e um algoritmo para observadores redundantes mínimos. A seguirno 
apítulo 5 são feitos exemplos de implementação dos projetos dos observadoresredundantes. E a�m de 
ompararmos os desempenhos são também projetados os ob-servadores identidade e robusto. Neste 
apítulo são analisados os desempenhos dosobservadores redundantes in
lusive na presença de perturbações. Finalmente no 
apí-tulo 6 são apresentadas as 
on
lusões e motivações para trabalhos futuros.
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Capítulo 2Métodos de Espaço de Estado
Neste 
apítulo serão re
ordados alguns 
on
eitos ne
essários ao estudo dos projetos desistemas de 
ontrole pelos métodos de espaço de estados.Na teoria 
onven
ional 
onsideram-se importantes somente os sinais de entrada,saída e erro, e através das funções de transferên
ia e de uma variedade de té
ni
asgrá�
as são feitas a análise e o projeto dos 
ontroladores.A teoria de 
ontrole via métodos de espaço de estados permite o projeto de
ontroladores ótimos, es
olher as equações 
ara
terísti
as, ou seja, os pólos de malhafe
hada e in
luir 
ondições ini
iais no projeto.Este 
apítulo está estruturado da seguinte forma: na seção 1 apresenta-se amotivação para um projeto de realimentação de estados. Na seção 2 são apresentadasas té
ni
as de re
uperação de estados para um projeto via realimentação de estados,que podem ser por derivação de saídas e entradas ou por re
onstrução do modelo.Na seção 3 apresentam-se as té
ni
as de substituição de estados, que são uma outramaneira para solu
ionar os problemas do projeto via realimentação de estados. Naseção 4 apresenta-se a teoria dos observadores, ne
essária para poder transformar oproblema de realimentar um estado ina
essível em um problema de realimentar saídase entradas mensuráveis. Seguem-se 
omentários sobre a velo
idade de 
onvergên
iados observadores, pois deve-se ter 
autela ao determiná-la para não gerar problemas5
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iados a ganhos elevados. Depois serão apresentados os observadores de ordemmínima, uma vez que eles permitem estimativas perfeitas para algumas das variáveisde estado. Tendo feito isso, apresenta-se a separação de estados, que nos permite sabero 
omportamento do sistema após a introdução de uma lei de 
ontrole. E �nalmente,se analisará a robustez dos observadores, para que possam ser apli
ados em situaçõesmais realistas, já que o mundo físi
o é imperfeito e os parâmetros normalmente variam.Na seção 5 são apresentadas as 
on
lusões.As idéias apresentadas neste 
apítulo são muito 
onhe
idas e podem ser fa
il-mente en
ontradas na literatura de sistemas de 
ontrole. Maiores detalhes sobre os
on
eitos aqui revistos podem ser en
ontrados em [2℄, [3℄, [5℄, [8℄, [10℄, [16℄, [21℄, [24℄,[26℄, [29℄, [34℄.
2.1 O Estado de um SistemaCom a des
oberta, na dé
ada de 50, de que a solução para alguns problemas de 
ontroleótimo seria apli
ar na entrada do sistema uma 
ombinação linear das variáveis deestado, passou-se a prestar mais atenção nessa ferramenta. Talvez este tenha sido umprimeiro indí
io da importân
ia de se realimentar os estados.O re
onhe
imento da realimentação de estados 
omo uma ferramenta extrema-mente poderosa se deveu às des
obertas de que se 
onsegue fazer 
om a realimentaçãode estados tudo o que se faz 
om a realimentação das saídas, mas o inverso não épossível; e ainda 
om a existên
ia de uma 
onexão entre a 
ontrolabilidade e a alo-
ação arbitrária dos autovalores. Dessa forma, re
omenda-se o uso de realimentaçãode estados em situações onde se deseja mudar as 
ara
terísti
as de um sistema, ouseja, em situações em que se ne
essite fazer o 
ontrole de um sistema.Entretanto, na práti
a somente a saída y é mensurável, sendo o estado da planta
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Figura 2.1: Diagrama de blo
os de uma realimentação de estado
x, na maioria das vezes ina
essível e não se pode, portanto, utilizá-lo na realimenta-ção. A ina
essibilidade do estado da planta pode se dever ao fator e
on�mi
o, umavez que, dependendo do sistema, �
a muito 
aro instalar-se sensores que forne
eriamtodas as variáveis de estado. Em outras situações a presença desses sensores poderiaalterar signi�
ativamente a planta e, ainda, pode ser impossível �si
amente instalar-sealgum sensor a �m de se obter o estado do sistema.A imensurabilidade do estado global de um sistema é uma realidade, e torna-seuma restrição a ser 
onsiderada nas té
ni
as de 
ompensação por meio da realimen-tação de estado. Isto motiva a bus
a de métodos para 
ontornar este obstá
ulo, a�m de que se possa utilizar a realimentação de estado e usufruir de seus benefí
ios.Ao longo do tempo algumas soluções bási
as foram en
ontradas para este problema,e pode-se agrupá-las em três 
ategorias, quais sejam:

• Té
ni
as de Re
uperação do EstadoRe
upera-se e utiliza-se o estado ina
essível.
• Té
ni
as de Substituição do EstadoConstrói-se um estado �equivalente� que pode ser usado 
omo substituto do es-tado ina
essível.
• Té
ni
as de Transformação do ProblemaTransforma-se o problema de realimentação de estado em um problema de rea-



8 Capítulo 2. Métodos de Espaço de Estadolimentação de saída.Dentre as té
ni
as a
ima men
ionadas, somente as duas primeiras serão vistasaqui, uma vez que as té
ni
as de transformação do problema, também 
onhe
idas
omo 
ompensadores dinâmi
os de Pearson, estão em desuso.Para o presente estudo as seguintes de�nições são ne
essárias:Definição 2.1: matriz de observabilidade










C
C A...

C An−1











(2.1)Definição 2.2: espe
tro de uma matriz [λ(.)]Denota o 
onjunto de todos os autovalores da matriz (.)Definição 2.3: semiplano esquerdo aberto [C−]Região estável do plano 
omplexo, C.Apresentadas as de�nições de 2.1 a 2.3, vamos agora ao estudo propriamente ditodos projetos pelos métodos de espaço de estado.2.2 Té
ni
as de Re
uperação de EstadoEsta té
ni
a 
onsiste em resgatar, re
uperar o estado ina
essível, e para isso existemduas maneiras bási
as, que são:1. Derivação de saídas e entradas.2. Re
onstrução do modelo.2.2.1 Derivação de Saídas e EntradasAntes de expli
ar o método da derivação, um exemplo simples ilustrará a sua apli
ação.
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Figura 2.2: Diagrama de blo
os do método de derivação de saídas e entradasExemplo 2.1: Dado o sistema:


















ẋ = A x + B u =





0 1 0
0 0 1
1 2 3



x +





0
0
1



u

y = C x =
[

1 0 0
]

xSendo a saída mensurável e derivando a mesma, temos:
y = C x =

[

1 0 0
]

x = x1

ẏ = C ẋ = C A x + C B u = [ 0 1 0 ] x = x2

ÿ = C A (A x + B u) + C B u̇ = [ 0 0 1 ] x = x3Per
ebe-se que, pelo menos neste exemplo, a saída de um sistema dinâmi
o esuas derivadas podem trazer informações su�
ientes para a re
onstituição do estadodo sistema. De maneira geral, supondo que a saída, suas derivadas, a entrada esuas derivadas se en
ontram disponíveis para medição, pode-se re
uperar o estado. Opro
esso de re
uperação de estados por meio de derivação de saídas e entradas estárepresentado na �gura 2.2.Seja agora o 
aso geral,










ẋ = A x + B u

y = C x

x(t0) = x0

(2.2)



10 Capítulo 2. Métodos de Espaço de EstadoEste método 
omeça derivando-se su
essivamente a saída mensurável y, o quenos permite es
rever a seguinte equação:










y
ẏ...

y(n−1)











=











C
C A...

C An−1











x +











0
C B

C A B... 









u +











0
0

C B... 









u̇ + · · · +











0
0...

C B











u(n−2) (2.3)Se a saída, suas derivadas, a entrada e suas derivadas forem mensuráveis, pode-seresolver a equação (2.3) e então re
uperar o estado x.No 
aso de um sistema 
ompletamente observável, a matriz de observabilidadeterá posto 
ompleto, ou seja, todas as suas 
olunas serão linearmente independentes,portanto será possível en
ontrar uma matriz V tal que
V











C
C A...

C An−1











= In (2.4)Sendo assim, pode-se rees
rever a equação (2.3) em função de x a partir daequação (2.4), obtendo-se:
x = V











y
ẏ...

y(n−1)











− V











0
C B

C A B... 









u − V











0
0

C B... 









u̇ − · · · − V











0
0...

C B











u(n−2) (2.5)Pode-se observar que as variáveis de estado podem ser expressas 
omo 
ombi-nações lineares das variáveis de saída e suas derivadas e das variáveis de entrada esuas derivadas. E, ainda, que este método está rela
ionado 
om a observabilidade dosistema, ou seja, o par < C, A >.Porém vale ressaltar que, na práti
a a apli
ação deste método é inviável, já quea apli
ação dos derivadores em sistemas reais geram graves problemas de ampliaçãode ruídos.Con
lui-se que o interesse deste método é puramente teóri
o.
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A �Figura 2.3: Diagrama de blo
os do método de re
onstrução de estado2.2.2 Re
onstrução do ModeloO presente método parte do prin
ípio que, mesmo o estado x do sistema sendo ina-
essível, é sempre possível 
onstruir em laboratório e/ou simular em um 
omputadorum sistema dinâmi
o 
om equações idênti
as às da planta. Portanto, se o modelo daplanta for ex
itado por uma entrada u e estiver sujeito às mesmas 
ondições ini
iais,então o seu estado z será idênti
o ao estado ina
essível x. Este estado z tem, ainda,uma vantagem: ele está disponível, uma vez que o modelo foi 
onstruido pelo pro-jetista. Na �gura 2.3 pode-se ver a representação do diagrama de blo
os do métodode re
onstrução de estado.Da mesma forma que no método anterior, no 
aso geral teremos um planta P,des
rita pelas seguintes equações dinâmi
as tradi
ionais
P











ẋ = A x + B u

y = C x

x(t0) = x0Neste método, o fato de o estado x não ser mensurável não importa, mas asmatrizes do sistema A, B e C, a entrada do sistema u e a 
ondição ini
ial x0 devemser 
onhe
idas. De posse dessas grandezas pode-se realizar �si
amente um sistema M,
om entrada u e estado z, expresso 
omo
M

{

ż = A z + B u

z(t0) = z0

(2.6)



12 Capítulo 2. Métodos de Espaço de EstadoQuando fazemos z0 = x0 no sistema M obtemos z(t) = x(t), ∀t. E 
omo oestado z é mensurável, solu
iona-se o problema.Na práti
a, para que z(t) = x(t) ∀ t seja verdade, pre
isa-se de uma identi�
açãoperfeita, ou seja, deve-se 
onhe
er exatamente as matrizes A, B e x0. Além disso omodelo deve ser implementado 
om 
omponentes de alta pre
isão e a
urados e, ainda,suas 
ondições ini
iais devem ser exatamente iguais às da planta. Dessa forma, omodelo terá um desempenho igual ao da planta e o estado z será uma re
onstituiçãosegura do estado x. A seguir tem-se uma demonstração para justi�
ar essas a�rmações.Suponha que as matrizes utilizadas no modelo M sejam Ã e B̃. Obtem-se então,
{

ż = Ã z + B̃ u

z(t0) = z0

(2.7)Definição 2.4: erro de estado ou de operação [e(t)]

e(t) = x(t) − z(t) (2.8)A partir das equações (2.7) e (2.8) obtemos uma expressão para o erro de estado:
ė = ẋ − ż

= Ax + Bu − Ãz − B̃u

= Ax − Ãz + (B − B̃)u

(2.9)Caso a identi�
ação seja perfeita e o modelo implementado 
om 
omponentes dealta pre
isão e a
urados, teremos A = Ã e B = B̃, portanto
ė = Ae (2.10)E ainda, se a identi�
ação da 
ondição ini
ial da planta x0 e o ajuste de z0 foremextremamente pre
isos, tem-se e(t0) = 0 o que leva a

e(t) = 0 ∀ t (2.11)
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as de Substituição de Estado 13Deseja-se a equação (2.11) 
omo resultado, porém ao se obter e(t0) 6= 0, a soluçãoda equação (2.10) informa que o máximo que se pode obter é lim
t→∞

e(t) = 0, e para istoa
onte
er é ne
essário que os autovalores de A estejam no semiplano esquerdo abertodo plano 
omplexo, ou seja, a planta deve ser estável.Na práti
a, existem erros na identi�
ação da planta, uma vez que os métodosdisponíveis de identi�
ação são imperfeitos, e também na implementação do mode-lo, pois mesmo que houvesse uma identi�
ação perfeita seria impossível 
onstruir ummodelo 
om parâmetros idênti
os. Dessa forma não se terá a garantia de um 
ompor-tamento adequado do erro de estado e, e portanto o estado do modelo z não será are
onstrução do estado da planta x.Con
lui-se que a re
onstução de modelo é uma té
ni
a inviável para a re
uperaçãodo estado, tendo apenas interesse teóri
o.
2.3 Té
ni
as de Substituição de EstadoEsta té
ni
a emprega a �loso�a bási
a da realimentação a �m de solu
ionar os pro-blemas en
ontrados no método da re
uperação de estados des
rito anteriormente. Na�gura (2.4) pode-se observar um diagrama de blo
os da té
ni
a de substituição deestados.Come
emos supondo que a identi�
ação da planta é exata, então temos as ma-trizes: A, B e C. Em seguida 
olo
a-se uma matriz de ganho L na malha de realimen-tação, para que a velo
idade de 
onvergên
ia do sinal possa ser alterada. Sendo assim,o sistema M, 
om entrada u, saída ỹ e estado z, passa agora a ser expresso 
omo











ż = A z + B u + L (y − ỹ)

ỹ = C z

z(t0) = z0

(2.12)Manipulando-se as seguintes equações:
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os da té
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a de substituição de estado
ẋ = A x + B u

y = C x

ż = A z + L (y − ỹ) + B upode-se rees
rever a equação dinâmi
a do modelo, da seguinte forma:
ż = (A − L C) z + B u + L y (2.13)A partir da de�nição do erro de estado, feita anteriormente, temos

ė = ẋ − ż

ė = A x + B u − (A − L C) z − B u − L y

ė = A x − (A − L C) z − L C x

ė = (A − L C) e (2.14)Donde se 
on
lui que, se os autovalores de (A − L C) puderem ser 
olo
ados nosemiplano esquerdo aberto do plano 
omplexo, então lim
t→∞

e(t) = 0 ∀ e0. Em outraspalavras, o estado do modelo z tenderá assintoti
amente para o estado da planta xindependentemente de as 
ondições ini
iais do modelo e da planta serem diferentes.No 
aso de as 
ondições ini
iais serem iguais, e(t) = 0 ∀ t, teremos x(t) = z(t) ∀ t.
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Figura 2.5: Diagrama de blo
os da 
onexão de um observador numa plantaEn�m, tem-se um método que pode fun
ionar, desde que os autovalores de (A−L C)sejam 
onvenientemente es
olhidos.Teorema 2.1 Os autovalores da matriz (A−L C) podem ser livremente designadosatravés de es
olha da matriz L se e somente se o par < C, A > for observável.Demonstração: Este é um resultado muito 
onhe
ido. 2Este teorema 
lássi
o da teoria de sistemas lineares trata exatamente da situaçãoem questão. Portanto, se uma planta for observável pode-se 
onstruir um modelo 
ujoestado poderá substituir o estado imensurável.
2.4 Teoria dos ObservadoresOs Estimadores Assintóti
os de Estado ou Observadores Assintóti
os ou apenas Ob-servadores, foram introduzidos na literatura por Luenberger [23℄.O observador é um sistema dinâmi
o 
apaz de reproduzir, substituir os estadosnão mensuráveis de uma planta P através do 
onhe
imento de suas entradas e saídas.Na �gura (2.5) temos o diagrama de blo
os da 
onexão de um observador a uma planta.O projeto de um observador, basi
amente, é 
riar um sistema dinâmi
o 
ujasentradas são: a entrada da planta u e a saída da planta y. Este sistema terá uma saída
w que substituirá o estado imensurável x, ou seja, w deve tender assintoti
amente para
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x ao longo do tempo.

w(t) → x(t) quando t → ∞ou então
lim
t→∞

[w(t) − x(t)] = 0 (2.15)Uma vez que a planta seja linear e invariante no tempo, deseja-se que o seu estadoseja observado por estimadores também lineares e invariantes no tempo. A situaçãoagora pode ser resumida da seguinte forma:Problema de Estimação de EstadoSeja uma planta P, des
rita pelas matrizes A, B e C e 
om 
ondiçãoini
ial x0. En
ontre um sistema dinâmi
o a
ionado pela entrada e pelasaída da planta, 
om 
ondição ini
ial z0 e 
uja saída w tende assintoti-
amente para o estado imensurável x de P, independente das 
ondiçõesini
iais e das entradas, ou seja,
lim
t→∞

[w(t) − x(t)] = 0 ∀ x0, ∀ z0, ∀ u (2.16)O sistema dinâmi
o referido a
ima é o Observador e será utilizado o símbolo Opara indi
á-lo.Lembrando que a planta e o observador são lineares e invariantes no tempo, asseguintes equações dinâmi
as des
revem os sistemas:
P











ẋ(t) = A x(t) + B u(t)

y(t) = C x(t)

x(t0) = x0

O











ż(t) = G z(t) + H u(t) + J y(t)

w(t) = M z(t) + N y(t)

z(t0) = z0



2.4. Teoria dos Observadores 17
-

u

P
x

-
y

- H -
�

��
+

6

-
∫

-
z

M -
w

�

��
+

J

?

?

?

N

?
-

G �Figura 2.6: Diagrama de blo
os da 
onstrução de um estimador assintóti
o de estadosSeja a dimensão da planta n, então x(t) perten
e ao espaço de estados X = Rn.Da mesma forma, u(t) ∈ U 
om U = Rm e y(t) ∈ Y 
om Y = Rr. Portanto, asmatrizes são A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m e C ∈ Rr×n. Suponha que o observador temdimensão o, isto é, o seu estado z(t) ∈ Z 
om Z = R
o, 
omo a saída w(t) deve tera mesma dimensão de x(t), temos w(t) ∈ W = X = Rn. As matrizes são G ∈ Ro×o,

H ∈ Ro×m, J ∈ Ro×r, M ∈ Rn×o e N ∈ Rn×r. A �gura 2.6 mostra o diagrama deblo
os para a implementação de um observador a partir de suas equações dinâmi
as.Pode-se pensar em rela
ionar a saída w(t) do observador 
om a entrada da planta
u(t), através de um termo do tipo N̄u(t) inserido na equação de w(t). Posteriormente,algumas análises mostrarão que tal a
oplamento direto é desne
essário, uma vez quea estrutura des
rita a
ima se mostrará 
apaz de resolver o problema.Pode-se agora enun
iar novamente o problema de estimação de estados. Paraisso pre
isamos da seguinte de�nição:Definição 2.5: erro de estimação [ε(t)]

ε(t) = w(t) − x(t) (2.17)



18 Capítulo 2. Métodos de Espaço de EstadoProjeto de Estimação de EstadoSeja uma planta P, des
rita pelas matrizes A, B e C e pela 
ondiçãoini
ial x0. Projetar um sistema dinâmi
o O, 
ara
terizado pelas ma-trizes < G, H, J, M, N >, de forma que ε(t) tenda assintoti
amente parazero, independente das 
ondições ini
iais da planta, do observador e daentrada.Teorema 2.2 Teorema Fundamental dos Observadores [10℄, [8℄O sistema dinâmi
o O =< G, H, J, M, N > é um observador assintóti
o para aplanta P =< A, B, C > se e somente se existir uma matriz T ∈ R
o×n, 
om o ≤ n, talque:

T A − G T = J C (2.18)
T B = H (2.19)

M T + N C = In (2.20)
λ(G) ⊂ C

− (2.21)Demonstração:a 
ondição é ne
essária: Suponha que O =< G, H, J, M, N > estima o estadoda planta, ou seja, lim
t→∞

ε(t) = 0. A partir da equação (2.17), temos
ε(t) = w(t) − x(t)

= M z(t) + N C x(t) − x(t)

= M z(t) + (N C − I) x(t)

(2.22)logo,
M z(t) = (I − N C) x(t) + ε(t) (2.23)É importante observar que estamos 
onsiderando o ≤ n e que a matriz M ∈ Rn×opode ser es
olhida 
om posto 
ompleto, donde ρ(M) = o. Isto garante a existên
ia de



2.4. Teoria dos Observadores 19uma matriz M+ ∈ Ro×n tal que M+ M = Io. Pré multipli
ando a equação (2.23) por
M+ obtém-se a seguite expressão para z(t):

z(t) = M+ (I − N C) x(t) + M+ ε(t) (2.24)Chamando,
M+ (I − N C) = T (2.25)e

M+ε(t) = e(t) (2.26)obtém-se:
z(t) = T x(t) + e(t) (2.27)Esta expressão mostra 
laramente que o estado z é uma transformação linear doestado x a
res
ido de um erro de estado e. Ao derivar a equação (2.27) e utilizar asequações bási
as de O, resulta

ż(t) = T ẋ(t) + ė(t) (2.28)
= T A x(t) + T B u(t) + ė(t) (2.29)
= G z(t) + H u(t) + J y(t) (2.30)Substituindo y(t) = C x(t) na equação (2.30) e igualando a equação (2.29) edepois substituindo a (2.27), tem-se:

T A x(t) + T B u(t) + ė(t) = G z(t) + H u(t) + J C x(t)

T A x(t) + ė(t) = G [T x(t) + e(t)] + (H − T B) u(t) + J C x(t)

(G T + J C − T A) x(t) + (H − T B) u(t) − [ė(t) − G e(t)] = 0 (2.31)A equação (2.31) deve ser nula independentemente das funções x(t), u(t) e e(t)



20 Capítulo 2. Métodos de Espaço de Estadoenvolvidas, portanto é ne
essário que
G T + J C − T A = 0 (2.32)
H − T B = 0 (2.33)
ė(t) − G e(t) = 0 (2.34)As equações (2.32) e (2.33) equivalem, respe
tivamente, às equações (2.18) e(2.19). Já a equação (2.34) se transforma em

ė(t) = G e(t) (2.35)Mas lim
t→∞

e(t) = 0, pois e(t) = M+ ε(t) e ε(t) → 0, já que por hipótese a estimaçãofun
iona. Como estas expressões devem ser válidas para quaisquer 
ondições ini
iais,o erro de operação e(t) tem um 
omportamento estável, ou seja,
λ(G) ∈ C

− (2.36)esta equação (2.36) é idênti
a a equação (2.21).A �m de estabele
er a validade da equação (2.20), relembra-se que ε(t) → 0, oque leva a lim
t→∞

[w(t) − x(t)] = 0, que pode ser transformado da seguinte maneira:
lim
t→∞

[M z(t) + N y(t) − x(t)] = 0

lim
t→∞

{M [T x(t) + e(t)] + N C x(t) − x(t)} = 0

lim
t→∞

{[M T + N C − I] x(t) + M e(t)} = 0

lim
t→∞

[M T + N C − I] x(t) + lim
t→∞

M e(t) = 0Mas lim
t→∞

e(t) = 0, e 
omo a expressão deve ser válida para qualquer x(t), temos
M T + N C = I (2.37)e esta equação (2.37) é exatamente a equação (2.20). Portanto, 
on
lui-se a demons-tração da ne
essidade do problema.
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ondição é sufi
iente: Sejam as matrizes G, H , J , M e N es
olhidas de modoa satisfazer as equações (2.18), (2.19), (2.20) e (2.21). Com elas pode-se 
onstruir umsistema dinâmi
o O des
rito por,
O

{

ż(t) = G z(t) + H u(t) + J y(t)

w(t) = M z(t) + N y(t)Analisando-se o sinal w(t) − x(t) e utilizando a equação (2.20) temos
w(t) − x(t) = M z(t) + N y(t) − x(t)

= M z(t) + (N C − I) x(t)

= M z(t) − M T x(t)

= M [z(t) − T x(t)]

(2.38)
Chamando z(t) − T x(t) = e(t) e derivando esta equação, obtém-se

ė = ż − T ẋ(t)

= G z(t) + H u(t) + J y(t) − T [A x(t) + B u(t)]

= G [T x(t) + e(t)] + H u(t) + J C x(t) − T A x(t) − T B u(t)

= (G T + J C − T A) x(t) + (H − T B) u(t) + G e(t) (2.39)entrando 
om as equações (2.18) e (2.19) temos
ė = G e(t)Usando agora (2.21) 
on
lui-se que o erro de operação e(t) tem um 
omporta-mento estável. Portanto, 
omo o sinal z(t) − T x(t) tende à origem, o sinal w(t) éuma estimativa assintóti
a de x(t). Dessa forma, mostrou-se que o sistema O fun
iona
omo um Estimador Assintóti
o de Estados. 2A partir deste teorema, o problema práti
o de projetar um sistema dinâmi
o
apaz de gerar um substituto para o estado ina
essível de uma dada planta se trans-formou no seguinte problema matemáti
o:



22 Capítulo 2. Métodos de Espaço de EstadoDadas as matrizes reais A, B, C e D en
ontrar, se possível, as matrizes reais: T ,
G, H , J , M e N , tais que as expressões (2.18), (2.19), (2.20) e (2.21), 
hamadas deRelações Fundamentais dos Observadores, se veri�quem.Tendo em mãos uma solução para as relações, o projeto se en
erraria 
om aefetiva implementação do estimador. Para isto 
onstrói-se um sistema dinâmi
o dea
ordo 
om o diagrama de blo
os da �gura 2.6.Diante de um problema matemáti
o, a postura se resume em duas etapas:1. Saber se existe solução;2. Em 
aso a�rmativo, en
ontrar uma delas, ou mais de uma, ou então delimitar afamília de todas as possíveis soluções.As próximas seções tratarão 
om mais detalhes destes aspe
tos matemáti
os deexistên
ia de soluções e de uma bus
a ordenada delas. Antes disso, 
om o intuito defa
ilitar a visualização da teoria desenvolvida, a seguir será desenvolvido um exemploilustrativo.Exemplo 2.2: Seja a planta P modelada por:

A =

[

0 1
−2 −2

]

; B =

[

1
−3

]

; C =
[

1 0
]Um maneira para se resolver as relações fundamentais do observador, equações(2.18) a (2.21) é �xar uma das matrizes pro
uradas e veri�
ar se é possível en
ontraras demais. Como a matriz G forne
e a dinâmi
a do observador, às vezes é vantajoso�xá-la ini
ialmente. Então, es
olhendo G de maneira a satisfazer a equação (2.21),temos

G =

[

−1 0
0 −1

]Resolvendo agora a equação (2.18), tomando T e J totalmente literais, �
a
[

t11 t12
t21 t22

] [

0 1
−2 −2

]

−
[

−1 0
0 −1

] [

t11 t12
t21 t22

]

=

[

j1

j2

]

[

1 0
]



2.4. Teoria dos Observadores 23Desenvolvendo, obtém-se:
[

t11 − 2 t12 t11 − t12
t21 − 2 t22 t21 − t22

]

=

[

j1 0
j2 0

]A expressão a
ima forne
e as seguintes restrições:
{

t12 = t11
t22 = t21

{

j1 = t11 − 2 t12 = −t11
j2 = t21 − 2 t22 = −t21Substituindo as matrizes T , J e resolvendo a equação (2.19):

T =

[

t11 t11
t21 t21

]

; J =

[

−t11
−t21

]

; H = T B =

[

−2 t11
−2 t21

]Resolvendo agora a equação (2.20) para M e N totalmente literais temos
M T = I2 − N C =

[

1 0
0 1

]

−
[

n1

n2

]

[

1 0
]

M T =

[

1 − n1 0
−n2 1

]Como as 
olunas de T são idênti
as, as de M T também devem ser, logo:
{

1 − n1 = 0
n2 = −1

⇒ N =

[

1
−1

]O produto de M pela segunda 
oluna de T deve ser igual à segunda 
oluna de
I − N C:

[

m11 m12

m21 m22

] [

t11
t21

]

=

[

0
1

]Esta equação admite muitas soluções. Supondo, por exemplo, t11 = t21 = 1en
ontraríamos as restrições m11 + m12 = 0 e m21 + m22 = 1, a
arretando
M =

[

m11 −m11

m21 1 − m21

]A solução en
ontrada para as relações fundamentais dos observadores seria 
ons-tituída pelas matrizes:
G =

[

−1 0
0 −1

]

; T =

[

1 1
1 1

]

; J =

[

−1
−1

]

;

H =

[

−2
−2

]

; M =

[

m11 −m11

m21 1 − m21

]

; N =

[

1
−1

]



24 Capítulo 2. Métodos de Espaço de Estadoe o observador seria implementado de a
ordo 
om o diagrama de blo
os da �gura 2.6.2.4.1 Determinando a Velo
idade de Convergên
iaDe a
ordo 
om o teorema 2.1, o erro de operação e(t) para um observador projetadopara uma planta P satisfaz as seguintes equações:
e(t) = z(t) − T x(t)

ė = G e(t)

⇓
e(t) = et G e0 (2.40)dessa forma, o estado do observador é dado por

z(t) = T x(t) + et G (z0 − T x0) (2.41)Fazendo z0 = T z0, obtém-se a seguinte dependên
ia linear exata entre os estadosdo observador e da planta:
z(t) = T x(t) ∀ t (2.42)e o erro de operação será identi
amente nulo: e(t) = 0 ∀ t. Da mesma forma, o errode estimação será nulo, ε(t) = 0, ou seja, a estimação será perfeita:
w(t) = x(t) ∀ t (2.43)Esses resultados não o
orrem na práti
a, pois é impossível ajustar a 
ondiçãoini
ial do observador 
om tamanha exatidão. Porém 
om uma es
olha adequada doespe
tro de G pode-se ter e(t) → 0 quando t → ∞, ou seja, z(t) → T x(t) quando

t → ∞, ou ainda, w(t) → x(t). Quanto mais a esquerda os autovalores de G estiverem,uma vez que eles se lo
alizam em C−, mais rápidas serão as 
onvergên
ias. A matriz
G deve satisfazer a equação (2.18) das relações fundamentais do observador, e se após



2.4. Teoria dos Observadores 25essa restrição ser atendida, ainda for possível es
olher arbitrariamente os autovaloresde G, então a 
onvergên
ia do observador será arbitrariamente designada.A seguir, um exemplo que permitirá visualizar 
omo o desempenho da estimaçãodepende da dinâmi
a da matriz G.Exemplo 2.3: Utilizando a mesma planta do exemplo 2.2:










ẋ =

[

0 1
−2 −2

]

x(t) +

[

1
−3

]

u(t)

y(t) =
[

1 0
]

x(t)O observador projetado tinha as seguintes equações:


















ż =

[

−1 0
0 −1

]

z(t) +

[

−2
−2

]

u(t) +

[

−1
−1

]

y(t)

w(t) =

[

m11 −m11

m21 1 − m21

]

z(t) +

[

1
−1

]

y(t)Este observador tem o seu desempenho 
ara
terizado por autovalores em −1.Apli
ando um degrau unitário na entrada, u(t) = 1(t), es
olhendo 
ondições ini
iais
x0 e z0 nulas e m11 = m21 = 1, veri�
a-se por simulação (ou por alguns 
ál
ulossimples) que o observador tem um fun
ionamento perfeito: w(t) − x(t) = 0 ∀ t.Quando T x0 6= z0, observa-se o 
aráter assintóti
o da estimação. Para isso, sejaentão z0 = [−1 − 2]T e x0 = [2 1]T . Nas �guras 2.7(a) e 2.7(b) pode-se observaro 
omportamento das variáveis de estado reais, x1 e x2 e das estimadas w1 e w2. Asvariáveis estimadas tendem para as variáveis reais, 
omo deveriam.Refazendo os 
ál
ulos do exemplo anterior para G 
om autovalores em −5, en-
ontram-se as seguintes equações dinâmi
as:























ż =

[

−5 0
0 −5

]

z(t) +

[

−6
−6

]

u(t) +

[

−17
−17

]

y(t)

w(t) =

[

m11 −m11

m21 1 − m21

]

z(t) +

[

1
3

]

y(t)
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2(b) x2 e w2Figura 2.7: Variáveis de estado 
om os pólos em −1Manteve-se a entrada, os valores es
olhidos para as 
ondições ini
iais e os valoresde m11 e m21. Em seguida, simulou-se novamente a �m de se fazer uma 
omparaçãoentre os desempenhos resultantes obtidos nos diferentes projetos. Nas �guras 2.8(a)e 2.8(b) pode-se observar que ao se 
olo
ar os autovalores de G mais à esquerda noplano C− a velo
idade de 
onvergên
ia aumenta.
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autela ao es
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2.4. Teoria dos Observadores 27Quando o espe
tro do observador pode ser livremente es
olhido, a tendên
ia naturalé a de 
olo
ar os autovalores o máximo possível à esquerda, a �m de garantir uma
onvergên
ia mais rápida. Tal pro
edimento, entretanto, pode 
ausar problemas asso-
iados a ganhos elevados, tais 
omo saturação de 
omponentes, pi
os indesejados nostransitórios, ampli�
ação de ruídos et
.2.4.2 Observadores de Ordem MínimaPara uma planta P =< A, B, C > 
ada 
onjunto O =< T, G, H, J, M, N > 
ommatrizes es
olhidas 
onvenientemente diz respeito a um observador distinto. Pode-sepensar em qual seria a mínima ordem possível para os observadores de uma planta,ou seja, qual o valor inteiro mínimo para o que satisfaz as relações fundamentais doobservador.Corolário 2.1 A ordem mínima ne
essária para um observador estimar oestado de uma planta é n − r, onde r representa o número de variáveis de saída daplanta.Demonstração: Pode-se rees
rever a equação (2.20) da seguinte forma
[

M N
]

[

C
T

]

= In (2.44)A álgebra matri
ial tem um resultado 
lássi
o que nos diz que o posto de umproduto de matrizes é sempre menor ou igual ao posto dos fatores, ou seja,
X = W Z

⇓
ρ(X) ≤ min{ρ(W ), ρ(Z)}donde se 
on
lui que

ρ[ M N ] ≥ ρ(In) = n



28 Capítulo 2. Métodos de Espaço de EstadoMas a matriz [ M N ] tem o + r 
olunas, então
o + r ≥ ρ[ M N ] ≥ n (2.45)o que leva a: o ≥ n − r 2Por de�nição as r variáveis de saída são 
ombinações lineares das variáveis deestado, portanto é natural supor que não haja ne
essidade de estimar r variáveis deestado, uma vez que podem ser obtidas diretamente atráves das medidas de y. Assim,basta 
onstruir um observador para as n− r 
omponentes de x que restam. A seguir,um exemplo simples para ilustrar este 
orolário.Exemplo 2.4: Seja a mesma planta P dos exemplos 2.2 e 2.3 modelada por:

A =

[

0 1
−2 −2

]

; B =

[

1
−3

]

; C =
[

1 0
]No exemplo 2.2 um observador de ordem o = n = 2 foi projetado, agora atravésdas mesmas relações fundamentais do observador será projetado um de ordem mínima,ou seja, o = n − r = 1. Da mesma forma que anteriormente, es
olhe-se G = −1; apartir de T e J literais a equação (2.18) �
a

[

t11 t12
]

[

0 1
−2 −2

]

− (−1)
[

t11 t12
]

= (j1)
[

1 0
]

[

t11 − 2 t12 t11 − t12
]

=
[

j1 0
]Esta expressão forne
e as restrições: t12 = t11 e j1 = t11 − 2 t12 = −t11. Logo,

T =
[

t11 t11
]

; J = −t11; H = T B = −2 t11;Apli
ando M e N literais na equação (2.19), temos
M T = I2 − N C =

[

1 0
0 1

]

−
[

n1

n2

]

[

1 0
]

M T =

[

1 − n1 0
−n2 1

]
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olunas de T são idênti
as, as de M T também devem ser, logo:
{

1 − n1 = 0
n2 = −1

⇒ N =

[

1
−1

]

exatamente 
omo no 
aso do exemplo 2.2. Resolvendo a equação (2.19), �
a:
[

m11

m21

]

[

t11 t11
]

=

[

0 0
1 1

]

⇓
{

m11 t11 = 0
m21 t11 = 1A partir das restrições forne
idas a
ima 
on
lui-se que m11 = 0 ou T seria nula;já a segunda restrição admite várias soluções. Suponha, então, que t11 = 1, logo

m21 = 1. Dessa forma, o observador tem as seguintes matrizes:
T =

[

1 1
]

; G = −1; H = −2; J = −1;

M =

[

0
1

]

; N =

[

1
−1

]

e seria implementado por:










ż(t) = −z(t) − 2 u(t) − y(t);

w(t) =

[

0
1

]

z(t) +

[

1
−1

]

y(t)Analisando as equações dinâmi
as do observador, observa-se que a 
omponente
w1 é idênti
a à saída y, o que demonstra que de fato o estimador pode ter ordemmínima pois não há ne
essidade de estimar um sinal mensurável. A �m de 
ompararos resultados obtidos neste exemplo 
om os do exemplo 2.3, serão simulados os obser-vadores 
om dinâmi
a em −1 e −5.Refazendo os 
ál
ulos para o observador mínimo 
om pólos em −5, en
ontra-se



30 Capítulo 2. Métodos de Espaço de Estadoas seguintes equações dinâmi
as:










ż(t) = −5 z(t) − 6 u(t) − 17 y(t);

w(t) =

[

0
1

]

z(t) +

[

1
3

]

y(t)Da mesma forma que no exemplo 2.3, foi utilizada uma entrada em degrauunitário e as mesmas 
ondições ini
iais. Nas �guras 2.9(a) e 2.9(b) pode-se nova-mente per
eber que o observador 
om autovalores em −1 é mais lento que o 
omautovalores em −5. Note que as variáveis x1 e w1 não são mostradas já que elas sãomensuráveis.
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om os pólos em −5Figura 2.9: Variáveis de estado
2.4.3 Separação de EstadosNormalmente os problemas de 
ontrole requerem uma realimentação de estado, ouseja, uma lei de 
ontrole do tipo u = F x + v, onde x é o estado da planta. Napráti
a 
onsegue-se implementar a lei u = F w + v, onde w é a saída mensurável deum observador. Idealmente, as 
ondições ini
iais seriam adequadas ( z0 = T x0 ),
w(t) = x(t) ∀ t e os resultados seriam exatamente iguais aos teóri
os.
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�(b)Figura 2.10: Diagramas de blo
os da realimentação de estado: (a) situação desejável;(b) situação realDeve-se, porém, levar em 
onsideração que as 
ondições ini
iais podem ser desfa-voráveis, e neste 
aso w(t) apenas tenderá assintoti
amente para x(t). Assim, deve-seestudar qual será o efeito de se substituir o estado real pelo observado na lei de 
on-trole. Novos elementos dinâmi
os serão introduzidos na malha de 
ontrole e até omomento a teoria não assegura que o 
omportamento dos sinais x e y será semelhanteapós a introdução no sistema da lei de 
ontrole, somente garante que w(t) → x(t)quando t → ∞.Na �gura 2.10 podem ser observados dois diagramas de blo
os que ilustram asduas situações, a desejável e a real que pode ser 
onstruída na práti
a.Seja a planta P e um observador qualquer O:
P

{

ẋ(t) = A x(t) + B u(t)

y(t) = C x(t); x(t0) = x0

O
{

ż(t) = G z(t) + H u(t) + J y(t)

w(t) = M z(t) + N y(t); z(t0) = z0O sistema global 
onstituído por P e O pode ser des
rito pelas seguintes equaçõesdinâmi
as:










































[

ẋ
ż

]

=

[

A 0
J C G

] [

x
z

]

+

[

B
H

]

u

y =
[

C 0
]

[

x
z

]

w =
[

N C M
]

[

x
z

]



32 Capítulo 2. Métodos de Espaço de EstadoA partir das equações do sistema global veri�
a-se que realimentar o estadosigni�
a usar a lei:
u = F w + v

= F (M z + N C x) + v

= F N C x + F M z + v (2.46)Portanto, a equação dinâmi
a da malha fe
hada �
a:
[

ẋ
ż

]

=

[

A + B F N C B F M
J C + H F N C G + H F M

] [

x
z

]

+

[

B
H

]

v (2.47)A mudança de base a seguir permitirá uma melhor visualização das propriedadesda equação a
ima.
p = Q p̃ =

[

In 0
T Io

]

p̃, p =

[

x
z

] (2.48)onde p é o estado expandido 
omposto por x e por z. Portanto,
p̃ = Q−1 p =

[

In 0
−T Io

] [

x
z

]

=

[

x
z − T x

]

=

[

x
e

]Desta forma, a equação dinâmi
a da malha fe
hada passaria a ser des
rita por
˙̃p = Q−1

[

A + B F N C B F M
J C + H F N C G + H F M

]

Q p̃ + Q−1

[

B
H

]

vAproveitando as propriedades estruturais da matriz Q es
olhida, o desenvolvi-mento dos produtos a
ima �
a:










































[

ẋ
ė

]

=

[

A + B F B F M
0 G

] [

x
e

]

+

[

B
0

]

v

y =
[

C 0
]

[

x
e

]

w =
[

I M
]

[

x
e

]

(2.49)
Como foi dito anteriormente, as propriedades dinâmi
as do sistema expandidoplanta + observador + lei de 
ontrole u = F w + v são realçadas 
om esta mudança



2.4. Teoria dos Observadores 33de base. É importante notar que o espe
tro da malha fe
hada é a união do espe
trodesejado 
om o espe
tro do observador, ou seja,
λ(Ae) = λ(A + B F ) ∪ λ(G) (2.50)A lei de 
ontrole que se deseja implementar, u = F x + v, iria interagir 
om adinâmi
a da planta fazendo 
om que o 
omportamento da malha fe
hada fosse des
ritopelos autovalores da matriz A + B F . A lei de 
ontrole que se 
onsegue implementarna práti
a, u = F w +v, é 
apaz de impor à malha fe
hada os autovalores de A+B F ,porém além destas 
ara
terísti
as dinâmi
as desejadas a dinâmi
a do observador tam-bém fará parte da malha fe
hada. A presença dos autovalores de G na dinâmi
a �nalnão 
ausa problemas no 
omportamento do sistema, uma vez que os observadores sãosistemas projetados estáveis. Além disso, pode-se observar pelas equações dinâmi
as(2.49) que existe uma �separação� entre os 
omportamentos dos sistemas envolvidos.As equações dinâmi
as (2.49) mostram que o sinal e = z − T x é in
ontrolávelpor u, ou seja, a matriz de transferên
ia rela
ionando y e v é:

Y (s) = C (s I − A − B F )−1 B V (s) (2.51)Esta equação poderia levar a 
on
luir que o observador não in�uen
ia a malhafe
hada e que o efeito da lei de 
ontrole seria absolutamente igual quer pudéssemosmedir integralmente o estado quer usássemos um estimador. A realidade não é bemassim, o uso de observadores permite atingir efeitos globais desejados, mas distor
e ossinais envolvidos. Para 
on
iliar esta última expressão 
om a realidade, lembremos quea matriz de transferên
ia a
ima des
reve o 
omportamento da malha fe
hada quandoas 
ondições ini
iais são nulas: x0 = e0 = 0. Mas isto apenas durante o transitório,ao longo do tempo esta ação diminui e a 
onvergên
ia assintóti
a às 
urvas ideais épreservada.



34 Capítulo 2. Métodos de Espaço de EstadoO exemplo 2.5 exempli�
a as diferenças entre a montagem de uma lei de 
ontroleideal e uma implementação através de um observador.Exemplo 2.5: Seja a planta P modelada por:
A =

[

−1 −1
1 4

]

; B =

[

1
−3

]

; C =
[

1 0
]

; x0 =

[

2
−1

]Esta planta é instável, mas 
ontrolável. Es
olhendo os autovalores da malhafe
hada em −1 ± j e 
olo
ando a malha aberta na forma 
an�ni
a apropriada, fa
il-mente se obtém a lei de 
ontrole u = F x = [ 1 2 ] que estabiliza a planta. As equaçõesobtidas são:
P































ẋ = (A + B F ) x(t) =

[

0 1
−2 −2

]

x(t);

y = C x(t) =
[

1 0
]

x(t)

x0 =

[

2
−1

]A seguir apli
ou-se o método de projeto apresentado anteriormente para se obterum observador de estado para a planta, 
om dinâmi
a 
ara
terizada por autovaloresem −1.
O1



















ż =

[

−1 1
0 −1

]

z(t) +

[

1
2

]

u(t) +

[

−4
1

]

y(t)

w(t) =

[

1 −1
1 0

]

z(t) +

[

2
−4

]

y(t) e z0 = 0Este observador é lento, uma vez que seus autovalores são iguais à parte real dosautovalores que se deseja impor à planta. Um observador 
om a dinâmi
a dada porautovalores em −5 é mais rápido, 
omo o observador a seguir:
O5



















ż =

[

−5 1
0 −5

]

z(t) +

[

5
6

]

u(t) +

[

24
37

]

y(t)

w(t) =

[

1 −1
1 0

]

z(t) +

[

2
−8

]

y(t) e z0 = 0



2.4. Teoria dos Observadores 35Em seguida foram feitas as simulações dos três sistemas em malha fe
hada: em
ondições ideais 
om o 
ontrole u = F x; em 
ondições reais 
om o 
ontrole u = F w,através de dois observadores 
om dinâmi
as diferentes. Nos grá�
os 2.11(a) e 2.11(b)apare
em as variáveis de estados nessas três situações.
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(a) Variáveis de estado para: 
ondições ideais
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om os pólos em −1, x11
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(b) Variáveis de estado para: 
ondições ideais
x2, observador 
om os pólos em −1, x21

eobservador 
om os pólos em −5, x25Figura 2.11: Desempenho do sistema realimentado em malha fe
hadaO desempenho do observador 
om autovalores em −5 é melhor que o observador
om autovalores em −1, já que as variáveis se aproximam mais rapidamente das 
urvasideais. Entretanto, mesmo 
om este desempenho melhor, na parte transitória do grá�
ovê-se que a amplitude de pi
o pode ser ina
eitável em 
ertas apli
ações práti
as. Claroque um ajuste nas 
ondições ini
iais do observador poderiam melhorar o desempenho,mas para isso as 
ondições ini
iais da planta deveriam ser 
onhe
idas o que nemsempre é possível. Existe, também, a possibilidade de se alterar os autovalores doobservador através de té
ni
as de Controle Linear Quadráti
o. Outra opção são osobservadores mínimos, uma vez que eles permitem estimativas perfeitas para algumasvariáveis de estado, o que poderia ser su�
iente para ao menos minimizar o problemadete
tado.



36 Capítulo 2. Métodos de Espaço de EstadoPara 
on
luir este exemplo serão simulados os observadores mínimos 
om auto-valores em −1 e em −5, 
ujas equações estão a seguir:
Om1











ż = −z(t) + 2 u(t) + y(t);

w(t) =

[

0
1

]

z(t) +

[

1
−5

]

y(t)

Om5











ż = −5 z(t) + 6 u(t) + 37 y(t);

w(t) =

[

0
1

]

z(t) +

[

1
−9

]

y(t)As simulações podem ser observadas nas �guras 2.12(a) e 2.12(b).
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(a) Variáveis de estado para: 
ondições ideais
x1, observador mínimo 
om os pólos em
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e 
om os pólos em −5, x15

0 1 2 3 4 5 6
−4

−2

0

2

4

6

8

10

12

14

t

E
st

ad
os

: x
2, x

2 1 e
 x

2 5

x
2

x
2

1
x

2
5

(b) Variáveis de estado para: 
ondições ideais
x2, observador mínimo 
om os pólos em
−1, x21

e 
om os pólos em −5, x25Figura 2.12: Desempenho do sistema realimentado em malha fe
hadaAs amplitudes do transitório foram realmente reduzidas, e o 
omportamento glo-bal do sistema se tornou mais a
eitável. Nota-se que a in
lusão de um observador namalha de 
ontrole afetou os sinais. Como o efeito o
orre somente no transitório ediminui ao longo do tempo, a 
onvergên
ia assintóti
a é preservada.O objetivo deste exemplo 2.5 foi demonstrar a validade do uso de observadoresem leis de 
ontrole, e não 
omparar tipos diferentes de projeto. Deve-se, entretanto,



2.4. Teoria dos Observadores 37notar que os observadores mínimos geram estimativas perfeitas para algumas variáveise são opções interessantes.2.4.4 RobustezImperfeições práti
as inevitáveis fazem 
om que seja impossível 
onstruir um modelo
om os parâmetros idênti
os aos de projeto. As 
ausas das imperfeições podem sererros na identi�
ação da planta já que os métodos disponíveis de identi�
ação sãoimperfeitos ou os 
omponentes podem ter seus valores numéri
os alterados por enve-lhe
imento, ou por efeito do 
alor ou da umidade, ou ainda por vários outros motivospossíveis.Na maioria das vezes as diferenças são pequenas, mas mesmo assim é ne
essárioveri�
ar se esse sistema imperfeito é 
apaz de 
ontinuar estimando, ou seja, 
omo nãose tem garantia de um 
omportamento adequado do erro, a saída w do observadorpode não ser a re
onstrução do estado da planta x.Dessa forma, seja a planta P des
rita pelas matrizes nominais < A0, B0, C0 >para a qual foi projetado um observador O 
ara
terizado pelas matrizes de projeto
< G0, H0, J0, M0, N0 >, logo as relações fundamentais do observador forne
idas nasequações (2.18) a (2.21) �
am:

T A0 − G0 T = J0 C0 (2.52)
T B0 = H0 (2.53)

M0 T + N0 C0 = In (2.54)
λ(G0) ⊂ C

− (2.55)De�nindo V0 
omo o valor de projeto, ou nominal, de uma dada grandeza, oseu valor real ou efetivo V será diferente de V0 devido às imperfeições 
itadas a
ima.Portanto, V = V0 + δ V e a perturbação δ V deve ter sempre as mesmas dimensões



38 Capítulo 2. Métodos de Espaço de Estadode V0. Já que o observador é 
onstruído 
om 
omponentes reais, a seguir apli
a-se ade�nição de perturbação aos seus parâmetros:
G = G0 + δG

H = H0 + δH

J = J0 + δJ

M = M0 + δM

N = N0 + δNDa mesma forma, a planta tem seus valores in
ertos,
A = A0 + δA

B = B0 + δB

C = C0 + δCQuando se fala em utilizar 
omponentes pre
isos na implementação, ou que setem um modelo 
on�ável, isto signi�
a que as perturbações δ A, δ B, δ C, δ G, δ H ,
δ J , δ M e δ N são �pequenas�. Porém dizer apenas que são �pequenas� é muito vago,e para tornar esta linguagem mais pre
isa será 
onsiderada a 
lasse das perturbações.Sendo ǫ > 0 , o símbolo ΩV (ǫ) denota a 
lasse de perturbações 
ujos elementossão, em módulo, estritamente menores do que ǫ:

ΩV (ǫ) = {δ V : ∀ i, j |(δ V )ij| < ǫ} (2.56)Para melhor elu
idar este 
on
eito será enun
iado um 
onhe
ido resultado dateoria matri
ial, baseado no fato de que os autovalores de uma matriz quadrada sãofunções 
ontínuas dos seus elementos.Teorema 2.3 Sendo M0 uma matriz quadrada real 
om λ(M0) ⊂ C− então existe
ǫ > 0 tal que λ(M0 + δ M) ⊂ C− para perturbações δ M ∈ ΩV (ǫ).



2.4. Teoria dos Observadores 39Este resultado diz que se os elementos de uma matriz �estável� forem submetidosa perturbações que estejam dentro de 
ertos limites, então a matriz resultante per-mane
erá �estável�. O 
ál
ulo do valor máximo de ǫ que ainda preserva a propriedadeestá asso
iado à determinação do raio da hiperesfera de estabilidade.A �m de veri�
ar se um observador < G0, H0, J0, M0, N0 > projetado para aplanta < A0, B0, C0 >, 
uja 
onstrução terá valores reais < G, H, J, M, N > e aplanta real é des
rita por < A, B, C >, terá um desempenho ainda satisfatório serãoanalisadas a seguir as relações fundamentais do observador. Primeiramente se veri�
ase mesmo 
om as perturbações as relações ainda são satisfeitas.
T (A0 + δ A) − (G0 + δ G) T = (J0 + δ J) (C0 + δ C) (2.57)

T (B0 + δ B) = (H0 + δ H) (2.58)
(M0 + δ M) T + (N0 + δ N) (C0 + δ C) = In (2.59)

λ(G0 + δ G) ⊂ C
− (2.60)O teorema 2.3 garante a validade da equação (2.60) para perturbações adequadasde δ G. Para que as equações (2.57) a (2.59) 
ontinuem sendo satisfeitas é ne
essárioe su�
iente que:

T (δA) − (δG) T =J0 (δC) + (δJ) C0 + (δJ)(δC) (2.61)
T (δB)= δH (2.62)

(δM) T + N0 (δC) + (δN) C0 + (δN)(δC)= 0 (2.63)A partir das relações obtidas nas equações (2.61) a (2.63), 
on
lui-se que asrelações fundamentais do observador permane
em válidas desde que as perturbaçõessatisfaçam um 
onjunto bem de�nido de restrições. Sabe-se, entretanto, que na práti
aos parâmetros variam de maneira arbitrária, portanto pode-se estabele
er o fato aseguir.



40 Capítulo 2. Métodos de Espaço de EstadoFato 2.1 As relações fundamentais do observador dadas pelas equações (2.52), (2.53)e (2.54) deixam de ser satisfeitas para quase todas perturbações δ G, δ H , δ J , δ M e
δ N dos valores de projeto e δ A, δ B e δ C dos valores nominais.A �m de ilustrar a 
apa
idade de um observador para estimar o estado de umadada planta na presença de perturbações nos parâmetros, o exemplo a seguir terá o errode estimação para t → ∞ 
omo a medida do seu 
omportamento, ou seja, se ε(t) → 0a estimação é válida, se ε(t) não se anula mas permane
e limitado a estimação podeou não ser a
eita, e se o erro 
res
e inde�nidamente há uma falha total na estimação.Exemplo 2.6: Seja a planta:



































ẋ =

[

0 1
2 2

]

x(t) +

[

1
−3

]

u(t)

y(t) =
[

1 0
]

x(t)

x0 =

[

2
1

]para a qual se projeta o estimador:














ż(t) = G0 z(t) + H0 u(t) + J0 y(t)

w(t) = M0 z(t) + N0 y(t)

z(t0) = z0

(2.64)
om valores nominais dados por:
G0 =

[

−1 0
0 −1

]

; H0 =

[

−6
−6

]

; J0 =

[

−1
−1

]

;

M0 =

[

1 −1
1 0

]

; N0 =

[

1
3

]

; z0 =

[

−1
−2

]

;O observador tem dinâmi
a 
ara
terizada pelos autovalores em −1 e deve estimaros estados da planta para uma entrada igual ao degrau unitário u(t) = 1(t). Suponhaque o sistema efetivamente 
onstruído tem apenas o elemento j11 
om seu valor al-terado, porém por um valor desprezível. Dessa forma, os parâmetros do observador



2.4. Teoria dos Observadores 41são:
G =

[

−1 0
0 −1

]

; H =

[

−6
−6

]

; J =

[

−0, 99
−1

]

;

M =

[

1 −1
1 0

]

; N =

[

1
3

]

; z0 =

[

−1
−2

]

;As �guras 2.13(a) e 2.13(b) mostram o 
omportamento do erro de estimação
ε(t) = w(t) − x(t), obtido por simulação.
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(b) Observador perturbadoFigura 2.13: Comportamento do erro de estimaçãoObserva-se que o erro do observador nominal tende para zero, ou seja, a esti-mação é perfeita 
omo o esperado, porém o erro do observador 
om valores perturbadosdiverge e qualquer possibilidade de estimação se perde. A seguir será 
onsiderada aplanta dos exemplos anteriores:






























ẋ =

[

0 1
−2 −2

]

x(t) +

[

1
−3

]

u(t)

y(t) =
[

1 0
]

x(t)

x0 =

[

2
1

]



42 Capítulo 2. Métodos de Espaço de EstadoO observador projetado obede
ia as mesmas equações mostradas em (2.64) 
omos seguintes valores nominais:
G0 =

[

−1 0
0 −1

]

; H0 =

[

−2
−2

]

; J0 =

[

−1
−1

]

;

M0 =

[

1 −1
1 0

]

; N0 =

[

1
−1

]

; z0 =

[

−1
−2

]

;O observador também tem dinâmi
a 
ara
terizada pelos autovalores em −1 epara uma entrada igual ao degrau unitário u(t) = 1(t) foi visto no exemplo 2.3 que asvariáveis w1 e w2 estimam as variáveis x1 e x2, ou seja, o erro de estimação tendeassintoti
amente para zero. Suponha agora, que no sistema efetivamente 
onstruídoexistem perturbações 
onsideráveis, onde os valores nominais variam de 50% a 100%,in
luindo a perda de um 
omponente, o j21. Note que, os zeros da matriz G e o da Mforam mantidos, pois supõe-se que elementos nulos indi
am a ausên
ia de um elementofísi
o 
ujo valor possa sofrer alteração. Portanto, os parâmetros do observador são:
G =

[

−1, 5 0
0 −0, 5

]

; H =

[

−1, 7
−3

]

; J =

[

−0, 5
0

]

;

M =

[

1, 1 −0, 8
0, 5 0

]

; N =

[

1, 3
−1, 1

]

; z0 =

[

−1
−2

]

;As �guras 2.14(a) e 2.14(b) mostram o 
omportamento do erro de estimação
ε(t) = w(t) − x(t), obtido por simulação.O 
omportamento deste observador perante as perturbações dos parâmetros deprojeto pode ser 
onsiderado a
eitável: apesar de o erro deixar de tender a zero ele semantém limitado. É razoável espe
ular que, para este parti
ular exemplo, se fossemperturbações mais suaves (da ordem de 10 % 
omo é 
omum na práti
a), este erro
onvergiria para valores próximos de zero e o observador 
om parâmetros perturbadosteria um desempenho bem próximo do normal.
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2(b) Observador perturbadoFigura 2.14: Comportamento do erro de estimaçãoNa primeira parte deste exemplo, uma perturbação mínima em apenas um ele-mento da implementação 
ausou um 
omportamento ina
eitável para um observadorreal. Já na segunda parte, para perturbações exageradas os efeitos foram menores eaté mesmo a
eitáveis.Este exemplo permitiu visualizar a seguinte 
on
lusão: mudanças nos valoresde projeto de um observador podem alterar a sua 
apa
idade de estimar os estados.Existem 
asos em que o erro de estimação deixa de ser nulo, mas permane
e limitado;em outras situações, o observador 
om parâmetros perturbados perde 
ompletamentea 
apa
iade de estimar.Para uma análise mais detalhada, seja a planta P modelada por < A0, B0, C0 >
ujos parâmetros se supõe �xos, e um observador 
om a seguinte implementação real:

O











ż(t) = (G0 + δ G) z(t) + (H0 + δ H) u(t) + (J0 + δ J) y(t)

w(t) = (M0 + δ M) z(t) + (N0 + δ N) y(t)

z(t0) = z0

(2.65)onde os valores nominais < G0, H0, J0, M0, N0 > satisfazem as relações fundamentaisdo observador. Aproveitando os desenvolvimentos teóri
os da seção 2.4, temos a ex-
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rita 
omo: ε(t) = M+ e(t) que rela
iona o erro deestimação ε(t) ao erro de operação, expressão (2.27): e(t) = z(t) − T x(t). Como, porhipótese, as 
olunas de M são linearmente independentes, ε(t) tende a zero se e so-mente se e(t) também tender a zero. Derivando-se a expressão de e(t) e substituindo-seas equações (2.52) e (2.53) temos
ė = ż − T ẋ

= (G0 + δ G) z + (H0 + δ H) u + (J0 + δ J) y − T (A0 x + B0 u)

= (G0 + δ G) z + (H0 + δ H − T B0) u + (J0 C0 + (δ J) C0 − T A0) x

ė = G0 z + (δ G) z + (δ H) u + (δ J) C0 x − G0 T x

= G0 e + (δ G) z + (δ H) u + (δ J) C0 x (2.66)Como estamos supondo que δ A = δ B = δ C = 0, as equações (2.61) a (2.63)�
am:
(δ G) T + (δ J) C0 = 0 (2.67)

δ H = 0 (2.68)
(δ M) T + (δ N) C0 = 0 (2.69)Admitindo-se que as restrições (2.67) a (2.69) são satisfeitas, então o erro deoperação passa a ser des
rito 
omo

ė(t) = G0 e(t) + (δ G) z(t) − (δ G) T x(t)

ė(t) = (G0 + δG) e(t) (2.70)Já que por projeto G0 é estável o teorema 2.3 garante que G0 +δ G também será,para perturbações δ G razoáveis. Entretanto, no mundo real não se pode garantir nadaa respeito das perturbações e portanto deve-se 
onsiderar a expressão 
ompleta obtidana equação (2.66).



2.4. Teoria dos Observadores 45Portanto, pode-se garantir que:
• sendo os sinais z(t), u(t) e x(t) limitados, o sinal e(t) também será, já que G0 éestável;
• se os sinais z(t), u(t) e x(t) tendem a valores de regime 
onstantes, o sinal e(t)também tenderá;
• se as perturbações δ G, δ H e δ J forem �pequenas� pode-se admitir que e(t) e

ε(t) tenderão para valores de regime próximos de 0, isto é, o observador é pou
osensível;
• quando algum (ou vários) dos sinais z(t), u(t) e x(t) 
res
em inde�nidamente,os sinais e(t) e ε(t) também 
res
erão inde�nidamente, ex
eto por alguns 
asosmuito parti
ulares.A respeito dos 
asos parti
ulares men
ionados a
ima, em que os sinais e(t) e

ε(t) não 
res
erão inde�nidamente, 
onsidere uma planta instável 
om uma 
ondiçãoini
ial x0 que faz 
om que x(t) → ∞. A úni
a possibilidade de este sinal não in�uen
iar
e(t) fazendo-o 
res
er inde�nidamente também, será forçar as matrizes G0 e (δ J) C0a formar um par in
ontrolável. Sendo a 
ontrolabilidade uma propriedade genéri
a,isto só irá a
onte
er para alguns valores espe
iais da perturbação; e ainda 
omo asperturbações são imprevisíveis e arbitrárias, então é impossível de se 
onstruir umobservador nestas 
ondições.O mais 
omum é 
onsiderar a perturbação na planta, já que os métodos deidenti�
ação são imperfeitos. Como os observadores podem ser implementados em um
omputador digital, 
onsidera-se que os parâmetros de projeto são perfeitos.



46 Capítulo 2. Métodos de Espaço de Estado2.4.5 Monitores e CompensadoresExistem observadores que são 
onstruídos 
om a úni
a �nalidade de forne
er uma
ópia visualizável de variáveis de estado remotas ou ina
essíveis, estes são 
onhe
idos
omo Monitores de Estados. Normalmente a saída w(t) de um monitor de estadosé utilizada em tempo real a �m de a
ompanhar a evolução do pro
esso ou sistema,forne
endo aos operadores informações úteis sobre o desempenho e que podem in�u-en
iar e fa
ilitar a tomada de de
isões. Os desenvolvimentos anteriores indi
am queo fun
ionamento dos monitores de estado é bastante sensível a variações nos valoresnominais de modelagem e de projeto. Um estudo teóri
o pode ser feito para prever
om mais exatidão as situações perigosas e para 
onstruir artefatos mais robustos, namedida do possível. Isto não será feito aqui porque, do ponto de vista de Controle, osobservadores são utilizados para funções diferentes das de apenas monitorar estados.Em Controle os observadores são utilizados para viabilizar a realimentação doestado x imensurável através do seu substituto w, implementando-se a lei u = F w+v,
omo mostrado na subseção 2.4.3. Analisando-se a �gura 2.15 que 
ontém o mesmodiagrama apresentado na �gura 2.10 (b) per
ebe-se que o sinal w é multipli
ado pelamatriz F e injetado no somador ini
ial, estabele
endo um 
aso bási
o de realimentação.É bem sabido do Controle Clássi
o que realimentações negativas da resposta têm atendên
ia de tornar os sistemas de malha fe
hada menos sensíveis a perturbações.Ainda de a
ordo 
om a subseção 2.4.3, o diagrama de malha fe
hada 2.15 pode serdes
rito pelas equações (2.49) repetidas aqui 
om os valores nominais:






















[

ẋ
ė

]

=

[

A0 + B0 F0 B0 F0 M0

0 G0

] [

x
e

]

+

[

B0

0

]

v

y =
[

C0 0
]

[

x
e

]

w =
[

I M0

]

[

x
e

]

(2.71)
A entrada de referên
ia v pode ser 
onsiderada nula, uma vez que estamos inte-
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�Figura 2.15: Diagrama de blo
os da realimentação de estado, mostrado na �gura 2.10
(b) da subseção 2.4.3ressados na estabilidade do sistema, portanto o sistema pode ser es
rito 
omo

[

ẋ
ė

]

=

[

A0 + B0 F0 B0 F0 M0

0 G0

] [

x
e

] (2.72)Se a realimentação de estados é 
al
ulada para estabilizar a malha fe
hada, tem-se λ (A0 + B0 F0) ⊂ C−. Por projeto, os observadores são sistemas estáveis, sendoassim, o sistema expandido das equações (2.71) ou (2.72) é estável, pelo menos paravalores nominais. Neste ponto o teorema 2.3 nos garante que:Fato 2.2 Quando um observador é usado 
omo parte de uma lei de 
ontrole esta-bilizadora por realimentação de estados o sistema resultante é robusto, ou seja, per-mane
e estável para perturbações nos valores de projeto ou modelados perten
entes auma 
erta 
lasse.Os dispositivos utilizados para implementar leis de 
ontrole são 
hamados de
ompensadores; 
aso tenham 
omo função prin
ipal a estabilização 
hamam-se de
ompensadores estabilizadores ou somente estabilizadores. Portanto, quandoum observador faz parte de um 
ompensador estabilizador por realimentação de esta-dos a implementação será 
apaz de suportar perturbações. A seguir será desenvolvidoum exemplo para ilustrar as 
on
lusões men
ionadas.



48 Capítulo 2. Métodos de Espaço de EstadoExemplo 2.7: Seja a planta:


































ẋ =

[

0 1
2 2

]

x(t) +

[

1
−3

]

u(t)

y(t) =
[

1 0
]

x(t)

x0 =

[

2
1

]para a qual se projeta o estimador:










ż(t) = G0 z(t) + H0 u(t) + J0 y(t)

w(t) = M0 z(t) + N0 y(t)

z(t0) = z0

(2.73)
om valores nominais dados por:
G0 =

[

−8 0
0 −8

]

; H0 =

[

−13
−13

]

; J0 =

[

−78
−78

]

;

M0 =

[

1 −1
1 0

]

; N0 =

[

1
10

]

; z0 =

[

−1
−2

]

;A planta em questão é instável e, portanto, a função do observador 
omo monitorfará 
om que o sistema seja muito sensível a perturbações. Uma realimentação u =

F0 x 
om F0 = [ 74 68 ]/13 
olo
a os autovalores de A0 + B0 F0 em −4, estabilizandoa malha fe
hada. Apli
ando o desenvolvimento mostrado na subseção 2.4.3, temos asseguintes equações para o sistema expandido planta + observador + lei de 
ontrole,supondo a entrada de referên
ia v nula:
[

ẋ
ż

]

=

[

A0 + B0 F0 N0 C0 B0 F0 M0

J0 C0 + H0 F0 N0 C0 G0 + H0 F0 M0

] [

x
z

]onde os valores nominais para a planta e para a lei de 
ontrole são forne
idos e supondoque as perturbações nestes dados são:
A = A0 + δ A =

[

0 1, 2
1, 7 2, 3

]

; B = B0 + δ B =

[

0, 9
−2, 7

]

;
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C = C0 + δ C =

[

0, 9 0
]

; F = F0 + δ F =
[

59 54
]

/13;

G = G0 + δ G =

[

−7, 6 0
0 −7, 5

]

; H = H0 + δ H =

[

−12
−11, 7

]

;

J = J0 + δ J =

[

−70, 2
−72

]

; M = M0 + δ M =

[

1, 1 −0, 9
0, 9 0

]

;

N = N0 + δ N =

[

0, 9
11

]

; x0 =

[

2
1

]

; z0 =

[

−1
−2

]

;
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) Sistema perturbado (Observador +Planta)Figura 2.16: Comportamento do erro de estimaçãoOs grá�
os das �guras 2.16(a), 2.16(b) e 2.16(
) mostraram o 
omportamento



50 Capítulo 2. Métodos de Espaço de Estadodo erro de estimação ε(t) = w(t) − x(t), obtido por simulação.Observa-se que o erro do observador nominal tende para zero, ou seja, a esti-mação é perfeita 
omo esperado. Em seguida nas �guras 2.16(b) e 2.16(
) temos o
omportamento do sistema perante as perturbações de todos os parâmetros e peranteas perturbações nos parâmetros do observador e da matriz de realimentação F . Emambas situações o observador 
onsegue estimar. Note que as perturbações apli
adas nosistema não são tão suaves 
omo o
orrem na práti
a (que são da ordem de 10%). Pode-mos 
on
luir que quando um observador está inserido numa malha de 
ontrole, mesmona presença de perturbações brus
as ele 
onsegue atingir o objetivo de estimação dosestados.É razoável supor que podemos usar 
omponentes de alta qualidade e pre
isão nasimplementações dos observadores. Indo mais além, se o observador for implementadoem um 
omputador digital podemos até mesmo 
onsiderar uma implementação per-feita, pois os parâmetros de projeto não estão asso
iados a grandezas físi
as, e sim adados de um programa, que uma vez digitados e armazenados podem ser 
onsiderados�xos e imperturbáveis.A planta, por outro lado, está restrita a uma existên
ia no mundo físi
o, 
omtodas as suas imperfeições e parâmetros variantes. Mesmo supondo que os parâme-tros da planta sejam �xos, não se pode ter 
erteza absoluta que seus valores nominais
orrespondem à realidade.
2.5 Con
lusõesO desejo de implementar uma lei de 
ontrole através da realimentação do estado deuma planta tinha 
omo obstá
ulo a imensurabilidade de alguns 
omponentes do vetorde estado. As té
ni
as de re
uperação de estado, 
omo foi visto, são de interesse



2.5. Con
lusões 51puramente teóri
o, já que são inapli
áveis. Em seguida, as té
ni
as de substituição deestado mostraram ter uma sólida base teóri
a, 
ujos passos de implementaçao seriam:
• Veri�
ar a observabilidade da planta.
• En
ontrar L tal que os autovalores de A − L C sejam estáveis.
• Construir um modelo de a
ordo 
om o diagrama da �gura 2.4.Estas té
ni
as mostraram que através de um sistema dinâmi
o modelo anexadoà planta, o estado 
onstruído é mensurável e pode ser um substituto para o estadoimensurável da planta, tendendo assintoti
amente a ele. A seguir, o estudo dos ob-servadores mostrou através do teorema fundamental dos observadores, que pode-seprojetar um sistema dinâmi
o 
apaz de gerar um substituto para o estado ina
essível.Dessa maneira o problema se transformou num problema matemáti
o, no qualatravés das equações (2.18) a (2.21), 
hamadas de Relações Fundamentais dos Obser-vadores, en
ontra-se o sistema O des
rito pelas matrizes: < G, J, H, M, N >, quandoo projeto se en
erra 
om a implementação do observador, de a
ordo 
om o diagramada �gura 2.6.O projeto de observadores nos dá muita liberdade na es
olha dos parâmetros,porém deve-se ter 
uidado na sua es
olha, um exemplo são os autovalores de G, quedeterminam a velo
idade de 
onvergên
ia do observador. Esta 
autela se deve aofato de poder-se 
ausar ganhos elevados, bem 
omo saturação de 
omponentes, pi
osindesejáveis nos transitórios, ampliação de ruídos et
.Os observadores de ordem mínima podem em 
ertas o
asiões reduzir os efeitosdesses ganhos elevados, já que eles geram estimativas perfeitas para algumas variáveis.Através da separação de estados, foi mostrado que ao se introduzir uma lei de
ontrole: u = F w + v, onde w é o estado estimado pelo observador; novos elementos
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os são introduzidos no sistema. Entretanto, existe uma separação entre os
omportamentos dos sistemas envolvidos que são: planta + 
ontrole e observação.Como as imperfeições práti
as impedem o fun
ionamento previsto pela teoria,então é ne
essário veri�
ar se, na presença de pequenas diferenças, o sistema ainda é
apaz de 
ontinuar estimando, já que a sua 
apa
idade de estimar é alterada.Os monitores de estado são muito sensíveis, e tem seus 
omponentes afetadossempre. Às vezes, as 
onseqüên
ias são toleráveis e os erros de estimação �nitos epróximos de zero; já em outras, as plantas são instáveis e os erros tendem ao in�nitoe inviabilizam qualquer tentativa de implementação.Quando os observadores fun
ionam em malhas estabilizadoras já se pode garantira 
ontinuação do fun
ionamento nominal mesmo na presença de perturbações. Porém,para 
ada 
aso é ne
essário determinar 
om exatidão a amplitude máxima das pertur-bações admissíveis.Nada disso, invalida a utilização dos observadores de estado, os quais podeme devem ser usados na implementação práti
a de 
ompensadores estabilizadores porrealimentação de estados.



Capítulo 3Observador de Estado Redundante
Conforme visto no 
apítulo 2, a existên
ia de estimadores de estado está asso
iada àresolução de uma série de restrições matri
iais 
hamadas de Relações Fundamentaisdos Observadores, as RFO [8℄. A 
ada 
onjunto de matrizes que satisfazem as RFO
orresponde um parti
ular observador para uma dada planta.Os projetos 
onhe
idos se baseiam em uma parti
ular maneira de en
arar asRFO: transformá-las no problema de alo
ar os autovalores de A − J C por meio dees
olha de J .Neste 
apítulo será apresentada uma metodologia, aparentemente nova, parase resolver as Relações Fundamentais do Observador e, 
onseqüentemente, projetarestimadores de estado.O 
apítulo está estruturado da seguinte forma: na seção 1 apresenta-se a moti-vação para este projeto e é apresentado um método para obtenção da forma 
an�ni
a.Na seção 2 é apresentada a estimação de estado redundante bem 
omo a formalizaçãodo pro
edimento e o projeto da matriz T . No �nal da seção é apresentado um algo-ritmo para projeto do observador de estado redundante. Na seção 3 é apresentado opro
edimento, bem 
omo o projeto e o algoritmo ne
essário para um observador deestado redundante mínimo. Na seção 4 são apresentadas as 
on
lusões.53



54 Capítulo 3. Observador de Estado Redundante3.1 Idéias Bási
asDa mesma forma que o 
apítulo 3, este 
apítulo tem o objetivo práti
o de 
onstruirum observador O para uma dada planta P. Já vimos que este problema pode sertransformado em um problema de Álgebra Matri
ial: dadas as matrizes reais A (n×n),
B (n × m) e C (r × n) en
ontrar, se possível, matrizes reais

T (o × n), G (o × o), H (o × m),

J (o × r), M (n × o), N (n × r)
om o ≤ n tais que as relações fundamentais dos observadores, rees
ritas a seguir, severi�quem
T A − G T = J C (3.1)

T B = H (3.2)
M T − N C = In (3.3)

λ(G) ⊂ C
− (3.4)Tendo en
ontrado uma solução para este Problema Matemáti
o Asso
iado, 
ons-truiríamos o sistema dinâmi
o des
rito pelas equações:

O







ż(t) = G z(t) + H u(t) + J y(t)

w(t) = M z(t) + N y(t)
(3.5)Na �gura 3.1 pode ser visto o diagrama de blo
os que ilustra as 
onexões a seremfeitas para efetivamente se implementar o estimador de estado.Já vimos que existem muitas maneiras de se en
ontrar soluções para as relaçõesfundamentais dos observadores. Neste 
apítulo será proposta uma outra metodolo-gia. Antes, porém, serão propostas duas maneiras de 
olo
ar o sistema em formas
an�ni
as.
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Figura 3.1: Diagrama de blo
os das 
onexões ne
essárias para implementar o estimadorde estado3.1.1 Formas Can�ni
asExistem muitas transformações que podem ser efetuadas nas equações de espaço deestado a �m de fa
ilitar a resolução dos problemas de Controle.Considere o sistema des
rito pelas equações:
P







ẋ(t) = A x(t) + B u(t)

y(t) = C x(t)
(3.6)onde x é o vetor de estado, u é o vetor de entrada (ou de 
ontrole), y é o vetor desaída e A, B e C são as matrizes do sistema.Suponha que existe uma matriz P inversível tal que a mudança de bases dadapor x̄ = P x faz 
om que as r primeiras variáveis de estado sejam as variáveis de saída.Isto signi�
a que P transforma a matriz C da seguinte forma:

C̄ =
[

Ir 0
] (3.7)Para en
ontrar uma tal P 
onsidere

C̄ = C P−1

C = C̄ P

C =
[

Ir 0
]







P1

P2









56 Capítulo 3. Observador de Estado Redundanteonde: C ∈ Rr×n, C̄ ∈ Rr×n e P ∈ Rn×n. Então, P1 ∈ Rr×n e P2 ∈ R(n−r)×n.Logo,
C = Ir P1 = P1A úni
a restrição em P2 é que suas linhas sejam linearmente independentes daslinhas de P1. Uma possível maneira de garantir isso é fazendo P2 = KT

C onde as
olunas de KC formam uma base para o espaço nulo de C.Dessa forma, 
on
lui-se que:






P1 = C

P2 = KT
C onde C KC = 0Portanto, a matriz P deve ter a seguinte forma:
P =







C

KT
C






(3.8)

3.2 Estimação de Estado RedundanteDentre as diferentes maneiras de resolver as relações fundamentais do observador (3.1)a (3.4), uma delas é a de �xar uma das matrizes pro
uradas e veri�
ar se é possívelen
ontrar as demais. Neste estudo foi es
olhida a matriz G 
omo ela forne
e a dinâmi
ado observador, a sua es
olha ini
ial torna desne
essária a alo
ação dos autovalores.Es
olhemos a matriz G na forma diagonal e 
om autovalores idênti
os:
G = λ In (3.9)Esta parti
ular es
olha justi�
a o nome redundante. Ela também de�ne a ordemdo estimador: o = n e a equação (3.4) das relações fundamentais do observador ésatisfeita desde que λ < 0. A partir desta matriz, as demais serão 
al
uladas pelasrelações fundamentais do observador.



3.2. Estimação de Estado Redundante 57Considere os seguintes exemplos, já mostrados no 
apítulo 2 mas ne
essários paraauxiliar a 
ompreensão.Exemplo 3.1: Seja a planta P modelada por:
A =

[

0 1
−2 −2

]

; B =

[

1
−3

]

; C =
[

1 0
]Fixando G de a
ordo a restrição da equação (3.4) temos, para λ = −1.

G =

[

−1 0
0 −1

]Resolvendo agora a equação (3.1), tomando T e J totalmente literais, �
a
[

t11 t12
t21 t22

] [

0 1
−2 −2

]

−
[

−1 0
0 −1

] [

t11 t12
t21 t22

]

=

[

j1

j2

]

[

1 0
]Desenvolvendo, obtém-se:

[

t11 − 2 t12 t11 − t12
t21 − 2 t22 t21 − t22

]

=

[

j1 0
j2 0

]A expressão a
ima forne
e as seguintes restrições:
{

t12 = t11
t22 = t21

{

j1 = t11 − 2 t12 = −t11
j2 = t21 − 2 t22 = −t21Substituindo as matrizes T , J e resolvendo a equação (3.2):

T =

[

t11 t11
t21 t21

]

; J =

[

−t11
−t21

]

; H = T B =

[

−2 t11
−2 t21

]Resolvendo agora a equação (3.3) para M e N totalmente literais temos
M T = I2 − N C =

[

1 0
0 1

]

−
[

n1

n2

]

[

1 0
]

M T =

[

1 − n1 0
−n2 1

]Como as 
olunas de T são idênti
as, as de M T também devem ser, logo:
{

1 − n1 = 0
n2 = −1

⇒ N =

[

1
−1

]



58 Capítulo 3. Observador de Estado RedundanteO produto de M pela segunda 
oluna de T deve ser igual à segunda 
oluna de
I − N C:

[

m11 m12

m21 m22

] [

t11
t21

]

=

[

0
1

]Esta equação admite muitas soluções. Supondo, por exemplo, t11 = t21 = 1en
ontramos as restrições m11 + m12 = 0 e m21 + m22 = 1, a
arretando
M =

[

m11 −m11

m21 1 − m21

]

A solução en
ontrada para as relações fundamentais dos observadores é 
onsti-tuída pelas matrizes:
G =

[

−1 0
0 −1

]

; T =

[

1 1
1 1

]

; J =

[

−1
−1

]

;

H =

[

−2
−2

]

; M =

[

m11 −m11

m21 1 − m21

]

; N =

[

1
−1

]e o observador será implementado pelo diagrama de blo
os da �gura 3.1.Veri�
amos que esta sistemáti
a propi
ia muita liberdade na es
olha dos parâme-tros de T . A relação feita, t11 = t21 = 1, foi aleatória. O que a
onte
eria para outrases
olhas? Sejam, por exemplo, t11 = 1 e t21 = 0. Isto 
ausa:
T =

[

1 1
0 0

]

; J =

[

−1
0

]

; H =

[

−2
0

]

;

M =

[

0 m12

1 m22

]

; N =

[

1
−1

]e o estimador será representado por:
ż =

[

−1 0
0 −1

]

z +

[

−2
0

]

u +

[

−1
0

]

yComo G é diagonal, veri�
a-se que a segunda 
omponente de z é in
ontrolá-vel: os sinais u e y são in
apazes de afetá-la. Isto leva a ver que nada se perderia
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omportamento dinâmi
o do estimador se desprezássemos esta parte (a segunda
omponente de z) e 
onsiderássemos apenas a equação reduzida.
żr = zr − 2 u − y

w =

[

0
1

]

zr +

[

1
−1

]

yÉ imediato veri�
ar que este sistema é também um observador (de ordem mí-nima!) porque as Relações Fundamentais dos Observadores são satisfeitas para T =

[

1 1
], G = −1, H = −2, J = −1, M =

[

0 1
]T e N =

[

1 −1
]T .A 
apa
idade de desprezar partes de um observador e mesmo assim 
ontinuar
om um sistema reduzido ainda 
apaz de estimar levou ao nome �redundante�.3.2.1 Formalização do Pro
edimentoPara se projetar um estimador de estado deve-se obede
er as relações fundamentaisdo observador, men
ionadas em (3.1) a (3.4). Como a equação (3.4) já foi satisfeitapela es
olha de G, �
am restando as outras três. Portanto, ini
iemos 
om a equação(3.1), utilizando a matriz G dada em (3.9). Chamando p = −λ, e 
omo λ < 0 temos







T A − G T = J C
⇒ T A + p T = J C

G = −p In, onde p > 0
(3.10)Mas p T = T p e a equação a
ima �
a T (A+p I) = J C. Chamando Θ = A+p Inobtemos:

T Θ = J C (3.11)Observando a equação (3.11) per
ebe-se que sua resolução pode ser simpli�
adase C estiver no formato [

Ir 0
]. Se esse não for o 
aso, uma mudança debases preliminar, 
omo a vista anteriormente, 
onserta as 
oisas. Seja, então C =
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[

Ir 0
].

J C =
[

J 0
]logo,

T Θ =
[

J 0
] (3.12)Se parti
ionarmos a matriz Θ ∈ R

n×n em duas submatrizes Θ1 ∈ R
n×r e Θ2 ∈

Rn×(n−r), da mesma forma que a matriz J C, �
amos 
om:
T

[

Θ1 Θ2

]

=
[

J 0
]

−→







T Θ1 = J

T Θ2 = 0
(3.13)O problema de en
ontrar uma matriz T tal que T Θ2 = 0 será visto posterior-mente. Feito isso, obtém-se as matrizes J e H satisfazendo as relações fundamentaisdo observador (3.1) e (3.2).

J = T Θ1 (3.14)
H = T B (3.15)Já foram satisfeitas as equações (3.1), (3.2) e (3.4). A seguir será resolvida aequação (3.3), a partir das matrizes obtidas anteriormente.

M T + N C = In

M
[

T1 T2

]

+ N
[

Ir 0
]

= In

[

M T1 + N M T2

]

= In (3.16)Como as submatrizes são: M T1 + N ∈ Rn×r e M T2 ∈ Rn×(n−r) temos
M T1 + N =









Ir

0









(3.17)
M T2 =









0

In−r









(3.18)



3.2. Estimação de Estado Redundante 61Dessa forma, através das relações fundamentais do observador (e, possivelmente,utilizando uma transformação de similaridade nas matrizes das equações dinâmi
as daplanta) pode-se projetar um observador redundante de maneira sistemáti
a.Projeto da Matriz TDa equação (3.13) obteve-se uma 
ondição ne
essária: a matriz T é tal que T Θ2 = 0.De outra forma:
ΘT

2 T T = 0 (3.19)Então podemos dizer que as 
olunas da transposta da matriz T perten
em aoespaço nulo da transposta da matriz Θ2. Supondo que este espaço nulo tem dimensão
n−r e que K ∈ R

n×(n−r) é uma matriz 
ujas 
olunas formam uma base para ele temos
T T = K τ (3.20)onde: τ ∈ R(n−r)×n é uma matriz qualquer. Finalmente,
hamando XT = τ temos
T = X KT (3.21)Esta é uma expressão geral que forne
e todas as possíveis matrizes T em funçãodo parâmetro livre X, uma matriz real n × (n − r).Condições de Existên
iaA partir da equação (3.21) obtida anteriormente e rees
revendo da seguinte forma:

T = X
[

KT
1 KT

2

]onde KT
1 ∈ R(n−r)×r e KT

2 ∈ R(n−r)×(n−r). Parti
ionado também a matriz T , obtém-se
T =

[

T1 T2

]

=
[

X KT
1 X KT

2

]



62 Capítulo 3. Observador de Estado RedundanteSubstituindo a matriz T2 na equação (3.18), en
ontra-se:
M X KT

2 =









0

In−r









(3.22)Analisando a equação (3.22) 
on
lui-se que equações para M e N terão soluçãodesde que KT
2 tenha posto 
ompleto, isto é,

ρ (KT
2 ) = n − r (3.23)

Algoritmo1. A
har uma matriz P inversível 
apaz de transformar a matriz C para C̄ =
[

Ir 0
]. Em seguida, obter o sistema similar através da transformação.







˙̄x = Ā x̄ + B̄ u

y = C̄ x̄onde Ā = P A P−1, B̄ = P B e C̄ = C P−1.2. Es
olher o valor de λ < 0 e 
riar a matriz G = λ In = −p In, onde p > 0.3. Crie a matriz Θ = Ā + p In.4. Parti
ione Θ ∈ Rn×n em: Θ1 ∈ Rn×r e Θ2 ∈ Rn×(n−r),
Θ =

[

Θ1 Θ2

]5. En
ontre K ∈ Rn×(n−r), uma base para o espaço nulo de ΘT
2 .6. Parti
ione KT ∈ R(n−r)×(n−r) em: KT

1 ∈ R(n−r)×r e KT
2 ∈ R(n−r)×(n−r). Se

ρ (KT
2 ) = n − r, então prossiga. Caso 
ontrário não existe solução.
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ontre a matriz T ∋ T Θ2 = 0, a partir de:
T = X KTonde: X ∈ Rn×(n−r) é um parâmetro qualquer.8. En
ontre as matrizes J e H ,
J = T Θ1

H = T B̄9. Parti
ione a matriz T ∈ Rn×n en
ontrada em: T1 ∈ Rn×r e T2 ∈ Rn×(n−r),
T =

[

T1 T2

]

10. En
ontra a matriz M ∋ M T2 =









0

In−r









.
11. En
ontre a matriz N ∋ N =









Ir

0









− M T1.O mesmo exemplo anterior será resolvido agora, seguindo os passos deste algo-ritmo.Exemplo 3.2: Seja a planta P modelada por:
A =

[

0 1
−2 −2

]

; B =

[

1
−3

]

; C =
[

1 0
]1. Es
olhendo λ < 0 e 
riando a matriz G.

λ = −1

G =





−1 0

0 −1




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



1 1

−2 −1



.3. Parti
ionando Θ ∈ Rn×n em: Θ1 ∈ Rn×r e Θ2 ∈ Rn×(n−r),
Θ =

[

Θ1 Θ2

]

Θ1 =





1

−2



 ; Θ2 =





1

−1



 ;4. En
ontrando a matriz T ∋ T Θ2 = 0, a partir de T = X KT , onde: K ∈

Rn×(n−r) e X ∈ Rn×(n−r).
K =





0, 7071

0, 7071



 ; X =





−0, 7071

0, 7071



 ;

T =





−0, 5 −0, 5

0, 5 0, 5



 ;5. En
ontrando as matrizes J e H ,
J = T Θ1 =





0, 5

−0, 5



 ;

H = T B =





1

−1



 ;6. Parti
ionando a matriz T ∈ Rn×n en
ontrada em: T1 ∈ Rn×r e T2 ∈ Rn×(n−r),
T1 =





−0, 5

0, 5



 ; T2 =





−0, 5

0, 5



 ;

7. En
ontra a matriz M ∋ M T2 =









0

In−r









.
M =





0 0

0 2



 ;
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ontre a matriz N ∋ N =









Ir

0









− M T1.
N =





1

−1



 ;Este algoritmo permite a 
onstrução de toda uma família de observadores,parametrizada pela matriz X.
3.3 Observador Redundante MínimoVimos na seção anterior um pro
edimento para a 
onstrução de observadores de ordem
ompleta o = n. Antes de analisar o 
aso mínimo vejamos um exemplo.Exemplo 3.3: Seja a planta P modelada por:

A =

[

0 1
−2 −2

]

; B =

[

1
−3

]

; C =
[

1 0
]No exemplo 3.1 um observador de ordem o = n = 2 foi projetado, agora atravésdas mesmas relações fundamentais do observador será projetado um de ordem mínima,ou seja, o = n − r = 1. Da mesma forma que anteriormente, es
olhe-se G = −1; apartir de T e J literais a equação (3.1) �
a

[

t11 t12
]

[

0 1
−2 −2

]

− (−1)
[

t11 t12
]

= (j1)
[

1 0
]

[

t11 − 2 t12 t11 − t12
]

=
[

j1 0
]Esta expressão forne
e as restrições: t12 = t11 e j1 = t11 − 2 t12 = −t11. Logo,

T =
[

t11 t11
]

; J = −t11; H = T B = −2 t11;
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ando M e N literais na equação (3.3), temos
M T = I2 − N C =

[

1 0
0 1

]

−
[

n1

n2

]

[

1 0
]

M T =

[

1 − n1 0
−n2 1

]

Como as 
olunas de T são idênti
as, as de M T também devem ser, logo:
{

1 − n1 = 0
n2 = −1

⇒ N =

[

1
−1

]

exatamente 
omo no 
aso do exemplo 3.1. Resolvendo a equação (3.3), �
a:
[

m11

m21

]

[

t11 t11
]

=

[

0 0
1 1

]

⇓
{

m11 t11 = 0
m21 t11 = 1A partir das restrições forne
idas a
ima 
on
lui-se que m11 = 0 ou T seria nula;já a segunda restrição admite várias soluções. Suponha, então, que t11 = 1, logo

m21 = 1. Dessa forma, o observador tem as seguintes matrizes:
T =

[

1 1
]

; G = −1; H = −2; J = −1;

M =

[

0
1

]

; N =

[

1
−1

]

e seria implementado por:










ż(t) = −z(t) − 2 u(t) − y(t);

w(t) =

[

0
1

]

z(t) +

[

1
−1

]

y(t)É importante notar que este mesmo observador foi obtido no exemplo 3.1 ao sedesprezar partes do observador 
ompleto.



3.3. Observador Redundante Mínimo 67A possibilidade de obter um observador mínimo a partir de um 
ompleto é inte-ressante, mas muitas vezes é mais rápido 
hegar ao mínimo diretamente, sem pre
isarprojetar um 
ompleto antes.Seguindo o projeto da mesma forma que anteriormente, temos que obede
erasrelações fundamentais do observador, men
ionadas em (3.1) a (3.4). Sendo G de ordemmínima: G = −p In−r 
om p > 0, o que satisfaz a equação (3.4). Ini
iando a resoluçãodas outras três equações pela (3.1), utilizando a matriz G mínima teremos:






T A − G T = J C
⇒ T A + p T = J C

G = −p In−r, onde p > 0onde A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rr×n, G ∈ R(n−r)×(n−r), T ∈ R(n−r)×n, J ∈ R(n−r)×r,
H ∈ R

(n−r)×m, M ∈ R
n×(n−r) e N ∈ R

n×r.Temos, 
omo antes, p T = T p e a equação a
ima �
a: T (A + p I) = J C. Dessaforma, podemos fazer o mesmo pro
edimento anterior: Θ = A + p In, que resulta:
T Θ = J CComo pode ser observado o pro
edimento é análogo ao anterior. A 
ondiçãode existên
ia é a mesma. A seguir será mostrado o algoritmo para a obtenção doobservador mínimo.Algoritmo - Observador Mínimo1. A
har uma matriz P inversível 
apaz de transformar a matriz C para C̄ =

[

Ir 0
]. Em seguida, obter o sistema similar através da transformação.







˙̄x = Ā x̄ + B̄ u

y = C̄ x̄onde Ā = P A P−1, B̄ = P B e C̄ = C P−1.
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olher o valor de λ < 0 e 
riar a matriz G = λ In−r = −p In−r, onde p > 0.3. Crie a matriz Θ = Ā + p In.4. Parti
ione Θ ∈ Rn×n em: Θ1 ∈ Rn×r e Θ2 ∈ Rn×(n−r),
Θ =

[

Θ1 Θ2

]5. En
ontre a matriz T ∋ T Θ2 = 0, a partir de:
T = X KTonde: K ∈ Rn×(n−r) é uma base para o espaço nulo de ΘT

2 e X ∈ R(n−r)×(n−r) éum parâmetro livre.6. En
ontre as matrizes J e H ,
J = T Θ1

H = T B̄7. Parti
ione a matriz T ∈ R(n−r)×n en
ontrada em: T1 ∈ R(n−r)×r e T2 ∈ R(n−r)×(n−r),
T =

[

T1 T2

]

8. En
ontra a matriz M ∋ M T2 =









0

In−r









.
9. En
ontre a matriz N ∋ N =









Ir

0









− M T1.



3.4. Con
lusões 693.4 Con
lusõesNeste 
apítulo foi apresentada uma maneira de se resolver as tradi
ionais relaçõesfundamentais do observador, �xando-se a matriz de ganho G e 
olo
ando-a na formadiagonal. O pro
edimento leva a toda uma família de observadores, obtidos em funçãode um parâmetro matri
ial de variação livre.Um exemplo sugeriu que observadores mínimos podem ser obtidos por meio deuma es
olha espe
ial do parâmetro livre, do observador 
ompleto, mas mesmo assimfoi desenvolvido um algoritmo de projeto para o 
aso mínimo.Estes observadores foram 
hamados de redundantes pelo fato de 
ontinuarem aestimar mesmo quando partes de sua estrutura são desprezadas.O projeto dos observadores redundantes é simples e direto, quer para o 
aso
ompleto quer para o mínimo e, importante, o fato de o sistema ter uma ou maisvariáveis de saída é irrelevante.É sabido tradi
ionalmente que, em termos gerais, redundân
ia aumenta a ro-bustez, ou seja, torna os sistemas mais resistentes a falhas e perturbações. Dessaforma surgiu a 
onje
tura de que um observador redundante seja mais robusto queoutros. No 
apítulo 5 são feitas simulações onde será testado o 
omportamento doobservador redundante e de outros na presença de perturbações no sistema.
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Capítulo 4Projeto de Observadores
Neste 
apítulo serão apresentados métodos de projeto de observadores de estado. Naseção 1 são re
ordados os 
on
eitos de sistemas observáveis e detetáveis, o uso deformas 
an�ni
as e alo
ação de autovalores, ne
essários ao desenvolvimento do presente
apítulo. Em seguida, na seção 2, estuda-se o observador identidade assim 
omo umalgoritmo de projeto. Na seção 3 o tradi
ional observador de Luenberger é mostrado.Na seção 4 o observador de ordem 
ompleta via forma 
an�ni
a do observador é apre-sentado, 
om um algoritmo de projeto. A seção 5 mostra um observador robusto, ena seção 6 são apresentadas as 
on
lusões.4.1 Con
eitos Bási
osO objetivo deste 
apítulo é essen
ialmente práti
o: 
onstruir um observador O parauma dada planta P, 
ujas equações dinâmi
as são:

P







ẋ(t) = A x(t) + B u(t)

y(t) = C x(t)
O







ż(t) = G z(t) + H u(t) + J y(t)

w(t) = M z(t) + N y(t)onde: A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m, C ∈ R
r×n, G ∈ R

o×o, H ∈ R
o×m, J ∈ R

o×r, M ∈ R
n×o e

N ∈ Rn×r.Como já foi visto na teoria de observadores, na seção 2.4, este problema pode sertransformado num problema de Álgebra Matri
ial, onde dadas as matrizes reais A, B,71
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C e D deve-se en
ontrar, se possível, as matrizes reais: T , G, H , J , M e N tais queas seguintes relações fundamentais dos observadores sejam satisfeitas:

T A − G T = J C (4.1)
T B = H (4.2)

M T − N C = In (4.3)
λ(G) ⊂ C

− (4.4)En
ontrando-se uma solução para este problema matemáti
o asso
iado, 
onstrói-se o sistema dinâmi
o do observador, des
rito a
ima, que estimará assintoti
amenteos estados imensuráveis da planta. A seguir serão apresentados diversos métodos pararesolver o problema matemáti
o asso
iado. Antes, porém, alguns 
on
eitos muito 
o-nhe
idos, ne
essários ao presente estudo, serão apresentados e podem ser en
ontradosem muitas fontes, 
omo por exemplo [5℄, [10℄, [16℄, [26℄ e [29℄.4.1.1 Sistema Observável e Sistema DetetávelO problema de, dadas as matrizes A e C, en
ontrar uma matriz J de modo a alo
ar
om total liberdade os autovalores de A−J C é muito 
onhe
ido no estudo de sistemaslineares. Este é um problema de designação de autovalores por meio de injeção de saída.As 
ondições de existên
ia de solução estão asso
iadas aos 
on
eitos de observabilidadee de detetabilidade do par < C, A >.definição 4.1 Um par < C, A > é detetável quando:
ρ

[

λ+ I − A
C

]

= npara todo autovalor λ+ de A situado no semiplano direito fe
hado de C.A de�nição a
ima diz que a parte instável de A deve ser observável, isto é, se háuma parte inobservável do estado da planta, esta parte deve ser estável.



4.1. Con
eitos Bási
os 73propriedade 4.1 O par < C, A > é detetável se e somente se existir uma matriz Jtal que λ (A − J C) ⊂ C
−.Os autovalores de (A − J C) devem estar todos na região �estável� do plano
omplexo. A existên
ia de uma matriz J des
rita pela propriedade 4.1 equivale a tero par < C, A > detetável. Como o 
on
eito de observabilidade é o mais 
onhe
ido, apropriedade 4.2 se faz ne
essária.propriedade 4.2 Um par < C, A > é observável quando:

ρ

[

λ I − A
C

]

= npara todo autovalor λ de A.propriedade 4.3 O par < C, A > é observável se e somente se o espe
tro de
(A − J C) é arbitrariamente designável por es
olha de J .Se o par < C, A > é observável então ele será também detetável. Per
ebe-seque a detetabilidade é um 
on
eito menos exigente que a observabilidade. Quandoo sistema for observável pode-se alo
ar livremente autovalores de (A − J C) atravésda es
olha da matriz J . Caso o sistema seja detetável, garante-se apenas que estesautovalores podem ser 
olo
ados na região estável C−.4.1.2 Alo
ação dos AutovaloresÉ bem sabido na teoria de 
ontrole que para se alo
ar, ou designar, livremente osautovalores de um sistema, a malha aberta deve ser 
ontrolável. Um método 
onhe
idoque permite a es
olha dos autovalores da malha fe
hada para sistemas 
ontroláveis 
omapenas uma variável de entrada, é o método de A
kerman. Neste algoritmo as matrizes
A e B são os dados ini
iais, bem 
omo o polin�mio 
ara
terísti
o desejado para a malhafe
hada, p∗C(s).
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ação de Pólos via A
kerman1. Cal
ule a matriz de 
ontrolabilidade Ua e sua inversa.
Ua =

[

b A b A2 b . . . An−1 b
] (4.5)2. Cal
ule p∗C(A), a partir do polin�mio 
ara
terísti
o para a malha fe
hada, p∗C(s).3. A matriz f = −

[

0 . . . 0 1
]

U−1
a p∗C(A) é a realimentação pro
urada.Um possível método para se obter uma realimentação de estados 
apaz de alo
aros autovalores de plantas 
om várias entradas será tratado a seguir.Considere uma planta 
ontrolável, 
om A 
í
li
a, e seja u0 ∈ Rm um vetores
olhido ao a
aso. É 
laro que B u0 = b representa uma 
ombinação linear das
olunas de B. Seja o teorema a seguir.Teorema 4.1: Sendo < A, B > um sistema 
ontrolável 
om A 
í
li
a, e sendo

b = α1 b1 + α2 b2 + . . . + αm bm uma 
ombinação linear qualquer das 
olunas de B,então < A, b > será quase 
ertamente 
ontrolável.O teorema a
ima garante que para �quase todos� vetores b = B u o par < A, b >será 
ontrolável. Se não o for, uma outra es
olha aleatória de u0 resolverá. Usando ateoria do 
aso monovariável é fá
il es
olher f tal que A+b f tenha o espe
tro desejado.Como A+b f = A+B u0 f , então a solução pro
urada para o sistema original< A, B >será F = u0 f . Isto sugere um algoritmo para alo
ação de autovalores.Antes, porém, vale a pena relembrar que uma matriz A é 
í
li
a se e somente seo posto de < A, b > for igual a n. Note que se os autovalores de A são distintos ela é
í
li
a. A �
i
li
idade� é uma propriedade genéri
a, isto é, �quase todas� as matrizesquadradas são 
í
li
as, possuem autovalores distintos. Caso a matriz A da planta nãoseja 
í
li
a o seguinte teorema será útil:
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os 75Teorema 4.2: Sendo < A, B > 
ontrolável, para �quase toda� matriz F os auto-valores de A + B F são distintos.Isto signi�
a que, 
aso A não seja 
í
li
a, uma realimentação de estados prelimi-nar se faz ne
essária.Algoritmo da Alo
ação de Pólos por Es
olhas AleatóriasEste algoritmo permite a designação dos autovalores da malha fe
hada para sistemas
ontroláveis. As matrizes da malha aberta A e B são os dados ini
iais.1. Ver�
ar se A é 
í
li
a.2. Se A é 
í
li
a, es
olha u0 ∈ Rm ao a
aso.3. Faça B u0 = b.4. Se A e b forem 
ontroláveis, en
ontre a solução f (via A
kerman, por exemplo).5. A solução global será F = u0 f .6. Se A e b não forem 
ontroláveis retorne ao passo 2.7. Se A não é 
í
li
a, es
olha F0 ∈ Rm×n ao a
aso.8. Se A + B F0 é 
í
li
a vá ao passo 2.9. Se A + B F0 não é 
í
li
a vá ao passo 7.Há na literatura vários outros pro
edimentos para a alo
ação de autovalores dossistemas multivariáveis por meio de realimentação de estados, este é apenas um deles.



76 Capítulo 4. Projeto de Observadores4.2 Observador IdentidadeNeste primeiro método será vista uma maneira simples e direta de en
ontrar um ob-servador para uma dada planta. Para resolver o problema matemáti
o asso
iado 
on-sideraremos:
T = InCom esta es
olha já de
idimos a ordem do estimador: o = n. E a equação (4.2)garante que H = B. Uma maneira trivial de satisfazer a equação (4.3) é: M = In e

N = 0. Falta atender as equações (4.1) e (4.4). Isto se resume a en
ontrar J tal que
G = A − J Ctenha seus autovalores em C−. Este problema é 
onhe
ido no estudo de sistemaslineares, e sua solução está rela
ionada aos 
on
eitos de observabilidade e detetabi-lidade do par < C, A >. Supondo que a planta é observável pode-se garantir, pordualidade, que o par < AT , CT > é 
ontrolável. Agora, en
ontrar F tal que o espe
trode AT + CT F seja livremente designável é algo bem 
onhe
ido. Como

λ (AT + CT F ) = λ (AT + CT F )T = λ (A + F T C) (4.6)veri�
a-se que a matriz J = −F T é a solução pro
urada, e já é possível 
onstruir oobservador.Em resumo, para 
onstruir um observador para a planta < A, B, C, D > pormeio do método do observador identidade devemos es
olher
T = In

H = B

M = In

N = 0
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G �Figura 4.1: Diagrama de blo
os da implementação de um observador identidadeapós o que o problema passa a ser en
ontrar J tal que G = A − J C tenha seusautovalores em C−. Havendo observabilidade, ou, menos ainda, detetabilidade, esteproblema tem solução. A teoria também garante que a observabilidade, por ser umapropriedade genéri
a, estará presente �quase sempre�. Para en
ontrar efetivamenteuma solução podemos usar os resultados de dualidade e transformar o problema emum problema de realimentação de estados.Este método forne
e observadores de ordem 
ompleta (n) e pode ser usado paraplantas 
om qualquer número de variáveis de saída (r ≥ 1). En
ontradas matrizes quesatisfazem as relações fundamentais dos observadores, o próximo passo é a implemen-tação físi
a, de a
ordo 
om o diagrama de blo
os da �gura 4.1.Lembrando que G = A − J C este diagrama pode ser modi�
ado para a formaequivalente apresentada na �gura 4.2.Algoritmo - Construção de Observadores IdentidadeEste algoritmo permite a es
olha de matrizes que satisfazem as relações fundamentaisdos observadores e a subseqüente 
onstrução de observadores de ordem n. A planta éobservável, ou, no mínimo, detetável, e as matrizes A, B e C são dados bem 
omo os
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4.3. Observador de Luenberger 79autovalores desejados para o estimador.1. En
ontrar a matriz F ∈ Rr×m tal que os autovalores da matriz AT + CT Festejam em C−.2. Cal
ular a matriz J = −F T .3. As matrizes J , T = In, G = A − J C, H = B, M = In e N = 0 satisfazem asrelações fundamentais dos observadores.4. O estimador pro
urado é des
rito por:
O

{

ż(t) = G z(t) + H u(t) + J y(t)

w(t) = z(t)

4.3 Observador de LuenbergerO tradi
ional observador de Luenberger 
onsiste em 
onstruirmos uma 
ópia da plantaque é a
ionada pelo erro entre a saída real y = C x e a saída ỹ = C z, 
omo pode servisto nas equações dinâmi
as a seguir.
O

{

ż = A z + B u + L (y − ỹ)

ỹ = C z
(4.7)onde L é a matriz de ganho a ser projetada.Pela de�nição do erro de estado: e = x − z, obtém-se

ė = ẋ − ż

= A x + B u − A z − B u − L C e

= A (x − z) − L C e

= (A − L C) e

(4.8)
Pode-se ver a partir da equação (4.8) do erro de estado, que (A − L C) deve serestável para que o erro tenda a zero, este já é um resultado bem 
onhe
ido. Portan-to, o projeto do observador de Luenberger se resume a en
ontrar uma matriz L tal



80 Capítulo 4. Projeto de Observadoresque λ (A − L C) ⊂ C−. Observando o diagrama de blo
os modi�
ado do observadoridentidade na �gura 4.2, 
on
lui-se que os observadores de Luenberger e o identidadesão iguais, desde que façamos L = J .Além destas interpretações, o método do observador identidade forne
e um pro-
edimento simples, direto e geral para o projeto de estimadores assintóti
os. Ele seapli
a para qualquer número de saídas ou entradas da planta, e forne
e um observadorde ordem 
ompleta, 
om dimensão n, igual à da planta. O que poderia atrapalhar umpou
o a simpli
idade do método é o problema opera
ional da es
olha de J , ou seja,
omo es
olher um J estabilizante de maneira suave. Uma possível estratégia é o usode formas 
an�ni
as. Antes de ilustrar esta té
ni
a, veremos alguns exemplos.Exemplo 4.1: Seja a planta P des
rita por:
A =





0 1 0
0 0 1

−1 −1, 7 −0, 8



 ; B =





0
0
1



 ; C =
[

1 0 0
]1. En
ontrar a matriz F ∈ Rr×m tal que os autovalores da matriz AT + CT Festejam em C−.(a) Cal
ule a matriz Ua e sua inversa.

Ua =
[

CT AT CT AT 2
CT

]

=





1 0 0
0 1 0
0 0 1



(b) Cal
ular p∗C(AT ), a partir do polin�mio 
ara
terísti
o para a malha fe
hada,
p∗C(s). Es
olhendo uma rapidez de 
onvergên
ia 
ara
terizada por autova-lores lo
alizados em −1 temos p∗C(s) = (s + 1)3 e

p∗C(AT ) = (A + I3)
3 =





0 −2, 2 0, 46
1, 3 −3, 74 −1, 418
2, 2 −0, 46 −3, 372



(
) A matriz F = −
[

0 . . . 0 1
]

U−1
a p∗C(AT ) é a realimentação pro
urada.

F = −
[

0 0 1
]

U−1
a p∗C(AT ) =

[

−2, 2 0, 46 3, 372
]



4.3. Observador de Luenberger 812. Cal
ular a matriz J = −F T .
J =





2, 2
−0, 46
−3, 372



3. Cal
ular a matriz G = A − J C.
G =





−2, 2 1 0
0, 46 0 1

2, 372 −1, 7 −0, 8



4. As matrizes J , T = I3, G, H = B, M = I3 e N = 0 satisfazem as relaçõesfundamentais dos observadores.5. O observador pro
urado é des
rito por:
O



















ż(t) =





−2, 2 1 0
0, 46 0 1

2, 372 −1, 7 −0, 8



 z(t) +





0
0
1



 u(t) +





2, 2
−0, 46
−3, 372



 y(t)

w(t) = z(t)Exemplo 4.2: Seja a planta P des
rita por:
A =





0 1 0
0 0 1
1 2 3



 ; B =





0
0
1



 ; C =
[

1 0 0
]1. En
ontrar a matriz F ∈ Rr×m tal que os autovalores da matriz AT + CT Festejam em C

−.(a) Cal
ule a matriz Ua e sua inversa.
Ua =

[

CT AT CT AT 2
CT

]

=





1 0 0
0 1 0
0 0 1



(b) Cal
ular p∗C(AT ), a partir do polin�mio 
ara
terísti
o para a malha fe
hada,
p∗C(s). Neste exemplo, es
olhendo-se uma rapidez de 
onvergên
ia 
ara
te-rizada por autovalores lo
alizados em −1.

p∗C(AT ) = (A + I3)
3 =





2 6 23
5 14 52
6 23 83




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) A matriz F = −
[

0 . . . 0 1
]

U−1
a p∗C(AT ) é a realimentação pro
urada.

F = −
[

0 0 1
]

U−1
a p∗C(AT ) =

[

−6 −23 −83
]2. Cal
ular a matriz J = −F T .

J =





6
23
83



3. Cal
ular a matriz G = A − J C.
G =





−6 1 0
−23 0 1
−82 2 3



4. As matrizes J , T = I3, G, H = B, M = I3 e N = 0 satisfazem as relaçõesfundamentais dos observadores.5. O observador pro
urado é des
rito por:
O



















ż(t) =





−6 1 0
−23 0 1
−82 2 3



 z(t) +





0
0
1



 u(t) +





6
23
83



 y(t)

w(t) = z(t)

4.4 Forma Can�ni
a do ObservadorA parte mais trabalhosa do método anterior é a alo
ação dos autovalores de G; o
aminho sugerido era transformar o problema, através de dualidade, na bus
a de umarealimentação de estados F 
apaz de designar a 
ontento o espe
tro de AT +CT F . Valeressaltar que podem ser utilizados também, métodos diretos sem empregar a dualidade.Problemas deste tipo podem ser muito fa
ilitados quando as matrizes envolvidas e-xibem determinadas formas 
an�ni
as. A idéia é aproveitar possíveis vantagens ofe-re
idas pela parti
ular base em que se en
ontram as matrizes A, B, C e D. Assim,quando as equações dinâmi
as da planta apresentarem 
ertas estruturas parti
ulares,o 
ál
ulo práti
o dos observadores poderá se simpli�
ar.



4.4. Forma Can�ni
a do Observador 83Em outras palavras, o problema de se en
ontrar uma injeção de saída J tal que
λ (A − J C) ⊂ C

− pode ter solução direta quando A e C estiverem em determinadasformas 
an�ni
as.Supomos ini
ialmente que as matrizes A e C da planta já se en
ontram na forma
an�ni
a do observador, isto é,
A =















−an−1 1 0 . . . 0
−an−2 0 1 . . . 0... ... . . .
−a1 0 0 . . . 1
−a0 0 0 . . . 0















; e C =
[

1 0 . . . 0
]

onde o polin�mio 
ara
terísti
o de A é:
pCA

(s) = sn + an−1 sn−1 + . . . + a1 s + a0 (4.9)Devemos solu
ionar as relações fundamentais dos observadores mais uma vez.Es
olhemos, 
omo no 
aso do observador identidade, T = In. Com isto, (4.2) e (4.3)serão trivialmente satisfeitas pondo H = B, M = In e N = 0. Falta ainda es
olher
J de modo a posi
ionar o espe
tro de G = A − J C em C

−. Nesta etapa os efeitossimpli�
adores da forma 
an�ni
a do observador podem ser sentidos. Impondo para
G um formato semelhante ao de A, teremos:

G =















−gn−1 1 0 . . . 0
−gn−2 0 1 . . . 0... ... . . .
−g1 0 0 . . . 1
−g0 0 0 . . . 0















(4.10)Tendo G este formato, seus autovalores podem ser designados pela es
olha apro-priada dos gi. Con
luiríamos também que a matriz A−G tem todas as 
olunas nulasex
eto a primeira:
A − G =















gn−1 − an−1 0 . . . 0
gn−2 − an−2 0 . . . 0... ... . . . ...

g1 − a1 0 . . . 0
g0 − a0 0 . . . 0

















84 Capítulo 4. Projeto de ObservadoresComo devemos ter A − G = J C, e 
omo C CT = 1, podemos en
ontrar J apartir de:
J = (A − G) CT =















gn−1 − an−1

gn−2 − an−2...
g1 − a1

g0 − a0















(4.11)O uso da forma 
an�ni
a realmente simpli�
ou os 
ál
ulos: a matriz J pode seres
olhida de maneira direta, bastando 
onhe
er os 
oe�
ientes do polin�mio 
ara
terís-ti
o da planta e os autovalores desejados para o estimador. Assim, podemos es
revero seguinte algoritmo.Algoritmo - Construção de Observadores via Forma Can�ni
aEste algoritmo permite a es
olha de matrizes que satisfazem as relações fundamentaisdos observadores e a subseqüente 
onstrução de observadores de ordem 
ompleta viauma mudança de bases que 
olo
a a planta na Forma Can�ni
a do Observador. Aplanta deve ser observável, possuir uma úni
a variável de saída, e as matrizes A, B e
C são os dados ini
iais, bem 
omo os autovalores desejados para o estimador.1. En
ontrar P ∈ Rn×n tal que Ā = P A P−1, B̄ = P B e C̄ = C P−1 estejam naforma 
an�ni
a do observador.2. Sendo pCG

(s) = sn +gn−1 sn−1 + . . .+g0 o polin�mio 
ara
terísti
o desejado parao estimador, 
onstruir a matriz G 
omo:
G =















−gn−1 1 0 . . . 0
−gn−2 0 1 . . . 0... ... . . .
−g1 0 0 . . . 1
−g0 0 0 . . . 0













3. Cal
ular J = (Ā − G) C̄T .



4.4. Forma Can�ni
a do Observador 854. As matrizes T = In, G, H = B̄, J , M = In e N = 0 satisfazem as relaçõesfundamentais dos observadores.5. O estimador pro
urado é des
rito por:
O

{

ż(t) = G z(t) + H u(t) + J y(t)

w(t) = M z(t)Sua saída w(t) = z(t) é uma estimativa para x̄(t). Para estimar x(t) devemosusar Q w(t), onde Q = P−1.Para resolver o item 1 deste algoritmo há métodos em [8℄. A seguir serão desen-volvidos exemplos a �m de ilustrar o algoritmo desenvolvido.Exemplo 4.3: Seja a planta P des
rita por:
A =





0 1 0
0 0 1

−1 −1, 7 −0, 8



 ; B =





0
0
1



 ; C =
[

1 0 0
]1. En
ontrando P ∈ Rn×n tal que Ā = P A P−1, B̄ = P B e C̄ = C P−1 estejam naforma 
an�ni
a do observador.Uma maneira de 
al
ular a matriz P para sistemas 
om uma entrada é:(a) sendo o polin�mio 
ara
terísti
o de A: pC = s3 + 0, 8s2 + 1, 7s + 1.(b) 
al
ulando as 
olunas de Q, pois P = QT .

q1 = CT =





1
0
0



 ;

q2 = (AT + an−1 I3) q1 = (AT + 0, 8 I3) q1 =





0, 8
1
0



 ;

q3 = ((AT )2 + an−1 AT + an−2 I3) q1 = ((AT )2 + 0, 8 AT + 1, 7 I3) q1 =





1, 7
0, 8

1



 ;
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) obtendo P .
Q =









1 0, 8 1, 7

0 1 0, 8

0 0 1









; P = QT =









1 0 0

0, 8 1 0

1, 7 0, 8 1









;(d) as matrizes após a transformação:
Ā = P A P−1 =









−0, 8 1 0

−1, 7 0 1

−1 0 0









; B̄ = P B =









0

0

1









;

C̄ = C P−1 =
[

1 0 0
]

;2. Desejando rapidez de 
onvergên
ia 
ara
terizada por autovalores lo
alizados em
−1, temos: pCG

(s) = s3 + 3 s2 + 3 s + 1 o polin�mio 
ara
terísti
o desejado parao estimador e a matriz G 
omo:
G =









−3 1 0

−3 0 1

−1 0 0









;3. Cal
ulando J = (Ā − G) C̄T .
J =









2, 2

1, 3

0









;4. As matrizes T = I3, G, H = B̄, J , M = I3 e N = 0 satisfazem as relaçõesfundamentais dos observadores.5. O estimador pro
urado é des
rito por:
O



























ż(t) =









−3 1 0

−3 0 1

−1 0 0









z(t) +









0

0

1









u(t) +









2, 2

1, 3

0









y(t)

w(t) = z(t)
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a do Observador 87Exemplo 4.4: Seja a planta P des
rita por:
A =





0 1 0
0 0 1
1 2 3



 ; B =





0
0
1



 ; C =
[

1 0 0
]1. En
ontrando P ∈ Rn×n tal que Ā = P A P−1, B̄ = P B e C̄ = C P−1 estejam naforma 
an�ni
a do observador.Uma maneira de 
al
ular a matriz P para sistemas 
om uma entrada é:(a) sendo o polin�mio 
ara
terísti
o de A: pC = s3 − 3s2 − 2s − 1.(b) 
al
ulando as 
olunas de Q, pois P = QT .

q1 = CT =





1
0
0



 ;

q2 = (AT + an−1 I3) q1 = (AT − 3 I3) q1 =





−3
1
0



 ;

q3 = ((AT )2 + an−1 AT + an−2 I3) q1 = ((AT )2 − 3 AT − 2 I3) q1 =





−2
−3

1



 ;(
) obtendo P .
Q =









1 −3 −2

0 1 −3

0 0 −1









; P = QT =









1 0 0

−3 1 0

−2 −3 1









;(d) as matrizes após a transformação:
Ā = P A P−1 =





3 1 0
2 0 1

1 0 0



 ; B̄ = P B =





0
0

1



 ;

C̄ = C P−1 =
[

1 0 0
]

;2. Desejando rapidez de 
onvergên
ia 
ara
terizada por autovalores lo
alizados em
−1, temos: pCG

(s) = s3 + 3 s2 + 3 s + 1 o polin�mio 
ara
terísti
o desejado parao estimador e a matriz G 
omo:
G =





−3 1 0
−3 0 1

−1 0 0



 ;
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ulando J = (Ā − G) C̄T .
J =





6
5

2



 ;4. As matrizes T = I3, G, H = B̄, J , M = I3 e N = 0 satisfazem as relaçõesfundamentais dos observadores.5. O estimador pro
urado é des
rito por:
O



















ż(t) =





−3 1 0
−3 0 1

−1 0 0



 z(t) +





0
0

1



 u(t) +





6
5

2



 y(t)

w(t) = z(t)

4.5 Observador de Estado RobustoNesta seção mostramos um observador robusto devido a Da-Wei Gu e FuWah Poon [11℄e [28℄, baseado na in
lusão de um termo extra no tradi
ional projeto de observadoresde Luenberger, utilizando o teorema de estabilidade de Lyapunov e a equação algébri
ade Ri

ati. Posteriormente são vistos métodos para plantas instáveis e para pertur-bações na matriz B. Em seguida o projeto da matriz de ganho J , através do métodode realimentação de estado.No presente estudo será 
onsiderada a in
erteza no modelo. A in
erteza nomodelo pode ser modelada 
omo sinais de distúrbios ou 
omo perturbações na dinâmi
ada planta. Sinais de distúrbios representam ruídos nos sensores e/ou nos atuadores,e perturbações representam in
ertezas nos parâmetros, onde a estrutura do modeloé 
onhe
ida. A perturbação é a pior das duas, assim 
onsideraremos o efeito de ummodelo perturbado na observação de estado. A situação mais 
omum na práti
a é ade perturbações afetando a dinâmi
a do sistema, ou seja, a matriz A.
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rição do observador de Luenberger, ou identidade, já foi feita anterior-mente, na seção 4.2. Vamos agora repeti-la para um 
aso ligeiramente mais geral,onde a planta é a seguinte:
{

ẋ = A x + B u

y = C x + D u
(4.12)As dinâmi
as do observador são de�nidas a seguir,















ż = A z + B u + J (y − ỹ)

ỹ = C z + D u

w = z

(4.13)onde J é a matriz de ganho a ser projetada.Utilizando a nomen
latura dos autores, 
hamaremos de resíduo a diferença entrea saída y da planta e a saída ỹ do observador.
r(t) = y(t) − ỹ(t) (4.14)O resíduo pode ser expresso 
omo

r = y − ỹ

= C x + D u − C z − D u

= C (x − z)

(4.15)Pela de�nição do erro de estado: e = x − z, obtém-se
ė = ẋ − ż

= A x + B u − A z − B u − J C e

= A (x − z) − J C e

= (A − J C) e

(4.16)
Pode-se ver que (A−J C) deve ser estável para que o erro tenda a zero, resultadobem 
onhe
ido.



90 Capítulo 4. Projeto de ObservadoresO Teorema de Estabilidade de LyapunovO teorema de estabilidade de Lyapunov é o seguinte:Teorema 4.3 Um sistema dinâmi
o é assintoti
amente estável se existe uma função
V dos estados do sistema 
om as seguintes propriedades:

• V é positiva para todos os valores não nulos dos estados
• V é zero quando os estados são zero
• A derivada de V em relação ao tempo é negativa ao longo da trajetória dosistema, isto é, V̇ < 0.Este teorema é muito 
onhe
ido e demonstrações para ele podem ser en
ontradas,por exemplo, em [5℄, [17℄, [16℄, [21℄, [26℄, [28℄ e [29℄.Sendo P uma matriz (n × n) qualquer, a forma quadráti
a xT P x sempre podeser es
rita 
omo xT M x onde M é simétri
a. É fá
il estabele
er este fato:

xT P x =
1

2
(xT P x + xT P x)

=
1

2
(xT P x + xT P T x)

=
1

2
xT (P + P T ) x

= xT M xonde M = 1
2
(P + P T ) = MT , sendo portanto simétri
a.Agora será ilustrado o uso do teorema da estabilidade de Lyapunov na análise doobservador de Luenberger. O objetivo do observador é fazer e → 0, através da es
olhaapropriada de J . Usando Lyapunov, o erro de estado tenderá a zero se pudermosa
har uma função que satisfaça as propriedades dadas a
ima. Seja a seguinte funçãode energia:

V =
1

2
eT P e (4.17)



4.5. Observador de Estado Robusto 91onde P é uma matriz positiva de�nida e portanto V satisfaz as duas primeiras 
ondiçõesdo teorema. Pode-se supor que P é simétri
a, sem perda de generalidade. Derivandoa função de energia temos
V̇ =

1

2
(ėT P e + eT P ė)

=
1

2

{

[(A − J C) e]T P e + eT P [(A − J C) e]
}

=
1

2

{

eT (A − J C)T P e + eT P (A − J C) e
}

=
1

2
eT

{

(A − J C)T P + P (A − J C)
}

ePortanto, a ter
eira 
ondição do teorema será satisfeita se a matriz P > 0 puderser en
ontrada de forma a satisfazer a seguinte inequação
(A − J C)T P + P (A − J C) < 0 (4.18)Para P > 0 e para assegurar a inequação, (A − J C) deve ser estável. E ainda,o par < C, A > deve ser observável ou pelo menos detetável para garantir que Jexiste tal que os autovalores de (A− J C) possam ser 
olo
ados em C−. Dessa forma,uma simples derivação da equação do erro de estado e da apli
ação do teorema daestabilidade de Lyapunov ilustra o prin
ipal método de apli
ação na parte teóri
adeste estudo.4.5.1 Estimação de Estado RobustaO desempenho do observador será analisado quando se 
onsidera uma perturbaçãono modelo da planta. A perturbação é representada pela adição à matriz de estadonominal da planta da matriz ∆A, que representa a in
erteza nos parâmetros. Assume-se que existe um limite no tamanho desta in
erteza. A dinâmi
a da planta 
omperturbação passa a ser

{

ẋ = (A0 + ∆A) x + B u

y = C x + D u
(4.19)
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om δ sendo um número positivo 
onhe
ido. Considerando-se oobservador de Luenberger previamente de�nido, o erro de estado �
a:
ė = ẋ − ż

= (A0 + ∆A) x + B u − A0 z − B u − J (y − ỹ)

= A0 x + ∆A x − A0 z − J(C x + D u − C z − D u)

= A0 (x − z) − J C (x − z) + ∆A x

= (A0 − J C) e + ∆A x

(4.20)
onde se nota que e(t) tende a zero apenas quando x(t) → 0. Este método visa eliminaro efeito da perturbação de tal forma que o erro de estado tenda a zero.Generalizando o ProjetoA idéia bási
a do observador proposto é a introdução de um termo extra na equaçãode z. Esta função extra, α, é utilizada para superar os efeitos da perturbação ∆A eforçar o erro de estado a 
onvergir para zero. As quantidades que deverão ser medidaspela função serão determinadas mais à frente. Seja então o observador 
om a adiçãodo novo sinal.







ż = A0 z + B u + J (y − ỹ) + α

ỹ = C z + D u
(4.21)A equação do resíduo é a mesma mostrada na equação (4.15) e a partir do errode estado de�nido na equação (2.8), tem-se

ė = ẋ − ż

= (A0 + ∆A) x + B u − A0 z − B u − J (y − ỹ) − α

= A0 x + ∆A x − A0 z − J(C x + D u − C z − D u) − α

= A0 (x − z) − J C (x − z) + ∆A x − α

= (A0 − J C) e + ∆A x − α

(4.22)
O termo extra α apare
e na equação do erro de estado onde tem o propósito deeliminar o efeito do termo ∆A x.



4.5. Observador de Estado Robusto 93Lema 4.1 Dados ex, z ∈ Rn, e P = P T e ∆A matrizes (n × n) onde ‖∆A‖2 < δentão
eT

x P ∆A z ≤ 1

2
eT

x P 2 ex +
1

2
zT δ2 zDemonstração: Ver Poon (2000) [28℄. 2Teorema 4.4 Dado o sistema

{

ẋ = (A0 + ∆A) x + B u

y = C x + D uonde ‖∆A‖2 < δ, então o erro de estado do observador de estado robusto (4.21)
onverge para zero ( e → 0 ) se
α ≥ δ2 zT z

2 rT r
P−1 CT r (4.23)onde P > 0 e satisfaz a seguinte inequação matri
ial

(A0 − J C)T P + P (A0 − J C) + 2 P 2 + δ2 I < 0 (4.24)onde J é tal que (A0 − J C) é estável.Demonstração [28℄: O objetivo é fazer e → 0, através da es
olha apropriada de
J e α. Este objetivo é al
ançado utilizando-se o teorema da estabilidade de Lyapunovonde a função positiva de�nida de energia é es
olhida e sua derivada deve ser negativa.Portanto, seja a seguinte função de energia:

V =
1

2
eT P eonde P é uma matriz positiva de�nida a ser determinada. Sua derivada é:

V̇ =
1

2
(ėT P e + eT P ė)

=
1

2

{

[(A0 − J C) e + ∆A x − α]T P e + eT P [(A0 − J C) e + ∆A x − α]
}
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V̇ =

1

2

{

[(A0 − J C) e]T P e + eT P (A0 − J C) e + (∆A x)T P e + eT P (∆A x)

−αT P e − eT P α
}

=
1

2

{

eT (A0 − J C)T P e + eT P (A0 − J C) e + (∆A x)T P e + eT P (∆A x)

−αT P e − eT P α
}Uma vez que e, ∆A x e α são vetores e P é simétri
a, temos: (∆A x)T P e =

eT P (∆A x) e αT P e = eT P α e a derivada da função de energia �
a
V̇ =

1

2

{

eT (A0 − J C)T P e + eT P (A0 − J C) e + 2 eT P (∆A x) − 2 eT P α
}

=
1

2
eT

[

(A0 − J C)T P + P (A0 − J C)
]

e + eT P (∆A x) − eT P α

=
1

2
eT

[

(A0 − J C)T P + P (A0 − J C)
]

e + eT P ∆A (e + z) − eT P α

=
1

2
eT

[

(A0 − J C)T P + P (A0 − J C)
]

e + eT P ∆A e + eT P ∆A z − eT P αA partir do lema 4.1 podem-se deduzir as seguintes inequações:
eT P ∆A e ≤ 1

2
eT P 2 e +

1

2
eT δ2 e

eT P ∆A z ≤ 1

2
eT P 2 e +

1

2
zT δ2 zonde a inequação ∆T

A ∆A < δ2 I foi utilizada. Conseqüentemente
V̇ ≤ 1

2
eT

[

(A0 − J C)T P + P (A0 − J C)
]

e +
1

2
eT P 2 e +

1

2
eT δ2 e +

1

2
eT P 2 e

+
1

2
zT δ2 z − eT P α

=
1

2
eT

[

(A0 − J C)T P + P (A0 − J C)
]

e + eT P 2 e +
1

2
eT δ2 e +

1

2
zT δ2 z

− eT P α

=
1

2
eT

[

(A0 − J C)T P + P (A0 − J C) + 2 P 2 + δ2
]

e +
1

2
δ2 zT z − eT P α
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ondição su�
iente para V̇ ser negativa de�nida são as equações (4.25)e (4.26) a seguir,
(A0 − J C)T P + P (A0 − J C) + 2 P 2 + δ2 I < 0 (4.25)

eT P α ≥ 1

2
δ2 zT z (4.26)Se �zermos α = γ(t) P−1 CT r então a inequação (4.26) �
a,

1

2
δ2 zT z ≤ eT P α

= eT P γ(t) P−1 CT r

= γ(t) rT rLogo, 
om
γ(t) ≥ δ2 zT z

2 rT r
(4.27)a inequação (4.26) é válida. Portanto, o observador é robusto na presença de pertur-bações no modelo da matriz A se es
olhermos α da seguinte maneira:

α =
δ2 zT z

2 rT r
P−1 CT ronde P > 0 é a solução da inequação (4.25). 2O diagrama de blo
os que ilustra as 
onexões a serem feitas na implementaçãodo estimador de estado, pode ser observado na �gura 4.3.observação 4.1: Existe um problema em poten
ial na implementação do resultadoa
ima. O erro de estado e vai a zero, e a magnitude do resíduo r = C e também �
arápequena. Com isso a magnitude de α 
res
erá ilimitadamente e tornará impossível a
omputação (ex
eto em alguns 
asos espe
iais nos quais o estado estimado vai a zero).Na práti
a, uma tolerân
ia (limite inferior) de r pode ser adotada a �m de prevenirtais situações. Isto impli
ará em que o erro de estado não vá ne
essariamente a zero,



96 Capítulo 4. Projeto de Observadores
-

u

P x
-

y

J

?m+B- - -
∫

-
z

C - m+ -

m+�

6

?

−
ỹ
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Figura 4.3: Diagrama de blo
os das 
onexões ne
essárias para implementar o estimadorde estadomas tenda e �que 
ontido na vizinhança da origem. Uma dis
ussão mais detalhadasobre este problema pode ser en
ontrada na referên
ia [28℄.observação 4.2: A inequação (4.24) envolve duas matrizes des
onhe
idas P e J , esua solução não é direta, entretanto ao introduzir-se o parâmetro ξ pode-se rees
revê-la
omo uma equação algébri
a de Ri

ati (ARE)
(A0 − J C)T P + P (A0 − J C) + 2 P 2 + δ2 I + ξ2 I = 0 (4.28)Em 
omparação 
om o 
aso nominal, o problema foi resolvido pela equação deLyapunov e tem solução através da equação algébri
a de Ri

ati. Note que a soluçãonão requer uma matriz P estabilizante, somente que P > 0.Resolvendo a Equação Algébri
a de Ri

atiA solução da equação algébri
a de Ri

ati (4.28) não é direta, já que a adição doparâmetro J não deixa a equação na forma padrão. Os termos quadráti
o e 
onstantessão ambos positivos enquanto que na forma padrão os sinais são opostos. Este tipo deequação algébri
a de Ri

ati o
asionalmente apare
e na literatura, mas infelizmente a
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ia de solução não está 
atalogada, havendo um exemplo re
ente que pode serobservado em [1℄.Teorema 4.5: (Existên
ia de Solução) Suponha que o sistema
{

ẋ = A x + B u

y = C x
ou G(s) =





A B

C 0



é 
ontrolável e observável e que ℜe λ (A) < 0(> 0). Então existe uma solução real esimétri
a da seguinte equação algébri
a de Ri

ati:
AT K + K A − K B BT K − CT C = 0tendo a propriedade ℜe λ (A + B BT K) ≤ 0(≥ 0) se e somente se

I − BT (−j ω I − AT )−1 CT C (j ω I − AT )−1 B ≥ 0 ∀ωAlém disso, a solução é úni
a e tem uma propriedade a mais: K = KT < 0.Demonstração: Ver Willems [33℄. 2Este resultado, bási
o para toda a teoria do Regulador Linear Quadráti
o, nãotem apli
ação para o 
aso em questão.
orolário 4.1: (Existên
ia de Solução) Assuma que o sistema
{

ẋ = A x + B u

y = C x
ou G(s) =





A B

C 0



é 
ontrolável e observável e que ℜe λ (A) < 0. Então existe uma úni
a solução real esimétri
a P = P T > 0 da seguinte equação algébri
a de Ri

ati:
AT P + P A + P B BT P + CT C = 0tendo a propriedade ℜe λ (A − B BT P ) ≤ 0 se e somente se ‖G(j ω)‖∞ ≤ 1 ∀ ω.Demonstração: Direto a partir do teorema 4.5. 2
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rever a equação (4.28) da seguinte forma:
(A0 − J C)T P + P (A0 − J C) + P

(√
2 I

) (√
2 I

)

P +

[

δ I

ξ I

]T [

δ I

ξ I

]

= 0 (4.29)A 
ondição ne
essária e su�
iente para a existên
ia da solução P da equaçãoalgébri
a de Ri

ati (4.29), em função de J e ξ é dada pelo 
orolário 4.1. Suponha que
• o sistema

G(s) =















A0 − J C
√

2 I

[

δ I

ξ I

]

0















(4.30)é observável e 
ontrolável.
• ℜe λ (A0 − J C) < 0.Então existe uma solução úni
a e positiva de�nida para P da equação (4.29), see somente se ‖G(j ω)‖∞ ≤ 1 ∀ω, ou seja,

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥















A0 − J C I

[

δ I

ξ I

]

0















∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞

≤ 1√
2

(4.31)Dessa forma, a questão é a es
olha de ξ e da matriz de ganho J que satisfaçam as
ondições a
ima. Vários métodos podem ser utilizados para projetar J e ξ, tal 
omoo 
onven
ional método de alo
ação de pólos. Mais detalhes estão na seção 3.O pro
edimento de projeto de�nido a
ima pode ser resumido da seguinte forma:
• Seja δ > ‖∆A‖2.
• Atribua um valor a ξ e projete J utilizando o método 
onven
ional de alo
açãode pólos.
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• Veri�que se a inequação

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥















A0 − J C I

[

δ I

ξ I

]

0















∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞

≤ 1√
2é satisfeita. Projete J novamente, se ne
essário, até que a inequação seja satis-feita.

• Utilizando J e ξ obtidos a
ima resolva a seguinte equação algébri
a de Ri

atipara P .
(A0 − J C)T P + P (A0 − J C) + P (2 I) P + (δ2 + ξ2) I = 0

• Construa o seguinte observador de estado robusto:






































ż = A0 z + B u + J (y − ỹ) + α

ỹ = C z + D u

r = y − ỹ

α =
δ2 zT z

2 rT r
P−1 CT r

É importante notar que alguns passos do pro
edimento a
ima podem ser igno-rados em uma apli
ação práti
a. A tarefa de pro
urar ξ e J 
apazes de satisfazera inequação (4.5.1) tem 
omo prin
ipal objetivo garantir que a equação algébri
a deRi

ati tenha solução. Mas o uso de softwares, 
omo por exemplo o MATLAB, permiteveri�
ar numeri
amente se a equação algébri
a de Ri

ati tem ou não solução positivade�nida, para isso en
ontrar J tal que A − J C seja estável e usar ξ qualquer.A �m de ilustrar o pro
edimento des
rito a
ima será feito agora um exemplo.



100 Capítulo 4. Projeto de ObservadoresExemplo 4.5: Seja a planta P des
rita por:
A =









0 1 0

0 0 1

−1 −1, 7 −0, 8









; B =









0

0

1









; C =
[

1 0 0
]

1. Seja δ > ‖∆A‖2.Es
olhendo o maior valor possível que não instabiliza o sistema: δ = 0, 069344.2. Utilizando a matriz 
al
ulada no exemplo 4.1: J =
[

2, 2 −0, 46 −3, 372
]Tque alo
a os três autovalores de (A − J C) em −1. Es
olhemos ξ = 0, 1.3. Utilizando J e ξ obtidos a
ima e resolvendo a equação algébri
a de Ri

ati.

(A0 − J C)T P + P (A0 − J C) + P (2 I) P + (δ2 + ξ2) I = 0Por meio de auxílio 
omputa
ional obtemos: P =









1, 9344 −0, 8625 0, 0654

−0, 8625 0, 5628 0, 1310

0, 0654 0, 1310 0, 3881









.4. Construir o seguinte observador de estado robusto:






































ż = A0 z + B u + J (y − ỹ) + α

ỹ = C z + D u

r = y − ỹ

α =
δ2 zT z

2 rT r
P−1 CT r

4.5.2 Método para Plantas InstáveisNesta seção será generalizado o projeto do estimador de estado robusto, des
rito naseção anterior, para o 
aso de uma planta instável. Quando a planta é instável, omodelo é previamente modi�
ado de a
ordo 
om o



4.5. Observador de Estado Robusto 101Lema 4.2 Dado o sistema
G(s) =





A B

C 0



onde o par < C, A > é observável, existe uma transformação T tal que
Â = T A T−1 =

[

Â11 Â12

Â21 Â22

]

B̂ = T B =

[

B̂1

B̂2

]

Ĉ = C T−1 =
[

I 0
]
om Â22 estável.Demonstração: Ver Poon (2000) [28℄. 2Pelo lema 4.2 temos que um sistema observável pode ser transformado para aseguinte forma:





A B

C D



 =













A11 A12 B1

A21 A22 B2

C1 C2 D











onde C1 = I, C2 = 0 e A22 estável. Supondo que a planta já se en
ontra nesta forma,e que apenas os blo
os diagonais de A são perturbados, temos


















ẋ1 = (A11 + ∆1) x1 + A12 x2 + B1 u

ẋ2 = A21 x1 + (A22 + ∆2) x2 + B2 u

y = x1 + D u

(4.32)onde ‖∆1‖2 < δ1 e ‖∆2‖2 < δ2. Note que as perturbações são adi
ionadas ao sistematransformado e não ao original. O observador será:


















ż1 = A11 z1 + A12 z2 + B1 u + α1 + J(y − ỹ)

ż2 = A21 z1 + A22 z2 + B2 u + α2

ỹ = z1 + D u

(4.33)



102 Capítulo 4. Projeto de Observadoresonde α1 e α2 são funções mensuráveis que serão determinadas depois. O resíduo éde�nido 
omo
r = y − ỹ

= x1 + D u − z1 − D u

= x1 − z1 (4.34)Existem dois erros de estado, o primeiro é de�nido 
omo: ex1
= x1 − z1 e osegundo 
omo: ex2

= x2 − z2. A equação para ex1
é

ėx1
= ẋ1 − ż1

= (A11 + ∆1) x1 + A12 x2 + B1 u − A11 z1 − A12 z2 − B1 u − α1 − J(y − ỹ)

= A11 (x1 − z1) − J (x1 − z1) + A12 (x2 − z2) + ∆1 x1 − α1

= (A11 − J) ex1
+ A12 ex2

+ ∆1 x1 − α1 (4.35)e a segunda equação do erro de estado é:
ėx2

= ẋ2 − ż2

= A21 x1 + (A22 + ∆2) x2 + B2 u − A21 z1 − A22 z2 − B2 u − α2

= A21 x1 − A21 z1 + A22 x2 − A22 z2 + ∆2 x2 − α2

= A21 (x1 − z1) + A22 (x2 − z2) + ∆2 x2 − α2

= A21 ex1
+ A22 ex2

+ ∆2 x2 − α2 (4.36)Teorema 4.6 Seja o sistema instável,


















ẋ1 = (A11 + ∆1) x1 + A12 x2 + B1 u

ẋ2 = A21 x1 + (A22 + ∆2) x2 + B2 u

y = x1 + D u



4.5. Observador de Estado Robusto 103onde ‖∆1‖2 < δ1 e ‖∆2‖2 < δ2. Então o erro de estado do observador robusto (4.33)
onverge para zero (x1 − z1 → 0 e x2 − z2 → 0) se
α1 ≥ 2 ‖r‖ ‖P‖ δ1 ‖z1‖ + δ2

2 zT
2 z2

2 rT r
P−1 r

α2 ≥ 0onde P > 0 é a solução da seguinte equação algébri
a de Ri

ati,
(A11 − J)T P + P (A11 − J) + 2 P 2 + (δ2

1 + ξ2 + 1) I = 0 (4.37)onde ξ é 
onstante e J é es
olhido tal que A11 − J é estável.Demonstração: Ver Poon (2000) [28℄. 2Resolvendo a Equação Algébri
a de Ri

atiPode-se observar que a equação algébri
a de Ri

ati (4.37) não está na forma padrão,mas o 
orolário 4.1 diz que existe uma úni
a solução para ela se:
• O sistema

G(s) =





A11 − J
√

2 I
√

δ2
1 + ξ2 + 1 I 0



 (4.38)é observável e 
ontrolável.
• ℜe λ (A11 − J) < 0.
• ‖G(j ω)‖∞ ≤ 1 ∀ω.Dessa forma, a tarefa é en
ontrar J e ξ tal que A11 − J seja estável e

∥

∥

∥

∥

∥

∥





A11 − J I
√

δ2
1 + ξ2 + 1 I 0





∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞

≤ 1√
2
. (4.39)O método des
rito a
ima pode ser resumido 
omo:
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• Seja δ1 > ‖∆1‖2 e δ2 > ‖∆2‖2.
• Projete J e ξ tal que ∥

∥

∥

∥

∥

∥





A11 − J I
√

δ2
1 + ξ2 + 1 I 0





∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞

≤ 1√
2
e A11 − J seja estável.

• Resolva a seguinte equação algébri
a de Ri

ati para P .
(A11 − J)T P + P (A11 − J) + 2 P 2 + (δ2

1 + ξ2 + 1) I = 0

• Construa o seguinte observador de estado robusto.


































































ż1 = A11 z1 + A12 z2 + B1 u + α1 + J(y − ỹ)

ż2 = A21 z1 + A22 z2 + B2 u + α2

ỹ = z1 + D u

α1 =
2 δ1 ‖r‖ ‖P‖ ‖z1‖ + δ2

2 zT
2 z2

2 rT r
P−1 r

α2 = 0

r = y − ỹLembramos que o uso de re
ursos 
omputa
ionais pode forne
er diretamente umasolução P > 0 para a equação algébri
a de Ri

ati, evitando assim o problema de seresolver a inequação (4.39).O teorema a seguir nos forne
e uma equação de Ri

ati alternativa para a equação(4.37) e que pode ser de resolução mais fá
il.Teorema 4.7 Seja o sistema instável,


















ẋ1 = (A11 + ∆1) x1 + A12 x2 + B1 u

ẋ2 = A21 x1 + (A22 + ∆2) x2 + B2 u

y = x1 + D uonde ‖∆1‖2 < δ1 e ‖∆2‖2 < δ2. Então o erro de estado do observador de estadorobusto (4.33) 
onverge para zero (x1 − z1 → 0 e x2 − z2 → 0) se
α1 =

2 ‖r‖ ‖P‖ δ1 ‖z1‖ + δ2
2 zT

2 z2

2 rT r
P−1 r

α2 = 0



4.5. Observador de Estado Robusto 105onde P > 0 é a solução da seguinte equação algébri
a de Ri

ati,
(A11 − J)T P + P (A11 − J) + P (A12 AT

12 + δ2
1 I) P + (1 + ξ2) I = 0 (4.40)onde ξ é 
onstante e J é es
olhido tal que A11 − J é estável.Demonstração: Ver Poon (2000) [28℄. 2A seguir temos um exemplo de uma planta instável para ilustrar o método des-
rito anteriormente.Exemplo 4.6: Seja a planta P des
rita por:

A =





0 1 0
0 0 1
1 2 3



 ; B =





0
0
1



 ; C =
[

1 0 0
]

A matriz C já está na forma [

I 0
], mas a matriz A22 não é estável.Por isso será apli
ada uma transformação de similaridade que modi�que somente asestruturas de A e B e se obtenha uma matriz A22 estável.1. Usando T =









1 0 0

−5 1 0

−18 0 1









, teremos B̄ = B, C̄ = C e
Ā = T A T−1 =









5 1 0

−7 −5 1

−25 −16 3







onde A22 é estável.2. Seja δ1 > ‖∆1‖2 e δ2 > ‖∆2‖2.
δ1 = 0, 1 · ‖A11‖2 = 0, 5

δ2 = 0, 1 · ‖A22‖2 = 1, 7059



106 Capítulo 4. Projeto de Observadores3. Resolvendo a seguinte equação algébri
a de Ri

ati.
(A11 − J)T P + P (A11 − J) + 2 P 2 + (δ2

1 + ξ2 + 1) I = 0Es
olhendo J = 7 e ξ = 0, 1. A solução da equação é: P = 0, 39172 ou P =

1, 6083.4. Construir o seguinte observador de estado robusto.


































































ż1 = A11 z1 + A12 z2 + B1 u + α1 + J(y − ỹ)

ż2 = A21 z1 + A22 z2 + B2 u + α2

ỹ = z1 + D u

α1 =
2 δ1 ‖r‖ ‖P‖ ‖z1‖ + δ2

2 zT
2 z2

2 rT r
P−1 r

α2 = 0

r = y − ỹ4.5.3 Perturbação no Modelo da Matriz BAgora será mostrado um método para superar uma perturbação no modelo da matriz
B de modo similar ao des
rito nos métodos anteriores. As dinâmi
as da planta sãode�nidas a seguir,







ẋ = A x + (B0 + ∆B) u

y = C x + D u
(4.41)onde ‖∆B‖2 < δ. O termo α introduzido é uma função de quantidades mensuráveis, aser determinado depois.







ż = A z + B0 u + J(y − ỹ) + α

ỹ = C z + D u
(4.42)O resíduo é de�nido 
omo:

r = y − ỹ

r = C (x − z)



4.5. Observador de Estado Robusto 107O erro de estado é e = x − z e sua derivada �
a
ė = ẋ − ż

= A x + (B0 + ∆B) u − A z − B0 u − J(y − ỹ) − α

= A x + ∆B u − A z − J(y − ỹ) − α

= A x + ∆B u − A z − J C x + J C z − α

= (A − J C) e + ∆B u − α (4.43)Teorema 3.9 Dado o sistema,






ẋ = A x + (B0 + ∆B) u

y = C x + D uonde ‖∆B‖2 < δ , o erro de estado do observador de estado robusto (4.41) 
onvergepara zero se
α =

δ uT u

2 rT r
P−1 CT ronde P > 0 é a solução da seguinte equação algébri
a de Ri

ati,

(A − J C)T P + P (A − J C) + P (I) P + ξ2 I = 0 (4.44)onde ξ é 
onstante e J é es
olhido tal que A − J C é estável.Demonstração: Ver Poon (2000) [28℄. 2Resolvendo a Equação Algébri
a de Ri

atiPode-se observar que a equação algébri
a de Ri

ati (4.44) não está na forma padrão,mas o 
orolário 4.1 diz que existe uma úni
a solução para (4.44) se:
• O sistema

G(s) =

[

A − J C I
ξ I 0

] (4.45)é observável e 
ontrolável.
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• ℜe λ (A − J C) < 0.
• ‖G(s)‖∞ ≤ 1 para ∀ω.O método des
rito a
ima para uma planta 
om perturbação no modelo da matriz

B, pode ser resumido 
omo:
• Projete J e ξ tal que ∥

∥

∥

∥

[

A − J C I
ξ I 0

]∥

∥

∥

∥

∞

≤ 1 e (A − J C) seja estável.
• Utilizando J e ξ a
ima, resolve-se a seguinte equação de Ri

ati para P .

(A − J C)T P + P (A − J C) + P 2 + ξ2 I = 0

• Construa o seguinte observador de estado robusto.






























ż1 = A z + B0 u + J(y − ỹ) + α

ỹ = C z + D u

α =
δ uT u

2 rT r
P−1 CT r

r = y − ỹonde δ > ‖∆B‖2.Como nos 
asos anteriores, a solução da inequação (4.45) pode ser evitada pelouso de re
ursos numéri
os. A seguir será desenvolvido um exemplo a �m de ilustrar oalgoritmo desenvolvido.Exemplo 4.7: Seja a planta P des
rita por:
A =





0 1 0
0 0 1

−1 −1, 7 −0, 8



 ; B =





0
0
1



 ; C =
[

1 0 0
]

1. Resolvendo a seguinte equação algébri
a de Ri

ati para P .
(A − J C)T P + P (A − J C) + P 2 + ξ2 I = 0



4.5. Observador de Estado Robusto 109Utilizando a matriz 
al
ulada no exemplo 4.1: J =
[

2, 2 −0, 46 −3, 372
]Te es
olhendo ξ = 0, 1 teremos

P =









3, 9611 −1, 7392 0, 0632

−1, 7392 1, 1411 0, 2747

0, 0632 0, 2747 0, 8336







2. Construa o seguinte observador de estado robusto.






























ż1 = A z + B0 u + J(y − ỹ) + α

ỹ = C z + D u

α =
δ uT u

2 rT r
P−1 CT r

r = y − ỹonde δ = 0, 01 · ‖B‖2 = 0, 01.
4.5.4 Projetando a Matriz JPara o projeto do observador robusto 
om perturbação na matriz A, nosso 
aso prin-
ipal, devemos en
ontrar ξ e J tal que a inequação (4.31) asso
iada seja satisfeita:

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥















A0 − J C I

[

δ I

ξ I

]

0















∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞

≤ 1√
2O problema é 
omo resolver esta inequação. A seguir será mostrado um métodoque possibilita que ela seja resolvida.Método de Realimentação de EstadoEste primeiro método 
onsidera a formulação do problema 
omo um problema derealimentação de estado.



110 Capítulo 4. Projeto de ObservadoresTeorema 4.8: (Realimentação de Estado) Dado o sistema
G(s) =





A B

C 0



observável e 
ontrolável, seja X ≥ 0 a solução da seguinte equação algébri
a de Ri

ati:
AT X + X A − X B BT X + CT C = 0que satisfaz ℜe λ (A − B BT X) ≤ 0. Então, o sistema em malha fe
hada

T (s) =

[

A − B BT X B

C 0

]tem norma in�nita menor ou igual a 1, isto é,
∥

∥

∥

∥

[

A − B F B
C 0

]∥

∥

∥

∥

∞

≤ 1onde F = BT X.Demonstração: Ver [28℄. 2
orolário 4.2: (Realimentação de Estado) Dado o sistema
G(s) =





A B

C 0



observável e 
ontrolável, seja X ≥ 0 a solução da seguinte equação algébri
a de Ri

ati:
AT X + X A − γ−2 X B BT X + CT C = 0que satisfaz ℜe λ (A − γ−2 B BT X) ≤ 0. Então, o sistema em malha fe
hada

T (s) =

[

A − γ−2 B BT X γ−1 B

C 0

]tem norma in�nita menor ou igual a 1, isto é,
∥

∥

∥

∥

∥

[

A − γ−2 B BT X B

C 0

]∥

∥

∥

∥

∥

∞

≤ γ
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∀ω, λ̄(T (j ω)) ≤ γ

γ2 − BT (−jω I − AT + γ−2 X B BT )−1 CT C (jω I − A + γ−2 X B BT )−1 B ≥ 0Demonstração: Direto a partir do teorema 4.8. 2Resolver a inequação (4.31) é equivalente a resolver a inequação
∥

∥

∥

∥

∥

[

AT
0 − CT JT

[

δ I ξ I
]

I 0

]∥

∥

∥

∥

∥

∞

≤ 1√
2

(4.46)O 
orolário 4.2 mostra 
omo en
ontrar a matriz J para resolver este problema.Teorema 4.9 Seja X ≥ 0 a solução da seguinte equação algébri
a de Ri

ati,
A0 X + X A0

T − 2 X CT C X + (δ2 + ξ2) X2 + γ−2 In = 0 (4.47)que satisfaz ℜe λ (A0
T − CT C X) < 0. Então, o sistema

[

AT
0 − CT C X

[

δ I ξ I
]

I 0

] (4.48)tem norma in�nita menor ou igual a γ, isto é,
∥

∥

∥

∥

∥

[

AT
0 − CT JT

[

δ I ξ I
]

I 0

]∥

∥

∥

∥

∥

∞

≤ γ (4.49)onde JT = C X.Demonstração: Ver Gu & Poon (2001) [11℄. 2O pro
edimento exposto pelo teorema 4.9 para a solução de J , a partir de umvalor para ξ, pode ser visto também em [27℄.A partir do teorema 4.9, pode-se observar que se X é positiva de�nida, a solução
P da equação algébri
a de Ri

ati (4.28) será a inversa de X, 
om γ = 1√

2
.



112 Capítulo 4. Projeto de ObservadoresSendo assim, obteve-se um método que garante a existên
ia de solução para aequação algébri
a de Ri

ati, e a seguir será feito um pequeno resumo de 
omo seprojetar o observador de estado robusto.
• Seja δ > ‖∆A‖2 e γ = 1√

2
.

• Projete ξ de tal forma que:
∥

∥

∥

∥

∥

[

AT
0

√

γ−2 (δ2 + ξ2) I

I 0

]∥

∥

∥

∥

∥

∞

≤ 1 ou

∥

∥

∥

∥

∥

[

AT
0

√

(δ2 + ξ2) I

I 0

]∥

∥

∥

∥

∥

∞

≤ γ (4.50)
• Resolva a seguinte equação algébri
a de Ri

ati para X.

A0 X + X A0
T − 2 X CT C X + (δ2 + ξ2) X2 + γ−2 In = 0

• Faça J = X CT e resolva a seguinte equação algébri
a de Ri

ati para P .
(A0 − J C)T P + P (A0 − J C) + P (2 I) P + (δ2 + ξ2) I = 0

• Construa o seguinte observador de estado robusto:






































ż = A0 z + B u + J (y − ỹ) + α

ỹ = C z + D u

r = y − ỹ

α =
δ2 zT z

2 rT r
P−1 CT rO in
onveniente deste método é que outra equação algébri
a de Ri

ati (4.47)deve ser resolvida para garantir a existên
ia de solução úni
a para a equação algébri
ade Ri

ati original. Esta nova equação algébri
a de Ri

ati também não está na formapadrão onde a 
onstante e os termos quadráti
os têm o mesmo sinal. Dessa forma,não será possível resolver a equação (4.47) se a perturbação for muito grande.



4.5. Observador de Estado Robusto 113Antes de prosseguir 
om o outro método serão desenvolvidos dois exemplos a �mde ilustrar o algoritmo desenvolvido.Exemplo 4.8: Seja a planta P des
rita por:
A =





0 1 0
0 0 1

−1 −1, 7 −0, 8



 ; B =





0
0
1



 ; C =
[

1 0 0
]

1. Sendo γ = 1√
2
e δ > ‖∆A‖2 ⇒ δ = 0, 1 · ‖A‖2 = 0, 23115.2. Resolvendo-se a seguinte equação algébri
a de Ri

ati para X.

A0 X + X A0
T − 2 X CT C X + (δ2 + ξ2) X2 + 2 In = 0Es
olhendo ξ = 0, 1, a matriz en
ontrada é:

X =









1, 3331 0, 6718 −1, 0459

0, 6718 2, 6157 −0, 8003

−1, 0459 −0, 8003 3, 4242







3. Fazendo J = X CT e resolvendo-se a seguinte equação algébri
a de Ri

ati para
P .

(A0 − J C)T P + P (A0 − J C) + P (2 I) P + (δ2 + ξ2) I = 0

J =









1, 3135

0, 6875

−0, 9093









; P =









0, 0402 −0, 0238 −0, 0225

−0, 0238 0, 1436 0, 0173

−0, 0225 0, 0173 0, 0680









;4. Construa o seguinte observador de estado robusto:






































ż = A0 z + B u + J (y − ỹ) + α

ỹ = C z + D u

r = y − ỹ

α =
δ2 zT z

2 rT r
P−1 CT r



114 Capítulo 4. Projeto de ObservadoresExemplo 4.9: Seja a planta P des
rita por:
A =







0 1 0

0 0 1

1 2 3






; B =





0
0
1



 ; C =
[

1 0 0
]

1. Sendo γ = 1√
2
e δ > ‖∆A‖2 ⇒ δ = 0, 01 · ‖A‖2 = 0, 0386.2. Resolvendo a seguinte equação algébri
a de Ri

ati para X.

A0 X + X A0
T − 2 X CT C X + (δ2 + ξ2) X2 + 2 In = 0Es
olhendo ξ = 0, 01, a matriz en
ontrada é:

X =









7, 1456 35, 495 130, 28

35, 495 206, 79 761, 66

130, 28 761, 66 2826, 2









3. Fazendo J = X CT e resolvendo-se a seguinte equação algébri
a de Ri

ati para
P .

(A0 − J C)T P + P (A0 − J C) + P (2 I) P + (δ2 + ξ2) I = 0

J =









7, 1456

35, 495

130, 28









; P =









0, 7096 0, 0405 −0, 0464

0, 0405 0, 3960 −0, 1054

−0, 0464 −0, 1054 0, 0302









;4. Construa o seguinte observador de estado robusto:






































ż = A0 z + B u + J (y − ỹ) + α

ỹ = C z + D u

r = y − ỹ

α =
δ2 zT z

2 rT r
P−1 CT r



4.6. Con
lusões 1154.6 Con
lusõesNeste 
apítulo foram mostrados alguns projetos de observadores de estado. O obser-vador identidade é uma maneira simples e direta de se resolver as Relações Fundamen-tais dos Observadores. No método seguinte pode-se veri�
ar 
omo o uso de formas
an�ni
as simpli�
a o projeto, mas o método analisado serve somente para sistemas
om uma úni
a entrada. Foi mostrado que o observador tradi
ional de Luenberger éequivalente ao identidade e a partir dele vimos um projeto alternativo de observador,que é robusto na presença de perturbações no modelo. O projeto ne
essitou da soluçãode equações algébri
as de Ri

ati que não estavam na forma padrão. Foi mostradoque este tipo de equação algébri
a de Ri

ati é resolvida primeiro satisfazendo-se ainequação asso
iada. Dessa forma, no �nal do 
apítulo foi mostrado um método quepermite que esta inequação seja satisfeita e subseqüentemente resolve-se as equações al-gébri
as de Ri

ati. O projeto de um estimador de estado robusto proposto é analisadonas simulações do 
apítulo 5. Este 
apítulo forne
eu uma boa base para a 
onstruçãodo estimador de estado redundante que será apresentado no 
apítulo 4, a seguir.
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Capítulo 5Exemplos de Apli
ação
O 
apítulo se ini
ia, na seção 1, mostrando os problemas numéri
os do projeto doobservador robusto devido a singularidade do termo α [28℄. Na seção 2, apresenta-se oexemplo de um reator quími
o real, instável em malha aberta, sendo projetados os ob-servadores robusto, redundante e identidade seguidos de uma análise de desempenho.A seguir na seção 3, é feito o exemplo de uma fornalha 
om disparo à gás, quando oobservador fun
iona 
omo um monitor de estados, sendo novamente projetados os ob-servadores robusto, redundante e identidade e sua análise. Na seção 4 são apresentadasas 
on
lusões.
5.1 Problemas Numéri
os do Observador de EstadoRobustoSerão mostrados os problemas numéri
os que o
orrem, as singularidades de algunstermos e alteração no método de
orrente.5.1.1 Questões Numéri
asNos métodos propostos para o observador de estado robusto, apare
em alguns termosque 
ontém singularidades. No método referente à perturbação na matriz A, quando117
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açãofoi adi
ionado um termo extra α, este foi de�nido 
omo:
α =

δ2 zT z

2 rT r
P−1 CT r (5.1)Claramente, não se pode implementar este termo α quando rt r = 0 já que αserá in�nito e não poderá ser 
omputado. Para superar este problema, será feita umasubstituição do termo rt r quando r → 0 mas a partir na demonstração do teorema3.4 deve-se satisfazer a seguinte inequação:

eT P α ≥ 1

2
δ2 zT z

2

δ2 zT z
eT P α ≥ 1 (5.2)Esta inequação garante que a derivada da função de energia de�nida na demons-tração é menor que zero (V̇ < 0) e 
onseqüentement as 
ondições do teorema daestabilidade de Lyapunov são satisfeitos.5.1.2 Considerações Sobre a SingularidadeA seguir serão listados alguns métodos que podem ser utilizados para melhorar osresultados da simulação. Será 
omentado também sobre 
omo efetivamente se garanteque a 
omputação de α e que a inequação (5.2) sejam satisfeitas.1. Quando rT r ≤ tol, substitui-se o termo rT r pelo número pequeno tol. A justi-�
ativa para esta substituição é a garantia de que o termo α é sempre 
omputado.Se a substituição for feita no lado esquerdo da inequação (5.2) temos

(

2

δ2 zT z

)

eT P α =

(

2

δ2 zT z

)

eT P

(

δ2 zT z

2 · tol P−1 CT r

)

= eT P

(

1

tol
P−1 CT r

)

=
rT r

tol

≤ 1



5.1. Problemas Numéri
os do Observador de Estado Robusto 119Dessa forma, o lado esquerdo da inequação (5.2) nun
a será maior que um.2. Substitui-se o termo rT r por rT r+tol. A justi�
ativa para usar esta substituiçãose deve ao fato de que esta função α suaviza o resultado em relação a funçãode α que 
ontém singularidade. Substituindo-se no lado esquerdo da inequação(5.2) obtemos
(

2

δ2 zT z

)

eT P α = eT P

(

P−1 CT r

rT r + tol

)

=
rT r

rT r + tol

< 1Portanto, o lado esquerdo da inequação (5.2) nun
a será maior ou igual a 1.3. Quando rT r ≤ tol, substitui-se o termo r
rT r

por 1
√

n
√

tol
sign(r), onde n é onúmero de elementos de r. A justi�
ativa para esta substituição é porque nasimulação r 
onverge rapidamente para zero, o que quer dizer que nos dois méto-dos anteriores α 
onverge para zero depois da 
orreta estimação dos estados. Asubstituição garante que quando r → 0, α não tenderá a zero. Fazendo-se asubstituição no lado esquerdo da inequação (5.2) tem-se:

(

2

δ2 zT z

)

eT P α = eT P

(

P−1 CT 1
√

n
√

tol
sign(r)

)

= rT 1
√

n
√

tol







sign(r1)...
sign(rn)







=
1√

n
√

tol
(|r1| + . . . + |rn|)
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ação
≤ 1

√
n
√

tol
n
√

tol

=
n√
n

=
√

nquando utiliza-se a inequação,
rT r ≤ tol ⇒

∑

r2
i ≤ tol

⇒ r2
i ≤ tol

⇒ ri ≤
√

tol

⇒
∑

|ri| ≤ n
√

tolEntão, o lado esquerdo da inequação (5.2) pode ser ou não maior ou igual a umpara n > 1.4. Utilizando o seguinte algoritmo para 
al
ular α.IF rT r ≤ tolIF flag = 1

α =
δ2 zT z

2
P−1 CT

1√
n
√

tol
sign(r)

αold = αELSE
α = αoldEND IF

flag = 0



5.1. Problemas Numéri
os do Observador de Estado Robusto 121ELSE
α =

δ2 zT z

2
P−1 CT r

flag = 1END IFA justi�
ativa para este algoritmo é que quando r �
ar muto pequeno, as rotinasnuméri
as podem determinar in
orretamente o sinal de r. Este erro nas rotinasnuméri
as podem fazer 
om que α varie rapidamente entre valores positivos enegativos. O algoritmo a
ima pode reduzir a variação no sinal, mantendo o valorde r até que o valor do resíduo esteja fora da faixa de tolerân
ia.observação 5.1 Para melhorar as simulações, pode-se fazer ξ = 0 o que nos leva a
on�ar na inequação eT P α ≥ δ2 zT z para que a função de energia permaneça menordo que zero. Então, quando faz-se a substituição por r
rT r

, o resíduo 
res
erá maisrápido do que se ξ 6= 0.5.1.3 Alteração no ProjetoComo já foi men
ionado anteriormente, o problema poten
ial do projeto proposto é queo termo extra in
luído no observador α 
ontém singularidade, isto é, o denominadortende pra zero fazendo 
om que α tenda ao in�nito. Nesta seção é dis
utido um método
apaz de remover a singularidade, o que requer uma alteração no projeto e assume-seque existe uma faixa onde os estados são 
onhe
idos.
V̇ ≤ 1

2
eT

{

(A0 − L C)T P + P (A0 − L C)
}

e +
1

2
eT P 2 e +

1

2
eT δ2 e +

1

2
eT P 2 e

+
1

2
zT δ2 z − eT P α
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ação
=

1

2
eT

{

(A0 − L C)T P + P (A0 − L C)
}

e + eT P 2 e +
1

2
eT δ2 e +

1

2
zT δ2 z

− eT P α

=
1

2
eT

{

(A0 − L C)T P + P (A0 − L C) + 2 P 2
}

e +
1

2
δ2 eT e +

1

2
δ2 zT z

− eT P αConseqüentemente, a 
ondição su�
iente para V̇ ser negativa de�nida é dadapor:
(A0 − L C)T P + P (A0 − L C) + 2 P 2 < 0 (5.3)

eT P α ≥ 1

2
δ2 eT e +

1

2
δ2 zT z (5.4)De fato, a partir da equação (5.4) pode-se ver que existe uma 
ontradição. Se

e = 0 então a inequação �
a
0 ≥ 1

2
δ2 zT zo que só pode o
orre quando z = 0 o que é impossível no 
aso generalizado. Todavia,a partir da equação (5.4), pre
isamos que

(x − z)T P α ≥ 1

2
δ2 (x − z)T (x − z) +

1

2
δ2 zT z

(xT P − zT P ) α ≥ δ2

(

zT z +
1

2
xT x − 1

2
xT z − 1

2
zT x

)Como x e z são vetores pode-se usar a de�nição de produto es
alar (de�nição3.2) para mostrar que:
xT z = zT xSendo assim, podemos rees
rever a inequação a
ima 
omo,

(xT P − zT P ) α ≥ δ2

(

zT z +
1

2
xT x − zT x

)



5.1. Problemas Numéri
os do Observador de Estado Robusto 123Assuma que x é limitada tal que ‖x‖ < ζ . Sabe-se pela propriedade submulti-pli
ativa da norma de uma matriz que
|zT x| ≤ ‖z‖ ‖x‖

= ‖z‖ ζPortanto, assume-se que
(xT − zT ) P α ≥ δ2

(

zT z +
1

2
ζ2 − ‖z‖ ζ

) (5.5)Façamos α = γ P−1 CT sign(r), então a equação (5.5) �
a,
γ (xT − zT ) P P−1 CT sign(r) ≥ δ2

(

zT z +
1

2
ζ2 − ‖z‖ ζ

)

γ (xT − zT ) CT sign(r) ≥ δ2

(

zT z +
1

2
ζ2 − ‖z‖ ζ

)

γ rT sign(r) ≥ δ2

(

zT z +
1

2
ζ2 − ‖z‖ ζ

)Podemos, então resolver a inequação a seguir, 
omo um problema equivalente.
γ rT sign(r) − γ m ≥ δ2

(

zT z +
1

2
ζ2 − ‖z‖ ζ

)onde m > 0 e m 6= rT sign(r). Assuma que (rT sign(r) − m) > 0, então 
om
γ ≥ δ2

(

zT z + 1
2
ζ2 − ‖z‖ ζ

)

rT sign(r) − ma inequação permane
e. Dessa forma, faça α 
omo
α ≥ δ2

(

zT z + 1
2
ζ2 − ‖z‖ ζ

)

rT sign(r) − m
P−1 CT sign(r) (5.6)onde pode-se observar que α não demorará a 
onter uma singularidade. Infelizmente,esta aproximação falha quando r = 0 então (rT sign(r)−m) ≤ 0 o que 
ontradiz umadas hipóteses assumidas.
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ação5.1.4 Con
lusõesNesta seção, foram sugeridas formas de superar o problema do projeto proposto 
ontersingularidade. Foi mostrado que existe um método que até o momento garante queo termo α é 
omputável e que as 
ondições do teorema da estabilidade de Lyapunovsão satisfeitas. Contudo, nos métodos forne
idos α é 
omputável o que signi�
a quea simulação não obstante pode não satisfazer sempre a inequação (5.2). Entretanto,quando a inequação (5.2) não é satisfeita o resíduo 
res
erá e ex
ederá a banda detolerân
ia, fazendo 
om que se utilize a função original de α ao invés da susbtituiçãopor r
rT r

. Isto signi�
a que a inequação (5.2) pode ser satisfeita novamente. Portanto,na práti
a, o resíduo pode não tender a zero mas ele tenderá a um valor pequenopróximo de zero (banda de tolerân
ia) o que satisfaz o nosso propósito.
5.2 Exemplo de um Reator Quími
oNesta seção são propostas as estimações de estado de a
ordo 
om os projetos apresen-tados nos 
apítulos 3 e 4, através da simulação de um sistema simples de um reatorquími
o real, instável em malha aberta, quando o observador fun
iona observando osestados numa malha de realimentação.
5.2.1 Des
rição do ModeloO modelo a ser 
onsiderado, de um reator quími
o, tem duas entradas e duas saídas.Os detalhes desta planta podem ser obtidos em [25℄. A des
rição do sistema em espaçode estado é a seguinte:

[

ẋ

y

]

=





A B

C 0





[

x

u

] (5.7)
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o 125onde
A =





















1, 38 −0, 2077 6, 715 −5, 676

−0, 5814 −4, 29 0 0, 675

1, 067 4, 2073 −6, 654 5, 893

0, 048 4, 273 1, 343 −2, 104





















;

B =





















0 0

5, 679 0

1, 136 −3, 146

1, 136 0





















; C =





1 0 1 −1

0 1 0 0



 ;

O modelo é instável em malha aberta, portanto primeiramente será propostauma realimentação de estado a �m de estabilizar o sistema em malha fe
hada.Alo
ando os Pólos por Es
olhas AleatóriasUtilizando o algoritmo forne
ido no 
apítulo 4, temos:1. Ver�
ando se A é 
í
li
a.
λ(A) = { 1, 9958; 0, 0597; −5, 0618; −8, 6617}2. Como A é 
í
li
a, es
olhe-se u0 ∈ Rm ao a
aso.

u0 =





1

3



3. Fazendo B u0 = b.
b = B u0 =















0

5, 679

−8, 302

1, 136














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ação4. Como A e b são 
ontroláveis, en
ontra-se a solução f .(a) Cal
ulando a matriz Ua e sua inversa.
Ua =

[

b A b A2 b A3 b
]

=















0 −63, 375 432, 9 −3900, 6

5, 679 −23, 596 145, 31 −882, 63

−8, 302 85, 829 −674, 79 5497, 5

1, 136 10, 727 −11, 168 −241, 04













(b) Cal
ulo de p∗C(A).
p∗C(A) = (A + 10 I)4 =















19878 1369, 1 13776 −8894, 9

−1746, 9 1870, 8 −896, 83 1858, 4

1573, 3 7928, 7 2709, 9 6088, 6

−449, 12 7891, 2 1326, 2 7087, 5













(
) A matriz f é:.
f = −

[

0 0 0 1
]

U−1
a p∗C(A)

f =
[

33, 703 36, 554 30, 279 13, 607
]5. A solução global é F = u0 f .

F =





33, 703 36, 554 30, 279 13, 607

101, 11 109, 66 90, 838 40, 82





5.2.2 Projeto do Estimador de Estado RedundanteNesta seção será 
onsiderado o projeto do observador de estado redundante propostono 
apítulo 3. Serão feitos dois projetos, para um observador de ordem 
ompleta eoutro de ordem mínima, utilizando os algoritmos desenvolvidos.



5.2. Exemplo de um Reator Quími
o 127Projeto do Observador de Ordem Completa1. A
hando a matriz P que transforma a matriz C para [

Ir 0
].

P =















1 0 1 −1

0 1 0 0

−0, 5774 0 0, 7887 0, 2113

0, 5774 0 0, 2113 0, 7887













O sistema transformado:
Ā = P A P−1 =















−0, 4013 −0, 2734 −1, 9057 2, 9447

−0, 4188 −4, 29 0, 4783 0, 1967

−5, 422 4, 3411 −5, 4236 4, 0627

2, 7604 4, 1392 1, 3919 −1, 5531















B̄ = P B =















0 −3, 146

5, 679 0

1, 136 −2, 4812

1, 136 −0, 6648















; C̄ = C P−1 =





1 0 0 0

0 1 0 0



 ;

2. Es
olhendo o valor de λ < 0 e 
riar a matriz G = λ I4 = −p I4, onde p > 0.
λ = −10; → p = 10;

G =





















−10 0 0 0

0 −10 0 0

0 0 −10 0

0 0 0 −10



















3. Criando a matriz Θ = Ā + p I4.
Θ =















9, 5987 −0, 2734 −1, 9057 2, 9447

−0, 4188 5, 71 0, 4783 0, 1967

−5, 422 4, 3411 4, 5764 4, 0627

2, 7604 4, 1392 1, 3919 8, 4469














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ação4. Parti
ionando Θ ∈ R4×4 em: Θ1 ∈ R4×2 e Θ2 ∈ R4×2.
Θ =

[

Θ1 Θ2

]

Θ1 =















9, 5987 −0, 2734

−0, 4188 5, 71

−5, 422 4, 3411

2, 7604 4, 1392















; Θ2 =















−1, 9057 2, 9447

0, 4783 0, 1967

4, 5764 4, 0627

1, 3919 8, 4469















;

5. En
ontrando a matriz T ∋ T Θ2 = 0, a partir de:
T = X KTonde: K ∈ R4×2 é �xa e X ∈ R4×2 é um parâmetro livre, para o qual seráes
olhido um parti
ular valor neste exemplo,

X =















−0.2177 0.6251

−0.0326 −0.0913

−0.5148 −0.7202

−0.8286 0.2868















; K =















0, 6723 −0, 3314

−0, 3792 −0, 9202

0, 4547 −0, 0978

−0, 4443 0, 184















;

T =















−0, 3535 −0, 4927 −0, 1601 0, 2117

0, 0084 0, 0963 −0, 0059 −0, 0023

−0, 1075 0, 8579 −0, 1637 0, 0962

−0, 6521 0, 0503 −0, 4048 0, 4209















;

6. En
ontrando as matrizes J e H .
J = T Θ1 =















−1, 7343 −2, 5353

0, 0653 0, 5126

−0, 2379 4, 6159

−2, 9239 0, 4501















;

H = T B̄ =















−2, 7394 1, 3686

0, 5377 −0, 0101

4, 7956 0, 6803

0, 3038 2, 7762















;
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o 1297. Parti
ionando a matriz T ∈ R4×4 en
ontrada em: T1 ∈ R4×2 e T2 ∈ R4×2.
T =

[

T1 T2

]

T1 =















−0, 3535 −0, 4927

0, 0084 0, 0963

−0, 1075 0, 8579

−0, 6521 0, 0503















; T2 =















−0, 1601 0, 2117

−0, 0059 −0, 0023

−0, 1637 0, 0962

−0, 4048 0, 4209















;

8. En
ontrando uma parti
ular matriz M ∋ M T2 =









0

I2









.
M =















0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −14, 057 3, 214

0 0 −13, 521 5, 4675















;

9. En
ontrando uma parti
ular matriz N ∋ N =









I2

0









− M T1.
N =















1 0

0 1

0, 585 11, 898

2, 1121 11, 325















;

Projeto do Observador de Ordem MínimaSerá utilizada a mesma transformação mostrada no observador de ordem 
ompleta,portanto as matrizes P , Ā e B̄ são as mesmas.1. Es
olhendo o valor de λ < 0 e 
riar a matriz G = λ I2 = −p I2, onde p > 0.
λ = −10; → p = 10;
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ação
G =







−10 0

0 −10





2. Criando Θ = Ā + p I4.
Θ =















9, 5987 −0, 2734 −1, 9057 2, 9447

−0, 4188 5, 71 0, 4783 0, 1967

−5, 422 4, 3411 4, 5764 4, 0627

2, 7604 4, 1392 1, 3919 8, 4469













3. Parti
ionando Θ ∈ R
4×4 em: Θ1 ∈ R

4×2 e Θ2 ∈ R
4×2.

Θ =
[

Θ1 Θ2

]

Θ1 =















9, 5987 −0, 2734

−0, 4188 5, 71

−5, 422 4, 3411

2, 7604 4, 1392















; Θ2 =















−1, 9057 2, 9447

0, 4783 0, 1967

4, 5764 4, 0627

1, 3919 8, 4469















;

4. En
ontrando a matriz T ∋ T Θ2 = 0, a partir de:
T = X KTonde: K ∈ R4×2 é �xa e X ∈ R2×2 é um parâmetro livre, para o qual seráes
olhido um parti
ular valor neste exemplo,

X =





−0, 2177 0, 6251

−0, 0326 −0, 0913



 ; K =















0, 6723 −0, 3314

−0, 3792 −0, 9202

0, 4547 −0, 0978

−0, 4443 0, 184















;

T =





−0, 3535 −0, 4927 −0, 1601 0, 21171

0, 0084 0, 0963 −0, 0059 −0, 0023



 ;
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o 1315. En
ontrando as matrizes J e H ,
J = T Θ1 =





−1, 7343 −2, 5353

0, 0653 0, 5126



 ;

H = T B̄ =





−2, 7394 1, 3686

0, 5377 −0, 0101



 ;6. Parti
ionando a matriz T ∈ R
2×4 en
ontrada em: T1 ∈ R

2×2 e T2 ∈ R
2×2,

T =
[

T1 T2

]

T1 =





−0, 3535 −0, 4927

0, 0084 0, 0963



 ; T2 =





−0, 1601 0, 21171

−0, 0059 −0, 0023



 ;

7. En
ontrando uma parti
ular matriz M ∋ M T2 =









0

I2









.
M =















0 0

0 0

−1, 4345 −130, 85

3, 6388 −98, 955















;

8. En
ontrando uma parti
ular matriz N ∋ N =









I2

0









− M T1.
N =















1 0

0 1

0, 585 11, 898

2, 1121 11, 325















;
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ação5.2.3 Projeto do Observador IdentidadeNo projeto a matriz F será 
hamada de L a �m de não 
onfundir a matriz do observador
om a matriz da alo
ação de pólos.1. En
ontrando a matriz L ∈ R4×2 tal que os autovalores da matriz AT + CT Lestejam em −10. Utilizando o algoritmo utilizado para alo
ação de pólos, temos:(a) Ver�
ando se A é 
í
li
a.
λ(A) = { 1, 9958; 0, 0597; −5, 0618; −8, 6617}(b) Como A é 
í
li
a, es
olhe-se u0 ∈ Rm ao a
aso.

u0 =





1

3



(
) Fazendo CT u0 = c.
c = CT u0 =















1

3

1

−1













(d) Como A e c são 
ontroláveis, en
ontrando a solução l da seguinte forma:i. Cal
ulando a matriz Ua e sua inversa.
Ua =

[

c AT c AT 2
c AT 3

c
]

=















1 13, 148 −63, 852 713, 4

3 −14, 126 63, 97 −299, 76

1 1, 1419 43, 135 −631, 24

−1 16, 314 −92, 522 522, 88













ii. Cal
ulando p∗C(A).
p∗C(A) = (A + 10 I)4 =















19878 1369, 1 13776 −8894, 9

−1746, 9 1870, 8 −896, 83 1858, 4

1573, 3 7928, 7 2709, 9 6088, 6

−449, 12 7891, 2 1326, 2 7087, 5

















5.2. Exemplo de um Reator Quími
o 133iii. A matriz l :
l = −

[

0 0 0 1
]

U−1
a p∗C(A)

l =
[

−43, 847 28, 568 −23, 986 46, 205
](e) A solução global é L = u0 l.

L =





−43, 847 28, 568 −23, 986 46, 205

−131, 54 85, 705 −71, 958 138, 61



2. Cal
ulando a matriz J = −LT .
J =















43, 847 131, 54

−28, 568 −85, 705

23, 986 71, 958

−46, 205 −138, 61













3. As matrizes J , T = In, G = A − J C, H = B, M = In e N = 0 satisfazem asrelações fundamentais dos observadores.
G =















−42, 467 −131, 75 −37, 132 38, 171

27, 987 81, 415 28, 568 −27, 893

−22, 919 −67, 75 −30, 64 29, 879

46, 253 142, 89 47, 548 −48, 309














ujos autovalores estão em −10, 
omo desejado.4. O estimador pro
urado é:
O

{

ż(t) = G z(t) + H u(t) + J y(t)

w(t) = z(t)

5.2.4 Projeto do Estimador de Estado RobustoEsse sistema tem propriedades numéri
as que 
ausam di�
uldades e no iní
o deste
apítulo foi mostrado 
omo se tratar os problemas que o
orrem durante o projeto.
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açãoDessa forma, esse mesmo ra
io
ínio foi utilizado nas expressões de α1 e α2. O pro-jeto do observador de estado robusto para plantas instáveis 
onforme foi mostrado no
apítulo 4, envolve α1 e α2 que são de�nidas da seguinte maneira:
α1 =

2 δ1 ‖r‖ ‖P‖ ‖z1‖ + δ2
2 zT

2 z2

2 rT r
P−1 r

α2 = 0onde δ1 > ‖∆1‖2, δ2 > ‖∆2‖2 e P > 0 é a solução da seguinte equação algébri
a deRi

ati:
(A11 − J)T P + P (A11 − J) + P (A12 A12

T + δ2
1 I) P + (1 + ξ2) I = 0 (5.8)onde J é es
olhido tal que A11 − J é estável e es
olhe-se apropriadamente um valorpara ξ tal que a solução possa ser en
ontrada. Conforme já foi mostrado a equação 5.8não está na forma padrão aonde os termos quadráti
o e 
onstante são ambos positivos.Dessa forma, deve-se apli
ar o 
orolário 3.1 a �m de garantir que exista uma úni
asolução para a equação algébri
a de Ri

ati.

• O sistema
G(s) =





A11 − J
√

2 I
√

δ2
1 + ξ2 + 1 I 0



é observável e 
ontrolável.
• ℜe λ (A11 − J) < 0.
• ‖G(s)‖∞ ≤ 1 para ∀ω.As duas primeiras 
ondições serão válidas, se a matriz J es
olhida tornar osistema estável, observável e 
ontrolável, após a perturbação. A ter
eira 
ondiçãopode ser satisfeita utilizando o método determinado na subseção 3.4.3. Projetando dea
ordo 
om o desenvolvimento forne
ido no 
apítulo 4.
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o 1351. A matriz T que transforma a matriz C para [

I 0
].

T =















1 0 1 −1

0 1 0 0

−0, 5774 0 0, 7887 0, 2113

0, 5774 0 0, 2113 0, 7887













onde A22 é estável. As matrizes transformadas são:
Ā = T A T−1 =















−0, 4013 −0, 2734 −1, 9057 2, 9447

−0, 4188 −4, 29 0, 4783 0, 1967

−5, 422 4, 3411 −5, 4236 4, 0627

2, 7604 4, 1392 1, 3919 −1, 5531















;

B̄ = T B =















0 −3, 146

5, 679 0

1, 136 −2, 4812

1, 136 −0, 66483















; C̄ = C T−1 =





1 0 0 0

0 1 0 0



 ;

2. Fazendo δ1 > ‖∆1‖2 e δ2 > ‖∆2‖2.
δ1 = 0, 01 · ‖∆1‖2 = 0, 0432

δ2 = 0, 01 · ‖∆2‖2 = 0, 07083. Resolvendo a seguinte equação algébri
a de Ri

ati.
(A11 − J)T P + P (A11 − J) + P (A12 A12

T + δ2
1 I) P + (1 + ξ2) I = 0

P =





0, 0691 0, 1618

0, 1618 1, 4119





onde J =





6, 3478 −32, 395

0 0



 é tal que (A11 − J) é estável e ξ = 0, 1.
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ação4. O observador de estado robusto.


















































ż1 = A11 z1 + A12 z2 + B1 u + α1 + J(y − w)

ż2 = A21 z1 + A22 z2 + B2 u

w = z1

α1 =
2 δ1 ‖r‖ ‖P‖ ‖z1‖ + δ2

2 zT
2 z2

2 rT r
P−1 r

r = y − w

5.2.5 SimulaçõesAs 
ondições ini
iais da planta e do observador foram 
onsideradas nulas. Nas simu-lações dos observadores de estado redundante, identidade e robusto foram utilizadosos diagramas de blo
os da planta 
ombinado 
om 
ada observador, 
onforme mostramas �guras 5.1, 5.2 e 5.3, respe
tivamente. O sistema tem 
omo entrada o sinal u(t)
omo mostra a �gura 5.4.

t

x

wred

ered

Q* u

Q

N* u

N

M* u

M

J* u

J

1
s

1
s

H* u

H

G* u

G

F* u

F

Entrada

Clock

C* u

C

B* u

B

A* u

A

Figura 5.1: Diagrama de blo
os da simulação do estimador redundante 
om realimen-tação
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t

x

eiden

widen

J* u

J

1
s

1
s

H* u

H 

G* u

G

F* u

F

Entrada

Clock

C* u

C

B* u

B

A* u

A +deltaA

Figura 5.2: Diagrama de blo
os da simulação do observador identidade 
om realimen-tação

t

x

erob

wrob

J* u

J

1
s

1
s

1
s

F* u

F

Entrada

Clock

C* u

C

B2* u

B2

B1* u

B1    

B* u

B

z1

r

z2

alpha1

Alpha1

A* u

A

A22* u

     A22

A21* u

     A21

A12* u

     A12

A11* u

     A11    

Figura 5.3: Diagrama de blo
os da simulação do estimador robusto 
om realimentação
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

si
na

l d
e 

en
tr

ad
a:

 u
 (

t)

Figura 5.4: Grá�
o do sinal de entrada u(t)Foram simuladas duas situações: o sistema sem perturbação (δ = 0) e 
omperturbação (δ = 0, 01) máxima que não instabiliza o sistema realimentado. Nosgrá�
os da �gura 5.5 são mostrados os estados do sistema em 
ondições ideais, isto é,o sistema sendo realimentado pelos estados x para as diferentes perturbações.
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os dos estados do sistema sem perturbação e 
om perturbação



5.2. Exemplo de um Reator Quími
o 139Os estados observados pelos observadores redundantes de ordem 
ompleta e deordem mínima e do observador identidade não serão mostrados sozinhos, uma vez queo erro é muito pequeno e não é visualmente nítida a mínima diferença entre eles. Na�gura 5.6 são mostrados os erros dos observadores redundantes de ordem 
ompleta eordem mínima e do identidade, quando δ = 0.
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Figura 5.6: Grá�
os do erro de estado dos observadores redundantes (de ordem 
om-pleta e mínimo) e do identidade para um sistema sem perturbação
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açãoOs erros de estado do observador robusto são mostrados sozinhos na �gura 5.7,pois são de ordem de grandeza maior que os outros. Note que os grá�
os em linhatra
ejada denotam o 
omportamento para δ = 0, 01 e 
onseqüentemente os em linha
heia denotam o 
omportamento para δ = 0.
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os do erro de estado do observador robusto para um sistema semperturbação e 
om perturbação

Na �gura 5.8 são mostrados os erro de estado dos observadores redundantes deordem 
ompleta e mínimo e do identidade para um sistema 
om δ = 0, 01. Finalmentena �gura 5.9 são mostrados os grá�
os dos estados x da planta e dos estados observados
w para estes observadores 
om δ = 0, 01.
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Figura 5.8: Grá�
os do erro de estado dos observadores redundantes (de ordem 
om-pleta e mínimo) e do identidade para um sistema 
om perturbação
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Figura 5.9: Grá�
os do estado da planta e dos observadores redundantes (de ordem
ompleta e mínimo) e identidade para um sistema 
om perturbação
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açãoNeste exemplo de um sistema instável podemos mostrar que os observadores re-dundantes geram estimativas muito boas para os estados mensuráveis, uma vez queos erro de estado são da ordem de 10−14, quando δ = 0, o qual podemos 
onsiderar deordem numéri
a. O tradi
ional observador de Luenberger ou identidade também gerauma boa estimativa, porém 
om um erro desprezível superior. Note que a segundavariável de estado, quando observada pelos observadores redundantes geram um es-timativa perfeita, já o observador identidade tem uma boa estimativa porém não éperfeita.Quando na presença de uma pequena perturbação, os observadores redundantese o identidade não têm erros tendendo a zero, 
omo se esperava, já que não foramprojetados para isso, mas estes erros são limitados e a
eitáveis. É de se notar asuperioridade do observador redundante.O observador robusto não apresentou um bom desempenho em nenhuma dasduas situações. Note que ele 
omeça 
om um bom desempenho, porém 
om o tempoele vai instabilizando o sistema e perde-se qualquer 
han
e de mensurar os estados.É importante ressaltar que no estudo feito pelos autores sobre este observador ro-busto [28℄ e [11℄, não houve qualquer referên
ia a singularidade dos termos α1 e α2.Neste nosso estudo utilizamos um ra
io
ínio análogo ao feito pelos autores e des
ritono iní
io deste 
apítulo, mas infelizmente não obtivemos um resultado satisfatório.
5.3 Exemplo de uma Fornalha 
om Disparo à GásNesta seção são propostas as estimações de estado de a
ordo 
om os projetos apresen-tados nos 
apítulos 3 e 4, através da simulação de um sistema simples de uma fornalha
om disparo à gás quando o observador fun
iona 
omo um monitor de estados. Essesistema tem propriedades numéri
as que 
ausam di�
uldades e no iní
o deste 
apítulo



5.3. Exemplo de uma Fornalha 
om Disparo à Gás 143foram fo
ados esses problemas que surgem durante os projetos.
5.3.1 Des
rição do ModeloO modelo a ser 
onsiderado será do disparo de gás de uma fornalha, o qual tem duasentradas e duas saídas. As entradas são o sinal de posição da válvula de 
ombustível eo sinal do �trim� de oxigênio. As saídas são a temperatura da fornalha e a por
entagemde es
apamento de oxigênio. Os detalhes desta planta podem ser obtidos em [7℄. Omodelo é estável, observável e 
ontrolável. A des
rição do sistema em espaço de estadoé a seguinte:

[

ẋ

y

]

=





A B

C 0





[

x

u

] (5.9)onde
A =















−0, 0186 −0, 0065 0, 0190 0, 0129

0, 0026 −0, 1354 0, 0310 0, 0040

−0, 0972 0, 0695 −0, 1273 0, 0530

−0, 0193 −0, 0155 −0, 1121 −0, 4934















; B =















0 0

0 0

0 −0, 0960

0, 4969 0, 0453















;

C =





0, 6707 −0, 1085 −0, 0286 0, 0086

−02750 −0, 1933 −0, 2175 0, 0060



 ;
om os seguintes autovalores: λ(A) = { −0, 4752; −0, 1791; −0, 0352; −0, 0852}.
5.3.2 Projeto do Observador de Estado RedundanteNesta seção será 
onsiderado o projeto do observador de estado redundante propostono 
apítulo 3. Serão feitos dois projetos, para um observador de ordem 
ompleta eoutro de ordem mínima, utilizando os algoritmos desenvolvidos.



144 Capítulo 5. Exemplos de Apli
açãoProjeto do Observador de Ordem Completa1. A
hando P que transforma a matriz C para [

I2 0
].

P =





















0, 6707 −0, 1085 −0, 0286 0, 0086

−0, 2750 −0, 1933 −0, 2175 0, 0060

−0, 0814 −0, 6915 0, 7177 0, 0110

−0, 0077 0, 0288 0, 0116 0, 9995



















As matrizes transformadas são:
Ā = P A P−1 =





















−0, 0305 −0, 0386 0, 0038 0, 0029

0, 0077 −0, 0739 0, 0002 −0, 0184

−0, 1384 −0, 0308 −0, 1764 0, 0321

0, 0570 0, 2474 −0, 0719 −0, 4940





















;

B̄ = P B =





















0, 0043 0, 0031

0, 0030 0, 0212

0, 0054 −0, 0684

0, 4966 0, 0442





















; C̄ = C P−1 =





1 0 0 0

0 1 0 0





2. Es
olhendo o valor de λ < 0 e 
riar a matriz G = λ I4 = −p I4, onde p > 0.
λ = −1; → p = 1;

G =













−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1











3. Criando a matriz Θ = Ā + λ I4.
Θ =





















0, 9695 −0, 0386 0, 0038 0, 0029

0, 0077 0, 9261 0, 0002 −0, 0184

−0, 1384 −0, 0308 0, 8236 0, 0321

0, 0570 0, 2474 −0, 0719 0, 5060























5.3. Exemplo de uma Fornalha 
om Disparo à Gás 1454. Parti
ionando Θ ∈ R4×4 em: Θ1 ∈ R4×2 e Θ2 ∈ R4×2,
Θ =

[

Θ1 Θ2

]

Θ1 =





















0, 9695 −0, 0386

0, 0077 0, 9261

−0, 1384 −0, 0308

0, 0570 0, 2474





















; Θ2 =





















0, 0038 0, 0029

0, 0002 −0, 0184

0, 8236 0, 0321

−0, 0719 0, 5060





















;

5. En
ontrando a matriz T ∋ T Θ2 = 0, a partir de:
T = X KTonde: K ∈ R4×2 é �xa e X ∈ R4×2 é um parâmetro livre, para o qual seráes
olhido um parti
ular valor neste exemplo,

X =





















−0, 0045 0, 0059

−0, 0008 −0, 0363

−0, 9949 0, 1010

0, 1011 0, 9942





















; K =





















−0, 9967 0, 0811

0, 0808 0, 9961

0, 0053 0, 0025

0, 0083 0, 0357





















;

T =





















0, 0050 0, 0055 0 0, 0002

−0, 0022 −0, 0363 −0, 0001 −0, 0013

0, 9998 0, 0203 −0, 0051 −0, 0047

−0, 0202 0, 9985 0, 0030 0, 0363





















;

6. En
ontrando as matrizes J e H .
J = T Θ1 =





















0, 0049 0, 0050

−0, 0024 −0, 0338

0, 9699 −0, 0209

−0, 0102 0, 9344





















;
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ação
H = T B̄ =





















0, 0001 0, 0001

−0, 0008 −0, 0008

0, 0020 0, 0037

0, 0209 0, 0225





















;

7. Parti
ionando a matriz T ∈ R4×4 en
ontrada em: T1 ∈ R4×2 e T2 ∈ R4×2.
T =

[

T1 T2

]

T1 =





















0, 0050 0, 0055

−0, 0022 −0, 0363

0, 9998 0, 0203

−0, 0202 0, 9985





















; T2 =





















0 0, 0002

−0, 0001 −0, 0013

−0, 0051 −0, 0047

0, 0030 0, 0363





















;

8. En
ontrando uma parti
ular matriz M ∋ M T2 =









0

I2









.
M =















0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −213, 8081 −27, 6311

0 0 17, 5778 29, 8066















;

9. En
ontrando uma parti
ular matriz N ∋ N =









I2

0









− M T1.
N =















1 0

0 1

213, 1976 31, 9219

−16, 9717 −30, 1170















;



5.3. Exemplo de uma Fornalha 
om Disparo à Gás 147Projeto do Observador de Ordem MínimaSerá utilizada a mesma transformação mostrada no observador de ordem 
ompleta,portanto as matrizes P , Ā e B̄ são as mesmas.1. Es
olhendo o valor de λ < 0 e 
riar a matriz G = λ I2 = −p I2, onde p > 0.
λ = −1; → p = 1;

G =

[

−1 0

0 −1

]

2. Criando a matriz Θ = Ā + λ I4.
Θ =





















0, 9695 −0, 0386 0, 0038 0, 0029

0, 0077 0, 9261 0, 0002 −0, 0184

−0, 1384 −0, 0308 0, 8236 0, 0321

0, 0570 0, 2474 −0, 0719 0, 5060



















3. Parti
ionando Θ ∈ R4×4 em: Θ1 ∈ R4×2 e Θ2 ∈ R4×2,
Θ =

[

Θ1 Θ2

]

Θ1 =





















0, 9695 −0, 0386

0, 0077 0, 9261

−0, 1384 −0, 0308

0, 0570 0, 2474





















; Θ2 =





















0, 0038 0, 0029

0, 0002 −0, 0184

0, 8236 0, 0321

−0, 0719 0, 5060





















;

4. En
ontrando a matriz T ∋ T Θ2 = 0, a partir de:
T = X KTonde: K ∈ R4×2 é �xa e X ∈ R2×2 é um parâmetro livre, para o qual será
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açãoes
olhido um parti
ular valor neste exemplo,
X =





−0, 0046 0, 0059

−0, 0008 −0, 0364



 ; K =















−0, 9967 0, 0811

0, 0808 0, 9961

0, 0053 0, 0025

0, 0083 0, 0357















;

T =





0, 0050 0, 0055 −0, 00001 0, 0002

−0, 0022 −0, 0363 −0, 0001 −0, 0013



 ;5. En
ontrando as matrizes J e H ,
J = T Θ1 =





0, 0049 0, 005

−0, 0024 −0, 0338



 ;

H = T B̄ =





0, 0001 0, 0001

−0, 0008 −0, 0008



 ;6. Parti
ionando a matriz T ∈ R2×4 en
ontrada em: T1 ∈ R2×2 e T2 ∈ R2×2,
T =

[

T1 T2

]

T1 =





0, 0050 0, 0055

−0, 0022 −0, 0363



 ; T2 =





−0, 00001 0, 0002

−0, 0001 −0, 0013



 ;

7. En
ontrando uma parti
ular matriz M ∋ M T2 =









0

I2









.
M =















0 0

0 0

−45114 −5993

3241, 7 −336, 57















;



5.3. Exemplo de uma Fornalha 
om Disparo à Gás 1498. En
ontrando uma parti
ular matriz N ∋ N =









I2

0









− M T1.
N =















1 0

0 1

213, 2 31, 922

−16, 972 −30, 1175















;

5.3.3 Projeto do Observador Identidade1. En
ontrar a matriz L ∈ R4×2 tal que os autovalores da matriz AT +CT L estejamem C−. Utilizando o algoritmo utilizado para alo
ação de pólos, temos:(a) Ver�
ando se A é 
í
li
a.
λ(A) = { −0, 4752; −0, 1791; −0, 0352; −0, 0852}(b) Como A é 
í
li
a, es
olhe-se u0 ∈ R

m ao a
aso.
u0 =





1

2



(
) Fazendo CT u0 = c.
c = CT u0 =















0, 1207

−0, 4951

−0, 4636

0, 0206













(d) Como A e c são 
ontroláveis, en
ontramos a solução l da seguinte forma:
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açãoi. Cal
ulando a matriz Ua e sua inversa.
Ua =

[

c AT c AT 2
c AT 3

c
]

=















0, 1207 −0, 0076 0, 0007 −0, 0002

−0, 4951 0, 0531 −0, 0066 0, 001

−0, 4636 0, 014 0, 0052 −0, 0025

0, 0206 0, 0472 −0, 0255 0, 0121













ii. Cal
ulando p∗C(A).
p∗C(A) = (A + I)4 =















0, 9171 −0, 0151 0, 0539 0, 0268

−0, 007 0, 5681 0, 0794 0, 0111

−0, 312 0, 1814 0, 5606 0, 07

0, 0065 −0, 0475 −0, 1586 0, 0509













iii. A matriz l é:
l = −

[

0 0 0 1
]

U−1
a p∗C(A)

l =
[

−11251 −435, 64 −2485, 9 −650, 34
](e) A solução global é L = u0 l.

L =





−11251 −435, 64 −2485, 9 −650, 34

−22502 −871, 28 −4971, 9 −1300, 7



2. Cal
ulando a matriz J = −LT .
J =















11251 22502

435, 64 871, 28

2485, 9 4971, 9

650, 34 1300, 7













3. As matrizes J , T = In, G = A − J C, H = B, M = In e N = 0 satisfazem asrelações fundamentais dos observadores.
G =















−1358 5570, 4 5216 −231, 76

−52, 579 215, 55 201, 99 −8, 9702

−300, 15 1230, 9 1152, 4 −51, 157

−78, 515 321, 97 301, 38 −13, 89

















5.3. Exemplo de uma Fornalha 
om Disparo à Gás 1514. O estimador é:
O

{

ż(t) = A z(t) + B u(t) + J y(t)

w(t) = z(t)5.3.4 Projeto do Estimador de Estado RobustoO projeto do observador de estado robusto 
onforme foi mostrado no 
apítulo 4, envolve
α que é de�nida da seguinte maneira:

α =
δ2 zT z

2 rT r
P−1 CT ronde δ > ‖∆A‖2 e P > 0 é a solução da seguinte equação algébri
a de Ri

ati:

(A0 − J C)T P + P (A0 − J C) + P (2 I) P + (δ2 + ξ2) I = 0 (5.10)onde es
olhe-se apropriadamente um valor para ξ tal que a solução possa ser en
on-trada. Conforme já foi mostrado a equação (5.10) não está na forma padrão aonde ostermos quadráti
os e 
onstante são ambos positivos. Dessa forma, deve-se apli
ar o
orolário 3.1 a �m de garantir que exista uma úni
a solução para a equação algébri
ade Ri

ati.
• O sistema G(s) =

[

AT
0 − CT JT

[

δ I ξ I
]

√
2 I 0

] deve ser observável e 
ontrolável.
• ℜe λ(AT

0 − CT JT ) < 0.
• Existe ξ tal que ‖G(s)‖∞ ≤ 1.As duas primeiras 
ondições serão válidas, se o sistema for estável, observávele 
ontrolável, após a es
olha da perturbação. A ter
eira 
ondição pode ser satisfeitautilizando o método da realimentação de estado determinado na subseção 3.4.4.1. Fixando os valores de δ > ‖∆A‖2, γ = 1√

2
e ξ = 0, 1.

δ = 0, 06 · ‖∆A‖2 = 0, 0304
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ação2. Resolvendo a seguinte equação algébri
a de Ri

ati para X.
A0 X + X A0

T − 2 X CT C X + (δ2 + ξ2) X2 + 2 In = 0

X =















1, 4146 0, 3531 −0, 4828 0, 0634

0, 3531 5, 4453 −2, 5196 0, 5280

−0, 4828 −2, 5196 5, 5143 −0, 7175

0, 0634 0, 5280 −0, 7175 2, 2448













3. Fazendo J = X CT e resolvendo a seguinte equação algébri
a de Ri

ati para P .
(A0 − J C)T P + P (A0 − J C) + P (2 I) P + (δ2 + ξ2) I = 0

J = X CT =















0, 9248 −0, 3519

−0, 2774 −0, 5985

−0, 2143 −0, 5839

0, 0251 0, 0500















P =















0, 0107 0, 0040 −0, 0066 −0, 0007

0, 0040 0, 0336 −0, 0167 −0, 0012

−0, 0066 −0, 0167 0, 0409 0, 0015

−0, 0007 −0, 0012 0, 0015 0, 0143













4. O observador de estado robusto:






































ż = A0 z + B u + J (y − w) + α

w = C z + D u

r = y − w

α =
δ2 zT z

2 rT r
P−1 CT r

5.3.5 SimulaçõesAs 
ondições ini
iais da planta e do observador foram 
onsideradas nulas. O sistematem 
omo entrada o sinal u(t) 
omo mostra a �gura 5.10. Nas simulações dos obser-vadores de estado robusto, redundante e identidade foram utilizados os diagramas de



5.3. Exemplo de uma Fornalha 
om Disparo à Gás 153blo
os da planta 
ombinado 
om 
ada observador, 
onforme mostram as �guras 5.11,5.12 e 5.13, respe
tivamente.
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Figura 5.10: Grá�
o do sinal de entrada u(t)
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Figura 5.11: Diagrama de blo
os da simulação do estimador de estado redundante
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Figura 5.12: Diagrama de blo
os da simulação do estimador identidade
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Figura 5.13: Diagrama de blo
os da simulação do estimador de estado robusto



5.3. Exemplo de uma Fornalha 
om Disparo à Gás 155Foram simuladas duas situações: o sistema sem perturbação (δ = 0) e 
omperturbação (δ = 0, 06) máxima que não instabiliza o sistema. Nos grá�
os da �gura5.14 são mostrados os estados reais x da planta em 
ondições ideais, isto é, 
aso elesfossem mensuráveis, para as diferentes perturbações. Os estados observados pelosobservadores não serão mostrados sozinhos, uma vez que o erro é muito pequeno e nãoé visualmente nítida a mínima diferença entre eles.
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Figura 5.14: Grá�
os dos estados do sistema sem perturbação e 
om perturbação
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açãoNa �gura 5.15 são mostrados os erros dos observadores redundantes de ordem
ompleta e ordem mínima, quando δ = 0. Em seguida a �gura 5.16 mostra estesmesmos erros junto 
om o erro do observador identidade e a �gura 5.17 mostra agoraestes erros juntos 
om o erro do observador robusto. Finalmente, os grá�
os da �gura5.18 mostram os erros de estado 
om δ = 0, 06, dos observadores de estado redundantesde ordem 
ompleta e mínimo, do identidade e do robusto.
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Figura 5.15: Grá�
os do erro de estado dos observadores redundantes (de ordem 
om-pleta e mínimo) para um sistema sem perturbação
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Figura 5.16: Grá�
os do erro de estado dos observadores redundante e identidade paraum sistema sem perturbação
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Figura 5.17: Grá�
os do erro de estado dos observadores redundante e robusto paraum sistema sem perturbação
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Figura 5.18: Grá�
os do erro de estado dos observadores redundantes (de ordem 
om-pleta e mínimo), identidade e robusto para um sistema 
om perturbação
Neste exemplo de um sistema estável quando os observadores fun
ionam 
omomonitores de estado, foi mostrado que os observadores redundantes geram estimativasmuito boas para os estados mensuráveis, uma vez que os erro de estado são da ordem de

10−15, quando δ = 0. O tradi
ional observador de Luenberger ou identidade tambémgera uma boa estimativa, 
om um erro superior da ordem de 10−7. Tanto a ordem doerro do observador redundante quanto a ordem do erro do identidade são 
onsideradasnuméri
as. O observador robusto apresentou, nesta situação, o melhor desempenho,ou seja, um erro de estado nulo.Quando na presença de uma perturbação a
eitável, 6%, o desempenho de todosos observadores foi ruim. O observador robusto apresentou o melhor desempenho
omparativo, o que era esperado uma vez que o mesmo foi projetado 
om tal �nalidade.



5.4. Con
lusões 1595.4 Con
lusõesNeste 
apítulo foram implementados os observadores de estado redundantes de ordem
ompleta e mínimo de a
ordo 
om os algoritmos desenvolvidos no 
apítulo 3. Osobservadores identidade ou de Luenberger e o robusto também foram implementadospara uma análise 
omparativa entre os desempenhos.Pode-se veri�
ar através das implementações que o observador redundante pro-posto tem um desempenho altamente satisfatório 
aso o sistema não esteja sujeito aperturbações, 
om um desempenho melhor que o observador identidade nos exemplosvistos. Quando o sistema está submetido a perturbações em seu modelo, o desempenhonão foi o ideal já que o erro não pode ser desprezível. Entretanto, seu desempenhonão foi muito pior do que o do observador robusto, que por projeto deveria ter um
omportamento bem melhor do que o apresentado.
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Capítulo 6Con
lusões e Trabalhos Futuros
A implementação de uma lei de 
ontrole ne
essita de uma realimentação do estado daplanta, entretanto a imensurabilidade de alguns 
omponentes do vetor de estado eraum empe
ilho. Com isso foram desenvolvidas diversas té
ni
as para, através de umsistema dinâmi
o anexado à planta, obter-se um estado 
onstruído, mensurável e quepode ser um substituto para o estado imensurável da planta.A partir do teorema fundamental dos observadores pode-se projetar um sistemadinâmi
o 
apaz de gerar um substituto para o estado ina
essível através das 
hamadasRelações Fundamentais dos Observadores. O projeto dos observadores passa então aser um problema matemáti
o no qual en
ontra-se o sistema O des
rito pelas matrizes:
< G, J, H, M, N >.Uma maneira simples e direta de se resolver essas relações é o 
onhe
ido obser-vador identidade. Através de manipulações no diagrama de blo
os, mostrou-se que osobservadores identidade e o observador tradi
ional de Luenberger são equivalentes. Ouso de formas 
an�ni
as simpli�
a o projeto e um observador pode ser projetado dessaforma, porém o método analisado nesta tese serve somente para sistemas 
om umaúni
a entrada.O projeto dos observadores através das Relações Fundamentais dos Observadoresnos dá muita liberdade na es
olha dos parâmetros. É possível, por exemplo, es
olher os161



162 Capítulo 6. Con
lusões e Trabalhos Futurosautovalores de G, que determinam a velo
idade de 
onvergên
ia do observador. Comotoda es
olha, esta também deve ser feita 
om 
autela para evitar ganhos elevados,bem 
omo saturação de 
omponentes, pi
os indesejáveis nos transitórios, ampliação deruídos et
. A estimativa perfeita de algumas variáveis levou à 
riação dos observadoresde ordem mínima e estes podem em 
ertas o
asiões reduzir os efeitos desses ganhoselevados.A mensurabilidade dos estados através dos observadores possibilita a introduçãode uma lei de 
ontrole. Mesmo 
om a introdução de novos elementos dinâmi
os nosistema é possível analisar os 
omportamentos desses sistemas de modo independente,já que existe uma separação entre os 
omportamentos: planta + 
ontrole e observação.No mundo real existem imperfeições que impedem que o desempenho real seja
omo o teóri
o, então é ne
essário que seja veri�
ada a 
apa
idade de o sistema 
on-tinuar a estimar na presença de pequenas diferenças, ou seja a robustez do sistema.Vimos um projeto alternativo de observador a partir do tradi
ional de Luenber-ger, que é robusto na presença de perturbações no modelo. Este projeto ne
essita dasolução de equações algébri
as de Ri

ati quando a equação não está em sua formapadrão. O que pode ser solu
ionado satisfazendo-se a inequação asso
iada.Os observadores podem fun
ionar numa malha estabilizadora, quando se podegarantir a 
ontinuação do fun
ionamento nominal mesmo na presença de perturbações.Porém, é ne
essário determinar 
om exatidão a amplitude máxima das perturbaçõesadmissíveis em 
ada situação.Outra 
ondição de fun
ionamento é 
omo monitores de estado. Nesta 
ondiçãoeles são muito sensíveis e têm seus 
omponentes afetados sempre, o que algumas vezesé tolerável, já em outras inviabiliza qualquer tentativa de implementação.O objetivo desta tese é 
ontribuir para o estudo da robustez de estimadores.Um observador, baseado em uma manipulação das Relações Fundamentais dos Ob-



163servadores e tendo 
omo 
ara
terísti
a a forma diagonal e �xa da matriz de ganho G,foi proposto. Tal pro
edimento levou a toda uma família de observadores, obtidos emfunção de um parâmetro matri
ial de variação livre.Um observador mínimo pode ser obtido por meio de uma es
olha espe
ial doparâmetro livre do observador 
ompleto. Foi visto que o projeto dos observadoresredundantes é simples e direto, quer para o 
aso de ordem 
ompleta quer para o
aso mínimo e, importante, o fato de o sistema ter uma ou mais variáveis de saída éirrelevante.A 
ara
terísti
a da matriz diagonal ter 
omo elementos os autovalores do ob-servador e o fato de 
ontinuarem a estimar mesmo quando partes de sua estruturasão desprezadas justi�
a o nome �redundante� para ele. A existên
ia de redundân
iano projeto aumenta a robustez, isto sugere que ele se 
omporte bem na presença deperturbações.Nas implementações analisadas, nas situações em que o sistema esteve sujeitoa perturbações, o observador redundante proposto teve um desempenho altamentesatisfatório, sendo in
lusive melhor que o tradi
ional observador de Luenberger. Já napresença de perturbações, o desempenho não foi ideal já que o erro não tendia a zero,porém seu desempenho não foi muito pior do que o do observador robusto, que porprojeto deveria ter um 
omportamento bem melhor que o apresentado.Os observadores redundantes têm a desvantagem de ter pólos reais e iguais,devido à forma da matriz G. A
redita-se que isto não seja um in
onveniente tãogrande, que 
omprometa a sua apli
ação, pois as vantagens de simpli
idade e fa
ilidadede apli
ação 
ompensam.No que se refere à apli
ação deste estudo em trabalhos futuros, note que se-ria ne
essário um maior detalhamento matemáti
o para a quanti�
ação do erro dosobservadores redundantes. Pode-se pensar, também, em adi
ionar uma malha de reali-



164 Capítulo 6. Con
lusões e Trabalhos Futurosmentação no observador, isto é através de um termo extra na dinâmi
a do observador.Isto seguiria a mesma idéia do observador robusto, a �m de veri�
ar se este termoaumenta a robustez dos observadores redundantes.
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