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Capitulo 1

Introducao

As técnicas de projeto de sistemas de controle via métodos de espaco de estados,
especialmente para o caso multivariavel, tém grande aplicabilidade pratica. Dentre
as metodologias basicas estao a alocacao de polos, a realimentacao de estados e a

observacao de estados, empregadas em um sem niimero de possiveis aplicagoes.

Estas ferramentas permitem, por exemplo, projetar sistemas tendo os polos de
malha fechada desejados (ou equagoes caracteristicas desejadas) ou, ainda, sistemas de
controle 6timos em relacao a indices de desempenho pré determinados. Entretanto, tais
projetos requerem descricao matematica precisa da dinamica do sistema. Do ponto de
vista computacional, estes métodos sao adequados e liberam os esfocos do projetista,

para aspectos analiticos do problema.

A estimacao de estados, necessaria para que se possa realimenté-los, é feita
através dos observadores. Dentre os aspectos que merecem um estudo maior nos
projetos estd a robustez destes observadores. Este nao é um assunto novo, pois no
final da década de 70, Doyle e Stein [6] publicaram um estudo sobre a robustez dos
observadores. Historicamente podemos relembrar a descoberta da realimentacao de
estados, na década de 50. Um pouco depois, em 1960, o filtro de Kalman [18|, em
1961, o filtro de Kalman e Bucy [19] e em 1964, o projeto de observadores de Lu-

enberger [23| para sistemas lineares. As propriedades teoricas do filtro de Kalman e
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dos observadores de Luenberger foram bem explicadas em 1970, por Jazwinski [15],
em 1984, por Chen [4] e em 1986, por Friedland [9]. Note que esta nao é uma lista

exaustiva e sim um breve relato historico.

Atualmente muitas pesquisas tém sido feitas neste campo de robustez de obser-
vadores, aplicada nas mais diversas areas. Podemos citar o estudo da robustez em
sistemas com incertezas parametrizadas e com incertezas desestruturadas aplicadas
nas matrizes do sistema. Nesta situcao a robustez é alcancada através de uma lei de
controle robusta que prové uma estabilidade relativa através da atenuacao de distur-
bios pelo método H,, e pela otimizacao Hs [31]. Outro estudo nesta érea que também
utiliza o método H,, em conjunto com a parametrizagao de Youla para o observador
a fim de assegurar a robustez do sistema na presenca de distirbios e de ruidos pode
ser vista em [12]. Um estudo interessante, uma vez que também utiliza as relagoes
fundamentais dos observadores, é feito por Lin et al [22]. Neste estudo o observador
é projetado utilizando-se as relagoes para sistemas variantes no tempo, com atraso
e com parametros incertos. Existem intiimeros estudos nessa area, podemos ainda

referenciar [13|, [14], [20],[30] e [32].

O objetivo desta tese é contribuir para o estudo da robustez de estimadores. Um
tipo de observador, baseado em uma manipulacao — ao que tudo indica nova — das
Relac¢oes Fundamentais dos Observadores é proposto. Algumas caracteristicas destes
estimadores justificam o nome “redundantes” para eles. O fato de haver redundancia
em um dado projeto sugere que ele se comporte bem na presenca de perturbagoes, o

que sera verificado.

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma: no capitulo 2 sao recor-
dados conceitos basicos da teoria de controle via métodos de espaco de estados, quando
sao recordados os conceitos de realimentacao de estados e a teoria dos observadores.

Sao feitos ainda alguns comentarios sobre a velocidade de convergéncia dos obser-



vadores, observadores minimos, a separacao de estados apo6s a introducao de uma lei
de controle e uma breve anélise da robustez dos observadores. No capitulo 3 sao apre-
sentados os observadores redundantes como a sua motivacao e metodologia de projeto
através da resolucao as Relacoes Fundamentais dos Observadores. Toda a formalizacao
do procedimento, bem como a determinacao da matriz 7" e os algoritmos sao apresen-
tados. Em seguida o capitulo 4 também serd um capitulo com algumas recordacoes
sobre alguns métodos de projetos de observadores. Os projetos a serem apresentados
sao dos observadores: identidade, o tradicional de Luenberger, o observador de ordem
completa via forma candnica do observador e o observador robusto. Os conceitos de
observabilidade e detetabilidade, as formas candnicas e a alocagao de autovalores sao
conceitos basicos também mostrados neste capitulo. No final deste capitulo é apre-
sentado o projeto e um algoritmo para observadores redundantes minimos. A seguir
no capitulo 5 sao feitos exemplos de implementacao dos projetos dos observadores
redundantes. E afim de compararmos os desempenhos sao também projetados os ob-
servadores identidade e robusto. Neste capitulo sao analisados os desempenhos dos
observadores redundantes inclusive na presenca de perturbagoes. Finalmente no capi-

tulo 6 sao apresentadas as conclusoes e motivacoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Métodos de Espaco de Estado

Neste capitulo serao recordados alguns conceitos necesséarios ao estudo dos projetos de

sistemas de controle pelos métodos de espaco de estados.

Na teoria convencional consideram-se importantes somente os sinais de entrada,
saida e erro, e através das funcoes de transferéncia e de uma variedade de técnicas

graficas sao feitas a anéalise e o projeto dos controladores.

A teoria de controle via métodos de espaco de estados permite o projeto de
controladores 6timos, escolher as equagoes caracteristicas, ou seja, os polos de malha

fechada e incluir condigoes iniciais no projeto.

Este capitulo estd estruturado da seguinte forma: na secao 1 apresenta-se a
motivacao para um projeto de realimentacao de estados. Na secao 2 sao apresentadas
as técnicas de recuperacao de estados para um projeto via realimentacao de estados,
que podem ser por derivacao de saidas e entradas ou por reconstrucao do modelo.
Na secao 3 apresentam-se as técnicas de substituicao de estados, que sao uma outra
maneira para solucionar os problemas do projeto via realimentacao de estados. Na
secao 4 apresenta-se a teoria dos observadores, necessaria para poder transformar o
problema de realimentar um estado inacessivel em um problema de realimentar saidas
e entradas mensurdveis. Seguem-se comentarios sobre a velocidade de convergéncia

dos observadores, pois deve-se ter cautela ao determiné-la para nao gerar problemas
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associados a ganhos elevados. Depois serao apresentados os observadores de ordem
minima, uma vez que eles permitem estimativas perfeitas para algumas das variaveis
de estado. Tendo feito isso, apresenta-se a separacao de estados, que nos permite saber
o comportamento do sistema apos a introdugao de uma lei de controle. E finalmente,
se analisara a robustez dos observadores, para que possam ser aplicados em situacoes
mais realistas, ja que o mundo fisico é imperfeito e os parametros normalmente variam.
Na secao 5 sao apresentadas as conclusoes.

As idéias apresentadas neste capitulo sao muito conhecidas e podem ser facil-
mente encontradas na literatura de sistemas de controle. Maiores detalhes sobre os
conceitos aqui revistos podem ser encontrados em [2], [3], [5], [8], [10], [16], [21], [24],

[26], [29], [34].

2.1 O Estado de um Sistema

Com a descoberta, na década de 50, de que a solucao para alguns problemas de controle
otimo seria aplicar na entrada do sistema uma combinacao linear das varidveis de
estado, passou-se a prestar mais atencao nessa ferramenta. Talvez este tenha sido um
primeiro indicio da importancia de se realimentar os estados.

O reconhecimento da realimentacao de estados como uma ferramenta extrema-
mente poderosa se deveu as descobertas de que se consegue fazer com a realimentagao
de estados tudo o que se faz com a realimentacao das saidas, mas o inverso nao é
possivel; e ainda com a existéncia de uma conexao entre a controlabilidade e a alo-
cacao arbitraria dos autovalores. Dessa forma, recomenda-se o uso de realimentacao
de estados em situacoes onde se deseja mudar as caracteristicas de um sistema, ou
seja, em situagoes em que se necessite fazer o controle de um sistema.

Entretanto, na pratica somente a saida y é mensuravel, sendo o estado da planta
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Figura 2.1: Diagrama de blocos de uma realimentacao de estado

x, na maioria das vezes inacessivel e nao se pode, portanto, utilizi-lo na realimenta-
¢ao. A inacessibilidade do estado da planta pode se dever ao fator econémico, uma
vez que, dependendo do sistema, fica muito caro instalar-se sensores que forneceriam
todas as variaveis de estado. Em outras situacoes a presenca desses sensores poderia
alterar significativamente a planta e, ainda, pode ser impossivel fisicamente instalar-se
algum sensor a fim de se obter o estado do sistema.

A imensurabilidade do estado global de um sistema é uma realidade, e torna-se
uma restricao a ser considerada nas técnicas de compensacao por meio da realimen-
tacao de estado. Isto motiva a busca de métodos para contornar este obstaculo, a
fim de que se possa utilizar a realimentacao de estado e usufruir de seus beneficios.
Ao longo do tempo algumas solugoes basicas foram encontradas para este problema,

e pode-se agrupéa-las em trés categorias, quais sejam:

e Técnicas de Recuperagao do Estado

Recupera-se e utiliza-se o estado inacessivel.

e Técnicas de Substituicao do Estado
Constroi-se um estado “equivalente” que pode ser usado como substituto do es-

tado inacessivel.

e Técnicas de Transformagao do Problema

Transforma-se o problema de realimentacao de estado em um problema de rea-
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limentacao de saida.

Dentre as técnicas acima mencionadas, somente as duas primeiras serao vistas
aqui, uma vez que as técnicas de transformacao do problema, também conhecidas

como compensadores dinamicos de Pearson, estao em desuso.
Para o presente estudo as seguintes definicoes sao necessarias:

DEFINICAO 2.1: matriz de observabilidade

C
CA

C A

DEFINIGAO 2.2: espectro de uma matriz [A(.)]

Denota o conjunto de todos os autovalores da matriz (.)

DEFINIGAO 2.3: semiplano esquerdo aberto [C]
Regiao estavel do plano complexo, C.
Apresentadas as defini¢oes de 2.1 a 2.3, vamos agora ao estudo propriamente dito

dos projetos pelos métodos de espaco de estado.

2.2 Técnicas de Recuperacao de Estado

Esta técnica consiste em resgatar, recuperar o estado inacessivel, e para isso existem

duas maneiras bésicas, que sao:

1. Derivacao de saidas e entradas.

2. Reconstrucao do modelo.

2.2.1 Derivacao de Saidas e Entradas

Antes de explicar o método da derivacao, um exemplo simples ilustrara a sua aplicacao.
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u Yy

A s a
P x dt dt
T
—
L T . d
dt dt

Figura 2.2: Diagrama de blocos do método de derivacao de saidas e entradas

EXEMPLO 2.1:  Dado o sistema:

010 0
zt=Azxz+Bu=10 0 1|lxz+ |0]u
1 2 3 1

y=Cux= [1 0 O] x
Sendo a saida mensurdvel e derivando a mesma, temos:

y:C:c:[l 0 O}x:xl
y=Ci=CAzx+CBu=[010]z=u

j=CA(Ax+Bu)+CBu=1[00 1]z=ux3

Percebe-se que, pelo menos neste exemplo, a saida de um sistema dinamico e
suas derivadas podem trazer informacoes suficientes para a reconstituicao do estado
do sistema. De maneira geral, supondo que a saida, suas derivadas, a entrada e
suas derivadas se encontram disponiveis para medicao, pode-se recuperar o estado. O
processo de recuperacao de estados por meio de derivacao de saidas e entradas esté
representado na figura 2.2.

Seja agora o caso geral,
t=Ax+ Bu
y=Cux (2.2)

l‘(to) = X
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Este método comeca derivando-se sucessivamente a saida mensuravel y, o que

nos permite escrever a seguinte equagao:

y c 0 0 0

J CA CB 0| 0 ;

= . et |cap|lut|eplat | WP (23)
y=b C A1 : : CB

Se a saida, suas derivadas, a entrada e suas derivadas forem mensuréveis, pode-se
resolver a equacao (2.3) e entdo recuperar o estado x.

No caso de um sistema completamente observavel, a matriz de observabilidade
terd posto completo, ou seja, todas as suas colunas serao linearmente independentes,

portanto serd possivel encontrar uma matriz V' tal que

C
CA

| =1 (2.4)
CAn—l

Sendo assim, pode-se reescrever a equagao (2.3) em fungao de z a partir da

equagao (2.4), obtendo-se:

y 0 0 0
y CB 0| 0 )
r=V : -V CAB u—V C B Uw— - =V : u("_) (25)
y(nfl) . : C B

Pode-se observar que as variaveis de estado podem ser expressas como combi-
nacoes lineares das varidveis de saida e suas derivadas e das varidveis de entrada e
suas derivadas. E, ainda, que este método estd relacionado com a observabilidade do
sistema, ou seja, o par < C, A >.

Porém vale ressaltar que, na pratica a aplicacao deste método é inviavel, ja que
a aplicagao dos derivadores em sistemas reais geram graves problemas de ampliacao
de ruidos.

Conclui-se que o interesse deste método é puramente teorico.
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U Y
P

T

Figura 2.3: Diagrama de blocos do método de reconstrucao de estado
2.2.2 Reconstrucao do Modelo

O presente método parte do principio que, mesmo o estado z do sistema sendo ina-
cessivel, é sempre possivel construir em laboratorio e/ou simular em um computador
um sistema dinamico com equacoes idénticas as da planta. Portanto, se o modelo da
planta for excitado por uma entrada u e estiver sujeito as mesmas condicoes iniciais,
entao o seu estado z serd idéntico ao estado inacessivel x. Este estado z tem, ainda,
uma vantagem: ele estd disponivel, uma vez que o modelo foi construido pelo pro-
jetista. Na figura 2.3 pode-se ver a representacao do diagrama de blocos do método
de reconstrucao de estado.

Da mesma forma que no método anterior, no caso geral teremos um planta P,

descrita pelas seguintes equacoes dinamicas tradicionais

z=Azxz+ Bu
P y=Cx
ZL‘(to):l‘o

Neste método, o fato de o estado x nao ser mensuravel nao importa, mas as
matrizes do sistema A, B e (', a entrada do sistema u e a condicao inicial ¢y devem
ser conhecidas. De posse dessas grandezas pode-se realizar fisicamente um sistema M,

com entrada u e estado z, expresso como
{ t2=Az+Bu

2.6
Z(to) = 20 ( )



12 Capitulo 2. Métodos de Espaco de Estado

Quando fazemos zy = xy no sistema M obtemos z(t) = z(t), V. E como o
estado z é mensurével, soluciona-se o problema.

Na pratica, para que z(t) = x(t) Vt seja verdade, precisa-se de uma identifica¢ao
perfeita, ou seja, deve-se conhecer exatamente as matrizes A, B e xq. Além disso o
modelo deve ser implementado com componentes de alta precisao e acurados e, ainda,
suas condigoOes iniciais devem ser exatamente iguais as da planta. Dessa forma, o
modelo terd um desempenho igual ao da planta e o estado z serd uma reconstituicao
segura do estado z. A seguir tem-se uma demonstracao para justificar essas afirmacoes.

Suponha que as matrizes utilizadas no modelo M sejam A e B. Obtem-se entéo,

{ZzAz—i-Bu 2.7

Z(to) = 20

DEFINIGAO 2.4: erro de estado ou de operacao [e(t)]

e(t) = z(t) — 2(t) (2.8)

A partir das equagoes (2.7) e (2.8) obtemos uma expressao para o erro de estado:

e=1—2
— Az + Bu— Az — Bu (2.9)
= Az — Az+ (B- B

Caso a identificacao seja perfeita e o modelo implementado com componentes de

alta precisao e acurados, teremos A = A e B = B, portanto
e = Ae (2.10)

E ainda, se a identificacao da condic¢ao inicial da planta zy e o ajuste de zy forem

extremamente precisos, tem-se e(tg) = 0 o que leva a

e(t) =0 Vt (2.11)
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Deseja-se a equagao (2.11) como resultado, porém ao se obter e(ty) # 0, a solugao
da equagao (2.10) informa que o méximo que se pode obter é tlirgoe(t) =0, e para isto
acontecer é necessario que os autovalores de A estejam no semiplano esquerdo aberto
do plano complexo, ou seja, a planta deve ser estavel.

Na pratica, existem erros na identificacao da planta, uma vez que os métodos
disponiveis de identificacao sao imperfeitos, e também na implementacao do mode-
lo, pois mesmo que houvesse uma identificacao perfeita seria impossivel construir um
modelo com parametros idénticos. Dessa forma nao se tera a garantia de um compor-
tamento adequado do erro de estado e, e portanto o estado do modelo z nao sera a
reconstrucao do estado da planta zx.

Conclui-se que a reconstucao de modelo é uma técnica inviavel para a recuperacao

do estado, tendo apenas interesse teorico.

2.3 Técnicas de Substituicao de Estado

Esta técnica emprega a filosofia béasica da realimentacao a fim de solucionar os pro-
blemas encontrados no método da recuperacao de estados descrito anteriormente. Na
figura (2.4) pode-se observar um diagrama de blocos da técnica de substitui¢ao de
estados.

Comecemos supondo que a identificacao da planta é exata, entao temos as ma-
trizes: A, B e C'. Em seguida coloca-se uma matriz de ganho L na malha de realimen-
tacao, para que a velocidade de convergéncia do sinal possa ser alterada. Sendo assim,

o sistema M, com entrada u, saida 7 e estado z, passa agora a ser expresso como
i=Az+Bu+ L(y—79)
j=Cz (2.12)
z(to) = 2o

Manipulando-se as seguintes equacoes:
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U Yy

Figura 2.4: Diagrama de blocos da técnica de substituicao de estado

t=Ax+ Bu
y=Cu
2=Az+L(y—y)+Bu

pode-se reescrever a equacao dindmica do modelo, da seguinte forma:
2=(A-LC)z+Bu+Ly (2.13)
A partir da definicao do erro de estado, feita anteriormente, temos

e=T— 2
é=Arxr+Bu—(A—-LC)z—Bu—Ly
ée=Axz—(A-LC)z—-LCx

e=(A—LC)e (2.14)

Donde se conclui que, se os autovalores de (A — L C') puderem ser colocados no

semiplano esquerdo aberto do plano complexo, entao tlim e(t) =0 V ey Em outras
—00

palavras, o estado do modelo z tendera assintoticamente para o estado da planta z

independentemente de as condicoes iniciais do modelo e da planta serem diferentes.

No caso de as condigoes iniciais serem iguais, e(t) = 0 V ¢, teremos x(t) = z(t) V t.
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Figura 2.5: Diagrama de blocos da conexao de um observador numa planta

Enfim, tem-se um método que pode funcionar, desde que os autovalores de (A — L C)

sejam convenientemente escolhidos.

TEOREMA 2.1 Os autovalores da matriz (A — L C') podem ser livremente designados

através de escolha da matriz L se e somente se o par < C; A > for observavel.

DEMONSTRAGAO:  Este é um resultado muito conhecido. O

Este teorema classico da teoria de sistemas lineares trata exatamente da situacao
em questao. Portanto, se uma planta for observavel pode-se construir um modelo cujo

estado poderé substituir o estado imensuravel.

2.4 Teoria dos Observadores

Os Estimadores Assintoticos de Estado ou Observadores Assintéticos ou apenas Ob-
servadores, foram introduzidos na literatura por Luenberger [23].

O observador é um sistema dinamico capaz de reproduzir, substituir os estados
nao mensuraveis de uma planta P através do conhecimento de suas entradas e saidas.
Na figura (2.5) temos o diagrama de blocos da conexao de um observador a uma planta.

O projeto de um observador, basicamente, é criar um sistema dinamico cujas
entradas sao: a entrada da planta u e a saida da planta y. Este sistema tera uma saida

w que substituird o estado imensuravel z, ou seja, w deve tender assintoticamente para
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x ao longo do tempo.

w(t) — z(t) quando t — o0
ou entao
tllrglo[w(t) —z(t)] =0 (2.15)

Uma vez que a planta seja linear e invariante no tempo, deseja-se que o seu estado
seja observado por estimadores também lineares e invariantes no tempo. A situacao

agora pode ser resumida da seguinte forma:

Problema de Estimacao de Estado

Seja uma planta P, descrita pelas matrizes A, B e C' e com condi¢ao
inicial 5. Encontre um sistema dinamico acionado pela entrada e pela
saida da planta, com condicao inicial z; e cuja saida w tende assintoti-
camente para o estado imensuravel z de P, independente das condicoes

iniciais e das entradas, ou seja,

lim[w(t) —x(t)] =0 Vo, Vz, Vu (2.16)

t—o0

O sistema dinamico referido acima é o Observador e sera utilizado o simbolo O
para indica-lo.
Lembrando que a planta e o observador sao lineares e invariantes no tempo, as
seguintes equagoes dinamicas descrevem os sistemas:
(@(t) = Ax(t) + Bu(t)
P < yt)=Cux(t)
( z(to) = o
((2(t) = G 2(t) + Hu(t) + Jy(t)
O < w(t)=M=z(t) + Ny(t)

( 2(to) = 20
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<
=

Figura 2.6: Diagrama de blocos da construgao de um estimador assintotico de estados

Seja a dimensao da planta n, entdo z(t) pertence ao espago de estados X = R™.
Da mesma forma, u(t) € U com U = R™ e y(t) € Y com Y = R". Portanto, as
matrizes sio A € R™", B € R e C € R"™". Suponha que o observador tem
dimensao o, isto é, o seu estado z(t) € Z com Z = R°, como a saida w(t) deve ter
a mesma dimensao de z(t), temos w(t) € W = X = R". As matrizes sdo G € R°*°,
H e R JeR> MeR"™ e N e R"™. A figura 2.6 mostra o diagrama de

blocos para a implementacao de um observador a partir de suas equagoes dinamicas.

Pode-se pensar em relacionar a saida w(t) do observador com a entrada da planta
u(t), através de um termo do tipo Nu(t) inserido na equacao de w(t). Posteriormente,
algumas analises mostrarao que tal acoplamento direto é desnecessario, uma vez que

a estrutura descrita acima se mostrara capaz de resolver o problema.

Pode-se agora enunciar novamente o problema de estimagao de estados. Para

isso precisamos da seguinte definicao:

DEFINIGAO 2.5: erro de estimagao [(t)]

e(t) = w(t) — x(t) (2.17)



18 Capitulo 2. Métodos de Espaco de Estado

Projeto de Estimacgao de Estado

Seja uma planta P, descrita pelas matrizes A, B e C e pela condicao
inicial xg. Projetar um sistema dinamico O, caracterizado pelas ma-
trizes < G, H,J, M, N >, de forma que (t) tenda assintoticamente para
zero, independente das condicoes iniciais da planta, do observador e da

entrada.

TEOREMA 2.2 TEOREMA FUNDAMENTAL DOS OBSERVADORES [10], [8]
O sistema dinamico O =< G, H, J, M, N > é um observador assintético para a

planta P =< A, B,C > se e somente se existir uma matriz 7" € R°*", com o < n, tal

que:
TA-GT = JC (2.18)
TB = H (2.19)
MT+NC = I, (2.20)
MG) ¢ C™ (2.21)
DEMONSTRACAO:

A CONDIGAO E NECESSARIA: Suponha que O =< G, H, J, M, N > estima o estado
da planta, ou seja, tli)rgog(t) = 0. A partir da equacdo (2.17), temos
e(t) = w(t) — x(t)
=M=z(t)+ NCx(t) — z(t) (2.22)

=Mz(t)+(NC—1I)z(t)
logo,
Mz(t)=(I—-NC)x(t) +e(t) (2.23)
E importante observar que estamos considerando o < n e que a matriz M € R"*°

pode ser escolhida com posto completo, donde p(M) = o. Isto garante a existéncia de



2.4. Teoria dos Observadores

19

uma matriz M € R2*" tal que M M = I,. Pré multiplicando a equagao (2.23) por

M™ obtém-se a seguite expressao para z(t):

2t) =Mt (I —-NCO)x(t) + M* e(t)

Chamando,

MY(I-NC)=T

obtém-se:

2(t) = T x(t) + e(t)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Esta expressao mostra claramente que o estado z é uma transformacao linear do

estado x acrescido de um erro de estado e. Ao derivar a equagao (2.27) e utilizar as

equacoes béasicas de O, resulta

2(t) = Ta(t)+é(t)
= TAzx(t)+TBu(t) + ét)

= Gz(t)+ Hu(t)+ Jy(t)

(2.28)
(2.29)

(2.30)

Substituindo y(t) = Cz(t) na equagao (2.30) e igualando a equagio (2.29) e

depois substituindo a (2.27), tem-se:

TAz(t)+TBu(t)+é(t) =Gz(t) + Hu(t)+ J Ca(t)
TAx(t)+é(t) =G[Tz(t)+e(t))+(H—-TB)u(t)+ JCx(t)

(GT+JC—TA) x(t)+ (H—TB)u(t) — [¢(t) — Ge(t) =0

(2.31)

A equagao (2.31) deve ser nula independentemente das fungoes z(t), u(t) e e(t)
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envolvidas, portanto é necessario que

GT+JC—-TA=0 (2.32)
H-TB=0 (2.33)
é(t) — Ge(t) =0 (2.34)

As equagbes (2.32) e (2.33) equivalem, respectivamente, as equagoes (2.18) e

(2.19). Ja a equagao (2.34) se transforma em
é(t) = Ge(t) (2.35)

Mas tlim e(t) =0, poise(t) = M T e(t) ee(t) — 0, ja que por hipotese a estimagao
—00

funciona. Como estas expressoes devem ser vélidas para quaisquer condicoes iniciais,

o erro de operacao e(t) tem um comportamento estével, ou seja,
ANG) e C (2.36)

esta equagao (2.36) é idéntica a equacao (2.21).
A fim de estabelecer a validade da equacao (2.20), relembra-se que () — 0, o

que leva a tlim [w(t) — z(t)] = 0, que pode ser transformado da seguinte maneira:

—00

lim [M z(t) + Ny(t) —z(t)] =0

t—o00

thi?o {M[Tz(t)+et) + NCx(t) —z(t)} =0

lim {[M T+ NC—Ia(t) + Me(t)} =0

lim [MT+NC—[]x(t)+tlim Me(t) =0

t—o00

Mas lime(t) = 0, e como a expressdo deve ser valida para qualquer x(t), temos

t—o00

MT+NC=1 (2.37)

e esta equagao (2.37) é exatamente a equacao (2.20). Portanto, conclui-se a demons-

tracao da necessidade do problema.
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A CONDICAO E SUFICIENTE: Sejam as matrizes G, H, J, M e N escolhidas de modo
a satisfazer as equagoes (2.18), (2.19), (2.20) e (2.21). Com elas pode-se construir um

sistema dinamico O descrito por,
2t) =G z(t)+ Hu(t) + Jy(t)
w(t) = M z(t) + Ny(t)
Analisando-se o sinal w(t) — x(t) e utilizando a equagao (2.20) temos
w(t) —x(t) = M z(t) + Ny(t) — z(t)
=Mz(t) +(NC—1I)x(t)
(2.38)

=M z(t) — M T xz(t)

= M [2(t) — T x(t)]
Chamando 2(t) — T 2(t) = e(t) e derivando esta equacio, obtém-se
e = :—Tit)
= Gz(t)+ Hu(t)+ Jy(t) — T[Az(t) + Bu(t)]
= GTaz(t)+e(t)+Hu(t)+JCx(t) —T Ax(t) — T Bu(t)

= (GT+JC-TA)z(t)+ (H—-TB)u(t)+ Ge(t) (2.39)
entrando com as equagoes (2.18) e (2.19) temos
é=Ge(t)

Usando agora (2.21) conclui-se que o erro de operagao e(t) tem um comporta-
mento estavel. Portanto, como o sinal z(t) — T z(t) tende a origem, o sinal w(t) é
uma estimativa assintotica de x(t). Dessa forma, mostrou-se que o sistema O funciona

como um Estimador Assintdtico de Estados. O

A partir deste teorema, o problema pratico de projetar um sistema dinamico
capaz de gerar um substituto para o estado inacessivel de uma dada planta se trans-

formou no seguinte problema matemético:
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Dadas as matrizes reais A, B, C' e D encontrar, se possivel, as matrizes reais: T,
G, H, J, M e N, tais que as expressoes (2.18), (2.19), (2.20) e (2.21), chamadas de
Relacoes Fundamentais dos Observadores, se verifiquem.

Tendo em maos uma solucao para as relacoes, o projeto se encerraria com a
efetiva implementacao do estimador. Para isto constroi-se um sistema dinamico de

acordo com o diagrama de blocos da figura 2.6.

Diante de um problema matemaético, a postura se resume em duas etapas:

1. Saber se existe solucao;

2. Em caso afirmativo, encontrar uma delas, ou mais de uma, ou entao delimitar a
familia de todas as possiveis solucoes.
As proximas secoes tratarao com mais detalhes destes aspectos mateméaticos de

existéncia de solugoes e de uma busca ordenada delas. Antes disso, com o intuito de

facilitar a visualizacao da teoria desenvolvida, a seguir sera desenvolvido um exemplo

ilustrativo.

EXEMPLO 2.2:  Seja a planta P modelada por:
0 1 1
A= {_2 _2] : B = l—?l’ C=1[1 0]
Um maneira para se resolver as relacoes fundamentais do observador, equacgoes
(2.18) a (2.21) € fizar uma das matrizes procuradas e verificar se € possivel encontrar

as demais. Como a matriz G fornece a dindmica do observador, as vezes € vantajoso

fizxd-la inicialmente. Entao, escolhendo G de maneira a satisfazer a equagao (2.21),

o[ 4]

Resolvendo agora a equagao (2.18), tomando T e J totalmente literais, fica

tin tio 0 1) (=1 0 [tu | _|5i 1 0]
o1 ta2| |—2 —2 0 —1| [far t2 J2

temos
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Desenvolvendo, obtém-se:

tin — 2t tin —ti2 _ Ji 0
to1 — 2t to1 — tao J2 0

A expressao acima fornece as sequintes restricoes:

t1o =111 J1 =111 —2ti2 = —tnn
log = to1 Jo = tog — 2199 = —ty

Substituindo as matrizes T, J e resolvendo a equagao (2.19):

t11 T —t11 =21t
T= ; J = ; H=TB-=
|:t21 t21} |:_t21:| {—2 t21:|

Resolvendo agora a equagao (2.20) para M e N totalmente literais temos

MT=I,-NC = B (1)] - {Zj [1 0]

—MNo 1

Como as colunas de T sao idénticas, as de MT também devem ser, logo:
1—n;1=0 1
e vl

O produto de M pela seqgunda coluna de T" deve ser igual a sequnda coluna de

mip M2 t11 _ 0
Mar  Ma2 to1 1

Esta equacao admite muitas solugoes. Supondo, por eremplo, t11 = tyy = 1

I-NC:

encontrariamos as restricoes my1 + mis = 0 € moy + Moy = 1, acarretando

M= [mn —ma1 ]

may 1 —mg

A solucao encontrada para as relacoes fundamentais dos observadores seria cons-

tituida pelas matrizes:
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e o observador seria implementado de acordo com o diagrama de blocos da figura 2.6.

2.4.1 Determinando a Velocidade de Convergéncia

De acordo com o teorema 2.1, o erro de operacao e(t) para um observador projetado

para uma planta P satisfaz as seguintes equagoes:

e(t) = etCe (2.40)
dessa forma, o estado do observador é dado por
2(t) = Ta(t) + e % (20 — T xp) (2.41)

Fazendo zg = T 2y, obtém-se a seguinte dependéncia linear exata entre os estados
do observador e da planta:

2(t) =T x(t) Vit (2.42)

e o erro de operagao serd identicamente nulo: e(t) = 0 V¢. Da mesma forma, o erro

de estimagcao sera nulo, €(t) = 0, ou seja, a estimagao sera perfeita:
w(t) =z(t) Vit (2.43)

Esses resultados nao ocorrem na pratica, pois é impossivel ajustar a condicao
inicial do observador com tamanha exatidao. Porém com uma escolha adequada do
espectro de G pode-se ter e(t) — 0 quando t — oo, ou seja, z(t) — T x(t) quando
t — 00, ou ainda, w(t) — z(t). Quanto mais a esquerda os autovalores de G estiverem,
uma vez que eles se localizam em C™, mais rapidas serdao as convergéncias. A matriz

G deve satisfazer a equacao (2.18) das relagoes fundamentais do observador, e se apos



2.4. Teoria dos Observadores 25

essa restricao ser atendida, ainda for possivel escolher arbitrariamente os autovalores
de G, entao a convergéncia do observador serd arbitrariamente designada.
A seguir, um exemplo que permitira visualizar como o desempenho da estimacgao

depende da dindmica da matriz G.

EXEMPLO 2.3:  Utilizando a mesma planta do exemplo 2.2:

0= {_g _;} o(t) + {_;} u(t)
y(t)=[1 0] x(¢)

O observador projetado tinha as sequintes equagoes:

[ e[ w0 (2]

O Kl U RS I P70

mop 1 —mag

Este observador tem o seu desempenho caracterizado por autovalores em —1.
Aplicando um degraw unitdrio na entrada, u(t) = 1(t), escolhendo condigoes iniciais
xo € 2o nulas e my; = mo; = 1, verifica-se por simula¢ao (ou por alguns cdlculos
simples) que o observador tem um funcionamento perfeito: w(t) — z(t) =0 Vt.

Quando T xo # 2y, observa-se o cardter assintdtico da estimagao. Para isso, seja
entio zo = [—-1 —2]T exy = [2 1]T. Nas figuras 2.7(a) e 2.7(b) pode-se observar
o comportamento das varidveis de estado reais, x1 e xo e das estimadas w, e wy. As
varidveis estimadas tendem para as varidveis reais, como deveriam.

Refazendo os cilculos do exemplo anterior para G com autovalores em —5, en-

contram-se as sequintes equagoes dindmicas:

i = {‘8 _g] (1) + {:g} u(t) + {:m y(t)

O N ECRY I P70

mo; 1 —mog
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|
AN

Estados: x, e w,
®

Estados: x, e w,

(a) 1 € wp (b) T2 € W2

Figura 2.7: Variaveis de estado com os po6los em —1
Manteve-se a entrada, os valores escolhidos para as condicoes iniciais e os valores
de myy e mar. Em sequida, simulou-se novamente a fim de se fazer uma compara¢ao
entre os desempenhos resultantes obtidos nos diferentes projetos. Nas figuras 2.8(a)

e 2.8(b) pode-se observar que ao se colocar os autovalores de G mais a esquerda no

plano C~ a velocidade de convergéncia aumenta.

250 ¢
|

Il
2

-

Estados: x, e w,

05

(b) T2 € W2

(a) I € wp

Figura 2.8: Variaveis de estado com os po6los em —5

E importante ressaltar que deve-se ter cautela ao escolher os autovalores de G.
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Quando o espectro do observador pode ser livremente escolhido, a tendéncia natural
é a de colocar os autovalores o maximo possivel a esquerda, a fim de garantir uma
convergéncia mais rapida. Tal procedimento, entretanto, pode causar problemas asso-
ciados a ganhos elevados, tais como saturacao de componentes, picos indesejados nos

transitorios, amplificacao de ruidos etc.

2.4.2 Observadores de Ordem Minima

Para uma planta P =< A, B,C > cada conjunto O =< T,G,H,J,M,N > com
matrizes escolhidas convenientemente diz respeito a um observador distinto. Pode-se
pensar em qual seria a minima ordem possivel para os observadores de uma planta,
ou seja, qual o valor inteiro minimo para o que satisfaz as relacoes fundamentais do

observador.

COROLARIO 2.1 A ordem minima necessaria para um observador estimar o
estado de uma planta é n — r, onde r representa o nimero de variaveis de saida da

planta.

DEMONSTRAGAO: Pode-se reescrever a equagao (2.20) da seguinte forma

[M N lg]:]n (2.44)

A algebra matricial tem um resultado classico que nos diz que o posto de um

produto de matrizes é sempre menor ou igual ao posto dos fatores, ou seja,

donde se conclui que

pl M N1z p(l,) =n
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Mas a matriz [ M N ] tem o+ r colunas, entao
o+r>p|M N]>n (2.45)
oquelevaa: o>n—r O

Por definicao as r variaveis de saida sao combinacoes lineares das variaveis de
estado, portanto é natural supor que nao haja necessidade de estimar r variaveis de
estado, uma vez que podem ser obtidas diretamente atraves das medidas de y. Assim,
basta construir um observador para as n — r componentes de z que restam. A seguir,

um exemplo simples para ilustrar este corolario.

EXEMPLO 2.4:  Seja a mesma planta P dos exemplos 2.2 e 2.3 modelada por:
0 1 1
A_{4 4}, B_{%], C=[1 0]
No exemplo 2.2 um observador de ordem o =n = 2 foi projetado, agora através
das mesmas relacoes fundamentais do observador serd projetado um de ordem minima,

ou seja, o =n —r = 1. Da mesma forma que anteriormente, escolhe-se G = —1; a

partir de T e J literais a equagao (2.18) fica

[tn tlZ} {_g _;}—(—1)[7511 t12}:(j1)[1 0]

[t =2t tn—ti] =[5 0]
Esta expressao fornece as restrigoes: tio =ty € j1 = t11 — 2t19 = —t11. Logo,

T=[tn tu]; J = —ti1; H=TB=-2t;

Aplicando M e N literais na equagao (2.19), temos

MT:@-NC:{%?}—Hj[lo]

—T9 1
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Como as colunas de T sao idénticas, as de MT também devem ser, logo:
1—ny=0 B 1
e T
exatamente como no caso do exemplo 2.2. Resolvendo a equagao (2.19), fica:

] =[]
\

myyt1p =0
maoy t1; = 1

A partir das restrigoes fornecidas acima conclui-se que myy = 0 ou T seria nula;
ja a sequnda restricao admite vdrias solugoes. Suponha, entao, que t;; = 1, logo

mo1 = 1. Dessa forma, o observador tem as sequintes matrizes:

e seria implementado por:

Analisando as equagoes dindmicas do observador, observa-se que a componente
wy € idéntica a saida y, o que demonstra que de fato o estimador pode ter ordem
minima pois nao hd necessidade de estimar um sinal mensurdvel. A fim de comparar
os resultados obtidos neste exemplo com os do exemplo 2.3, serao simulados os obser-

vadores com dindmica em —1 e —5H.

Refazendo os cdalculos para o observador minimo com pdélos em —5, encontra-se
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as sequintes equacoes dindmicas:

2(t) = =5 z(t) — 6u(t) — 17y(t);

Da mesma forma que no exemplo 2.3, foi utilizada uma entrada em degrau
unitdrio e as mesmas condi¢oes iniciais. Nas figuras 2.9(a) e 2.9(b) pode-se nova-
mente perceber que o observador com autovalores em —1 € mais lento que o com

autovalores em —5. Note que as varidveis x1 e wy, nao sao mostradas jd que elas sao

mensuraveis.

><29‘W2

Estados:

- L L L L L
0 1 2 3 4 5 6
t

. L L L L L
0 1 2 3 4 5 6
t

(a) z2 e wy, com o0s pdlos em —1 (b) x2 e we, com os polos em —5

Figura 2.9: Variaveis de estado

2.4.3 Separacao de Estados

Normalmente os problemas de controle requerem uma realimentacao de estado, ou
seja, uma lei de controle do tipo v = F'x + v, onde x é o estado da planta. Na
pratica consegue-se implementar a lei © = F'w + v, onde w ¢é a saida mensuravel de
um observador. Idealmente, as condic¢oes iniciais seriam adequadas ( zg = T xg ),

w(t) = z(t) YVt e os resultados seriam exatamente iguais aos teoricos.
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&)
9

(a) (b)

Figura 2.10: Diagramas de blocos da realimentagao de estado: (a) situacao desejavel;
(b) situagao real

Deve-se, porém, levar em consideracao que as condigoes iniciais podem ser desfa-
voraveis, e neste caso w(t) apenas tendera assintoticamente para z(t). Assim, deve-se
estudar qual serd o efeito de se substituir o estado real pelo observado na lei de con-
trole. Novos elementos dindmicos serao introduzidos na malha de controle e até o
momento a teoria nao assegura que o comportamento dos sinais x e y sera semelhante
apos a introdugdo no sistema da lei de controle, somente garante que w(t) — z(t)
quando t — oo.

Na figura 2.10 podem ser observados dois diagramas de blocos que ilustram as
duas situacoes, a desejavel e a real que pode ser construida na pratica.

Seja a planta P e um observador qualquer O:

i { #(t) = Az(t) + Bu(t) o { A(t)

Gz(t) + Hu(t)+ Jy(t)
y(t) = Ca(t); (o) = zo w(t) z

M=(t) + Ny(t);  2(to) = 20

O sistema global constituido por P e O pode ser descrito pelas seguintes equagoes

dinamicas:
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A partir das equacoes do sistema global verifica-se que realimentar o estado

significa usar a lei:

u= Fw+wv
= F(Mz+NCuz)+wv

= FNCzx+FMz+vw (2.46)

Portanto, a equacao dinamica da malha fechada fica:

i1 [ A+BFNC  BFM . B o
s\ T lJe+rHFNCG GeHFEM | | 2| T H|Y (2.47)

A mudanca de base a seguir permitird uma melhor visualizacao das propriedades

da equacao acima.

szﬁz{% 2}@ pz{i} (2.48)

onde p é o estado expandido composto por x e por z. Portanto,

NI RS,

Desta forma, a equagao dinamica da malha fechada passaria a ser descrita por

. [ A+BFNC BFM ], . [B
P=Q lJC+HFNC G+HFM|9PTC ||

Aproveitando as propriedades estruturais da matriz () escolhida, o desenvolvi-

mento dos produtos acima, fica:
([#] [A+BF BFM] [« L[B
¢l 0 G e 0"

y=[C N{ﬁ} (2.49)

w:[IAﬂli]

Como foi dito anteriormente, as propriedades dinamicas do sistema expandido

\

planta + observador + lei de controle u = F'w + v sao realcadas com esta mudanca
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de base. E importante notar que o espectro da malha fechada ¢ a unidao do espectro

desejado com o espectro do observador, ou seja,
AMA) = AMA+ BF) U XG) (2.50)

A lei de controle que se deseja implementar, u = F'x + v, iria interagir com a
dindmica da planta fazendo com que o comportamento da malha fechada fosse descrito
pelos autovalores da matriz A + B F. A lei de controle que se consegue implementar
na pratica, u = F w—+v, é capaz de impor a malha fechada os autovalores de A+ B F/,
porém além destas caracteristicas dinamicas desejadas a dinamica do observador tam-
bém fara parte da malha fechada. A presenca dos autovalores de G na dinamica final
nao causa problemas no comportamento do sistema, uma vez que os observadores sao
sistemas projetados estaveis. Além disso, pode-se observar pelas equacoes dinamicas
(2.49) que existe uma “separagao” entre os comportamentos dos sistemas envolvidos.

As equagoes dinamicas (2.49) mostram que o sinal e = z — T'x é incontrolavel

por u, ou seja, a matriz de transferéncia relacionando y e v é:
Y(s)=C(sI—A—BF)'BV(s) (2.51)

Esta equacao poderia levar a concluir que o observador nao influencia a malha
fechada e que o efeito da lei de controle seria absolutamente igual quer pudéssemos
medir integralmente o estado quer usédssemos um estimador. A realidade nao ¢ bem
assim, o uso de observadores permite atingir efeitos globais desejados, mas distorce os
sinais envolvidos. Para conciliar esta ultima expressao com a realidade, lembremos que
a matriz de transferéncia acima descreve o comportamento da malha fechada quando
as condigoes iniciais sao nulas: xy = eg = 0. Mas isto apenas durante o transitorio,
ao longo do tempo esta acao diminui e a convergéncia assintotica as curvas ideais é

preservada.
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O exemplo 2.5 exemplifica as diferencas entre a montagem de uma lei de controle

ideal e uma implementacao através de um observador.

EXEMPLO 2.5:  Seja a planta P modelada por:

A:[_i _i]; BZ[_H; C=[10]; xo:{—ﬂ

Esta planta € instdvel, mas controldvel. FEscolhendo os autovalores da malha
fechada em —1 + 7 e colocando a malha aberta na forma canénica apropriada, facil-
mente se obtém a lei de controlew = F o =[1 2] que estabiliza a planta. As equagies

obtidas sao:

(

i=(A+BF)z(t) = {_g _;] z(1);

Pply=Cat)y=[1 0] z(t)

0[]

A sequir aplicou-se o método de projeto apresentado anteriormente para se obter

um observador de estado para a planta, com dindmica caracterizada por autovalores

em —1.

Este observador € lento, uma vez que seus autovalores sao iguais a parte real dos
autovalores que se deseja impor a planta. Um observador com a dindmica dada por

autovalores em —5 € mais rapido, como o observador a sequir:

[ 2] e 2] e [ 3]

w@):“ _é}z(t)—l—{_z]y(t) e 2 =0
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Em sequida foram feitas as simulacoes dos trés sistemas em malha fechada: em
condicoes ideais com o controle u = F x; em condicoes reais com o controle u = F w,
através de dois observadores com dindmicas diferentes. Nos grificos 2.11(a) e 2.11(b)

aparecem as varidveis de estados nessas trés situacoes.

-
&
T

Estados: x,, x, €X,
=A%
1)
T

Estados: x, x; ex;

@
T

(a) Variaveis de estado para: condigdes ideais (b) Variaveis de estado para: condigdes ideais
x1, observador com os p6los em —1, z1, e Z2, observador com os polos em —1, xa, €
observador com os p6los em —5, z1, observador com os p6los em —5, xa,

Figura 2.11: Desempenho do sistema realimentado em malha fechada

O desempenho do observador com autovalores em —5 € melhor que o observador
com autovalores em —1, jd que as varidveis se aprorimam mais rapidamente das curvas
ideats. Entretanto, mesmo com este desempenho melhor, na parte transitoria do grdafico
vé-se que a amplitude de pico pode ser inaceitdvel em certas aplicagoes priticas. Claro
que um ajuste nas condigoes iniciais do observador poderiam melhorar o desempenho,
mas para isso as condicoes iniciais da planta deveriam ser conhecidas o que nem
sempre € possivel. FExiste, também, a possibilidade de se alterar os autovalores do
observador através de técnicas de Controle Linear Quadrdtico. Qutra op¢ao sao os
observadores minimos, uma vez que eles permitem estimativas perfeitas para algumas

varidveis de estado, o que poderia ser suficiente para ao menos minimizar o problema

detectado.
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Para concluir este exemplo serao simulados os observadores minimos com auto-

valores em —1 e em —5, cujas equagoes estao a sequir:

2= —2(t) + 2u(t) + y(t);
Ot

As simulagoes podem ser observadas nas figuras 2.12(a) e 2.12(b).

Estados: x,, x]‘ ex,

[Eolt ot
NaliNalts

1
&

(a) Variaveis de estado para: condigdes ideais (b) Variaveis de estado para: condigdes ideais

1, observador minimo com os poélos em 9, observador minimo com os poélos em
—1, 1, e com os pblos em —5, x1,

—1, 29, € com o0s polos em —5, xo,

Figura 2.12: Desempenho do sistema realimentado em malha fechada

As amplitudes do transitorio foram realmente reduzidas, e o comportamento glo-

bal do sistema se tornou mais aceitdvel. Nota-se que a inclusao de um observador na

malha de controle afetou os sinais. Como o efeito ocorre somente no transitorio e

diminut ao longo do tempo, a convergéncia assintotica € preservada.

O objetivo deste exemplo 2.5 foi demonstrar a validade do uso de observadores

em leis de controle, e nao comparar tipos diferentes de projeto. Deve-se, entretanto,
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notar que 0s observadores minimos geram estimativas perfeitas para algumas varidvess

e sa0 opgoes interessantes.

2.4.4 Robustez

Imperfei¢oes praticas inevitaveis fazem com que seja impossivel construir um modelo
com os parametros idénticos aos de projeto. As causas das imperfeicoes podem ser
erros na identificacao da planta ji que os métodos disponiveis de identificacao sao
imperfeitos ou os componentes podem ter seus valores numéricos alterados por enve-
lhecimento, ou por efeito do calor ou da umidade, ou ainda por varios outros motivos
possiveis.

Na maioria das vezes as diferencas sao pequenas, mas mesmo assim é necessario
verificar se esse sistema imperfeito é capaz de continuar estimando, ou seja, como nao
se tem garantia de um comportamento adequado do erro, a saida w do observador
pode nao ser a reconstrucao do estado da planta z.

Dessa forma, seja a planta P descrita pelas matrizes nominais < Ag, By, Cy >
para a qual foi projetado um observador O caracterizado pelas matrizes de projeto
< Gy, Hy, Jy, My, Ny >, logo as relacoes fundamentais do observador fornecidas nas

equagoes (2.18) a (2.21) ficam:

TAy—GoT = JyCy (2.52)
TB, = H, (2.53)
MyT +NoCy = 1, (2.54)
AGp) c C” (2.55)

Definindo V{ como o valor de projeto, ou nominal, de uma dada grandeza, o
seu valor real ou efetivo V' sera diferente de Vj devido as imperfeicoes citadas acima.

Portanto, V' = V5 + 0V e a perturbacdao 6 V deve ter sempre as mesmas dimensoes
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de V4. Ja que o observador é construido com componentes reais, a seguir aplica-se a

definicao de perturbacao aos seus parametros:

= Go+4G
H = Hy+0H
J = Jo+0J

= My+dM

N = Ny+ 4N

Da mesma forma, a planta tem seus valores incertos,

A = Ay+9dA
B = By+B
C = Cy+dC

Quando se fala em utilizar componentes precisos na implementacao, ou que se
tem um modelo confidvel, isto significa que as perturbacoes 0 A, 0 B, 6C, 6 G, 6 H,
0J, M e d N sao “pequenas”. Porém dizer apenas que sao “pequenas’ é muito vago,
e para tornar esta linguagem mais precisa seré considerada a classe das perturbacoes.
Sendo € > 0 , o simbolo Qy (¢) denota a classe de perturbagoes cujos elementos

sao, em modulo, estritamente menores do que e:
Que)={6V : Vi,j |(6V)i] <€} (2.56)

Para melhor elucidar este conceito serd enunciado um conhecido resultado da
teoria matricial, baseado no fato de que os autovalores de uma matriz quadrada sao

funcoes continuas dos seus elementos.

TEOREMA 2.3 Sendo M, uma matriz quadrada real com A(M;) C C~ entdo existe

e > 0 tal que A\(My+ d M) C C~ para perturbagoes d M € Qy (e).
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Este resultado diz que se os elementos de uma matriz “estavel” forem submetidos
a perturbacoes que estejam dentro de certos limites, entao a matriz resultante per-
manecera “estavel”. O calculo do valor maximo de € que ainda preserva a propriedade
estd associado a determinacao do raio da hiperesfera de estabilidade.

A fim de verificar se um observador < Gy, Hy, Jo, My, Ny > projetado para a
planta < Ag, By, Cy >, cuja construcao terd valores reais < G, H,J,M,N > e a
planta real é descrita por < A, B, C' >, terd um desempenho ainda satisfatorio serao
analisadas a seguir as relagoes fundamentais do observador. Primeiramente se verifica

se mesmo com as perturbacoes as relacoes ainda sao satisfeitas.

T(Ag+0A)— (Go+0G)T = (Jo+6J)(Co+060) (2.57)

T(By+d6B) = (Hy+dH) (2.58)
(Mo +dM)T +(No+dN)(Co+6C) = I, (2.59)
MGo+6G) ¢ C (2.60)

O teorema 2.3 garante a validade da equacao (2.60) para perturbagoes adequadas
de § G. Para que as equagoes (2.57) a (2.59) continuem sendo satisfeitas é necessério

e suficiente que:

T (5A) — (5G) T=Jo (6C) + (6.J) Co + (8.J)(6C) (2.61)
T(5B)= 6H (2.62)

(SM)T + Ny (5C) + (5N) Cy + (SN)(5C) = 0 (2.63)

A partir das rela¢oes obtidas nas equagoes (2.61) a (2.63), conclui-se que as
relacoes fundamentais do observador permanecem vélidas desde que as perturbacoes
satisfacam um conjunto bem definido de restricoes. Sabe-se, entretanto, que na pratica
os parametros variam de maneira arbitraria, portanto pode-se estabelecer o fato a

seguir.
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FATO 2.1 As relagoes fundamentais do observador dadas pelas equagoes (2.52), (2.53)
e (2.54) deixam de ser satisfeitas para quase todas perturbagoes 0 G, 0 H, 6 J, § M e

0 N dos valores de projeto e d A, 6 B e 6 C dos valores nominais.

A fim de ilustrar a capacidade de um observador para estimar o estado de uma
dada planta na presenca de perturbacoes nos parametros, o exemplo a seguir tera o erro
de estimagao para t — oco como a medida do seu comportamento, ou seja, se £(t) — 0
a estimacao é valida, se £(¢) ndo se anula mas permanece limitado a estimagao pode

ou nao ser aceita, e se o erro cresce indefinidamente h& uma falha total na estimacao.

EXEMPLO 2.6: Seja a planta:

e [g ;] o(t) + [_é] u(t)

y(t)=[1 0] =(t)

-]

para a qual se projeta o estimador:
w(t) = Mo =(t) + Noy(t) (2.64)

Z(to) = 20

com valores nominais dados por:

a=[7% S m=[2] w=[0);
O I EE A TR el |

O observador tem dindmica caracterizada pelos autovalores em —1 e deve estimar
0s estados da planta para uma entrada igual ao degraw unitario u(t) = 1(t). Suponha
que o sistema efetivamente construido tem apenas o elemento j11 com seu valor al-

terado, porém por um wvalor desprezivel. Dessa forma, os parametros do observador
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8a.0:
-1 0 —6 —0,99 |
e T CR o o CR A el

R ]

As figuras 2.13(a) e 2.13(b) mostram o comportamento do erro de estimagao

e(t) = w(t) — z(t), obtido por simulagao.

\ 52
350 - 35

3 ‘\ . 301

\
25F ¥ B — 251

(a) Observador nominal (b) Observador perturbado

Figura 2.13: Comportamento do erro de estimagao

Observa-se que o erro do observador nominal tende para zero, ou seja, a esti-
macao € perfeita como o esperado, porém o erro do observador com valores perturbados
diverge e qualquer possibilidade de estimacao se perde. A sequir serd considerada a

planta dos exemplos anteriores:
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O observador projetado obedecia as mesmas equagioes mostradas em (2.64) com

0s sequintes valores nominais:

o= ) m=[3] w=[T)
m=[y o) m=[L] .= 5]

O observador também tem dindmica caracterizada pelos autovalores em —1 e
para uma entrada igual ao degraw unitdrio u(t) = 1(t) foi visto no exemplo 2.3 que as
varidveis wy e wo estimam as varidveis ri1 € To, ou Seja, o erro de estimacao tende
assintoticamente para zero. Suponha agora, que no sistema efetivamente construido
existem perturbacoes considerdveis, onde 0s valores nominais variam de 50% a 100%,
incluindo a perda de um componente, o jo1. Note que, os zeros da matriz G e o da M
foram mantidos, pois supoe-se que elementos nulos indicam a auséncia de um elemento

fisico cujo valor possa sofrer alterac¢ao. Portanto, os parametros do observador sao:

1,5 0 ] [ -u7] [-0,5]
S IR S B CR e il

1,1 — 1 —1
M= {025 %’8]? V= {—ﬁﬂ? 0= {_2]?

As figuras 2.14(a) e 2.14(b) mostram o comportamento do erro de estimagao
e(t) = w(t) — z(t), obtido por simulagao.

O comportamento deste observador perante as perturbacoes dos parimetros de
projeto pode ser considerado aceitavel: apesar de o erro deizar de tender a zero ele se
mantém limitado. E razodvel especular que, para este particular ezemplo, se fossem
perturbagoes mais suaves (da ordem de 10 % como é comum na prdtica), este erro

convergiria para valores proximos de zero e o observador com parametros perturbados

teria um desempenho bem prorimo do normal.
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- L L L L L - L L L L
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
t t

(a) Observador nominal (b) Observador perturbado

Figura 2.14: Comportamento do erro de estimacao

Na primeira parte deste exemplo, uma perturbacao minima em apenas um ele-
mento da implementacdo causou um comportamento inaceitdvel para um observador
real. Jd na sequnda parte, para perturbacoes exageradas os efeitos foram menores e

até mesmo aceitdveis.

Este exemplo permitiu visualizar a seguinte conclusao: mudangas nos valores
de projeto de um observador podem alterar a sua capacidade de estimar os estados.
Existem casos em que o erro de estimacao deixa de ser nulo, mas permanece limitado;
em outras situagoes, o observador com parametros perturbados perde completamente
a capaciade de estimar.

Para uma anéalise mais detalhada, seja a planta P modelada por < Ag, By, Cy >

cujos parametros se supoe fixos, e um observador com a seguinte implementacao real:

2(t) = (Go+6G) 2(t) + (Ho+ 6 H)u(t) + (Jo + 6 J) y(t)
O wt) = (My + 6 M) () + (Ny + 6 N) y(t)

Z(to) = 20

(2.65)

onde os valores nominais < Gy, Hy, Jy, My, Ny > satisfazem as relacoes fundamentais

do observador. Aproveitando os desenvolvimentos teoricos da secao 2.4, temos a ex-
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pressao (2.26) que pode ser reescrita como: €(t) = M7 e(t) que relaciona o erro de
estimacao €(t) ao erro de operagao, expressao (2.27): e(t) = z(t) — T z(t). Como, por
hipotese, as colunas de M sao linearmente independentes, £(t) tende a zero se e so-
mente se e(t) também tender a zero. Derivando-se a expressao de e(t) e substituindo-se

as equagoes (2.52) e (2.53) temos

e = z-Tz
= (Go+dG)z+ (Hoy+0H)u+ (Jo+dJ)y—T (Agz + Bou)

¢ = Goz+(0G) 2+ (0H)u+ (6J)Cox — Gy Tz
= Goe+(6G) 2+ (B H)u+(0J)Cox (2.66)

Como estamos supondo que § A = § B = § C' = 0, as equagoes (2.61) a (2.63)

ficam:

(6G)T +(6J)Co=0 (2.67)
§H =0 (2.68)
(6M)T + (§N)Co=0 (2.69)

Admitindo-se que as restri¢oes (2.67) a (2.69) sdo satisfeitas, entdo o erro de

operacao passa a ser descrito como

e(t) = Goe(t)+(8G)z(t) — (6G) T x(t)

t) = (Go+0G)e(t) (2.70)

J& que por projeto G é estavel o teorema 2.3 garante que Gp+d G também seré,
para perturbagoes 0 GG razoaveis. Entretanto, no mundo real nao se pode garantir nada
a respeito das perturbacoes e portanto deve-se considerar a expressao completa obtida

na equacao (2.66).
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Portanto, pode-se garantir que:

e sendo os sinais z(t), u(t) e z(t) limitados, o sinal e(t) também ser4, ja que Gg é

estavel,

e se os sinais z(t), u(t) e z(t) tendem a valores de regime constantes, o sinal e(t)

também tendera;

e se as perturbagoes G, 6 H e § J forem “pequenas” pode-se admitir que e(t) e
e(t) tenderao para valores de regime proximos de 0, isto é, o observador é pouco

sensivel;

e quando algum (ou varios) dos sinais z(t), u(t) e x(t) crescem indefinidamente,
os sinais e(t) e £(f) também crescerdo indefinidamente, exceto por alguns casos

muito particulares.

A respeito dos casos particulares mencionados acima, em que os sinais e(t) e
£(t) ndo crescerao indefinidamente, considere uma planta instavel com uma condicao
inicial o que faz com que x(t) — oco. A tnica possibilidade de este sinal nao influenciar
e(t) fazendo-o crescer indefinidamente também, serd forgar as matrizes Gy e (0 J) Cj
a formar um par incontrolavel. Sendo a controlabilidade uma propriedade genérica,
isto s6 ird4 acontecer para alguns valores especiais da perturbagao; e ainda como as
perturbacoes sao imprevisiveis e arbitrarias, entao é impossivel de se construir um
observador nestas condigoes.

O mais comum ¢é considerar a perturbacao na planta, ja que os métodos de
identificacao sao imperfeitos. Como os observadores podem ser implementados em um

computador digital, considera-se que os parametros de projeto sao perfeitos.
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2.4.5 Monitores e Compensadores

Existem observadores que sao construidos com a tnica finalidade de fornecer uma
copia visualizavel de variaveis de estado remotas ou inacessiveis, estes sao conhecidos
como Monitores de Estados. Normalmente a saida w(t) de um monitor de estados
é utilizada em tempo real a fim de acompanhar a evolucao do processo ou sistema,
fornecendo aos operadores informacoes tteis sobre o desempenho e que podem influ-
enciar e facilitar a tomada de decisoes. Os desenvolvimentos anteriores indicam que
o funcionamento dos monitores de estado é bastante sensivel a variacoes nos valores
nominais de modelagem e de projeto. Um estudo tedrico pode ser feito para prever
com mais exatidao as situagoes perigosas e para construir artefatos mais robustos, na
medida do possivel. Isto nao sera feito aqui porque, do ponto de vista de Controle, os

observadores sao utilizados para fungoes diferentes das de apenas monitorar estados.

Em Controle os observadores sao utilizados para viabilizar a realimentacao do
estado x imensuravel através do seu substituto w, implementando-se a lei u = F w—+wv,
como mostrado na subsecao 2.4.3. Analisando-se a figura 2.15 que contém o mesmo
diagrama apresentado na figura 2.10 (b) percebe-se que o sinal w é multiplicado pela
matriz F' e injetado no somador inicial, estabelecendo um caso bésico de realimentacao.
E bem sabido do Controle Classico que realimentacdes negativas da resposta tém a
tendéncia de tornar os sistemas de malha fechada menos sensiveis a perturbacoes.
Ainda de acordo com a subsegao 2.4.3, o diagrama de malha fechada 2.15 pode ser

descrito pelas equagoes (2.49) repetidas aqui com os valores nominais:

1)-[#0n o2 [4]
(2.71)

e ] et m ]

A entrada de referéncia v pode ser considerada nula, uma vez que estamos inte-
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Figura 2.15: Diagrama de blocos da realimentagao de estado, mostrado na figura 2.10
(b) da subsegao 2.4.3

ressados na estabilidade do sistema, portanto o sistema pode ser escrito como

[j;}:{AOjLBOFO BOFOMO] [x} (2.72)

é 0 G() e
Se a realimentacao de estados é calculada para estabilizar a malha fechada, tem-
se A(Ap + By Fy) € C~. Por projeto, os observadores sao sistemas estéaveis, sendo
assim, o sistema expandido das equagdes (2.71) ou (2.72) é estavel, pelo menos para

valores nominais. Neste ponto o teorema 2.3 nos garante que:

FATO 2.2 Quando um observador é usado como parte de uma lei de controle esta-
bilizadora por realimentacao de estados o sistema resultante é robusto, ou seja, per-
manece estavel para perturbacoes nos valores de projeto ou modelados pertencentes a

uma certa classe.

Os dispositivos utilizados para implementar leis de controle sao chamados de
compensadores; caso tenham como funcao principal a estabilizacao chamam-se de
compensadores estabilizadores ou somente estabilizadores. Portanto, quando
um observador faz parte de um compensador estabilizador por realimentacao de esta-
dos a implementacao sera capaz de suportar perturbacoes. A seguir sera desenvolvido

um exemplo para ilustrar as conclusoes mencionadas.
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EXEMPLO 2.7:  Seja a planta:

e {g ;] x@)+—{_é} u(t)

y(t)=[1 0] =(t)

o= ]

para o qual se projeta o estimador:

2(t) = Go z(t) + Hou(t) + Joy(t)
w(t) = My z(t) + Ny y(t) (2.73)

Z(to) = 20

com valores nominais dados por:
-8 0 —13 —78
GO_ |: 0 _8:|a HO_ |:_13:| ) JO_ |:_78:|a
1 -1 1 -1
MOZ[I 0:|7 N0:|:10:|7 ZOZ[_2:|7

A planta em questao € instdvel e, portanto, a funcao do observador como monitor
fard com que o sistema seja muito sensivel a perturbacoes. Uma realimentacao u =
Fox com Fy = [74 68]/13 coloca os autovalores de Ay + By Fy em —4, estabilizando
a malha fechada. Aplicando o desenvolvimento mostrado na subsecao 2.4.3, temos as
sequintes equagoes para o sistema erpandido planta + observador + lei de controle,
supondo a entrada de referéncia v nula:

T o AQ + BQ FO NO CO BQ FO MO T
z o J000+HOFONQCQ G0+HOFOM0 z

onde 0s valores nominais para a planta e para a lei de controle sao fornecidos e supondo

que as perturbacoes nestes dados sao:

0

1
A_AmwA_{L7Z
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C=Co+6C=[0,9 0]; F=F+d§dF=[59 54]/13;
—7,6 0 ) o | —12 )
cmterso=| T8 0N wemesn| 2]
—70,2 | _ L1 =0,9.
seaear= T =1 09)
0,9 12 =1
N—N0+5N—|:11 :|, SL’()—|:1:|, Zo—|:_2:|,
OO\OTZ\\_O.LIQ - 7(’)‘67 ) Ofﬂ ‘1 1.‘2 1‘.4 1.‘6 1‘5 2 7100 1 ‘2 ‘3 4‘1 ‘5 é "/ é é 10
(a) Observador nominal (b) Planta perturbada
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.16: Comportamento do erro de estimagao

Os grificos das figuras 2.16(a), 2.16(b) e 2.16(c) mostraram o comportamento
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do erro de estimacao £(t) = w(t) — x(t), obtido por simulag¢do.

Observa-se que o erro do observador nominal tende para zero, ou seja, a esti-
magao € perfeita como esperado. Em seguida nas figuras 2.16(b) e 2.16(c) temos o
comportamento do sistema perante as perturbacoes de todos os pardmetros e perante
as perturbacoes nos parimetros do observador e da matriz de realimentacao F. Em
ambas situacoes o observador conseque estimar. Note que as perturbacoes aplicadas no
sistema nao sao tao suaves como ocorrem na pratica (que sao da ordem de 10%). Pode-
mos concluir que quando um observador estd inserido numa malha de controle, mesmo
na presenca de perturbacoes bruscas ele conseque atingir o objetivo de estimacgao dos

estados.

E razoavel supor que podemos usar componentes de alta qualidade e precisio nas
implementacgoes dos observadores. Indo mais além, se o observador for implementado
em um computador digital podemos até mesmo considerar uma implementacao per-
feita, pois os parametros de projeto nao estao associados a grandezas fisicas, e sim a
dados de um programa, que uma vez digitados e armazenados podem ser considerados
fixos e imperturbaveis.

A planta, por outro lado, esta restrita a uma existéncia no mundo fisico, com
todas as suas imperfeicoes e parametros variantes. Mesmo supondo que os parame-
tros da planta sejam fixos, nao se pode ter certeza absoluta que seus valores nominais

correspondem & realidade.

2.5 Conclusoes

O desejo de implementar uma lei de controle através da realimentacao do estado de
uma planta tinha como obstaculo a imensurabilidade de alguns componentes do vetor

de estado. As técnicas de recuperacao de estado, como foi visto, sao de interesse
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puramente tebrico, ja que sao inapliciveis. Em seguida, as técnicas de substituicao de

estado mostraram ter uma soélida base tedrica, cujos passos de implementacao seriam:

e Verificar a observabilidade da planta.

e Encontrar L tal que os autovalores de A — L C' sejam estaveis.

e Construir um modelo de acordo com o diagrama da figura 2.4.

Estas técnicas mostraram que através de um sistema dinamico modelo anexado
a planta, o estado construido é mensuravel e pode ser um substituto para o estado
imensuravel da planta, tendendo assintoticamente a ele. A seguir, o estudo dos ob-
servadores mostrou através do teorema fundamental dos observadores, que pode-se
projetar um sistema dindmico capaz de gerar um substituto para o estado inacessivel.

Dessa maneira o problema se transformou num problema matematico, no qual
através das equagoes (2.18) a (2.21), chamadas de Rela¢oes Fundamentais dos Obser-
vadores, encontra-se o sistema O descrito pelas matrizes: < G, J, H, M, N >, quando
o projeto se encerra com a implementacao do observador, de acordo com o diagrama
da figura 2.6.

O projeto de observadores nos d4 muita liberdade na escolha dos parametros,
porém deve-se ter cuidado na sua escolha, um exemplo sao os autovalores de GG, que
determinam a velocidade de convergéncia do observador. Esta cautela se deve ao
fato de poder-se causar ganhos elevados, bem como saturacao de componentes, picos
indesejaveis nos transitorios, ampliacao de ruidos etc.

Os observadores de ordem minima podem em certas ocasioes reduzir os efeitos
desses ganhos elevados, ja que eles geram estimativas perfeitas para algumas variaveis.

Através da separacao de estados, foi mostrado que ao se introduzir uma lei de

controle: u = F'w + v, onde w é o estado estimado pelo observador; novos elementos
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dinamicos sao introduzidos no sistema. Entretanto, existe uma separacao entre os
comportamentos dos sistemas envolvidos que sao: planta + controle e observacao.

Como as imperfei¢oes praticas impedem o funcionamento previsto pela teoria,
entao é necessario verificar se, na presenca de pequenas diferencas, o sistema ainda é
capaz de continuar estimando, jA que a sua capacidade de estimar é alterada.

Os monitores de estado sao muito sensiveis, e tem seus componentes afetados
sempre. As vezes, as conseqiiéncias sao toleraveis e os erros de estimacio finitos e
proximos de zero; j4 em outras, as plantas sao instaveis e os erros tendem ao infinito
e inviabilizam qualquer tentativa de implementacao.

Quando os observadores funcionam em malhas estabilizadoras ja se pode garantir
a continuacao do funcionamento nominal mesmo na presenca de perturbacoes. Porém,
para cada caso é necessario determinar com exatidao a amplitude méaxima das pertur-
bacoes admissiveis.

Nada disso, invalida a utilizacao dos observadores de estado, os quais podem
e devem ser usados na implementacao pratica de compensadores estabilizadores por

realimentacao de estados.



Capitulo 3

Observador de Estado Redundante

Conforme visto no capitulo 2, a existéncia de estimadores de estado esta associada a
resolucao de uma série de restricoes matriciais chamadas de Relagoes Fundamentais
dos Observadores, as RFO [8]. A cada conjunto de matrizes que satisfazem as RFO

corresponde um particular observador para uma dada planta.

Os projetos conhecidos se baseiam em uma particular maneira de encarar as
RFO: transformé-las no problema de alocar os autovalores de A — J C por meio de

escolha de J.

Neste capitulo serd apresentada uma metodologia, aparentemente nova, para
se resolver as Relagoes Fundamentais do Observador e, conseqiientemente, projetar

estimadores de estado.

O capitulo esta estruturado da seguinte forma: na secao 1 apresenta-se a moti-
vacao para este projeto e é apresentado um método para obtencao da forma canénica.
Na secao 2 é apresentada a estimacgao de estado redundante bem como a formalizacao
do procedimento e o projeto da matriz T. No final da secao é apresentado um algo-
ritmo para projeto do observador de estado redundante. Na secao 3 é apresentado o
procedimento, bem como o projeto e o algoritmo necessario para um observador de

estado redundante minimo. Na secao 4 sao apresentadas as conclusoes.

93
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3.1 Idéias Basicas

Da mesma forma que o capitulo 3, este capitulo tem o objetivo pratico de construir
um observador O para uma dada planta P. J4a vimos que este problema pode ser
transformado em um problema de Algebra Matricial: dadas as matrizes reais A (nxn),

B (n xm) e C (r x n) encontrar, se possivel, matrizes reais

T(oxn), G(oxo), H(oxm),

J(oxr), M(nxo), N(nxr)

com o < n tais que as relagoes fundamentais dos observadores, reescritas a seguir, se

verifiquem

TA-GT = JC (3.1)
TB = H (3.2)
MT-NC = I, (3.3)
AG) c C (3.4)

Tendo encontrado uma solucao para este Problema Matematico Associado, cons-

truiriamos o sistema dinamico descrito pelas equacoes:
2(t) =G z(t)+ Hu(t)+ Jy(t)
O (3.5)
w(t) =M z(t) + N y(t)
Na figura 3.1 pode ser visto o diagrama de blocos que ilustra as conexoes a serem
feitas para efetivamente se implementar o estimador de estado.
J& vimos que existem muitas maneiras de se encontrar solucoes para as relagoes
fundamentais dos observadores. Neste capitulo serd proposta uma outra metodolo-

gia. Antes, porém, serao propostas duas maneiras de colocar o sistema em formas

canonicas.
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G

Figura 3.1: Diagrama de blocos das conexoes necesséarias para implementar o estimador
de estado

3.1.1 Formas Canodnicas

Existem muitas transformacoes que podem ser efetuadas nas equagoes de espaco de
estado a fim de facilitar a resolu¢ao dos problemas de Controle.

Considere o sistema descrito pelas equacoes:
x(t) = Az(t) + Bu(t)
P (3.6)
y(t) = Cua(t)
onde z & o vetor de estado, u é o vetor de entrada (ou de controle), y é o vetor de
saida e A, B e (' sao as matrizes do sistema.
Suponha que existe uma matriz P inversivel tal que a mudanca de bases dada

por z = P x faz com que as r primeiras variaveis de estado sejam as variaveis de saida.

Isto significa que P transforma a matriz C' da seguinte forma:
é:[ Lo } (3.7)
Para encontrar uma tal P considere

C = CcP!

C = CP
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onde: C € R™", '€ R™" e P € R™". Entao, P, € R™" e P, € Ri"=7)xn,
Logo,

C:[rplzpl

A tnica restricao em P é que suas linhas sejam linearmente independentes das
linhas de P;. Uma possivel maneira de garantir isso ¢ fazendo P, = Kl onde as
colunas de K formam uma base para o espaco nulo de C.

Dessa forma, conclui-se que:

P1 - C

Py= KL onde C Ko =0

Portanto, a matriz P deve ter a seguinte forma:

- (3.8)
P=|— 3.8
K¢

3.2 Estimacao de Estado Redundante

Dentre as diferentes maneiras de resolver as relagoes fundamentais do observador (3.1)
a (3.4), uma delas é a de fixar uma das matrizes procuradas e verificar se é possivel
encontrar as demais. Neste estudo foi escolhida a matriz G como ela fornece a dinamica
do observador, a sua escolha inicial torna desnecessaria a alocacao dos autovalores.

Escolhemos a matriz G na forma diagonal e com autovalores idénticos:
G=M\I, (3.9)

Esta particular escolha justifica o nome redundante. Ela também define a ordem
do estimador: o = n e a equagdo (3.4) das relagoes fundamentais do observador é
satisfeita desde que A < 0. A partir desta matriz, as demais serao calculadas pelas

relacoes fundamentais do observador.
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Considere os seguintes exemplos, ja mostrados no capitulo 2 mas necessarios para

auxiliar a compreensao.

EXEMPLO 3.1:  Seja a planta P modelada por:

A:{_g _ﬂ; B:{_:ﬂ; C=1[1 0]

Fizando G de acordo a restricao da equagao (3.4) temos, para A = —1.

o= 4]

Resolvendo agora a equagao (3.1), tomando T e J totalmente literais, fica
tin tio 0 1} (=1 0 [tu t| _ |5i 1 o]
to1 tao] [—2 —2 0 —1] [tar ta2 J2
Desenvolvendo, obtém-se:
tin =2ty tn—ti| _ {5 O
log — 212 to1 — tao J2 0

A expressao acima fornece as sequintes restri¢oes:

t12 =ty J1 =t — 2t = —tnn
log = to1 Jo = tog — 2199 = —tyy

Substituindo as matrizes T, J e resolvendo a equagdo (3.2):

i tn —t1 =21
T = ; J = ; H=TB-=
[tm tzj l—tm] {—2 t21:|

Resolvendo agora a equagao (3.3) para M e N totalmente literais temos

MT:]Q—NC:B ﬂ—m] [1 0]

—MNo 1

Como as colunas de T sao idénticas, as de M T também devem ser, logo:

]_—TL1:0 _ 1
2 = =L
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O produto de M pela seqgunda coluna de T" deve ser igual a sequnda coluna de

{mn m12} {tn} _ {0]
Ma1 Mo to1 1

Esta equacao admite muitas solugoes. Supondo, por exemplo, t1; = tog = 1

I-NC:

encontramos as restricoes mi1 + mia = 0 € Moy + Moy = 1, acarretando

mi —mn
M =
may 1 —mg

A solucao encontrada para as relagoes fundamentais dos observadores € consti-

tuida pelas matrizes:

-1 0 11 —1
Sl R A B |
_ 2. _ M —mu | 01
o R e S
e o observador serd implementado pelo diagrama de blocos da figura 3.1.

Verificamos que esta sistemdtica propicia muita liberdade na escolha dos parame-
tros de T'. A relacao feita, t11 = tyy = 1, foi aleatoria. O que aconteceria para outras

escolhas? Sejam, por exemplo, t11 = 1 e toy = 0. Isto causa:
1 1 -1 —2
e T A ]
. 0 12 . . 1
il (RS
e o estimador serd representado por:

= o) o) v

Como G ¢ diagonal, verifica-se que a sequnda componente de z € incontrold-

vel: 0s sinais u e y sao incapazes de afetd-la. Isto leva a ver que nada se perderia
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no comportamento dindmico do estimador se desprezdissemos esta parte (a sequnda

componente de z) e considerdssemos apenas a equa¢ao reduzida.

Zr= Zr—2u—vy

w=[]=+ 4]

E imediato verificar que este sistema é também um observador (de ordem mi-
nima!) porque as Relagoes Fundamentais dos Observadores sao satisfeitas para T =

[1 1], 6=-1,H=-2J=-1,M=[0 1] eN=[1 -1]".

A capacidade de desprezar partes de um observador e mesmo assim continuar

com um sistema reduzido ainda capaz de estimar levou ao nome “redundante”.

3.2.1 Formalizacao do Procedimento

Para se projetar um estimador de estado deve-se obedecer as relacoes fundamentais
do observador, mencionadas em (3.1) a (3.4). Como a equagao (3.4) ja foi satisfeita
pela escolha de G, ficam restando as outras trés. Portanto, iniciemos com a equacao

(3.1), utilizando a matriz G dada em (3.9). Chamando p = —A, e como A < 0 temos

TA-GT=JC
= TA+pT=JC (3.10)
G=-pl,, onde p>0
Mas pT = T p e a equagao acima fica T(A+pI) = JC. Chamando © = A+p 1,

obtemos:

TO=JC (3.11)

Observando a equagao (3.11) percebe-se que sua resolucdo pode ser simplificada
se C' estiver no formato [ I, ‘ 0 ] Se esse nao for o caso, uma mudanca de

bases preliminar, como a vista anteriormente, conserta as coisas. Seja, entao C' =
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Je=[ 710

T@:[J‘ 0] (3.12)
Se particionarmos a matriz © € R™" em duas submatrizes ©; € R"*" e O, €

R™*(=") " da mesma forma que a matriz J C, ficamos com:

rlee|=[ s 0] — ;z:z; (3.13)

O problema de encontrar uma matriz T tal que T'©, = 0 serd visto posterior-
mente. Feito isso, obtém-se as matrizes J e H satisfazendo as relagoes fundamentais

do observador (3.1) e (3.2).

J = T, (3.14)

H = TB (3.15)

Ja foram satisfeitas as equacoes (3.1), (3.2) e (3.4). A seguir sera resolvida a

equagao (3.3), a partir das matrizes obtidas anteriormente.

MT+NC=1I,
M[J}‘n]+N[[r\o}:h
[ME+N‘AM5}:Q (3.16)

Como as submatrizes sdo: M Ty + N € R™*" ¢ M Ty € R™ (™7 temos

L
MT, + N = (3.17)
0
0
MTy=|—— (3.18)



3.2. Estimacao de Estado Redundante 61

Dessa forma, através das relagoes fundamentais do observador (e, possivelmente,
utilizando uma transformacao de similaridade nas matrizes das equagoes dindmicas da

planta) pode-se projetar um observador redundante de maneira sistematica.

Projeto da Matriz T

Da equagao (3.13) obteve-se uma condi¢do necessaria: a matriz T é tal que 7O, = 0.
De outra forma:

orTT =0 (3.19)

Entao podemos dizer que as colunas da transposta da matriz T pertencem ao
espaco nulo da transposta da matriz ©,. Supondo que este espaco nulo tem dimensao

n—reque K € R™ ™) & uma matriz cujas colunas formam uma base para ele temos
" =Kt (3.20)

onde: 7 € R™)*" ¢ yma matriz qualquer. Finalmente,chamando X7 = 7 temos
T=XK" (3.21)

Esta é uma expressao geral que fornece todas as possiveis matrizes T em funcao

do parametro livre X, uma matriz real n x (n —r).

Condigoes de Existéncia

A partir da equagao (3.21) obtida anteriormente e reescrevendo da seguinte forma:
T=x | Kl | K] |
onde KT € Rv=)xm ¢ KI' ¢ R"=)*("=7)_ Particionado também a matriz 7', obtém-se

T:[ﬂ\i&}z[XKf\XKg}
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Substituindo a matriz T» na equacao (3.18), encontra-se:

0
MXKI=|—— (3.22)
[nfr

Analisando a equagao (3.22) conclui-se que equagoes para M e N terdao solugio

desde que K7 tenha posto completo, isto &,

p(K3)=n—r (3.23)

Algoritmo

1. Achar uma matriz P inversivel capaz de transformar a matriz C' para C' =

[ I, ‘ 0 } Em seguida, obter o sistema similar através da transformacao.
r=AZ+ Bu
Yy = Cz

onde A=PAP ' B=PBe(C=CP
2. Escolher o valor de A < 0 e criar a matriz G = A\ [, = —p [,,, onde p > 0.
3. Crie a matriz © = A+ pl,.
4. Particione © € R™" em: ©; € R™" e ©, € R™* ("),
o= 6 o |
5. Encontre K € R™ ™" uma base para o espaco nulo de 07

6. Particione K7 € R=x(=) em: K] € R=xr o KI' ¢ R=7x(=r) Qe

p (KI) =n —r, entdo prossiga. Caso contrario nio existe solugao.
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7. Encontre a matriz T > T ©5 = 0, a partir de:
T=XK"
onde: X € R™(™") & um parametro qualquer.
8. Encontre as matrizes J e H,

J - T@l

H =TB

9. Particione a matriz T € R™*" encontrada em: T} € R™*" e T, € R»* (=)

T:[ﬂ‘ﬂ]

10. Encontra a matriz M > M1y, = |——]|.
In—r

I,

11. Encontre a matriz N > N = — MT;.

O mesmo exemplo anterior sera resolvido agora, seguindo os passos deste algo-

ritmo.

EXEMPLO 3.2:  Seja a planta P modelada por:

A:[j é]; B:[i}; C=[1 0]

1. Escolhendo A < 0 e criando a matriz G.



64

Capitulo 3. Observador de Estado Redundante

1 1

2. Criando a matriz © = A+pl, = 5 1

3. Particionando © € R™™ em: ©; € R™" e O, € R**(=7),
o= [on] o

1 1
©, = ; O, = ;
-2 —1

4. Encontrando a matriz T > T O, = 0, a partir de T = X KT, onde: K €

Rnx(n—r) e X € Rnx(n—r).
0,7071 —0,7071

- )

~lo,7071 |’ 0,7071

-0,5 0,5
0,5 0,5

5. Encontrando as matrizes J e H,

0,5
—0,5

6. Particionando a matriz T € R™ " encontrada em: T} € R™*" e T, € R™* (1),

—0,5 —0,5
T1 = 3 T2 = 3
0,5 0,5

0

7. Encontra a matriz M > MTy,=|——]|.
[nfr
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I,
8. Encontre a matriz N > N = — MT;.
0
1
N = ;
-1

Este algoritmo permite a construcao de toda uma familia de observadores,

parametrizada pela matriz X.

3.3 Observador Redundante Minimo

Vimos na secao anterior um procedimento para a construcao de observadores de ordem

completa 0 = n. Antes de analisar o caso minimo vejamos um exemplo.

EXEMPLO 3.3:  Seja a planta P modelada por:
0 1 1
A_{_Q _2}, B_{_3], C=[1 0]

No exemplo 3.1 um observador de ordem o =n = 2 foi projetado, agora através
das mesmas relagoes fundamentais do observador serd projetado um de ordem minima,
ou seja, o =n —r = 1. Da mesma forma que anteriormente, escolhe-se G = —1; a

partir de T e J literais a equacdo (3.1) fica

0 1 .
[t tio] {_2 _2} —(=1) [tu tiz2] =@ [1 0]
[t =2t tn—ti] =[5 0]
Esta expressao fornece as restrigoes: tio =ty € j1 = t11 — 2t19 = —t11. Logo,

T=[tn tn]; J = —t; H=TB= -2ty
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Aplicando M e N literais na equagao (3.3), temos

MT=I-NC= H (” = [;’;] [1 0]

—ny 1
Como as colunas de T sao idénticas, as de MT também devem ser, logo:
R
exatamente como no caso do exemplo 3.1. Resolvendo a equagao (3.3), fica:

o L 2= [ 11]

%
myyt1p =0
moytp =1

A partir das restrigoes fornecidas acima conclui-se que myy = 0 ou T seria nula;
ja a sequnda restricao admite vdrias solugoes. Suponha, entao, que t;; = 1, logo

mo1 = 1. Dessa forma, o observador tem as sequintes matrizes:

T=[11];

e seria implementado por:

E importante notar que este mesmo observador foi obtido no exemplo 3.1 ao se

desprezar partes do observador completo.
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A possibilidade de obter um observador minimo a partir de um completo é inte-
ressante, mas muitas vezes é mais rapido chegar ao minimo diretamente, sem precisar
projetar um completo antes.

Seguindo o projeto da mesma forma que anteriormente, temos que obedeceras
relagoes fundamentais do observador, mencionadas em (3.1) a (3.4). Sendo G de ordem
minima: G = —p [,,_, com p > 0, o que satisfaz a equacao (3.4). Iniciando a resolucio
das outras trés equagoes pela (3.1), utilizando a matriz G minima teremos:

TA-GT=JC
= TA+pT'=JC
G=-pl,_,, onde p>0
onde A € R™" B € R™™ (C € R G € Rnmx(v=n) T ¢ Rin=mxn | J ¢ Rv=r)xr
H e RUv=mxm M e R ¢ N € R™

Temos, como antes, pT' = T p e a equagao acima fica: T(A+pl) = JC. Dessa

forma, podemos fazer o mesmo procedimento anterior: © = A + p I,,, que resulta:
TO=JC

Como pode ser observado o procedimento é analogo ao anterior. A condig¢ao
de existéncia é a mesma. A seguir serd mostrado o algoritmo para a obtencao do

observador minimo.

Algoritmo - Observador Minimo

1. Achar uma matriz P inversivel capaz de transformar a matriz C' para C' =

[ I, ‘ 0 } Em seguida, obter o sistema similar através da transformacao.

+Bu

S
I
N
K

<
Il
Q Q
Kl

onde A=PAP ' B=PBe(C=CP
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. Encontre a matriz N > N =

. Escolher o valor de A < 0 e criar a matriz G = \1I,_, = —pl,_,, onde p > 0.
. Crie a matriz © = A+ p1,.

. Particione © € R™™ em: ©; € R™" ¢ O, € R™*(n—7),

o=| 6 o |

. Encontre a matriz T > T ©5 = 0, a partir de:

T=XK"

onde: K € R™ (") ¢ uma base para o espaco nulo de ©F ¢ X € R(v=7)x(n=7) 4

um parametro livre.

. Encontre as matrizes J e H,

J = T6

. Particione a matriz T € R("")*" encontrada em: T}, € R""x7 ¢ T}, € R(v—r)x(n=7)

T=| T |1 |

. Encontra a matriz M > M1y = |—].

[nfr

I,

— MT,.
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3.4 Conclusoes

Neste capitulo foi apresentada uma maneira de se resolver as tradicionais relagoes
fundamentais do observador, fixando-se a matriz de ganho G e colocando-a na forma
diagonal. O procedimento leva a toda uma familia de observadores, obtidos em fungao
de um parametro matricial de variagao livre.

Um exemplo sugeriu que observadores minimos podem ser obtidos por meio de
uma escolha especial do parametro livre, do observador completo, mas mesmo assim
foi desenvolvido um algoritmo de projeto para o caso minimo.

Estes observadores foram chamados de redundantes pelo fato de continuarem a
estimar mesmo quando partes de sua estrutura sao desprezadas.

O projeto dos observadores redundantes é simples e direto, quer para o caso
completo quer para o minimo e, importante, o fato de o sistema ter uma ou mais
variaveis de saida é irrelevante.

E sabido tradicionalmente que, em termos gerais, redundancia aumenta a ro-
bustez, ou seja, torna os sistemas mais resistentes a falhas e perturbacoes. Dessa
forma surgiu a conjectura de que um observador redundante seja mais robusto que

outros. No capitulo 5 sao feitas simulacoes onde sera testado o comportamento do

observador redundante e de outros na presenca de perturbagoes no sistema.
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Capitulo 4

Projeto de Observadores

Neste capitulo serao apresentados métodos de projeto de observadores de estado. Na
secao 1 sao recordados os conceitos de sistemas observaveis e detetaveis, o uso de
formas canonicas e alocacao de autovalores, necesséarios ao desenvolvimento do presente
capitulo. Em seguida, na secao 2, estuda-se o observador identidade assim como um
algoritmo de projeto. Na secao 3 o tradicional observador de Luenberger ¢ mostrado.
Na secao 4 o observador de ordem completa via forma candnica do observador é apre-
sentado, com um algoritmo de projeto. A secao 5 mostra um observador robusto, e

na secao 6 sao apresentadas as conclusoes.

4.1 Conceitos Basicos

O objetivo deste capitulo é essencialmente pratico: construir um observador O para
uma dada planta P, cujas equacoes dinamicas sao:
z(t) = Ax(t) + Bu(t) 2(t) =Gz(t)+ Hu(t) + Jy(t)
? y(t) = Cx(t) 7 w(t) =M z(t) + Ny(t)
onde: A e R"™™ BeR™™ CeR™™ GeR>* HeR> JeR>™, 6 MecR"™ e
N e R,

Como ja foi visto na teoria de observadores, na secao 2.4, este problema pode ser

transformado num problema de Algebra Matricial, onde dadas as matrizes reais A, B,

71
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C e D deve-se encontrar, se possivel, as matrizes reais: T, G, H, J, M e N tais que

as seguintes relacoes fundamentais dos observadores sejam satisfeitas:

TA-GT = JC (4.1)
TB = H (4.2)
MT-NC = I, (4.3)
ANG) ¢ C (4.4)

Encontrando-se uma solucao para este problema matematico associado, constroi-
se o sistema dinamico do observador, descrito acima, que estimard assintoticamente
os estados imensuraveis da planta. A seguir serao apresentados diversos métodos para
resolver o problema matemético associado. Antes, porém, alguns conceitos muito co-
nhecidos, necessarios ao presente estudo, serao apresentados e podem ser encontrados

em muitas fontes, como por exemplo [5], [10], [16], [26] e [29].

4.1.1 Sistema Observavel e Sistema Detetavel

O problema de, dadas as matrizes A e C, encontrar uma matriz J de modo a alocar
com total liberdade os autovalores de A— J C' é muito conhecido no estudo de sistemas
lineares. Este ¢ um problema de designacao de autovalores por meio de injecao de saida.
As condigoes de existéncia de solucao estao associadas aos conceitos de observabilidade

e de detetabilidade do par < C, A >.

DEFINIGAO 4.1 Um par < C, A > é detetavel quando:

AMI—AT
p o =n

para todo autovalor A* de A situado no semiplano direito fechado de C.

A definicao acima diz que a parte instavel de A deve ser observavel, isto é, se ha

uma parte inobservavel do estado da planta, esta parte deve ser estavel.
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PROPRIEDADE 4.1 O par < C, A > é detetavel se e somente se existir uma matriz .J

tal que A(A—JC) C C.

Os autovalores de (A — J C) devem estar todos na regiao “estavel” do plano
complexo. A existéncia de uma matriz J descrita pela propriedade 4.1 equivale a ter
o par < (', A > detetavel. Como o conceito de observabilidade é o mais conhecido, a

propriedade 4.2 se faz necessaria.

PROPRIEDADE 4.2 Um par < C, A > é observavel quando:

A—A]
N R

para todo autovalor \ de A.

PROPRIEDADE 4.3 O par < C,A > é observavel se e somente se o espectro de

(A — JC) é arbitrariamente designavel por escolha de J.

Se o par < C,A > é observavel entao ele serd também detetavel. Percebe-se
que a detetabilidade é um conceito menos exigente que a observabilidade. Quando
o sistema for observavel pode-se alocar livremente autovalores de (A — J C) através
da escolha da matriz J. Caso o sistema seja detetavel, garante-se apenas que estes

autovalores podem ser colocados na regiao estavel C™.

4.1.2 Alocacao dos Autovalores

E bem sabido na teoria de controle que para se alocar, ou designar, livremente os
autovalores de um sistema, a malha aberta deve ser controlavel. Um método conhecido
que permite a escolha dos autovalores da malha fechada para sistemas controlaveis com
apenas uma variavel de entrada, é o método de Ackerman. Neste algoritmo as matrizes
A e B sao os dados iniciais, bem como o polinomio caracteristico desejado para a malha

fechada, p(s).
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Algoritmo da Alocacao de Pdlos via Ackerman

1. Calcule a matriz de controlabilidade U, e sua inversa.

U,=[b Ab A?b ... A"'b] (4.5)

2. Calcule pf(A), a partir do polinomio caracteristico para a malha fechada, p (s).

3. A matriz f = — [O ... 0 1} U, pt(A) é a realimentagao procurada.

a

Um possivel método para se obter uma realimentacao de estados capaz de alocar
os autovalores de plantas com varias entradas sera tratado a seguir.

Considere uma planta controlavel, com A ciclica, e seja uyg € R™ um vetor
escolhido ao acaso. E claro que Buog = b representa uma combinacdo linear das

colunas de B. Seja o teorema a seguir.

TEOREMA 4.1: Sendo < A, B > um sistema controlavel com A ciclica, e sendo
b= a1 b +ayby + ...+ a,,b, uma combinacao linear qualquer das colunas de B,

entao < A, b > serd quase certamente controlavel.

O teorema acima garante que para “quase todos” vetores b = Bu o par < A, b >
serd controlavel. Se nao o for, uma outra escolha aleatoria de ug resolvera. Usando a
teoria do caso monovariavel é facil escolher f tal que A+b f tenha o espectro desejado.
Como A+b f = A+ Buyg f, entao a solucao procurada para o sistema original < A, B >
serd F' = ug f. Isto sugere um algoritmo para alocacao de autovalores.

Antes, porém, vale a pena relembrar que uma matriz A é ciclica se e somente se
o posto de < A, b > for igual a n. Note que se os autovalores de A sao distintos ela é
ciclica. A “ciclicidade” é uma propriedade genérica, isto é, “quase todas” as matrizes
quadradas sao ciclicas, possuem autovalores distintos. Caso a matriz A da planta nao

seja ciclica o seguinte teorema sera util:
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TEOREMA 4.2: Sendo < A, B > controlavel, para “quase toda” matriz F' os auto-

valores de A + B F sao distintos.

Isto significa que, caso A nao seja ciclica, uma realimentacao de estados prelimi-

nar se faz necessaria.

Algoritmo da Alocacao de Pélos por Escolhas Aleatérias

Este algoritmo permite a designacao dos autovalores da malha fechada para sistemas

controlaveis. As matrizes da malha aberta A e B sao os dados iniciais.

1. Verficar se A é ciclica.

2. Se A é ciclica, escolha uy € R™ ao acaso.

3. Faca Bug =b.

4. Se A e b forem controléveis, encontre a solu¢ao f (via Ackerman, por exemplo).

5. A solucao global serd F' = ug f.

6. Se A e b nao forem controlaveis retorne ao passo 2.

7. Se A nao é ciclica, escolha Fy € R™*"™ ao acaso.

8. Se A+ B Fj é ciclica va ao passo 2.

9. Se A+ B Fj, nao é ciclica va ao passo 7.

HA& na literatura varios outros procedimentos para a alocagao de autovalores dos

sistemas multivariaveis por meio de realimentacao de estados, este é apenas um deles.
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4.2 Observador Identidade

Neste primeiro método seré vista uma maneira simples e direta de encontrar um ob-
servador para uma dada planta. Para resolver o problema matemaético associado con-

sideraremos:

T=1,

Com esta escolha ja decidimos a ordem do estimador: o = n. E a equagao (4.2)
garante que H = B. Uma maneira trivial de satisfazer a equacdo (4.3) é&: M =1, e

N = 0. Falta atender as equagoes (4.1) e (4.4). Isto se resume a encontrar J tal que
G=A-JC

tenha seus autovalores em C~. Este problema é conhecido no estudo de sistemas
lineares, e sua solucao esta relacionada aos conceitos de observabilidade e detetabi-
lidade do par < C;A >. Supondo que a planta é observavel pode-se garantir, por
dualidade, que o par < AT, CT > & controlavel. Agora, encontrar F tal que o espectro

de AT 4 CT F seja livremente designavel é algo bem conhecido. Como
ANAT+CTF)y=X(AT+CT )T =X (A+ F'C) (4.6)

verifica-se que a matriz J = —F7T ¢ a solucdo procurada, e ja é possivel construir o
observador.
Em resumo, para construir um observador para a planta < A, B,C,D > por

meio do método do observador identidade devemos escolher

T = 1,

=z = =
I
o
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<

Figura 4.1: Diagrama de blocos da implementacao de um observador identidade

ap6s o que o problema passa a ser encontrar J tal que G = A — JC tenha seus
autovalores em C~. Havendo observabilidade, ou, menos ainda, detetabilidade, este
problema tem solucao. A teoria também garante que a observabilidade, por ser uma
propriedade genérica, estard presente “quase sempre”’. Para encontrar efetivamente
uma solucao podemos usar os resultados de dualidade e transformar o problema em
um problema de realimentacao de estados.

Este método fornece observadores de ordem completa (n) e pode ser usado para
plantas com qualquer nimero de variaveis de saida (r > 1). Encontradas matrizes que
satisfazem as relagoes fundamentais dos observadores, o proximo passo é a implemen-
tacao fisica, de acordo com o diagrama de blocos da figura 4.1.

Lembrando que G = A — J C' este diagrama pode ser modificado para a forma

equivalente apresentada na figura 4.2.

Algoritmo - Construcao de Observadores Identidade

Este algoritmo permite a escolha de matrizes que satisfazem as relacoes fundamentais
dos observadores e a subseqiiente construcao de observadores de ordem n. A planta é

observavel, ou, no minimo, detetavel, e as matrizes A, B e C' sao dados bem como os
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<

ou ainda,

Figura 4.2: Diagramas de blocos equivalentes da implementacao do observador iden-
tidade
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autovalores desejados para o estimador.
1. Encontrar a matriz F' € R™™ tal que os autovalores da matriz A7 + CT F
estejam em C™.

2. Calcular a matriz J = —F7T.

3. As matrizes J, T =1,, G=A—-JC, H= B, M =1, e N = 0 satisfazem as

relagoes fundamentais dos observadores.

4. O estimador procurado é descrito por:
2(t) =Gz(t)+ Hu(t)+ Jy(t)
w(t) = =()

4.3 Observador de Luenberger

O tradicional observador de Luenberger consiste em construirmos uma coépia da planta
que é acionada pelo erro entre a saida real y = C'x e a saida y = C' 2z, como pode ser

visto nas equacoes dinamicas a seguir.

i=Az4+Bu+L(y—1y
i v (4.7)
y=0Cz
onde L é a matriz de ganho a ser projetada.
Pela definicao do erro de estado: e = x — 2, obtém-se
e=1T— %
=Ax+Bu—Az—Bu—LCe
(4.8)

=A(x—2)—LCe
=(A-LC)e
Pode-se ver a partir da equagao (4.8) do erro de estado, que (A — L C') deve ser
estavel para que o erro tenda a zero, este ja é um resultado bem conhecido. Portan-

to, o projeto do observador de Luenberger se resume a encontrar uma matriz L tal
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que A (A — LC) C C~. Observando o diagrama de blocos modificado do observador
identidade na figura 4.2, conclui-se que os observadores de Luenberger e o identidade
sao iguais, desde que facamos L = J.

Além destas interpretacoes, o método do observador identidade fornece um pro-
cedimento simples, direto e geral para o projeto de estimadores assintoticos. Ele se
aplica para qualquer nimero de saidas ou entradas da planta, e fornece um observador
de ordem completa, com dimensao n, igual & da planta. O que poderia atrapalhar um
pouco a simplicidade do método é o problema operacional da escolha de .J, ou seja,
como escolher um J estabilizante de maneira suave. Uma possivel estratégia ¢ o uso

de formas candnicas. Antes de ilustrar esta técnica, veremos alguns exemplos.

EXEMPLO 4.1:  Seja a planta P descrita por:

0 1 0 0
A=1] 0 0 1 |; B=|0|; C=[10 0]
-1 -1,7 —0,8 1

1. Encontrar a matriz F € R"™™ tal que os autovalores da matriz A” + CT F

estejam em C~.

(a) Calcule a matriz U, e sua inversa.

U, = [CT AT CT  AT?OT

o O =
o = O
— o O

(b) Calcular pf(AT), a partir do polinomio caracteristico para a malha fechada,

p&(s). Escolhendo uma rapidez de convergéncia caracterizada por autova-

lores localizados em —1 temos p&(s) = (s+ 1) e
0

—-2,2 0,46
pe(ATY = (A+ L) =|1,3 —3,74 —1,418
2,2 —0,46 —3,372
(¢) Amatriz F=—1[0 ... 0 1] U;'p5(AT) é a realimentagao procurada.

F=-10 0 1)U, 'pe(A") =[-2,2 0,46 3,372]
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2. Calcular a matriz J = —F7T.

2,2

J=| —0,46
—3,372

3. Calcular a matriz G = A — JC.
—2,2 1 0
G= 0,46 0 1
2,372 —-1,7 —0,8
4. As matrizes J, T = I3, G, H = B, M = I3 e N = 0 satisfazem as relagoes

fundamentais dos observadores.

5. O observador procurado é descrito por:

—2,2 1 0 0 2,2
Z(t)=1] 0,46 0 L | 2z(6)+ | 0| u(t)+ | —0,46 | y(t)
o 2,372 —1,7 —0,8 1 —3,372

EXEMPLO 4.2:  Seja a planta P descrita por:

010 0
A=100 1|; B=|0]|; C=[10 0]
123 1

1. Encontrar a matriz F € R™™ tal que os autovalores da matriz A7 + CT F

estejam em C™.

(a) Calcule a matriz U, e sua inversa.

U= |cm arem Aot =

o O =
o = O
_ o O

(b) Calcular p}(A”), a partir do polindmio caracteristico para a malha fechada,

*

p&(s). Neste exemplo, escolhendo-se uma rapidez de convergéncia caracte-

rizada por autovalores localizados em —1.

2 6 23
Pa(AT) = (A+L)P = |5 14 52
6 23 83
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(¢) Amatriz F=—1[0 ... 0 1] U;'p5(AT) é a realimentacdo procurada.

F=-1[0 0 1)U 'pe(A")=[-6 —23 —83]

2. Calcular a matriz J = —F7T.
6
J=123
83
3. Calcular a matrizG=A—- JC.
-6 1 0
G=11-23 0 1
—-82 2 3

4. As matrizes J, T = I3, G, H = B, M = I3 e N = 0 satisfazem as relagoes

fundamentais dos observadores.

5. O observador procurado é descrito por:

-6 1 0 0 6
2t)=1-23 0 1| 2)+ [0 | ul®t)+ | 23] y(t)
O —82 2 3 1 83

4.4 Forma Canoédnica do Observador

A parte mais trabalhosa do método anterior é a alocacao dos autovalores de G; o
caminho sugerido era transformar o problema, através de dualidade, na busca de uma
realimentacio de estados I capaz de designar a contento o espectro de AT +CT F. Vale
ressaltar que podem ser utilizados também, métodos diretos sem empregar a dualidade.
Problemas deste tipo podem ser muito facilitados quando as matrizes envolvidas e-
xibem determinadas formas candnicas. A idéia é aproveitar possiveis vantagens ofe-
recidas pela particular base em que se encontram as matrizes A, B, C' e D. Assim,
quando as equacoes dinamicas da planta apresentarem certas estruturas particulares,

o calculo pratico dos observadores podera se simplificar.
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Em outras palavras, o problema de se encontrar uma injecao de saida J tal que
A(A—JC) C C pode ter solucao direta quando A e C' estiverem em determinadas
formas canonicas.

Supomos inicialmente que as matrizes A e C' da planta ja se encontram na forma

canonica do observador, isto é,

[ —a,.1 1 0 0]
—a,—o 0 1 0
A= : : . ;e C=[1 0 0]
—aq o o0 ... 1
| a0 0 0 ... 0]

onde o polinomio caracteristico de A é:
po,(s)=8"+a, 15" +.. . +ais+ag (4.9)

Devemos solucionar as relagoes fundamentais dos observadores mais uma vez.
Escolhemos, como no caso do observador identidade, 7' = I,. Com isto, (4.2) e (4.3)
serao trivialmente satisfeitas pondo H = B, M = I, e N = 0. Falta ainda escolher
J de modo a posicionar o espectro de G = A — JC em C~. Nesta etapa os efeitos
simplificadores da forma candnica do observador podem ser sentidos. Impondo para

G um formato semelhante ao de A, teremos:

—Gn1 1 0 ... 0
—gn—2 0 1 0

G=| : (4.10)
—ag1 0 0 1
| —% 0 0 ... 0]

Tendo G este formato, seus autovalores podem ser designados pela escolha apro-
priada dos g;. Concluiriamos também que a matriz A — G tem todas as colunas nulas

exceto a primeira;:

Gn-1—0ap—1 0 ... 0
Gno—ano 0 ... 0

A-G= : : S
g1 — aq 0o ... 0

go — Qo 0 ... 0]
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Como devemos ter A — G = JC, e como CCT = 1, podemos encontrar J a

partir de:

[ Gn—1 — Qp—1 1

gn72 — Qp—2
J=(A-@G)C" = : (4.11)
g1 — a1
go — Qo

O uso da forma canonica realmente simplificou os calculos: a matriz J pode ser
escolhida de maneira direta, bastando conhecer os coeficientes do polinomio caracteris-
tico da planta e os autovalores desejados para o estimador. Assim, podemos escrever

o seguinte algoritmo.

Algoritmo - Construcao de Observadores via Forma Canénica

Este algoritmo permite a escolha de matrizes que satisfazem as relacoes fundamentais
dos observadores e a subseqiiente construcao de observadores de ordem completa via
uma mudanca de bases que coloca a planta na Forma Canoénica do Observador. A
planta deve ser observavel, possuir uma tnica variavel de saida, e as matrizes A, B e

C sao os dados iniciais, bem como os autovalores desejados para o estimador.

1. Encontrar P € R tal que A = PAP', B=PB e C = C P! estejam na

forma canonica do observador.

2. Sendo pc(s) = $"+¢gn_15" 4. ..+ go 0 polindmio caracteristico desejado para

o estimador, construir a matriz G como:

—Gn1 1 0 ... 0
—Gno 0 1 ... 0

G=| :
—a1 0 0 1
| —% 0 0 ... 0]

3. Calcular J = (A - G)CT,
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4. As matrizes T = I,, G, H = B, J, M = I, e N = 0 satisfazem as relacoes

fundamentais dos observadores.

5. O estimador procurado é descrito por:

o { 2(t) =Gz(t)+ Hu(t)+ Jy(t)
w(t) = M z(t)

Sua saida w(t) = z(t) é uma estimativa para Z(t). Para estimar z(t¢) devemos

usar Qw(t), onde Q = P71

Para resolver o item 1 deste algoritmo ha métodos em [8]. A seguir serdo desen-

volvidos exemplos a fim de ilustrar o algoritmo desenvolvido.

EXEMPLO 4.3:  Seja a planta P descrita por:

0 1 0 0
A= 0 0 1 |; B=|0|; C=[10 0]
-1 —-1,7 —0.,8 1

1. Encontrando P € R talque A= PAP™', B=PBe(C =(C P! estejam na

forma canonica do observador.

Uma maneira de calcular a matriz P para sistemas com uma entrada é:

(a) sendo o polinémio caracteristico de A: po = s + 0,852 +1,7s + 1.

(b) calculando as colunas de @, pois P = Q7.

quCT:

O O =

0,8
Qo — (AT + Ap—1 13) q1 = (AT + 0,813) qQ = 1
0

9

Y

1,7
43 = ((AT)2 + Ap—1 AT + Ap—9 [3) q1 = ((AT)2 + 0, SAT + 1, 7[3) q1 = 0, 8
1
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(c) obtendo P.

Q=1 0 1 0,8 |; P=Q"=1|08 1 0 |;
0 0 1 1,7 0,8 1

(d) as matrizes apos a transformagao:

0,8 1 0 0
A=PAP'=|-1,70 1|. B=PB=|o0|;
-1 0 0 1

c=cp'=[1 0 0]

2. Desejando rapidez de convergéncia caracterizada por autovalores localizados em
—1, temos: pc,(s) = s* + 35>+ 3 s+ 1 o polinomio caracteristico desejado para
o estimador e a matriz G como:
-3 1 0
G=|-30 1 |;
-1 0 0
3. Calculando J = (A — G) CT.

2.2
J=1 1,3 |;

4. As matrizes T = Is, G, H = B, J, M = I3 e N = 0 satisfazem as relacoes

fundamentais dos observadores.

5. O estimador procurado é descrito por:
-3 1 0 0 2,2
Zt)=1-3 0 1 [z@)+ | 0 | u(t)+ |1,3] y(t)
-1 0 O 1 0
w(t) = z(t)
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EXEMPLO 4.4:  Seja a planta P descrita por:

010 0
A=1]001|; B=|0]|; C=[1 0 0]
123 1

1. Encontrando P € R™" tal que A= PAP™', B=PBe (C = C P! estejam na
forma canonica do observador.
Uma maneira de calcular a matriz P para sistemas com uma entrada é:
(a) sendo o polinémio caracteristico de A: pc = s3 — 3s? — 25 — 1.

(b) calculando as colunas de @, pois P = Q7.

1
q1 = ct=10 :
0
-3
QQZ(AT+an_113)q1:(AT_3_]3)Q1: 1]
0
-2
Gs = (A" 4 any A" 4 ana Iy = (A7) 34" —2L) gy = | =3 | ;
1

(c) obtendo P.

1 -3 -2 1 0 0
Q= 0 1-3]; P=Q"=|-3 1 0};
0 0-—1 -2 -3 1

(d) as matrizes apos a transformagao:
B 1
A=PAP'=1]2 0

1 0

C=CcP'=[1 0 0];

Desejando rapidez de convergéncia caracterizada por autovalores localizados em

—1, temos: pc,(s) = s* +3 s>+ 3 s+ 1 o polindomio caracteristico desejado para

o estimador e a matriz G como:

|
w

G=1|_

|
_ W
O O =
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3. Calculando J = (A — G) CT.

4. As matrizes T = I3, G, H = B, J, M = I; e N = 0 satisfazem as relacoes

fundamentais dos observadores.

5. O estimador procurado é descrito por:

31 0 0 6
o) HO=]=3 0 1|0+ |0 fun+] 5 | )
-1 0 0 1 2

4.5 Observador de Estado Robusto

Nesta se¢ao mostramos um observador robusto devido a Da-Wei Gu e Fu Wah Poon [11]
e [28], baseado na inclusdo de um termo extra no tradicional projeto de observadores
de Luenberger, utilizando o teorema de estabilidade de Lyapunov e a equagao algébrica
de Riccati. Posteriormente sao vistos métodos para plantas instiveis e para pertur-
bagoes na matriz B. Em seguida o projeto da matriz de ganho J, através do método
de realimentacao de estado.

No presente estudo serd considerada a incerteza no modelo. A incerteza no
modelo pode ser modelada como sinais de distiirbios ou como perturbacoes na dinamica
da planta. Sinais de disttirbios representam ruidos nos sensores e/ou nos atuadores,
e perturbacoes representam incertezas nos parametros, onde a estrutura do modelo
é conhecida. A perturbacao é a pior das duas, assim consideraremos o efeito de um
modelo perturbado na observacao de estado. A situacdo mais comum na pratica é a

de perturbacoes afetando a dinamica do sistema, ou seja, a matriz A.
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A descricao do observador de Luenberger, ou identidade, ja foi feita anterior-
mente, na secao 4.2. Vamos agora repeti-la para um caso ligeiramente mais geral,

onde a planta é a seguinte:

t=Ax+ Bu
(4.12)
y=Cx+Du
As dinamicas do observador sao definidas a seguir,
i=Az+Bu+J(y—79)
y=Cz+Du (4.13)
w=2z

onde J ¢ a matriz de ganho a ser projetada.

Utilizando a nomenclatura dos autores, chamaremos de residuo a diferenca entre

a saida y da planta e a saida ¢ do observador.
r(t) = y(t) —y(t) (4.14)
O residuo pode ser expresso como
r=y-—17
=Cx+Du—Cz—Du (4.15)
=C(z—2)
Pela definicao do erro de estado: e = x — 2, obtém-se
E=1—2
=Arxr+Bu—Az—Bu—JCe
(4.16)
=A(x—2)—JCe
=(A—-JC)e
Pode-se ver que (A—J C') deve ser estavel para que o erro tenda a zero, resultado

bem conhecido.
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O Teorema de Estabilidade de Lyapunov
O teorema de estabilidade de Lyapunov é o seguinte:

TEOREMA 4.3 Um sistema dinamico é assintoticamente estavel se existe uma fungao

V' dos estados do sistema com as seguintes propriedades:

e I/ é positiva para todos os valores nao nulos dos estados
e V é zero quando os estados sao zero

e A derivada de V em relagdo ao tempo é negativa ao longo da trajetéria do

sistema, isto é, V <0.

Este teorema é muito conhecido e demonstracoes para ele podem ser encontradas,
por exemplo, em [5], [17], [16], [21], [26], [28] e [29].
Sendo P uma matriz (n x n) qualquer, a forma quadratica 27 Pz sempre pode
ser escrita como 7 M x onde M é simétrica. E facil estabelecer este fato:
1

' Pr= §(I‘TP1‘+ZL‘TPZL‘)

1
=3 (2" Px 4 2" PT2)

1
:§xT(P—|—PT)x

=z Mx

onde M = 1 (P + PT) = M", sendo portanto simétrica.

Agora serd ilustrado o uso do teorema da estabilidade de Lyapunov na analise do
observador de Luenberger. O objetivo do observador é fazer e — 0, através da escolha
apropriada de J. Usando Lyapunov, o erro de estado tenderd a zero se pudermos
achar uma funcao que satisfaca as propriedades dadas acima. Seja a seguinte fungao

de energia:

V=-elPe (4.17)
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onde P é uma matriz positiva definida e portanto V' satisfaz as duas primeiras condicoes
do teorema. Pode-se supor que P é simétrica, sem perda de generalidade. Derivando
a funcao de energia temos

V= % (" Pe+el Pé)

:% {[(A—JC)e]TPe+eTP[(A—JC)@]}

:% {"(A=TC) Pete P(A=JC)e}

1
=5 {(A— JO)Y' P+ P(A- JC)} e
Portanto, a terceira condicao do teorema seré satisfeita se a matriz P > 0 puder

ser encontrada de forma a satisfazer a seguinte inequagao
(A-JC)Y'P+P(A-JC)<0 (4.18)

Para P > 0 e para assegurar a inequagao, (A — J C) deve ser estavel. E ainda,
o par < C,A > deve ser observavel ou pelo menos detetavel para garantir que J
existe tal que os autovalores de (A — J C') possam ser colocados em C~. Dessa forma,
uma simples derivacao da equacao do erro de estado e da aplicacao do teorema da
estabilidade de Lyapunov ilustra o principal método de aplicacao na parte tedrica

deste estudo.

4.5.1 Estimacao de Estado Robusta

O desempenho do observador sera analisado quando se considera uma perturbacao
no modelo da planta. A perturbacao é representada pela adicdo & matriz de estado
nominal da planta da matriz A 4, que representa a incerteza nos parametros. Assume-
se que existe um limite no tamanho desta incerteza. A dinamica da planta com
perturbacao passa a ser

{ t=(Ag+As)x+ Bu
(4.19)

y=Cx+ Du
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onde [[Ayll2 < § com § sendo um niimero positivo conhecido. Considerando-se o
observador de Luenberger previamente definido, o erro de estado fica:
e=r—2
=(Ag+Ax)z+Bu—Ayz—Bu—J(y—79)
=Ayx+Asx—Ayz—J(Cax+Du—Cz—Du) (4.20)
=A)(z—2)—JC(r—2)+Asz
= (AQ—JC)6+AA:L‘
onde se nota que e(t) tende a zero apenas quando z(t) — 0. Este método visa eliminar

o efeito da perturbacao de tal forma que o erro de estado tenda a zero.

Generalizando o Projeto

A idéia basica do observador proposto é a introducao de um termo extra na equagao
de z. Esta funcao extra, «, é utilizada para superar os efeitos da perturbacao A, e
forcar o erro de estado a convergir para zero. As quantidades que deverao ser medidas
pela funcao serao determinadas mais a frente. Seja entao o observador com a adicao
do novo sinal.

Z=Apz+Bu+J({y—7) +«

(4.21)
y=Cz+ Du

A equagao do residuo é a mesma mostrada na equacao (4.15) e a partir do erro

de estado definido na equagao (2.8), tem-se

e=T— 2
=(Ao+As)z+Bu—Ayz—Bu—-J(y—9) —«
=Ayr+ A —Ayz—J(Cx+Du—-Cz—Du)—« (4.22)
=A)(z—2)—JC(r—2)+Asz—«

=(A—JCO)e+ Az —a

O termo extra o aparece na equacao do erro de estado onde tem o proposito de

eliminar o efeito do termo A4 z.
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LEMA 4.1 Dados e,, 2z € R*, e P = PT e A, matrizes (n x n) onde ||[Aylls < &
entao

1 1
el PAj2z< §efP26x+§zT52z

DEMONSTRAGAO:  Ver Poon (2000) [28]. O

TEOREMA 4.4 Dado o sistema

t=(Ap+As)x+Bu
y=Cx+ Du

onde ||Aalla < 0, entdo o erro de estado do observador de estado robusto (4.21)

converge para zero (e — 0 ) se

P toTy (4.23)

onde P > 0 e satisfaz a seguinte inequacao matricial
(Ag—JO)Y'P+P(Ay—JC)+2P*+5°1<0 (4.24)
onde J é tal que (Ag — J C) é estavel.

DEMONSTRAGAO [28]: O objetivo é fazer e — 0, através da escolha apropriada de
J e a. Este objetivo ¢ alcancado utilizando-se o teorema da estabilidade de Lyapunov
onde a funcao positiva definida de energia é escolhida e sua derivada deve ser negativa.

Portanto, seja a seguinte funcao de energia:

1
VzﬁeTPe

onde P é uma matriz positiva definida a ser determinada. Sua derivada é:

V==("Pet+tel Pé)

N | —

= {4 =T ) e+ D4z —a]" Pete P[(Ag— I C)e+ Mgz —a]}

N | —
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o1

V=3 {[(AO_JC)e]TPe+eTP(AO—JC)e+(AAx)TPe+eTP(AAx)
—aTPe—eTPa}

:% {7 (A= TO)T Pet e P(Ag— T C)e+ (Baa)" Petel P(Asa)

—aTPe—eTPa}

Uma vez que e, Aqx e a sao vetores e P é simétrica, temos: (Ay )T Pe =
el P(Asz) e o' Pe=ec" Pa e a derivada da fungao de energia fica

. 1
V:§ {eT(AO—JC)TPe+eTP(A0—JC’)e+2€TP(AA£U)—2€TP04}

_ %eT (4= JOV P+ P (A= JCO)| e+e" P(Asz)—e" Pa

1 -
- §eT (Ag—JCO)Y ' P+P(Ay—JC)| e+e" PA (e+2)—el Pa

e+el PAje+el PAyz—el Pa

_ %eT (Ag—JCO) P+ P(Ag— JC)

A partir do lema 4.1 podem-se deduzir as seguintes inequagcoes:
T L 7o L 7o
e PAAegée Pe+§e 0“e

1 1
el PAsz < §€TP2€+§ZT(52Z

onde a inequagao AL Ay < §? I foi utilizada. Conseqiientemente

. 1 1 1 1
VﬁéeT [(AO—JC)TP+P(AO—JC)] 6+§6TP26+56T526+§6TP26

1
+§zT52z—eTPa

1 1 1
zieT [(AO—JC)TP+P<AO—JC)] €—|—€TP2€+§€T526+§ZT(52Z

—e'Pa

:%eT [(AO—JC)TP+P(AO—JC)+2P2+52] e+%522Tz—eTPoz
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Assim a condicdo suficiente para V ser negativa definida sio as equacdes (4.25)
e (4.26) a seguir,
(Ag—JC)Y'P+P(Ay—JC)+2P>+46%1 < 0 (4.25)

1
e’ Pa > 552 P (4.26)
Se fizermos o = y(t) P~ CT r entdo a inequagao (4.26) fica,
Loor T
3 0°z' z<e' Pa
=el Py(t)yP1CTr

=q(t)r'r

Logo, com
5221 2

27Ty

V() = (4.27)

a inequagao (4.26) é valida. Portanto, o observador é robusto na presenca de pertur-

bagoes no modelo da matriz A se escolhermos v da seguinte maneira:

22Tz |
a = 5T, P—C'r
onde P > 0 ¢é a solucdo da inequagao (4.25). O

O diagrama de blocos que ilustra as conexoes a serem feitas na implementacgao

do estimador de estado, pode ser observado na figura 4.3.

OBSERVACAO 4.1: Existe um problema em potencial na implementagao do resultado
acima. O erro de estado e vai a zero, e a magnitude do residuo r = C'e também ficara
pequena. Com isso a magnitude de « crescera ilimitadamente e tornard impossivel a
computagao (exceto em alguns casos especiais nos quais o estado estimado vai a zero).
Na pratica, uma tolerancia (limite inferior) de r pode ser adotada a fim de prevenir

tais situacoes. Isto implicard em que o erro de estado nao va necessariamente a zero,
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Figura 4.3: Diagrama de blocos das conexoes necesséarias para implementar o estimador
de estado

mas tenda e fique contido na vizinhanca da origem. Uma discussao mais detalhada

sobre este problema pode ser encontrada na referéncia [28|.

OBSERVAGAO 4.2: A inequagao (4.24) envolve duas matrizes desconhecidas P e J, e
sua solucao nao ¢é direta, entretanto ao introduzir-se o parametro £ pode-se reescrevé-la

como uma equacao algébrica de Riccati (ARE)
(Ag—JO)VY ' P+P(Ay—JC)+2P* +6°T1+€*1=0 (4.28)

Em comparacao com o caso nominal, o problema foi resolvido pela equacao de
Lyapunov e tem solucao através da equagao algébrica de Riccati. Note que a solucao

nao requer uma matriz P estabilizante, somente que P > 0.

Resolvendo a Equacao Algébrica de Riccati

A solugao da equagdo algébrica de Riccati (4.28) nao é direta, ja que a adi¢do do
parametro J nao deixa a equacao na forma padrao. Os termos quadratico e constantes
sao ambos positivos enquanto que na forma padrao os sinais sao opostos. Este tipo de

equacao algébrica de Riccati ocasionalmente aparece na literatura, mas infelizmente a
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existéncia de solucao nao esta catalogada, havendo um exemplo recente que pode ser

observado em [1].

TEOREMA 4.5: (Existéncia de Solugao) Suponha que o sistema

t=Ax+ Bu Al B
ou G(s) =
y=Cx |0

¢ controlavel e observavel e que fe A (A) < 0(> 0). Entao existe uma solugao real e

simétrica da seguinte equacao algébrica de Riccati:
ATK+KA-KBB'"K-C"C=0
tendo a propriedade Re A (A + B BT K) < 0(> 0) se e somente se
I —BY' (—jwl-ANTTCTC(jwIl-ATY"'B>0 Vw
Além disso, a solucdo é tinica e tem uma propriedade a mais: K = K7 < 0.
DEMONSTRAGAO:  Ver Willems [33]. O

Este resultado, béasico para toda a teoria do Regulador Linear Quadratico, nao

tem aplicacao para o caso em questao.

COROLARIO 4.1: (Existéncia de Solugao) Assuma que o sistema

t=Axz+ Bu A|B
ou G(s) =
y=Cx |0

¢ controlavel e observavel e que Re A (A) < 0. Entdo existe uma tinica solucao real e

simétrica P = PT > 0 da seguinte equacio algébrica de Riccati:
A"P+PA+PBB"P+C"C=0
tendo a propriedade Re A (A — B BT P) < 0 se e somente se ||G(jw)|leo < 1V w.

DEMONSTRAGAO:  Direto a partir do teorema 4.5. O
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s117 [o1
o) e

A condicao necesséaria e suficiente para a existéncia da solucao P da equacgao

Pode-se reescrever a equagao (4.28) da seguinte forma:

(49— JC)T P+ P (A - JC)+ P (V2I) (V2I) P+ —0 (4.29)

algébrica de Riccati (4.29), em fungdo de J e £ é dada pelo corolario 4.1. Suponha que

e O sistema

Ag—JC| V2I
G(s) = (4.30)

o]

é observavel e controlavel.
° %QA(AO—JC) < 0.

Entao existe uma solugao tinica e positiva definida para P da equagao (4.29), se

e somente se ||G(jw)|e <1 Vw, ou seja,

Ag—JC| I

Hi

Dessa forma, a questao é a escolha de ¢ e da matriz de ganho J que satisfacam as

VAN

Sl

(4.31)

- o0

condi¢oes acima. Varios métodos podem ser utilizados para projetar J e &, tal como

o convencional método de alocagao de polos. Mais detalhes estao na secao 3.

O procedimento de projeto definido acima pode ser resumido da seguinte forma:

e Seja d > ||Allo-

e Atribua um valor a £ e projete J utilizando o método convencional de alocagao

de polos.
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e Verifique se a inequacao

Ag—JC| I

Hi

é satisfeita. Projete J novamente, se necessario, até que a inequacao seja satis-

IN

Sl

- e}

feita.

e Utilizando J e £ obtidos acima resolva a seguinte equacao algébrica de Riccati

para P.

(Ag—JC)Y'P+P(Ag—JCO)+PRIP+(+&)I1=0

e Construa o seguinte observador de estado robusto:

(2=Apz+Bu+J(y—79) +«
y=Cz+Du
r=y—y
R B
| o= QTTTP Chr

E importante notar que alguns passos do procedimento acima podem ser igno-
rados em uma aplicacdo pratica. A tarefa de procurar £ e J capazes de satisfazer
a inequagao (4.5.1) tem como principal objetivo garantir que a equagao algébrica de
Riccati tenha solucao. Mas o uso de softwares, como por exemplo o MATLAB, permite
verificar numericamente se a equacao algébrica de Riccati tem ou nao solucao positiva

definida, para isso encontrar J tal que A — J C seja estavel e usar £ qualquer.

A fim de ilustrar o procedimento descrito acima seré feito agora um exemplo.
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EXEMPLO 4.5:  Seja a planta P descrita por:
0 1 0 0
A= 001;B:0;C:[100]
-1 -1,7-0,8 1
1. Seja 0 > [|Aalla-
Escolhendo o maior valor possivel que nao instabiliza o sistema: § = 0, 069344.
T
2. Utilizando a matriz calculada no exemplo 4.1: J = [ 2,2 —0,46 —3,372
que aloca os trés autovalores de (A — J C) em —1. Escolhemos £ =0, 1.
3. Utilizando J e ¢ obtidos acima e resolvendo a equacao algébrica de Riccati.
(Ag—JCY'P+P(Ay—JC)+PRI)P+ (8 +&)1=0
1,9344 —0,8625 0,0654
Por meio de auxilio computacional obtemos: P = | —0,8625 0,5628 0,1310
0,0654 0,1310 0,3881
4. Construir o seguinte observador de estado robusto:

(2=Apz+Bu+J(y—79) +«
y=Cz+Du
r=y-—y
2z
| o= 27“T7’P Ctr

4.5.2 Método para Plantas Instaveis

Nesta secao serd generalizado o projeto do estimador de estado robusto, descrito na

secao anterior, para o caso de uma planta instavel. Quando a planta é instavel, o

modelo é previamente modificado de acordo com o
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LEMA 4.2 Dado o sistema
A|B
G(s) =
|0
onde o par < C, A > é observavel, existe uma transformacao 71" tal que
Ao AT — /}11 f}m
Ay A
3 B
B = TB=| .
By
C =CTr'=[1 0]
com 12122 estavel.
DEMONSTRAGAO:  Ver Poon (2000) [28]. O

Pelo lema 4.2 temos que um sistema observavel pode ser transformado para a

seguinte forma:

onde C7 =1, Cy =0 e Ay estavel. Supondo que a planta ja se encontra nesta forma,

e que apenas os blocos diagonais de A sao perturbados, temos
T = (An+ Az +Aprs+ Biu
Ty = Agy o1 + (Az + Dg) 22 + By u

y=zx1+Du

(4.32)

onde ||A1]l2 < 1 e ||As]|2 < d2. Note que as perturbagoes sao adicionadas ao sistema

transformado e nao ao original. O observador sera:
21 :AllZl+A1222‘|‘Blu+a1+<](y_g)
2:'2 = A2121 +A2222 +BQU+O[2

y=zn+Du

(4.33)
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onde a; e ay sao fungoes mensuraveis que serao determinadas depois. O residuo é

definido como

(

Existem dois erros de estado, o primeiro é definido como: e,, = x; — 21 e o

segundo como: e;, = Ts — 2. A equagao para e,, ¢

€ry, = I1— 21
= (An+A)o+Apre+Biu—Anz —Apz—Biu—o —J(y—7)
= An(r1—2)—J (21— 21) + Aa (0 — 20) + Ay 2y — g

== (All — J) €z, + A12 €1, + Al 1 — Qq (435)

e a segunda equacao do erro de estado é:

Cyy = Ty —Zy
= Apw+ (A +Ag) 2o+ Bou — Ay 21 — Ao 29 — Bou — g
= Anm — A1 21 + Agp o — A 2o + Ao 1o — g
= Ay (11— 21) + Agg (12 — 20) + Agx — o

= Ages, +Axes, + DNoxg —ay (4.36)

TEOREMA 4.6 Seja o sistema instavel,
1= (An+A)x1+ Az + Biu
Tg = Aoy 21 + (Aa + Do) 2+ Bauw

y=x1+Du
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onde ||Aq|l2 < 61 e [|Ag]l2 < d2. Entdo o erro de estado do observador robusto (4.33)

converge para zero (r; —z; — 0 e 9 — 29 — 0) se

2|r[[ Pl 6y llzall + 63 25 22

P—l
- 27Ty "

aq

Y
o

(&%)
onde P > 0 é a solugao da seguinte equagao algébrica de Riccati,
(An =) P+P Ay —J)+2P?+ (2 4+ +1)1=0
onde £ é constante e J é escolhido tal que A;; — J é estavel.

DEMONSTRAGAO:  Ver Poon (2000) [28].

Resolvendo a Equacao Algébrica de Riccati

(4.37)

Pode-se observar que a equagao algébrica de Riccati (4.37) ndo esta na forma padrao,

mas o corolario 4.1 diz que existe uma tnica solucao para ela se:

e O sistema

An—J V2l

Gls) = \/OI+&4+11] 0

é observavel e controlavel.

L] %QA(All—J) < 0.
o [GUw)lew<1Vw.

Dessa forma, a tarefa é encontrar J e £ tal que A;; — J seja estavel e

AH _ [
<

52+§2+110

Sl -

e}

O método descrito acima pode ser resumido como:

(4.38)

(4.39)
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Seja 51 > ||A1||2 e 52 > ||A2||2

An—J |1 1
Projete J e £ tal que < — e Ay — J seja estavel.
e Proj 3 qu 5%+§2+1I‘0 =75 11 ) Vi

[e.e]

Resolva a seguinte equagao algébrica de Riccati para P.

(A= NTP+PAL—D)+2P+ (B +E+1)I=0

Construa o seguinte observador de estado robusto.

(1 =Anz+ A+ Biuta +Jy—19)

22:A2121+A2222+BQU+O[2

y=zn+Du
0 = 200 [Tl PIl |21l + 03 23 2o 1,
27Ty
&2:0
(T=Y—Y

Lembramos que o uso de recursos computacionais pode fornecer diretamente uma
solucao P > 0 para a equacgao algébrica de Riccati, evitando assim o problema de se
resolver a inequacao (4.39).

O teorema a seguir nos fornece uma equacao de Riccati alternativa para a equacao

(4.37) e que pode ser de resolugao mais facil.

TEOREMA 4.7 Seja o sistema instavel,
= (A + Az + Apao+ Biu

To = Aoy x1 + (A + Ag) 20+ By

y=x1+Du

onde [|[Aq]l2 < 01 e ||Ag]l2 < 2. Entdo o erro de estado do observador de estado

robusto (4.33) converge para zero (r; — z; — 0 e 9 — 25 — 0) se

20PN O Izl + 65 23 2 p
— r
27Ty
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onde P > 0 é a solugao da seguinte equagao algébrica de Riccati,
(Ap =)' P+P(AL—J)+ P(Ap AL+ D P+(1+E)1=0 (4.40)
onde £ é constante e J é escolhido tal que A;; — J é estavel.

DEMONSTRAGAO:  Ver Poon (2000) [28]. O

A seguir temos um exemplo de uma planta instavel para ilustrar o método des-

crito anteriormente.

EXEMPLO 4.6:  Seja a planta P descrita por:

010 0
A=1]00 1|; B=|0]|; C=[1 0 0]
1 2 3 1
A matriz C jd estd na forma[ I ‘ 0 ], mas a matriz Agss nao € estdvel.

Por isso serd aplicada uma transformacao de similaridade que modifigue somente as

estruturas de A e B e se obtenha uma maitriz Ass estdvel.

10 0

1. UsandoT=| =5 1 0 |,teremos B=B,C=Ce
—-18 0 1

5 10

A=TAT'=| -7 -5 1

—25 —16 3

onde Ay, é estavel.
2. Seja 51 > ||A1||2 e 52 > ||A2||2

9 = 0,1-]Anl2=0,5

52 - 0, 1 . HA22”2 = 1,7059
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3. Resolvendo a seguinte equacgao algébrica de Riccati.
(An— )" P+PAL—J)+2P+ (51 + &+ 1)1 =0

Escolhendo J = 7 e £ = 0,1. A solugao da equacao é: P = 0,39172 ou P =

1,6083.

4. Construir o seguinte observador de estado robusto.

(Z1=Anz+ A+ Biuta +Jy—19)

22:A2121+A2222+BQU+O[2

y=zn+Du
&1::Q%WVHHPHHMH*ﬂ%Z§ZQP_1T
27Ty
&2:0
(T=Y—Y

4.5.3 Perturbacao no Modelo da Matriz B

Agora serd mostrado um método para superar uma perturbagao no modelo da matriz
B de modo similar ao descrito nos métodos anteriores. As dindmicas da planta sao

definidas a seguir,

(4.41)
y=Cx+Du

onde ||Agll2 < 6. O termo « introduzido é uma fungao de quantidades mensuraveis, a

ser determinado depois.

t=Az+Bou+J(y—79) +«
(4.42)
y=Cz+ Du

O residuo é definido como:
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O erro de estado é e = 2 — 2z e sua derivada fica

e = T—2
= Az+ (Bo+Ap)u—Az—Bou—J(y—y) — o
= Az+Apu—Az—Jy—79) —«
= Az +Apu—Az—JCx+JCz—«

= (A-JC)e+Apu—a (4.43)

TEOREMA 3.9 Dado o sistema,
t=Ax+ (By+ Ap)u
y=Cx+Du
onde ||Agl|ls < ¢, o erro de estado do observador de estado robusto (4.41) converge

para zero se
Sul
=
27Ty

pP1cTy

onde P > 0 é a solugao da seguinte equagao algébrica de Riccati,
(A-JC)Y'P+PA-JC)+P(I)P+E1=0 (4.44)
onde £ é constante e J é escolhido tal que A — J C' é estavel.

DEMONSTRAGAO:  Ver Poon (2000) [28]. O

Resolvendo a Equacao Algébrica de Riccati

Pode-se observar que a equacao algébrica de Riccati (4.44) nao esta na forma padrao,

mas o corolario 4.1 diz que existe uma tnica solugao para (4.44) se:

G(s) = {%} (4.45)

e O sistema

é observavel e controlavel.
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o Re\(A—JC) <0

o ||G(5)]|s <1 para Vw.

O método descrito acima para uma planta com perturbacao no modelo da matriz

B, pode ser resumido como:

e Projete J e & tal que

[A—JC I

§1 |0 } H <le(A—JC) seja estével.

e Utilizando J e £ acima, resolve-se a seguinte equagao de Riccati para P.

(A-JC)Y'P+P(A-JC)+P2+&°T=0

e Construa o seguinte observador de estado robusto.

(Z1=Az+Bou+J(y—9) +a
y=Cz+Du
Sulu
— Pflch
@ 27Ty "
\ r=y—y

onde § > ||Ag||2-

Como nos casos anteriores, a solugao da inequagao (4.45) pode ser evitada pelo
uso de recursos numéricos. A seguir serd desenvolvido um exemplo a fim de ilustrar o

algoritmo desenvolvido.

EXEMPLO 4.7:  Seja a planta P descrita por:

0 1 0 0
A= 0 0 1 |; B=|0|; C=[10 0]
-1 —-1,7 —0,8 1

1. Resolvendo a seguinte equacao algébrica de Riccati para P.

(A-JCOY'P+PA-JCO)+P*+€1=0
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Utilizando a matriz calculada no exemplo 4.1: J = [ 2,2

e escolhendo £ = 0,1 teremos

3,9611 —1,7392 0,0632
P=|-1,7392 1,1411 0,2747
0,0632 0,2747 0,8336

2. Construa o seguinte observador de estado robusto.

(Z1=Az+Bou+J(y—9) +a
y=Cz+Du
SuTlu
— PflcT
@ 27Ty "
( T=Yy—¥

onde § = 0,01 - || B|s = 0,01.

4.5.4 Projetando a Matriz J

—0,46 —3,372]"

Para o projeto do observador robusto com perturbagao na matriz A, nosso caso prin-

cipal, devemos encontrar £ e J tal que a inequagao (4.31) associada seja satisfeita:

Ay—JC| I

Hik

IA

Sl -

4 lloo

O problema é como resolver esta inequacao. A seguir serd mostrado um método

que possibilita que ela seja resolvida.

Método de Realimentacao de Estado

Este primeiro método considera a formulagao do problema como um problema de

realimentacao de estado.
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TEOREMA 4.8: (Realimentacao de Estado) Dado o sistema

G()_AB
lcolo

observavel e controlavel, seja X > 0 a solucao da seguinte equacao algébrica de Riccati:
ATX+XA-XBB"X+CT"C=0

que satisfaz e A (A — B BT X)) < 0. Entao, o sistema em malha fechada

A-BB'X | B ]

()= | A8 -

tem norma infinita menor ou igual a 1, isto é,

A-BF| B
<
=)l =

onde FF = BT X.
DEMONSTRAGAO:  Ver [28]. O
COROLARIO 4.2: (Realimentagao de Estado) Dado o sistema

A|B

G(s) =

Cc|0

observavel e controlavel, seja X > 0 a solucao da seguinte equacao algébrica de Riccati:
ATX 4+ XA—y2XBB'X+CTC =0

que satisfaz fe A (A — 72 B BT X)) < 0. Entdo, o sistema em malha fechada

A-4BBTX | y'B

i) = C 0

tem norma infinita menor ou igual a 1, isto é,

A-~?BB"X| B
C 0

[e.e]
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Vw, MT(w)) <7y
V2 =BT (—jwl — AT + 42X BB 1CTC (jwl — A+~ 2XBB)"'B>0

DEMONSTRAGAO:  Direto a partir do teorema 4.8. O

Resolver a inequagao (4.31) é equivalente a resolver a inequagao

O corolario 4.2 mostra como encontrar a matriz J para resolver este problema.

1
<% (4.46)

AT —CT T[0T €T
I 0

[e.9]

TEOREMA 4.9 Seja X > 0 a solucao da seguinte equacao algébrica de Riccati,
A X+ XA —2XCTCX+ (P +) X+, =0 (4.47)

que satisfaz Re A (4,7 — CT C X) < 0. Entdo, o sistema

AT —CTCX|[61 €] (4.48)
| o
tem norma infinita menor ou igual a +, isto é,
Af=cmJr[eé1 ¢1I
0 ‘ [ ¢1] < (4.49)
rooo i
onde JT = C X.
DEMONSTRAGAO:  Ver Gu & Poon (2001) [11]. O

O procedimento exposto pelo teorema 4.9 para a solucao de J, a partir de um
valor para &, pode ser visto também em [27].
A partir do teorema 4.9, pode-se observar que se X é positiva definida, a solucao

P da equagao algébrica de Riccati (4.28) sera a inversa de X, com v = %
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Sendo assim, obteve-se um método que garante a existéncia de solucao para a
)
equacao algébrica de Riccati, e a seguir sera feito um pequeno resumo de como se

projetar o observador de estado robusto.

Seja d > [[Aalz e v = 7.

Projete ¢ de tal forma que:

(S R Gt S

Resolva a seguinte equagao algébrica de Riccati para X.

A X+ XA —2XCTCX+(FP+E) X2 +~4721,=0

Faca J = X CT e resolva a seguinte equacgio algébrica de Riccati para P.

(Ag—JCY'P+P(Ay—JC)+PRI)P+ (8 +&)1=0

Construa o seguinte observador de estado robusto:

(2=Apz+Bu+J(y—79) +«
y=Cz+Du
r=y—y
2z
| o= 5.7, P—C"r

O inconveniente deste método é que outra equacao algébrica de Riccati (4.47)
deve ser resolvida para garantir a existéncia de solucao tinica para a equacao algébrica
de Riccati original. Esta nova equacao algébrica de Riccati também nao esta na forma
padrao onde a constante e os termos quadraticos tém o mesmo sinal. Dessa forma,

nao sera possivel resolver a equagao (4.47) se a perturbagao for muito grande.
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Antes de prosseguir com o outro método serao desenvolvidos dois exemplos a fim

de ilustrar o algoritmo desenvolvido.

EXEMPLO 4.8: Seja a planta P descrita por:

0 1 0 0
A=1] 0 0 1 |; B=|0]; C=[10 0]
-1 -1,7 -0,8 1

1. Sendo v = % ed>||Aulls = 6=0,1-|A4|]2=0,23115.
2. Resolvendo-se a seguinte equacao algébrica de Riccati para X.

A X+ X AT 2XCTOX 4+ (P +)X*+21,=0

Escolhendo £ = 0, 1, a matriz encontrada é:

1,3331  0,6718 —1,0459
X=| 0,6718 26157 —0,8003
—1,0459 —0,8003 3,4242

3. Fazendo J = X C7 e resolvendo-se a seguinte equacio algébrica de Riccati para

P.

(Ag—JCO)Y'P+P(Ay—JC)+PRIP+(*+&H)1=0

1,3135 0,0402 —0,0238 —0,0225
J = 0,6875 | ; P=1]-0,0238 0,1436 0,0173 | ;
—0,9093 —0,0225 0,0173 0,0680

4. Construa o seguinte observador de estado robusto:

(2=Apz+Bu+J(y—79) +«
y=Cz+Du
r=y—y
R BN
| @= QTTTP C'r
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EXEMPLO 4.9:  Seja a planta P descrita por:

0 1 0 0
A=]10 0 1|; B=|0]|; C=[10 0]
12 3 1

- Sendoy = ed>[|Asll, = §=0,01]All2=0,0386.

Resolvendo a seguinte equagao algébrica de Riccati para X.

A X +X AT —2XCTOX 4+ (0 +EHX*+21,=0

Escolhendo ¢ = 0,01, a matriz encontrada é:

7,1456 35,495 130,28
X = | 35495 206,79 761,66
130,28 761,66 2826,2

Fazendo J = X C7 e resolvendo-se a seguinte equacao algébrica de Riccati para

P.

(Ag—JCY'P+P(Ay—JC)+PRI)P+ (8 +&)1=0

7,1456 0,7096  0,0405 —0,0464
J=| 35495|: P=| 0,0405 0,3960 —0,1054 | ;
130, 28 —0,0464 —0,1054 0, 0302

Construa o seguinte observador de estado robusto:

(2=Apz+Bu+J(y—79) +«
y=Cz+ Du
r=y—y
5227 2 T
| o= QTTTP C'r
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4.6 Conclusoes

Neste capitulo foram mostrados alguns projetos de observadores de estado. O obser-
vador identidade ¢ uma maneira simples e direta de se resolver as Relagoes Fundamen-
tais dos Observadores. No método seguinte pode-se verificar como o uso de formas
canodnicas simplifica o projeto, mas o método analisado serve somente para sistemas
com uma tunica entrada. Foi mostrado que o observador tradicional de Luenberger é
equivalente ao identidade e a partir dele vimos um projeto alternativo de observador,
que é robusto na presenca de perturbacoes no modelo. O projeto necessitou da solugao
de equacoes algébricas de Riccati que nao estavam na forma padrao. Foi mostrado
que este tipo de equacao algébrica de Riccati é resolvida primeiro satisfazendo-se a
inequacao associada. Dessa forma, no final do capitulo foi mostrado um método que
permite que esta inequacao seja satisfeita e subseqiientemente resolve-se as equacoes al-
gébricas de Riccati. O projeto de um estimador de estado robusto proposto é analisado
nas simulacoes do capitulo 5. Este capitulo forneceu uma boa base para a construcao

do estimador de estado redundante que serd apresentado no capitulo 4, a seguir.
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Capitulo 5

Exemplos de Aplicacao

O capitulo se inicia, na secao 1, mostrando os problemas numéricos do projeto do
observador robusto devido a singularidade do termo « [28]. Na se¢ao 2, apresenta-se o
exemplo de um reator quimico real, instavel em malha aberta, sendo projetados os ob-
servadores robusto, redundante e identidade seguidos de uma analise de desempenho.
A seguir na secao 3, é feito o exemplo de uma fornalha com disparo a gas, quando o
observador funciona como um monitor de estados, sendo novamente projetados os ob-
servadores robusto, redundante e identidade e sua anélise. Na secao 4 sao apresentadas

as conclusoes.

5.1 Problemas Numéricos do Observador de Estado
Robusto

Serao mostrados os problemas numéricos que ocorrem, as singularidades de alguns

termos e alteracao no método decorrente.

5.1.1 Questoes Numéricas

Nos métodos propostos para o observador de estado robusto, aparecem alguns termos

que contém singularidades. No método referente a perturbacao na matriz A, quando

117
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foi adicionado um termo extra «, este foi definido como:

62T 2

a_
27Ty

P toty (5.1)

Claramente, nao se pode implementar este termo o quando r'r = 0 ja que «
serd infinito e nao podera ser computado. Para superar este problema, sera feita uma
substituicao do termo r'r quando r — 0 mas a partir na demonstracao do teorema

3.4 deve-se satisfazer a seguinte inequacao:
T Lo p
et Pa>=-0"2" 2

2
VA

Esta inequacgao garante que a derivada da funcao de energia definida na demons-
tragao é menor que zero (V < 0) e conseqiientement as condigbes do teorema da

estabilidade de Lyapunov sao satisfeitos.

5.1.2 Consideracoes Sobre a Singularidade

A seguir serao listados alguns métodos que podem ser utilizados para melhorar os
resultados da simulagao. Serd comentado também sobre como efetivamente se garante

que a computagio de « e que a inequagao (5.2) sejam satisfeitas.

1. Quando 7T r < tol, substitui-se o termo r’ r pelo niimero pequeno tol. A justi-
ficativa para esta substituicao é a garantia de que o termo « é sempre computado.

Se a substituicdo for feita no lado esquerdo da inequagao (5.2) temos

2 - 2 T 22Tz
Pa = P{——FP
(522Tz) e (522Tz> ‘ (Q-tol o

— p(Lpicor,
tol

’I"T’I"

“tol

1

IN
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Dessa forma, o lado esquerdo da inequagao (5.2) nunca sera maior que um.

2. Substitui-se o termo r” 7 por r¥ r+tol. A justificativa para usar esta substituicao
se deve ao fato de que esta funcao « suaviza o resultado em relacao a funcao

de a que contém singularidade. Substituindo-se no lado esquerdo da inequagao

(5.2) obtemos

2 T T —1 AT r
Pa = PP C" ———
(522Tz> ©ha ‘ ( rTr+ tol

TT’I"

rTr + tol

< 1

Portanto, o lado esquerdo da inequacao (5.2) nunca serd maior ou igual a 1.

3. Quando r*r < tol, substitui-se o termo —— por msign('r’), onde n é o
nimero de elementos de r. A justificativa para esta substituicdo é porque na
simulagao r converge rapidamente para zero, o que quer dizer que nos dois méto-
dos anteriores o converge para zero depois da correta estimacao dos estados. A
substituicao garante que quando r — 0, a nao tenderd a zero. Fazendo-se a

substitui¢ao no lado esquerdo da inequacgao (5.2) tem-se:

( 2 )eTPa _ JTp (pl(ﬂmsign(r))

sign(ry)
T 1

Ti\/ﬁ\/ﬂ

sign(ry)

(el 4+ 4 )

1
Vi Vtol
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1
— nVtol

tol

IN

BERSTEES

quando utiliza-se a inequacao,
rTr <tol = er < tol
2
= r; <tol

= r; < Vtol
= Z|7’Z| < nv'tol

Entéo, o lado esquerdo da inequacgao (5.2) pode ser ou ndo maior ou igual a um

para n > 1.

4. Utilizando o seguinte algoritmo para calcular a.

IF T r < tol

IF flag=1

6227 2 1
P—l T ;
5 il sign(r)

Qg = &

o =

ELSE
O = Qpld
END IF

flag =10
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ELSE

52T 2

2

a= pPioTy

flag=1

END IF

A justificativa para este algoritmo é que quando r ficar muto pequeno, as rotinas
numéricas podem determinar incorretamente o sinal de r. Este erro nas rotinas
numeéricas podem fazer com que « varie rapidamente entre valores positivos e
negativos. O algoritmo acima pode reduzir a variagao no sinal, mantendo o valor

de r até que o valor do residuo esteja fora da faixa de tolerancia.

OBSERVACAO 5.1 Para melhorar as simulacoes, pode-se fazer £ = 0 o que nos leva a
confiar na inequacao e’ Pa > 6% 27 z para que a funcao de energia permaneca menor
do que zero. Entao, quando faz-se a substituicao por —r—, o residuo crescerd mais

rapido do que se £ # 0.

5.1.3 Alteracao no Projeto

Como ja foi mencionado anteriormente, o problema potencial do projeto proposto é que
o termo extra incluido no observador o contém singularidade, isto é, o denominador
tende pra zero fazendo com que « tenda ao infinito. Nesta secao é discutido um método
capaz de remover a singularidade, o que requer uma alteracao no projeto e assume-se

que existe uma faixa onde os estados sao conhecidos.
. L r T L p oo L p o L p oo
V§§e {(AO—LC) P+P(A0—LC)}€—|—§€ Pe+§e 56—1—56 P2e

1
+§ZT522—6TPCY
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1 1
el {(AO—LC)TP+P(AO—LC)} e+eTP2e+§eT52e+§zT52z

—e'Pa

1 1 1
§€T {(AO—LC)TP+P(AO—LC)+2P2} €+§52€T€+§52ZTZ

—el'Pa
Conseqiientemente, a condicao suficiente para V ser negativa definida é dada

por:

(Ag—LCO)Y"'P4+P(Ay—LC)+2P* < 0 (5.3)

1 1
e Pa > 5526T6+§522TZ (5.4)

De fato, a partir da equacao (5.4) pode-se ver que existe uma contradigao. Se
e = 0 entao a inequacao fica

1
0>=6%:T2
2
o que s6 pode ocorre quando z = 0 o que é impossivel no caso generalizado. Todavia,

a partir da equagao (5.4), precisamos que

(-2 Pa > %52(x—z)T(:p—z)+%522Tz

1 1 1
(" P-2"P)a > & <2T2+§xTx—§xTz—§sz)

Como z e z sao vetores pode-se usar a defini¢do de produto escalar (definigao

3.2) para mostrar que:

Sendo assim, podemos reescrever a inequagao acima como,

1
(z" P — 2" P)a > 4? (sz+§xTx—sz)
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Assuma que z é limitada tal que ||z|| < ¢. Sabe-se pela propriedade submulti-

plicativa da norma de uma matriz que
"] < 2] 2]
= Izl ¢
Portanto, assume-se que
(27 — ") Pa > 6 (szJr%QQ— ||z||§) (5.5)
Fagamos o = v P~1 C7T sign(r), entao a equacgao (5.5) fica,

V@t — VPP sign(r) > 6 (fw%@ el g)
V(@ = YO sign(r) > 8 (fw%c?— Il c)

. 1
v sign(r) = 6 (5= el )
Podemos, entao resolver a inequacao a seguir, como um problema equivalente.
T 2 (T L,
yrtsign(r) —ym 2 6% {202+ 5 C =zl ¢

onde m > 0 e m # 1T sign(r). Assuma que (r’ sign(r) —m) > 0, entdo com

0 (" 2+ 5 ==l Q)

rT sign(r) —m

Y2

a inequagao permanece. Dessa forma, faga a como

0* (" 2+ 3~ 2l ¢)
> 2 1 AT .
a > T sign(r) —m P~ C" sign(r) (5.6)

onde pode-se observar que o nao demorara a conter uma singularidade. Infelizmente,
esta aproximagao falha quando r = 0 entdo (r sign(r) —m) < 0 o que contradiz uma

das hipoteses assumidas.
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5.1.4 Conclusoes

Nesta secao, foram sugeridas formas de superar o problema do projeto proposto conter
singularidade. Foi mostrado que existe um método que até o momento garante que
o termo « é computavel e que as condigoes do teorema da estabilidade de Lyapunov
sao satisfeitas. Contudo, nos métodos fornecidos o é computavel o que significa que
a simulagao nao obstante pode nao satisfazer sempre a inequacao (5.2). Entretanto,
quando a inequagao (5.2) nao é satisfeita o residuo crescerd e excederda a banda de

tolerancia, fazendo com que se utilize a fungao original de a ao invés da susbtituicao

r
rTy”

por Isto significa que a inequagao (5.2) pode ser satisfeita novamente. Portanto,
na pratica, o residuo pode nao tender a zero mas ele tendera a um valor pequeno

proximo de zero (banda de tolerancia) o que satisfaz o nosso proposito.

5.2 Exemplo de um Reator Quimico

Nesta secao sao propostas as estimagoes de estado de acordo com os projetos apresen-
tados nos capitulos 3 e 4, através da simulacao de um sistema simples de um reator
quimico real, instavel em malha aberta, quando o observador funciona observando os

estados numa malha de realimentacao.

5.2.1 Descricao do Modelo

O modelo a ser considerado, de um reator quimico, tem duas entradas e duas saidas.
Os detalhes desta planta podem ser obtidos em [25]. A descri¢ao do sistema em espago

de estado é a seguinte:

i] (5.7)
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onde

1,38 —0,2077 6,715 —5,676

—0,5814 —4,29 0 0,675
A= ;
1,067 4,2073 —6,654 5,893
0,048 4,273 1,343 —2,104
0 0
5,679 0 1 0 1 -1
B = ;o O= ;
1,136 —3,146 01 0 0
1,136 0

O modelo é instavel em malha aberta, portanto primeiramente serd proposta

uma realimentagao de estado a fim de estabilizar o sistema em malha fechada.

Alocando os Pélos por Escolhas Aleatdrias

Utilizando o algoritmo fornecido no capitulo 4, temos:

1. Verficando se A é ciclica.

A(A) = { 1,9958; 0,0597; —5,0618; —8, 6617}

2. Como A é ciclica, escolhe-se ug € R™ ao acaso.

1
Uy =
3
3. Fazendo B uy = b. i i
0
5,679
b= BUO =
-8, 302
1,136
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4. Como A e b sao controlaveis, encontra-se a solucao f.

(a) Calculando a matriz U, e sua inversa.

0 —63,375  432,9 —3900,6 ]
5,679 —23,596 145,31 —882,63
~8,302 85,829 —674,79 5497,5
1,136 10,727 —11,168 —241,04

U,=[b Ab A2b A%p] =

(b) Calculo de p(A).

19878 1369, 1 13776 —8894,9
—1746,9 1870,8 —896,83 1858,4
1573,3  7928,7 2709,9 6088,6
—449,12  7891,2 1326,2 T7087,5

pe(A) = (A +101) =

(c) A matriz [ é:.

f==[000 1] U 'pa(A)

;o= [ 33,703 36,554 30,279 13,607]

5. A solugao global é F = uyg f.

33,703 36,554 30,279 13,607
101,11 109,66 90,838 40,82

5.2.2 Projeto do Estimador de Estado Redundante

Nesta secao sera considerado o projeto do observador de estado redundante proposto
no capitulo 3. Serao feitos dois projetos, para um observador de ordem completa e

outro de ordem minima, utilizando os algoritmos desenvolvidos.
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Projeto do Observador de Ordem Completa

1. Achando a matriz P que transforma a matriz C' para [ I, ‘ 0 }
1 0 1 -1 ]
0 1 0 0
P —

—0,5774 0 0,78870,2113
0,5774 0 0,2113 0,7887

O sistema transformado:

[ 0,4013 —0,2734 —1,9057 2,9447 |
—0,4188  —4,29 0,4783 0,1967

A=PAP' =
5,422 4,3411 —5,4236  4,0627
92,7604 4,1392 11,3919 —1,5531
[0 —3,146|
i 5,679 0 ) 1 0 0 0
B=PB= . C=CPpl= :
1,136 —2, 4812 01 0 0
1,136 —0,6648

2. Escolhendo o valor de A < 0 e criar a matriz G = A Iy = —p I4, onde p > 0.

A=—-10; — p=10;

-10 0 0 O

0 —10 0 0
G —

0 0 —10 0

0 0 0 —10

3. Criando a matriz © = A + pI,.

9,5987 —0,2734 —1,9057  2,9447 |
—0,4188 5,71 0,4783 0,1967

—5,422  4,3411 4,5764  4,0627

2,7604 4,1392 11,3919 8,4469
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4. Particionando © € R*** em: ©; ¢ R**? e O, €

o= [ 0, | o

9,5987 —0,2734 |
—0,4188 5,71
~5,422  4,3411
2,7604  4,1392

R4><2

]

[ —1,9057
0,4783
4, 5764

1,3919

5. Encontrando a matriz 7" > T Oy = 0, a partir de:

T=XK"

onde: K € R*? ¢ fixa e X € R**? é um parametro livre, para o qual sera

escolhido um particular valor neste exemplo,

[ 02177 0.6251
~0.0326 —0.0913
—0.5148 —0.7202
0.8286  0.2868

6. Encontrando as matrizes J e H.

0, 0653
—0,2379
~2.9239

J=T0, =

[ 27394

=
Il
~
vl
Il

4,7956
0, 3038

[ —0,3535 —0,4927 —0, 1601

0,0084 0,0963 —0,0059 —0,0023
—0,1075  0,8579 —0, 1637
—0,6521  0,0503 —0,4048

[ _1,7343 —2,5353 ]

0,5377 —0,0101

—0, 4443

0,5126
4,6159
0,4501

1,3686 |

0,6803
2,7762

0,2117 |

0,0962
0,4209

2,9447 |
0, 1967
4,0627
8, 4469

0,6723 —0,3314
~0,3792 —0, 9202
0,4547 —0,0978

0,184
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7. Particionando a matriz T € R*** encontrada em: 7} € R**? e T, € R**2,

T:[Tl‘TQ]

[ 0,3535 —0,4927 | [ 0,1601 0,2117]
. 0,0084 0,0963 . ~0,0059 —0,0023
YTl —0,1075 085797 7T | —0,1637  0,0962 |
~0,6521  0,0503 —0,4048  0,4209
0
8. Encontrando uma particular matriz M > MT, = |—]|.

I,

0 0 0 0 |
0 0 0 0

M = :

0 0 —14,057 3,214

0 0 —13,521 5,4675
P

9. Encontrando uma particular matriz N > N= |—| — MT1T.
0
o o
0 1
N = ;
0,585 11,898
92,1121 11,325

Projeto do Observador de Ordem Minima

Serd utilizada a mesma transformacao mostrada no observador de ordem completa,

portanto as matrizes P, A e B sao as mesmas.

1. Escolhendo o valor de A < 0 e criar a matriz G = A I, = —p Iy, onde p > 0.
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0 —-10

2. Criando © = A+ p .

9,5987 —0,2734 —1,9057 2,9447 |
—0,4188 5,71 0,4783 0,1967

~5,422  4,3411 4,5764  4,0627

2,7604 4,1392 1,3919 84469

3. Particionando © € R*** em: ©; € R**? e O, € R**2,

o= 6 o |

[ 9,5987 —0,2734 | [ 1,9057  2,9447 |
—0,4188 5,71 0,4783  0,1967
@1 = 3 @2 = 3
5,422 43411 4,5764  4,0627
2,7604  4,1392 1,3919  8,4469

4. Encontrando a matriz T" > T Oy = 0, a partir de:
T=XK"

onde: K € R**? & fixa e X € R?*?2 & um parametro livre, para o qual sera

escolhido um particular valor neste exemplo,

0,6723 —0,3314 |
—0,2177 0,6251 —0,3792 —0, 9202
0,0326 —0,0013 | K 0,4547 —0, 0978
—0,4443 0,184

-0, 3535 —0,4927 —0,1601 0,21171

0,0084 0,0963 —0,0059 —0, 0023
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5. Encontrando as matrizes J e H,

—1,7343 —2, 5353
0,0653 0,5126 |’

—2,7394 11,3686
0,5377 —0, 0101

H = TB=

I

6. Particionando a matriz T € R?** encontrada em: T} € R?*? e T}, € R?*2,

7’::[ T ‘ T, |
—0,3535 —0, 4927 ~0,1601 0,21171
T = ; T, =
0,0084 0,0963 —0,0059 —0, 0023

7. Encontrando uma particular matriz M > MT, = |—]|.

0 0

0 0
—1,4345 —130, 85
3,6388 —98,955

I
8. Encontrando uma particular matriz N > N = [—| — MT;.
0

1 0
0 1
0,585 11,898
2,1121 11,325




132 Capitulo 5. Exemplos de Aplicacao

5.2.3 Projeto do Observador Identidade

No projeto a matriz F' sera chamada de L a fim de nao confundir a matriz do observador

com a matriz da alocacao de polos.

1. Encontrando a matriz L € R**? tal que os autovalores da matriz AT + CT L

estejam em —10. Utilizando o algoritmo utilizado para alocacao de polos, temos:

(a) Verficando se A é ciclica.
A(A) = { 1,9958; 0,0597; —5,0618; —8, 6617}

(b) Como A é ciclica, escolhe-se uy € R™ ao acaso.

1
Uy =
3
(¢) Fazendo CT uy = c. )
1
3
c=CTyy =

1
—1

(d) Como A e ¢ sao controlaveis, encontrando a solucao [ da seguinte forma:

i. Calculando a matriz U, e sua inversa.

U, = |¢ AT¢ AT?c AT?¢

1 13,148 —63,852  713,4 |
3 —14,126 63,97 —299, 76
1 1,1419 43,135 —631,24
—~1 16,314 —92,522 522,88

ii. Calculando pf(A).
19878 1369, 1 13776 —8894, 9]
—1746,9 1870,8 —896,83 1858,4
1573,3 7928,7 2709,9 6088,6
—449,12  7891,2 1326,2 T7087,5

Pe(A) = (A+101) =
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iii. A matriz [ :
I = —[000 1]U 'pe(A)
| = [—43,847 98,568 —23,986 46,205]

(e) A solucdo global é L = ug .

—43,847 28,568 —23,986 46,205
—131,54 85,705 —71,958 138,61

2. Calculando a matriz J = —L7T.

43,847 131,54 ]
—28,568 —85,705
23,986 71,958
—46,205 —138,61

3. As matrizes J, T =1,, G=A—-JC, H= B, M =1, e N = 0 satisfazem as
relacoes fundamentais dos observadores.

[ 42,467 —131,75 —37,132 38,171

27,987 81,415 28,568 —27,893

—-22,919 —67,75 —30,64 29,879

46,253 142,89 47,548 —48,309

cujos autovalores estao em —10, como desejado.

4. O estimador procurado é:

5.2.4 Projeto do Estimador de Estado Robusto

Esse sistema tem propriedades numeéricas que causam dificuldades e no inico deste

capitulo foi mostrado como se tratar os problemas que ocorrem durante o projeto.
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Dessa forma, esse mesmo raciocinio foi utilizado nas expressoes de a; e ay. O pro-
jeto do observador de estado robusto para plantas instaveis conforme foi mostrado no

capitulo 4, envolve a; e ag que sao definidas da seguinte maneira:

_ 261 I 1[Izl + 63 25 2 1
27Ty

04220

onde 6; > [|Aq|l2, d2 > ||Azll2 e P > 0 é a solucdo da seguinte equacao algébrica de

Riccati:
(A= )T P+ P(Ay —J) + P(ApApT + 8 P+ (1+E)I=0  (58)

onde J é escolhido tal que Ay; — J é estavel e escolhe-se apropriadamente um valor
para ¢ tal que a solucao possa ser encontrada. Conforme ja foi mostrado a equagao 5.8
nao esta na forma padrao aonde os termos quadratico e constante sao ambos positivos.
Dessa forma, deve-se aplicar o corolario 3.1 a fim de garantir que exista uma tunica
solucao para a equacao algébrica de Riccati.

e O sistema

An—J | V2I

Gls) = \OR+E+11] 0

é observavel e controlavel.

L] %QA(All—J) < 0.
¢ ||G(5)]|eo <1 para Vw.

As duas primeiras condigoes serao validas, se a matriz J escolhida tornar o
sistema estavel, observavel e controlavel, apos a perturbacao. A terceira condigao
pode ser satisfeita utilizando o método determinado na subsecao 3.4.3. Projetando de

acordo com o desenvolvimento fornecido no capitulo 4.
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1. A matriz T que transforma a matriz C' para [ I ‘ 0 ]

1 0 1 —1

0 1 0 0
—0,5774 0 0,78870,2113
0,5774 0 0,2113 0, 7887

onde Ay, é estavel. As matrizes transformadas sao:

[ 0,4013 —0,2734 —1,9057 2,9447 |
—0,4188 —4,29 0,4783 0,1967

A=TAT ! = ;
5,422 4.3411 —5,4236  4,0627
92,7604 4,1392 11,3919 —1,5531
[0 3,146
. 5,679 0 . 1 0 0 0
B=TB= . C=CT'= :
1,136 —2,4812 01 0 0
1,136 —0, 66483

2. Fazendo 51 > ||A1||2 e 52 > ||A2||2

81 = 0,01 [[ A2 = 0,0432

82 = 0,01+ [|As|5 = 0,0708

3. Resolvendo a seguinte equagao algébrica de Riccati.

(A = NTP4+P(A; —J)+P(Ap A" + 32 DNP+(1+)I=0

0,0691 0,1618
0,1618 1,4119

6,3478 —32,395
onde J = ¢ tal que (A;; — J) é estavel e £ =0, 1.
0 0
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4. O observador de estado robusto.
(Z1=Anz+ Az +Biuta + J(y—w)
2'22 = A2121 +A2222 +BQU

w = z1

Pfl
27Ty "

\ "=y -w

5.2.5 Simulacoes

As condi¢oes iniciais da planta e do observador foram consideradas nulas. Nas simu-
lacoes dos observadores de estado redundante, identidade e robusto foram utilizados
os diagramas de blocos da planta combinado com cada observador, conforme mostram
as figuras 5.1, 5.2 e 5.3, respectivamente. O sistema tem como entrada o sinal wu(t)

como mostra a figura 5.4.
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Clock

Figura 5.1: Diagrama de blocos da simulagao do estimador redundante com realimen-
tacao
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Figura 5.2: Diagrama de blocos da simulagao do observador identidade com realimen-
tacao
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Figura 5.3: Diagrama de blocos da simulacao do estimador robusto com realimentacao
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sinal de entrada: u ()
°

Figura 5.4: Grafico do sinal de entrada u(t)

Foram simuladas duas situagoes: o sistema sem perturbagdo (§ = 0) e com
perturbagdo (§ = 0,01) maxima que nao instabiliza o sistema realimentado. Nos
graficos da figura 5.5 sao mostrados os estados do sistema em condicoes ideais, isto é,

o sistema sendo realimentado pelos estados = para as diferentes perturbacoes.

—— planta sem perturbacao -4
-10 — - planta com perturbagao

A

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t t

Figura 5.5: Graficos dos estados do sistema sem perturbagao e com perturbacgao



5.2. Exemplo de um Reator Quimico 139

Os estados observados pelos observadores redundantes de ordem completa e de
ordem minima e do observador identidade nao serao mostrados sozinhos, uma vez que
o erro é muito pequeno e nao é visualmente nitida a minima diferenca entre eles. Na
figura 5.6 sao mostrados os erros dos observadores redundantes de ordem completa e

ordem minima e do identidade, quando § = 0.

—— obs. redundante
-1.5 — - obs. redundante minimo
—— obs. identidade

0 5 10 15 20
t t

Figura 5.6: Graficos do erro de estado dos observadores redundantes (de ordem com-
pleta e minimo) e do identidade para um sistema sem perturbagao
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Os erros de estado do observador robusto sao mostrados sozinhos na figura 5.7,
pois sao de ordem de grandeza maior que os outros. Note que os graficos em linha
tracejada denotam o comportamento para 6 = 0,01 e conseqiientemente os em linha

cheia denotam o comportamento para § = 0.

0.5

-1.5
0

150

100

\
-150f | — obs.robusto (sem perturbagao) | \{

— - obs.robusto (com perturbagao)
-50 -200
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Figura 5.7: Gréaficos do erro de estado do observador robusto para um sistema sem
perturbacao e com perturbacao

Na figura 5.8 sao mostrados os erro de estado dos observadores redundantes de
ordem completa e minimo e do identidade para um sistema com § = 0,01. Finalmente
na figura 5.9 sao mostrados os graficos dos estados x da planta e dos estados observados

w para estes observadores com ¢ = 0,01.
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Figura 5.8: Graficos do erro de estado dos observadores redundantes (de ordem com-
pleta e minimo) e do identidade para um sistema com perturbagao
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Figura 5.9: Graficos do estado da planta e dos observadores redundantes (de ordem
completa e minimo) e identidade para um sistema com perturbagao



142 Capitulo 5. Exemplos de Aplicacao

Neste exemplo de um sistema instavel podemos mostrar que os observadores re-
dundantes geram estimativas muito boas para os estados mensuraveis, uma vez que
os erro de estado sao da ordem de 107!, quando § = 0, o qual podemos considerar de
ordem numérica. O tradicional observador de Luenberger ou identidade também gera
uma boa estimativa, porém com um erro desprezivel superior. Note que a segunda
variavel de estado, quando observada pelos observadores redundantes geram um es-
timativa perfeita, ja& o observador identidade tem uma boa estimativa porém nao é
perfeita.

Quando na presenca de uma pequena perturbacao, os observadores redundantes
e o identidade nao tém erros tendendo a zero, como se esperava, ja que nao foram
projetados para isso, mas estes erros sao limitados e aceitaveis. E de se notar a
superioridade do observador redundante.

O observador robusto nao apresentou um bom desempenho em nenhuma das
duas situacoes. Note que ele comeca com um bom desempenho, porém com o tempo
ele vai instabilizando o sistema e perde-se qualquer chance de mensurar os estados.
E importante ressaltar que no estudo feito pelos autores sobre este observador ro-
busto [28] e [11], ndo houve qualquer referéncia a singularidade dos termos «a; e as.
Neste nosso estudo utilizamos um raciocinio anélogo ao feito pelos autores e descrito

no inicio deste capitulo, mas infelizmente nao obtivemos um resultado satisfatorio.

5.3 Exemplo de uma Fornalha com Disparo & Gas

Nesta secao sao propostas as estimacoes de estado de acordo com os projetos apresen-
tados nos capitulos 3 e 4, através da simulacao de um sistema simples de uma fornalha
com disparo a gas quando o observador funciona como um monitor de estados. Esse

sistema tem propriedades numeéricas que causam dificuldades e no inico deste capitulo
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foram focados esses problemas que surgem durante os projetos.

5.3.1 Descricao do Modelo

O modelo a ser considerado sera do disparo de gas de uma fornalha, o qual tem duas
entradas e duas saidas. As entradas sao o sinal de posi¢ao da valvula de combustivel e
o sinal do “trim” de oxigénio. As saidas sao a temperatura da fornalha e a porcentagem
de escapamento de oxigénio. Os detalhes desta planta podem ser obtidos em [7]. O
modelo é estavel, observavel e controlavel. A descricao do sistema em espaco de estado

é a seguinte:

i] (5.9)

u
onde
[ 0,0186 —0,0065 0,0190 0,0129 ] [ 0 0 |
y 0,0026 —0,1354 0,0310 0,0040 . 0 0
| —0,0972  0,0695 —0,1273 0,0530 | ' B 0 —0,0960 |’
~0,0193 —0,0155 —0,1121 —0,4934 0,4969 0, 0453

0,6707 —0,1085 —0,0286 0,0086
—-02750 —0,1933 —0,2175 0,0060

?

com os seguintes autovalores: A\(A) = { —0,4752; —0,1791; —0,0352; —0,0852}.

5.3.2 Projeto do Observador de Estado Redundante

Nesta secao sera considerado o projeto do observador de estado redundante proposto
no capitulo 3. Serao feitos dois projetos, para um observador de ordem completa e

outro de ordem minima, utilizando os algoritmos desenvolvidos.
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Projeto do Observador de Ordem Completa

1. Achando P que transforma a matriz C' para [ Iy ‘ 0 }

0,6707 —0,1085 —0,0286 0,0086
—0,2750 —0,1933 —0,2175 0, 0060
—0,0814 —0,6915 0,7177 0,0110

—0,0077 0,028% 0,0116 0,9995

As matrizes transformadas sao:

—0,0305 —0,038 0,0038 0,0029

B 0,0077 —0,0739 0,0002 —0,0184
A=PAP =
—0,1384 —0,0308 —0,1764 0,0321

0,0570 0,2474 —0,0719 —0,4940

0,0043 0,0031
0,0030 0,0212 L 0 0 0
0,0054 —0,0684 01 0 0

0,4966 0,0442

2. Escolhendo o valor de A < 0 e criar a matriz G = A I, = —p I4, onde p > 0.

3. Criando a matriz © = A + \ I,.
[ 0,9695 —0,0386 00,0038 O, 0029-

0,0077 0,9261 0,0002 —0,0184
—0,1384 —0,0308 0,8236 0,0321

0,0570 0,2474 —0,0719 0,5060
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4. Particionando © € R*** em: ©; € R*? e O, € R**2,

©1

_ @:[

0,9695 —0, 0386
0,0077 0,9261
10,1384 —0, 0308

0,0570  0,2474

@1\@2]

0,0038  0,0029
0,0002 —0,0184

0,8236 0,0321

~0,0719 0, 5060

5. Encontrando a matriz 7' > T Oy = 0, a partir de:

onde: K € R*? ¢ fixa e X € R**? é um parametro livre, para o qual sera

T =

X KT

escolhido um particular valor neste exemplo,

6. Encontrando as matrizes J e H.

0,0811

—0,0045 0,0059 —0,9967
—0,0008 —0,0363 0,0808 0,9961
;. K=
—-0,9949 0,1010 0,0053 0,0025
0,1011 0,9942 0,0083 0,0357
0,0050 0,0055 0 0,0002
-0,0022 -0,0363 —0,0001 —0,0013
T = :

0,9998  0,0203 —0,0051 —0, 0047
—0,0202 0,9985 0,0030 0,0363
0,0049 0,0050

T 0O,

—0,0024 —0,0338

0,9699 —0,0209

—0,0102

0,9344
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0,0001  0,0001
—0,0008 —0,0008
0,0020  0,0037

0,0209 0,0225

7. Particionando a matriz T € R*** encontrada em: T} € R**? e T, € R**2,

T:[Tl‘TQ]

0,0050 0,0055 0 0,0002
—0,0022 —0,0363 —0,0001 —0,0013
= ;o Ix= ;
0,9998 0,0203 —0,0051 —0,0047
—0,0202 0,9985 0,0030 0,0363
0
8. Encontrando uma particular matriz M > M T, =
I
[0 0 0 0 |
0 0 0 0
M = ;
0 0 —213,8081 —27,6311
0 0 17,5778 29,8066
I
9. Encontrando uma particular matriz N > N= [—| — MT1T.
0
_ ) .
0 1
N = ;

213,1976 31,9219
—16,9717 —30, 1170
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Projeto do Observador de Ordem Minima

Serd utilizada a mesma transformacgao mostrada no observador de ordem completa,

portanto as matrizes P, A e B sao as mesmas.

1. Escolhendo o valor de A < 0 e criar a matriz G = A I, = —p I3, onde p > 0.
A=-L — p=1L

-1 0
G:
o

2. Criando a matriz © = A+ \ I,.

0,9695 —0,0386 0,0038 0,0029
0,0077 0,9261 0,0002 —0,0184
—0,1384 —0,0308 0,8236 0,0321

0,0570  0,2474 —0,0719 0, 5060

3. Particionando © € R*** em: ©; € R**2 e O, € R**?,

o=| 6 o |

0,9695 —0, 0386 0,0038 0,0029

0,0077 0,9261 0,0002 —0,0184

@1 = ) @2 = )
—0,1384 —0,0308 0,8236 0,0321
0,0570 10,2474 —0,0719 0,5060

4. Encontrando a matriz T > T Oy = 0, a partir de:

T=XK"

onde: K € R*?2 & fixa e X € R?*? & um parametro livre, para o qual sera
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escolhido um particular valor neste exemplo,

[ —0,9967 0,0811 |
—0,0046  0,0059 0,0808 0,9961
00008 —0.0364 | 0,0053 0,0025 |’
0,0083 0,0357

0,0050 0,0055 —0,00001 0,0002
—0,0022 —0,0363 —0,0001 —0,0013

?

5. Encontrando as matrizes J e H,

0,0049 0,005

—0,0024 —0,0338

_ 0,0001 0,0001
H = TB= ;

—0,0008 —0, 0008

6. Particionando a matriz T' € R?** encontrada em: T} € R?*2 e T}, € R?*2,

T=| 1|1 |

0,0050 0,0055 . —0,00001 0,0002
"7 20,0022 —0,0363 | 7| —0,0001 —0,0013
0
7. Encontrando uma particular matriz M > MT, = |—]|.
Iy
] . .
0 0
M = ;
_45114  —5993
3241,7 —336,57
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I
8. Encontrando uma particular matriz N > N= [(—| — MT1T.
0
_ ) 0_
0 1
N = :
213,231,922
—16,972 —30,1175

5.3.3 Projeto do Observador Identidade

1. Encontrar a matriz L € R**2 tal que os autovalores da matriz AT +C7 L estejam

em C~. Utilizando o algoritmo utilizado para alocacao de poélos, temos:

(a) Verficando se A é ciclica.

AMA) ={ —-0,4752; —0,1791; —0,0352; —0,0852}

(b) Como A é ciclica, escolhe-se uy € R™ ao acaso.

1
Uy =
2
(¢) Fazendo CT uy = c.
[ 0,1207 ]
0, 4951
c=CTyy =

0, 4636

0,0206

(d) Como A e ¢ sao controlaveis, encontramos a solugao [ da seguinte forma:
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i. Calculando a matriz U, e sua inversa.

U, [c ATc AT?c AT? c]

0,0007 —0,0002 |
0,0531 —0,0066 0,001
0,014 0,0052 —0,0025
0,0472 —0,0255 0,0121

0,1207 —0,0076
—0,4951
—0,4636

0, 0206

ii. Calculando pf(A).

0,0268 |
0,0111

0,07
0, 0509

0,9171 —0,0151 0,0539
—0,007 0,5681 0,0794
—0,312 0,1814 0,5606
0,0065 —0,0475 —0,1586

Po(A) = (A+1)" =

iii. A matriz [ é:
-0 00 1]U " pe(A)
[ _11251 —435,64 —2485,9 —650,34]

(e) A solucao global é L = ug .

—11251 —435,64 —2485,9 —650, 34

=1 oos00 —s71.98 40719 —1300.7
2. Calculando a matriz J = —LT.
[ 11251 22502
435,64  8T1,28
7= 24859  4971,9
650,34 1300, 7

3. As matrizes J, T =1,, G=A—-JC, H= B, M =1, e N = 0 satisfazem as

relacoes fundamentais dos observadores.

—1358
—52,579
—300, 15
—78,515

5570, 4
215,55
1230, 9
321,97

5216 —231,76 |
201,99 —8,9702
1152,4 —51,157

301,38 —13,89
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4. O estimador é:
o { 2(t) = Az(t) + Bu(t)+ Jy(t)
w(t) = z(t)

5.3.4 Projeto do Estimador de Estado Robusto

O projeto do observador de estado robusto conforme foi mostrado no capitulo 4, envolve
a que é definida da seguinte maneira:

62T 2

-1 ~T
a_Q'rTrP ctr

onde 0 > [[Ay|l2 e P > 0 é a solu¢ao da seguinte equagao algébrica de Riccati:
(Ag—JO)"'P+P(Ag—JC)+ PRI P+ (8 + &)1 =0 (5.10)

onde escolhe-se apropriadamente um valor para & tal que a solucao possa ser encon-
trada. Conforme ja foi mostrado a equagao (5.10) ndo esta na forma padrao aonde os
termos quadraticos e constante sao ambos positivos. Dessa forma, deve-se aplicar o
corolario 3.1 a fim de garantir que exista uma tnica solucao para a equacao algébrica

de Riccati.
AT —CT T o1 ¢l]
V2I | o

e O sistema G(s) = deve ser observavel e controlavel.

o ReNAl —CTJT) < 0.
e Existe £ tal que ||G(s)]|s < 1.

As duas primeiras condigoes serao validas, se o sistema for estavel, observavel
e controlavel, apos a escolha da perturbacao. A terceira condi¢ao pode ser satisfeita

utilizando o método da realimentagao de estado determinado na subsecao 3.4.4.

1. Fixando os valores de § > [[A 4|2, 7 = % e£=0,1.

§=0,06-[|Aull2 = 0,0304



152 Capitulo 5. Exemplos de Aplicacao

2. Resolvendo a seguinte equacgao algébrica de Riccati para X.

A X+ XA —2XCTOX 4+ (24 ) X2 +21,=0

1,4146 0,3531 —0,4828 0,0634_
0,3531 5,4453 —2,5196 0,5280
—0,4828 —2,5196 5,5143 —0,7175
0,0634 0,5280 —0,7175 2,2448

3. Fazendo J = X O7 e resolvendo a seguinte equacao algébrica de Riccati para P.

(Ag—JO)Y'P+P(A—JC)+ PRI P+ (0> +EH)I1=0

0,9248 —0, 3519
—0,2774 —0,5985
-0, 2143 —0,5839

0,0251 0,0500

J=XCT =

0,0107 0,0040 —0,0066 —0,0007-
0,0040 0,0336 —0,0167 —0,0012
—0,0066 —0,0167 0,0409 0,0015
—0,0007 —-0,0012 0,0015 0,0143

4. O observador de estado robusto:
(i=Apz+Bu+J(y—w)+«

w=Cz+Du
r=y—uw

62T 2
o=

-1 T
\ _QTTTP Chr

5.3.5 Simulacoes

As condigoes iniciais da planta e do observador foram consideradas nulas. O sistema
tem como entrada o sinal u(t) como mostra a figura 5.10. Nas simulac¢oes dos obser-

vadores de estado robusto, redundante e identidade foram utilizados os diagramas de



5.3. Exemplo de uma Fornalha com Disparo & Géas 153

blocos da planta combinado com cada observador, conforme mostram as figuras 5.11,

5.12 e 5.13, respectivamente.

sinal de entrada: u ()

\_/
6

Figura 5.10: Gréafico do sinal de entrada u(t)

N
\V

Entrada

N
\

\ 4

A 4

O— ]

Clock

Figura 5.11: Diagrama de blocos da simulagao do estimador de estado redundante
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A 4
|Z|

A + deltaA

Entrada

O— ]

Clock

Figura 5.12: Diagrama de blocos da simulacao do estimador identidade

A 4
|Z|

A+delta A

Entrada

‘———— Alpha

2 A

Clock alpha

Figura 5.13: Diagrama de blocos da simulacao do estimador de estado robusto
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Foram simuladas duas situagoes: o sistema sem perturbacao (§ = 0) e com
perturbagao (6 = 0,06) maxima que nao instabiliza o sistema. Nos graficos da figura
5.14 sao mostrados os estados reais x da planta em condigoes ideais, isto é, caso eles
fossem mensuraveis, para as diferentes perturbacoes. Os estados observados pelos
observadores nao serao mostrados sozinhos, uma vez que o erro é muito pequeno e nao

é visualmente nitida a minima diferenca entre eles.

0.06 0.03
0.05
0.04 0.02
~ N
% 003 5
° ° 0.01
7 0.02 @
(0] (]
0.01 0
0 —— planta com perturbagao
— - planta sem perturbagao
-0.01 -0.01
0 5 10 15 20

©
SN
=

0.3

0.2 0.5
><m ><<r
% o1 o
E g 0
7 0 ]
[} [

1
o
N

|

o

&)

|
o
)

1
o
w
|
N

o
[$2)

10 15 20 0 5 10 15 20

Figura 5.14: Graficos dos estados do sistema sem perturbacao e com perturbacao
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Na figura 5.15 sao mostrados os erros dos observadores redundantes de ordem
completa e ordem minima, quando 6 = 0. Em seguida a figura 5.16 mostra estes
mesmos erros junto com o erro do observador identidade e a figura 5.17 mostra agora
estes erros juntos com o erro do observador robusto. Finalmente, os gréaficos da figura
5.18 mostram os erros de estado com § = 0, 06, dos observadores de estado redundantes

de ordem completa e minimo, do identidade e do robusto.

x 107 x107"°
15 8
—— obs. redundante !

— - obs. redundante minimo

10
)

- | I“.«
o b » I,

NS Ty
1] '\
pH/ A

Figura 5.15: Gréaficos do erro de estado dos observadores redundantes (de ordem com-
pleta e minimo) para um sistema sem perturbagao
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x107° x107
1 3
2
N (A A ; ,.|“ | L !‘M It | | \J‘H
- oA bt | il St
05 2
-3 — - obs. redundante
—— obs. identidade
o 5 10 15 20 ) 5 10 15 20
t t
x107 x107°
1.5 4
1
2
05
R ,..M L “ | ’l | o ,.|“ AR “\ I ’l H
il “HH‘ (Ut “ I \H‘“H il W‘ TS “ I H"“H
-0. |
-2
-1
e 5 10 15 20 o 5 10 15 20
t t

Figura 5.16: Gréaficos do erro de estado dos observadores redundante e identidade para
um sistema sem perturbacao

x 10 x107"°

—— obs.redundante
— - obs.robusto

t t

Figura 5.17: Gréficos do erro de estado dos observadores redundante e robusto para
um sistema sem perturbacao
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15 0.3

—— obs.red.(completo e minimo)
— - obs.identidade
0.2 — — obs. robusto

-0.1
0

al
=
o

15 20

Figura 5.18: Gréaficos do erro de estado dos observadores redundantes (de ordem com-
pleta e minimo), identidade e robusto para um sistema com perturbagao

Neste exemplo de um sistema estavel quando os observadores funcionam como
monitores de estado, foi mostrado que os observadores redundantes geram estimativas
muito boas para os estados mensuraveis, uma vez que os erro de estado sao da ordem de
1071, quando § = 0. O tradicional observador de Luenberger ou identidade também
gera uma boa estimativa, com um erro superior da ordem de 10~7. Tanto a ordem do
erro do observador redundante quanto a ordem do erro do identidade sao consideradas
numéricas. O observador robusto apresentou, nesta situacao, o melhor desempenho,
ou seja, um erro de estado nulo.

Quando na presenca de uma perturbacao aceitavel, 6%, o desempenho de todos
os observadores foi ruim. O observador robusto apresentou o melhor desempenho

comparativo, o que era esperado uma vez que o mesmo foi projetado com tal finalidade.
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5.4 Conclusoes

Neste capitulo foram implementados os observadores de estado redundantes de ordem
completa e minimo de acordo com os algoritmos desenvolvidos no capitulo 3. Os
observadores identidade ou de Luenberger e o robusto também foram implementados
para uma andlise comparativa entre os desempenhos.

Pode-se verificar através das implementacoes que o observador redundante pro-
posto tem um desempenho altamente satisfatorio caso o sistema nao esteja sujeito a
perturbacoes, com um desempenho melhor que o observador identidade nos exemplos
vistos. Quando o sistema esta submetido a perturbacoes em seu modelo, o desempenho
nao foi o ideal ji que o erro nao pode ser desprezivel. Entretanto, seu desempenho
nao foi muito pior do que o do observador robusto, que por projeto deveria ter um

comportamento bem melhor do que o apresentado.
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

A implementacao de uma lei de controle necessita de uma realimentacao do estado da
planta, entretanto a imensurabilidade de alguns componentes do vetor de estado era
um empecilho. Com isso foram desenvolvidas diversas técnicas para, através de um
sistema dinamico anexado a planta, obter-se um estado construido, mensuravel e que

pode ser um substituto para o estado imensuravel da planta.

A partir do teorema fundamental dos observadores pode-se projetar um sistema,
dinamico capaz de gerar um substituto para o estado inacessivel através das chamadas
Relagoes Fundamentais dos Observadores. O projeto dos observadores passa entao a
ser um problema matematico no qual encontra-se o sistema O descrito pelas matrizes:
<G, J,H M,N >.

Uma maneira simples e direta de se resolver essas relacdes é o conhecido obser-
vador identidade. Através de manipulagoes no diagrama de blocos, mostrou-se que os
observadores identidade e o observador tradicional de Luenberger sao equivalentes. O
uso de formas canonicas simplifica o projeto e um observador pode ser projetado dessa
forma, porém o método analisado nesta tese serve somente para sistemas com uma

nica entrada.

O projeto dos observadores através das Relagoes Fundamentais dos Observadores

nos da muita liberdade na escolha dos parametros. E possivel, por exemplo, escolher os
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autovalores de GG, que determinam a velocidade de convergéncia do observador. Como
toda escolha, esta também deve ser feita com cautela para evitar ganhos elevados,
bem como saturacao de componentes, picos indesejaveis nos transitérios, ampliacao de
ruidos etc. A estimativa perfeita de algumas variaveis levou a criacao dos observadores
de ordem minima e estes podem em certas ocasioes reduzir os efeitos desses ganhos
elevados.

A mensurabilidade dos estados através dos observadores possibilita a introducao
de uma lei de controle. Mesmo com a introducao de novos elementos dinamicos no
sistema é possivel analisar os comportamentos desses sistemas de modo independente,
j& que existe uma separagao entre os comportamentos: planta + controle e observacao.

No mundo real existem imperfeicoes que impedem que o desempenho real seja
como o tedrico, entao é necessario que seja verificada a capacidade de o sistema con-
tinuar a estimar na presenca de pequenas diferencas, ou seja a robustez do sistema.

Vimos um projeto alternativo de observador a partir do tradicional de Luenber-
ger, que ¢ robusto na presenca de perturbagoes no modelo. Este projeto necessita da
solucao de equacoes algébricas de Riccati quando a equagao nao esta em sua forma
padrao. O que pode ser solucionado satisfazendo-se a inequacgao associada.

Os observadores podem funcionar numa malha estabilizadora, quando se pode
garantir a continuacao do funcionamento nominal mesmo na presenca de perturbacoes.
Porém, é necessario determinar com exatidao a amplitude maxima das perturbacoes
admissiveis em cada situacao.

Outra condicao de funcionamento é como monitores de estado. Nesta condi¢ao
eles sao muito sensiveis e tém seus componentes afetados sempre, o que algumas vezes
é toleravel, j4 em outras inviabiliza qualquer tentativa de implementacao.

O objetivo desta tese é contribuir para o estudo da robustez de estimadores.

Um observador, baseado em uma manipulacao das Relagoes Fundamentais dos Ob-
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servadores e tendo como caracteristica a forma diagonal e fixa da matriz de ganho G,
foi proposto. Tal procedimento levou a toda uma familia de observadores, obtidos em

funcao de um parametro matricial de variacao livre.

Um observador minimo pode ser obtido por meio de uma escolha especial do
parametro livre do observador completo. Foi visto que o projeto dos observadores
redundantes é simples e direto, quer para o caso de ordem completa quer para o
caso minimo e, importante, o fato de o sistema ter uma ou mais variaveis de saida é

irrelevante.

A caracteristica da matriz diagonal ter como elementos os autovalores do ob-
servador e o fato de continuarem a estimar mesmo quando partes de sua estrutura
sao desprezadas justifica o nome “redundante” para ele. A existéncia de redundéncia
no projeto aumenta a robustez, isto sugere que ele se comporte bem na presenca de

perturbacoes.

Nas implementacoes analisadas, nas situacoes em que o sistema esteve sujeito
a perturbacoes, o observador redundante proposto teve um desempenho altamente
satisfatorio, sendo inclusive melhor que o tradicional observador de Luenberger. J& na
presenca de perturbacgoes, o desempenho nao foi ideal jA que o erro nao tendia a zero,
porém seu desempenho nao foi muito pior do que o do observador robusto, que por
projeto deveria ter um comportamento bem melhor que o apresentado.

Os observadores redundantes tém a desvantagem de ter poélos reais e iguais,
devido a forma da matriz G. Acredita-se que isto nao seja um inconveniente tao
grande, que comprometa a sua aplicacao, pois as vantagens de simplicidade e facilidade
de aplicacao compensam.

No que se refere a aplicacao deste estudo em trabalhos futuros, note que se-
ria necessario um maior detalhamento matematico para a quantificacao do erro dos

observadores redundantes. Pode-se pensar, também, em adicionar uma malha de reali-
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mentacao no observador, isto é através de um termo extra na dinamica do observador.
Isto seguiria a mesma idéia do observador robusto, a fim de verificar se este termo

aumenta a robustez dos observadores redundantes.
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