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para a obtencao do grau de Mestre em Ciéncia (M.Sc.)
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Esta tese aborda aspectos relacionados a andlise tedrica, projeto e implementacao
pratica de um esquema de controle por modos deslizantes, proposto recentemente, para
sistemas linear desconhecidos (SISO) com grau relativo arbitrario e que ndo apresenta
chattering resultando em sinais de controle suaves. Para evitar chattering, o esquema
proposto utiliza um malha de erro de predicdo, em conjunto com uma filtragem do
sinal de controle, sem utilizar o conceito de camada de fronteira.

O sistema completo do erro é globalmente exponencialmente estdvel com respeito
a um pequeno conjunto residual. Além disso, através de hipoteses adicionais, o sis-
tema apresenta modos de deslizamento ideal. O caso de plantas lineares com grau
relativo arbitrario, considerando perturbacao de entrada e dinamicas nao-modeladas,
é completamente analisado.

Neste trabalho, verifica-se ser necessario uma filtragem adequada do sinal medido
para obter desempenhos satisfatérios. O sinal medido estd contaminado por um ruido
de quantizacao devido ao sensor de posicdao. Um filtro de Kalman adequado, projetado
utilizando um modelo simples para o sinal medido, independente da planta, mostrou
resultados praticos satisfatorios obtidos em um experimento com um helicoptero com

1 grau de liberdade.
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requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)
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This thesis addresses the design, implementation and experimental evaluation of
a recently proposed sliding mode control scheme for uncertain linear systems (SISO)
with arbitrary relative degree, which is free of chattering and results in smooth control
signals. Instead of using a boundary layer to avoid chattering, the proposed approach
relies on an appropriate prediction error loop and the use of an averaging filter to
smooth the control signal.

The complete error system is globally exponentially stable with respect to some
small residual set which is independent of the initial conditions. Under certain as-
sumptions the system further achieves the ideal sliding mode. The case of linear plants
of arbitrary relative degree, considering input disturbance and unmodeled dynamics,
is completely analysed.

It is shown that, in practice, successful performance of the sliding mode controller
requires adequate filtering of the measured signal. The measured signal is contamined
with quantization noise due to the position sensor. A particular Kalman-filter, designed
using only a simple signal model, independent of the plant itself, is shown to yield
very satisfactory experimental results obtained on a 1 d.o.f. helicopter-like mechanism

driven by twin propellers.
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Capitulo 1

Introducao

O projeto de sistemas de controle automaticos estda baseado no principio de controle
através de sinais de erro, ou principio da realimentacao negativa. Sabe-se, de longa
data, ver (Tsypkin 1955), que o aumento dos ganhos do controlador do sistema em
malha fechada pode reduzir a influéncia de disturbios externos e de variagoes dos

parametros do objeto controlado (planta).

Porque, entao, a realimentacao de alto ganho nao pode sempre ser utilizada para
atenuar a influéncia de distirbios externos e/ou variagoes na planta 7. A resposta para
esta pergunta é conhecida e reside no fato de que essas propriedades marcantes da
realimentacao de alto ganho s6 podem ser aplicadas a sistemas em que a estabilidade
em malha fechada estd assegurada mesmo com o aumento dos ganhos do controlador.

Entretanto, isso nem sempre é atendido.

A presenca de atrasos, inércias, nao-linearidades e ruidos de medicao, impossibilita
o aumento irrestrito dos ganhos do controlador sem destruir, ao mesmo tempo, a

estabilidade do sistema.

Uma tentativa de contornar este problema ¢ a introducao de algum tipo de com-
pensacao. Entretanto, isso confronta-se com outro problema: o conhecimento exato
das caracteristicas da planta a qual, freqiientemente, é desconhecida. Além disso, ao se
considerar que as caracteristicas da planta podem variar com o tempo, é facil conceber

as dificuldades de aplicar estratégias de controle tradicionais.

Nestes caso, em que se tem insuficiente (ou nenhuma) informacao a priori a respeito

das caracteristicas da planta, os métodos classicos de controle nao sao aplicaveis, o que



leva o projetista de controle a buscar solugoes dentro do contexto de controle robusto,
ver (Zhou, Doyle & Glover 1994), ou solugdes baseadas em adaptagdo, ver (Ioannou
& Sun 1996). Por outro lado, deve ser mencionado que, em algumas aplicagoes, a
adaptagao é utilizada para se obter informagoes a respeito da planta (identificagao),
para que em um passo seguinte, seja utilizado algum método classico de controle.

Neste trabalho é apresentado um esquema de controle adaptativo que utiliza es-
trutura variavel como mecanismo de adaptacao. O efeito de uma realimentacao de
alto ganho pode ser obtido tanto diretamente, através do aumento direto dos ganhos,
quanto, indiretamente, criando os chamados modos deslizantes em sistemas de controle
automaético a relé e em sistemas a estrutura varidvel.

Por um longo tempo, controle a relé foi utilizado em aplicacoes de engenharia de con-
trole, devido principalmente a sua simplicidade. Entretanto, a comunidade ocidental
de controle tem direcionado sua atengao para a teoria de sistemas a estrutura variavel
(VSS - variable structure systems), especialmente na forma conhecida por controle por
modos deslizantes (SMC - sliding mode control), a partir dos trabalhos de (Emelyanov
& Taran 1963a), (Emelyanov & Taran 1963b) de (Taran 1964a) e (Taran 1964b) e,
posteriormente, com os trabalhos de (Emelyanov 1970), (Itkis 1976) e (Utkin 1978).

Controle a estrutura varidvel caracteriza-se pela utilizacao de uma lei de controle
que chaveia, seguindo uma dada regra, entre um conjunto de fungoes possiveis das
variaveis de estado da planta, mudando, assim, a estrutura do sistema em malha fe-
chada.

Uma motivagao para esta abordagem consiste na possibilidade de combinar propri-
edades uteis de cada uma das estruturas do sistema realimentado. Além disso, podem
ser obtidas novas propriedades que nao sao inerentes a nenhuma das estruturas
usadas (por exemplo: um sistema assintoticamente estdvel pode ser constituido de
duas estruturas instaveis). Outro aspecto é a possibilidade adicional de serem obtidas
trajetérias que descrevem um novo tipo de movimento (nao caracteristico de nenhuma
estrutura) denominado de modo deslizante. Este tipo de movimento é, sob certas
condicoes, invariante em relacao as incertezas da planta, propriedade conhecida como
principio da invariincia.

Em geral, as fungoes de chaveamento sao projetadas de tal forma que as tra-

jetérias do sistema alcancem e mantenham-se em uma superficie (superficie de des-
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lizamento), no espaco de estado, que especifica um comportamento desejado para a
dinamica do sistema em malha fechada.

Sistemas a estrutura varidvel (VSC) oferecem significantes vantagens: bom com-
portamento no transiente, estabilidade exponencial global, capacidade de rejeitar per-
turbagoes nao-modeladas, insensibilidade a nao-linearidades da planta ou variagoes dos
parametros e destacavel robustez com respeito estabilidade e desempenho. Entretanto,
para ser justo, deve-se destacar as duas maiores dificuldades ao se aplicar controladores

a estrutura variavel:

1. a necessidade geral de ter acesso ao vetor de estados completo para implementar

a superficie de chaveamento e,

2. a possivel ocorréncia do indesejavel fenomeno de trepidacao (chattering) indu-
zido por nao-idealidades como pequenos atrasos ou dinamicas nao-modeladas na

planta. Isto leva ao conhecido modo deslizante real (Utkin 1992).

No modo deslizante ideal, o estado permanece na superficie de deslizamento en-
quanto que o sinal de controle possui freqiiéncia infinita (no sentido limite em que
as nao-idealidades tendem a zero). No deslizamento real, as varidveis de controle os-
cilam em alta, mas finita, freqiiéncia. Este fenomeno é denominado de chattering.
Certamente, na pratica, freqiiéncia infinita nao pode ser realizada. Sendo assim, o
deslizamento ideal sera referido quando a freqiiéncia de chaveamento for muito maior
do que a banda passante do sistema.

Uma abordagem classica de se obter sinais de controle suaves a partir de sistemas
a estrutura varidvel consiste em realizar aproximacoes continuas das funcées de chave-
amento (Utkin 1992). Entretanto, controle por modos deslizantes com zonas lineares
(boundary layer) ndo apresenta um desempenho melhor do que controle proporcional-
derivativo (PD) devido ao fato de que o ganho na regido linear ndo pode exceder o
ganho do controlador PD, devido ao ruido e a discretizagao (Glatzl, Murphy, Wen &
Kopacek 1993).

Uma maneira de se preservar modos deslizantes ideais foi apresentada em (Bondarev,
Bondareva, Kostyleva & Utkin 1985) onde a idéia principal era a utilizagdo de obser-

vadores de estado assintéticos. A restrigao principal desta abordagem é que um bom
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conhecimento do modelo da planta, incluindo perturbacoes externas, é necessario para
uma estimagao razoavel.

Outro desafio a ser superado é a necessidade geral de ter acesso ao vetor de es-
tados completo para implementar a superficie de chaveamento. Para evitar a ne-
cessidade de medir todos os estados, uma técnica é introduzir conceitos de controle
adaptativo por modelo de referéncia (Narendra & Valavani 1978, Narendra, Lin &
Valavani 1980, Sastry 1984) em controle a estrutura varidvel (Ambrosino, Celentano
& Garofalo 1984, Bartolini & Zolezzi 1988). Seguindo este conceito o VS-MRAC (Va-
riable Structure Model-Reference Control) foi proposto em (Hsu 1990). O controlador
pode ser implementado utilizando apenas medidas de entrada e saida (1/0).

Em (Hsu, Araijo & Costa 1994) (Hsu, Lizarralde & Araijo 1997) verifica-se que,
de fato, o VS-MRAC é baseado em um erro de predi¢do. Pode-se obter vantagem deste
fato para evitar o fendmeno de chattering, ver (Hsu 1997a, Hsu 1997b). A vantagem
da abordagem baseada em erro de predicao é que o controlador nao é baseado em
observadores de estado e pode ser potencialmente aplicado a sistema com grandes
incertezas.

Este trabalho aborda aspectos relacionados a andlise teérica, ao projeto e imple-
mentagao pratica do controlador suave a estrutura varidvel (SSC - Smooth Sliding
Controller), proposto em (Hsu 1997a) e baseado no VS-MRAC. Este controlador é uti-
lizado para controlar sistemas desconhecidos monovaridveis (SISO) com grau relativo
arbitrario. Visando obter um sinal de controle suave, evitando o fenomeno conhecido
por chattering, sem utilizar o conceito de “camada de fronteira “ (boundary layer), o
esquema proposto utiliza um erro de predicao definido apropriadamente em conjunto
com uma filtragem do sinal de controle. O sistema completo do erro é globalmente
exponencialmente estdvel com respeito a um pequeno conjunto residual, ver (Peixoto,
Lizarralde & Hsu 2002). Além disso, através de hipGteses adicionais, o sistema apre-
senta modos de deslizamento ideais. O caso de plantas com grau relativo n* > 1,
considerando perturbacao de entrada e dinamicas nao-modeladas, é analisado comple-
tamente.

Resultados experimentais mostraram que a implementacgao direta do SSC nao apre-
senta um desempenho satisfatério, devido a ruido de medi¢ao introduzido pela quan-

tizacao do sinal inerente aos encoders épticos utilizados como sensor de posigao, ver
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(Peixoto, Lizarralde & Hsu 2001). O efeito da quantizacao é drasticamente ampli-
ficado pela acdo derivativa (implicita ou explicita) dos controladores. E apresen-
tado, entao, uma solucao que atenua o ruido de quantizagao baseada em uma fil-
tragem 6tima, do ponto de vista estatistico, de Kalman, utilizada por Bélanger em
(Bélanger 1992, Bélanger, Dobrovolny, Helmy & Zhang 1998), veja também (Jaritz &
Spong 1996, Janabi-Sharifi, Hayward & Chen 2000). O filtro é projetado utilizando
apenas um simples modelo para a saida da planta, independente dos parametros da
planta, e que é denominado de modelo do sinal. Este modelo esta relacionado aos
chamados shaping filters (Lewis 1986), originalmente utilizados como modelos para
ruidos coloridos (sistemas lineares excitados por ruido branco gerando na saida o ruido
colorido desejado).

Neste trabalho, o SSC é implementado experimentalmente em um helicoptero com
um grau de liberdade (1 d.o.f.), controlado por uma placa de controle equipada com um
processador de sinais digital (DSP). Comparagdes com controladores lineares classicos
(controlador PD) e com controladores a estrutura varidvel padrao (VSC) mostram as
vantagens do proposto controlador suave a estrutura varidavel. Além disso, o sistema
mecanico foi identificado, resultando em um modelo nao-linear. Este modelo foi vali-

dado e sua versao linearizada foi utilizada para gerar resultados através de simulagdes.

1.1 Notacoes e definicoes
1. |z| denota a norma Euclidiana do vetor z.

2. A norma Ly, de um sinal z(t) € R™ é definida como em (Ioannou & Sun 1996)

por
|7]oe == suPg< <t [2(7)]
3. O simbolo “p” representa tanto a varidvel de Laplace quanto o operador diferencial

(d/dt), de acordo com o contexto.

4. Sera adotada a representa¢do mista no dominio do tempo (espago de estados) e

no dominio da freqiiéncia (transformadas de Laplace e operadores). Entretanto,
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para dar um significado preciso para tal representacao, os seguintes conceitos e
notacoes serao adotados. A saida y de um sistema linear invariante no tempo
com funcao de transferéncia H(p) e entrada u é denotada por H(p)u. Para H(p)
estdvel (estritamente), considere uma arbitraria realizacao estével, possivelmente
nao-minima

t=Ax+ Bu, y=Cx+ Du

Seja h(t) a resposta ao impulso de H(p) e y° o transiente devido ao estado inicial

2°(0) do sistema homogéneo

0 = A:CO, yo =Cz°

O estado 2° é denominado de estado transiente. O simbolo (.)° serd utilizado para

identificar termos transientes. Desta forma a seguinte notagao sera adotada:

y(t) = H(p)u(t) = h(t) = u(t) + y°(t)

Operadores de convolugao serao denotados por

H(p) = u(= h(t) * u(t))
Logo Hu = H * u + 3°.

5. Um operador H(p) é de ordem O(7) se e somente se

L HD)
7—0 T

existe, onde |H (p)| é uma norma induzida do tipo L.

1.2 Organizacao da Tese

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: o capitulo 2 e o capitulo 3 apresentam
conceitos basicos de sistemas a estrutura variavel e controle por modelo de referéncia,

respectivamente, que serao aplicados no capitulo 4, onde é apresentado o controlador



suave a estrutura varidvel (SSC) incluindo sua andlise de estabilidade e aspectos de
implementacao pratica. O capitulo 5 apresenta o filtro de Kalman como solugao para
atenuar o ruido de quantizacao. Por fim, no capitulo 6 e no capitulo 7 encontram-se
resultados obtidos através de simulagdes e resultados experimentais (obtidos com um
helicoptero com 1 grau de liberdade), respectivamente. ConclusGes gerais e perspectivas

futuras sao apresentados no capitulo 8.



Capitulo 2

Sistemas a estrutura variavel

Um dos aspectos mais intrigantes do controle por modos deslizantes (SMC' - sliding
mode control), é que a natureza descontinua da acdo de controle tem como funcgio
principal o chaveamento entre sistemas com estruturas diferentes, gerando um novo tipo
de movimento, denominado de modo deslizante (ver (Emelyanov 1970), (Itkis 1976) e
(Utkin 1978)). Durante este movimento, a trajetéria do estado x pode ndo ser nenhuma
das trajetorias que descrevem os sistemas que estdao sendo chaveados. A trajetoria
do estado se desloca por uma superficie denominada superficie de deslizamento,
denotada por s(z) = 0. Por outro lado, no espago de estados, o chaveamento ocorre em
uma superficie denominada de superficie de chaveamento. Para o caso particular

em que o sinal de controle é escalar, estas superficies se confundem.

Controle a estrutura varidvel (VSC) baseado em modos deslizantes, ou simples-
mente, controle por modos deslizante (SMC), pode ser interpretado como um tipo
especial de técnica de controle ndo-linear robusto. A caracteristica principal de contro-
ladores a estrutura variavel é que, uma vez que o modo deslizante tenha sido alcangado,
o desempenho do sistema torna-se insensivel a incertezas tanto devido a planta (va-
riagoes dos seus parametros) quanto a perturbagdes. Esta propriedade é conhecida por
propriedade da invariancia, i.e. quando o regime deslizante ¢ alcancado a dinamica
invariante é regida pela dindmica correspondente a superficie de deslizamento, que é

escolhida pelo projetista.

Do ponto de vista matematico, modo deslizante é originalmente concebido para

sistemas dinamicos continuos no tempo que em malha aberta sejam representados por



uma equacao diferencial ordinaria. A acado de controle descontinua, referida como
controle a estrutura varidvel (VSC) é também definida no dominio do tempo continuo.
O sistema realimentado resultante, sistema a estrutura varidavel (VS5S), é, portanto,
também definido no dominio do tempo continuo, e é governado por equagoes diferenciais

com lado direito descontinuo.

2.1 Sistema de controle descontinuo

Considere sistemas de controle do seguinte tipo:

& = h(x,t,u) (2.1)

onde z € IR" e u € IR, com u sendo uma lei de controle descontinua, e h(-) é um campo
vetorial suave (continuo no sentido de Lipschitz).

Suponha que a dinamica desejada para o sistema é obtida com trajetorias restritas
a superficie de deslizamento s(xz) = 0. Considera-se que a superficie s(z) é continua
em .

O sinal de controle é descontinuo e dado por:

onde ut(z,t) e u~(z,t) sdo fungdes continuas.
O sistema formado por (2.1) e (2.2) é um sistema a estrutura varidvel e pode ser

representado por:

ht = h(z,t,u™) se s(z)>0
h™ =h(z,t,u”) se s(z)<0

2.1.1 Existéncia de modo deslizante

Para o caso particular de sistemas SISO, a superficie de chaveamento é a mesma que a
superficie de deslizamento (s(z) = 0). A lei de controle pode ser escolhida de tal forma

que as trajetorias do sistema permanecam sobre a propria superficie de chaveamento



durante um intervalo de tempo diferente de zero. Isto ocorrerd se, na vizinhanca de
s(z) = 0, as trajetérias de estado estiverem direcionadas para a superficie. De outra
forma, as projecoes dos campos vetoriais h(z,t,ut) e h(x,t,u"), sobre o gradiente de
s(z), devem apontar em sentido contrdrio como indica a figura 2.1 (para o caso em que

z € IR?).

FiguraA 2.1: Campos vetorias. Condig¢ao de deslizamento.

A condicdo para que exista deslizamento pode ser expressa em funcdo de s(z) da
seguinte forma. Considere um instante ¢* em que o estado x(t*) = z* pertenga a alguma
trajetéria de um dos sistema chaveados, tal que x(t*) esteja infinitamente préximo e

acima da superficie s(z) = 0, como mostra a figura 2.1. Nesta condi¢ao s(z*) > 0.

Considere a derivada temporal de s(z, t)

»
Il
Q
s

onde G é o gradiente de s(z) definido por:

0
_— —_— -4
G axs(x, t) = Vs (2.4)
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Note que para t = t* tem-se:

$=Gt =G"h} (2.5)
onde h% = h(z*,t*,ut) e G* é gradiente G de s(z) em z = z*.

De acordo com (2.5), para o ponto z*, $ pode ser interpretado como sendo o produto
escalar entre o campo vetorial i’ e o gradiente G* de s(z) em z = z*. Ao mesmo tempo,
para que a superficie s(x) = 0 seja uma superficie de deslizamento, a proje¢ao do campo
vetorial h% deve apontar no sentido da superficie. A figura 2.1 exibe o gradiente de

s(z) em z = x* (normal a superficie s(x) = 0) e o campo vetorial no mesmo ponto.

Repare que o sinal de $ depende do angulo « (" e o™ ) entre o gradiente e o campo
vetorial. Portanto, quando o campo vetorial A% apontar para a superficie o angulo o

sera obtuso resultando em s < 0.

Analogamente para um ponto abaixo, mas infinitamente préximo, de s(z) = 0.
Neste caso s(z*) < 0 e G*h* > 0, com h* = h(z*,t*,u~). Portanto é valida a seguinte

condi¢ao, necesséria e suficiente, para que s(z) = 0 seja uma superficie de deslizamento.

s(z) = 0 é uma superficie de deslizamento < s5<0

2.2 Descricao matematica de modos deslizantes

A descricao matematica de modos deslizantes nao é simples de se obter, devido ao
fato de que o sinal de controle descontinuo (equacgao (2.2)) e, consequentemente, o
sistema (2.1), ndo sdo definidos sobre a superficie deslizante. Além disso, a condig¢do
de Lipschitz para a existéncia e unicidade de solucao de equacgoes diferenciais é violada
na vizinhanca da superficie de chaveamento. Os métodos a seguir apresentam solugoes

para a descrever, de maneira formal, o movimento durante o deslizamento.
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2.2.1 Meétodo de Filippov

Este método trata de forma axiomatica a solucdao de equagoes diferenciais com lado

direito descontinuo. Considere a seguinte equacao diferencial’:

z = f(x,1) (2.6)

onde z € R™ e f(z,t) (f : R™ x R — IR") é uma fungdo definida para quase todo
(x,t) e mensuravel (no sentido de Lebesgue) em um dominio E do espago de fase (z,t).
Além disso, para qualquer subconjunto compacto D C FE, existe uma fungao A(t)

finita (localmente integrével) em quase todo (x,t) em D, tal que:

[f (2, )] < A2) (2.7)

A solugao da equagao diferencial com lado direito descontinuo é dada pela definicao a

seguir, devido a Filippov.

Defini¢ao 1 (Solugdo no sentido de Filippov)
Uma fungdo vetorial z(.) é denominada de uma solugdio de (2.6), definida em [ty, t1]

se x(.) € absolutamente continua em [ty,t1] e se para quase todo t € [ty,t1], tem-se:

t € K[f(z,1)] (2.8)
Klf(z,t)] = 5ﬂ ﬂ_ convf[B(z,d) — N, t] (2.9)

onde “conv” denota o fecho convexo, B(x,d) € uma bola de raio § centrada em = e p
¢ a medida no sentido de Lebesgue. A notagdo ,n—o denota a interse¢io de todos os

conjuntos N de medida nula (no sentido de Lebesgue).
Esta definicao é interpretada da seguinte forma:

e Interpretacgido de K[f(z,t)] - considere um ponto z* da superficie de desconti-

nuidade s(z) = 0. K[f(z,t)] é o conjunto convexo minimo que contém todos os

!Note que o sistema (2.6) é coerente com o sistema (2.1), definido no inicio do capitulo, no sentido
em que a equagio (2.6) pode ser interpretada como sendo a equagcao diferencial que governa o sistema
(2.1) em malha fechada (onde sinal de controle u(z) é uma funcdo do estado ).
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valores de f(z) variando z em quase (a menos de um conjunto de medida nula)

toda uma vizinhanca 6 (6 — 0) do ponto z*.

e Interpretacio da relagao (2.8) - esta relagdo, denominada de inclusdo diferen-
cial, define, de forma aximomatica, que o campo vetorial da solucao no sentido de
Filippov pertence a K[f(x,t)]. A possibilidade de rejeitar um conjunto de medida
nula em K[f(z,t)] é que permite a definicdo do campo vetorial na superficie de

chaveamento.

Seja f*(x,t) o campo vetorial da solugao no sentido de Filippov (f*(x,t) = z). Caso
ocorra deslizamento na superficie s(x) = 0 o campo vetorial f* deve ser tangente a essa
superficie, ou, equivalentemente, f* deve ser ortogonal ao gradiente Vs da superficie
s(z).

Neste sentido, o campo vetorial f* pode ser determinado pelos campos vetoriais f+
e f~ que sao os valores limites de f obtidos para pontos infinitamente préximos e em
lados opostos da supeficie s(xz) = 0 (a existéncia destes valores limites estd garantida

desde que a superficie s(xz) = 0 seja regular), da seguinte forma:

T = f*(x’t)
f*(.’L‘,t) = af+(x,t)+(1—a)f’(a:,t)

onde o é um escalar que depende das projecoes fy e f, dos campos f* e f~ sobre o

gradiente Vs, respectivamente, da seguinte forma:

fo
fo = 1o

o= (2.10)

Note que com esta defini¢ao é ficil verificar que f* é ortogonal ao gradiente de s(x),

portanto, tangente a s(z) = 0.

A defini¢ao acima permite garantir a existéncia e unicidade da solugao de equacoes

diferenciais com lado direito descontinuo.
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2.2.2 Método da regularizacao

Uma abordagem simples para o problema de encontrar uma representacao matematica
para o modo de deslizamento real é a introducao de imperfeigoes fisicas (atrasos, zona
morta, histerese) no dispositivo de chaveamento. Como resultado, o modo de des-
lizamento que apareceria na superficie discontinua dard lugar a trajetérias que sao
continuas por parte. Desta forma, as dificuldades matemadticas encontradas (equagcoes
diferenciais com lado direito descontinuo, Filippov) para decrever o comportamento do
sistema, sdo removidas. A equacao do modo deslizante ideal correspondente é obtida
através de uma andlise limite quando os parametros que representam as imperfeicoes
tendem a zero. Por outro lado, deve ser conhecida a natureza dessas imperfei¢oes, o

que nem sempre ¢é facil.

O conceito de “camada de fronteira” (boundary layer) permite obter as equagoes

do deslizamento sem especificar a natureza das imperfeigoes.

Considere novamente o sistema (2.1) e suponha que a superficie de deslizamento
exista e seja dada por s(z) = 0. Essencialmente, a idéia é substituir o controle u, em
uma vizinhanga de s(z) = 0, por outro controle @ que leve em consideracao todas as
imperfeigoes (tanto do dispositivo de chaveamento quanto da planta). O movimento

do sistema passa a ser descrito por:
= h(x,t,a)

Assume-se que a solugio da equagio regularizada acima existe no sentido usual (cléssico).
Entretanto, esta solucao resulta em um movivento, nao mais somente na superficie

s(x) = 0, mas sim, em alguma vizinhanca
bl )

onde A é uma constante positiva pequena. Este movimento é denominado de desliza-

mento real. Caso A — 0 o deslizamento real tenderd para o deslizamento ideal.
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2.2.3 Método do controle equivalente

Uma forma alternativa de se representar modos deslizantes é através do conceito de
controle equivalente. Este método consiste, basicamente, em encontrar um controle
continuo wu.,, chamado de controle equivalente, que, para uma dada condicao

inicial dentro da superficie deslizante, a trajetéria resultante do sistema
& = h(x,1, Ueg)

coincida com a trajetéria descrita pelo sistema a estrutura varidvel (2.1) (2.2) durante

o deslizamento.

Note que, como o controle equivalente é continuo, por defini¢ao, e o campo vetorial
h é suave, também por definicao, © é uma funcdo continua no tempo. Portanto, para

uma superficie de deslizamento s(z), tem-se:
5=Gh

onde G é o gradiente de s(z), definido em (2.4).
Considere a seguinte classe de sistemas nao-lineares descrita por (sistemas afim no
controle):
&= f(z,t) + Bz, t)u (2.11)
onde f(-) e B(-) sao campos vetoriais suaves (continuos no sentido de Lipschitz).
Durante o deslizamento s(x) = 0, o que implica em § = 0.

Portanto, o controle equivalente pode ser obtido da seguinte identidade:
$=Gf+GBu, =0 (2.12)

onde G é definido em (2.4).

Caso a matrix GB seja ndo-singular (note que para o caso em que a entrada é
monovaridvel GB é um escalar), o controle equivalente pode ser explicitado da seguinte

forma;:

Uy = —|GB]'Gf (2.13)
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Através do conceito de controle equivalente a equacao do deslizamento do sistema

original (2.12) (2.2) é dada por:

z(t) = f(z,t) + B(x,t)ueg

= f—B[GB]"'Gf =[I — B[GB]"'G|f (2.14)

ver (Edwards & Spurgeon 1998) para uma interpretagdo geometrica da expressao acima.

2.2.3.1 Interpretacao fisica do controle equivalente

O método do controle equivalente oferece uma interessante interpretacao fisica. Con-
sidere o controle u,, como uma versao filtrada (através de um filtro de 1* ordem com
constante de tempo 7) do controle @ obtido através do método da “camada de fronteira”

(boundary layer), ou seja:
Tlgy + Ugy = U (2.15)

A funcao u.,, utilizada no método do controle equivalente, coincide com o valor
médio de @ (boundary layer A) no caso limite em que A — 0 e 7 — 0. De outra forma,
o controle equivalente pode ser obtido através de um filtro de primeira ordem que
possua um constante de tempo (7) propriamente “casada”’ com a largura da “camada

de fronteira” (A), ou seja:

2.2.3.2 Controle equivalente estendido

O controle equivalente estendido (extended equivalent control) é definido como o con-
trole equivalente o qual se aplica ao movimento completo do sistema, ou seja, dentro
e fora da superficie de deslizamento s(z(t)) = 0. Considere, novamente a classe de

sistemas nao-lineares, mas lineares no controle, descrita por:

& = f(z,t) + B(z,t)u, (2.16)
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onde f(-) e B(-) sao campos vetoriais suaves (continuos no sentido de Lipschitz). Seja
z(t) a solucao deste sistema para t € [0, 7). Entdo, o controle equivalente extendido é
uma funcao localmente integravel, definida em quase todo o intervalo [0,7), e é dado
por:

teq = —[GB(x(t), )] '[Gf(x(t),t) + %8(30(75),??)] ) (2.17)

onde G = Zs(z(t),t). A expressdo acima é bem definida j& que a solugdo z(t), por
definicao, é absolutamente continua e, sendo assim, possui derivadas em quase todo o

intervalo.

2.3 Caso linear: projeto da lei de controle

Para o projeto da lei de controle serd considerado o seguinte sistema linear (estdvel ou

nao), invariante no tempo (com sinal de controle escalar):
&t = Az + B(u+d) (2.18)

onde z € R", u € R, e o par (A, B) é controlavel e, d € IR é uma perturbagao de
entrada continua por partes e com um limitante superior instantaneo d > 0, tal que
ld()] < d < oo, V.
O sinal de controle u(x) é descontinuo e dado pela equagao (2.2), repedita a seguir:
u(z) = ut(z,t) se s(z) >0
u (z,t) se s(z) <0
onde ut(z,t) e u(z,t) sdo fungdes continuas do tempo e s(z) é a superficie de des-
continuidade.
Suponha que a dinamica desejada para o sistema é obtida com trajetérias restritas a
superficie de deslizamento s(z) = 0 (coincidente com a superficie de descontinuidade),

com $(x) também sendo uma funcao linear do estado, dada por:
s(x) = Sz

com ST € R™.
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Note que, neste caso, o gradiente G de s(x) é igual a G = S. Sendo assim, o
controle equivalente é dado por uma realimentagao de estados do tipo u.,, = —Ku,
onde K = (SB) 'SA. Portanto, a dindmica desejada (dindmica do modo deslizante)

é governada pela seguinte equacao diferencial:

t = (A-BK)x
= (A-B(SB)'SA)z = (I — B(SB)™'S)Az (2.19)

Para garantir a existéncia de modo deslizante sobre a superficie s(z) = 0, a condigao
ss < 0 deve ser atendida. Entretanto, para o caso linear em questao, existe uma
condi¢ao equivalente a condigao de deslizamento ss < 0, dada da seguinte forma.

Seja Gu(p) = S(pI — A)~™'B a fungao de transferéncia de u para s, com d = 0.
Observe SB € IR ¢é o ganho de alta frequéncia de G, (p).

Para a existéncia de um modo de deslizamento estavel na superficie s(z) = Sz, é ne-

cessdrio e suficiente que as seguintes condic¢oes sejam satisfeitas (ver (Young, Kokotovic

& Utkin 1977)):

e O ganho de alta frequéncia SB seja diferente de zero, o que implica G, ter grau

relativo unitdrio (n* = 1).
e A fungdo de transferéncia G, (p) seja de fase minima.

A primeira condi¢ao é consistente com a existéncia do controle equivalente u., =
—(SB)"1SA. A segunda condigio é consequéncia do fato que o modo de deslizante é
governado pelo sistema equivalente (Young et al. 1977), substituindo u = u,,, equagdo
(2.19). Os autovalores do sistema equivalente sdo os zeros de G, (p).

Note que G, nao precisa ser uma transferéncia estavel, mas deve apresentar grau
relativo n* = 1 (estabilidade em alto ganho).

Uma vez que a dindmica desejada ja foi definida através da superficie s(z) = 0
(s(x) = Sx), deve-se determinar um sinal de controle v adequado para garantir que
a superficie s(z) = 0 é alcangada e que representa uma superficie de deslizamento.
Projetar a lei de controle descontinua u, baseada em modos deslizantes, requer dois

passos:
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1. Primeiro, deve-se garantir que a superficie em questao é uma superficie de desli-
zamento, ou seja, para qualquer condicao inicial dentro da superficie, a trajetéria
do sistema permanece em s(z) = 0 e ndo sai mais. Para tanto, a condi¢ao s$ < 0

(secao 2.1.1) deve ser satisfeita.

2. Segundo, deve-se garantir que para qualquer condicdo inicial no espaco de fase,
a superficie s(z) = 0 é alcangada, ou seja, s(z) = 0 é atrativa (uma vez que a su-
perficie de deslizamento tenha sido alcancada, a trajetéria do sistema controlado

permanece em s(x) = 0).

Para garantir que a superficie de deslizamento escolhida seja atrativa, sera utilizado
o método direto de Lyapunov adaptado para sistemas descontinuos. Através do método
direto de Lyapunov, utilizando V(s(x)) = (1/2)s? como uma candidata fungio de
Lyapunov, pode-se verificar que os passos (1) e (2) seriam atendidos simultdneamente.
Entretanto, o sistema em questao é governado por uma equacgao diferencial com lado
direito descontinuo, e, portanto, a teoria de Lyapunov nao se aplica diretamente. Para
aplicar o método direto de Lyapunov na andlise de estabilidade de equacoes diferenciais
descontinuas, é necessario a extensao da teoria de Lyapunov apresentada em (Bailey &
Arapostathis 1987).

A lei de controle proposta, uma das formas mais comuns em controle por modos

deslizantes, é baseada na funcao sinal (sign(.)) ou relé, e é dada por:

u = — fsign(s) (2.20)

onde s é a superficie de deslizamento e f é a funcao de modulacao. A seguir serao
analisados dois casos: primeiro considerando a funcdo de modulacao dependente dos
estados do sistema, segundo considerando que os estados ndo sdo todos acessiveis,

realimentacao de saida apenas.

2.3.1 Realimentacao de estados

Supondo que os estados do sistema (2.18) sdo disponiveis, a seguinte proposta para

a lei de controle descontinua (relé modulado) assegura que s(x) = 0 é uma superficie
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deslizante (item (1)) e atrativa (item (2)):

u= —[afz] + dlsign(s*)

onde o é uma constante positiva de projeto e s* = (SB)~'s (SB é o ganho de alta
frequéncia da funcao de transferéncia Gy,).

Considere a seguinte fun¢ao candidata de Lyapunov
2V = (s%)?

onde s* = (SB)!s.
Defina
o F'= Az + Blu+d]
o W:=(SB)"'SFV,.V
Portanto, levando em consideracao que VgV = s*, tem-se:
W = (SB)'S[Az + B(u + d)]s* (2.21)

= [(SB)"'SAz + (u+d)]s*

= [Hz+ (u+d)]s”

onde H = (SB)"'SA.

Substituindo o sinal de controle u, tem-se:

ls™|

_ e ———
W = Hzs" —[o|z| +d] sign(s*)s™ +ds*
W = [Hazs* —alz||s*]] + [ds* — d|s*|] (2.22)

De (2.22) é facil verificar que para um valor de o > |H||, existe A > 0 tal que W <
—Alz]|s*[ < 0.

Portanto, utilizando o Lema 2 de (Bailey & Arapostathis 1987) (que permite a
extensao da teoria de estabilidade de Lyapunov para sistemas descontinuos), a derivada

temporal de V sobre as trajetérias do sistema (2.18) (solugao no sentido de Filippov)
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é tal que V < 0. Isto implica s* = 0 ser exponencialmente estavel.
Além disto, se

u=—[a|z] +d+ dsign(s")

com ¢ > 0, tem-se que

§'8" < —[Az] = K9] |57

onde K; > 0. Dado que z converge exponencialmente para zero, existe um 7" > ¢, tal
que s*§* < —¢'[s*| < 0 (6" > 0) V&t > T. Portanto s* é garantida ser uma superficie
de escorregamento. Devido a SB € IR, temos que também s serd uma superficie de
escorregamento, portanto podemos concluir que s alcanca zero em um tempo finito
t, >T.

Note que se o sinal do ganho de alta frequéncia SB for conhecido, a lei de controle

proposta dependera apenas do sinal de s(z).

2.3.2 Realimentacao de saida

A seguir serd apresentada uma proposta para a lei de controle descontinua considerando
que o estado completo do sistema nao seja disponivel. A lei de controle deve projetada
utilizando somente informagoes da entrada e saida do sistema. A proposta também é
um relé modulado, onde, neste caso, a fung¢do de modulagéo f(¢) dependente somente
dos sinais de entrada e saida.

Como forma de suprir a falta do estado completo serd necessario adicionar a condicao
da trasferéncia do sistema ser estritamente real positiva SPR.

Na realidade o Lema a seguir pode ser demonstrado, onde se garante, nao s6 que
s(z) = 0 é uma superficie de deslizamento, mas também a convergéncia para zero
do vetor de estados x. Este Lema serd utilizado no capitulo 4 para demonstrar os
corolarios que garantem a existéncia de deslizamento ideal no sistema controlado pelo

controlador suave a estrutura variavel.

Lema 2.1 Considere a sequinte relagio entrada/saida:
s(t) = Gau(p)[u + d(t) + 7(1)]

onde s, u, d e w sdo sinais escalares, Gz, (p) € uma funcao de transferéncia estritamente
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real positiva (SPR), d(t) é localmente integrdvel e w(t) é uma funcdo com decaimento
exponencial. Seja x o vetor de estados de uma realizacdo estdvel, possivelmente nao-
minima, de Gg,. Se u € dado pela lei discontinua de realimentacao u = — f(t)sgn(s(t)),

onde f € localmente integrdvel e satisfaz f(t) > |d(t)|, Vt, entdo a desigualdade
[s(t)] and |z(t)] < [e1 |2(0)] + coRle™™"

¢ satisfeita Yt > 0 para algumas constantes positivas ¢y, co, A1. Além disso, se f(t)
satisfaz f(t) > |d(t)| + 6, Vt, com uma pequena constante positiva arbitrdria §, entdo
s(t) torna-se identicamente igual a zero apds algum tempo finito t, > 0.

Prova: A demonstracdo estd baseada na teoria de Lyapunov estendida para siste-
mas descontinuos, ver (Bailey € Arapostathis 1987). Para uma completa demonstragao

ver (Hsu & Costa 1989). |

Q
g
y

u = f(t)sgn(s(t))

5(t) = Gsu(p)[u + d(?)]

H

Relé

FicuraA 2.2: Diagrama em blocos representativo do Lema 2.1.

O Lema acima pode ser generalizado para uma condi¢do menos conservativa na que
a func¢do de transferéncia Gy, (p) é quase SPR. Sendo que uma defini¢do de quase SPR
é a seguinte (Owens, Pratzel-Wolters & Ichmann 1987):

Defini¢ao 2 A fungao de transferéncia G(p) é quase SPR se existe K,, > 0 tal que
VK > K, a funcio de transferéncia G. = [1 + G(p)K|'G(p) é SPR.

Note que uma condicao para uma funcao de transferéncia ser ASPR é ter grau

relativo unitario e zeros estritamente estaveis.
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Capitulo 3

O controlador adaptativo por

modelo de referéncia (MRAC)

A estratégia denominada de controle adaptativo por modelo de referéncia (MRAC -
model reference adaptive control) aplicada a sistemas lineares invariantes no tempo é
considerada uma das principais abordagens na literatura referente a controle adapta-
tivo, ver (Mareels & Polderman 1996). O sistema caracteriza-se por uma planta com
parametros desconhecidos, por um controlador parametrizado e por um mecanismo de
aprendizagem ou adaptacdo. O controle adaptativo pode ser visto através de duas
estratégias distintas. Primeiro, o método indireto, onde os parametros desconhecidos
da planta sao estimados e, entao, os parametros do controlador sao calculados a partir
dessas estimativas. Essa estratégia de controle pode ser encarada como um caso espe-
cial do problema de controle por alocacao de pdlos, ver (Astrﬁm & Wittenmark 1997).
Segundo, o método direto, que em contraste com o método indireto, nao realiza a iden-
tificacdo da planta de forma explicita. Neste método os pardmetros do controlador sdao

estimados diretamente, através de uma lei de adaptacao.

Em particular, os algoritmos adaptativos que utilizam somente informacoes da en-
trada e saida da planta para realizar o ajuste dos parametros do controlador sao de
particular interesse pratico. Neste sentido, a teoria de controle adaptativo, teve em
(Narendra & Valavani 1978) e (Narendra et al. 1980) um considerdvel desenvolvimento,
complementado, posteriormente em (Sastry 1984) (o controlador é denominado de I/0

MRAC - controlador adaptativo por modelo de referéncia usando somente medicoes da
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entrada e saida da planta).

O objetivo bésico do I/O MRAC é encontrar um sinal de controle tal que o com-
portamento do sistema em malha fechada encontre-se préximo ao de um modelo de
referéncia arbitrado (rastreamento), mesmo na presenca de incertezas ou variagoes nos
seus parametros. Entretanto, em (Rohrs, Valavani, Athans & Stein 1982) verificou-
se que o I/O MRAC, esquema proposto originalmente com a lei integral ((Narendra
& Valavani 1978), (Sastry 1984)), é pouco robusto em situagoes nao ideais (ex: per-
turbagoes de entrada e dindmicas nao-modeladas), o que motivou a procura de diversas
modificagoes do MRAC original a fim de torné-lo robusto.

O problema apresentado é considerado um caso ideal, no sentido que a lei de
adaptacgao presupde que o modelo da planta esteja livre de perturbagoes (d. = 0) e
dinamicas nao-modeladas. Sabe-se que mesmo quando sujeito a perturbacao limitada
de pequena amplitude, segundo (Egardt 1979), e também, na presenga de dindmicas
nao-modeladas, ver (Rohrs et al. 1982), (Ioannou & Kokotovic 1984), o MRAC tornar-
se instavel. Diversas estratégias, foram desenvolvidas no sentido aumentar a robustez
dos sistemas adaptativos através de adequadas modificacoes.

Uma contribui¢ao neste sentido é a modifica¢do-o fixo apresentada em (Ioannou
& Kokotovic 1984), que garante, no minimo, estabilidade local na presenga de per-
turbagdes e/ou dindmica ndo-modelada limitados. Estabilidade global foi obtida pos-
teriormente em (Ioannou & Tsakalis 1986), através do método da modificacdo-o des-
continuo. Apesar do parametro o desses métodos aumentar a robustez do sistema
(no sentido de preservar a estabilidade), foi verificado em (Hsu & Costa 1987), que
pode levar ao surgimento do fenomeno indesejdvel denominado de bursting (oscilagoes
repentinas e intermitentes seguidas de longos periodos de comportamento aparente-
mente estdvel). Outras contribuigdes importantes sdo os métodos baseados em projegao
paramétrica usados em (Naik, Kumar & Ydstie 1992) e (Hsu & Costa 1987).

Um ponto importante é que mesmo com a excitacao r sendo suficientemente rica
em frequéncias, a qualidade do transitério de adaptacao é nao uniforme com respeito
as condicoes iniciais e a convergéncia tanto do vetor de estados completo do sistema
do erro, quanto o erro paramétrico, para zero, pode ser muito lenta, ver (Hsu & Costa
1989).

Também visando modificar o MRAC original, no sentido de torna-lo robusto, os
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trabalhos de (Hsu 1988) e (Fu 1990) deram inicio a utilizagdo de conceitos baseados
em estrutura variavel e controladores chaveados, em particular, o controlador proposto
em (Hsu 1988) e em (Hsu & Costa 1989), denominado de I/O VS-MRAC - Variable
Structure Model Reference Adaptive Control, controlador adaptativo por modelo de
referéncia e a estrutura variavel, que utiliza apenas informacoes da entrada e saida da
planta para gerar a lei de controle. O I/O VS-MRAC foi desenvolvido a partir do I/0O
MRAC, basicamente, substituindo a lei de adapatacao do tipo integral por uma sitese
direta do sinal de controle.

O objetivo principal deste capitulo é introduzir a nomenclatura e notacao utilizados
no desenvolvimento da equagio do erro de saida do I/O MRAC para o caso de grau

relativo n = 1, os quais serao aplicados na versao suave do VS-MRAC no capitulo 4.

3.1 Esquema de controle do /O MRAC

Considere uma planta desconhecida (com incertezas), monovaridvel (SISO), linear in-
variante no tempo (LTI) modelada por uma fungéo de transferéncia racional e estrita-

mente propria dada por:

Np(p)
G(p) = K, Dp(p)

(3.1)
com entrada u e saida y, onde:

e K, é o ganho em alta frequéncia.

e D,(p) é um polinémio moénico de grau n.

o N

»(p) é um polinémio moénico de grau m < n — 1.

As especificagoes da resposta dinamica em malha fechada sdo estabelecidas através
do modelo de referéncia M (p), com entrada r e saida y.,, que é caracterizado por
uma funcao de transferéncia estritamente prépria, linear, invariante no tempo e as-

sintéticamente estavel dada por:

(3.2)

onde:



e K,, é o ganho em alta frequéncia.
e D,,(p) é um polinémio ménico.
e N,,(p) é um polinémio ménico.

O sinal de referéncia r é uma funcgao arbitraria do tempo, continua por partes e uni-
formemente limitada.

Da teoria de sistemas lineares sabe-se que, para garantir que o controlador seja
causal, é necessirio que o grau relativo do modelo de referéncia (diferenga entre o grau
do denominador e do numerador) seja maior ou igual ao da planta. O objetivo de

controle pode ser definido da seguinte forma:

e Projetar uma lei de controle u(t), tal que todos os sinais na malha fechada per-
manecam limitados e o erro de saida eq := y — y,, tenda assintéticamente para
zero ou para algum pequeno intervalo residual em torno do zero, para condigoes
iniciais e sinais de referéncia r (continuos por partes e uniformemente limitados)

arbitrarios.

Para garantir que o problema MRAC tenha solucao serao consideradas as hipoteses
usuais de projeto (Narendra & Annaswamy 1989, p.183) sobre a planta e o modelo de

referéncia, listadas a seguir:
Hipétese 1 A planta Gyp(p) € de fase minima (N,(p) é Hurwitz).

Hipétese 2 A planta Gp(p) € controldvel e observdvel (os polinémios Ny(p) e D,(p)

sG0 coprimos).

Hipétese 3 N,(p) e D,(p) sdo ménicos com grau[D,(p)] = n e grau[N,y(p)] = m, n

e m conhecidos (o grau relativo n* =n — m da planta é conhecido).

Hipétese 4 O sinal do ganho de alta frequéncia da planta (K,) é conhecido (assume-

se positivo por simplicidade, sem perda de generalidade).

Hipétese 5 O modelo M(p) € estdvel e de fase minima, com mesmo grau relativo

n* =n—m que a planta.
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No MRAC os coeficientes do numerador e do denominador da planta sao conside-
rados desconhecidos. Consequentemente, os parametros do controlador nao podem ser
obtidos diretamente como no controle por modelo de referéncia (MRC ver (Ioannou
& Sun 1996)). Uma maneira de contornar este problema, baseia-se no principio da
equivaléncia certa. Neste principio, os parametros do controlador sao estimados e utili-
zados na lei de controle com se fossem os parametros ideais. O procedimento de projeto
¢é baseado na combinacao de uma lei de controle com uma lei de adaptacao que gera
estimativas em tempo real dos parametros do controlador.

A hipétese de se ter disponibilidade apenas da entrada e da saida da planta sugere
a utilizacao de um esquema de controle com dois graus de liberdade utilizando, por
exemplo, uma estrutura de filtros de entrada e saida (Ioannou & Sun 1996) como uma
forma de suprir a falta de informagoes dos estados na implementacao da lei de controle.

O esquema do I/O MRAC é apresentado na figura 3.1, onde pode ser verificado, por

F1cura 3.1: Estrutura do controlador adaptativo por modelo de referéncia (MRAC),
planta desconhecida.

inspecdo, que a lei de controle u é composta pelas saidas dos filtros G1(p) e Ga(p) e

pela entrada de referéncia r, sendo dada por:

1
U= %r + G1(p)u + Ga(p)y (3.3)
onde:
e k= II({—;
e Gi(p) := Ni(p)
1P = "Kp)
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o Ga(p) == )

A(p) *

com grau[N;(p)] = n— 2, grau[Ny(p)] = n—1 e grau[A(p)] = n — 1. Portanto, o filtro
G1(p) é estritamente préprio e o filtro Gy(p) é préprio.
Para considerar a planta sujeita a perturbacao de entrada, adicionalmente as hipoteses

1-5, considere a hipétese a seguir.

Hipé6tese 6 A perturbacdo de entrada d. € uniformemente limitada, e possui um li-

mitante superior instantdneo d.(t) conhecido que satisfaz a d(t) > |d.(t)| (Vt).

3.2 Equacao de casamento

Através do esquema apresentado existe de um controlador ideal (k*, G3i(p) e G3(p)),
que assegura o casamento perfeito entre o sistema em malha fechada e o modelo de
referéncia, para o caso em que os parametros da planta sdo conhecidos.

Deslocando a perturbacao d. da entrada da planta, o diagrama em blocos do MRAC
apresentado na figura 3.1 pode ser modificado, de forma equivalente, conforme mostra
a figura 3.2, onde:

Wy=1-G] (3.4)

de

FiGurA 3.2: Esquema equivalente da estrutura do controlador por modelo de re-

feréncia (MRC), parametros ideais, planta conhecida e k* := %

Considerando d, = 0, na figura 3.2, pode ser verificado, por inspecao, que a lei de

controle ideal v = u* que assegura o casamento perfeito é dada por:
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*

1
ut = (—r+ Giu" + G5y) (3.5)

e

Resolvendo a equacao acima para u*, para que ocorra o casamento perfeito entre o
modelo e a malha fechada, i.e. y = Mr, a seguinte equacdo deve ser satisfeita, (Sastry

& Bodson 1989)):

G
kM = 3.6
1- G — GG3 (36)

Note que para que o casamento perfeito entre o modelo e a planta em malha fechada
seja possivel, o controlador (G; e G3) deve nao sé alocar os pélos de malha fechada,
mas também cancelar os zeros da planta e substitui-los pelos zeros do modelo. Este
cancelamento de zeros restringe a planta a ser de fase minima (hipétese 1) para que

nao ocorra cancelamentos de zeros com parte real positiva.

Considerando a perturbacdo de entrada d. # 0, pode-se verificar, por inspecdo no
diagrama em blocos da figura 3.2, que o sinal de controle que permite o casamento

perfeito é dado por u = Uy, onde

Ud =u" — dee

3.3 Equacao do erro de saida ¢

Observando na figura 3.2 que a transferéncia destacada no retangulo pontilhado é
exatamente a transferéncia do modelo, é facil verificar que a saida y da planta pode

ser determinada por (principio da superposi¢ao):

y =M +k (1—G))Mde + k*M(u — u") (3.7)
Ym Wy

Desta forma o erro de saida pode ser representado das seguintes formas equivalentes:

€ ‘= Y—Ym

(3.8)
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e0 = kK'M(u—u*+Wyd,) (3.9)
= k*M(u—u*) + Wyd, (3.10)

onde:

Wy =k*MW, (3.11)

O sistema do erro pode ser representado no espaco de estados da seguinte maneira.

Espaco de Estados: 4o, = AcZe, + k bc[u — u*] + b;)de

eo = hize (3.12)
Entrada e Saida: eg = k"M (p)[u —u" + Wyd,] (3.13)
(k* = K,/ Kp) (3.14)

onde z,, é o vetor de estados de uma realizagao (A, b, h.) de M (p), possivelmente nao-
minima, u = u* = 0*Tw é o sinal de controle ideal, W,(p) é uma funcao de transferéncia
prépria e estavel e Wy(p) = k* MW, =hT (pI—A.)~1b}, é a funcio de transferéncia de
malha fechada da perturbacao de entrada d. para eq com u = u*.

Note que, pela equacao (3.13), torna-se evidente que se u for substituido por Uy =
u* — Wyd,, entao ey(t) — 0 exponencialmente quando ¢ — oo, devido, somente, as

condigoes iniciais do operador M (p) (resposta a entrada zero).

Detalhes do desenvolvimento da equacdo do erro utilizando a abordagem no espago
de estados encontram-se no apéndice A, onde, também ¢é verificado que as definicoes de
W, e W, apresentadas em (3.4) e (3.11), respectivamente, sdo equivalentes as defini¢oes

apresentadas na abordagem no espago de estados.

3.4 Parametrizacao do controle

Nos esquemas de controle adaptativo é comum o sinal de controle u ser parametrizado

da seguinte forma, ver figura 3.3:

u(t) = 0T w(t) (3.15)



onde € R?" é o vetor de parimetros a ser adaptado e w € IR>® é denominado de
vetor regressor, obtido sem o conhecimento dos parametros da planta, definidos a seguir

(Narendra & Annaswamy 1989).

07 (t) == (07 (t) 0.(t) 6. (1) 6a2n(t)] (3.16)

v1

Wwh't) =[] y vl 7] (3.17)

onde #,, e R** 0, e R" ', 6, €Reby, €R.
Seguindo 0o mesmo procedimento que em (Narendra & Annaswamy 1989), considere

a seguinte realizagdo (minima) para os filtros de entrada e saida G e Ga:

Gilp) = 0, (I —A)"'g

Ga(p) = 05, (pI —A)'g+0, (3.18)

onde
01 = Avi + gu (3.19)
Vg = Avg + gy (3.20)

com vy, v € R" ! e A tal que N,,(p) = det(pl — A) (para maiores detalhes verificar o

desenvolvimento da equacao do erro no apéndice).

[*

Oy : {*”
[4
" -8ty pr-n1
05,
U1
TQQ/ vy
b

Ficura 3.3: MRAC, planta desconhecida, parametrizacao do controle.

De acordo com (Sastry & Bodson 1989) o controle ideal parametrizado é dado por
u=u*=0Tw, onde T (¢) := [0;7(t) 6x(¢t) O;I(t) 65,(¢)] é o vetor de pardmetros

ideais tal que: Gi(p) = ;T (pI — A)'g, G3(p) = 057 (pI —A) g +6; e 05, = 2=
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3.5 Lei de adaptacao - Caso: grau relativo n* =1

No MRAC os coeficientes do numerador e denominador da funcao de transferéncia que
descreve a planta sdo considerados desconhecidos. Consequentemente nao é possivel
determinar diretamente os parametros ideais (6*) do controlador. Uma maneira de
contornar este problema é através de uma lei de adaptacdo para 6(t). Definindo o erro
paramétrico por 0 := 6 — 6%, a lei de adaptacao deve garantir que o sistema em malha
fechada seja estdvel e que o erro de saida, ey, tenda para zero (ou para um conjunto
residual em torno do zero).

O controlador proposto em (Narendra & Valavani 1978) é baseado na seguinte lei

de adaptacdo puramente integral (lei do gradiente):
0 = —ywepsgn(K,) (3.21)

onde v é o ganho de adaptacdo (escolhido arbitrariamente), K, é o ganho de alta
frequéncia da planta, w é o vetor regressor e ey € o erro de saida. Observe que sgn(K),) =
sgn(k*), considerando-se K,, > 0.

Com a lei de controle u = 87w e com esta lei de adaptagao o controlador adaptativo
por modelo de referéncia (MRAC) para plantas com grau relativo unitdrio e perturbagao

de entrada nula (d. = 0), possui as seguintes propriedades, ver (Ioannou & Sun 1996):

e Todos os sinais da planta em malha fechada sao limitados e o erro de saida eq
converge assintéticamente para zero, para qualquer sinal de referéncia r limitado

e para qualquer condicao inicial.

e Se r for suficientemente rico de ordem 2n, 7 for limitado e os polinémios N, (p) e
D,(p) forem coprimos, entdo o erro paramétrico § =  — 8* e o erro de saida e,

convergem exponencialmente para zero.

A demosntracao destas propriedades estd baseada no fato de, no caso em que o
grau relativo da planta é unitdrio, é possivel escolher uma fun¢ao de tranferéncia para
o modelo de referéncia M (p), estritamente real positiva (SPR - Strictly Positive Real,
ver (Narendra & Annaswamy 1989)). Neste caso, estas propriedades sdo verificadas
através do Lema de Kalman-Yakubovich (ver (Ioannou & Sun 1996)), e condensadas

no teorema a seguir.
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Teorema 3.1 Considere a sequinte relagdo entrada/saida:
e= M(p)[k*(u—u")] (3.22)

onde e e u sdo sinais escalares, M(p) é uma funcdo de transferéncia estritamente
real positiva (SPR), k* é uma copnstante desconhecida mas com sinal conhecido e u é

parametrizado da sequinte forma:

u=0"Tw

onde w € o vetor regressor. Seja 0* o vetor de parametros ideais e 0 = 0 — 0* o erro

paramétrico. Se

0 = —ywesgn(k*)

onde v € uma constante positiva, entao e e 0 sio globalmente limitados. Além disso,

se o vetor regresso w for limitado, entdo
e(t) >0 quando t— 00
Prova: Considere a sequinte representacdo de estados de (3.22):

Te = Aze+ blu— u] (3.23)

e = h'z, (3.24)

Sendo M uma transferéncia SPR, pelo Lema de Kalman-Yakubovich é sempre possivel
encontrar uma matriz definida positiva e simétrica P, dada uma outra matriz positiva

definida e simétrica QQ, tal que:
ATP+PA=-Q

e Pb=h.

Seja V uma funcdo definida positiva da sequinte forma:

k"]

V =aTPz, + . 070 (3.25)
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A derivada temporal de V', ao longo das trajetorias do sistema (3.23) e (3.24) € dada
por:

V =2l (PA+ ATP)x + 22" Pb(k*0"w) — 207 (k*ew)

mas Pb = h, entdao:
V=2l (PA+ ATP)z = —27Qz, <0

Portanto, o sistema (8.23) e (3.24) é globalmente estdvel e e e 0 sdo globalmente
limitados.

Além disso, se o vetor regressor w for limitado, pode-se verificar de (3.23) que i
é limitado. Isto implica na continuidade uniforme de V, basta verificar que a sequnda
derivada

V ==-22.Qx,

¢ limitada. Utilizando o Lema de Barbalat, ver (Slotine & Li 1991), prova-se a con-

vergéncia assintdtica de e(t) a zero. |
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Capitulo 4

Controlador suave a estrutura

variavel (55C)

Este capitulo apresenta o controlador suave a estrutura varidvel (SSC - Smooth Sliding
Control) que é uma estratégia adaptativa, usando somente dados da entrada e da
saida da planta, baseada em estrutura variavel. O SSC é uma versao do VS-MRAC
- variable structure model reference adaptive control (Hsu 1997b) que possui sinal de
controle suave e é baseado no MRAC convencional. A diferenca principal estd na
implementacao da lei de adaptacdo dos parametros do controlador. No VS-MRAC a
lei de adaptacao baseia-se em sintese de sinal, ao contrario do MRAC que utiliza

uma lei de adaptacao paramétrica.

Uma das motivagoes para esta abordagem consistiu na busca de um controlador que
tornasse o sistema em malha fechada robusto (no sentido de preservar a estabilidade do
sistema) em relacdo as incertezas da planta e a distirbios externos, além de apresentar
desempenho satisfatério. Utilizar sistemas a estrutura varidvel baseados em modos
deslizantes é uma opg¢ao atrativa, em particular, devido ao principio da invariancia,
que torna o sistema em malha fechada, apés atingir o deslizamento, insensivel com
respeito a perturbagoes externas e internas (variagoes nos parametros da planta), ver
capitulo 2. Em (Hsu & Costa 1989), (Hsu 1988) e (Hsu 1990) foi proposta uma solugio
(VS-MRAC) para este problema, utilizando somente os sinais de entrada e saida da
planta, através de adequadas modifica¢ées no I/O MRAC (capitulo 3). Para plantas

com grau relativo unitdrio, foi desenvolvida uma lei de adaptagao a estrutura varidvel
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que substitui a tradicional lei de adaptagao integral, ver (Narendra & Valavani 1978)
e o capitulo 3. A idéia basica foi tornar o erro de saida uma superficie deslizante
eo(t) = 0.

Entretanto, um desafio a ser superado ao se implementar controladores a estrutura
variavel é a possivel ocorréncia do indesejavel fenomeno de chattering induzido por
nao-idealidades como pequenos atrasos ou dinamicas nao-modeladas na planta. Isto
leva ao conhecido modo deslizante real real sliding mode (Utkin 1992).

Este capitulo considera uma versao do VS-MRAC (Hsu 1997b) que possui sinal de
controle suave (O SSC, ver (Peixoto et al. 2001) e (Peixoto et al. 2002)), aplicdvel a
plantas de grau relativo arbitrdrio, onde a abordagem utilizada para suavizar o sinal
de controle nao é baseada no conceito de “camada de fronteira” (boundary layer), ver
capitulo 2, mas sim, na utilizacao de uma malha de predicao em conjunto com um

filtragem do sinal de controle.

4.1 Definicao do problema

Da mesma forma que no capitulo 3, considere uma planta desconhecida (com incer-
tezas), monovaridvel (SISO), linear e invariante no tempo (L7TI) modelada por uma

funcao de transferéncia racional e estritamente propria dada por:

G(p) = KpNy(p)/Dp(p) (u—y) (4.1)

com entrada u e saida y. O modelo de referéncia, com entrada r e saida vy,,, é carac-
terizado por uma funcao de transferéncia estritamente prépria, linear, invariante no

tempo e assintéticamente estavel dada por:

M(p) = KuNu(p)/Dm(p) (1= ym) (4.2)

onde N,, Dy, Ny,, D,,, sao polindmios moénicos e r é uma funcao arbitraria do tempo,
continua por partes e uniformemente limitada.

O objetivo de controle pode ser definido da seguinte forma:

e Projetar uma lei de controle u(t), tal que todos os sinais na malha fechada per-

36



manecam limitados e o erro de saida ey := y — y,, tenda assintéticamente para
zero ou para algum pequeno intervalo residual em torno do zero, para condigoes
iniciais e sinais de referéncia r (continuos por partes e uniformemente limitados)

arbitrarios.

Serao adotadas as hipéGteses (hipGteses 1-4 do capitulo 3) usuais de projeto do
controle adaptativo por modelo de referéncia (MRAC) (Narendra & Annaswamy 1989,
p.183) sobre: a planta, o modelo e o sinal de referéncia. Na abordagem do MRAC
o sinal de controle u é parametrizado por u(t) = #7w(t), onde # € IR* é o vetor de
parametros e w € IR?™ é o vetor regressor obtido a partir dos filtros de entrada e saida
(Narendra & Annaswamy 1989).

A equacao do erro de saida ey do MRAC para uma planta com perturbacao de

entrada d. é dado por:

Espago de Estados: &, = Acte, + k™b[u — u*] + b:)de

eo = hlxz, (4.3)
Entrada e Saida: e = k*M(p)lu — u* + Wyd,] (4.4)
(k" = K,/ Ky,) (4.5)

onde z., é o estado de uma realizacao estdvel de M (p), possivelmente ndo minima,
u=u* = 0*Tw é o sinal controle ideal que assegura o casamento perfeito entre M (p) e
o sistema em malha fechada (com d, = 0), Wy(p)=[k*M (p)]~' Wy é uma transferéncia
estavel e prépria (ver (Hsu et al. 1997) para detalhes) e Wy(p) = hL (pI — A.) b} é a
funcao de transferéncia em malha fechada da perturbacao d. para eq com u = u*.

A perturbacao de entrada é uniformemente limitada por hipdtese. Além disso,
assume-se que é conhecido um limitante superior dependente do tempo d,(t) de d,(t)

que satisfaca d,(t) > |d(t)| (Vt).

Classes admissiveis de sinais de controle

De acordo com a parametrizacdo do controle u(t) = #Tw(t), é criada a seguinte

restricao para a classe de sinais de controle admissiveis.
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Hipdtese 7 A lei de controle satisfaz a sequinte desigualdade:
sup [u(t)| < Ky sup |w(t)| + Ks; Vit (4.6)
t t

onde K, Ks sao constantes positivas. FEsta restricao garante que nao ocorra escape
em tempo finito para os sinais do sistema. Desta forma, os sinais do sistema serdo
requlares (regular signals) e, portanto, podem crescer no mdzimo exponencialmente
(Sastry & Bodson 1989). Este limitante superior garante que todos 0s sinais no sistema

pertencam a Loge-

O Lema 2.1 e o Lema a seguir sao uteis para a andlise de estabilidade do controlador

SSC, ver (Hsu et al. 1997):

Lema 4.1 Considere a sequinte relagio entrada/saida:
e(t) = M(p)[u + d(t)] + 7 (t) + B(t)

onde M (p) = Kp,/(p + am) (Km,am > 0); d(t) € localmente integrdvel; 5(t) é absolu-
tamente continuo (Vt) e w(t) é uma fungdo com decaimento exponencial (i.e. |m(t)| <
Re ). Seu=—f(t)sgn(e(t)), onde f € localmente integrdvel e f(t)>|d(t)| Vt, entdo,
0s sinais £(t) e £(t):=¢e(t)—(B(t) + 7 (t)) sdo limitados por

e(t)| and |2(t)| <|é(0)| et +2 | Re~™in(em Nt Lgup)| B
t

Prova: A demonstragio € baseada no Lema da comparagdo ((Filippov 1964)). Ver
(Hsu et al. 1997) para uma demonstragao. |

4.2 SS5C - Caso: grau relativo n* =1

A principal idéia em controle baseado em modos deslizantes é fechar a malha do erro
com um relé, com uma fungio de modulagio apropriada, ou seja, u = f(t)sgn(ep). Se o
grau relativo da malha do erro for unitédrio (n* = 1), o modelo de referéncia M (p) pode

ser escolhido de forma a ser estritamente real positivo (SPR), tal que uma malha ideal
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u = f(t)sgn(e(?))

Relé

FicurA 4.1: Diagrama em blocos representativo do Lema 4.1.

de deslizamento (ideal sliding loop - ISL) (Hsu 1997b) é formada ao redor da fungao de

chaveamento e o erro tende a zero exponencialmente ou em tempo finito.

Modelo
T Ym
— M
i f
Y €0 U
G . v
Planta

Relé

FIGURA 4.2: VS-MRAC para n* = 1.

Figura 4.2 apresenta o diagrama em blocos do controlador adaptativo por modelo de
referéncia a estrutura varidvel (VS-MRAC), onde u™™ = """y ¢ um sinal de controle
nominal que assegura um casamento perfeito entre M (p) e o sistema em malha fechada

para alguma planta nominal. O sinal de controle é definido por:

u = u"" — Up; Uy = f(t)sgn(ep)

As propriedades de estabilidade do esquema acima podem ser condensadas através do
Lema 2.1 apresentado no capitulo 2 (ver (Hsu et al. 1997)):
De acordo com o Lema 2.1, o controle corretivo U, pode ser gerado utilizando uma

funcao de modulagao que satisfaca a:

ft) > |u* —u™™ — Wyde| + 6 (4.7)
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onde ¢ é uma constante arbitraria nao-negativa. Esta funcao de modulacao garante que
0 esquema acima é globalmente exponencialmente estavel e o erro de saida ey torna-se
identicamente nulo apés algum tempo finito, de acordo com o Lema 2.1.

A fungao de modulacao f(t) pode ser implementada da seguinte forma:
FO) = 0" Jw(t)| + [Wade| + 6 (4.8)

que satisfaz (4.7), se 67 = [0, - - - 0oy,], com §; > |67 — 07°™|, onde §7 é o vetor de limitan-
tes superiores dos paramétros desconhecidos (incertos), |w(t)|” = [|wi(t)], -, lwan(t)],

e 0 ¢ uma constante arbitraria nao-negativa.

Observagao 1 Um limitante superior para |Wade| pode ser obtido a partir de uma
versdo filtrada de d, (> d.) através de um filtro de 1 ordem, ou seja, cze = ﬁvc{e onde
v = miny |Re(pg)|, com py sendo os pdlos de Wy (para detalhes ver Lema 3 in (Hsu et

al. 1997)).

Na pratica a hipdtese de grau relativo unitario é muito dificil de ser atendida, na
realidade, impossivel. Isto se deve ao fato de que pequenos atrasos irdo aumentar o
grau relativo. Por outro lado, sabe-se que o desempenho do rastreamento de sistema de
controle a estrutura varidvel (VSC) é robusto com respeito a dindmicas nado-modeladas.
Apesar disso, pode surgir chaveamento em frequéncia alta , mas finita, inaceitdvel,
denominado de chattering, mesmo na presenca de pequenos atrasos.

Atenuacao de chattering pode ser conseguida utilizando a abordagem de “camada
de fronteira” (boundary layer), ver capitulo 2). Entretanto, esta solu¢do nao apresenta
desempenho melhor do que um controlador PD e ainda gera erro de regime proporcional
a espessura da camada de fronteira (Utkin 1992). Outra abordagem (utilizada neste
trabaho) é filtrar as componentes de alta frequéncia do sinal de controle, utilizando um
filtro da média 1/F,,(7p) (averaging filter), onde F,,(7p) é um polinémio Hurwitz em
7p com Fy,(0) = 1 e constante de tempo 7 > 0. Entretanto, a introducao de tal filtro
nao deve destruir a malha de deslizamento ideal (ISL - Ideal Sliding Loop - n* > 1))
entorno da funcdo de chaveamento do sistema de controle a estrutura varidvel (VSC).

Desta forma, para sistemas desconhecidos (incertos), um controle suave a estrutura

varidvel (smooth VSC) pode ser obtido utilizando-se filtros da média para suavizar
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o sinal de controle chaveado e uma malha de predicao (Hsu 1997b) para preservar
os modos deslizantes ideais, para n* = 1, sem utilizar a abordagem de “camada de
fronteira”.

Além disso, o novo controlador suave baseado em modos deslizantes (Smooth Sliding
Controller - SSC), apresenta modo deslizante ideal que é robustos com respeito a
perturbagdes limitadas de entrada, dindmicas ndo-modeladas ou atrasos na planta (Hsu
1997b).

O esquema do controlador suave a estrutura varidvel (VSC) é apresentado na fi-

gura 4.3 e a lei de controle é definida da seguinte forma:

Relé

Enom L e >+.

Ft
[}

Fiaura 4.3: Controlador suave a estrutura variavel (SSC) para n* = 1.

u=u"" = U§"; Ug = F . (mp)Up (4.9)

Note que, para uma constante de tempo 7 suficientemente pequena, U§’ é uma apro-
ximagdo do controle equivalente estendido (Up),, (ver capitulo 2).
Com esta lei de controle a equagido do erro de saida ey (equacgao (4.4)) pode ser

reescrita como:

eo = k™" M (p)[—p(Us” + Ua)]

Sendo assim, os erros auxiliares apresentados na figura 4.3 sao dados por:

~ _ nom av] __ r.nom ch (Tp) —1
e = k™"M(p)[Up— US| = k™™ M(p) Foo(77) Us (4.10)
o0 = €y — é() = knomM(p)[—p(Uo + Ud)] + Klé() (411)
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onde:

o Uy=u"—u" — Wyd,;

e £™™ é uma valor nominal de k*;
® K= (k* _ knom)/knom;
e p=1+k=Fk*/k"™.

4.2.1 Analise de estabilidade

De agora por diante, seja z o vetor de estados completo do sistema do erro. Afim de
levar em consideracao as condigoes iniciais, € conveniente criar a seguinte particao do
vetor de estados z:

=[] 2 =lze,

onde 1, é o vetor de estados da realizagio nao-minima da equagao (4.4), e 2° denota
o estado do transiente correspondente a qualquer operador de convolucao.

No que segue, todos os K’s sao constantes positivas, as normas de operadores (|H]|)
sao normas induzidas do tipo L, ¢ EXP and EX P° representam qualquer termo da
forma K [2(0)] e7* e K ||2°(0)] e™%, respectivamente, onde a é uma constante genérica
positiva.

A proposicao a seguir caracteriza as propriedades de convergéncia do erro auxiliar
eo(t). Esta proposi¢ao garante que, para apropriadas fun¢oes de modulagao f(t), €o(t)

¢é limitado por uma norma L., do vetor regressor.

Proposicao 1 Considere a equagdo do erro auziliar (4.11). Se a fun¢do de modulagdo
do relé satisfaz f(t) > |u* — u™™ — Wyde|, e 0o modelo de referéncia M(p) € da forma

M(p) = Km/(p + am) (Km, am > 0) entdo,
leo(t)| < 7K., C(t) + EXP (4.12)
onde K., > 0 é uma constante, T € a constante de tempo de F,,' e

Ci(t) = sup lw(®)]; C(t) = MpCi(t) + M, (4.13)
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para algumas constantes positivas My, M,..

Prova: ver apéndice B. |

O resultado de estabilidade global pode ser resumido através do seguinte Teorema

(Hsu et al. 1997):

Teorema 4.1 Considere o sistema (4.4)(4.9)(4.10)(4.11). Assuma que f(t) > |u* — u™™ — Wyd,|,
e M(p) = Kp,/(p+ @) (Kpnyay, > 0). Entdo, para T suficientemente pequeno, o sis-

tema completo do erro, com estado z, € globalmente exponencialmente estdvel com res-

peito a um pequeno conjunto residual de ordem T, e este conjunto residual ndo depende

das condicoes iniciais.

Prova: ver apéndice B. [ |

Realizacao de modos deslizantes ideais
A realizacdo de modos deslizantes ideais é importante ja que problemas com chat-
tering sdo evitados. No controlador suave a estrutura varidvel (SSC), a superficie de

deslizamento ideal é £¢(t) = 0. De fato, o seguinte corolario pode ser demonstrado.

Corolério 4.1.1 Adicionalmente ao Teorema 4.1, se f(t) > |di| + 6, Vt, para uma

constante ndo-negativa pequena e arbitrdria § e M(p)(1 + kF,.'(Tp)) € estritamente

Fav

7 +H]Ud e Uy = u* — u™™ — Wyd,, entdo o erro
av

real positiva (SPR), com di = p|
auziliar ey (fig. 4.3), tende a zero exponencialmente. Além disso, se 6 > 0 entdo £o(t)

torna-se identicamente zero apés algum tempo finito t,. > 0.

Prova: Considerando que a equacdo (4.11) pode ser reescrita como:
Eo = knomM(p)(l + HFCL_UI)[—UO - d1]
a demonstracao baseia-se no Lema 2.1. [ |

4.2.1.1 Dinamica nao-modelada

No esquema do controlador suave (SSC) para n* = 1, ver fig. 4.3, uma malha de desli-
zamento ideal (ISL) existe, independentemente de possiveis atrasos inerentes a planta

que elevam o grau relativo acima da unidade. Portanto é possivel realizar um modo
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deslizante ideal. Considere apenas dinamicas nao-modeladas do tipo multiplicativa,

onde a funcao de transferéncia da planta é dada por:

G(p) = Go(p)[1 + pGm(p)] (4.14)

Assume-se que 0 < p < p*, para alguma constante positiva u*.

O termo-p da dinamica ndo-modelada (de acordo com (Hsu et al. 1997) e (Hsu

19970)) pode ser tratado com uma perturbagao de entrada dada por:
dy = WG (p)u (4.15)

O Teorema a seguir garante as propriedades de estabilidade global na presenca de

dinamica nao-modelada.

Teorema 4.2 Considere o controlador suave (SSC) definido por (4.4)(4.9)(4.10)(4.11)
com perturbagio de entrada d. + d,. Assuma que f(t) > |u* —u"™ — Wyd,|. Se
M(p) = Kn/(p + am), (Kpm,am > 0) e |[MW,G,,| é limitada por alguma constante
finita, entdo, para valores suficientemente pequenos de T e p, o sistema completo do
erro, com estado z, € globalmente exponencialmente estavel com respeito a um pequeno
conjunto residual de ordem (T + 1) e este conjunto residual néo depende das condigées

mictais.

Prova: A perturbacdo de entrada ¢ dada por d, + d., entdo o erro de saida e

(equagdo (4.4)) pode ser reescrito como (considerando a lei de controle (4.9)):
eo = k""" M (p)[—(Ug” + U)]

onde U = kU + pUy — pWad,,.

Além disso, o erro auxiliar (4.11) pode ser reescrito da seguinte forma:

go = K""M(p)[—p(Uo + Usg — pWaGnu)] + Kkég (4.16)

= k""" M(p)[—p(Uo + Uyg)] + pBu + Kéo (4.17)
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onde

Bu = pk""" M (p)Wa(p) G (p)[u]

Definindo S, = pfu + K€o, assumindo que |MW, Gy, | é limitada por alguma cons-
tante K, e considerando a classe de sinais de controle admissiveis (hipétese 7), tem-se

que, para alguma constante positiva Kg,,:

sup |Begl < (7 + 1) Kp,,C(2)

Desta forma, a demonstragio de estabilidade segue utilizando-se a proposigio 1 (com-
pare (4.17) e (4.11)) e o Teorema 4.1 (considerando U = kU + pUy — pWad, na

demonstragao do Teorema 4.1). [

Realizacao de modos deslizantes ideais
Agora serd demonstrado que deslizamentos ideais ainda sao possiveis de serem re-
alizados mesmo na presenca de dinamicas nao-modeladas, de acordo com o seguinte

corolério.

Coroldrio 4.2.1 Adicionalmente ao Teorema 4.2, se f(t) > |di| + O(u) + 6, Vt, para
uma constante nao-negativa pequena e arbitrdria 6, M(p)(1+kF,,') € estritamente real
positiva (SPR), |WaG.,,| € limitada por alguma constante positiva, com d; = p[%]Ud
e Uy =u* — u™" — Wyd,, entio o erro auziliar €y (fig. 4.3) tende a zero exponencial-

mente. Além disso, se 6 > 0 entdo £¢(t) torna-se identicamente zero apds algum tempo

finito t,. > 0.

Prova: Reescreva a equagao (4.11) como:

g0 = k"M (p)(1 + £ Fy,')[~Uo — di + pdy)

onde, dy = [L";ﬁng‘”]u

Se |W4G,,| é limitada por alguma constante, entao utilizando a hipétese 7 e o Teo-
rema 4.2, o termo pdy é de ordem O(p). A demosntragao segue utilizando o Lema 2.1.
|

Observagao 2 Nos Teoremas e coroldrios acima a fun¢do de modulagao f(t) pode ser

45



implementada com em (4.8). Para maiores detalhes na implementagio da funcdo de

modula¢do ver (Hsu et al. 1997).

4.3 SSC - Caso: grau relativo n* > 1

Considerando as propriedades de robustez do controlador suave (SSC), parece natural
estender o controlador para o caso de grau relativo maior do que a unidade. Caso a
planta tenha grau relativo n* > 1, entdo o operador polinomial diferencial L(p) (nao-
causal) compensa o grau relativo da planta. Além disso, assume-se que o modelo de
predigdo M L(p), é estritamente real positivo SPR. Desta forma, o problema se reduz
ao caso n* =1 (L(p) = 1), ver figura 4.4.

O controlador SSC para grau relativo arbitrario é apresentado na figura 4.4, onde o
operador L(p) nao-causal é implementado (tanto nas simulag¢oes quanto no experimento
préatico) de forma aproximada descrita a seguir. Deslocando-se L(p) para antes do
somador do erro de saida ey o sistema de controle ndo se altera (ver figuras 4.4 e 4.5).
Como o modelo de referéncia é conhecido é possivel ter acesso as derivadas superiores
da saida y,,, ou seja, é possivel implementar diretamente o operador causal M L(p). Por
outro lado, por nao se ter acesso as derivadas de ordem superior da saida da planta y
o filtro da figura 4.5, com funcao de transferéncia £ = L(p)/F(7r#p), pode ser utilizado

para aproximar o operador polinomial diferencial L(p). O filtro F~!(7zp) é tal que:

F(rgp) =1, quando 7 — 0

Observacao 3 Uma alternativa para implementar a funcao de transferéncia F%T%
(filtro lead linear) que aproxima o operador diferencial L(p), é utilizar o sistema ndo-
linear, baseado em estrutura varidvel (modo deslizante), como mostra a figura 4.6.
Nesta configuracao, o filtro lead FJ%T%I)L) ¢ denominado de filtro lead a estrutura varidvel
(VSLF - variable structure lead filter), ver (Hsu et al. 1997).

Note que, uma vez que o sistema entra em regime deslizante, tem-se:




de )

% & €
u"“’m+ u+ Plantag'i - L(p) €0 0 Relé Uo
knom Iy, <_?:7

2

-1
Fa'u

$

FIGURA 4.4: Controlador suave a estrutura varidvel (SSC) utilizando um operador
L(p) para compensacao de grau relativo.
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Ficura 4.5: Controlador suave a estrutura varidvel (SSC) utilizando um filtro
L(p)/F(7rp) para aproximar o operador diferencial L(p).

Portanto a saida do VSLF é dada por:

Com a finalidade de simplificar o controlador, no sentido de diminuir o numero de
dispositivos de chaveamento, serd utilizado o filtro linear apesar de, em (Sant’Anna
1996), serem apresentadas simulagoes que mostram que o filtro lead a estrutura varidvel
(VS lead filter) apresenta um desempenho superior em comparagdo ao filtro lead linear

de 1% ordem, devido a saturacdo imposta pelo relé caracteristico de sua topologia.

Utilizando o filtro linear, define-se o sinal de erro €y (figura 4.5), como a seguinte
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FIGURA 4.6: Filtro lead a estrutura varidvel (VSLF) utilizado para implementar a
aprozimac¢do L(p)/F (trp) do operador diferencial L(p).

aproximagao do sinal L(p)ey(t):

€ = FI(J7('29) y— ML(p)r (4.18)
=L(p)ym
~L(p)y
_ L 1 — F(rrp)
= Fep) eg + ML(p)] Flrpp)
~ L(p)eo

A defini¢ao do sinal de controle (equacao (4.9)) e a equacao do erro de saida ey (equagao

(4.4)) ndo se alteram.

Além disso, os seguinte erros auxiliares sao indicados (figura 4.5):

Fo(mp) — 1

5y — E"MA[] _ U] — krom [T, 4.
éo k )00 —Us"] = k (p) Foo () Uo (4.19)
Ey = €y— éo = knomML(p)[—p(U() + Ud)] + K)éo + BF (420)
onde Uy = u* — u™™ — Wyd, e
F-1
Br = knompML[T]Ud +
F-1
nom JArJ,
+ k P [FFM, ]Uo +
1—-F
+ ML= (4.21)
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4.3.1 Analise de estabilidade

Os resultados globais de estabilidade e as condigoes para existéncia de regime deslizante
ideal sao dados pelos Teoremas e corolarios a seguir cujas demosntragoes seguem a

mesma linha das demonstracées dos Teoremas 4.1 e 4.2 e dos corolarios 4.1.1 e 4.2.1.

Assim como a proposicao 1, a proposicao seguinte caracteriza a propriedade de
convergencia do erro auxiliar gy(¢). A proposi¢do garante que para uma apropriada

fun¢ao de modulacdo f(t), g¢(t) é limitado por uma norma L., do vetor regressor.

Proposicao 2 Considere a equagdo do erro auziliar (4.20). Se a fun¢do de modulagdo
do relé satisfaz f(t) > |u* — u™™ — Wyd,|, e ML(p) é da forma ML(p) = K,,/(p +

am) (K, am > 0) entéo,
leo(t)| < (7 + 7)) K., C(t) + EXP (4.22)

onde K., > 0 é uma constante, T é a constante de tempo de F;', 7w € a constante de

av

tempo de F~' e
Ci(t) = sgp lw(@®)|; C(t) = MpCi(t) + M, (4.23)

para algumas constantes positivas My, M,.

Prova: De acordo com a classe de sinais de controle adimissiveis dada pela hipotese

7, € possivel escolher constantes My, M, tais que
sup Uo(0)] < C(1

Entdo, de (4.19), tem-se

Fo, —1

kmomML
Fa'u

sup [éo(t) (1) <

H C(t)=7Ka,C(1) (4.24)

~

o(r)

onde €J(t) ¢ limitado por EXP°, é pode-se concluir que sup, |éy(t)] < 7KsC(t) +
EXPY. Note que, assim como em (4.24), jd que |[MLIF —1]F7'F | e |ML[F —1]F7|

sao operadores de ordem O(7F) e a referéncia r € limitada por hipdtese, Br (4.21) pos-
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sut o sequinte limitante superior:
sup|Br(t)] < 1rKs,C(t)+ EXP°
t

Se f(t) > |Uq|, aplicando o Lema 4.1 a equacdo do erro auxiliar (4.20), a proposi¢do é

demonstrada. [
O resultado de estabilidade é garantido pelo Teorema a seguir (Hsu 1997b):

Teorema 4.3 Considere o sistema (4.4)(4.9)(4.19)(4.20). Assuma que f(t) > |u* — u™™ — Wyd,|
e L = L(p)/F(tpp). Se ML(p) = K;,/(p + am) (Km,@m > 0). Entdo, para T e Tp
suficientemente pequenos, o sistema completo do erro, com estado z, é globalmente ex-
ponencialmente estavel com respeito a um pequeno conjunto residual de ordem T + Tp,

e este conjunto residual nao depende das condi¢oes iniciais.

Prova: O erro auziliar €y (equagdo (4.20)) pode ser reescrito da sequinte forma:
g0 = k""" ML(p)[—(US" + U)] + Br — &

onde éy € definido em (4.19) e barU = kU§® + pUy.
De acordo com a proposicdo 2 €q possui um limitante superior dado por (4.22), além
disso, na demosntragcio da proposicio 2 Br € limitado por (4.25). A demonstragao

seque a demonstracdo do Teorema 4.1 considerando € = &g + €y — Bp.

Realizacao de modos deslizantes ideais
O coroldrio a seguir garante que deslizamento ideal é possivel mesmo na presenca
da constante de tempo 7 introduzida pelo filtro F~!(7pp) utilizado para realizar o

operador L(p) para compensar grau relativo.

Coroldrio 4.3.1 Adicionalmente ao Teorema 4.8, se f(t) > |di| + |di,| + 0, Vt, para

uma constante nio-negativa pequena e arbitrdria § e ML(p)(1 + (pF~ — 1)F,,1) ¢é

av

estritamente real positiva (SPR), com dy = P[M%]Ud, dir = [ FaolF21) 1 ¢

m(FFav*F*P)

Ug = u* —u™™ — Wyd,, entdo o erro auziliar €9 (fig. 4.5), tende a zero exponencial-
mente. Além disso, se 6 > 0 entdo e(t) torna-se identicamente zero apds algum tempo

finito t,. > 0.
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Prova: Considerando que a equacao (4.20) pode ser reescrita como:
g0 = k""" ML()(1+ (pF~t = 1)F ) [~Uy — di — dy,]

a demosntragao baseia-se no Lema 2.1. [ |

4.3.1.1 Dinamica nao-modelada

Assim como para o caso de grau relativo unitario, o esquema de controle SSC'é robusto
com respeito a dinamicas nao-modeladas (G,(p)), do tipo multiplicativa, dada pela

equagao (4.14) que pode ser tratada com perturbacao de entrada d, dada por:

du = pGm(p)u

Os resultados globais de estabilidade sao dados pelo Teorema a seguir.

Teorema 4.4 Considere o controlador suave (SSC) definido por (4.4)(4.9)(4.10)(4.20)
com perturbacio de entrada d. + d,. Assuma que f(t) > |u* —u"™ — Wyd,|. Se
ML(p) = K/ (p+ am), (K, am > 0) e |MLWG,,| € limitada por alguma constante
finita, entdo, para valores suficientemente pequenos de T, Tg e i, o sistema completo
do erro, com estado z, € globalmente exponencialmente estdvel com respeito a um pe-
queno conjunto residual de ordem (T + Tp + p) e este conjunto residual néo depende

das condicoes iniciais.

Prova: A perturbacao de entrada é dada por d, + d., entao o erro de saida e

(equagao (4.4)) pode ser reescrito como (considerando a lei de controle (4.9)):
eo = k"M (p)[-(Ug" + U)]

onde U = kU + pUqg — pWyd,,.

O erro auxiliar (4.20) pode ser reescrito como:

go = k""" M L(p)[—p(Uy + Ua)| + Br + Kéo + 1B, (4.25)
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where

Bur = PE"" M L(p)Wa(p)Gm(p) F~[u]

Assumindo que |MLW;G,,| é limitada por uma constante K, e considerando a

classe de sinais de controle admissiveis (hip6tese 7), tem-se, seguindo a proposi¢ao 2:
leo| < (74 77 + p) K., C(t)

A prova de estabilidade segue o Teorema 4.3 considerando U = kU + pUy — pWyd,,
e & =¢o+ € — fBr + up,, onde

By = pk™™ ML(p)Wa(p)Gum(p)[l — F~"][u]

Realizacao de modos deslizantes ideais Além disso, o coroldrio a seguir garante
que, para plantas com grau relativo arbitrario, deslizamento ideal é possivel, mesmo

na presenca de dinamica nao-modelada.

Corolédrio 4.4.1 Adicionalmente ao Teorema 4.4, se f(t) > |di|+ |di.| +O(n)+9, Vt,
para uma constante nio-negativa pequena e arbitrdria 6, ML(p)(1 + (pF~' — 1)F,})
é estritamente real positiva (SPR), [WyGr| € limitada por alguma constante positiva,

Fou(F—1)

com dl = p[wl’j‘j‘%][]d, le = [m]’f’ € Ud =u* —y"m

— Wyd,, entao o
erro auziliar €y (fig. 4.5) tende a zero exponencialmente. Além disso, se 6 > 0 entdo

eo(t) torna-se identicamente zero apds algum tempo finito t, > 0.

Prova: Reescreva a equagao (4.20) como:

Eo = k‘mmM(p)(l + lﬁ]Fa_Ul)[—Uo — d1 — dh« + ,U:dQ]

PWaGm Foy

onde, dy = [FoTm

Ju.
Se |W3G,| é limitada por alguma constante, entao utilizando a hipdtese 7 e o Teo-
rema 4.4, o termo pds é de ordem O(p). A demonstragao segue utilizando o Lema 2.1.

Observagao 4 Nos Teoremas e coroldrios acima a fun¢do de modulagao f(t) pode ser
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implementada com em (4.8). Para maiores detalhes na implementagio da funcdo de

modula¢do ver (Hsu et al. 1997).

Na anélise acima, os teoremas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 garantem a estabilidade global do
vetor de estados completo do sistema do erro enquanto que os corolarios 4.1.1, 4.2.1,
4.3.1 e 4.4.1 garantem a existéncia de regime deslizante ideal na superficie ¢ = 0. O
caso mais geral é abordado pelo Teorema 4.4 e pelo Coroldrio 4.4.1, onde considera-se o
controlador SSC para grau relativo arbitrario (o grau relativo é compensado através da
aproximacao L(p)/F (rrp) do operador diferencial L(p)), na presenca de perturbagao
de entrada (d,) e dindmica ndo-modelada (G,,(up)). O Teorema 4.4 afirma que o vetor
de estados completo do sistema do erro converge para um conjunto residual de ordem
O(T+71r+ ) caso a funcao de modulacao f(t) seja suficientemente grande. Para tanto,
a implementacao da funcao de modulagao requer o conhecimento do vetor regressor w,

ou seja, requer a implementacao dos filtros de entrada e saida (ver o capitulo 3).

4.4 Aspectos de implementacao pratica

Ao se implementar o controlador alguns aspectos devem ser levados em consideragao.
Em primeiro lugar, visando simplificar a implementa¢ao do controlador SSC, a funcao
de modulacao assumird um valor constante (f(t) = fy). Esta simplificagao é justificada
do ponto de vista pratico devido a que, em geral, existe uma saturagao inerente nos
atuadores. No entanto, ao se utilizar uma func¢ao de modulacao constante os resultados
de estabilidade deixam de ser globais e passam a ser locais. Esta é a primeira diferenca
da andlise tedrica com relagao a implementacao pratica do controlador SSC. O valor
constante da fun¢ao de modulacao, e consequentemente, a regiao de estabilidade local,
serao determinados através de simulagoes.

Além disso, serdo destacados mais dois aspectos praticos de implementacdo do

controlador SSC:

1. Deslizamento real (chattering) - outra diferenca importante reside no fato
de que, apés o sistema atingir o regime deslizante (caso as condigdes dos Co-
rolario 4.4.1 sejam satisfeitas), a frequéncia do sinal de saida do relé (Up) é in-

finita, o que é impossivel de ocorrer em uma situacao pratica devido a presenca
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de imperfeicoes como pequenos atrasos nos dispositivos de chaveamento reais,
atrasos impostos por limitacoes computacionais de sistemas de controle digitais
ou dinamicas nao-modeladas na planta, impedem a existéncia de um modo de
deslizamento ideal (ideal sliding mode) resultando no chamado modo de desli-
zamento real (real sliding mode). No deslizamento real, a varidvel de controle
é chaveada em alta, mas finita, frequéncia (este fenémeno é conhecido por chat-

tering).

Uma abordagem simples para analisar o comportamento do sistema considerando
que a frequéncia do sinal de saida do relé nao pode ser infinita em implementacoes
préticas (ou seja, deslizamento real) é utilizar o conceito de “camada de fronteira”
(boundary layer) apresentado no capitulo 2. As limitagdes fisicas (atrasos, zona
morta, histerese, discretizagdo) sdo introduzidas no dispositivo de chaveamento

sem especificar a natureza dessas limitacoes, através de uma zona linear de largura

A.

O desempenho do sistema passa a depender do seu comportamento em alto ganho
(ganho da zona linear do relé). Caso o sistema seja estavel em alto ganho, apés um
transitério &, estard confinado a camada de fronteira (|eo| < A). Caso contrario,
ou seja, se o sistema nao for estdvel em alto ganho, €y ndo pertencerd a camada de
fronteira, e consequentemente, o desempenho do sistema sera deteriorado. Apesar
disso, a estabilidade global do sistema em malha fechada pode ser garantida,
caso a funcdo de modulagao do relé seja suficiente para garantir a atratividade
da “camada de fronteira” (capitulo 2). Entretanto, o sistema apresentard um
grande erro de saida ey. Desta forma, o deslizamento real pode ser analisado

através do comportamento do sistema em alto ganho.

. Sintonia do controlador - outro aspecto importante para a implementagao do
controlador é a sintonia de seus parametros: a constante de tempo 7 do filtro da
média (F,;'(7p)), a constante de tempo 7x do filtro (F~!(7pp)) utilizado para
realizar o operador L(p) para compensar grau relativo, o valor de £"°™ utilizado
na malha de predicdo e a amplitude constante f; da funcdo de modulacdao do
relé. Além da escolha do compensador de grau relativo L(p) e do modelo de

referéncia M (p). Para sintonizar o controlador é conveniente conhecer o efeito
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dos parametros e definir uma metodologia para a sintonia.

A influéncia dos parametros do controlador serd ilustrada através de simulacoes.

Por fim, serd estipulado um critério para a sintonia do controlador SSC.

Em seguida, serao apresentadas as andlises do controlador durante o deslizamento
ideal e durante o deslizamento real (analisado através de uma zona linear no relé
- analise de alto ganho) que servirdo para extrair algum conhecimento a respeito da
influéncia dos parametros do controlador no desempenho do sistema em malha fechada,

para servir de base para a sintonia do controlador.

4.4.1 Analise durante o deslizamento ideal

Apés atingir o deslizamento o erro auxiliar £y torna-se identicamente nulo (g9 = 0).

De acordo com o diagrama em blocos da figura 4.5 ¢y é dado por:

€0 =€ — €

Portanto, de acordo com o corolério 4.4.1, ap6s um tempo finito %,, a superficie ¢g =0

¢ atingida, dando inicio ao deslizamento ideal, onde:

€ = é(), Vit 2 tr

Por outro lado, de acordo com a equagao (4.10) é é dado por:

€y = k""" M L(p)[Fav(Tp) — 1]Ug"

Portanto,
ey = k™" M L(p)[Fo (Tp) — 1JUS”

De acordo com o diagrama em blocos da figura 4.5 tem-se:

L(p)
F (TFP)

€y = Y- ML(I’)T

Sendo assim, o sinal controle u = wugy do esquema SSC em regime deslizante

%)



(Vt > t,) é dado por:

usy = u"" — (Ug")sm, Vit
onde
1 (F-1)
" _ B 4.2
(UO )SM knomM[Fav — 1]F €0 kno’mF[Fav - 1] ' ( 6)
o Cs

Observe que o controlador C'; apresenta a¢ao integral, uma vez que quando s — 0 o
ganho do controlador cresce indefinidamente.

Como exemplo ilustrativo, considere o seguinte caso particular:
e O modelo de referéncia é dado por M(p) = m.
e O filtro da média é de primeira ordem tal que F,,(7p) = 7p + 1.

e O filtro utilizado na aproximagao L/F de L(p) é tal que F(rpp) = 7pp + 1.

Durante o deslizamento o controlador SSC equivale ao seguinte controlador linear:

(p+1) TF/T
U(I/U — en — T 427
Us)sm = oo rmp + D™~ Fom(rpp + 1) (4.27)
e, para o caso particular de regulacao (r = 0), tem-se:
av +1)°
(Ug")sm = b+ 1) €o (4.28)

 kmemr(rpp + 1)p

ou seja, o controlador SSC pode ser interpretado, durante o deslizamento ideal, como
um controlador que apresenta uma acao integral com alto ganho (7 pequeno). A figura

4.7 ilustra o controlador em regime deslizante.

Observacao 5 Influéncia de k"™ e 7
De acordo com (4.28), o erro de saida eq é menor quanto menor for k"™ e T, para valo-

res que satisfacam a hipdtese do coroldrio 4.4.1, garantido a existéncia de deslizamento

1deal.
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FIGURA 4.7: Equivalente linear para o controlador suave a estrutura variavel (SSC)
durante o regime deslizante. O controlador possui a¢ao integral com alto
ganho.

Observacao 6 Influéncia de 75
De acordo com (4.28), o erro de saida ey em estado estaciondrio, € independente de T,
para valores de Tr que satisfacam a hipdtese do coroldrio 4.4.1, garantido a existéncia

de deslizamento ideal.

4.4.2 Andlise durante o deslizamento real - (andlise de alto

ganho)

Suponha agora que, o relé sera substituido por um ganho constante. Portanto, torna-se
possivel determinar o controlador linear equivalente, da seguinte forma.
Para o caso em que o relé é substituido por um ganho constante g, o sinal de saida
Uy, é dado por:
Us = geo

com ¢y dado pela equagao (4.20).

Substituindo a rela¢ao acima em (4.20) determina-se o controlador linear, dado por:

L ML[1 - F)

nom _ Foy €+ nom _ Foy
FlkromML(Fo —1) +72] 7 FlkmmML(Foy — 1) + 7]

~ J J
~ "~

Cl C2

U )ne = 1(4.29)

Observagao 7 Note que para g — 0o o controle em alto ganho (U ) tende para o

controle em regime deslizante (U§")ss. Sendo assim, a influéncia dos parametros k™™

2
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T e TR, no desempenho do sistema em malha fechada, durante o deslizamento real, pode

ser analisada pela influéncia durante o deslizamento ideal.

O exemplo a seguir ilustra o lugar das raizes do sistema em malha fechada, con-
siderando o caso de regulagdo (r = 0) para duas escolhas do filtro F~*(7zp) um de

primeira ordem e outro de segunda ordem. Além disso, considera-se u"°™ = 0.

Exemplo 4.1 Considere a planta com fun¢do de transferéncia dada por: G(p) =

5
(p—3)(p+3)’
1

por um ganho constante g, com M (p) = CERVEE r(t) = 0 (caso de requlagdo), filtro da

média F,;) =1/(tp+1) com 7 =1/300, k"™ =40 e L(p) = p+ 1. Neste caso o sinal

sendo controlada pelo controlador SSC da figura 4.5, substituindo o relé

de controle € dado por:

_ (p+1)? .
FEpP+ [ +rlp+1] 7

Ch

(U8 ) na

A figura 4.8 apresenta o lugar das raizes do sistema de malha fechada para o caso em
que o filtro utilizado na aprozimagdo L/F do operador L(p) é dado por F~'(tpp) =
1/(trp+1) com 7 = 1/100. A figura 4.9 apresenta o lugar das raizes para o caso em

que

1
F_l(p) = k
G+ +1)

com k., = 10.5 e k., = 1400. Observa-se que em alto ganho o primeiro caso apresenta

uma margem de estabilidade maior do que o segundo. |

Exemplo 4.2 Nas mesmas condi¢oes que no exemplo anterior, considere, agora, o
caso em que serd introduzida a dindmica néo-modelada (G, (pp) =1/(0.22p+ 1), u =

0.22) (possivelmente a dindmica do atuador da planta), que passa a ter a seguinte

funcdo de transferéncia: G(p) = (p_3)(p+35)(0.22p+1).

A figura 4.10 apresenta o lugar das raizes do sistema de malha fechada para o caso
em que o filtro utilizado na aproximacdao L/F do operador L(p) € o filtro de 1* ordem
do exemplo anterior, e a figura 4.11 para o caso do filtro de sequnda ordem (exemplo

anterior). Observa-se o efeito contrdrio com relagdo ao exemplo anterior. Em alto
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FIGURA 4.8: Lugar das raizes (exemplo 4.1) do sistema de malha fechada. Andlise de
alto ganho. F~(1pp) = 1/(1rp +1).

ganho o primeiro caso apresenta uma margem de estabilidade menor do que o sequndo.

Os exemplos ilustram o fato de que a escolha do filtro F~!(7pp) pode gerar um
controlador instavel em alto ganho, impedindo a existéncia de um deslizamento real.
O erro auxiliar £g nao permanecera dentro da camada de fronteira.

A figura 4.12 apresenta o controlador linear equivalente em alto ganho.

4.4.3 Sintonia do controlador SSC

Serao adotados os seguintes critérios para a sintonia dos parametros do controlador

suave a estrutura varidvel (SSC) para grau relativo qualquer:

e O modelo de referéncia M ¢é escolhido de forma que sua dinamica seja mais lenta

que as dinamicas nao-modeladas.

e L - O operador L(p) terd, por simplicidade, seus zeros localizados na mesma

posicao dos pélos do modelo de referéncia M (p).

e fo - afuncao de modulacao do relé deve satisfazer as hipdteses do Corolério 4.4.1

e ser a menor possivel, para nao obter sinais de controle muito conservativos.

e Os parametros 7, 7 € k™™ devem ser escolhidos de forma que a hipdtese rela-

cionada a positividade real, no coroldrio 4.4.1 | seja atendida, afim de garantir a
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FIGURA 4.9: Lugar das raizes (exemplo 4.1) do sistema de malha fechada. Andlise de

alto ganho. F~'(p) = 1/(&192 + %p +1).

existéncia de deslizamento ideal (aspecto tedrico). Esta hipdtese estd relacionada
ao deslizamento real (aspecto pratico) através da estabilidade em alto ganho do
o sistema em malha fechada. A estabilidade em alto ganho é uma condi¢ao ne-
cessaria para a existéncia de modo deslizante real sobre a superficie ¢g = 0. A
influéncia de cada um desses parametros sobre o desempenho do sistema pode

ser resumida da seguinte forma:

— 7 - constante de tempo do filtro da média (F,,'(7p)) - ver exemplo 4.3
Quanto menor este pardmetro menor o erro em regime (O(7 + 7 + ), Teo-
rema 4.4) e menor o atraso introduzido na malha de controle, o que resulta
em uma menor influéncia no transitério. Por outro lado, quanto menor 7
menos o sinal de controle sera filtrado. Existe, portanto, um compromisso
entre suavizagao do sinal de controle e o erro de rastreamento (transitério e

regime).

— knom - malha de predicao - exemplo 4.4
Uma vez em deslizamento ideal (¢ = eg — éy = 0), o erro de rastreamento é
igual ao erro de predicdo (€9 = éy). De acordo com a equagio (4.19) o erro de
predicao é proporcional a £™°™. Portanto, no deslizamento, o erro de saida
é tao menor quanto menor for £™™. Sendo assim k™™ deve ser escolhido

o menor possivel de forma que ainda exista deslizamento ideal, em outras
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FIGURA 4.10: Lugar das raizes (exemplo 4.2) do sistema de malha fechada conside-
rando a dindmica do atuador. Andlise de alto ganho com F~(tpp) =

1/(tep +1).

palavras, de forma que as hipétese do Corolario 4.4.1 sejam satisfeitas.

— 7 - Constante de tempo do filtro F ! (7#p) - exemplo 4.5
Quanto menor este parametro menor o erro em regime (O(7 + 7 + ), Te-
orema 4.4), menor serd a influéncia da dindmica nao-modelada F~' (menos
atraso no sistema de controle). Apesar da fungio original do filtro F~!(7zp)
ser de tornar causal a aproximacao L/F do operador L, a influéncia do ruido
de medicao é atenuada a medida que 77 aumenta. Por outro lado, quanto
menor 7 menos a saida da planta sera filtrada o que leva a uma deterio-
rizacao do desempenho do sistema. Existe, portanto, um compromisso entre
filtragem de ruido de medi¢do (ruido de saida) e introdugdo de atraso no

sistema de controle.

O exemplo a seguir mostra a influéncia da constante de tempo 7 no desempenho

do controlador SSC.

Exemplo 4.3 (SSC (n* =2) - influéncia de 7) Considere a planta com func¢do de

_ 5
— (p+3)(p—3)(0.22p+1)’

transferéncia dada por: G(p) onde a dindmica G, (up)

_ 1 _
= 0opri M T

0.22 do atuador € considera como uma dindmica ndao-modelada, sendo controlada pelo

controlador suave SSC da figura 4.5, com M (p) = m, r(t) = {gsqw(t/20), k"™ =
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FIGURA 4.11: Lugar das raizes (exemplo 4.2) do sistema de malha fechada conside-

rando a dinamica do atuador. Andlise de alto ganho com F~'(p) =

ke
1/(%;02 +ap+1).

40 e filtro da média F,,'(tp) = 1/(tp+ 1). O filtro linear em avango é dado por:

1 P

L=|a +
LTFp+1 TEp + 1

onde ar, = 1,77 = 1/100.

Este exemplo ilustra a influéncia da constante de tempo do filtro da média. O
exemplo mostra que quanto maior for T pior é o transitério, mas em compensacao
o controle é mais suave (figura 4.13). Além disso, o erro em regime pode ser maior

devido ao conjunto residual (teorema 4.4) ser maior (O(T + Tp + u)). |
O exemplo a seguir mostra a influéncia de £"°™ no desempenho do controlador SSC.

Exemplo 4.4 (SS5C (n* = 2) - influéncia de k"°™) Nas mesmas condi¢des que no
exemplo 4.3, este exemplo ilustra a influéncia de k™™. A figura 4.14 apresenta o erro
de rastreamento variando k™™ e os respectivos sinais de controle. Verifica-se que k™™

deve ser o menor possivel mantendo o deslizamento ideal. |

O exemplo a seguir ilustra a influéncia do parametro 77 no desempenho do contro-

lador suave SSC.

Exemplo 4.5 (SSC (n* = 2) - influéncia de 7r) Nas mesmas condi¢des que no exem-

plo 4.3, este exemplo ilustra a influéncia da constante de tempo do filtro que aprorima

62



Modelo

» M

Ca

Planta

FIGURA 4.12: Equivalente linear para o controlador suave a estrutura varidvel (5SC)
em alto ganho. O relé é sustituido por um ganho constante g.

o operador diferencial L(p) usado para compensar o grau relativo da planta. Considere
0 caso em que a saida y esteja contaminada por um ruido de quantizacao com passo
0.00157 rad.

Note que o ruido de quantizacdo nao pode ser atenuado simplesmente ajustando-e
0s parametros ay, e T sem comprometer o desempenho do sistema (jd que existe um
compromisso entre redug¢io de ruido e introducio de atraso no sistema). Repare que
ao aumetar a constante de tempo Tr o0 atraso na banda passante do sistema aumenta

prejudicando o tansitorio, ver figura 4.195. [ |
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FIGURA 4.14: Influéncia de k™™. Resultados simulados (exemplo 4.4) do controlador
(SSC) para n* = 2. Passo de integracdo 1074, 7 = 1/300, 77 = 1/100.
Erro de rastreamento ey em graus e sinal de controle u em p.u.. a)
kmom =30, b) k™™ = 40, a) k"™ = 80.
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FIGURA 4.15: Influéncia do parametro Tp. Atraso no sistema de controle. Controla-
dor SSC (exemplo 4.5) e ruido de quantizacio (passo de 2w /4000rad),
kmom =70, 7 = 1/300. Sinal de controle u em p.u. e erro de saida e
em graus. a) T = 1/40, b)rr = 1/80, ¢) 7 = 1/200.
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Capitulo 5

Efeitos da Quantizacao

Diferenciacao de sinais no tempo é um problema conhecido. Para o caso particular, em
que o sinal em questao seja a saida de um sistema com dinamica conhecida, o problema
pode ser resolvido utilizando observadores assintéticos baseados no modelo da planta.
No entanto, em situagoes que a solucao nao possa depender do modelo da planta, a
construcao de um diferenciador é inevitavel. Por um lado, diferenciadores ideais nao
podem ser realizados. De fato, ja que juntamente com o sinal, a diferenciacao de um
ruido de alta frequéncia (sempre presente em situactes préticas) resulta em derivadas

de amplitude consideravelmente grandes.

A abordagem principal na construgdo de diferenciadores lineares é a aproximacgao
da funcao de transferéncia do diferenciador ideal na banda de frequéncia dos sinais a
serem diferenciados. Se a banda de frequéncias do ruido for conhecida e, completamente
separada da banda do sinal, filtros passa-baixas sao utilizados para rejeitar o ruido.
Entretanto, caso os espectros se sobreponham, a questao é determinar um critério de

otimalidade para projetar o melhor filtro que rejeite ao maximo o ruido.

No sentido de se contruir um diferenciador filtrando o ruido, deve ser levado em con-
sideracao o contexto em questao. Este trabalho trata de sistemas de controle em malha
fechada. Sendo assim, o atraso na banda passante que o filtro introduzir pode acarretar

em uma consideravel degradacao do desempenho do sistema em malha fechada.

De uma forma geral, os diferenciadores sao robustos com respeito a ruido, mas
nao sao exatos, ou seja, na auséncia de ruido obtem-se somente uma aproximacao da

derivada. Neste sentido, diferenciadores nao-lineares, baseados em modos deslizantes,
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sao de particular interesse quando se sabe pouco, ou quase nada, a respeito da estrutura
do sinal a ser diferenciado. Em (Levant 1998) é proposto um diferenciador ao mesmo
tempo exato e robusto, baseado em modos deslizantes de ordem superior (HOSM - High
Order Sliding Modes). Para tanto, é necessario o prévio conhecimento da constante de

Lipschitz do sinal a ser diferenciado.

Além disso, sistemas a estrutura variavel, podem ser utilizados para implementar

o seguinte filtro do tipo lead:

Do) = 5 )

chamado de filtro lead a estrutura varidvel (VSLF), ver capitulo 4 e o controlador

VS-MRAC em (Hsu et al. 1997).

Apesar desses diferenciadores ndo-lineares (em particular o diferenciador baseado
em HOSM) apresentarem boas perspectivas de um bom desempenho, serdao tratados
com mais profundidade em trabalhos futuros. Isso se deve ao fato de que, neste tra-
balho, ndao se ter necessidade de se obter diferenciacoes exatas, razao pela qual um

diferenciador linear, e portanto, mais simples é suficiente.

Este capitulo apresenta uma alternativa para solucionar o problema de se estimar
derivadas de ordem superior de um sinal y, medindo uma versao, possivelmente, con-
taminada por ruido y. Assim como em (Bélanger 1992) e (Jaritz & Spong 1996), é
utilizado um método mais elaborado e efetivo para se estimar essas derivadas, baseado
em um filtro de Kalman otimizado. A vantagem de se utilizar a abordagem de Kalman
reside no fato de que, no projeto do filtro, contempla-se as propriedades estatisticas do

ruido em questao.

5.1 O problema

Para se ter uma idéia do problema, considere os sistema mecanicos onde, em grande
parte dos casos, a realimentacdo de velocidade é utilizada para controle proporcional
derivativo (PD) ou para leis de realimetagio de estados mais complexas. Em particular,
a velocidade angular é derivada a partir de medidas de angulo obtidas, por exemplo,

através de encoders épticos incrementais. A velocidade pode ser estimada com base
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nas medidas de posi¢ao utilizando, por exemplo, a seguinte aproximagao de Fuler:

o(ky = LB Z(k b (5.1)

onde v(k) denota a estimativa de velocidade no instante ¢, = kh, y denota a medigoes de
posicao e h é o periodo de amostragem constante. Entretanto, o desempenho do sistema
pode ser inaceitdvel, especialmente quando a taxa de amostragem cresce, devido ao
ruido de medigao do encoder (quantizacao).

Para descrever a natureza do problema considere um encoder com angulo entre
pulsos (passo) 6,, (Bélanger 1992). Seja N, o nimero de pulsos ocorridos durante
o intervalo h. A velocidade angular estimada por diferencas finitas é N,0,,/h. Isto
significa que a estmativa de velocidade é quantizada com um passo de quantizagdo
O /h. Para ilustrar, seja 6, = 0.09° (resolu¢do do encoder de 1000 pulsos/volta, 4x
decodificagao), e h = 0.01sec. O passo de quantizagao é igual a 6,,/h = 9°/sec. A uma
taxa de amostragem de 1-kHz (h = 0.001sec), a resolucao é inaceitavel (90°/sec).

Afim de ilustrar o problema da quantizacao do encoder considere o sistema apre-

sentado na figura 5.1 (controlador PD) e o exemplo a seguir:

r ym
— | M
de
N _ €
Planta vy ¢ O 9 PD

FIiGurA 5.1: Controlador PD.

Exemplo 5.1 Considere a planta com fun¢do de transferéncia dada por: G(p) =
1)2%32, sendo controlada por um controlador cldissico PD com satura ¢ ao do sinal de
controle (ver figura 5.1), com M (p) = m, r(t) = 10sin(0.27t). A transferéncia do
controlador PD € dada por:

kap
=k, |1
C pl +7'Fp+1]
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onde k, = 5,kq = 0.5,77 = 0.01. A figura 5.2 mostra o desempenho do sistema para
o caso ideal. Por outro lado, considere o caso em que a saida y esteja contaminada
por um ruido de quantizacdo com passo 0.00157 rad. A figura 5.8 mostra como a
quantizacao pode afetar drasticamente o desempenho do sistema, introduzindo muito
rutdo no sinal de controle. No decorrer deste capitulo serd verificado que o ruido de
quantiza¢ao nao pode ser atenuado simplesmente ajustando-e os parametros ky, kq e
Tr sem comprometer o desempenho do sistema (jd que existe um compromisso entre

redu¢do de ruido e introdu¢do de atraso na banda passante do sistema). |

FIGURA 5.2: Resultados simulados (exemplo 5.1) do controlador PD sob condigdes
ideais. a) y e Yy, em graus, b) erro de saida ey em graus, c) sinal de
controle u em p.u.

5.2 Possiveis solucgoes

Talvez, a alternativa mais imediata para estimar a velocidade a partir de medidas de
posi¢do contaminadas por rufdo, seja utilizar uma versao filtrada D(p) do diferenciador

ideal D(p) = p do tipo
= __pP _ p
F(p) trp+1

Sera verificado que filtrar o sinal através de um passa-baixa de 1 ordem (F~!(7rp))
resultard sempre em um compromisso entre atenuacao do ruido e a introducao de atraso
na banda passante do sistema (o que é extremamente prejudicial ao controle em malha

fechada), principalmente para altas taxas de amostragem. Serd necessirio aumentar
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a ordem do filtro para modificar a sua resposta em frequéncia de forma que, para
uma mesma atenuacao do filtro de 1* ordem, o novo diagrama de fase da resposta em

frequéncia apresente um atraso menor na banda passante do sistema.

Outra possivel solugao é realizar uma média dos tltimos N valores das estimativas
de Euler, o que de fato elimina ruidos de alta frequéncia. Entretanto o desempenho nao

é melhor do que se obtem ao utilizar a aproximacao de Fuler (Jaritz & Spong 1996).

Neste trabalho, assim como em (Bélanger 1992) e (Jaritz & Spong 1996), é utilizado
um método mais elaborado e efetivo para se estimar a velocidade baseado em um
filtro de Kalman otimizado. A abordagem de Kalman seréd utilizada como uma (nio
é a tnica) metodologia de projeto que resulta em um filtro de ordem mais elevada
com caracteristica frequéncial tal que introduza menor atrso na banda passante em
comparacao com o filtro lead de 1* ordema. A estimativa de velocidade é obtida por

uma versao filtrada do diferenciador ideal do tipo

5 P P
Fp)  bp?+5p+1

onde K, = “léo ganho de Kalman.

ke,

Esta caracteristica frequéncial é conseguida devido a fato de que no projeto do
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filtro de Kalman leva-se em consideracao as propriedades estatisticas do ruido do sinal

medido gerando uma estimativa que minimiza a variancia do erro de estimacao.

De uma forma geral, a estimativa de velocidade, é obtida apés uma filtragem do
sinal medido (posi¢ao) que pode ser interpretada como a extra¢ao do ruido desse sinal.
Portanto, quanto melhor for a estimativa de posi¢ao, como consequéncia, melhor sera

a estimativa de velocidade (mais suave).

5.3 Filtro de Kalman

Em sua forma original o filtro de Kalman é formado por um conjunto de equacoes a
diferencas que tratam as amostras do sinal medido (contaminado por ruido) gerando
as estimativas de forma que a variancia do erro de estimacdo seja minimizada (para
tanto é necessario conhecer, ao menos, a intensidade do ruido). Sendo assim, o fil-
tro de Kalman, em sua forma original, nao é um filtro no sentido usual de entrada
e saida. Estas equacbes a diferencas podem ser interpretadas como um observador
atualizado da planta (linear) com ganho variante no tempo (ganho de Kalman). Para
sistemas nao-lineares poderia-se utilizar a versao extendida do filtro de Kalman (ver
(Bélanger 1992)). Além disso, apesar do filtro de Kalman poder ser aplicado a sistemas
multivaridveis (MIMO), neste trabalho o filtro serd apresentado somente para o caso

escalar (SISO) e invariante no tempo.

Para determinados processos (plantas lineares observéaveis), o ganho de Kalman
tende para um valor constante em regime estacionario. Substituindo o ganho variante
no tempo pelo seu valor em regime estacionario o observador pode ser interpretado

como um filtro no sentido usual.

Assim como os observadores de sistemas deterministicos, o filtro de Kalman é base-
ado no modelo da planta, ou seja, seus parametros devem ser conhecidos. Entretanto,
através do conceito de modelo do sinal, pode-se considerar, de certa forma, que o
filtro é projetado levando em consideracao variagoes nos parametros da planta, ou seja,

nao é necessario conhecé-los exatamente.
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5.3.1 Filtro de Kalman discreto

Nesta secao, o filtro de Kalman discreto é utilizado como um estimador de estados
de um sistema SISO, linear, invariante no tempo, aleatdrio e discreto. Para estimar
corretamento o estado desse sistema levando em consideracao a natureza aleatoéria, o
filtro de Kalman possui um ganho variante no tempo, o que o difere de um estimador

de estados de um sistema deterministico.

Inicialmente, considere o caso deterministico, onde a planta (com par (®,C) ob-

servavel) é dada por:

z(k+1) = ox(k)+Tu(k) (5.2)
y(k) = Cux(k) (5.3)

onde z(k) € IR™, o sinal de controle u(k) € R, a saida y(k) € R e (9,I',C) sdo

matrizes conhecidas e constantes.

O observador (ndo atualizado) para o sistema (5.2) e (5.3) tem a seguinte estrutura:
z(k+1) = @i(k)+ Kly(k) — Cz(k)] + Tu(k) (5.4)

com dinamica do sistema do erro de estimagdo (k) = z(k) — Z(k) governada pelos
autovalores da matriz ® — KC. A aloca¢ao dos polos do observador pode ser determi-
nada de forma arbitriria, por exemplo, através da férmula de Ackermann (Franklin,
Powell & Workman 1998). Entretanto, considere as matrizes D e G tais que o par
(®,G) seja alcancével e o posto de [C' D] seja igual ao posto de D. De acordo com
(Lewis 1986), o ganho do observador, e consequentemente, os pélos do sistema do erro

de estimacao, podem ser determinados através da solucao P* da seguinte Fquacao

Algebrica de Ricatti (ARE):
P =oPa" —oPCT(CPCT + DDT) *CP®” + GGT (5.5)
O ganho K do observador é dado por:

K =opcT(CcpPCT + DDT) ! (5.6)
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Diferentes valores das matrizes D e G resultam em diferentes alocacoes de pélos do
sistema do erro.

O ganho do filtro de Kalman variante no tempo sera determinado pela solucao de
uma equacao a diferancas de Rictti e sua versdo estacionaria, pela solucdo de uma
equacao algébrica de Ricatti. Sendo assim, a abordagem através de equagao algébrica
de Ricatti para se determinar o ganho de observador de sistemas deterministicos é
util para facilitar a comparagdo com o filtro de Kalman. Considere o seguinte modelo

(SISO) de um sistema aleatério discreto:

o(k+1) = ®z(k)+ Tulk) + W (k) (5.7)
y(k) = Caz(k)~+e(k) (5.8)
yp(k)

onde z(k) € IR", o sinal de controle u(k) € IR é um sinal deterministico, a saida
da planta y,(k) € IR e sua versdo y(k) € IR contaminada com ruido, W (k) € R™ e
e(k) € IR sao considerados como sequéncias discretas de ruido branco estacionério, com
média nula, denominados de ruido do sistema ou do processo e ruido de medigao,
respectivamente. Além disso, (®,I", C) sdo matrizes conhecidas e constantes.

As matrizes de covariancia Q4 (de W (k)) e Ry (de e(k)) s@o supostas conhecidas, e

sao tais que:

EW (k)W (k2)] = Qad(ky — ks) (5.9)
Ele(ky)el (ky)] = Rad(ky — ky) (5.10)

Onde 6(k) é o delta de Kronecker e £].] denota o valor esperado. Além disso, w(k) e
e(k) sao consideradas sequéncias nio-correlacionadas, ou seja, E[W (k)e” ()] = 0, Vk, j.

Neste enfoque, o vetor de estados z(k) e a saida y,(k) passam a ser considerados
processos aleatorios.

O problema de estimagdo do estado aleatério z(k) pode ser formulado da seguinte
maneira: projetar um estimador conhecendo a entrada deterministica u(k), a intensi-
dade (ou variancia) do ruido do processo e do ruido de medicdo (matrizes Q4 e Ry) de
forma a minimizar a variancia do erro de estimagao z(k).

Um observador (atualizado) que soluciona este problema tem a seguinte estrutura
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(Filtro de Kalman):
T (k+1)=03 (k)+PKy(k)(y(k)—Cz (k))+Tu(k) (5.11)

Onde Z~(k) é definido como a estimativa do estado z(k) no instante k utilizando
amostras passadas até (inclusive) o instante k£ — 1. Desta forma, 2~ (k) é a estimativa
de z(k) a priori (antes de incluir a amostra medida y(k)). Além disso, defina (k)

como a estimativa a posteriori (depois de incluir a amostra y(k)).

Para cada uma das estimativas sao definidos os correspondentes erros de estimacgao

a priori e a posteriori, e suas respectivas matrizes de covariancia do erro de estimacao

P~ (k) e P(k), dadas por:

P=(k) = &l(a(k) =2~ (k) (z(k) — 27 (k))"] (5.12)
P(k) = El(a(k) — 2(k)(x(k) — 2(k))"] (5.13)

O ganho K,4(k) é determinado ((Bélanger 1992) e (Goodwin & Sin 1984)) de forma a
minimizar a diagonal maior da matriz de covariancia do erro de estimagao P~ (k). Em
outras palavras, o ganho é calculado de forma a minimizar a varidncia do erro de

estimagao. O ganho Kj(k) é dado por ((Bélanger 1992)):
Ky(k) = P, (k)CT(CP, (k)CT + Ry) * (5.14)
onde P; (k) é a solucdo da seguinte equagdo de Riccati a diferengas (RDE):
P (k+1)=®P (k)®T—®P (k)CT(CP (k)CT+Ry) 'CP (k)®T+Qq (5.15)

com condicdo inicial P~(0) = F.

Observe que a equacao (5.15) é a versdo variante no tempo da equacdo algébrica
de Riccati (5.5). Em comparagio com observadores de sistemas deterministico, o filtro
de Kalman é um observador atualizado de um sistema aleatério com ganho variante

no tempo.
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5.3.2 Filtro de Kalman discreto - versao estacionaria

Na secao anterior verificou-se que o ganho de Kalman depende da solucao P* da equagao
a diferencas de Riccati (5.15). Supondo que (5.15) apresente uma solugéo limitada em

estado estaciondrio P*°, ou seja:
P (k) - P*, quando k — oc.

Como consequéncia a equagdo a diferencas de Riccati (5.15) se transforma em uma

equacao algébrica de Riccati com solugao P*°, dada por:
P =®Pd" — dPCT(CPCT + Ry) *CPOT + Qq (5.16)

Sendo assim, de acordo com a equagao (5.14), o ganho de Kalman também apresenta
um valor constante KJ° em estado estaciondrio, resultanto em um observador invariante
no tempo (filtro de Kalman estacionério).

Utilizando, por simplicidade, diretamente o ganho em estado estacionario, o filtro

de Kalman discreto e estacionério é dado por:
T (k+1)=23 (k)+PK°(y(k)—Cz™ (k))+Tu(k) (5.17)
onde o ganho de Kalman em regime permanente é dado pela seguinte equagao:
K = P*CT(CP*CT + Ry)™* (5.18)

Surge, entdo, as seguintes questoes:

e Quando a equacdo a diferencas de Riccati (5.15), apresenta solucoes em regime

estaciondrio limitadas (para qualquer condigao inicial P~(0) = Pp) ?

e Caso exista uma solucao limitada em regime estacionario P*°, independente da

condicao inicial Py, quando esta solugao resultard em um filtro estéavel ?

O teorema a seguir responde a essas perguntas, ver (Goodwin & Sin 1984) e (Lewis

1936).
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Teorema 5.1 Considere o sistema (5.7)-(5.8). Seja Qq = Dg,Dj,,, onde Qq € a
matriz de covaridncia do ruido do processo. Se o par (®,C) for detectdvel e o par

(®, Dq,) for estabilizdvel, entdo:

e FExiste uma unica solugcdo P> em estado estaciondrio, limitada, e independente
da condi¢do inicial Py > 0, para a equacdo a diferencas de Riccati (5.15). Além
disso, P ¢ a solucdo unica e semidefinida positiva da equacao alégrica de Riccati

(5.16).

e O filtro de Kalman em regime estaciondrio (ganho K$°) € estritamente estdvel,

ou seja, os autovalores da matriz ® — K3°C estao dentro do circulo unitdrio.

Este teorema afirma que, escolhendo-se adequadamente a matriz de medigdo C' (tal
que o par (®,C) seja detectdvel), e garantindo que o processo esteja suficientemente
excitado pelo ruido W (k) (tal que o par (®, D, ) seja estabilizavel), o filtro de Kalman
estaciondrio existe e é estavel.

Note que a estabilidade do filtro de Kalman nao esta relacionada a estabilidade do
sistema, o contexto nao se trata de malha fechada. O filtro pode ser projetado para

sistemas instaveis.

Observacao 8 O ganho de Kalman em regime permanente depende apenas da razao
entre as intensidades dos ruidos do processo e de medi¢cao. Isto € facilmente verificado
através da equagdao algébrica de Riccati (5.16). Multiplicando as matrizes Qg e Rq por
um mesmo fator f, a solucdo P™ fica multiplicada por este fator f. Entretanto, o ganho
de Kalman nao se altera, basta substituir P> e Ry por P®f e Ryf, respectivamente,
na equacdo (5.18). Este fato jd era esperado devido ao sequinte: a intensidade do ruido
do processo determina a amplitude ou o nivel do sinal de saida (y,(k) = Cz(k)), jd
a intensidade do ruido de medi¢io determina o nivel de ruido do sinal medido y(k).
Desta forma a razao entre as intensidades dos ruidos do processo e de medi¢ao pode
ser interpretada como uma relagdo sinal/ruido. Se esta rela¢do ndo se altera, o filtro

também nao.

Observacao 9 A principio o filtro de Kalman estaciondrio poderia gerar estimativas

de minima variancia, para qualquer sinal contaminado y. Tanto sinais lentos quanto
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sinais rdpidos. Entretanto, o filtro de Kalman estaciondrio é um filtro no sentido
usual, portanto possui uma banda passante finita. FExiste, uma contradi¢cdo aparente.
Na realidade, o que acontece € que para mudar a frequéncia do sinal de saida y, existem
duas possibilidades: ou mudar a frequéncia de u ou a planta (seus pdlos). Ao mudar a
planta o sistema pode ndo mais satisfazer a hipdtese de observabilidade que garantem
a eristéncia de um estado estaciondrio, e portanto, o ganho seria variante no tempo.
Mudar u nao influéncia jd que o sinal deterministico u € entrada da planta e do filtro,

0 que nado altera o erro de estimacao .

5.3.3 Modelo do sinal

Tanto os observadores de sistemas deterministicos quanto o filtro de Kalman presupoe
um total conhecimento dos pardmetros da planta ((®,I,C)). Para levar em consi-
deragdo a incerteza nos parametros da planta, uma abordagem possivel (apresentada
em (Lewis 1986)) é considerar o conhecimento (possivelmente através de algum pro-
cesso de identificacdo) de um modelo nominal para a planta. A andlise e o projeto
do filtro de Kalman é reformulado baseado em um modelo que considera variagoes em
torno da planta nominal. Desta forma, ajustam-se os niveis de ruido para determinar
o ganho do filtro.

Outra abordagem possivel, e que foi utilizada neste trabalho e em (Bélanger et
al. 1998) e (Bélanger 1992), é baseada no conceito de modelo do sinal (signal model),
descrito a seguir.

Considere o problema de se estimar um sinal corrompido por ruido e suas derivadas.
Para estimar a posicao e a velocidade, a saida da planta serd considerada como uma
realizacdo de um processo aleatério que pode ser gerado por um ruido branco na entrada
de um sistema linear. O ruido de quantizagao sera considerado como ruido de saida.
Este sistema linear é denominado de modelo do sinal a ser estimado. O modelo do
sinal nada mais é do que um filtro que determina a forma do processo a ser estimado

(shaping filter). Para maiores detalhes ver apéndice C.3.

O modelo de sinal adotado é linear, possui duas entradas e uma saida e ¢ dado por:

#(t) = Asz(t)+ Bu(t) + Bw(t) (5.19)
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y(t) = Cz(t)+e(t) (5.20)

Onde:
e z(t) € IR? é o vetor de estados do processo.
e u(t) € R é uma entrada deterministica.

e w(t) € IR é ruido do processo, ruido branco com média nula e densidade espectral

de poténcia Q).

e ¢(t) € IR é o ruido de medigao, ruido branco com média nula e densidade espectral

de poténcia R..

e 3,(t) ¢ um modelo para a saida real da planta y, e §(t) é o modelo do sinal medido

y(t).

e Sem perda de generalidade o ruido w € inserido no processo pelo mesmo canal

que o sinal deterministico u (através da matriz B).

Na figura 5.4 é apresentado o diagrama em blocos do modelo do sinal.

Msinal

(A,B,C)

F1curA 5.4: Modelo de processo aleatério.

Deve ficar claro que este modelo nada tem haver com um modelo para a planta
real. O modelo do sinal tem como entrada um ruido branco w somado a um sinal
deterministico u (diferente do sinal de controle) e como saida 7,(t). Quanto mais
representativo for o modelo do sinal (Mj;ne), mais préximo o sinal y,(t) estara da saida
real da planta y,(¢). Além disso, o ruido de saida e(t) (ruido de quantizacdo) serd
considerado aditivo e, portanto, o sinal real medido y(t) serd modelado por g(t) = 3, +

e(t). A intensidade @), do ruido do processo determina o nivel do sinal y,(t) = Cz(?),

78



enquanto que a intensidade do ruido de medicao R, determina o nivel de ruido do sinal
medido. Como, na se¢ao anterior, a relacao @)./R. pode ser considerada como uma
relacdo sinal ruido.

Assim como em (Bélanger et al. 1998), (Bélanger 1992) e (Jaritz & Spong 1996),
por simplicidade, o sistema (A, B,C) serd considerado como uma realizagdo de um

duplo integrador, ou seja:

[0 1

A = (5.21)
0 0
0

B = (5.22)
1

C =110 (5.23)

As perguntas que surgem sao:

e A saida da planta y, pode ser considerada um processo aleatério ?

e Existe este modelo do sinal que gera exatamente a saida da planta (y, = y,) 7 E

mais, este modelo pode ser um duplo integrador ?

e O ruido de medi¢do pode ser considerado ruido branco com média nula para o

caso particular de ruido de quantizagao ?

Como pode ser comprovado nas simulagoes apresentadas no apéndice C.3, é bastante
rasoavel modelar a saida da planta y, pela saida y, de um sistema linear que tenha
como entrada um ruido branco. De uma forma geral uma funcao aleatéria do tempo
pode ser considerada como saida de um sistema dinamico excitado por um processo
aleatério gaussiano independente ((Kalman 1960)). E claro que nem todo processo
aleatério pode ser modelado desta forma, mas grande parte dos processos encontrados
em aplicagoes praticas (fisicas) possuem modelos de estados com dimensao finita, o que
permite tal modelagem.

Considerar o sistema em questdao um duplo integrador justifica-se devido ao fato
de que ao se utilizar um filtro de Kalman discreto e estacionario como observador

desse sistema, com periodo de amostragem pequeno, o ganho do filtro se altera muito
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pouco ao se modificar os pdlos do sistema. Por simplicidade, entao, escolhe-se o duplo
integrador (ver apéndice C.3 para mais detalhes sobre a justificativa da escolha do
duplo integrador). Quanto mais banda larga for o sinal ¢, mais o modelo de um duplo

integrador excitado por ruido branco é vélido (figura 5.5).

w(r p) e

-

Yo

FIGURA 5.5: w é um substituto para .

Além disso, considerando o sistema de controle por modelo de referéncia em malha
fechada, apods algum transitério, o sinal y de saida da planta deve acompanhar um
sinal de referéncia ¥,,. Sendo assim tomando a entrada deterministica v = ¥, o ruido
branco w passa a ser um substituto para 7, — yn,. Este sinal possui média zero e caso
possua uma banda larga ele pode ser aproximado de forma mais realista por um ruido

branco de média nula (ver figura 5.6).

w(X §p — Gm) e

L

FIGURA 5.6: w é um substituto para ¢, — Um.

A principal hipdtese, que é mais dificil de ser atendida, é considerar que o ruido
de quantizagao possa ser representado por um ruido branco com média nula. Como
foi apresentado no apéndice C.4, claramente o ruido de quantizacao esta longe de ser
considerado branco com média nula, principalmente para sinais lentos. Este é o mo-
tivo, do ponto de vista do projeto do ganho de Kalman, que leva a uma degradacao da

estimativa para baixas velocidades.
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Certamente, & medida que esta hipdtese for sendo violada e o modelo do sinal nao
representar bem a saida da planta (g, # ¥,), a estimativa do filtro de Kalman serd

degradada.

Modelo discreto do sinal para h — 0

O ganho do filtro de Kalman discreto e estaciondrio serd projetado considerando
o filtro como um observador da seguinte versao discreta do modelo do sinal (equagdes
(5.19) e (5.20)) que é baseada no duplo integrador, considerando periodo de amostra-

gem pequeno (aproximagao de Euler):

z(k+1) = ®z(k)+Tu(k)+ W(k) (5.24)
y(k) = Cz(k)+e(k) (5.25)

Onde, considerando o periodo de amostragem h pequeno, tem-se:

e (k) € R? é o vetor de estados do processo no instante k.

h
e =M =T+ Ah = é a matriz (2 x 2) de transi¢ao de estados.

0 1

0
o I'= [l ®(1)Bdr ~ . é o vetor de entrada (2 x 1).

é o vetor de saida (1 x 2).

-0=[1o

e u(k) € IR é uma entrada deterministica no instante k.

e W(k) € R™ é o ruido do processo, um vetor considerado com uma sequéncia
0 0

01

branca com estrutura de covariancia conhecida Q; = Q.ABBY = Q.h
(h —0).
e ¢(k) é o erro de medigdo no instante k, sequéncia branca (escalar), com estrutura

de covariancia conhecida R4 = % (h — 0). Note que R, nao tende para infinito

quanto h — 0 (ver apéndice C.2).
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A deducao das expressoes das matrizes de covariancia encontram-se no apéndice

C.2.

5.3.4 Projeto e implementacao do filtro de Kalman

O modelo do sinal é dado pelas equagdes (5.24) e (5.25), sendo o ruido de medigao

dado pelo ruido de quantizacao que possui variancia dada por:
Ry =0%/3 (5.26)

Onde 6 é o passo de quantizacao.

Para o caso em que o modelo é um duplo integrador o sistema é observavel para
h # 0, e portanto, o par (®,C) é detectavel. Por outro lado, a matriz de covariancia

Qq ¢é dada por (ver equagao (C.16) no apéndice C):

h3/3 h2/2
h2/2  h

O que implica o par (®, Dg,) ser estabilizdvel, com Q4 = Dg chTzd para algum Dy,

por exemplo:

V3h3/6 V/h3/2
0 vh

Qa —

Desta forma, de acordo com o teorema 5.1 (ver (Goodwin & Sin 1984)), existe
um valor constante em estado estaciondrio para a matriz de covariancia do erro de
estimacao e, consequentemente, para o ganho de Kalman. Portanto, justifica-se o uso

do filtro estacionério.

O projeto do ganho é baseado na topologia apresentada na figura 5.7, onde o filtro

¢é considerado um observador do modelo do sinal.

Sendo assim, o filtro de Kalman discreto e estacionario é dado por:

3 (k+ 1) =03 (k) + ®Ka(y(k) — Ci (k) +Lu(k) (5.27)
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onde o ganho de Kalman em regime permanente é dado pela seguinte equagao:
Ky=PCY'(CP*C*" + Ry ! (5.28)
e P* é solugao da seguinte equagao algébrica de Riccati:
P = ®P3dT — dPCT(CPCT + Ry) 'CPdT + Qq (5.29)

Portanto, para efeito de projeto do ganho, as entradas do filtro de Kalman sao: o
sinal deterministico u(k) e a saida do modelo do sinal §(k). A saida do filtro é o estado

estimado do modelo do sinal, Z~ (ver figura 5.7).

v ;L ; Y
+ +
Msinat %ﬁ*

FK [—

FicurA 5.7: Topologia para o projeto do ganho de Kalman.

Entretanto, para efeito de implementacao, as entradas do filtro sdo: o sinal
deterministico u(k) (modelo do sinal) e a saida real da planta contaminada com
ruido y(k). A saida do filtro é o estado estimado (ver figura 5.8).

Quanto mais a saida do modelo do sinal 7(k) for representativa da saida real da
planta y(k) mais a varidncia do erro de estimagdo serd minimizada. O desempenho
do filtro depende, portanto, do modelo do sinal (no caso um duplo integrador) e das
intensidades dos ruidos do processo e de medigdo. Caso a saida real da planta y(k) se

afaste muito do valor modelado (k) espera-se uma degradagao no desempenho.

Projeto

O projeto do ganho de Kalman é realizado utilizando-se a fiun¢ao dlge() do Matlab.

Esta fungao retorna o ganho K,; em regime estaciondrio, resolvendo a equagao algébrica
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+ +
v, L + y
Msinal

(4,B,C)

FicuraA 5.8: Topologia para a implementacao do filtro de Kalman.

de Riccati (5.16). Os seguintes parametros sao fornecidos a fungao dige():

1 h
e O sistema a ser observado, ou seja, o duplo integrador aproximado. ® = ,
0 1

0
I'= eC:[l 0].
h

e As matrizes de covariancia Qg = Q.hABB* = Q.h (0) (1) e Ry = %=

Sera considerado que o ruido de medigao (ruido de quantizagio) possui variancia
fixa, dada pelo passo de quantizacio § (R; = 6?/3). Portanto, o tnico parametro
desconhecido é a intensidade (). do ruido do processo. Este parametro sera sintonizado
observado-se a estimativa do filtro de Kalman. O parametro Q). é ajustado até que a
saida do filtro passe por entre a “escada” que surge devido ao ruido de quantizacao
(ver figura 5.9), ou seja, de forma que o erro de estimagdo possua um minimo valor
médio quadratico. Esta situacao caracteriza a variancia minima.

O ganho de Kalman é calculado e o filtro estaciondrio é implementado, discreta-

mente, como segue:
Implementacgao do filtro

27(k+1) = (1= ks — hks,)27 (k) + b3y (k) + (kay, + hkay)y(k)  (5.30)
Ty (k+1) = —kg,z; (k) + 25 (k) + kayy(k) + hu(k) (5.31)
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FicurA 5.9: Projeto do ganho, ajusta-se (). até a estimativa passar por entre a “es-
cada” (y em graus).

T
X P p d .
onde 2~ = [ 27 Iy ] , ¥y é a saida real da planta, K; = " | é o ganho de
kq,
Kalman e h é o periodo de amostragem.

5.3.4.1 Analise discreta

O filtro pode ser interpretado no dominio frequéncial através das funcoes de trans-
feréncias discretas determinadas aplicando transformada Z nas equagoes acima. Por
simplicidade, para o caso em que o sinal deterministico u(k) é desconsiderado (u(k) =
0), as fungodes de transferéncias de posi¢ao G1(z) (y — z7) e velocidade Go(2) (y — 3)

sao dadas por:

(kdl + kd2h)z —_ kdl

.32
Gi1(2) 22 + (kg + kg,h — 2)z + (1 — kg,) )
ka, (Z - 1)
G2(z) 2'2 + (kd1 + deh - 2)2 + (1 - kdl) (533)
onde
k
Kd == =
kg,

¢ o ganho discreto de Kalman.
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5.3.4.2 Analise continua

As fungdes de transferéncia de posigdo G1(p) (y — 1) e velocidade Ga(p) (y — Z2)
do filtro de Kalman continuo e estacionario (ver apéndice C), para o caso em que o
modelo do sinal é o duplo integrador e o sinal deterministico u(t) é nulo, sao dadas

por:

ke
@erl

G1(p) = (5-34)
Lp? g kep g
c2 €2
b
Gap) = T (5.35)
P 4 + k—lp +1
C2 02

Onde

¢ o ganho continuo de Kalman.
Sendo o modelo do sinal um duplo integrador, a equacao algébrica de Riccati pode
ser resolvida analiticamente resultando no seguinte ganho de Kalman:
V2(F)

K, = (5.36)
(% 1/2

onde pode ser verificado que o ganho depende apenas da razdo r = %

Fixado o modelo do sinal (duplo integrador), o ganho de Kalman, como ji era
esperado, depende apenas da razao @./R.. Além disso, sendo R, constante (ruido de
quantizagdo), o ganho depende apenas de Q..

E facil verificar que para qualquer valor de Q./R. os pélos de G; serdo sempre
complexos dados por:

VHQIRI g

v2(Qe/Re)'/*
2

com zero real localizado em — . A figura 5.10 apresenta a disposicao dos

polos e do zero da transferéncia G; de posicao.

Observagao 10 (Interpretacdo do ganho de Kalman) Uma vez que os pdlos do
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FicurA 5.10: Disposicao dos pdlos e do zero do filtro de Kalman continuo estacionario.

filtro de Kalman continuo sio sempre complezos (para toda relagio Q./R.) o filtro

1

ke
Pt e+ 1

pode ser comparado com um sistema de 2* ordem padrdo do tipo

1
oP+ Ep+1

logo, k., estd relacionado com a parte real dos pélos complexos e k., com a frequéncia

de ressonancia.

5.3.5 Estimativas do filtro de Kalman

De acordo com a resposta em frequéncia do filtro de Kalman (figura 5.13), na auséncia
ou presenca de ruido de medicao o filtro deve apresentar uma estimativa satisfatoria
para frequéncias dentro de sua banda passante, ou seja, para frequéncias desde zero
até a frequéncia de corte. Entretanto, para o caso do ruido de medicao ser dado
pela quantizagdo do encoder, o ruido passa a depender do sinal a ser quantizado (ver
apéndice C.4). Sendo assim, fixado um ganho de Kalman, sinais muito rapidos serao
atenuados devido a banda passante do filtro. Por outro lado, sinais lentos geram ruidos
de quantizacao com componentes em baixa frequéncia que o filtro deixara passar. O

exemplo a seguir ilustra este fato.
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Exemplo 5.2 As figuras 5.11 e 5.12 mostram a estimativa do filtro para diferentes
frequéncias da sendide de entrada 10sen(2w/T). A figura 5.11 apresenta a resposta
do filtro na auséncias do ruido de medicao. Verifica-se que para a estimativa € sa-
tisfatdria para sinais lentos e rapidos (dentro da banda passante do filtro). Por outro
lado, a figura 5.12 apresenta a resposta do filtro na presenca de ruido de medicao,

em particular, ruido de quantizacdo. Neste caso, verifica-se que para sinais lentos a

estimativa € deteriorada. [ |
-0 Y9 o5 e=y—7g
10 ' | i
\l || ' |
a) r i il i Il ||' b) ° H | | I\
10 ‘ \
—20 —0.5
o 20 40 60 80 100 (e} 20 40 60 80 100
x 102
20
10 |, B
1ol l
—20 -5
(o] 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100
x 10°°
20 5
10 4
o o /\/ n o
—-10¢t 1
—20 —5
(o] 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100

t(s) #(s)

FIGURA 5.11: Estimativa do filtro de Kalman, sem quantizacdo. y(t) = 10sen(2nt/T)
comy, § e erro em graus. T =1 (a,b), T =10 (c,d) e T =100 (e,f).

O desempenho do filtro de Kalman depende da velocidade do sinal que se deseja
estimar. E necessario algum conhecimento a respeito da velocidade do sinal. O impor-

tante é que o filtro possua uma banda passante suficiente para a aplicagao desejada.

5.4 Comparacao com filtro de 1 ordem

Considere o seguinte caso particular (Q. = 1072 e R, = 2 x 1071%) o que leva a
Gi(p) = I%. Através do diagrama de Bode (figura 5.13) é fécil verificar

que o filtro de Kalman é um filtro passa-baixas que nao oferece paraticamente nenhum
atraso de fase para frequéncias na banda passante e atenua bastante as frequéncias

altas. Esta é a diferenca principal entre o filtro projetado através da abordagem de
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FIGURA 5.12: Estimativa do filtro de Kalman, com quantizacdo (@ = 0.09°). Sinal
quantizado dado por: y(t) = 10sen(2nt/T), com y, § e erro em graus.
T=1 (ab), T=10 (c,d) e T =100 (e,f).

Kalman e um filtro passa-baixas de 1* ordem projetado simplesmente para rejeitar alta
frequéncia.
O exemplo a seguir destaca a vantagem de se utilizar o filtro de Kalman com relagao

ao filtro de 1% ordem.

Exemplo 5.3 A figura 5.1/ apresentam uma comparacdo entre as estimativas do filtro

de Kalman e de um filtro de primeira ordem dado por:

1 1
= — 5.37
Tp+1 0.0Ip+1 ( )

Verifica-se que ao se utilizar o filtro de 1* ordem para tentar obter uma estimativa tao
suave quanto a estimativa do filtro de Kalman o atraso é bem maior. Mesmo o filtro
. 66.41p+2205.3 - e
de Kalman sendo de uma ordem superior 3reebe"=rses (com grau relativo unitdrio).
Este atraso prejudica completamente o desempenho do sistema de controle em malha

fechada. O diagrama de Bode (figure 5.15) ilustra o atraso maior introduzido pelo filtro
de 1% ordem. |
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Ficura 5.13: Resposta em frequéncia do filtro de Kalman continuo estacionario -
Magnitude e Fase.
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Ficura 5.14: Comparagao entre a estimativa do filtro de Kalman e o estimativa de
um filtro de 1 ordem. Sinal quantizado dado por: 10sen(27t/10) com
passo de quantizacao 60 = 0.09°.
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FIGURA 5.15: Comparacdo entre o filtro de Kalman (-) e o filtro de 1* ordem (o).
Diagrama de Bode.
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Capitulo 6

Simulacoes Numéricas

As simulagoes tem como principal objetivo ilustrar aspectos tedricos e verificar o efeito
dos parametros do controlador suave a estrutura varidvel (SSC) para se determinar
uma metodologia para a sintonia do controlador em situacoes reais. Serao adotados
os critérios do capitulo 4 para a sintonia dos parametros do SSC para grau relativo
arbitrario. Nesse capitulo foi apresentado o controlador suave a estrutura varidavel,
SSC, e sua andlise de estabilidade global, de forma progressiva. Primeiro o controlador
a estrutura variavel VSC para n* = 1, em seguida a sua versao suave SSC para n* = 1,

e finalmente, a versdo suave para grau relativo arbitrario (n* > 1).

Este capitulo apresenta, também de forma progressiva, os resultados de simulagoes
que ilustram o desempenho do controlador VSC para n* = 1, do controlador SSC para
n* =1 e paran* = 2.

Os resultados de estabilidade apresentados no capitulo 4 sao resultados globais
desde que a funcao de modulacdo do relé seja implementada a partir do vetor regressor
e dos filtro de entrada e saida da planta. Afim de simplificar a implementa¢do do
controlador (evitando implementar os filtros de entrada e saida) a fungdo de modulagao
serda constante fy (até porque, em situagdes préticas, os atuadores sempre apresentam
saturacao). Os resultados de estabilidade passam a ser locais, o que nao inviabiliza a

implementagao pratica do controlador.

Na maioria dos resultados simulados (quando néo for o caso serd destacado) serd
considerado que nao se tem nenhum conhecimento prévio da planta, ou seja, o controle

nominal serd desconsiderado (unom = 0) e, além disso, sem perda de generalidade, as
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condigoes iniciais serao nulas.

Os sistemas de controle analisados no capitulo 4 sao sistemas continuos no tempo.
Para comprovar os resultados tedricos as simulacoes apresentadas sao realizadas com
passo de integracao fixo e pequeno (método de Euler), afim de se obter resultados
proximos dos resultados tedricos. As simulagoes no campo continuo se justificam ja
que, apesar do controlador ser implementado discretamente, ao se utilizar um periodo
de amostragem pequeno o suficiente, o desempenho do controlador discreto se aproxima
do desempenho do controlador continuo.

O efeito principal é que (devido ao passo de integragio, caso continuo, ou ao periodo
de amostragem, caso discreto) o sinal de controle chaveado durante o deslizamento
deixa de ter freqiiéncia infinita (resultado teérico) e passa a ter freqiiéncia finita. Este
efeito gera o que serd denominado de chattering numérico e deve ser diferenciado do

chattering devido a dindmicas nao-modeladas da planta (atuadores).

6.1 Resultados de simulacoes numéricas

As simulagoes sao realizadas da seguinte forma. Para o caso de grau relativo unitario,

a planta G(p) (instével e de fase minima) e o modelo de referéncia M (p) sdo dados por:

G =
M) =

Para simular o caso geral (n* > 1) o caso de n* = 2 sera considerado (que contém grande
parte das dificuldades encontradas no caso geral). A planta (dada pelo modelo linear
do helicéptero com um grau de liberdade, ver capitulo 7 !) e o modelo de referéncia

serao dados por:

G(p) = ﬁ
1
M(p) = 12

!'Em algumas simulacdes serd considerada um dindmica ndo-modelada G, (p) = m que repre-
senta a dinamica do atuador do helicéptero
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Os seguintes tépicos serao abordados:

e O fendmeno de chattering como conseqiiéncia da integragado numérica e/ou im-

plementacao discreta.
e O controlador a estrutura varidvel (VSC)
— Desempenho na presenca e auséncia de: perturbacao de entrada e dinamica

nao-modelada.

— Suavizacao do sinal de controle através de: zonas lineares e filtro da média.
e O controlador suave a estrutura varidvel (SSC) para n* = 1.
— Desempenho da malha de predi¢ao em conjunto com o filtro da média para

suavizar o sinal de controle na auséncia de imperfeicoes.

— Eliminag¢ao do chattering numérico através de um zona linear consideravel-

mente pequena.
— Desempenho na presenca e auséncia de: perturbacao de entrada e dinamica

nao-modelada.

e O controlador suave a estrutura varidvel (SSC) para n* = 2. Desempenho da
aproximacao L(p)/F (rrp) do operador diferencial L(p) para compensar o grau

relativo, na auséncia de imperfeicoes.
e Comparagoes.

— Comparagoes entre o SSC'e o controlador a estrutura varidvel padrao (VSC)

- importancia da malha de predicao.

— Comparacoes entre o filtro de Kalman e o filtro de 1* ordem para atenuar o

ruido de quantizacao.

— Comparagoes entre o SSC e o controlador classico (PD de alto ganho).

6.1.1 Controlador a estrutura variavel VSC (n* = 1)

O controlador a estrutura varidvel (VSC) apresentado na figura 4.2 possui as seguintes

caracteristicas principais:
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e Sinal de controle chaveado em freqiiéncia tedrica infinita apresentando (chatte-

ring) devido a presenca de dindmicas ndo-modeladas (atuadores).
e Rejeicao a perturbacoes de entrada limitadas.
e Dinamica nao-modelada destréi o modo deslizante.

O exemplo a seguir ilustra o desempenho do controlador VSC' e o efeito do passo

de integragao (chattering numérico).

Exemplo 6.1 (VSC (n* = 1) - chattering numérico) Considere a planta com funcdo
de transferéncia® (C.1. y(0) = n/4) dada por: G(p) = p%, sendo controlada pelo con-

trolador VSC da figura 4.2, com M(p) = ﬁ, r(t) = {g1(t), fungdo de modulagdo
f=1. A figura 6.1 apresenta o desempenho do controlador a estrutura varidvel mos-
trando um erro de rastreamento nulo (deslizamento ideal), com o sinal de controle
chaveado. A figura 6.2 mostra o chattering numérico devido ao passo de integracado.

Nota-se que quanto menor o passo o erro ey torna-se mais prozimo de zero (desliza-

mento ideal). |

. yyym

a)

I I I I I I I I I
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
€0

T

I I I I I I I I
0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

0 05 1 15 2 t(Z;) 3 35 4 45 5
FIGURA 6.1: Ezemplo 6.1. Resultados simulados do controlador VSC. Deslizamento
ideal. Passo de integracio 107*, f =1. a)y e ym b) erro de saida eq c)
sinal de controle u.

2C.1.: Condicées Iniciais.

95



o "" ”WWWH}IWIWW!WMNMWNMMNWMW”WFW“NW”\“WNWN“WWVWVWWWWHWWWWHWWWWWWW
B 0 0.5 1 15 2 t (2;) 3 35 4 45 5

FIGURA 6.2: Chattering numérico. Resultados simulados (exemplo 6.1) do controlador
VSC. Erro de saida ey (f = 1). Passo de integracdo: a) 1072, b) 1074,
c) 107°.
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Exemplo 6.2 (VSC (n* =1) pert. de entrada e dindmica ndo-modelada) Nas
mesmas condicoes que o exemplo 6.1, este exemplo ilustra o desempenho do controlador
VSC da figura 4.2 na presenca de perturbacdo de entrada e dinamica nao-modelada.
A figura 6.8 mostra a capacidade do controlador de rejeitar perturbacoes de entrada
(d.(t) = 0.70(t — 3)). A figura 6.4 deiza claro que, mesmo com uma fun¢éo de mo-
dulagdo grande (f = 1), o controlador ndo € robusto com respeito a dindmicas ndo-
modeladas (G(p) = Gm(p)p%?’, com Gp,(p) = p}r—ow)' Isto jd era esperado, pois o grau

relativo da tranferéncia em torno do relé aumentou, deizou de ser unitdrio. |

: yaym

a)

I I I I I I I I I
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
€0
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0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

de

0.8

0.6
©)
0.4

0.2

FIGURA 6.3: Ezemplo 6.2. Rejeicdo a perturbagdo de entrada (do(t) = 0.71(t — 3)).
Controlador VSC. Passo de integracio 10°%, f = 1. a)y e ym b) erro
de saida ey c) perturbagdo de entrada de.
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FIGURA 6.4: Dindamica ndo-modelada (Gn(p) = 1% . Controlador VSC (exem-
plo 6.2). Passo de integracdo 107*, f =1. a)y ey, b) erro de saida e

¢) sinal de controle u.

98



O exemplo a seguir ilustra os problemas encontrados para atenuar o chaveamento

do sinal de controle utilizando as seguinte alternativas classicas:
e Introducao de zona linear no relé.

e Filtragem do sinal de controle chaveado.

Exemplo 6.3 (VSC (n* =1) - suavizagao do sinal de controle) Utilizando a mesma
planta (n* = 1) e referéncia que no exemplo 6.1 este exemplo apresenta alternativas
para suavizar o sinal de controle do VSC da figura 4.2. Inicialmente, serd utilizada uma
zona linear no relé (Uy = fsat(eg/d), f = 1) 3. Verifica-se que esta solu¢io gera um
compromisso entre atenuacdo do chattering do sinal de controle e erro em regime (ver
figura 6.5), principalmente na presenga de perturba¢ao de entrada (d.(t) = 0.71(t—3)).
Propde-se, entdo, outra alternativa: o uso de um filtro passa-baizas (filtro da média -
F l(rp) = ﬁ ). Entretanto, utilizar somente este filtro ndo é suficiente, pois apesar
de quanto menor for a constante de tempo do filtro mais o sinal de controle é suavizado,
ao mesmo tempo a malha de deslizamento ideal em torno do relé é destruida devido ao

aumento do grau relativo (a figura 6.6 ilustra este fato). |

3 A funcdo de saturacio € definida da seguinte forma:
-1 se < —0

sat(z/d) = x se —0<z<$§
1 se x>0
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FIGURA 6.5: Zona linear 6y para atenuar chattering. Controlador VSC (exemplo 6.3).
Sinal de controle u e erro de saida ey. Passo de integracdo 10~*. Per-
turbacdo de entrada (d, = 0.71(t — 3)). a) u: o =0, b) eg: do =0, ¢)
u: 50 = 005, d) €p- 60 = 005, 6) u. 5() = 01, f) €o- 50 =0.1.
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FIGURA 6.6: Filtro da média para atenuar chattering. Resultados simulados (exem-
plo 6.3) do controlador VSC. Passo de integracio 1074, 6o = 0. a) u:
T=0,0)y,Yyn: 7 =0, ¢c)u: 7 =1/100, d) y,ym: T = 1/100, e) u:
T =1/40, f) y, ym: T = 1/40.

100



Observe que para controladores a estrutura variavel, suavizar o sinal de controle
através de zonas lineares resulta em um controlador PD de alto ganho com saturagao
(ver (Glatzl et al. 1993)). Sendo assim, nenhum dos métodos acima exibem uma
solucao eficiente para atenuar o chaveamento do sinal de controle. Para solucionar este
problema, é proposto entdo, o controlador suave a estrutura varidvel (SSC) apresentado
na figura 4.3 (para grau relativo unitario) e na figura 4.5 para grau relativo qualquer.
O controlador suave utiliza uma malha de predi¢ao para manter o deslizamento ideal
em torno do relé. Desta forma, é possivel utilizar o filtro da média para suavisar o
sinal de controle sem destruir o deslizamento ideal (ver figura 6.7). Além disso, nao é

preciso utilizar zonas lineares.

6.1.2 Controlador suave a estrutura variavel SSC (n* = 1)

O SSC (figura 4.3) possui as seguintes caracteristicas:

Controle suave (devido ao filtro da média e malha de predigao).

Nao utiliza zonas lineares para suavisar o sinal de controle.

Erro de rastreamento em regime da ordem da constante de tempo do filtro da

média.

Rejeicao a perturbacao de entrada.

Robustez a dinamicas nao-modeladas.

Afim de mostrar as caracteristicas principais do SSC, comprovar resultados tedricos
e deixar claro a influéncia dos parametros do controlador sobre o seu desempenho,
inicialmente sao apresentadas simulagoes para o caso em que a planta e o modelo
possuem grau relativo unitdrio. O caso geral possui as mesmas caracteristicas, pois ao
se utilizar o operador polinomial diferencial para compensar o grau relativo, o problema
se reduz ao caso de grau relativo unitario.

O exemplo a seguir ilustra o desempenho do controlador SSC para grau relativo

unitario.
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Exemplo 6.4 (SSC (n* = 1) - suavizagdo do sinal de controle) Considere a planta
com fungdo de transferéncia (C.1. y(0) = 7/4) dada por: G(p) = 1%3, sendo controlada
pelo controlador suave SSC (n* = 1) da figura 4.3, com M(p) = @, r(t) = FI(t),
kmom = 0.4 e filtro da média F,}(p) = 1/(tp+ 1) com 7 = 1/300. O relé foi imple-
mentado com f = 1. A figura 6.7 apresenta os resultados do controlador SSC. A malha
de predi¢cdo mantém o deslizamento ideal em torno do relé, sé que agora a superficie
de deslizamento é dada por eg = 0 (ver figura 6.8). A condi¢éo para que ezista este
deslizamento ideal encontram-se no coroldrio 4.1.1. O erro de rastreamento ey converge

para um conjunto residual da ordem da constante de tempo do filtro da média (O(T)),

ver Teorema 4.1. [ |

. yyy"ﬂ

I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
€0

T

FIGURA 6.7: Fxemplo 6.4. Resultados simulados do controlador SSC caso n* = 1.
Passo de integra¢io 107, f =1, 6 =0, 7 = 1/300, kpomy = 0.4. a) y e
Ym b) erro de saida eq ¢) sinal de controle. u

Assim como no controlador VSC o passo de integragao finito também gera chattering
numérico. A figura 6.9 mostra o sinal de controle u e o erro de saida ey obtidos no
exemplo 6.4 (passo de integragao de 10™*) e com passo de integragao de 10°.

A figura 6.10 mostra a atenuac¢ao do chattering numérico através da inclusao de uma
zona linear 0y no relé (Uy = fsat(eg/do), onde f = 1). Deve ficar claro que esta zona
linear néo é utilizada para suavizar o sinal de controle (chattering devido a dindmicas
nao-modelada dos atuadores, por exemplo), esta é a func¢ao do filtro da média. Note

que a zona linear necessaria para evitar o chattering numérico é bem menor do que a
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FIGURA 6.8: Erros auziliares. Resultados simulados (exemplo 6.4) do controlador SSC
caso n* = 1. Passo de integragcdo 107*, f =1, § = 0, 7 = 1/300,
knom = 0.4. a) erro de predi¢io éy e € c) erro na predicio (ou erro
auziliar) €q ¢) saida Uy do relé.

zona linear utilizada para suavisar o sinal de controle (exemplo 6.3).
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FIGURA 6.9: Chattering numérico. Controlador suave SSC caso n* = 1 (exemplo 6.4).
Sinal de controle u e erro de saida ey. a) u: Passo de integragdo 104,
b) ey: Passo de integragao 107, ¢) u: Passo de integragdo 107°, d) eg:
Passo de integracao 10~°

1 U L X 10" eo
0.5 L 1 o
a) o ~ b) -1
-o0.5 ) 1 —2
) 1 2 3 a 5 o JE! 2 3 a 5
1 u L X210 €0
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1 U 1 x 10 €0
0.5 1 o
e) o B ) -1
_o.s < -2
) 1 2 3 a 5 o 1 2 3 a 5

t(s) #(s)

FIGURA 6.10: Zona linear &y para aliviar chattering numérico. Resultados simulados
(exemplo 6.4) do controlador suave SSC caso n* = 1. Sinal de controle
u e erro de saida €. a) u: g =0, b) eg: dp =0, ¢) u: §o =1x 1072, d)
eo: 0p=1x107% €e) u: §p =2 x 107° f) ep: §p =2 x 107°.
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Portanto, em algumas simulagoes daqui por diante, bem como na implementagao
discreta do controlador (utilizada em simulagbes e nos experimentos), serd utilizada
uma pequena zona linear para evitar problemas numéricos somente.

O exemplo a seguir mostra o desempenho do controlador SSC para grau relativo

unitario, na presenca de perturbacao de entrada e dinamica nao-modelada.

Exemplo 6.5 (SSC (n* = 1) pert. de entrada e dindmica nao-modelada) Sob as
mesmas condi¢oes que o exemplo 6.4, considere o desempenho do controlador suave
SSC (n* = 1) da figura 4.3 na presenca de perturbac¢io de entrada e dindmica ndo-
modelada. O relé é implementado com f = 1. A figura 6.11 apresenta os resultados
do controlador SSC na presenca de um perturbacao de entrada (d. = 0.71(t — 3)).
A perturbacdo é rejeitada e o controle continua suave apds o degrau de perturbacao.
A figura 6.13 mostra o quanto o controlador é robusto com respeito a dinamicas ndo-
modeladas (G(p) = Gm(p)p%?), com Gp(p) = I%). A malha de predi¢io mantém
o deslizamento ideal em torno do relé, so que agora a superficie de deslizamento é
dada por eg = 0 (ver figura 6.14). A condi¢ao para que ezista este deslizamento ideal

encontram-se no coroldrio 4.2.1. O erro de rastreamento ey converge para um conjunto

residual da ordem da constante de tempo do filtro da média mais a contante de tempo

da dindmica nao-modelada (O(T + p), com p=1/10), ver Teorema 4.2. |

08 Y Ym

0.6

a)

0.4

0.2

00 0‘.5 ‘1 1.‘5 é 2‘5 C": 3‘.5 A‘& 4.‘5 5

1 ‘ ‘ ‘ —

I I I I I I I I
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

FIGURA 6.11: Rejeicdo a perturbacao de entrada. Resultados simulados (exemplo 6.5)
do controlador SSC caso n* = 1. Passo de integracdo 107*, f = 1,
do =0, 7 =1/300, kpomn, = 04. a) y € yn b) erro de saida ey c) sinal
de controle u.
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FIGURA 6.12: Perturbagio de entrada (erros auxiliares). Resultados simulados (exem-
plo 6.5) do controlador SSC caso n* = 1. Passo de integracio 1074,
f=1,0=0,7=1/300, kpomy, = 0.4. a) erro de predi¢io é; € € b)
erro na predi¢ao (ou erro auziliar) g ¢) saida Uy do relé.

: yaym

a)

FIGURA 6.13: Dindmica ndo-modelada. Controlador SSC caso n* =1 (exemplo 6.5).
Passo de integracio 107, f = 1, 6 = 0, 7 = 1/300, kpom = 2,
pw=1/10. a) y e ym b) erro de saida ey c) sinal de controle u.
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a)

FIGURA 6.14: Dindmica nao-modelada (erros auzxiliares).  Resultados simulados
(exemplo 6.5) do controlador SSC caso n* = 1. Passo de integrac¢do
1074 f=1,68 =0, 7=1/300, knom = 2, u = 1/10. a) erro de
predicdo €y e €y b) erro na predi¢io (ou erro auxiliar) ey ¢) saida Uy
do relé.
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6.1.3 Controlador suave a estrutura varidvel SSC (n* = 2)

O caso geral (n* > 1) recai no caso de grau relativo unitdrio utilizando um operador
diferencial L para compensar o grau relativo (figura 4.5). Este operador é realizado
através de uma versao filtrada do tipo L(p)/F(7rp) (ver capitulo 4). Como o modelo
de referéncia é conhecido é possivel ter acesso as derivadas superiores da saida v,,.
Portanto, é possivel implementar diretamente o operador nao-causal L(p). Por outro
lado, por nao se ter acesso as derivadas de ordem superior da saida da planta y o
operador L serd aproximado por uma versao filtrada do tipo L(p)/F(7ep). A constante
de tempo do filtro F~!(7pp) ser4 tratada como dinamica ndo-modelada, de acordo com
o capitulo 4.

O exemplo a seguir ilustra o desempenho do controlador suave SSC, em condigoes
ideais. O poélo devido ao atuador serd considerado como dindmica nao-modelada

(1/(0.22p + 1)).

Exemplo 6.6 (SSC (n* = 2) - compensagao do grau relativo) Considere a planta

5

com fun¢@o de transferéncia dada por: G(p) = ( ) (com dindmica ndo-modelada

p+3)(p—3
Gn(p) = m), sendo controlada pelo controlador suave SSC da figura 4.5, com
M(p) = m, r(t) = fsqu(t/20), k"™ = 40 e filtro da média F lmp) =1/(tp+1)

com T =1/300. O operador diferencial L(p) = (p + ar) € aprozimado por:

r= p+ag
TFp—{—l

onde ar, = 1,77 = 1/100. O relé é implementado com f = 1. A figura 6.15 mostra o
desempenho do sistema. A condicdo para que exista este deslizamento ideal encontram-
se no coroldrio 4.3.1. O erro de rastreamento eg converge para um conjunto residual
da ordem da constante de tempo do filtro da média mais a contante de tempo do filtro

F~Y(1pp) (O(1 + 7F)), ver Teorema 4.3. |
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FIGURA 6.15: Resultados simulados (exemplo 6.6) do controlador SSC para n* = 2.
a)y e ym em graus, b) erro de saida ey em graus, c) sinal de controle
u em p.u.

FIGURA 6.16: Resultados simulados (exemplo 6.6) do controlador SSC para n* = 2.
Erros auziliares. a) €y e éy b) erro na predi¢io ¢ ¢) saida Uy do relé
em p.u..
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6.1.3.1 SSC (n* = 2) utilizando filtro de Kalman

Uma solucdo mais eficiente é utilizar um filtro F~!, mesmo que de ordem superior, que
nao apresente atraso de fase para as frequéncia de interesse da saida da planta y. Uma
solugao proposta no capitulo 5 é utilizar um filtro de Kalman. O operador diferencial

L(p) = p+ ay, serd aproximado por:

ke,
p+1
L= pkq +ag— : = (6.1)
Ep + Ep +1 E + Ep +1
ke, |,
onde K, = é o gannho de Kalman.
ke,

O exemplo a seguir mostra o desempenho do filtro em avango implementado utili-

zando as estimativas do filtro de Kalman.

Exemplo 6.7 (SSC (n* = 2) - filtro de Kalman) Considere a planta com fun¢ao de

5

transferéncia dada por: G(p) = na presenca de dindmica nao-modelada

(p+3)(p—3)’
(G (p) = m), sendo controlada pelo controlador suave SSC da figura 4.5, com
M(p) = m, r(t) = f&sin(nt/10), k"™ = 40 e filtro da média F,,'(tp) = 1/(tp+1)

com T = 1/300. O filtro linear em avanco € dado pela equagio (6.1), onde ay, =1, k., =

10.5, ke, = 1400.
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FIGURA 6.17: Resultados simulados (exemplo 6.7) do controlador SSC sob condigies
ideais (a,c,e) e sob ruido de quantizacdo (b,d,f) (passo de 0.00157 rad),
com filtragem de Kalman. a) e b) y e y, em graus, ¢) e d) erro de
saida ey em graus, e) e f) sinal de controle u em p.u.
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FIGURA 6.18: Erros auziliares (exemplo 6.7) do controlador SSC sob condigées ideais
(a,c,e) e sob ruido de quantizacdo (b,d,f) (passo de 0.00157 rad), com
filtragem de Kalman. a) e b) €y e éy, ¢) e d) erro na predicio €y, e) e

f) saida Uy do relé em p.u..



6.2 Comparacoes

O exemplo a seguir mostram o desempenho superior do filtro de Kalman em comparagao

com o filtro de 1% ordem.

Exemplo 6.8 (SSC - filtro de Kalman vs. filtro de 1* ordem) Considere a planta

com fungao de transferéncia dada por: G(p) = m, com dinamica nao-modelada

Gm(p) = m, sendo controlada pelo controlador suave SSC da figura 4.5, com
M(p) = m, r(t) = fgsqu(t/20), k™™ = 40 e filtro da média F},'(tp) = 1/(tp+ 1)
com 7 =1/300. A figura 6.19 apresenta o desempenho do sistema quando se utiliza o

filtro de 1* ordem (T = 1/100) em compara¢ao com o desempenho quando se utiliza o

filtro de Kalman (equagdio (6.1), com a;, = 1, k., = 10.5, k., = 1400). |

Y Ym Y Ym

osf 0.5
IS o n o
—o.sf —0.5
) 10 20 30 a0 ) 10 20 30 a0

t(s) #(s)

FIGURA 6.19: Controlador SSC (exemplo 6.8) utilizando um filtro de 1° ordem (a,c,e)
para atenuar ruido de quantizacdo em comparacdao com o filtro de Kal-
man (b,d,f). a) e b)y ey, em graus, c) e d) erro de saida ey em graus,
e) e f) sinal de controle u em p.u.
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O préximo exemplo mostra o desempenho superior do SSC, que utiliza a malha de
predicao e o filtro da média para atenuar o chattering do sinal de controle, em relacao
ao controlador a estrutura variavel padrao (VSC) que utiliza zona linear para suavisar
o sinal de controle. Ambos os controladores utlizam uma aproximacao L(p)/F(p) do

do operador L(p) para compensar o grau relativo da planta.

Exemplo 6.9 (VSC vs. SSC) Considere a planta com fun¢do de transferéncia dada

por: G(p) = m, com dinamica nao-modelada Gp,(p) 7, sendo contro-

= ©m
lada pelo controlador suave SSC da figura 4.5, com M (p) = m, r(t) = {gsqw(t/20),
kmom = 40 e filtro da média F,'(tp) = 1/(tp + 1) com 7 = 1/300. A figura 6.20
apresenta a comparac¢@o entre o desempenho do SSC (a,c,e) e o desempenho do VSC
padrdo (b,d,f) (retirando a malha de predi¢éo e o filtro da média), na presenga de quan-
tizagdo. No VSC o relé foi implementado com uma fun¢do de saturacdo sat(€q/ddp)

com 0y = 0.05 para atenuacdo do chattering. Note que o VSC apresenta um erro em

estado estaciondrio. Em todos os caso, para estimar posicdo e velocidade, foi utilizado

o filtro de Kalman (equa¢do (6.1), com ay, =1, k., = 10.5, k., = 1400). [ |
1 u €0
o.1 - 1
0.5 1
0.05 1
a) o \w by o
—0.05 1
—0.5
“oal ]
710 20 40 60 o 20 40 60
1
0.5 1 :
c) (o] q d)
—0.5
-1
o 20 40 60 20 40
1
o.1 - 1
0.5 4
0.05 b
e) o W f S N S
—0.05 4
—0.5
—0.1 1
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FIGURA 6.20: Resultados de simula¢do. Comparagio entre o controlador SSC (a,c,e)
e o controlador VSC (b,d,f). a) e b) y e y,, em graus, c) e d) erro de
saida ey em graus, e) e f) sinal de controle u em p.u.
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O exemplo a seguir compara o SSC com o controlador PD de alto ganho (ambos
utilizando o filtro de Kalman para estimar a posi¢ao e velocidade) na presenca de ruido
de saida. Verifica-se que, na presenca de ruido de medi¢do o ganho do PD nao pode

ser aumentado demais o que leva a uma degradacao no rastreamento.

Exemplo 6.10 (SSC (n* =2) - PD vs. SSC) Nas mesmas condi¢des que no exem-
plo anterior considere, agora, a compara¢do entre o desempenho do controlador SSC e
do controlador PD com saturacdo do sinal de controle, na presenca de ruido de medi¢ao
(quantizacdo). A figura 6.21 apresenta a comparacio entre o desempenho do SSC (a,b)
e o desempenho do controlador PD padrdo (c,d) com ganhos de k, =10 e kq = 1.

Em todos os caso, para estimar posicao e velocidade, foi utilizado o filtro de Kalman

(equagéo (6.1), com ar, =1, k., = 10.5, k., = 1400). [ |
Y,Um Y, Ym
a)
o 10 20 30 40
€0
2r 4
1r g
b) o 1 b)
il ]
ol
o 10 20 30 40
U
1
0.5 0.5
c) o c) o
—0.5 —0.5
1 -1
o 10 20 30 40 o 10 20 30 40

t(s) t(s)

FIGURA 6.21: Resultados de simulagdo. a) SSC: y,Ym; b) PD: y,ym; ¢) SSC: ey; d)
PD: ey; e) SSC: u; f) PD: u. Erro de saida ey em graus, sinal de
controle u em p.u. €Y, Y, €m graus.
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Capitulo 7

Resultados experimentais

Neste capitulo serao apresentados os resultados experimentais obtidos com um he-
licoptero com um grau de liberdade (1 d.o.f. - degree of freedow), ver figura 7.1. A
estrutura mecanica consiste em uma base na qual é montado o corpo do helicoptero
como é mostrado na figura 7.1. O corpo é livre para girar em torno do eixo de elevagao

(pitch). As dimensoes fisicas relevante estdo indicadas na figura 7.1.

Os atuadores sao dois motores de corrente continua (2842024 CR, MicroMo FElec-
tronics, Inc.) que acionam as suas respectiva hélices. Eles sdo montados no corpo do
helicoptero, e geram os torques que provocam a rotacao em torno do eixo de elevacao
(pitch). Os motores sao controlados pela tensao de armadura utilizando-se um acio-
nador modulado por largura de pulso (PWM - 1.3A4/24V - 4 quadrantes). O angulo
de elevagao (pitch) é medido através de encoders Gpticos incrementais (HEDM 5500,
HP Inc.) com resolucdo de 1000 pulsos por volta (6, = 360/4000 = 0.09 graus, 4x
decodificacio).

Os controladores sao implementados em uma placa de controle equipada com um
processador de sinais digitais (DSP) fabricada pela Arcs Inc.. Esta placa (padrao PC-
ISA) é baseada no processador TMS320C31 é possui entradas para encoders assim
como conversores digitais-analégicos (D/A) para acionar os amplificadores de poténcia
do motores. E utilizado o ambiente Linuzx, e a transferéncia de dados é realizada
através de dispositivos de baixo nivel (drivers) e de uma interface desenvolvida em
Java. Todos os algoritimos de controle sao codificados em linguagem C, compilados

em montados utilizando-se ferramentas GNU. O cédigo execut;avel é carregado para a
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placa de controle (DSP) através da interface em Java.

Encoder

N

F1auraA 7.1: Helicéptero com 1 grau de liberdade (1 d.o.f.).

7.1 Modelagem e Identificacao

Afim de se projetar o controlador suave a estrutura variavel (SSC) e também para fins
de simulagdo, primeiramente serd obtido um modelo linear para a planta.

O sistema (o helicéptero com um grau de liberdade) é originalmente multivaridvel
(dois atuadores), entretanto ele pode ser considerado como uma planta escalar (SISO)
definindo uma entrada monovaridvel como sendo a soma dos torques gerados pelas
hélices. A forcas que produzem os torque sdo: F), gerada pelo motor dianteiro (front
motor) e Fy, gerada pelo motor traseiro (back motor).

O sinal de controle u é dado pelo ciclo de trabalho do sinal PWM aplicado na
armadura de ambos os motores. Os motores estao conectados ao acionador PWM de
tal forma que um sinal de controle positivo produz empuxos (Fy e F},) que resultam
em uma rotacdo em um dos sentidos (define-se este como o sentido positivo, 6, > 0).

A dinamica do helicéptero com um grau de liberdade serd dividida em duas partes:
a dindmica do corpo principal (a entrada é a soma dos empuxos up e a saida é o angulo

de pitch 6,) e a dindmica do atuador (a entrada ¢ o sinal de controle u e a saida é a
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soma dos empuxos up).

1. Dinamica do corpo principal: O corpo principal do helicéptero é modelado
utilizando a segunda lei de Newton aplicada a um corpo rigido realizando um
movimento plano vinculado (rotacdo nao-baricéntrica). A equagdo do movimento
¢ dada por:

0, = a’sin(8,) + K] up (7.1)

onde up = Fy + Fy e Kf, a sao constantes positivas.

No modelo acima, considera-se que o atrito na junta é desconsiderado. Conhe-
cendo a geometria do helicéptero e as massas das partes que o compoem, é possivel
determinar o momento de inércia do corpo em rela¢do ao eixo de rotagdo (ver

figura 7.1) o que permite calcular Kf e a, resultando em:.

F _
K = 116 (7.2)

a = 3.1 (7.3)

Linearizando o sistema em torno de 6, = 0, a seguinte fun¢ao de transferéncia é

obtida:

Ky
(p* — a?)
11.6
G i

Gr(p) =

Note que a planta em malha aberta é instdvel em torno de 6, = 0 (pélos em —3.1

e 3.1).

2. Dindmica do atuador/hélice: O sinal de controle u é proporcional ao valor
médio da tensao de armadura (acionador PWM). O torque de carga gerado pela
hélice bem como o empuxo (por exemplo, Fy) estao relacionados com a velocidade
angular do motor (por exemplo, wy). Em (Saunders 1975) é verificado que a
relagdo aerodinamica entre velocidade angular (por exemplo, w;) e torque ou
empuxo (por exemplo, F},) pode ser aproximada pela seguinte relacdo estdtica

Fy = Crw?, onde Cr é o coeficiente médio de empuxo que depende da geometria
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da hélice. Para velocidade baixas a relacao quadratica pode ser aproximada por
uma relagao linear. A figura 7.2 confirma esta relacao onde a curva foi construida
experimentalmente obtendo-se, primeiramente, a funcao que relaciona o sinal de
controle com a velocidade angular da hélice em estado estacionario, utilizando
um encoder acoplado ao eixo do motor. A resposta de velocidade do motor ao
se aplicar um degrau no sinal de controle é basicamente um atraso de primeira
ordem com constante de tempo 7, = 0.22s como pode ser visto na figura 7.3

((Peixoto 2000)).

Utilizando o controle em malha fechada do helicéptero, o angulo de elevagao
(pitch) foi regulado para vérios valores em regime estacionério (contralador PID).
o sinal de controle u,, corres-

da

Para cada angulo de elevacao em equilibrio 6,,,,

pondente, em estado estacionario, foi armazenado gerando um par us, X 6

Pss
figura 7.4.

. ~ KF .
Através da relagdo —% = 1.2 determinou-se a correspondente soma de forgas

(ur) em estado estaciondrio (ur,,) para cada dngulo de elevagdo em equilibrio

9
Op,, (up,, = 25 ), resultando em um par u,, X up,, da figura 7.5.

A relagdo da figura 7.5 serd aproximada por um ganho constante de 0.45 e,

considerando, a constante de tempo da figura 7.3, o atuador serd modelado por:

0.45

T 02p+ 1 (7.5)

Up

Por simplicidade, ja que 7, é muito pequeno, a dinamica do motor sera des-
prezada, sendo considerada como uma dinamica ndo-modelada. Além disso, a
relacdo quadratica da figura 7.5 serd aproximada por um ganho constante de
0.45. Sendo assim, o sinal de controle serd considerado estaticamente relacionado

com a forca gerada pela hélice.

. Dindmica (modelo linear) do conjunto atuador/planta: Desprezando o
atrito na junta, linearizando a dinamica do corpo principal em torno de 6, = 0
e considerando que o sinal de controle (u) esteja relacionado com a soma das

forgas geradas pelas hélices (ur) através do sistema de 1% ordem (7.5), o modelo
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do conjunto atuador planta é dado por:

Kp
G0 = @) D)

11.6 x 0.45
(»® —(3.1)2)(0.22p+ 1)

Portanto, considerando G, (1p) = 0.22 como dinamica nao-modelada,

1
= 022 M

o helicoptero com um grau de liberdade pode ser modelado pela seguinte funcao

de transferéncia:

5.22 1
(»? — (3.1)2) (0.22p + 1)

G(p) =

200 ** B
150 -
100 - B

50 * . 4

-100 - * 4
-150( 5% R

200 #K : i

-250
-1

I I I I I I I I
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURA 7.2: Relagao estdtica entre sinal de controle u (em p.u.) e a velocidade angular
w (em rad/s). Caracteristica do empuxo da hélice.

A figura 7.6 mostra uma comparacao entre a resposta do modelo (7.6) e a resposta
experimental, para uma entrada de referéncia. Note que as respostas estdao qualitati-

vamente similares.
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FIGURA 7.3: Resposta experimental de velocidade do motor (w em rad/s) devido a
um degrau de 0.03 p.u. no sinal de controle u (constante de tempo
T = 0.225).
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FIGURA 7.4: Relagio estdtica entre sinal de controle u (em p.u.) e angulo de picth 6,
(em rad).
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FIGURA 7.5: Relagao estdtica entre sinal de controle u (em p.u.) e forca up (em N),
aproximada por um ganho de 0.45.
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FIGURA 7.6: Validacdo do modelo linear G(p) = (p2_5'(§?1)2) (0_221]0 7 para o helicoptero

com um grau de liberdade. a) EXP: y; b) SIM: y; c) EXP: eq; d) SIM:
eo; ) EXP: u; f) SIM: w. Sinal de controle v em p.u., erro de saida eq
em graus e saida da planta y em graus.

7.2 Implementacao do controlador

A versdo discreta do controlador suave (SSC) continuo (figura 4.5) é obtida utilizando
a aproximacao de Fuler para o operador diferencial. O periodo de amostragem é igual
a h = 1/3500 segundos.

Em implementacgoes digitais, a frequéncia do chattering é limitada pela metade da
frequéncia de amostragem, ou seja, 1/2h. Portanto, uma constante de tempo 7 = 1/300
(filtro da média F;'(7p)) ¢ suficientemente pequena para gerar o controle equivalente
na saida do filtro da média.

O relé do esquema SSC foi implementado utilizando uma funcao de saturacao
sat(eo/do) para evitar chattering numérico (que nao estd relacionado a dindmicas nao-
modeladas ou atrasos no atuador). Portanto, uma zona linear §, (= 0.007) consi-
deravelmente pequena, elimina este chattering. Em contraste, caso somente fosse uti-
lizado o conceito de “camada de fronteira” (boundary layer) para atenuar chattering
(sem a abordagem do erro de predigao), dq seria considerdvelmente maior (6o = 0.1).

Para compensar o grau relativo n* = 2 da planta, o operador diferencial L(p) =
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(p+ ar) serd aproximado utilizando as estimativas de posicao e velocidade dadas pelo
filtro de Kalman.
De acordo com o capitulo 5 (assim como em (Bélanger 1992)), é proposto o seguinte

filtro de Kalman discreto e estaciondrio (observador atualizado):
T (k+1)=02 (k)+PKy(y(k)—Cz (k) +Tim(k) (7.7)

onde K, é o ganho de Kalman, (,I",C) é a aproximagdo de Fuler para um duplo
integrador com periodo de amostragem h, a entrada deterministica sera desconsiderada
Um = 0. Além disso, £~ (k) é definido como a estimativa do estado do modelo do sinal
no instante k£ utilizando dados até o instante anterior k—1. A variavel Z; é a estimativa
i da saida medida y e &, é a estimativa ¢ da derivada g.

Portanto, o sinal de erro ¢y (ver figura 4.5) é implementado da seguinte forma:
eo = [(1 — Ym)ar, + (2 — Um)] (7.8)

O modelo de referéncia é escolhido de tal forma que a frequéncia de corte de sua

banda passante esteja 2 oitavas abaixo do modo mais lento do atuador (figura 7.3).

7.3 Resultados experimentais

O exemplo a seguir apresenta os resultados experimentais do controlador SSC' utili-
zando o filtro de 1* ordem para implementar a aproximagao L(p)/F(7rp) do operador
L(p). Este experimento deve ser comparado com a simulagdo equivalente dada no

exemplo 6.6 do capitulo 6.

Exemplo 7.1 (SSC (n* = 2) - compensagao do grau relativo) Neste ezperimento,
o helicoptero com 1 d.o.f estd sendo controlado pelo controlador suave SSC da figura 4.5.
O operador diferencial L(p) = (p + ar), para compensar o grau relativo é aproximado

por:

_ p
L = lTFp+1+aL] (79)
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onde ar, = 1,77 = 1/100. O relé é implementado com uma insignificante zona linear
8 = 107° e f = 1. Os pardémetros do controlador encontram-se na tabela 7.1. A

figura 7.7 mostra o desempenho do sistema. [ |

TABELA 7.1: Parametros do controlador SSC com filtro lead.

Elemento Equacao Valor
Modelo de referéncia M(p) = (p—falfnv an=1e K, =1
Sinal de referéncia r(t) = Asqu(t/T) A=m/18,T =20
Controlador suave (S5C)

. nom _ kmomaZ nom __
Preditor krmML = (1p +a:L) k =40
Filtro da média Fop = mpr1 7 =1/300
Aprozimagdo de L(p) equagdo (7.9) TP = 1/100 e ar, = 1
Relé Up = fsat(eg/) | f =1 e zona linear 5o = 10=°

yaym

FIGURA 7.7: Exemplo 7.1. Resultados experimentais do controlador (SSC) para n* =
2. a)y eym em graus, b) erro de saida ey em graus, c) sinal de controle
u em p.u.
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FIGURA 7.8: Fxemplo 7.1. Erros auxiliares. Resultados experimentais do controlador
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¢) saida Uy do relé em p.u..

i

Il
1L
t(s)

125



Afim de comparar os resultados simulados apresentados no exemplo 6.7 do capitulo 6,
no exemplo a seguir encontram-se os resultados experimentais do controlador SSC uti-

lizando o filtro de Kalman para implementar a aproximacao L(p)/F(p) do operador

L(p).

Exemplo 7.2 (SSC (n* = 2) - filtro de Kalman) Nas mesmas condi¢des que o exem-
plo 7.1, neste experimento, o operador diferencial L(p) = (p + ar), para compensar o

grau relativo € aproximado por:

k
p+1
€2
kcy

L = p CLLl 5
@p +@p+1

1 ke
EPQ + QP-F 1

onde ar, = 1, k., = 10.5, k., = 1400.
O relé é implementado com uma insignificante zona linear 5o = 107° e f = 1. Os
parametros do controlador encontram-se na tabela 7.2. As figuras 7.9 e 7.10 mostram

o desempenho do sistema. |

TABELA 7.2: Parametros do controlador SSC com filtro de Kalman.
Elemento Equacao Valor
M(p):i(pf;”:n)2 an=1eK, =1
r(t) = Asin(wt) A=7/18,w = {5

Controlador suave (S5C)

krom M T, =

-1 _
Fo = Tp+1

Modelo de referéncia

Sinal de referéncia

knomagn Enom — 4()
(1P+‘1m) _

7 =1/300

Preditor

Filtro da média

Aprozimagao de L(p)

equagao (7.10)

ap = 1, ke, = 105 e ke, = 1400

Relé

Uy = fsat(eo/do)

f =1 e zona linear 6y = 107°
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FIGURA 7.9: Ezemplo 7.2. Resultados experimentais do controlador (SSC) utilizando
filtro de Kalman para atenuar o ruido de quantiza¢do. a) y € Ym em
graus, b) erro de saida ey em graus, c) sinal de controle u em p.u.
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FIGURA 7.10: Erros auziliares (exemplo 7.2). Resultados experimentais do controla-
dor (SSC) utilizando filtro de Kalman para atenuar o ruido de quan-
tizagdo. a) €y e €y, b) erro na predi¢ao €y, c) saida Uy do relé em
p.U..
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7.3.1 Comparacoes

Assim como foi feito no capitulo 6 (exemplo 6.8), o exemplo a seguir apresenta o desem-
penho do sistema em malha fechada durante o rastreamento de uma onda quadrada,
utilizando um filtro de 1* ordem em comparacao com o desempenho ao se utilizar o

filtro de Kalman, para implementar a aproximagao do operador L(p).

Exemplo 7.3 (SSC (n* = 2) - filtro de Kalman x filtro de 1* ordem) Na figura 7.11,

¢ apresentada a melhora no desempenho conseguida com a utilizacao do filtro de Kal-
man para estimar a velocidade. O filtro de Kalman, figuras 7.11 (a,c,e), com equiva-

lente continuo dado por § = —1051)+1y ey =

€ substituido pela
Ta00P” + 1200

oY
Tago P’ 1aeoP 177

derivada “suja” () = Wg}, figuras 7.11 (b,d,f), no esquema do controlador suave
(SSC). A figuras 7.11 ilustra a degrada¢do do desempenho apds tal mudanga. Todos 0s

parametros do controlador estao resumidos na tabela 7.35. [ |

TABELA 7.3: Pardmetros do controlador SSC .

Elemento Equagéo Valor
Modelo de referéncia M(p) = p+am am=1leK, =1
Sinal de referéncia r(t) = Asin(wt) A=7/18,w = {5

Controlador suave (S50)
Preditor k"M ML = ]z;jrmafnz) Lnom — 4()
Filtro da média F, = Tp1+1 T =1/300

Aprozimagao de L(p) equacao (7.9) ou (7.10) | ar, = 1, k., = 10.5, k., = 1400 e 77 = 1/100

Relé Uy = fsat(eo/do) f =1 e zona linear 6o = 107°
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FIGURA 7.11: Controlador SSC (exemplo 7.8) utilizando um filtro de 1* ordem (b,d,f)
para atenuar ruido de quantizagcdo em comparacdo com o filtro de Kal-
man (a,c,e). a) eb)y ey, em graus, c) e d) erro de saida ey em graus,
e) e f) sinal de controle u em p.u.
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Exemplo 7.4 (SSC (n* =2) - VSC x SSC) Nas mesmas condi¢des que no exemplo
anterior, para ilustrar a significante melhora no desempenho obtido com o controlador
proposto, em fig. 7.12 a malha de predicio é removida. Note que sem o malha de
predigao, o controlador suave a estrutura varidvel (SSC) torna-se um controlador a
estrutura varidvel padrdo (VSC) que nada mais é, neste caso, que um controlador PD
de alto ganho com saturac¢io ((Glatzl et al. 1993)). O desempenho do controlador VSC
padrdo € drasticamente deteriorado devido ao fenomeno de chattering. Para eliminar
o chattering a zona linear &y deve ser aumentada. FEntretanto, isto resulta em um

aumento do erro de rastreamento. Em todos os caso, para estimar posi¢do e velocidade,

foi utilizado o filtro de 1% ordem (17 = 1/100). |

1 Uu 2 €o

2 e » OW

o | W iy ]

c) o m | o) OM

ool e 000 o ~—

K W\

(o] 10 t(ZSO 30 40 740 10 t(ZSO) 30 40

FIGURA 7.12: Resultados experimentais. a) SSC — 6y = 107°: u; b) SSC — 6y = 107°:
€, C) VSsC *50 = 0.07: u, d) VSC *(50 =0.07: €, 6) SSC - 5() = 0.007:
u; f) SSC — 8y = 0.007: ey. Erro de saida ey em graus, sinal de controle
u em p.u. e sinal de referéncia r(t) = 0.17 squw(t/20).
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Exemplo 7.5 (SSC (n* =2) - PD x SSC) As figuras 7.18 (a,c,d) mostram os resul-
tados experimentais utilizando o controlador suave proposto (SSC). Pode ser observado
que o desempenho é satisfatorio. O valor mdzimo do erro € menor do que 0.5 graus, o
que constderdvelmente melhor do que o erro que se obtém com o controlador cldssico
proporcional derivativo (PD), ver figuras 7.18 (b,d,f). Para garantir uma compara¢do
justa, o controlador PD foi cuidadosamente sintonizado afim de se obter o seu melhor
desempenho.

Em todos os caso, para estimar posicdo e velocidade, foi utilizado o filtro de Kal-
man (equagdo (6.1), com a, = 1,k = 10.5,k., = 1400). Todos os parametros do

controlador estao resumidos na tabela 7.4. [ |

TABELA 7.4: Parametros dos controladores SSC e PD.

Elemento Equacgao Valor
Modelo de referéncia M(p) = (prTnP am=1leK,=1
Sinal de referéncia r(t) = Asqu(t/T) A=0.1745,T = 20
Controlador suave (S5C)

Preditor k"ML = ’E;:ij')l Enom — A()

Filtro da média Fo' = mm T =1/300
Aprozimagao de L(p) equagoes (7.7)-(7.8) K =[0.003 04" ear, =1
Relé Uy = fsat(eo/do) f =1 e zona linear 5o = 0.007

Controlador PD
Saida do contr. PD ‘ u=kp[(§ — ym) + ka(y — Um)] ‘ kp=12 e kg4 =10.5
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FIGURA 7.13: Ezemplo 7.5. Resultados experimentais. a) SSC: y,Ym; b) PD: Y, Ym;
¢) SSC: eg; d) PD: ey; e) SSC: u; f) PD: u. Erro de saida eq em graus,
sinal de controle u em p.u. ey, Yy, em graus.
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Capitulo 8

Discussao e Conclusoes Gerais

Este trabalho apresentou o controlador suave a estrutura varidvel (SSC), que é uma
versdo, com sinal de controle suave, do controlador VS-MRAC (ver (Hsu 1990)). Foi
realizada a andlise completa de estabilidade do controlador SSC, considerando per-
turbacao de entrada e dinamica nao-modelada, para plantas lineares desconhecidas
com grau relativo arbitréario, além de considerar aspectos de implementacao pratica.

O SSC apresentou um bom desempenho em condigdes experimentais sendo me-
lhor do que os controladores lineares e a estrutura varidvel (VSC) padrées. O novo
controlador, ao contrario dos controladores VSC apresenta um bom desempenho no
rastreamento ao mesmo tempo que gera um sinal de controle suave, livre de chattering.

A contribuicao principal deste trabalho foi avaliar a aplicabilidade do controlador
SSCem condigoes reais. A dificuldade encontrada na implementacao do SSC'é descobrir
uma forma eficiente de atenuar ruido de medicao, em particular, a quantizacao dos
sinais medidos. Acredita-se que o mesmo ocorra em aplicagoes com controladores PD
de alto ganho, bem como, em controladores por modos deslizantes. A solu¢ao adotada
foi a utilizacao de um filtro de Kalman apropriado para estimar o sinal e a sua derivada.

Os resultados obtidos através de simulagoes e o resultados experimentais confirmam
o desempenho satisfatorio do controlador SSC quando o filtro de Kalman é utilizado e
uma degradacdo do desempenho caso contrario.

Seguem algumas susgestoes para trabalhos futuros nesta linha de pesquisa.

1. Analisar a teoria de sistemas a estrutura variavel no campo discreto, visando a

implementacgao digital do controlador com taxas de amostragem mais restritivas.
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. Avaliar a influéncia das escolhas de L(p) e do modelo de referéncia M (p) no

desempenho do controlador, e.g. utilizando técnicas de Loop shapping.
. Extensao do SSC para sistemas multivariaveis.

. Avaliar a utilizacdo de modos deslizantes de ordem superior na estimacao de

velocidade e na eliminacao de chattering.
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Apéndice A

Desenvolvimento da equacao do

erro de saida do MRAC

A equagéo do erro de saida (ou erro de rastreamento) e foi desenvolvida no capitulo 3
utilizando uma abordagem de entrada e saida. Este apéndice apresenta o desenvol-
vimento da equagao do erro ey utilizando uma abordagem em espago de estados que
serd util para analisar a estabilidade do controlador SSC. Em seguida serd verificado a

equivaléncia entre estas duas abordagens.

A.1 Abordagem: espaco de estados

Seja (Ap, by, h,) uma realizagao minima da planta K,N,(p)/D,(p) apresentada em (3.1)

com a seguinte representagdo no espago de estados:

T = Apx+bpu+ byd,
y = hgac (A1)

Considere a parametrizacao do sinal de controle apresentada na secao 3.4, ou seja:



onde

w'@t) = [vf y vy 7]
0T(t) = [00.(t) Oa(t) OL(t) 62n(t)]
T (t) = [0;T(t) O5(t) 0. () 65,(t)]

sendo v1 e vy 0s vetores de estado da seguinte realizacao (minima) dos filtros de entrada

e saida (G1 e (G5, respectivamente:

1 = Avi+gu

Uy = Ave+gy

Definindo o vetor de estado X7 := [T o] w1 do sistema formado pelos filtros de

entrada e saida e a planta, determina-se a seguinte representagao no espaco de estados:

A, 00 b, b,
X = 0 Ao |X+]| g |u+]| 0 |de
ghl 0 A 0 0
~~ d N——
Ao bo bi)
= AgX + bou + byd, (A.2)

O vetor regressor w pode ser escrito em funcao do vetor de estados X da seguinte

forma:

0 10 0
hZ;OO 0
w = X + T
0 01 0
0 00 1
—_—
Q
0
0
= QX + r
0
1

136



Multiplicando a relacao acima pelo vetor de parametros ideais, obtem-se a seguinte

expressao para o controle ideal u*:

* H*Tw

= 0TQX + 07
Somando e subtraindo byu* na equacgao (A.2) tem-se:

. 1 /
X = [Ag+ b0 T X + (bob,) T + (bob3,) ()1 — u*] + byde
—— N——

Ac be be

y = [A7 0 01X (A.3)
—_—
h

O sistema em malha fechada passa a ser representado por:

1

%
02n

X = AX +br+bo(=)[u— u*] + byde

y = hI'X

Note que, pela definicdo de controle ideal (v = u* e perturbagao nula d. = 0), a
transferéncia de r para y deve ser igual a M. Portanto, (4., b., h.) é uma realizacio,
possivelmente nao-minima, da transferéncia M do modelo de referéncia. Sendo assim

o modelo e sua saida podem ser representados por:

X, = AX, +b.r
Ym = hl' X, (A.4)

Definindo z., := X — X,,, a equagdo do erro de saida ey é dada por:

1 ;
Ty = AcZey + bc(g)[u —u*] + byd, (A.5)

eo = hle, (A.6)

Note que os ganhos de alta frequéncia do modelo e da planta sao dados por: K, = hlb,

e K, = hlb,, respectivamente. Observando que hlb. = 03,hl'b, e lembrando que
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k* = K,/ K, tem-se que:

A equacao do erro de saida pode ser reescrita da seguinte forma:

Fog = Aoy + bok*[u — u*] + byd,

_ T
e0 = h,

Finalmente, definindo W, := h!(pI — A.)~'b, como sendo a transferéncia entre a
perturbacdo d, e o erro de rastreamento e, com u = u*, e Wy := (k* M)~'W,, tem-se

que:

eo = kK"M(u—u*+ Wyd,) (A7)
= k*M(u—u*) + Wyd, (A.8)

A.2 Equivaléncia entre as abordagens

De acordo com a parametrizacio do controle u = 67w e lembrando que o filtro de
entrada G| é estritamente préprio enquanto que o filtro de saida G5 é préprio, tem-se

que:

Gilp) = 65 (pI—AN)"'g
Ga(p) = 05, (pI —AN)""'g+0, (A.9)

2

Para que as duas abordagens aplicadas no desenvolvimento da equacdo do erro sejam
equivalentes a definicio de W, apresentada no capitulo 3 deve ser coerente com a

definicao apresentada na secao A.l. Para isso basta demonstrar a seguinte igualdade:

hI(pl — A)'by = kK*M(1—G})
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onde, pela equagao (A.3), tem-se:

(Ap + bpﬁ;; hzj;) b,ﬁ;le bpeéf

Ae = [Ag+bt"Q] = gorhy  (MA+g0iT)  g0y]
gh? 0 A
b, by
1 1 ' T T
be = —bo=—| g |s B=[0| e nl=[n 0 0
0 0

Seja R, S e T matrizes com dimensoes apropriadas tais que:

Rnxn
(pI — AC)_I = S(nfl)xn

T(n—l)xn

Parte 1

Desta forma W, é dado por:

Wy = hl(pl —A,) b,

Roun by
= [hg 0 0| Spsjxn == - 0
Tin-tyxn “** " 0

= h)Rb,

Parte 11

bl

(A.10)

(A.11)

(A.12)

Por outro lado, (pI —A.)(pI —A.) ™" = I3, 2), que pode ser representado da seguinte

forma:

R, «n Cee e Losn
(pl - AC) S(nfl)xn Tttt = O(nfl)xn
T(n—l)xn oot O(n—l)xn

139



Utilizando a expressao de A, (equacao (A.3)), tem-se que:

(bl — AR — b, GHER 4 6:7S +07T) = 1,

[\ /

L

(pl,_1 — N)S —g \(é),’;th +6;,"S + e;;jT)J = Om—1)xn

L
05 [(pIn—1 — A)T — gh]R] = Otn—1yxn

Definindo L := 0}, th—l—H,’leS +0:I'T as equagdes acima podem ser reescritas na seguinte

forma mais compacta:

R = (pl,— A) L + (pl, — A,)" (A.13)
= (p-[n—l — A)_lgL

T = (ply.1—AN)"'ghlR
Note que, utilizando a equacao (A.9), tem-se:

O:hlR = O3kl (pl, — Ay) b, L + 05 k2 (pl, — A,) ™ (A.14)
= 0h(GL+hy (ply — Ap) ")
0;'S = 63 (pli1 —A)"'gL
= GiL
0;'T = 0. (pl, 1 —A)'ghlR

= (G5 —0;)h, R

Portanto, L pode ser reescrito da seguinte maneira:

_ G 7
L = {—ghh (A.15)

Substituindo (A.15) em (A.13) e multiplicando pela direita ambos os membros por b,

tem-se:

G
= Gi— GG;K

~ J/
~~

k*M

hl Rb, 1-GY)
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Lembrando da equacao de casamento perfeito entre a malha fechada e o modelo de

referéncia a equacao acima pode ser escrita como:
T * *
h,Rb, = k M1 -G7)

Com isso e utilizando a equagdo (A.12) a equivaléncia entre as abordagens utilizadas

no desenvolvimento da equacao do erro é verificada, pois:

Wy = KM(1-GY)

= kK"MW, (A.16)
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Apéndice B

Controlador suave a estrutura

variavel SSC

B.1 Demonstracao da Proposicao 1

De acordo com a hipdtese 7, é sempre possivel escolher constantes My, M, tais que
sup (Ua(t)| < C(1)
Entéo, de (4.10), tem-se

knOmM

sup éo(t)—ef(1)] <

F,—-1
. HC’(t):TKéOC(t) (B.1)

o(r)

~

onde é&3(t) é limitado por EXP’, o que leva a concluir que sup, [é(t)| < 7Kz C(t) +
EXP°. Agora, se f(t) > |Uy|, aplicando o Lema 4.1 na equagao do erro (4.11), a

proposigio é demosntrada (verifica-se que é vélido o limitante de &g).

B.2 Demonstracao do Teorema 4.1

A equagao do erro (4.4) pode ser reescrita das seguintes formas:

Espacgo de estados: de, = Ao, +k""b[—(US"+U)]
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eo = hiz.; (B.2)

Entrada e saida: e = k"™ M (p)[—(US" + U)] (B.3)

onde

U= KU(()w + ,OUd; (B4)
E conveniente reescrever (4.11) como
Eo = knomM(p)[—(Uéw + U)] - éo (B5)

onde éy é definido em (4.10).
Note que, em (B.3) e (B.5), M(p) opera sobre a mesma entrada, o modelo do erro
de rastreamento pode ser reescrito como:
Fep = Acey + b/ Kin |2+ aé] (B.6)
onde £:=¢y+¢éy, Entdo, afim de eliminar o termo derivativo 5, serd realizada a trans-
formacao de varidvel xz: =z, —b./ K¢ que resulta em

b
Ky,

j:é = Ac.Té + (Ac + Iam) € (B7)

Se f > |Uq4|, pela proposi¢ao 1, gy é limitado por (4.12). Entdo, desde que A, seja
Hurwitz, tem-se que z4(t) é limitado por |z:(t)] < TKC(t) + EXP. Alem disso,

|zeo(t)] < TK.C(t) + EXP (B.8)
Ci(t) < TKiC(t)+ Ks|2(0)| + Ko, (B.9)
C(t) S K"Iaedl_‘__lj_ll}(”_Z(O) ” (BlO)

De fato, a desigualdade (B.8) é verificada a partir de zz = ., —b./K,é. Da relagao
W = Wn + D¢, onde wl = [vI, y, vI, r] é o vetor regressor correspondente ao
modelo de referéncia e 2 é uma matriz constante, segue que |w| < K, + Kq |7, | €,
desde que C;(t) = sup, |w(t)|, entdo de (B.8) obtem-se (B.9), onde K5 |z(0)| resulta do

valor inicial do termo EXP que aparece no limitante (B.8) de |z.,|. Agora, de (4.13) e
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(B.9), C(t) pode, também, ser limitado por C(t) < 7K3C(t)+ K4 |2(0)| + K., através
do que, apés uma simples manipulagao algébrica obtem-se (B.10), que é valida para

7 < K3'. Também pode-se encrever que:

Hzo(t) K,e %!

lz()] < K5 (|2(0)] +[2°(0)]) + O(r) + EXP (B.12)

IN

2°(0) H (B.11)

N

De fato, 20 é limitado por EXP?, onde somente as condicdes iniciasi de z° aparecem.
Agora, de (4.13), (B.8) e (B.10) segue (B.12), onde O(7) é independente das condicoes
iniciais.

Percebendo que o tempo inicial é irrelevante no desenvolvimento da expressoes

acima, pode-se escrever que, para arbitrariost >ty > 0, algum 77 > 0e A < 1,

l2e(®)] < [TEs+Kee )] [Jzeto)|+|2%0)| | +O0) (B.13)
2(t) H (B.14)

”ZO (t) H < K,e™* (t—to)

ze(to + Tl < A(lz(to)| + |2 (t0)]) + O(r) (B.15)
|2+ 1) < A|2(t0)] (B.16)

Equagoes (B.15) e (B.16) sdo obtidas de (B.13) e (B.14) da seguinte maneira: para
< K3, existe 71 >0 tal que A=maz [T K5+ Kge 9!, K,e~%T1] < 1. Entdo, as simples
desigualdades recursivas (B.15) e (B.16) sao satisfeitas e facilmente levam a conclusao
que, para 7 pequeno o suficiente, o sistema do erro é globalmente exponencialmente
estavel com respeito a um pequeno conjunto residual de ordem 7. Além disso, este

conjunto residual é independente das condigoes iniciais.
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Apéndice C

Filtro de Kalman

C.1 Filtro de Kalman continuo

E natural que os sistemas discretos sejam resultado de uma amostragem ou apro-
ximacao de um sistema continuo. Entretanto, no caso do filtro de Kalman, a sua
origem é no campo discreto, a sua versao continua serd resultado de um caso limite
quanto o periodo de amostragem tende a zero.

Considerando o seguinte sistema aleatério em tempo continuo:

(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ Bw(t) (C.1)
y(t) = Cuz(t) + e(t) (C.2)

onde

e z(t) € IR™ é o vetor de estados do processo.
e u(t) € IR é uma entrada deterministica.

e w(t) € IR é ruido do processo, ruido branco com densidade espectral de poténcia

Qe

e ¢(t) € IR é o ruido de medigao, ruido branco com densidade espectral de poténcia

R..

e Sem perda de generalidade o ruido do processo é introduzido no sistema através

do mesmo canal que o sinal deterministico u(t).
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O filtro continuo também pode ser interpretado como um observador dos sistema,
(C.1) (C.2) com ganho K, variante no tempo. O ganho é determinado de forma a

minimizar a variancia do erro de estimagao, que é dada pela matriz P, como segue:
P=E&(x—2)(x—2)7] (C.3)
O observador (filtro de Kalman) é dado por:
i = Ai+K,(y—C%) (C.4)
com ganho de Kalman:
K, = P*C"R;' (C.5)

sendo P* solucao da seguinte equagao diferencial de Riccati (ou equagdo matricial de

Riccati):
P = AP+ PAT — PCTR;'CP + BQ.B" (C.6)

A relacao entre os parametros do filtro de Kalman discreto e sua versao continua é
desenvolvida em (Brown & Hwang 1992), para o caso em que h — 0, e estdo listadas

a seguir:
e Ruido do processo:
~ Qa = BQ:hB"
e Ruido de medicao:
~ Ry=E
e Ganho de Kalman em estado estaciondrio:
- Kqg= K.

A versao estaciondria do filtro continuo pode ser determinada fazendo P = 0 na equacao

matricial de Riccati (C.6). A equacao a ser resolvida passa a ser algébrica, e para o caso
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particular em que o sistema (A, B,C) é o duplo integrador, a versao estaciondria do

filtro continuo pode ser determinada analiticamente. O ganho em estado estacionario

é dado por:
_ "
K. = (C.7)
L kc?
[ D) Qc\1/4
= \/_(Rc) (C.8)
(%)
C.2 Amostragem de sistemas aleatérios
Considere o seguinte sistema, aleatério continuo e invariante no tempo:
(t) = Axz(t)+ Bu(t)+ Bw(t) (C.9)
y(t) = Cz(t) +e(t) (C.10)

Sem perda de generalidade, o ruido w(t) é introduzido no sistema continuo através do
mesmo canal de entrada do sinal deterministico u(t). Os ruidos do processo (w(t)) e
de medigao (e(t)) do sistema continuo sao considerados ruidos brancos de média nula

e com densidades espectrais de poténcia (). e R, respectivamente, tais que:

Elw(nw'(0)] = Q(t — o) (C.11)
Ele(r)e"(0)] = RH(T—0) (C.12)

Onde §(t) é a funcdo delta de Dirac e £[.] denota o valor esperado. Além disso, w(t) e

e(t) sdo nao-correlacionados, ou seja, &[w()el (a)] = 0.

O sistema acima amostrado a uma taxa 1/h, utilizando um retentor de ordem zero

(ZOH) é dado por:

z(k+1) = ®x(k)+Tulk)+W(k) (C.13)
y(k) = Cux(k)+ e(k) (C.14)
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onde: & = e T = ['eA"Bdr e o vetor W (k) é dado por:

(k+1)h
W (k) = /k e T B () ar (C.15)

Considerando que o ruido do processo w(t) seja um ruido branco, pode-se provar que
a sua versao discreta W (k) serd uma sequéncia aleatéria com amostras descorrelaci-
onadas (sequéncia branca). Repare que o sinal w nao é constante durante o periodo
de amostragem e, portanto, nao pode ser retirado da integral acima, como acontece
com o sinal deterministico u(t). A sequéncia W (k) pode ser interpretada como uma

amostragem de uma versao filtrada do ruido branco w(t) ponderada pelo vetor B.

A matriz de covariancia )4 do ruido do processo W (k) é definida por:
EW (k)W (k2)] = Qud (k1 — k2)

Onde (k) é o delta de Kronecker.

Na expressdo acima, utilizando as defini¢des de W (k) (equacdo (C.15)) e de Q.
(Elw(T)wT(0)] = QH(T — 7)), tem-se:

h T
Q4= / A" BQ,B A dr (C.16)
0

A discretizacao do ruido branco e(t) nao pode ser realizada por uma amostragem direta
e(kh), pois resultaria em uma sequéncia com amostras de variancia infinita, devido a

funcao delta de Dirac na expressao de defini¢ao de R..

Em (Brown & Hwang 1992) é proposta a seguinte defini¢ao de e(k):

1 rkh

e(k) : e(r)dr, (h — 0) (C.17)

" hJwoon
ou seja, a amostra e(k) no instante k é definida como uma média dos valores do ruido
branco e(t) entre os instantes (k—1)h e kh. Com esta defini¢io a matriz de covariancia
R, do ruido de medigao e(k) é dada por

S[e(kl)eT(kg)] = Rd5(k/‘1 — kQ) (018)
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e, aplicando a defini¢ao de e(k), tem-se:
1
Ri= - / / Ele(r)e (o)|drdo, (h — 0) (C.19)
Lembrando que E[e(7)e’ (0)] = RA(T — o), para h — 0 Ry é dado por:
R,
= — .2
Ry 5 (C.20)
Portanto, para h — 0, Q4 e Ry podem ser aproximadas por, (ver (Bélanger 1992)):
Qs = Q.hBBT (C.21)
00
= Q. (C.22)
01
R,
Ry = m (C.23)

Além disso, w(k) e e(k) sdo consideradas sequéncias nao-correlacionadas, ou seja,
Elw(k)e’ (j)] = 0,k j.

C.3 DModelo do sinal

A saida da planta y, serd modelada pela seguinte classe de sistemas lineares alimentadas

por ruido branco (ver (Bélanger 1992)):

B _ i
W Pt anptt 4+

Sem duvida, existe alguma perda de generalidade ao desconsiderar zeros, entretanto

um processo autoregressivo (AR) pode servir de aproximagao para um processo auto-

regressivo de média mével (ARMA) caso a ordem seja alta o suficiente.
Através de simulacoes pode-se verificar que certamente a saida da planta y, pode

ser representada pela saida g, do modelo do sinal Mg, (p) para alguma configuracao

de pdlos e para alguma intensidade @), do ruido branco w (ver figuras C.1 e C.2).
Verifica-se que os pélos estao relacionados com a frequéncia da saida ¢, enquanto

que a intensidade ()., estd relacionada com a amplitude de y,. Além disso, como a
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Ficura C.1: Modelo z% com saida 7, e entrada w (ruido branco com intensidade

Q.=1).

frequéncia de y, esta relacionada a velocidade de §,, pode-se interpretar que os pélos

do modelo caracterizam a velocidade de .

Considerando o ruido de medicdo, com intensidade R., pode-se verificar que a

relagdo ./ R, representa uma relacdo sinal ruido.

E demonstrado em (Bélanger 1992) que para um periodo de amostragem pequeno
(h — 0) o filtro de Kalman discreto é independente dos coeficientes ag, ay, - - - a,—1, ou
seja, ao variar os coeficientes ag, a1, --a, 1 0 ganho e a matriz de covariancia do erro

de estimagao nao variam.

Sendo assim, por simplicidade, escolhe-se os p6los na origem ag = 0,a; = 0,---a,_1 =
0, o que leva a uma cascata de n integradores #.
Além disso, se a intensao é estimar a primeira derivada, basta escolher um duplo

integrador. Para se estimar derivadas de ordem superior a primeira, basta escolher um

cascata de integradores.

Esta pequena variagao do ganho foi comprovada utilizando a fungao dlge() do Ma-
tlab. Para um periodo h = 1/3500, e para dois sistemas de ordem 2, obteve-se os

seguintes ganhos em regime permanente:

w3 = Kq=11.1636 0.0256
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1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 f;O 7‘0 8‘0 9‘0 100
t(s)
FicurA C.2: Modelo ﬁ com saida g, e entrada w (ruido branco com intensidade

Q.=1).

1

- - K, =
25100 d [1.1363 0.0253]

Note que realmente o ganho varia muito pouco. Os pélos em malha fechada sao dados

por:
1
2? = pélos:[l 1]
1 = o) [1 1]
———— 010S =
22+ 100 p

C.4 Modelagem do encoder- analise do erro de quan-
tizacao

Em (Kavanagh 2000), o encoder éptico foi modelado por um quantizador ideal con-
siderando nao-linearidades do tipo diferencial e integral. Neste trabalho, as nao-
linearidades serdo ignoradas, resultando no modelo apresentado na figura C.3 para
o encoder éptico (quantizador ideal).

O erro introduzido pelo quantizador pode ser interpretado de forma aditiva, figura
C.4. A validade deste modelo pode ser verificada através de simulagoes.

Neste modelo (figura C.4) o sinal e é considerado um ruido com distribui¢do uni-
forme e média nula e variancia dada por R = 6?/3, onde 6 é o passo de quantizagio

((Kavanagh 2000) e (Williamson 1991)). O modelo do erro de quantizagdo adotado
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Yp Yy

Ficura C.3: Modelo do encoder 6ptico.

Encoder

Yp |

Ficura C.4: Modelo do erro de quantizacao.

depreza o efeito do termo e*, ver figura C.5.

Yp

Ficura C.5: Modelo do erro de quantizagao simplificado.

Para o projeto do filtro de Kalman, o erro de quantiza¢io (erro de medicdo) serd
considerado um ruido branco com média nula. Este hipdtese é muito pouco realista
quando o sinal quantizado y, for lento. Repare que para sinais muito lentos o termo

e* altera muito a média de e,.
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