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Neste trabalho utilizamos bancos de filtros com reconstrucao perfeita ou
quase perfeita para realizar a equalizagao em sistemas de comunicagoes utilizando
transmissao em blocos. Buscamos também estabelecer condigoes tedricas sobre o
projeto do equalizador de modo a garantir a reconstrugao perfeita do sinal trans-
mitido. Estendemos os resultados existentes na literatura, permitindo assim a uti-
lizagao de equalizadores com ordem reduzida e um melhor aproveitamento da banda
disponivel, além de evitar as restricoes quanto ao comprimento da resposta ao im-
pulso do canal. Utilizamos também bancos de filtros com reconstrugao quase perfeita
para simplificar o projeto do equalizador e comparamos o desempenho com os re-
sultados obtidos para bancos de filtros modulados por cosseno. Por fim mostramos
um sistema de transmissao em blocos onde a equalizacao de todos os simbolos de
um bloco é realizada calculando o filtro de Wiener responsavel por estimar um dos
simbolos do bloco e em seguida aplicando transformacgoes lineares triviais a este

filtro.
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In this work we employ filter banks with the property of perfect reconstruction
or near-perfect reconstruction in order to perform equalization in communications
systems using block transmissions. We also establish theoretical restrictions for the
design of the equalizer in order to guarantee perfect reconstruction of the trans-
mitted symbols. We extended the existing results in literature, allowing the use of
equalizers with reduced order and smaller amount of redundancy, and also avoid
restrictions upon the length of the channel impulse response. We have also used
near-perfect reconstruction filter-banks in order to simplify the design of the equal-
izer and compare its performance with the results obtained for cosine modulated
filter banks. At last we show a communications system using block transmissions
where the equalization of all symbols in one block is accomplished by calculating
the Wiener filter that estimates one symbol of the block and then applying trivial

linear transformations to the designed filter.



Sumario

1 Introducgao

2 Bancos de Filtros em Sistemas de Comunicagoes
2.1 Processamento de Sinais em Multiplas Taxas . . . . . .. .. ... ..
2.1.1 Identidades Nobres . . . . . .. .. .. ... ... .......
2.2 Bancosde Filtros . . . . .. ... oL
2.3 O Transmultiplexador Digital . . . . ... ... ... .. .. .....

2.4 Representacao Polifasica do Transmultiplexador . . . . . . . .. . ..

3 Equalizacao Independente nas Sub-bandas
3.1 Transmultiplexador Baseado em Atrasos Fraciondrios . . . . . . ..
3.2 Aproximacao dos Atrasos Fraciondrios . . . ... ... ... .....
3.2.1 Filtrode Nyquist . . . . . . . ... .. Lo
3.2.2 Estrutura de Farrow Modificada . . . . . . .. .. ... ....
3.2.3 Aproximacao por Minimos Quadrados . . . . ... ... ...
3.2.4 FErro de Reconstrucao do Banco de Filtros . . .. .. ... ..
3.3 Complexidade Computacional . . . . . . ... ... ... .......
3.4 Resultados Experimentais . . . . . . ... .. ... ... ... ....

3.5 Conclusao . . . . . . .

4 Estrutura Eficiente Utilizando Filtragem de Wiener
4.1 Descri¢ao do sistema de comunicacoes . . . . . . . . . ... ... ...
4.2 Equalizador . . . . . . . ..o
4.2.1 Estrutura Eficiente . . . . . . .. ... ... ... ... ...,
4.3 O Filtro de Wiener em Multiplos Estdgios . . . . . ... .. .. ...
4.3.1 Estrutura Eficiente Utilizando MSWF . . . . .. .. ... ..

vi

11
12
14

19
20
23
23
24
25
26
27
28
31



4.3.2 Equalizagao Balanceada . . . . . .. . ... ... .. ... ..
4.4 Resultados Experimentais . . . . . . ... ... ... .. .. .....

4.5 Conclusao . . . . . . .

5 Anadlise Teérica do Transmultiplexador no Dominio 7
5.1 Descricao do Sistema de Comunicagoes . . . . . . . . ... ... ...
5.2 Propriedades da Matrizde Canal . . . .. ... ... ... ......
5.3 Transmultiplexadores com Redundancia Minima . .. ... .. ..
5.3.1 Determinacao da Redundancia Minima, . . . . . ... ... ..
5.4 Exemplos . . . .. .

5.5 Conclusao . . . . . .

6 Analise Tedrica do Transmultiplexador no Dominio do Tempo
6.1 Equalizacao . . . . . . . .. .
6.1.1 Equalizador ZF . . . . . . .. ... oo
6.1.2 Equalizador ZF Variante no Tempo . . . . . . .. .. ... ..

6.2 Conclusao . . . . . . .

7 Conclusao

Referéncias Bibliograficas

A Matriz Pseudocirculante

B Decomposicao Espectral de Matriz Pseudocirculante

vii

55
)
o7
60
63
65
67

72
72
80
84

86

90

93

96



Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

3.6

3.7

Blocos construtores para processamento de sinais em miiltiplas taxas:
(a) decimador, (b) interpolador. . . . . . .. ... L 9
Efeito do interpolador e do decimador no dominio da transformada

Z: (a) sinal original; (b) interpolacdo com L = 4; (c) decimagio com

M =2.. . e e e e 10
Identidades Nobres. . . . . . . . . .. . L o 10
Bancos de filtros: (a) andlise; (b) sintese. . . . . . . . ... ... ... 11
Transmultiplexador Discreto. . . . . . . . . .. . .. ... ... .... 12
Transmultiplexador discreto com equalizador. . . . . .. ... .. .. 14
Representagao polifasica do transmultiplexador. . . . . . ... .. .. 16
Representagao polifasica modificada do transmultiplexador. . . . . . . 17

Representagao alternativa do transmultiplexador supondo sincro-

nizagao do sinal na entrada do receptor. . . . . .. ... .. ... .. 18
Transmultiplexador. . . . . . . . . ... Lo oL o 20
Equalizacado de canal. . . . . . . . . ... ... .. L. 21
Parte fracionaria do atraso de grupo para K =5e N =128. . . . .. 24
Estrutura de Farrow modificada. . . . . . . . .. ... ... L. 25

Erro médio quadrético (EMQ) para o FDFB avaliado para trés
métodos de projeto: NYQ — filtro de Nyquist; FARROW - estru-
tura de Farrow modificada; LS-11 — LS com 11 coeficientes; e LS-20
— LS com 20 coeficientes. . . . . . .. ..o L0 26
Razao entre o numero de multiplicagoes por simbolo de entrada do
FDFB e a ELT em funcao de N para diferentes valores de K. . . . . 28
BER para transmissoes através de um canal com ruido aditivo gaus-

siano e com interferéncia de banda estreita adicional. . . . . . . . .. 30

viil



3.8 BER para transmissoes através de um canal com ruido gaussiano e
com interferéncia de banda estreita adicional. . . . . .. ... .. ..
3.9 SIR para um canal sem ruido aditivo. . . . . . .. .. ... ... ...
3.10 SIR para um canal com ruido aditivo gaussiano. . . . . . .. ... ..
3.11 SIR para um canal com ruido aditivo gaussiano e ruido de banda
estreita. . . . . . . ...
3.12 BER para transmissoes através de um canal com ruido gaussiano e

com interferéncia de banda estreita adicional. . . . . . . . ... ...

4.1 Diagrama em blocos do sistema de comunicagoes. . . . ... ... ..

4.2 Equalizador de canal para transmissao em blocos baseado em filtros
de Wiener. . . . . . . . . . e

4.3 Diagrama de blocos da estrutura de equalizacao proposta. . . . . . .

4.4 Banco de filtros de analise para um MSWF de quatro estagios. . . . .

4.5 Banco de filtros de sintese de erro para um MSWF de quatro estagios.

4.6 Equalizador de canal para transmissao em blocos baseado em filtros

de Wiener em multiplos estdgios. . . . . .. ... ... ... .....

45

4.7 Equalizador balanceado usando filtros de Wiener em miltiplos estagios. 49

4.8 Magnitude da resposta em freqiiéncia do modelo de canal considerado
para o primeiro conjunto de simulacoes. . . . . . ... ... ... ...
4.9 BER média para o primeiro conjunto de simulagoes. . . . . . . . . ..
4.10 Magnitude da Resposta em Freqiiéncia. . . . . . . . . .. .. .. ...
4.11 BER média para o segundo conjunto de simulagdes. . . . . . . . . ..

4.12 BER média para posto variando de 4 a 128 com SNR=15 dB.

5.1 Transmultiplexador.. . . . . . . . . ... oL

5.2 Transmultiplexador como sistema MIMO. . . . ... ... ... ...
6.1 Transmultiplexador no dominio do tempo. . . . . ... ... ... ..

A.1 Transmultiplexador.. . . . . . .. .. . ... ... ... ... .. ...

X

o4
o4



Lista de Tabelas

3.1 Valores de Trprp € Trrr para diferentes valores de N e K



Lista de Abreviacoes

AM - Modulagao de amplitude (Amplitude Modulation)

BER - Taxa de erros de bit (Bit Error Rate)

CDMA - Acesso miiltiplo por divisdo de cédigo (Code Division Multiple Access)
CMFB - Banco de filtros modulado por cosseno (Cosine Modulated Filter Bank)
DMT - Discrete MultiTone

DWMT - Discrete Wavelet MultiTone

ELT - Extended Lapped Transforms

FDFB - Banco de filtros com atrasos fraciondrios (Fractional-Delay Filter Bank)
FIR - Resposta ao impulso finita (Finite Impulse Response)

FM - Modulacao de freqiiéncia (Frequency Modulation)

IBI - Interferéncia entre blocos (Inter Block Interference)

ITR - Resposta ao impulso infinita (Infinite Impulse Response)

ISI - Interferéncia entre simbolos (InterSymbol Interference)

MIMO - Miiltiplas entradas e multiplas saidas (Multiple Input Multiple Output)
MSWF - Filtro de Wiener em multiplos estigios (Multistage Wiener Filter)
OFDM - Orthogonal Frequency Division Multiplex

PR - Reconstrugao perfeita (Perfect Reconstruction)

QPSK - Quadrature Phase Shift Keying

xi



RLS - Recursive Least Squares

SIR - Relacao sinal inteferéncia (Signal to Interference Ratio)
SNR - Relagao sinal ruido (Signal to Noise Ratio)

WLS - Weighted Least Squares

ZF - Zero Forcing

xii



Capitulo 1

Introducao

Em 1898, o livro “The War of The Worlds” (A Guerra dos Mundos) de H.
G. Wells aterrorizou a Inglaterra com a descricao da invasao da Terra por seres
provenientes de Marte, sendo estes possuidores de maquinas e equipamentos muito
superiores aos existentes na Terra. Sua tecnologia era incompreensivel para os se-
res humanos da época, dado seu grau de desenvolvimento. Quando a invasao ja
estava em estigio avancado, o autor descreve as maquinas de guerra imbativeis dos
“marcianos”, capazes de se comunicar a distancia utilizando...sinais sonoros, em
uma espécie de cédigo musical: “They communicated with one another by means of
siren-like howls, running up and down the scale from one note to another.”* Por
que nao utilizavam comunicacao sem fio através de ondas de radio? Talvez por que
mesmo as vésperas do século XX seria mais fécil os leitores acreditarem (e de fato
muitos acreditaram) em invasores de Marte do que em comunicagao & distancia sem
fios, que provavelmente seria encarada como uma espécie de telepatia eletronica.

Esse episddio serve para que possamos compreender a grandiosidade das mu-
dancas trazidas ao mundo nas tdltimas décadas. A descoberta da propagacao das
ondas de radio no vacuo e a utilizacao desse fenomeno para realizar a comunicagao
a grandes distancias sem a utilizacao de fios revolucionaram tanto a vida dos cien-
tistas e engenheiros como a do cidadao comum, que nem se dé conta que ao ligar a
televisao ou utilizar o controle remoto sem fio estd utilizando dispositivos que por

muito tempo fizeram parte do campo do misticismo e nao da ciéncia.

I Traducéo livre: “Eles se comunicavam uns com os outros através de sons semelhantes a sirenes,

subindo e descendo a escala de uma nota para outra.”



Esse grande avanco tecnolégico foi capaz nao apenas de tornar realidade a
comunicagao a grandes distancias sem a utilizacdo de fios de qualquer espécie como
também tornar obsoletas as tecnologias inicialmente empregadas para esse fim. As
primeiras aplicagoes para o radio foram transmissoes de mensagens telegraficas para
uso militar, razao pela qual muito do desenvolvimento inicial do radio era conside-
rado sigiloso, o que impede que os créditos pelas primeiras descobertas possam ser
dados corretamente. Com a invencao da valvula em 1905, foi possivel transmitir
nao apenas sinais telegraficos, mas também sinais de voz e musica, iniciando uma
nova era nas comunicagoes.

Surgiram entao as radios comerciais, colocando o cidadao comum em contato
com tecnologias antes reservadas apenas para uso militar, e mesmo o mais cético nao
teria como nao acreditar na maravilha que se tornava realidade diante de seus olhos
e ouvidos. O desenvolvimento de novos componentes eletronicos, menores e mais
baratos, possibilitaram a difusao dos aparelhos de radio e o surgimento da televisao,
mais uma grande maravilha tornada realidade quando mesmo a existéncia do radio
era desconhecida para muitas pessoas.

A sucessao de novas tecnologias passou a vir em uma taxa tao assustado-
ramente rapida que trouxe consigo o sentimento de que mesmo a mais absurda
das idéias é possivel, apenas ainda nao sabemos como realiza-la. Os computadores
vieram para corroborar esse pensamento, ja que aquilo que se considerava a carac-
teristica mais particular do ser humano, a inteligéncia, passou a ser compartilhada
com uma maquina criada pelo homem.

Com os computadores, veio também a necessidade de compartilhar in-
formacoes entre os mesmos. Como os computadores ndo eram capazes de se comu-
nicar eficientemente utilizando voz ou sinais visuais, era necessario repensar a forma
de realizar a comunicacdo. Como os computadores armazenavam a informacao na
forma de digitos bindrios (“0” ou “1”) estes eram os simbolos que precisavam ser
transmitidos, e esta forma de comunicacao ficou conhecida como digital.

Hoje, a tendéncia é utilizar cada vez mais a transmissao de informagcoes em
formato digital, no lugar do formato analdgico utilizado nas radios AM e FM. Ao
transmitir a informacao em formato digital, o sinal a ser transmitido deve ser con-

vertido em uma seqiiéncia de simbolos, escolhidos dentre um alfabeto conhecido



tanto pelo transmissor como pelo receptor. Essa forma de comunicagao é mais re-
sistente a interferéncias ja que o simbolo nao precisa chegar ao receptor exatamente
em sua forma original, mas apenas de forma tal que ainda possa ser reconhecido
corretamente. Essa é uma caracteristica importante, ja que quando utilizamos o ar
como 0 meio em que 0s sinais sao transmitidos, o nivel de distorcao presente no sinal
recebido pode ser elevado ao ponto de inviabilizar a comunicacao analégica.

Existem varias alternativas para tornar possivel o reconhecimento dos
simbolos por parte do receptor, como utilizar sinais de alta poténcia para trans-
missdo, ou posicionar as antenas de modo a ter uma linha de visada direta entre o
transmissor e o receptor. Embora algumas dessas alternativas sejam vidveis para
comunicac¢ao entre pontos fixos, as mesmas sao dispendiosas, nao sendo vidveis para
o cidadao comum, que deseja ter um telefone que possa carregar junto de si, ou
deseja que seus eletrodomésticos possam interagir entre si e com outros sistemas de
computadores apenas utilizando sinais de radio.

Para tornar essas e outras aplicagoes possiveis é necessario acrescentar ao
sistema de comunicagoes um elemento chamado de equalizador. O conceito de equa-
lizagao é bastante simples, sendo normalmente utilizado no dia-a-dia mesmo por
pessoas que nao compreendem os principios para a construcao de um equalizador,
mas podem perceber claramente o seu efeito. Ainda nao estamos falando de siste-
mas de comunicagoes, telefones celulares etc., mas simplesmente do equalizador de
audio encontrado na maioria dos equipamentos de som caseiros e walkmans. Mesmo
que nao compreenda o funcionamento exato desse dispositivo, o ouvinte de misica
sabe como utilizar o equalizador para compensar as distorgoes introduzidas pelo
sistema de gravacao e reprodugao ou para destacar o som de algum instrumento.
Sem perceber, esse ouvinte ja conhece os elementos fundamentais de um sistema de
comunicagdo, onde nesse caso os musicos sao a fonte de informagdo, o ouvinte é o
receptor, e tudo o mais (microfone, mesa de som, CD) compde o canal de comu-
nicacao.

Vamos extrapolar um pouco esse modelo para podermos falar sobre sistemas
de comunicagao de forma geral, onde a fonte de informacao pode ser tanto continua
quanto discreta. O transmissor realiza operacoes sobre os dados para facilitar — e

eventualmente, possibilitar — a recepg¢ao e insere os mesmos no meio fisico; o canal



representa um sistema linear que insere as distor¢oes introduzidas nos dados que
saem do transmissor e também o ruido aleatorio adicionado aos mesmos; finalmente,
o receptor/equalizador recebe os dados do meio fisico e opera sobre os mesmos de
modo a tentar recuperar a informagao transmitida originalmente.

Tradicionalmente a equalizacao é realizada de forma serial, ou seja, a recepcao
é realizada simbolo a simbolo, e ndo existe nenhuma “fronteira” separando grupos
de simbolos. Outro esquema de equalizacao conhecido como equalizagdo em blocos
tem sido bastante considerado atualmente. Nesse esquema a recepgao é realizada
quando do recebimento de um bloco de simbolos, que normalmente é separado dos
demais blocos por simbolos de guarda. Em um sistema de comunicacoes com essas
caracteristicas, o transmissor e o receptor/equalizador podem ser interpretados como
um banco de filtros, o que justifica parte do interesse dedicado a esse esquema de
comunicagoes, ja que toda a teoria desenvolvida para bancos de filtros pode ser
diretamente aplicada.

Recentemente alguns avangos foram conquistados no estabelecimento de uma
base tedrica que garanta a existéncia de equalizadores conhecendo-se o banco de fil-
tros utilizado e as caracteristicas do canal de comunicacao. Como conseqiiéncia
desses esforcos, demonstrou-se que para ser possivel receber exatamente os simbolos
transmitidos independentemente do canal de comunicacao, é necessario inserir
simbolos de guarda nos blocos transmitidos. Considerando a taxa de transmissao
dos simbolos fixa, a inser¢do dos simbolos de guarda (ou simbolos redundantes) re-
duz a taxa efetiva de transmissao de informacao e, portanto, é importante conhecer
a quantidade minima de simbolos de guarda que precisa ser inserida, de modo a
poder utilizar de forma eficiente os meios disponiveis.

Diante desse quadro atual de pesquisas em equalizadores, podemos afirmar
que este trabalho se insere em duas frentes distintas: primeiramente buscamos uti-
lizar a teoria ja desenvolvida para bancos de filtros com reconstrugao perfeita ou
quase perfeita para realizar a equalizacao. Dentro desse contexto, nosso trabalho
dividiu-se ainda em duas partes: utilizacao de bancos de filtros que permitam equa-
lizacao independente nas sub-bandas e a utilizacao de um filtro de Wiener associado
a transformacoes lineares triviais para a recepcao.

A busca por uma equalizacao independente nas sub-bandas surge porque



quando utilizamos processamento em blocos o equalizador deixa de ser um filtro
para se tornar uma matriz de filtros. Dessa forma a complexidade do sistema pode
se tornar proibitivamente alta, pois onde era necessario estimar N filtros, torna-se
necessario estimar N? filtros.

E possivel mostrar [1, 2] que caso filtros de resposta ao impulso infinita sejam
permitidos, é possivel parametrizar uma solugao para o equalizador em funcao de
um banco de filtros que implemente atrasos fraciondrios, de forma que a equalizagao
possa ser realizada de forma independente nas sub-bandas, ou seja, apenas N filtros
necessitam ser estimados. No Capitulo 3 descrevemos essa estrutura e mostramos
trés alternativas para aproximar os atrasos fraciondrios através de filtros com res-
posta ao impulso finita. Um transmultiplexador implementado dessa forma pode
ser dividido em uma parte fixa e outra variavel, estando a primeira responsavel por
tornar independente a informacao de cada sub-banda, e a segunda responsavel pela
equalizagao propriamente dita.

Os resultados foram comparados com transmultiplexadores baseados em ban-
cos de filtros modulados por cosseno (Cosine Modulated Filter Bank, CMFB), onde
foi possivel verificar que o banco de filtros com atrasos fraciondrios (Fractional-Delay
Filter Bank, FDFB) possui desempenho equivalente ao primeiro. Dessa forma, o
FDFB é uma alternativa de projeto mais simples e flexivel do que o CMFB. Além
disso, a equalizacao também pode ser realizada de forma menos complexa, possi-
bilitando o uso de algoritmos mais elaborados e que melhorem o desempenho do
sistema.

Para a segunda estrutura de equalizacao, utiliza-se um filtro de Wiener as-
sociado a transformacoOes lineares triviais para a recepc¢ao, aproveitando o fato de
atualmente varios sistemas comerciais utilizarem tecnologias de transmissao basea-
das em OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexr) ou DMT (Discrete Mul-
tiTone), onde uma grande quantidade de redundancia) é introduzida de modo a
possibilitar a equalizacao com reconstrucao perfeita em qualquer canal de comu-
nicacoes. Em sistemas desse tipo, as informacoes sao transmitidas em sub-bandas
distintas de freqiiéncia. Se uma determinada regiao da resposta em frequéncia do
canal apresentar uma grande atenuagao, a informacao transmitida na sub-banda cor-

respondente nao sera recebida adequadamente. Como as sub-bandas se sobrepoem,



as sub-bandas vizinhas também serao afetadas.

No Capitulo 4 mostramos uma alternativa a esses sistemas, que consiste
na utilizacao de um sistema onde nao ha separacao em sub-bandas, mas todos os
sinais sao transmitidos diretamente no canal. Conseguimos mostrar que o receptor
necessita apenas realizar a estimagao de um elemento do bloco transmitido; para
receber os demais basta aplicar uma transformacao linear trivial no bloco de entrada
e utilizar o mesmo filtro ja calculado anteriormente.

Foram realizadas simulacoes comparando o sistema proposto com o DMT, e
verificamos que o sistema proposto possui desempenho superior ao DMT em uma
larga faixa de relacdo sinal-ruido (Signal to Noise Ratio, SNR) e desempenho equi-
valente para outros valores de SNR.

A complexidade de implementacao deste sistema é bastante baixa, pois o
transmissor possui complexidade praticamente nula, e o receptor apenas precisa
calcular um filtro para receber todo o bloco. As transformagoes lineares na realidade
representam apenas circulacoes no bloco recebido, podendo ser implementadas em
processadores digitais de sinais sem a utilizacao de multiplicacoes ou adicoes.

Na segunda frente de trabalho, buscamos estabelecer condicoes teéricas sobre
o projeto do equalizador de modo a garantir a reconstrugao perfeita do sinal trans-
mitido. Alguns trabalhos importantes foram realizados recentemente nesse sentido,
como em [1, 3, 4], e buscamos estender esses resultados de modo a possibilitar um
projeto mais eficiente do equalizador.

No Capitulo 5 descrevemos a andlise tedrica realizada em [1], com algumas
adaptacgoOes para compatibilizar a estrutura do transmultiplexador com a utilizada
neste trabalho. Neste capitulo a andlise é realizada no dominio da transformada Z,
sendo possivel obter condicoes sobre os zeros do canal e a quantidade de redundancia
inserida nos blocos que garantam a existéncia de equalizadores com reconstrucao
perfeita do sinal transmitido. Além disso, descrevemos a parametrizacdo dada em
[1] para um equalizador que satisfaga essas condigoes, onde é necessario que ambos
o transmissor e o receptor possuam informacgao sobre o canal. Generalizamos essa
parametrizacao para permitir equalizadores onde o transmissor seja fixo e apenas o
receptor possua informagao sobre o canal.

No Capitulo 6 estendemos a anélise tedrica encontrada em [4], porém re-



tirando vérias restri¢oes presentes em [4], de modo que a anélise presente neste
trabalho segue de forma independente. Os resultados obtidos oferecem uma base
tedrica para a utilizacao de equalizadores menos complexos do que os encontrados
em [4], além de englobar situagoes onde a resposta ao impulso do canal é longa, ou

seja, maior do que o comprimento dos blocos.



Capitulo 2

Bancos de Filtros em Sistemas de

Comunicacoes

Inicialmente, vamos introduzir parte da terminologia e dos blocos bésicos uti-
lizados em processamento de sinais em multiplas taxas. Vamos introduzir também
o conceito de bancos de filtros e discutir algumas de suas propriedades mais impor-
tantes. Mostraremos ainda a estrutura do transmultiplexador, que sera largamente
utilizado neste trabalho. Por fim, mostraremos duas alternativas para a decom-
posicao polifasica do transmultiplexador que serao utilizadas neste trabalho.

Este capitulo tem o propoésito de servir como referéncia rapida para o leitor e
nao ensinar o assunto ou servir como uma revisao aprofundada do mesmo. Maiores

detalhes podem ser encontrados em [2, 5, 6, 7].

2.1 Processamento de Sinais em Miiltiplas Taxas

As operagoes essenciais em processamento de sinais em multiplas taxas sao a
decimacgdo e a interpolacdo. Tais operagoes sao representadas pelos blocos mostrados
na Figura 2.1. O decimador recebe uma seqiiéncia de entrada z(n) e produz uma
seqiiéncia de saida

yp(n) = z(Mn), (2.1)

com M inteiro. Dessa forma, apenas as amostras de z(n) que ocorram em intervalos

de tempo multiplos de M serao retidas pelo decimador. O interpolador recebe uma



seqiiéncia de entrada z(n) e produz uma seqiiéncia de saida

xz(n/L), se n for miltiplo inteiro
yr(n) = (2.2)
0, caso contrario,

com L inteiro. Ao contrario do decimador, o interpolador nao provoca perda de

informagao, e portanto x(n) pode ser sempre recuperado a partir de yr(n).

X(2) Yp(2) X(2) C Yi(2)
(a) (b)

a
Figura 2.1: Blocos construtores para processamento de sinais em multiplas taxas:

(a) decimador, (b) interpolador.

As relacoes de entrada e saida do decimador e do interpolador podem ser

representadas no dominio da transformada Z como [2, 6]

M-1

Vi (z) = % S X(GVMWE), Wiy = ei2miM (2.3)
Vi(z) = X() (2.4)

A Figura 2.2(b) mostra o efeito da interpolagdo no dominio da transformada Z.
Podemos observar que ao interpolarmos o sinal X (z), criamos réplicas comprimidas
do mesmo, e portanto nao hé perda de informagao. Ja para a decimacao, é evidente
que se X(z) nao for limitado em 7/M haverd aliasing' e conseqiiente perda de

informagéo, como mostrado na Figura 2.2(c).

2.1.1 Identidades Nobres

As identidades nobres sao propriedades para a interconexao em cascata de um
decimador seguido de um filtro digital e a interconexao em cascata de um filtro digital
seguido de um interpolador. Essas interconexdes surgem quando implementamos
sistemas em miiltiplas taxas de forma polifisica (c.f. Secdo 2.4). As identidades

nobres encontram-se resumidas na Figura 2.3.

1O fenémeno de aliasing ocorre quando sendides de alta freqgiiéncia comportam-se como sendides

de baixa freqiiéncia apds decimagéo [2, 6].



X (/)

(a)
YI(ej“’)
:
| | |
-7 0 T 2 w
(b)
YD(ej“’)
I e
| | |
-7 0 s 27 w
(c)

Figura 2.2: Efeito do interpolador e do decimador no dominio da transformada Z:

(a) sinal original; (b) interpolagdo com L = 4; (c) decimagdo com M = 2.

Y2(n)

i
Q
N
=

Figura 2.3: Identidades Nobres.
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2.2 Bancos de Filtros

Um banco de filtros é um conjunto de filtros com uma entrada comum ou
uma saida comum. Essas situacoes sao mostradas na Figura 2.4. O sistema na
Figura 2.4(a) é chamado de banco de filtros de andlise, e os filtros G(z) sdo os
filtros de andlise. Esse sistema divide o sinal x(n) em M sinais zx(n), chamados
de sinais em sub-bandas. No caso em que o fator de decimacao/interpolacao é igual
ao numero de sub-bandas, o sistema é chamado de minimamente interpolado ou
maximamente decimado. O sistema mostrado na Figura 2.4(b) é chamado de banco

de filtros de sintese, e os filtros Fy(z) sao os filtros de sintese.

z(n) Yo (k) Yo
GO (Z)

F()(Z)

S

G1 (Z)

ym—1(k ym—1(k
\—“ Gu-1(2) 4‘@—J‘( : ! L‘@—‘ Fr_a(2) 4

(a) (b)

Figura 2.4: Bancos de filtros: (a) andlise; (b) sintese.

Fl(Z)

Os filtros G(2) e Fy(z) podem ser de tal forma que se um sinal for injetado
no banco de filtros de andlise e os sinais em sub-bandas forem injetados no banco de
filtros de sintese, o resultado é o préprio sinal original; nesse caso diz-se que o banco
de filtros possui a caracteristica de reconstrucdo perfeita. Caso o banco de filtros
nao possua reconstrucao perfeita, existem trés fontes de erros no sinal reconstruido:
aliasing, distor¢ao de amplitude e distorcao de fase.

Em muitos casos a exigéncia de reconstrucdo perfeita traz limitagoes severas
quanto a resposta em freqiiéncia dos filtros, resultando em uma fraca atenuacao na
banda de rejeicao e uma larga faixa de transicao. Para contornar esses problemas
podem ser utilizados bancos de filtros com reconstrugao quase perfeita, onde os filtros
sao projetados de modo a minimizar os efeitos mencionados acima. Nesse caso o sinal
reconstruido diferira ligeiramente do sinal original, mas isso nao é necessariamente

um problema, desde que o erro seja pequeno comparado com as demais fontes de
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so(n)

Fo(2) H(z) \ Go(2)

I3
(=]
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=z
IS
=
Ko
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=
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=
=
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=
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3
S

s1(n)
FI(Z)

SM,I(TL) UM,I(IC) §M71(TL)
4’@—> FM—l(z) \—’ GM—l(z) 4’@—>

Figura 2.5: Transmultiplexador Discreto.
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=
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erros no sistema como um todo (erros de quantizagdo, ruido etc.). Normalmente
é possivel obter filtros com caracteristicas em freqiiéncia mais atraentes. Existem
varias técnicas para projeto de bancos de filtros com reconstrucao perfeita ou quase

perfeita, e uma andlise abrangente das mesmas pode ser encontrada em [2, 8, 5, 9].

2.3 O Transmultiplexador Digital

Uma estrutura de banco de filtros que é central para o desenvolvimento deste
trabalho é o transmultiplexador. Originalmente o transmultiplexador era utilizado
para converter dados multiplexados em freqiéncia para dados multiplexados no
tempo e vice-versa [7]. A estrutura do transmultiplexador é mostrada na Figura 2.5.
Comparando com a Figura 2.4, vemos que o transmultiplexador nada mais é do que
um banco de filtros onde o sinal de entrada é injetado no banco de filtros de sintese
e a saida obtida no banco de filtros de andlise.

Nessa configuracao de transmultiplexador, os filtros F,(z) sdo também cha-

mados de transmissores ou filtros de transmissdo, e suas saidas sao dadas por

oo

um(k) = Z Sm(n) fm(k — nN), (2.5)

n=—o0o0
onde f,,(k) sdo as respostas ao impulso dos filtros de transmissdo, e s,,(n) sdo os
simbolos transmitidos no sub-canal m. A saida do banco de filtros de sintese é entao

dada por

o0

u(k) = z_: D" Sm(n) fm(k — nN). (2.6)

m=0 n=—00

Se os filtros Fy(z) forem “bons” filtros passa-banda, podemos dizer que os sinais

12



um(k) estdo em bandas de freqiiéncia diferentes, e portanto u(k) é um sinal multi-
plexado em freqiiéncia.

Os filtros Gy, (z) também recebem uma denominagao especial quando utiliza-
dos na configuracao de transmultiplexador, sendo chamados de receptores ou filtros

de recep¢do. Os sinais §,,(n) sdo os simbolos estimados no receptor, e sao dados por

o0

Sm(n) = Y y(k)gm(nN — k), (2.7)

k=—o00
onde g,,(k) sdo as respostas ao impulso dos filtros de recepgao, e y(k) é o sinal que

chega no transmissor. Uma forma alternativa de calcular $,,(n) é dada por

o0

Sn(m) = S gm(K)y(nN — k). (2.8)

k=—00

Para simplificar o entendimento, vamos supor que o modelo de canal H(z) nao
distorga o sinal u(k), ou seja, H(z) = 1. Vamos supor também que o ruido aditivo
gaussiano de média zero v(k) seja nulo, ou seja, v(k) = 0. Entdo, para estimar os
simbolos transmitidos, podemos escolher os filtros G (z) de forma a que o conjunto
formado pelos filtros e decimadores constituam o banco de filtros de andlise com
reconstrucao perfeita correspondente ao banco de filtros de sintese utilizado.

No caso geral, H(z) # 1 e v(k) # 0, ndo basta utilizar um banco de filtros
com reconstrucao perfeita para recuperar o sinal transmitido, pois os efeitos do
modelo de canal devem ser reduzidos (se possivel eliminados). Podemos modificar
o sistema de comunicacgoes para o mostrado na Figura 2.6, onde introduzimos um
equalizador para eliminar os efeitos do modelo de canal. Vérios critérios podem
ser utilizados para o projeto do equalizador, como reconstrucao perfeita do sinal
transmitido? e minimizacao do erro médio quadrético entre um sinal de treinamento
e o sinal recebido.

Convém notar que para o equalizador mostrado na Figura 2.6, a reconstrucao
perfeita somente serd possivel se todos os zeros do modelo de canal estiverem dentro
do circulo unitédrio, ou seja, se o canal possuir fase minima[6]. Podemos evitar esta
restri¢ao se realizarmos a equalizacao apds a de-multiplexacdo no tempo para blocos

no receptor. Esse caso serd estudado com mais detalhes nos Capitulos 5 e 6.

2Para reconstrucdo perfeita do sinal transmitido é necessirio projetar o equalizador supondo

v(k) = 0 e posteriormente analisar o seu desempenho com v(k) # 0.
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so(n) ug(k) u(k) 2(k) + y(k) 30(n)
TN Fy(z2) H(z) ‘ 1/H(z) Go(z)

s1(n) ui (k) 81(n)
tN Fi(z) Gi(2) 4‘@—*

SM,l(TL) Up_1 k .§M,1(n)
4‘@ Fyalz ( )‘ \—’ Gu-1(2) 4‘@—‘

Figura 2.6: Transmultiplexador discreto com equalizador.

2.4 Representacao Polifasica do Transmultiplexa-
dor

Para o projeto do transmultiplexador, as equagdes (2.6) e (2.7) em geral
levam a sistemas de equagoes com alto grau de complexidade, o que dificulta, e
eventualmente impossibilita, encontrar uma solugao. Por isso, é interessante utilizar
alguma outra forma de representar o sistema composto pelo transmultiplexador e o
modelo de canal. Dentre as representacoes possiveis, a decomposi¢do polifisica do
transmultiplexador sera bastante utilizada no decorrer deste trabalho.

Vamos supor uma fung¢io de transferéncia B(z) da forma

B(z)= Y b(n)z " (2.9)

n=—oo

Podemos reescrever B(z) como

B(z) = io: b(nN)z ™ 4 271 io: b(nN + 1)z ™ +... +

A e (2.10)
+ 7z N Z b(nN + N — 1)z,
Definindo
Ei(z)= ) b(nN+1)z™" (2.11)

n=—oo

e utilizando (2.10), obtemos a representacdo polifisica do tipo 1 para B(z), dada

por

B(z) = 2 2 E(2N) (2.12)
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Uma variante de (2.12) conhecida como representagao polifdsica do tipo 2 é
dada por
N-1
B(z) = Z 2 ND R () (2.13)

1=0
Os componentes da representagao polifasica do tipo 2, R;(2"), sao obtidos através
de permutagdes de Fj(z), da forma R;(2Y) = Ey_1 (2Y).
Utilizando as representacoes polifasicas mostradas nesta secao e utilizando as
identidades nobres, podemos redesenhar o transmultiplexador da Figura 2.5 como
mostrado na Figura 2.7. Para tanto basta escrever os filtros de sintese na forma

polifasica do tipo 2,

N—-1
Fn(z) = r WNOR (2N (2.14)
=0
onde
Rim(2) = Y fu(Nn+N—1-1)z" (2.15)

e os filtros de andlise na forma polifasica do tipo 1,

Ho() = 3 2 B(2Y) (2.16)
onde o
Emi(2) = > gm(Nn+1)z™" (2.17)

As matrizes R(z) e E(z) s@o entdo definidas como

-RNfl,Mfl(Z) T RNfl,O(Z)-

R(z) = : : (2.18)
i Ro,M71(2) T Ro,o(z) ]
- EO,O(Z) T EO,N—l(Z) ]

E(z) = ; ; (2.19)
_EM—1,0(Z) Tt EM—1,N—1(Z)_

Para simplificar a andlise tedrica que sera realizada nos préximos capitulos,
vamos considerar a representacao alternativa do transmultiplexador mostrada na
Figura 2.8, onde as matrizes R(z) e E(z) s@o omitidas para melhorar a visualizagao.

Na Figura 2.8(a) apenas adicionamos um bloco representando um adiantamento de
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| R(z) o |
3 1

Figura 2.7: Representacao polifasica do transmultiplexador.

N — 1 unidades de tempo e um bloco representando um atraso da mesma quanti-
dade. Na Figura 2.8(b), o bloco 2! foi incorporado ao transmissor, enquanto o

bloco z~N+1

foi deslocado para o lado do receptor de forma que o sinal na entrada
do receptor estd atrasado de N — 1 amostras. Ajustando a referéncia de tempo no
transmissor e no receptor, o sistema fica finalmente como representado na Figura 2.9.
O atraso de N —1 na fonte de ruido, v(k), foi descartado por estarmos considerando

sempre ruido branco neste trabalho.
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v(ig N 1)
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z z71
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Figura 2.8: Representacao polifiasica modificada do transmultiplexador.
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v(k)

. H@H@—> H(z)

=

R(2) z

y(k)

E(2)

Figura 2.9: Representacao alternativa do transmultiplexador supondo sincronizagao

do sinal na entrada do receptor.
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Capitulo 3

Equalizacao Independente nas

Sub-bandas

Técnicas de transmissao com multiplas portadoras baseadas em bancos de
filtros, como Discrete Wavelet MultiTone (DWMT)[10], tém recebido aten¢do na
area de transmissao de dados em redes de acesso com fio. A maior vantagem do
DWMT em comparagao com a abordagem padrao do Discrete MultiTone (DMT)[11]
¢ a baixa sensibilidade do primeiro com respeito a interferéncia de banda estreita.
Ambas as técnicas DMT e DWMT podem ser consideradas como sistemas transmul-
tiplexadores baseados em bancos de filtros, discutidos brevemente no Capitulo 2.

Um sistema DWMT foi proposto em [12] utilizando bancos de filtros do tipo
cosseno modulado (Cosine Modulated Filter Bank, CMFB) com reconstrugio per-
feita. O CMFB reduz consideravelmente a sensibilidade a interferéncias de banda
estreita, a0 mesmo tempo que possui uma metodologia simples de projeto. Porém,
como o CMFB nao elimina completamente a interferéncia entre sub-bandas adja-
centes, para fazer a equalizagdo é preciso levar em conta informacao sobre essas
sub-bandas.

Neste capitulo, projetamos um transmultiplexador baseado no banco de fil-
tros descrito em [13]. Esse método permite que a equalizagdo possa ser realizada
independentemente para cada sub-banda, o que simplifica os algoritmos adaptativos
e reduz a carga computacional. No decorrer da discussao, veremos também que o

projeto do sistema segue uma metodologia simples e bastante flexivel.
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3.1 Transmultiplexador Baseado em Atrasos
Fracionarios

A Figura 3.1 mostra a estrutura geral de um sistema transmultiplexador,
onde a matriz F(z) é a representacao polifisica do banco de filtros de anélise, e a
matriz R(z) é a representagio polifdsica do banco de filtros de sintese, o vetor s(n)
é o sinal de entrada, H(z) é o modelo de canal e v(k) é ruido aleatério gaussiano de
meédia zero.

Banco de Filtros de Sintese

s(n) i

i 2zt i
| RE) 1
i 21 i
- — :>—% H(z)

Figura 3.1: Transmultiplexador.

Uma técnica para realizar a equalizacao apos o sinal ter passado pelo modelo
de canal, é reescrever o problema como uma identificacao de sistemas, onde o sistema
desconhecido é G(z) = 1/H(z). Essa configuragao é mostrada na Figura 3.2, onde
BFA é o banco de filtros de andlise e consideramos que o banco de filtros possua a
propriedade de reconstrugao perfeita, ou seja, R(z) = E(z)~.

A partir dos sinais de entrada e desejado, y(k) e d(k), podemos definir suas

versoes em blocos, y(n) e d(n), como
y(n) = [y(nN) y(nN —1) --- y(nN - N+ 1)J" (3.1)

d(n) = [d(nN) d(nN —1) --- d(nN — N + 1)]" (3.2)
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G(2) d(k) BFA 5 s(n)
zo(n) ,
1(n) -
y(k) BFA A(2) 7 8(n)
xpr—1(n) :

Figura 3.2: Equalizacao de canal.

e suas transformadas Z como

Y(z)= ) ym)z" (3.3)
D(z)= >  d(n)z " (3.4)

Os sinais de entrada e desejado, divididos em sub-bandas e descritos no

dominio da freqiiéncia, podem ser escritos de forma vetorial como

S(z) = AR)E(2)Y(2) (3.5)
S(z) = E(2)D(z) (3.6)
onde S(z) é o sinal desejado filtrado nas sub-bandas e §(z) é a saida do equalizador
(vide Figura 3.2). Neste ponto, é 1til considerar a representagdo em blocos do

sistema desconhecido, que pode ser obtida através de uma matriz pseudocirculante[2]

G(z). Por exemplo, no caso particular de uma matriz 3 x 3, G(z) é dada por

Go(2) Gi(z)  Ga(z)
G(2) = | 27'Ga(2)  Gol2) Gi(2) (3.7)
271G1(2) 27'Ga(z) Go(?)

onde G;(2),7 = 0,1,2, sdo as componentes polifisicas de G(z).

Agora podemos expressar o sinal desejado em blocos como

D(z) = G(2)Y(z) (3.8)

S(z) =E(2)G(2)Y(2) (3.9)



Definindo o vetor de erro como £(z) = §(z) — 8(z) e igualando a zero (para

Y (z) # 0), podemos gerar a solu¢ao étima para a matriz de coeficientes do equali-

zador,
E(2)G(z2) = Ao(2)E(2) (3.10)
cuja expressao para o caso criticamente decimado é dada por
Ay (2) = E(2)G(2)E *(2) (3.11)

Em geral, a matriz A,(z) ndo é diagonal, e portanto sdo necessdrios filtros
cruzados entre os sub-canais para modelar perfeitamente o sistema desconhecido. Se
escolhermos a matriz E(z) como uma transformacao de similaridade que transforma
G(z) em sua forma de Jordan, podemos evitar a maior parte (normalmente todos)
dos elementos fora da diagonal principal da matriz A(z). A diagonalizagdo com-
pleta somente é impossivel para matrizes com deficiéncia de posto, e nas discussoes

seguintes vamos assumir que G(z) é diagonalizavel, ou seja, existe uma matriz T(z)

tal que i i
Aoo(2) 0 0
-1 0 Ao,l (Z) 0
T(2)G(2)T " (2) = ' (3.12)
i 0 0 Ao,L—l(z) i

Em [9, 13] os autores mostram que a diagonalizacao da matriz de equalizagao

é obtida com

N-1

E(z) = W*A ' (2)z~ 7 (3.13)

onde W é a matriz de DFT N x N cujo elemento (4, j), parai,j =0,1,...,N —1,

_j2w

é dado por W%, onde W = ——e~ '~ e

L
0 0
. 0 2~ 0

A7 (2)z N = (3.14)
0 0 1

Note-se que a expressao obtida para o banco de filtros de analise ndao depende
de informagao sobre o sistema desconhecido, mas somente do niimero de sub-bandas.
Considerando

E(2)R(z) = 271, (3.15)
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a expressdo para o banco de filtros de sintese segue diretamente de (3.13):

R(z)=| W (3.16)

Os bancos de filtros E(z) e R(z) nao podem ser realizados exatamente devido
aos atrasos fraciondrios presentes em A(z). Nas préximas segbes veremos como

projetar E(z) e R(z) utilizando aproximagoes para os atrasos fraciondrios.

3.2 Aproximacao dos Atrasos Fracionarios

Nesta secao discutiremos trés formas presentes na literatura para gerar os
atrasos fracionarios através de filtros FIR. Na seqiiéncia, destacaremos também as

vantagens de cada método para a aplicagao em questao.

3.2.1 Filtro de Nyquist

Em [14] o autor mostra uma técnica para aproximacao de atrasos fraciondrios
que consiste em projetar um filtro de Nyquist e manter a sua n-ésima componente
polifisica para representar o atraso +n/N, onde o atraso § representa a parte inteira
do atraso de grupo, ja que utilizamos filtros causais. A vantagem dessa aproximag¢ao
para a nossa aplicacao, deve-se ao fato do projeto de todos os atrasos fraciondrios
ser realizado pelo projeto de um tunico filtro de comprimento Ny = 2K N, K inteiro.

A resposta ao impulso de um filtro de Nyquist satisfaz

h(kN) = Fony H=0 (3.17)

0, caso contrario

onde K, é uma constante. No dominio da freqiiéncia, o espectro de h(k) é
H(Z) = Kn -+ ZilEl(ZN) + -4 ZiN+1EN,1(ZN) (318)

Se H(z) satisfizer as condi¢bes acima, podemos mostrar que [2]

N—

[y

H(zW'") = NK, (3.19)
=
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onde W = e=927/N,

Os filtros de Nyquist s@o normalmente projetados como filtros passa-baixas
cujas bordas de banda passante e banda de rejeicao sao simétricas com respeito a
freqliéncia normalizada 7 /N.

A Figura 3.3 mostra o atraso de grupo resultante da aproximacao acima para
K =5 e N = 128 e diferentes valores para os atrasos fracionarios. Os filtros sao
uma boa aproximacgao para os atrasos fraciondrios para freqiiéncias até 0.67, mas

para freqiiéncias acima dessa faixa o atraso de grupo desvia do seu valor original.
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Figura 3.3: Parte fracionaria do atraso de grupo para K =5 e N = 128.

3.2.2 Estrutura de Farrow Modificada

Outro método interessante para o projeto dos atrasos fracionarios é a estru-
tura de Farrow modificada [15]. A estrutura de Farrow modificada é mostrada na
Figura 3.4. Nessa estrutura, o valor do atraso fraciondrio é igual a u, e pode ser
ajustado livremente durante a computacao. Os filtros com funcao de transferéncia

®,(z), ¢=0,...,Q — 1, possuem fase linear e o valor de seus coeficientes ¢ fixo.
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Figura 3.4: Estrutura de Farrow modificada.

A saida da estrutura de Farrow mostrada na Figura 3.4 é dada por

Q N-1
y(k) =) (Z ¢q(n)z(k — n)) (1 —2p) (3.20)

q=0
onde u € [0,1) é o atraso fraciondrio desejado, () + 1 é o nimero de filtros, e ¢,(n)

sao as respostas ao impulso dos filtros FIR de fase linear com funcao de transferéncia

Q,(2) = Z_ ¢q(n)z™" (3.21)

O projeto dos filtros ®,(z) é realizado utilizando técnicas de otimiza¢ao, como
mostrado em [15]. Para a nossa aplicagdo, a vantagem desse método é que mesmo
que o nimero de sub-bandas seja varidvel nao é necessario reprojetar os filtros que
geram os atrasos fraciondrios, o que evita que os transmissores e receptores realizem
operacoes complexas de otimizagao, ou que possuam uma grande quantidade de

filtros armazenados em dispositivos de memoria.

3.2.3 Aproximacao por Minimos Quadrados

No6s também consideraremos o projeto dos atrasos fraciondrios através de
uma aproximagao de minimos quadrados (least squares), como apresentado em [14].
A maior desvantagem desse método para o nosso caso é que todos os filtros que
implementam os atrasos fraciondrios devem ser projetados separadamente. Porém,
o projeto de N filtros de comprimento N; pode ser menos complexo do que o projeto

de um tunico filtro de comprimento N x Ny.
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3.2.4 Erro de Reconstrucao do Banco de Filtros

Para avaliar o erro de reconstru¢do do Banco de Filtros com Atrasos Fra-
ciondrios (Fractional Delay Filter Bank, FDFB), 500 bits foram transmitidos em
N = 128 sub-bandas através de um modelo de canal sem distor¢ao e sem ruido
adicional. Os atrasos fraciondrios foram projetados segundo trés métodos: filtro de
Nyquist com 10N + 1 coeficientes; estrutura de Farrow modificada com N = 3 e
filtro com 26 coeficientes; aproximacao de minimos quadrados FIR com 11 e também
com 20 coeficientes.

A Figura 3.5 mostra o erro médio quadratico (EMQ) entre o sinal recebido
e o sinal transmitido para os trés métodos considerados. O erro médio quadratico
foi 13.66 dB para o filtro de Nyquist, 15.17 dB para a estrutura de Farrow modi-
ficada, 13.69 dB e 18.30 dB para a aproximacgao LS FIR com 11 e 20 coeficientes,

respectivamente.

1
10 20 30 40 50 60
Subcanais

Figura 3.5: Erro médio quadratico (EMQ) para o FDFB avaliado para trés métodos
de projeto: NYQ — filtro de Nyquist; FARROW - estrutura de Farrow modificada;
LS-11 = LS com 11 coeficientes; e LS-20 — LS com 20 coeficientes.
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3.3 Complexidade Computacional

Nesta secao apresentamos a complexidade computacional do Banco de Fil-
tros com Atrasos Fraciondrios (Fractional Delay Filter Bank, FDFB), medida como
o numero de multiplicagoes por amostra de entrada no banco de filtros de anélise.
Como o numero de multiplicacdes é o mesmo para ambos os bancos de filtros de
andlise e sintese, apenas o banco de filtros de andlise serd considerado. Para o de-
senvolvimento, assumiremos que a multiplicacao de um nimero real por um nimero
complexo necessita apenas de duas multiplicacoes reais e que uma FFT de N amos-
tras necessita de % log, N multiplicagdes complexas. A complexidade computacio-

nal é calculada como segue:
1. IFFT

2 N
Tippr = N (5 log, N) =logy N (3-22)

onde N é o numero de sub-bandas.

2. Atrasos Fracionarios

NFDFB
Tfrae = 5 (3.23)

onde Npprp é o comprimento do filtro protétipo (filtro de Nyquist).
O nimero total de multiplicagoes por amostra de entrada é

NFDFB

~ (3.24)

Trpre = Tirrr + Tirac = logy N +

Para efeito de comparagao, o nimero de multiplicacoes por amostra de entrada

em um banco de filtros usando Ezxtended Lapped Transforms (ELT) é [8]
1

onde K é o fator de sobreposicao e relaciona-se com o comprimento do filtro
prototipo por Ngpr = 2KN. Para o FDFB também é possivel expressar
o comprimento do filtro protétipo como Npprpp = 2K N, e (3.24) pode ser

reescrita como

2KN
TFDFB = 10g2 N + T = 10g2 N+ 2K (326)
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A Figura 3.6 mostra a razao Trprp/Trrr em fungdo de N para diferentes
valores de K. A Tabela 3.1 mostra os valores de Trprp € Trrr para diferentes

valores de N e K.
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Figura 3.6: Razao entre o nimero de multiplicacoes por simbolo de entrada do

FDFB e a ELT em funcdo de N para diferentes valores de K.

3.4 Resultados Experimentais

Os resultados experimentais apresentados nesta secao consistem de uma
média de 10 ou 20 transmissoes, cada uma envolvendo 600 bits por sub-canal. Para
o FDFB, o sinal em cada banda é equalizado por um filtro adaptativo do tipo Recur-
sive Least Squares (RLS)[16], e para o Banco de Filtros por Modulagdo de Cosseno
(Cosine Modulated Filter Bank, CMFB) o sinal em cada banda é equalizado por
um equalizador de Multiplas Entradas e Multiplas Saidas (Multiple Input Multi-
ple Output, MIMO) [17] que utiliza informagao sobre a sub-banda de interesse e as
duas sub-bandas vizinhas. Duas configuragoes sao consideradas para o equalizador
MIMO do CMFB: 3 coeficientes por canal (total de 9 coeficientes) e 9 coeficientes

por canal (total de 27 coeficientes). O modelo de canal é uma aproximacao FIR com
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Tabela 3.1: Valores de Trprp € Trrr para diferentes valores de N e K

FDFB ELT
: K=5|K=10| K=5]|K=10
32 15 25 9 14
64 16 26 9.5 14.5
128 17 27 10 15
256 18 28 10.5 15.5

62 coeficientes da resposta em freqiiénciat
H(w) = =530 (3.27)

A Figura 3.7 mostra a taxa de erros de bit (Bit Error Rate, BER) alcancada
para o FDFB implementado com filtro de Nyquist com 10M + 1 coeficientes proje-
tados usando a técnica WLS (Weighted Least Squares) descrita em [18], estrutura
de Farrow modificada com L = 3 e filtro com 26 coeficientes, e aproximacao LS FIR
com 20 coeficientes. As simulacoes compreendem transmissoes através de um canal
com ruido aditivo gaussiano e com interferéncia de banda estreita na freqiiéncia de
0,2657ws/2, onde ws/2 é a metade da freqiiéncia de amostragem. A interferéncia
de banda estreita possui largura de banda de 0,01w;/2 e com poténcia 35 dB acima
da poténcia do ruido aditivo gaussiano.

O desempenho do FDFB é aproximadamente o mesmo para todos os trés
métodos de projeto, especialmente para a estrutura de Farrow modificada e o método
de aproximacdes LS FIR. Para as préximas simulagdes consideraremos o projeto
baseado no filtro de Nyquist para comparacao com o CMFB.

A Figura 3.8 mostra a BER comparativa entre o FDFB e o CMFB para
transmissoes através de um canal com ruido aleatdrio gaussiano e com interferéncia
de banda estreita adicional. Para um canal sem interferéncia de banda estreita, o

FDFB tem desempenho ligeiramente superior ao CM-MIMO-9. Porém, se houver

10 modelo de canal destina-se a modelar cabos do tipo par trancado utilizados em sistemas
xDSL, e foi gentilmente cedido pelo Prof. Markku Renfors, Laboratério de Telecomunicagdes,

Universidade de Tecnologia de Tampere, Tampere, Finlandia.
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Figura 3.7: BER para transmissoes através de um canal com ruido aditivo gaussiano

e com interferéncia de banda estreita adicional.

interferéncia de banda estreita, o desempenho do FDFB piora para SNR maior do
que 30 dB, mantendo-se, contudo, superior ao CM-MIMO-3.

As Figuras 3.9, 3.10 e 3.11 mostram a Razao Sinal Interferéncia (Signal to
Interference Ratio, SIR) para um canal sem ruido aditivo, com ruido aditivo gaus-
siano e com ruido aditivo gaussiano e ruido de banda estreita. Apesar do FDFB
apresentar uma SIR baixa, possui um desempenho em termos de BER comparével
ao obtido com o CMFB com equalizador MIMO.

Para verificar se as sub-bandas estdao aproximadamente ortogonais ou nao,
o equalizador MIMO foi utilizado com o FDFB com 3 canais e 9 coeficientes por
canal (total de 27 coeficientes). A Figura 3.12 mostra a BER para diferentes valores
de SNR e para transmissoes através de um canal com ruido gaussiano e com inter-
feréncia de banda estreita adicional. Para o canal com ruido gaussiano apenas, o
desempenho do equalizador MIMO e do equalizador que utiliza apenas informacoes

da sub-banda desejada é praticamente a mesma. Porém, se interferéncia de banda
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Figura 3.8: BER para transmissoes através de um canal com ruido gaussiano e com

interferéncia de banda estreita adicional.

estreita estiver presente, o comportamento é bastante diferente, com o equalizador

MIMO apresentando um desempenho pior para SNR acima de 25 dB.

3.5 Conclusao

Neste capitulo mostramos uma abordagem alternativa para a implementagao
de sistemas DWMT baseados em bancos de filtros com atrasos fraciondrios (Frac-
tional Delay Filter Banks, FDFB). Aplicamos o banco de filtros proposto por [13]
na configuracao de transmultiplexador e realizamos simula¢ées em computador para
verificar o seu desempenho. As simulacoes foram realizadas considerando um modelo
de canal utilizado em transmissoes através de cabos de par trancado em sistemas
xDSL.

Quando comparada com a implementacao baseada em bancos de filtros mo-
dulados por cosseno, a técnica proposta apresenta melhor desempenho em termos
de taxa de erro de bit, particularmente para relacoes sinal ruido baixas e canais

altamente seletivos. Essa melhora é obtida ao custo de um ligeiro aumento na com-
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Figura 3.11: SIR para um canal com ruido aditivo gaussiano e ruido de banda

estreita.

plexidade computacional do banco de filtros, compensado pelo calculo mais simples
dos equalizadores.

O desempenho do sistema baseado em FDFB depende de uma boa separacao
das sub-bandas, o que somente pode ser obtido se houver uma boa aproximagao para
os atrasos fraciondrios. Utilizando filtros FIR nao é possivel obter uma realizagao
acurada dos atrasos fracionarios para toda a banda de freqiiéncias. Logo, o banco
de filtros obtido nao possui mais a caracteristica de reconstrucao perfeita, e sim
uma reconstrucao quase perfeita. Ainda assim pudemos realizar a separacao das
sub-bandas com acuracia suficiente para permitir a equalizacgao.

Todas as técnicas empregadas para a obtencdo de atrasos fracionarios levam
a resultados similares em termos de taxa de erro de bit para uma dada relacao sinal
ruido. A estrutura de Farrow modificada leva a uma implementacao interessante ja
que o mesmo conjunto de filtros pode ser usado para bancos de filtros com diferentes
nimeros de sub-bandas. Isso confere grande flexibilidade permitindo mudar dina-
micamente o numero de sub-bandas, mas aumenta a complexidade computacional.

O método de projeto LS FIR é interessante pois a ordem de cada filtro é muito
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Figura 3.12: BER para transmissoes através de um canal com ruido gaussiano e com

interferéncia de banda estreita adicional.

menor do que a ordem do filtro de Nyquist equivalente, o que simplifica o processo

de otimizacao.
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Capitulo 4

Estrutura Eficiente Utilizando

Filtragem de Wiener

Neste capitulo mostramos uma alternativa a sistemas de comunicagoes do
tipo OFDM/DMT, onde os simbolos sdo transmitidos em sub-bandas distintas. No
sistema proposto neste capitulo nao ha separacao em sub-bandas, mas todos os sinais
sao transmitidos diretamente no canal. Podemos mostrar que o receptor necessita
apenas realizar a estimacao de um elemento do bloco transmitido. Para receber os
demais basta aplicar uma transformacao linear trivial no bloco de entrada e utilizar
o mesmo filtro ja calculado anteriormente.

A complexidade de implementacao deste sistema é bastante baixa, pois o
transmissor possui complexidade praticamente nula, e o receptor apenas precisa
calcular um filtro para receber todo o bloco. As transformagoes lineares na realidade
representam apenas circulacées no bloco recebido, podendo ser implementadas em
processadores digitais de sinais sem a utilizacao de multiplicacoes ou adicoes.

Mostramos também formas de aplicar o filtro de Wiener em miiltiplos estagios
introduzido por Goldstein et. al. [20] para realizar a equalizacdo dentro da estrutura
proposta. Como o filtro de Wiener em multiplos estagios divide-se em duas partes
distintas, é possivel realizar também equalizacao balanceada, onde a equalizacao é

realizada em parte pelo transmissor e em parte pelo receptor.
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4.1 Descricao do sistema de comunicacoes

Vamos considerar transmissoes em banda base através de um canal modelado
como um filtro FIR de L-ésima ordem. O sinal recebido é dado por

L

y(n) = Z R*(Du(n — 1) + v(n) (4.1)

1=0
onde u(n) é o sinal na entrada do canal, h(l) é a resposta ao impulso do canal e v(n)
é ruido aditivo gaussiano de média zero.
Vamos considerar a transmissao de um vetor @(k), N x 1, onde N > L. De

(4.1), deduzimos que o sinal recebido é o vetor ¥(k), N x 1, dado por
y(k) =Hyu(k) + Hiu(k — 1) + (k) (4.2)

onde v(k) é um vetor complexo gaussiano de média zero, e as matrizes Hy e Hy,

N x N, sao definidas como [Hy); ; = h*(i — j) e [Hy];; = h*(i — j + N), ou seja,

[ hO0) 0O 0 ... 0 |
hO) 0 ... 0
Hy = | w(L) (4.3)
0
0 h(L) h(0)
K h(L) h(1) |
0
Hi = 10 h(L) (4.4)
0 ... 0 ... 0 |

A natureza dispersiva do canal faz com que haja interferéncia entre blocos
(Inter Block Interference, IBI) adjacentes, e por isso ¥ (k) em (4.2) depende tanto
de u(k) como de u(k —1).

A tarefa de projetar um receptor para estimar o bloco transmitido é facilitada

se os blocos y(k) forem livres de IBI. Para tanto, precisamos introduzir alguns

36



“simbolos de guarda” nos blocos transmitidos, u(k). Isso significa dizer que dos N
simbolos no vetor U(k) apenas M simbolos realmente contém informacao; os N — M
simbolos restantes sao “simbolos de guarda”. A operagao de inser¢ao dos “simbolos

de guarda” é realizada da seguinte forma:
u(k) = Tu(k) (4.5)

onde T é uma matriz de dimensdo N x M, N = M+ L, e u(k) é o vetor de dimenséo

M x 1 com os simbolos a serem transmitidos. Podemos entéo reescrever (4.2) como
y(k) = HoTu(k) + HiTu(k — 1) + v(k) (4.6)

Vamos considerar um esquema de transmissao similar ao de Multiplexacao
por Divisdo Ortogonal de Freqiiéncia (Orthogonal Frequency Division Multiplex,
OFDM)[19, 11], onde os primeiros L simbolos do bloco transmitido consistem de
uma repeticao dos tltimos L simbolos (prefixo ciclico). Portanto, apenas os tltimos
M = N — L simbolos do bloco transmitido contém informacao. Descartando os pri-
meiros L simbolos no bloco recebido, a interferéncia entre blocos (IBI) é eliminada
no receptor.

Para descrever como os L primeiros simbolos devem ser descartados, vamos

definir a matriz de recepcao R, de dimensao M x N, como

R, = | Oyws I | (4.7)

Multiplicando o vetor recebido, ¥(k), por R, obtemos o vetor

y(k) = R.y(k)
= R,H,Tu(k) + R,;H,;Tu(k — 1) + Ryv(k)
= R, H,Tu(k) + R,v(k) (4.8)

E facil verificar que R,H; = 0, e, portanto, o vetor y(k) ndo possui IBL

A operagao de inser¢do do prefixo ciclico pode ser descrita pela matriz

I.
T=| " (4.9)

Inr

onde I,; é a matriz identidade M x M, e 1., é uma matriz L x M formada pelas

ultimas L linhas de I;,.
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Podemos relacionar o vetor recebido y(k) com u(k) da seguinte forma:

Y(k) = RzHOTu(k) + sz(k)
= Hu(k) + R,v(k) (4.10)

onde H, M x M, é uma matriz circulante cujos elementos sao definidos como [HJ; ; =
h*((i — j) mod (L + 1)), onde mod denota o resto da divisao inteira, e o vetor
u(k), M x 1, contem os simbolos dos usudrios. Um exemplo de H para N =5 e

L =2 ¢ dado a seguir:

h(2) h(1) h(0)
O sistema de comunicacoes é mostrado na Figura 4.1, onde Tx introduz o

prefixo ciclico no transmissor e Rx remove o prefixo ciclico no receptor.

u(k) (k) u(n) y(n) y (k) y (k)
— 3 Tx [—4 PIS h(n) —= SPP —>» Rx [—»

Figura 4.1: Diagrama em blocos do sistema de comunicagoes.

Toda matriz circulante M x M é diagonalizavel pela matriz que implementa

a DFTJ[19], isto é,

WHW" = Dy

= diag [H(e!), H(e/M), ..., H(e2"(N-D/M)] (4.11)

onde (W], = 1/vV M exp(—j2rkn/M) é a matriz que realiza a DFT de M pontos,
() denota transposigio e operagdo de complexo conjugado, e

H(e*m) = EL: h(n)e 92min (4.12)

n=0
Como W ¢ inversivel, H™! existe se e somente se a funcao de transferéncia

do canal ndo possuir zeros na grade da DFT[19], ou seja,
H(eI# MY £, Vke[0,M —1] (4.13)
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Nessas condicoes, é possivel inverter o canal, e portanto é possivel recuperar exata-
mente os simbolos transmitidos a partir do sinal recebido. Esse tipo de equalizagao
é chamada de Zero Forcing (ZF). Se houver ruido aditivo presente no sinal esse
esquema de equalizacao pode levar a uma amplificacao deste ruido, especialmente
para freqiiéncias onde o canal possua grande atenuagdo. Por esse motivo vamos
dimensionar o nosso sistema de modo a garantir a existéncia de equalizadores ZF,
porém vamos projetar nossos equalizadores utilizando o critério de minimizagao do

erro médio quadratico entre a saida do equalizador e os simbolos transmitidos.

4.2 Equalizador

Uma primeira aproximagao para o equalizador serial de um canal LTI h(n)
com funcao de transferéncia H(z) é o sistema inverso com funcao de transferéncia
1/H(z). E desejével que o sistema inverso (se houver) seja estdvel e causal, o que
implica que H(z) deve ter fase minima. Como h(n) é FIR, sua inversa deve ter
resposta ao impulso infinita (IIR). Dessa forma, ao equalizarmos h(n) utilizando um
filtro FIR obtemos apenas uma aproximagao da resposta ao impulso do equalizador.

No caso da transmissdo em blocos em (4.10), o vetor recebido y(k) é a con-
volugao circular da resposta ao impulso do canal com o vetor transmitido, u(k). A
matriz circulante H possuird inversa desde que H(z) ndo possua nenhum zero na
grade da DFT.

A equalizacao do canal através de um equalizador linear pode ser realizada
basicamente de trés formas: pds-equalizacdo, pré-equalizacdo e equalizacdo balan-
ceada. Na pds-equalizacao, a equalizagao é realizada pelo receptor, bastando para
tanto multiplicar o vetor recebido por H™!. Nesse caso o transmissor ndo necessita
de informacao sobre o canal. Entretanto, se a matriz de canal for mal condicionada,
a amplificacao do ruido pode ser demasiadamente elevada.

Se o transmissor tiver acesso a informacao sobre o canal, a matriz de equa-
lizacao, H !, pode ser colocada no transmissor, realizando uma pré-equalizacao.
Dessa forma o problema de amplificacao do ruido é resolvido, ao custo de possi-
velmente necessitar transmitir com poténcia mais elevada. Apesar da poténcia do

ruido na recepcao ser 0 mesmo se usarmos pos-equalizacdo ou pré-equalizacdo, a
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distribuicao da poténcia total no vetor de recepcao é diferente nos dois casos, sendo
que na pré-equalizagdo essa distribui¢do é mais uniforme[19].

A equalizagdo balanceada é uma combinacdao dos dois métodos anteriores.
Como H = W#DyzW, podemos, por exemplo, escolher o transmissor como W#Dp
e o receptor como D W, onde Dy e Dy sao matrizes diagonais NV X N, obedecendo
a

E possivel mostrar que a poténcia do ruido neste caso é menor do que na pds-
equalizacdo e na pré-equalizacdo[19]. Um caso particular é obtido escolhendo Dy =
I); e D = D', Esse sistema é equivalente a um sistema OFDM com equalizador

dado por Dg.

4.2.1 Estrutura Eficiente

No sistema de comunicagoes descrito na secao 4.1, o sinal que desejamos
estimar ¢ um vetor de comprimento M. Logo, para estimar os elementos deste

vetor serdo necessarios M filtros de Wiener !

, cada um responsavel por estimar
um elemento do vetor transmitido u(k) = [ug(k) ui(k) --- up—1(k)]". Essa confi-
guracao ¢ mostrada na Figura 4.2, onde w; denota o filtro de Wiener responsavel
por estimar u;(k), e o processo desejado para cada filtro é d;(k) = u;(k). O vetor
(k) = [to(k) Gy(k) --- Gp_1(k)]" representa a estimativa do vetor u(k) calculada
pelos filtros de Wiener.

Em muitas aplicagoes, a estimativa de M filtros de Wiener pode limitar a
vazao do sistema ou entao pode aumentar desnecessariamente o custo do receptor.
Podemos evitar o calculo dos M filtros explorando o fato da matriz de canal ser

pseudocirculante. Na seqiiéncia, vamos assumir que os elementos u;(k) sdo amostras

independentes e identicamente distribuidas de um processo aleatério, com
1. Efu;(k)] = 0;

2. Ellui(k)] = o3;

u?

INesse caso, como o vetor de entrada ndo consiste das amostras anteriores de um processo
escalar, wy, ndo atua como um filtro, e sim como um “combinador linear”[18]; porém, o termo

“filtro de Wiener” serd mantido.
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'U(f) dy (k)
u(k) y(k) iy (k
e He(y) w,
dM_l(k?)
lALM_l(ki>

Figura 4.2: Equalizador de canal para transmissao em blocos baseado em filtros de

Wiener.

3. Elu(bu; ()] =0, i #3].

A 1ltima condigdo é conseqiiéncia direta do fato de u;(k) e u;(k) serem inde-
pendentes com média zero.

Uma condicao necessaria para construir o prefixo ciclico é que M > L. Sem
perda de generalidade vamos considerar a transmissdao de um bloco de M =L +1
simbolos. O vetor de correlagio cruzada entre o vetor recebido em (4.2) e o processo

desejado ug(k) é dado por
Pyu, = Ely(k)ug (k)] = oy [A(0) -+ h(M —1)] (4.15)

Para o filtro de Wiener que estima o processo u;(k), i =1,..., M —1, o vetor

de correlagao cruzada correspondente é dado por
Dyu; = 02 [h(M —d) -+ B(M —1) h(0) --- h(M —i—1)]" (4.16)

De (4.15) e (4.16),
Pyug = Tcpyula (417)
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onde T, circula os elementos de py,,, sendo definido como

T, = [ L ] (4.18)

e

onde a matriz I, (M — 1) x M, é construida com as primeiras (M — 1) linhas da
matriz identidade M x M, e o vetor linha e;, 1 X M é construido com a primeira
linha da matriz identidade M x M.

Baseado na relacao acima, podemos derivar a relagao entre o filtro de Wiener
Wy, para estimar uy(k) a partir de y(k), e o filtro de Wiener wy, para estimar u; (k)

a partir de y (k). O filtro de Wiener w; é construido como
w1 =R, 'Pyus; (4.19)

onde R, ' é o inverso da matriz de autocorrelagio de y(k), dada por Ely(k)y” (k)].
De (4.17) e usando o fato de R, ser Toeplitz e T, unitéria,

Wi = jol(Tc_lpyuo)
= (jolT(I:{)prO

= Tc(jolpyuo)

= TcWO

(4.20)

A relagao em (4.20) pode ser estendida para todo u;(k), i = 0,...,M — 1.
De (4.15) e (4.16),

(Te)"Pyui = Pyuo (4.21)
Seguindo o mesmo raciocinio de (4.20) nés concluimos que
w; = (T.)"wy (4.22)

A Figura 4.3 mostra um diagrama de blocos da estrutura de equalizacao
proposta. Convém notar que a multiplicagao por (T.) na realidade nao envolve
multiplicacoes ou adicoes e pode ser realizada de forma bastante eficiente em pro-
cessadores digitais de sinais modernos.

Finalmente, de (4.2) e (4.22), a estimativa de u(k) é dada por

d(k) = H 'Hu(k) + H v (k) (4.23)
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Figura 4.3: Diagrama de blocos da estrutura de equalizagao proposta.

onde H! é a estimativa da inversa de H, calculada como

wg'
- wl'T,
H = ) (4.24)
i WéqTéwfl |

4.3 O Filtro de Wiener em Miltiplos Estagios

O filtro de Wiener em multiplos estagios (Multistage Wiener Filter, MSWF)
foi introduzido em [20] por Goldstein et. al. Ele é uma representacdo do filtro de
Wiener de M-ésima ordem alcancada pela decomposicao em miltiplos estagios e
pode ser naturalmente dividida em um banco de filtros de andlise e um banco de
filtros de sintese de erro. Em [21, 22] essa decomposicao é utilizada para supressao de
interferéncia em sistemas de acesso miltiplo por divisao de cédigo (Direct Sequence -
Code Division Multiple Access, DS-CDMA), e algoritmos adaptativos sdo propostos
em [21].
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B; ya (k)

B, = da(k)

Figura 4.4: Banco de filtros de andlise para um MSWF de quatro estagios.

O banco de filtros de anélise faz uma mudanca no sistema de coordenadas
antes da filtragem. Um exemplo para quatro estdgios (M = 4) do banco de filtros
de anélise é mostrado na Figura 4.4, onde o vetor r;, (M — i+ 1) x 1, é um vetor
normalizado na dire¢ao do vetor de correlagao cruzada entre o processo observado
e o processo desejado no estagio anterior, ou seja,

Elyi_1(k)d;_ (k)]
VEYi (R (k)P Ely: 1 (k)d_, (k)] (4.25)

e r; estd no espaco nulo da matriz B;, (M — i) x (M — i+ 1), isto é, B;r; = 0. O

r, =

banco de filtros de anélise pode ser representado por [20]

H
ry

I'ngl
Ly = : (4.26)
i H;:M—Q B;

1
Hi:MfQ B,

O banco de filtros de sintese de erro opera sobre a saida do banco de fil-
tros de andlise, sendo construido como uma cadeia de filtros de Wiener escala-
res [20], como mostrado na Figura 4.5 para N = 4. Considere que o vetor
d(k) = |di(k) do(k) --- dM(k)}T, M x 1, represente a saida do banco de fil-

tros de analise, e defina o vetor M x 1 como

wi=|w —wiwy ... (~)MH Y, g ] (4.27)
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Figura 4.5: Banco de filtros de sintese de erro para um MSWF de quatro estigios.

para representar o banco de filtros de sintese de erro, onde w; é o filtro de Wiener

escalar para estimar d; ;(k) a partir de ¢;(k), ou seja,

wi = ElleyBlyics (k) y (0 Blyia(b)d:_, () (1.28)

De (4.26) e (4.27), o mapeamento do MSWF para o filtro de Wiener equiva-

lente, wy, é dado por
wy =wlLy (4.29)

O MSWEF fornece um meio natural de implementar reducao de posto da ma-
triz de autocorrelagao do sinal de entrada [20], j4 que nao é necessdrio realizar calculo
de autovalores e autovetores da matriz de autocorrelacao do sinal de entrada. De
modo a projetar um MSWF com posto D < M, basta proceder com a decomposi¢ao
em multiplos estagios até D estdgios serem obtidos. Nesse caso, o banco de filtros

de andlise é calculado como

r{’
ri’B
L= 2 (4.30)

_rg (H}:D—l Bi)_

e o banco de filtros de sintese de erro é dado por

wi = wi —wjws ... (~)PP T2, | (4.31)
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4.3.1 Estrutura Eficiente Utilizando MSWF

A estrutura eficiente de equalizagdo derivada na secao 4.2.1 torna-se evi-

dente se utilizarmos o MSWEF. Isso porque a decomposicao do filtro de Wiener em

multiplos estdgios é baseada na correlacao cruzada entre os dados de entrada e o

processo desejado. O comportamento dessa grandeza a medida que variamos o sinal

desejado pode ser “controlado” multiplicando adequadamente o sinal de entrada por

uma transformacao linear que faca uma circulacao dos dados de entrada. Assim, é

possivel projetar as transformacoes lineares de modo a obter sempre o mesmo vetor

de correlacao cruzada e conseqiientemente o mesmo filtro de Wiener em multiplos

estdagios. A estrutura de equalizacao utilizando o MSWF é mostrada na Figura 4.6.

do k)
Ly w, | ) 6k)
v(k) )
ug— H Hé y (k) T, Ly, w, 1114(10> & (k)
da (k)
= T2 | = Ly w, |20 6
drr1 (k)
Ty Ly w, B2 Eualk)

Figura 4.6: Equalizador de canal para transmissao em blocos baseado em filtros de

Wiener em miltiplos estagios.
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A estrutura mostrada na Figura 4.6 pode ser descrita como

WzLM

WZLMTC

| w. Ly Tty (k) | w, Ly TY |

Para realizar equaliza¢ao do tipo ZF, consideramos v(k) = 0 e nesse caso y(k) =

Hu(k). Como y(k) = Hu(k), concluimos a partir de (4.32) que

WzLM

WzLMTC
(4.33)

WZLMTé\/Iil

Como em geral v(k) # 0 e o filtro w,Lj, é calculado de modo a minimizar o
erro médio quadratico entre o sinal transmitido e a saida do equalizador, obtemos

(k) ~ u(k) e nesse caso

WzLM

WzLMTc
H—l

Q

(4.34)

WzLMTéM_l

4.3.2 Equalizacao Balanceada

Como o filtro de Wiener em multiplos estdgios divide-se naturalmente em um
banco de filtros de andlise e um banco de filtros de sintese, é natural esperar que essa
divisao possa ser explorada de modo a que parte do equalizador esteja localizada no
transmissor e a outra parte no receptor. Nesta se¢ao veremos que basta uma ligeira
modificagdo no equalizador descrito em (4.32) para que o mesmo possa ser dividido
entre o transmissor e o receptor.

Vamos definir uma matriz ’i‘c, de dimensao M x M, tal que
LyT, =Ty (4.35)
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ou seja,
T,=LyT.L;} (4.36)

Podemos reescrever (4.34) em fungdo de T, como

WzLM

N WzTcLM
H

Q
|

(4.37)

Logo,

~H L} (4.38)

Chamamos de E7 e Er as matrizes M x M que implementam o equalizador

no transmissor e no receptor, respectivamente, da forma

_ w -
w, T,
E; = (4.39)
Wzrin—l
Er =Ly (4.40)
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E facil verificar que Er e Ep implementam o equalizador. Por (4.38),

fl(k) = ERHETU(]C)

: (4.41)

O sistema descrito por (4.39) e (4.40) encontra-se representado na Figura 4.7.
Comparando-se os sistemas representados nas Figuras 4.6 e 4.7, é evidente que
no caso da equalizacao balanceada a complexidade computacional no receptor é
bastante reduzida, j4 que nessa estrutura é necessaria apenas uma multiplicacao
pela matriz L,;, ao contrario da estrutura utilizada na pés-equalizacao, onde sao

necessarias M multiplicacoes pela matriz Lj;.

Wz1
v(k)
u(k) & w i y (k) (k)
¢ = H —»@4» Ly —
e w.,
1 w.

Figura 4.7: Equalizador balanceado usando filtros de Wiener em miltiplos estagios.
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A equalizacao balanceada somente poderd ser realizada se LX; em (4.36)
existir. A matriz Ljs ndo serd inversivel se r; for um vetor nulo, o que pode acontecer
se o sistema estiver modelado com ordem acima do necessario. Como os canais
existentes na Natureza nao possuem resposta ao impulso finita, podemos conjeturar

ue em geral L} existird, porém, L;; pode ser mal condicionada.
M ’ 9

4.4 Resultados Experimentais

Nesta secao mostraremos resultados experimentais obtidos através de si-
mulacoes em computadores. O desempenho do sistema proposto é medido como a
BER média para 100 transmissoes de 128000 simbolos modulados em QPSK (Qua-
drature Phase Shift Keying) para SNR variando de 0 a 30 dB. Consideraremos dois
modelos de canal, ambos filtros FIR com 64 coeficientes. O comprimento do prefixo
ciclico é 64 e N = 128.

O filtro de Wiener w foi estimado usando o algoritmo RLS com fator de
esquecimento A = 0.999. Uma seqiiéncia de treinamento foi utilizada para treinar o
filtro adaptativo, e os coeficientes do filtro foram congelados apds a convergéncia.

A Figura 4.8 mostra a magnitude da resposta em freqiiéncia do modelo de
canal considerado para o primeiro conjunto de simulagoes. A Figura 4.9 mostra a
BER média resultante. Para SNR alta, o sistema proposto tem desempenho superior
ao DMT, enquanto para baixa SNR o sistema proposto tem desempenho comparavel
ao DMT.

Para explicar esse comportamento, é preciso atentar para a principal diferenca
entre os dois sistemas: no sistema proposto, todos os simbolos sao transmitidos no
mesmo canal, enquanto no DMT o canal é dividido em sub-canais que carregam
um simbolo cada [19]. A medida que a SNR aumenta, para o sistema proposto
a acuracia na estimativa aumenta para todos os simbolos, enquanto no DMT a
acuracia na estimativa dos simbolos transmitidos nos sub-canais que tém baixa SNR
permanece ruim. Apés a SNR ultrapassar um determinado limite, ambos os sistemas
sao capazes de uma estimativa acurada de todos os simbolos, o que leva a BER nula,
mas é importante salientar que esse limite é particular de cada sistema.

Como conseqiiéncia da discussdo acima, para canais com caracteristica notch

a0



o

| |
[ — |
9] (@] )]
T T T
1 1 1

Magnitude (dB)
[ [
[\ [\
G S

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Freqiiéncia normalizada

Figura 4.8: Magnitude da resposta em freqiiéncia do modelo de canal considerado

para o primeiro conjunto de simulacoes.

em algumas freqiiéncias, o sistema proposto deve ter desempenho ainda melhor do
que o observado no primeiro conjunto de simulacoes, quando comparado ao DMT.
Esse pode ser o caso de um canal que possui um zero proximo ao circulo unitario,
como mostrado na Figura 4.10. Esse modelo de canal foi utilizado no segundo
conjunto de simulagoes, e a BER média resultante é mostrada na Figura 4.11. Como
esperado, podemos observar que para este modelo de canal, o desempenho do sistema
proposto aumenta mais rapidamente com a SNR do que no primeiro conjunto de
simulagoes.

Para o terceiro conjunto de simulagoes, o desempenho do equalizador de posto
reduzido é avaliado para um valor fixo de SNR. A Figura 4.12 mostra a BER média
resultante para o posto variando de 4 até 128 usando o modelo de canal mostrado na
Figura 4.8 e SNR=15 dB. O desempenho do sistema permanece préximo ao étimo

para filtro de posto > 20.
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Figura 4.9: BER média para o primeiro conjunto de simulagoes.

4.5 Conclusao

Neste capitulo, mostramos uma estrutura eficiente de equalizagao em blocos.
A estrutura utiliza uma seqiiéncia de transformacoes lineares seguidas por um nico
filtro de Wiener para realizar a equalizacao em sistemas de comunicacao com trans-
missoes em blocos. As transformacoes lineares sao meras circulagoes no bloco de
entrada no receptor, e podem ser implementadas por meio de buffers circulares dis-
poniveis nos processadores digitais de sinais, e portanto ndo necessitam de adigoes
ou multiplicacoes.

O desempenho do sistema proposto, medido como a taxa média de erro de
bit, foi comparada com o DMT. Vimos que o sistema proposto possui desempenho
superior ao DMT para os modelos de canal avaliados em uma larga faixa de relagdo
sinal ruido. Esse comportamento foi analisado qualitativamente, e concluimos que
estd diretamente relacionado com a presenca de zeros do canal proximos ao circulo
unitario.

O filtro de Wiener em multiplos estagios (MultiStage Wiener Filter, MSWF)
foi considerado para a implementacao do equalizador, permitindo a implementacao

direta de reducdo de posto da matriz de autocorrelacdo do sinal de entrada. No
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Figura 4.10: Magnitude da Resposta em Freqiiéncia.

MSWF a reducao de posto pode ser implementada apenas interrompendo a decom-
posicao em determinado nimero de estagios, nao sendo necessario realizar calculo
de autovalores e autovetores. Verificamos que o posto do filtro pode ser diminuido
para valores muito menores do que o posto da matriz de autocorrelacao do sinal,
mantendo ainda desempenho comparavel ao do filtro étimo.

Tanto para o filtro de Wiener convencional ou sua implementacao em
miiltiplos estdgios varias alternativas de implementacao podem ser consideradas,
utilizando o fato de ser necessario estimar apenas o filtro para estimar um dos
simbolos recebidos. Dessa forma, podemos utilizar algoritmos de adaptacdo mais
complexos e robustos, o que leva também a convergéncia mais rapida dos filtros

adaptativos.
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Figura 4.11: BER média para o segundo conjunto de simulagoes.
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Figura 4.12: BER média para posto variando de 4 a 128 com SNR=15 dB.
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Capitulo 5

Analise Tedrica do

Transmultiplexador no Dominio 7

Neste capitulo iremos apresentar uma anéalise tedrica sobre sistemas de comu-
nicacao em blocos, em especial aqueles que utilizam bancos de filtros com resposta
ao impulso finita (Finite Impulse Response, FIR) e com reconstrucio perfeita. A
ferramenta fundamental para a nossa andlise serd a decomposi¢do de Smith [2]. A
analise é simples, e apesar de nao levar a implementacoes praticas eficientes, per-
mite a determinacao da quantidade minima de redundancia a ser inserida de modo
a garantir a reconstrucao perfeita do sinal transmitido. Os resultados mostrados
neste capitulo foram em sua maior parte publicados por Xia [3] e Lin, et al. [1],
porém foram modificados e adequados ao modelo do transmultiplexador adotado

neste trabalho ! .

5.1 Descricao do Sistema de Comunicagoes

Vamos utilizar o mesmo modelo utilizado no Capitulo 3 para o sistema de
comunicagoes, mostrado novamente na Figura 5.1 por conveniéncia. Agora nao
estaremos mais limitados a que o niimero de sub-bandas, M, seja igual ao fator de
interpolagio/decimacdo, N. O caso N < M néo é interessante analisar, pois nesse
caso ha perda de informagcao e como conseqiiéncia os dados nao podem ser recebidos

corretamente. O caso que iremos analisar no seguimento deste trabalho pressupoe

'Em [3, 1] os autores utilizam decomposigdes polifasicas diferentes das mostradas no Capitulo 2.
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N > M, pois veremos que nesse caso € possivel encontrar bancos de filtros FIR com
reconstrucao perfeita independentemente da realizacao do canal.

Um sistema N x N do tipo mostrado na Figura 5.1 pode ser interpretado
como um sistema de miiltiplas entradas e miltiplas saidas (Multiple Input Multiple

Output, MIMO) com uma matriz de transferéncia para o canal C(z), N x N, da

forma _ .
H()(Z) Hl(Z) tee HN_l(Z)
C(z) = Z_IHJ:V_I(Z) HOZ(Z) - HN_ZQ(Z) (5.1)
27 'Hi(z) 2z7'Hy(z) --- Hy(2) |

onde Hy(z) sdo as componentes polifisicas de H(z).

)| XL_)@H@H p— ik) (k) ) 50)
B RIS
R(z) 2 27! E(2)

Figura 5.1: Transmultiplexador.

A prova dessa relacdo, Y(z) = C(z2)X(z), pode ser encontrada no
Apéndice A. Matrizes dessa forma sdo chamadas de pseudo-circulantes[9]. Em [2] o
autor discute varias propriedades das matrizes pseudo-circulantes. Algumas dessas
propriedades serao utilizadas neste trabalho para derivar importantes relagoes sobre
transmultiplexadores. Utilizando a matriz de canal C(z), o sistema da Figura 5.1
pode ser redesenhado como na Figura 5.2, onde v(z) é a transformada Z da versao
em blocos do ruido v (k).

Como nosso objetivo neste capitulo é analisar sistemas de comunicacoes que
possuam reconstrucdo perfeita, vamos considerar v(z) = 0. A partir da repre-

sentagao na Figura 5.2 vemos que podemos representar o sistema de comunicagoes
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Figura 5.2: Transmultiplexador como sistema MIMO.

como

§(z) =E(2)C(2)R(z)s(2) (5.2)

Um sistema que possua reconstrucao perfeita é também chamado de sistema
livre de interferéncia. Para que o sistema seja livre de interferéncia entre bandas,
a matriz E(z)C(z)R(z) deve ser diagonal. Porém se os elementos da diagonal de
E(2)C(2)R(z) forem filtros com mais de um coeficiente ndo-nulo ocorre o que no
dominio do tempo chamamos de interferéncia entre simbolos (Inter Symbol Inter-
ference, ISI). No dominio da transformada Z chamaremos esse fenomeno de inter-
feréncia dentro da banda. Assim, para que o sistema seja livre de interferéncia
dentro da banda, os elementos de E(z)C(z)R(z) devem ser apenas atrasos. Logo, a

condi¢ao para que nao haja interferéncia é
E(2)C(2)R(z) = 2z *K1y (5.3)

onde d e K sao inteiros e I é a matriz identidade M x M. Sem muita perda de
generalidade vamos considerar K = 1. Para simplificar as expressoes, vamos também
considerar d = 0, j4 que o atraso pode ser inserido posteriormente se necessario.
Assim,

E(2)C(2)R(2) = I/ (5.4)

5.2 Propriedades da Matriz de Canal

Nesta se¢do iremos mostrar algumas propriedades da matriz de canal C(z)
que serao utilizadas durante o desenvolvimento. Essas propriedades podem ser en-
contradas em [1, 2]. Aqui foram modificadas para adequarem-se & representacdo

polifdsica utilizada neste trabalho.
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1. Uma matriz pseudo-circulante da forma (5.1) pode ser decomposta na forma [2]

C(zV) =D(x)WXZ(2)W*D(z™}) (5.5)
onde ] ;
1 0 0
D(z) = 0 a 0 , (5.6)
.
(H(z) 0 0o |
3 (2) = 0 H(zW) 0 (5.7)
o

e a matriz W é a matriz que implementa a DFT N x N, dada por {W},, =

ﬁW’m, onde W = e=727/N .

2. Supondo que o canal H(z) seja um filtro FIR causal com zeros localizados em

a,l=1,...,L, e
L
H(z) = hg H(l — a2,
=1

entao det C(z) é também um filtro FIR causal com zeros localizados em o,

l=1,...,L:
L

det C(z) = b [J(1 — o'z 1) (5.8)

=1

Para provar a relacao (5.8), utilizamos (5.5), obtendo

N-1
det C(z) = det E(zl/N) = H H(zl/NW’“) (5.9)
k=0
Observamos que
N-1 N-1
10— aG™wh™) = T - (W) = 1 -af=")  (510)
k=0 k=0

Logo, substituindo (5.10) em (5.9), obtemos (5.8).

3. Forma de Smith. Um matriz polinomial N x N genérica, A(z), pode ser

representada utilizando a decomposigao na forma de Smith [2]

A(z) =U(2)I'(2)V(2), (5.11)



onde todas as trés matrizes na decomposicio sdo polinomiais na varidvel z 7.

As matrizes U(z) e V(z) sdo unimodulares, ou seja, os valores de seus deter-

minantes sao constantes e diferentes de zero. A matriz I'(z) é diagonal,

Yo(2)

0
I'(z) =

0

0
71(2)

0

0
0
0

Yv-1(2)

(5.12)

Além disso, vx(z) é um fator de y,41(2), e as matrizes U(z) e V(z) podem ser

escolhidas de forma que os polindmios v, (z) sejam monicos. A matriz I'(z) é

tinica, porém as matrizes U(z) e V(z) ndo o sdo. Como det U(z) e det V(2)

sao constantes, temos

det A(z) = cdetT'(z)

Forma de Smith de C(z)

Seja a forma de Smith de C(2):

A partir das equagdes (5.8) e (5.13), obtemos

N-1 L
det C(z) =¢ H Y(2) = hY H(l —aof'z7h)
k=0 =1

(5.13)

(5.14)

(5.15)

Isso implica que a diagonal principal de I'(z) possui no maximo L termos nao

unitarios. Sendo (V) o nimero de termos unitdrios na diagonal principal de T'(z),

vamos definir

p(N) =N —B(N)

(5.16)

ou seja, p(N) é o numero de termos nao unitdrios na diagonal principal de I'(z).

Podemos expressar entao I'(z) como
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5.3 Transmultiplexadores com Redundancia
Minima

O transmultiplexador mostrado na Figura 5.1 é dito minimamente interpo-
lado (ou maximamente decimado) se N = M. Caso N > M, dizemos que o sistema
é redundante, sendo K = N — M a quantidade de redundancia inserida. Nesta
secdo vamos mostrar algumas propriedades relacionando os transmultiplexadores
com a quantidade de redundancia, o que determina a possibilidade da existéncia de
transmissores e receptores que permitam equalizacao com reconstrugao perfeita.

Por (5.3) e (5.4), vimos que um transmultiplexador livre de interferéncia é
aquele que satisfaz

E(2)C(2)R(z) =1y

onde E(z) é M x N e R(z) é N x M, N > M. Pela forma de Smith de C(z)

mostrada na equacao (5.14), somos induzidos a buscar a solucao

E(2) = Eo(2)U1(2) (5.18)
R(z) = V7I(2) (5.19)

de modo que

E(2)C(2)R(2) = Eo(2) U™ (2)U(2)L'(2) V(2) V7' (2)
(5.20)
=Eq(2)'(2)

Logo, para eliminar a ISI bastaria fazer E¢(z) = I' *(2). Porém, I'(z) possui

! na sua diagonal, de forma que a sua inversa ndo é FIR. A inversa

polinémios em 2~
poderia ser aproximada por filtros FIR, mas o comprimento dos filtros pode ser
demasiadamente longo para determinadas realizacoes do canal.

Porém, existem sistemas baseados em transmultiplexadores onde na auséncia
de ruido é possivel recuperar eratamente o sinal transmitido, como é o caso dos
sistemas baseados em OFDM. A grande diferenca é que para o OFDM K = L
simbolos redundantes sao inseridos na forma de um prefizo ciclico em cada bloco
transmitido [11]. E justamente a insercao dos simbolos redundantes que possibilita
a eliminacao total de interferéncia, de modo que a equagao (5.4) seja obedecida.

Um problema no caso do OFDM ¢é que o comprimento do prefixo ciclico

é fixo, sendo igual a ordem do modelo de canal. Se o comprimento do bloco for
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muito maior do que a ordem do canal, a introducdao do prefixo ciclico nao reduz
sensivelmente a eficiéncia do sistema. Porém, se nao for este o caso, essa forma de
introduzir redundancia nao leva a uma utilizagao eficiente da banda disponivel para
transmissao do sinal.

Ja que é necessario inserir simbolos redundantes para garantir a eliminacao
de interferéncia, é importante determinar qual a quantidade minima de redundancia
que deve ser inserida. Para tanto vamos modificar o transmissor e o receptor em

(5.18) e (5.19) para

R(z) = V(2 (5.21)

E(:) = [ Ly_x 0]U'(2), (5.22)

onde K < N. Pelas equagdes (5.21), (5.22) e (5.14),

E(z)C(=R(2) = | Iy_x 0 | U (QUETEV(:)V (2) {INOK}
(5.23)
In_k
— [IN_K O}F(z) 0

Pela equacao (5.17), observamos que o transmultiplexador construido como

em (5.21) e (5.22) é livre de ISI se
K > p(N). (5.24)

Para mostrar que essa quantidade de redundancia é também necessdria, va-

mos supor que K < p(N) e que existam E(z) e R(z) tal que E(2)C(2)R(2) = I,.
Usando (5.14),

E(2)U(2)T(2)V(2)R(z) = 1. (5.25)

Como 7 (z) divide yx41(2), os zeros de vx(z) sao também zeros de yx41(2). Logo,

se Yn—p(N)(20) = 0, entdo

YN () (20) = YN p(v)+1(20) = - = ynv-1(20) = 0. (5.26)

Dessa forma, posto{I'(z9)} = N — p(NN), e o posto de E(2)U(2)I'(2)V(z)R(z) para

z = zp ¢ no maximo N — p(N). Porém, o posto de Iy, é M = N — K, que é maior
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do que N — p(N), ji que K < p(N) por suposi¢do. Assim hd uma contradicio, e
portanto concluimos que ndo existem E(z) e R(z) tal que E(z)C(2)R(z) = I, se
K < p(N).

Essa escolha para o transmultiplexador pode ser generalizada para

R(z) = V-1 A7l (2) -1
(2) =V (2) D) B (2) (5.27)
E(z) =B(2) [A(z) 0]U(2) (5.28)

onde A(z) e B(z) sao M x M, D(z) é N — M x M e M é tal que N — M > p(N).
Para comprovar esse resultado basta substituir (5.28) e (5.27) em (5.4), obtendo

(5.29)

Essa generalizacao visa permitir maior flexibilidade no projeto do transmul-
tiplexador. Uma aplicagao interessante dessa generalizacao é projetar o transmul-
tiplexador de forma que o transmissor seja fixo e apenas o receptor necessite de

informacoes sobre o canal de transmissao. Isso pode ser realizado escolhendo

(5.30)
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Nesse caso, o transmissor e o receptor sao dados por

- A7l(2) 1 Tn 4
R(z) = V() B (z) = B (2) (5.31)
D(z) 0
E(z) = B() | (V()ou—ron) ' 0] U() (5.32)

onde Eg(z) = | (V(2)oar—1000-1)"" O ] U ().

Esse resultado mostra que é possivel projetar um transmultiplexador onde
o transmissor seja fixo e apenas o receptor possua informagdo sobre o canal de
transmissao. Um problema evidente nessa abordagem é que a matriz Eg(z) que
faz o papel do equalizador é cheia, e portanto sua estimativa é computacionalmente

complexa.

5.3.1 Determinacao da Redundancia Minima

Uma vez que conseguimos determinar a redundancia minima em funcgao do
nimero de elementos ndo-unitarios na diagonal de I'(z), p(NN), é importante agora
conhecer o valor de p(V), que deve ser dependente do modelo de canal e do tamanho
do bloco. Nesta se¢do veremos que p(INV) estd relacionado com os zeros congruentes

de H(z), que serao definidos a seguir.

Zeros Congruentes

Dado um conjunto de zeros {a,, v, ..., o, } de H(z), os mesmos sdao cha-

mados de zeros congruentes com respeito a N se

(a) {a,, 0, .., ax,} forem distintos;
(b) ap = oy :---:a,]c\z.

Essa definicao implica que os zeros congruentes possuem a mesma magnitude,

e o angulo entre eles varia em inteiros miltiplos de 27 /N, ou seja,
|ak1| = ‘ak2| == |akq| =Tk, (533)
onde 7 é constante para o conjunto, e

o, = rel@rim/N+Ci) (5.34)

m
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onde 1 <1, < N —1e C} é constante para o conjunto.

Posto de Matriz Polinomial

Antes de prosseguirmos com o desenvolvimento é necessdrio fazer algumas
consideracoes a respeito do posto de matrizes cujos elementos sao polinomios. Mai-
ores detalhes podem ser encontrados em [2]. Sendo a matriz polinomial em z, o seu
posto dependerd do valor atribuido a z, e portanto serd chamado de p(z). Como

exemplo, para o sistema

1+2z 142z
(5.35)
242z 244z
vemos que p(z) < 2 para todo z, uma vez que a segunda linha é linearmente depen-

dente da primeira. Vamos considerar agora o sistema

242z 14z
(5.36)

1+2 24z

Seu determinante é igual a 3 + 2z, que é diferente de zero para todos os valores de
z exceto z = —3/2, 0 que implica em
1, z=-3/2

p(z) = (5.37)
2, z#-3/2

Redundéincia Minima em Funcgao dos Zeros de H(z)

Vamos considerar a decomposi¢do em (5.5). Como D(z) e W sdo matrizes

unitarias, o posto de C(z) é igual ao posto de X(z). Lembrando que

H(z) 0 0
0 HEW-Y - 0
S() = | ) | , (5.38)
| 0 0 H(W )

os elementos na diagonal de ¥(z) que possuem zeros em comum determinam o posto
de X(2).

Podemos observar que:

(a) se a for um zero de H(z), entdo aW* é zero de H(zW~F);
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(b) se H(z) e H(z2W~F) possuem um zero em comum, «, entdo tanto o como

aW % sdo zeros de H(z);
(c) a e aW™* sdo zeros congruentes.

Logo, o niimero de elementos na diagonal de 3(z) com zeros em comum serd
igual ao nimero de zeros congruentes. Definindo p(/N) como o nimero de elementos

do maior conjunto de zeros congruentes, o menor posto de ¥(z) é dado por
posto{X(z)} = N — u(N).
Como posto{C(z)} = posto{I'(2)} > N — p(NV), entdo
p(N) = u(N) (5.39)

Assim, podemos afirmar que para garantir a existéncia de um transmultiple-
xador FIR com reconstrucao perfeita, a redundancia minima deve ser maior ou igual

ao numero de elementos do maior conjunto de zeros congruentes.

5.4 Exemplos

Nesta secao vamos mostrar alguns exemplos ilustrando as relagoes encontra-

das neste capitulo.
Exemplo 1:
Primeiramente vamos considerar como modelo de canal
H(z) =1+0,64272 (5.40)

Esse canal possui zeros em z; = 0,8¢/27/% ¢ 2z, = (), 8¢ 727/%. Para que esses zeros
) )

sejam congruentes, é necessario que z¥ = 2z, ou seja,
. N . N
(0,8e72/*) ™ = (0,8¢772"/4) (5.41)

A igualdade acima serd satisfeita se e somente se N = 4r, r inteiro. Isso significa
que para N multiplo de 4 teremos um conjunto com dois zeros congruentes; caso

contrario teremos dois conjuntos com um zero cada.
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Para N = 3, a matriz de canal C(z) é dada por

1 0 0,64
C(z) = |0,64271 1 0 (5.42)
0 0,64z7! 1

A decomposicao de Smith de C(z) é

1 0 0
U(z)= 0,64z 1 0 (5.43)
0 0,6427% 1

10 0
I'z)=10 1 0 (5.44)
0 0 1+0,2621z 2

10 0, 64
V(z)= [0 1 —0,4096z* (5.45)
0 0 1

Portanto, se escolhermos E(z) e R(z) utilizando as equagdes (5.21) e (5.22),
respectivamente, ou ainda (5.28) e (5.27), respectivamente, podemos utilizar M < 2
e ainda obter um equalizador ZF. Isso significa K = N — M =1 < L, ou seja, a
redundancia é reduzida se comparada com sistemas OFDM/DMT, onde K = L = 2.

Cabe observar que o nimero de elementos ndo-unitdrios na diagonal de I'(z)
estd de acordo com a equagao (5.39), pois para N = 3 temos dois conjuntos de zeros
congruentes com 1 elemento cada, gerando 1 elemento nao-unitario na diagonal de

I'(z).

Exemplo 2:

Vamos utilizar o mesmo modelo de canal do exemplo anterior, porém com

N = 4. A matriz de canal é dada por

1 0 0,64 0
0 1 0 0,64
C(z) = (5.46)
0,64z ¢ 0 1 0
0 0,642t 0 1




e pela decomposicao de Smith, nés temos

1 0 0 0
01 0 0
0 0 1-—0,40962"1 0
0 0 0 1—0,4096271

Como haviamos observado no exemplo anterior, para N = 4 os dois zeros
de H(z) formam um conjunto de zeros congruentes com dois elementos. Logo, pela
equacao (5.39) temos 2 elementos ndo-unitdrios na diagonal de I'(z). Assim, temos
ainda M < 2 como condicao a ser obedecida para obtermos um equalizador ZF.

Neste caso, aumentar o tamanho do bloco ndo representou um aumento da
vazao do sistema, ja que o nimero de simbolos de redundantes também teve que ser
aumentado na mesma proporcao. Em particular, a vazao neste caso é a mesma de
sistemas OFDM/DMT, ja que K = 2.

Porém, se escolhermos N = 5, os zeros do canal nao serao mais congruentes
e entao podemos fazer K = 1. Neste caso a vazao do sistema aumentou em relagao

ao exemplo 1.

5.5 Conclusao

Neste capitulo descrevemos a andlise tedrica realizada em [1], com algumas
modificacoes na estrutura do transmultiplexador de modo a compatibilizar com a
utilizada neste trabalho. A andlise foi realizada no dominio da transformada Z,
e vimos que para que seja possivel a reconstrucao perfeita do sinal transmitido é
necessario inserir simbolos redundantes.

Visando uma maior eficiéncia na comunicacdo, buscamos condi¢oes que ga-
rantam a existéncia de equalizadores com reconstrucao perfeita do sinal transmitido.
Vimos que a equalizagao apenas nao sera possivel se o nimero de zeros congruentes
for maior do que o numero de simbolos redundantes para um determinado compri-
mento de bloco. Alterando o comprimento dos blocos, o niimero de zeros congruen-
tes também se altera, e conseqiientemente também se altera o niimero de simbolos
redundantes necessarios. Assim, ao contrario do que seria intuitivo supor, em al-

guns casos € possivel que aumentar o tamanho do bloco resulte em uma redugdo na
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eficiéncia da comunicacao.

Outros sistemas de comunicagoes presentes na literatura podem ser inter-
pretados a luz desse resultado, como, por exemplo, o OFDM. O OFDM pode ser
interpretado como um sistema que considera o pior caso, onde todos os zeros do ca-
nal sao congruentes e, portanto, o nimero de simbolos redundantes a serem inseridos
é igual a ordem do canal.

Para canais praticos dificilmente encontraremos zeros congruentes, o que sig-
nifica que a equalizacdo normalmente é possivel desde que haja pelo menos um
simbolo redundante. Porém, se os mesmos forem apenas aproximadamente congru-
entes podemos enfrentar problemas numeéricos no projeto do equalizador. Assim,
pode ser interessante considerar zeros aproximadamente congruentes como exata-
mente congruentes e utilizar o nimero de simbolos redundantes necessarios, utili-
zando entao as expressoes desenvolvidas ao longo do capitulo.

Descrevemos também a parametrizacao dada em [1] para um equalizador
que satisfaga as condicoes de reconstrucao perfeita, onde é necessario que ambos
o transmissor e o receptor possuam informagao sobre o canal. Como contribuicao
nossa, generalizamos essa parametrizacao para permitir equalizadores onde o trans-
missor seja fixo e com complexidade praticamente nula e apenas o receptor possua

informacao sobre o canal.
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Capitulo 6

Analise Teédrica do
Transmultiplexador no Dominio

do Tempo

Neste capitulo vamos realizar uma analise teérica do transmultiplexador, uti-
lizando porém o dominio do tempo, no lugar do dominio Z utilizado no capitulo
anterior. O objetivo dessa nova andlise é estabelecer relagées entre a redundancia
minima e a ordem minima do equalizador, além de contemplar o uso de transmulti-
plexadores variantes no tempo.

O modelo do transmultiplexador no dominio do tempo é mostrado na Fi-
gura 6.1, onde s¢(n), ..., sy 1(n) sdo os simbolos transmitidos, A(k) é o modelo de
canal, v(k) é o ruido aditivo gaussiano e $y(n), ..., 5y 1(n) sdo os simbolos estima-
dos no receptor.

Como ja vimos no capitulo anterior, se N = M, o sistema é denominado
criticamente decimado. Neste caso a equalizacao ZF utilizando bancos de filtros
FIR nao é possivel, a nao ser para o caso particular do canal possuir todos os zeros
no infinito (canal sd-pdlos). Se N > M, entéo o sistema encontra-se sobreamostrado,
e existem equalizadores FIR que levam a reconstrucao perfeita na saida. Se N < M
a equalizag¢do ndo é possivel, e portanto esse caso nao serd considerado[7].

Assumindo N > M, a saida do banco de filtros de sintese (ou precodificador)
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so(n) u(k) a(k) ﬂﬂ y(k) 5o(m)
4’@—“ fo(k) - h(k) — 9o(k) 4’@—’
s1(n) $1(n)
4’@—“ fi(k) 91(k) 4’@—’

sm-1(n) Spm-1(n)
4’@—“ Ir-1(k) J \—’ gm-1(k) 4’@—’

Figura 6.1: Transmultiplexador no dominio do tempo.

¢ dada por
M—

u(k) = Z Sm(l)fm(k - ZN)a (61)

m=0 i=—00

—

onde s,,(7) é o simbolo transmitido pelo m-ésimo usudrio no instante de tempo 1,
e fm(k) é o filtro no ramo m do precodificador. Apéds passar pelo modelo de canal
linear invariante no tempo (LIT) h(k), o sinal é recebido junto com ruido aditivo

gaussiano de média zero v(k),

y(k) = 2(k) +v(k) = > h(u(k —1) +v(k). (6.2)

l=—o00
No receptor, a estimativa dos simbolos transmitidos para o m-ésimo usudrio é
calculada filtrando o sinal y(k) por g,,(k) e decimando a saida por N, como mostrado

na Figura 6.1. Esse processo é descrito por

Sm(n) = 3 y(nN = )gm(i)- (6.3)

As relagoes nas equagdes (6.1), (6.2) e (6.3) podem ser escritas de forma mais

compacta usando notacao matricial. Vamos definir os vetores M x 1

s(n) = [so(n) si1(n) --- le(n)]T (6.4)

5(n) = [§O(n) s1(n) - le(n)]T, (6.5)
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e os vetores N x 1

T

u(n) = [u(nN) - u(nN +N 1) (6.6)
x(n) = [a(nN) - 7W+N—1r (6.7)
v(n) = :v(nN) «o- v(nN+N -1 }T (6.8)
ym) = [sn) - ynN 4N )] (6.9)
As equagdes (6.1) e (6.3) podem agora ser reescritas como
= i F;s(n —1) (6.10)
. :—oo
=Y Gy, (6.11)
onde os elementos das matrizes F;, JJ\7 _><OOM ,e G;, M x N, sao
{Fitim = fm(IN +1)
(6.12)
{Gjtmi = gm(GN = 1).
comm=20,....M—1,el=0,...,N — 1, ou seja,
[ RGN AGN) e fualN)
fo_ | RENEDAGNED e eGNeD |
| foiN+N 1) fiiN+N—1) - fay1(iN+N—1) |
[ aGN) @GN o @GN-N+1)
G, - gl(j.'N) 91(‘7']\.7— 1) - gl(jN—.N—I— 1) (6.14)
| gu—1UN) gy (GN =1) - gu1(GN —= N +1) |
A equagao (6.2) pode ser descrita de forma matricial como
y(k) =x(k) +v(k) = > Hulk —1)+v(k), (6.15)

l=—

onde as matrizes H;, N x N, sdo definidas como

h(IN) hIN —1) -+ h(IN—N+1)
i lmy+n iwy) - lMNfN)
| h(IN+ N —1) h(IN+N=2) - hIN) |
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6.1 Equalizacao

Nesta secao, estabelecemos condigoes que o sistema descrito na secdo ante-
rior deve obedecer para garantir a existéncia de equalizadores zero forcing (ZF).
Vamos derivar condicoes para as matrizes F; e também relacionar a quantidade de
redundancia, N — M, com a ordem do canal e a ordem do equalizador. As derivagoes
sdo similares as encontradas em [4], porém nés mostramos que algumas restrigoes
indicadas como sendo necessérias e suficientes em [4] ndo sdo necessirias para equa-
lizacdo ZF, e portanto podem ser relaxadas. Como conseqiiéncia, as relacoes que
nos derivamos permitem o uso de equalizadores menos complexos e sistemas com
menor quantidade de redundancia, além de sustentarmos a transmissao através de
canais com resposta impulsional mais longa do que o comprimento do bloco.

Ao longo do capitulo vamos fazer os seguintes pressupostos:

(a) o canal é um filtro FIR de L-ésima ordem, com h(0), h(L) # 0;

(b) o comprimento do bloco é maior ou igual ao nimero de simbolos, ou seja,

N > M;

(¢) fm(k) sdo filtros FIR causais de comprimento N, e g,,(k) sdo filtros FIR causais

de comprimento QN !, onde ) é um valor inteiro.

Como conseqiiéncia do pressuposto (c¢), as matrizes F; sdo nulas, exceto para
i = 0; as matrizes G; sdo nulas, exceto para j = 0,...,Q — 1. Do pressuposto (a),
temos que as matrizes H; sao nulas, exceto paral =0,...,B, com B = [%], onde

[-] denota o menor inteiro maior ou igual a () ? .

6.1.1 Equalizador ZF

Baseado nos pressupostos estabelecidos anteriormente, iremos estabelecer
condicoes que permitam equalizacdo ZF, também chamada de reconstrucao per-

feita (Perfect Reconstruction, PR). Para as derivagoes a seguir vamos assumir que o

L Apesar de os filtros g, (k) serem causais, g, (—N + 1),...,gm(—1) nio sdo necessariamente
nulos. Para tornar estes filtros realizdveis basta introduzirmos um atraso de N — 1 amostras no
sinal.

2Em [4] esses pressupostos sio mais restritivos, pois os autores consideram ainda N < L. Como

conseqiiéncia, as matrizes H; sdo nulas, exceto para [ =0, 1.
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ruido ndo estd presente. Da equacdo (6.11), considerando v(k) = 0 e o pressuposto

(c), temos

Q

-1 Q-1
S(n) =

q

Il
)

q=

onde a matriz G, M x QN, é definida como 3

G=|Gg: - G|

e X(n) é um vetor estendido, N@ x 1, definido como

x(n—Q+1)

x(n)

Das equagoes (6.10) e (6.15), e pressupostos (a)—(c), temos

HoFos(n —Q +1)+---+ HgFes(n —Q — B+ 1)

HoFos(n) + - - -+ HgFys(n — B)

Vamos reescrever (6.19) como

-HO 0 0 ]
Fos(n—Q+1)
0 H 0 _
= +
F()S(’ﬂ,)
| 0 0 Hy |
-HB 0 0 ]
Fos(n—Q—B+1)
0 Hp 0 _
+ot
F()S(TL—B)
| 0 0 HB_
-HB ... H; H, 0 0--F0 o --- 0
0 Hp H, Hy 0[O0 Fyp --- O
0 0 Hp H, Hy|[0 -~ 0 Fg

Gy(n—q) =) Gux(n—q)=Ggx(n),

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

3Em [4] os autores assumem que as primeiras L colunas de Gg_1 sejam nulas para evitar IBI.

Como essa solugdo ndo é étima, ndo fizemos nenhuma suposigao sobre Gg_i.
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Definindo,

Hp H, 0 0
O H: --- H --- 0
H=| ° ° _ (6.21)
0 0 Hj H,
F, 0
F=|:1 " (6.22)
0 --- Fy
[ s(n—Q—-B+1)
s(n) = : : (6.23)
s(n)

onde a matriz de canal H é QN X (@ + B)N, a matriz do precodificador F é
(Q + B)N x (Q + B)M e o vetor estendido com os simbolos transmitidos §(n) é
M(Q+ B) x 1.

Das equagoes (6.16) e (6.20) podemos escrever a relacdo entre os simbolos

transmitidos e recebidos como
8(n) = GHF5(n). (6.24)
De (6.24), a equalizacao ZF é obtida se
GHF = | Ouxgin—ym In |- (6.25)

A condigao acima é satisfeita se e somente se o lado direito de (6.25) pertencer ao

espaco gerado pelas linhas de HF, ou seja,
T TqT
Omx(gro-nm In | ER{F H}, (6.26)

onde R{-} denota o espago gerado pelas colunas de {-} * .
Resultados importantes podem ser obtidos se expressarmos a relacao acima

em termos do espaco nulo de ?, denotado como N'{H}. Vamos definir o vetor e, (1),

YEm [4] os autores afirmam que HF deve ser inversivel, o que é uma condigfio mais restritiva

do que o necessario.
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r X 1, como a i-ésima coluna da matriz identidade r x r. Podemos dizer, entao, que

se existir o vetor a;, (Q + B)N x 1, tal que

Flo; = eqipu(i+ (Q+B—1)M), (6.27)

a condigdo (6.26) é satisfeita se e somente se a; € R(HT).

E possivel verificar que

N(H) = span{eg pn(i), i=1,...,BN — L — 1}

y@N+E (6.28)

® span{ Oixn_r-1 1 v )

1=0,...,L—1},

onde v; sdo as raizes do polinémio h(n), e N'(#) é o espago nulo de H. Entdo, a
condigdo (6.26) é satisfeita se e somente se o vetor a; que satisfaz (6.27) também

satisfizer

alv=0,VveN(H). (6.29)

Supondo que F( possua posto completo por colunas, podemos assumir sem

perda de generalidade

Inr

F, = F, (6.30)
®

onde ® é N — M x M, e a matriz F, M x M, possui posto completo. Entao,
F --- 0 [Tas @T] 0
Fr=|: - : : (6.31)
0O --- F 0 v [Ty @7

Podemos entao reescrever (6.27) como

0(Q+B—1)Mx1:| (6 32)

diag{[IM (I)T],... s [Ias <I>T]} o = [ £

onde f; é a i-ésima coluna de (F7)~'. Para simplificar a notacao, vamos considerar

a=o;ef=f1,.
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O préximo passo é caracterizar a que satisfaca a equacdo (6.32). Vamos

dividir o vetor a em @) + B secoes de comprimento N da forma

GQ+B-1

GQiB—1

a= : (6.33)

o

onde &, e &, tém dimensdo M x 1 e (N — M) x 1, respectivamente, para ¢ =
0,...,Q + B — 1. Das equacbdes (6.32) e (6.33), temos
. T 0 ,¢g=1,....,.0+B—-1
Gg+ P &y = (6.34)
f ,4¢=0
Agora, temos que estabelecer restricoes sobre os valores de ), N — M e L que

garantam ortogonalidade entre a e os vetores no conjunto N (H). Vamos definir

N+L
OBy 1.1 Uy - U(? "
T : : :
V' = . onsr |- (6.35)
OixBN-L—1 Vi1 *** V7,
Ipn_1-1 o --- 0

Utilizando (6.34), podemos escrever

([]-2"]. )
QQ+B-1
In_um O@+B-1)Nx1
Via=VT : + f
-7 | On_mx1
Qp
\[ Livw _ )
_ o -
0
In M AQ+B-1 O0@+B-1)Nx1
T : - : : +VvT f
0 —@T @0 ON—Mxl
L. IN_M =
=Viea+y

(6.36)
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onde

—@T
0
In_m
e =
—pT
0
- IN_M -
dg+B-1 (6.37)
a=|
Gy
O0@+B-1)Nx1
y=V" f

On-—mx1
Da equagao (6.36), podemos reescrever (6.29) como
Via=V'®a&+~v=0sy_1x1, (6.38)
Portanto, equalizacao ZF serad possivel se e somente se existir um vetor a tal que
Viea=—v. (6.39)

Como nés desejamos garantir a existéncia da solugao para (6.39) independentemente
de v (e de F, conseqiientemente), a condi¢ao necesséria e suficiente é posto(VI®) =
BN —1.

Para simplificar a notacao, vamos definir a matriz ¥, N x N — M, dada por

_ T
U = , (6.40)
In um
e os vetores v; e v;, N x 1, dados por
v = [N Lt ] (6.41)
v = [ Oupyrz1 o) - v OO ] (6.42)
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paral=0,...,L — 1. Com essas novas matrizes podemos escrever

\7'0T\II vgNVOT\Il e véQ+B*2)NVOT\II
vie=|_ @iB-D)N : (6.43)
VI Vv e e o vi_
T, 0 e 0

onde T = ‘I’l:BN—L—l,l:N—M-

Da equagao (6.43) podemos observar que as primeiras BN — L — 1 linhas de
¥ devem ser linearmente independentes se desejarmos que a matriz VI'® possua
posto completo por linhas. Isto implica que ¥ tenha posto completo por linhas.

Para evitarmos lidar com essas condigdes vamos restringir a solucdo de (6.39) para

On_
a=| "ML (6.44)
B
Vamos definir a matriz VT, Lx(Q@+B—-1)N,
Ué-(B-1)N+1 o QN
V= : : (6.45)
L—(B—1)N+1 N+L
UL—§ : T Ug—fr

e a matriz ©, (Q+ B —1)N x (Q+ B —1)(N — M),

—_ @7
0
In-m
©- (6.46)
—_@T
0
= IN_M -
Assumindo (6.44), podemos entdo reescrever (6.39) como

_T_ _
vV'eg=—x, (6.47)

onde 7 é um vetor formado com os primeiros L elementos de ~.
Esta solucao nao apenas evita impor restricoes a ¥, mas também simplifica
a andlise do sistema de equagdes. A equagio (6.47) admite solucéo se e somente se
posto(VTg) = L. Entao, uma condicao necessaria para a existéncia de uma solucao
é
Q@Q+B-1)(N-M)>L = Qz[ﬁ-‘—B—H. (6.48)
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. R . S
Vamos analisar em que condicoes V' © apresentaria deficiéncia de posto.

Suponha que existam y zeros de h(n) tais que v¥ = p, 1 =0, ...

chamados de zeros congruentes [3, 1]. Entdo, V. © ser4 dado por

vV e-=

POvIw

POVZ—1 v

ON,T
v, V“\I’

ON T
v Vi1 ¥

pQ+Bf2vg“\I,
pAB2T g

v,(LQJrB_Q)PVf\II

(Q+B-2)P_ 1
V1 v ¥

. . . A=
Podemos escrever as primeiras u linhas de V- © como

_T_
(V 9)1:p,1:(Q+B—1)(N—M) =

Na equagdo (6.50), a matriz

[ viw viw ]
vg_l\Il V'Z_I\I’
[ Iy 0 0
0 pINfM 0
| 0 0 PP 2Ty iy ]
[ viw viw ]
VE_I\IJ vZ_ﬁI’

, i — 1. Esses sao

(6.49)

(6.50)

possui no méximo min(u, N — M) colunas independentes. Logo, se N — M < u, a

. oT= - ., . . ~ .
matriz V' © nao possuird posto completo por linhas, e a equalizacao ZF nao sera

possivel. Esse resultado estd de acordo com o encontrado no capitulo anterior para

a analise do dominio Z.
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6.1.2 Equalizador ZF Variante no Tempo

E possivel reduzir ainda mais a redundancia minima se considerarmos que o
transmultiplexador pode ser variante no tempo. Os resultados desta se¢ao estendem
aqueles encontrados em [4] pois em nossa andlise pudemos encontrar relagoes mais
otimizadas para a ordem do equalizador e a redundancia minima.

Para tanto, precisamos generalizar a definicao de algumas grandezas que
utilizamos até agora. Primeiramente, precisamos redefinir a resposta impulsional dos
filtros de transmissdo como fp,(k,n), onde o indice n foi introduzido para indicar o

instante em que o impulso é aplicado. Como conseqiiéncia, a equagio (6.10) torna-se
o0

u(n) = Y Fi(n)s(n —1) (6.51)
1=—00

onde os elementos de F;(n) sdo definidos como

fO(ZN7n) fl(Zan) fM—l(ZNan)
F— fo(iN.+ 1,n) fl(z'N.+ 1,n) fM,l(i]\.f +1,n) (6.52)
_fo(ZN-i-N— 1,77,) fl(ZN+N— 1,’/1) fM_1(’LN+N— 1,n)_

Os pressupostos descritos na pagina 72 continuam valendo, sendo que no pres-
suposto (c), agora f,,(k,n) sdo filtros FIR causais de comprimento N. Como verifi-
caremos mais adiante, ndo é necessario que os filtros f,,(k,n1) # fm(k,n2) ¥ n1 # no,
mas apenas que dentro de um conjunto finito de filtros haja uma determinada quan-
tidade de filtros distintos. Assim, podemos simplificar a analise supondo que a
variacdo no tempo de f,,(k,n) se dd de forma periédica, com periodo @ + B, ou
seja,

fm(k,n) = fr(k,n+Q + B) (6.53)

e consequentemente

Fo(n) = Fo(n — Q — B). (6.54)

Vamos utilizar essa propriedade para simplificar um pouco a notacao do pre-

codificador assumindo um instante de referéncia e indicando apenas a diferenca em
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relacao a essa referéncia. Dessa forma, vamos escrever
FO (n) — F()(O)
Foln—Q—-B+1) = Fo(Q+B-1)

A equagdo (6.20) pode ser entdo reescrita como

Hz - H 0 --- 0
B 0 Hz --- H, --- 0
X(n)=| |
0 0 --- Hz --- H,
Fo(Q+ B —1) 0 0
s(n—Q—-B+1)
0 Fo(Q+B—-2) --- 0
s(n)
0 0 Fy(0)

(6.55)

onde foi assumido como instante de referéncia o instante de transmissao do bloco

atual. E conveniente redefinirmos a matriz do precodificador como

F= (_) Fo@+B-2) (_) . (6.56)
i 0 0 Fo(0)]

As condigoes para equalizacao ZF nao se alteram, e portanto as equagoes
(6.24) a (6.29) continuam validas. Supondo que Fy(n) possua posto completo por

colunas, podemos assumir sem perda de generalidade

Fo(n) = F, (6.57)
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onde ®(n) é N — M x M, e a matriz F, M x M, possui posto completo. Entao,

F' 0 .- 0
T _ 0 FT
0
0 --- 0 FT
- ) - (6.58)
Lu (Q+B—1)] 0 0
0 L, #7(Q+B-2)
: 0
_ 0 0 |1, ()]
Seguindo um raciocinio semelhante ao utilizado na secao anterior, e redefi-
nindo ) 3
-®"(Q+B-1) 0
In-m
= : (6.59)
(0 1
0 Lo
| | B ]

chegamos novamente a conclusao de que a equalizagao ZF serd possivel se e somente
se a equagao

V'es=-7.

admitir solucao. Novamente podemos dizer que uma condigao necessaria para a

existéncia de uma solucao é
L
@Q+B-1)(N-M)>L = QE[WW—B+L (6.60)

Vamos analisar novamente o que acontece se h(n) possuir y zeros congruentes

tais que v/¥ = p, 1 =0,..., 1 — 1. Entdo, V' @ seré dado por
l P 2

IIBQB-2) - pET(0)
o POVZ—l‘I’(Q +B-2) - PQ+B*2V5—1‘I’(O)
v'e = . (6.61)
vNVIO(Q+B-2) .- ULQ+B_2)PVZ\II(O)
v @+ B-2) - U(L%JIBQ)PV%’—l‘I’(O) i
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onde a matriz ¥(n) é definida como

¥(n) = ) : (6.62)

INfM

Podemos escrever as primeiras g linhas de (6.61) como

vio(Q+B—-2) --- vI®(0)
_T_
(V O)1p1:0+B-1)(N-M) =
Iy O .- 0 | (6.63)
0 ,OIN_M 0
I 0 0 pQ+B—21N_M |
Caso ¥(Q — 1) = --- = ¥(0) = ¥, entdo o precodificador é invariante no

tempo e a conclusdo a que chegamos é a mesma da secdo anterior, que a equalizagdo

ZF nao é possivel se N — M < p. Porém, se tivermos
POE—-—1)#PO6—-2)#...£2¥(0), 6<Q+B-1, (6.64)

entdo o lado esquerdo de (6.63) possui no maximo min(u, (N — M)d) colunas li-
nearmente independentes. Assim, se fizermos (N — M)§ > p é possivel que (6.49)
tenha posto completo por linhas, e consequentemente, é possivel receber o sinal com
reconstrucao perfeita. Para ser possivel realizar a equalizacao independentemente
do canal, basta contemplar o pior caso, que seria 4 = L, e nesse caso o deve ser tal

que

(N—M)§§>L = 6> (6.65)

N-M
Como 6 < Q + B — 1, entao as condigoes necessarias e suficientes para equalizar o

sinal independentemente do canal sao

(Q+B—1)262NEM:>QZﬁ—B+1 (6.66)

eP(OO—1) AP0 —-2)#...2¥(0),0 <@+ B—1,onde
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e () = comprimento (em blocos) do equalizador
e B = ordem (em blocos) do canal
e [ = ordem do canal

N = tamanho do bloco

e M = numero de simbolos transmitidos

A equagao (6.66) mostra que para uma determinada ordem do canal, é
possivel obter uma solug¢ao de compromisso entre a ordem do equalizador e a re-
dundéncia inserida no sinal. Esse relagdo ndo é contemplada em [1], j& que os
autores nao consideraram que o precodificador poderia ser variante no tempo. A
equagao (6.66) também difere dos resultados encontrados em [4], onde o projeto de
W (i) é muito mais restritivo e a relagdo entre @) e N — M nao depende diretamente
da ordem do canal, e sim do tamanho do bloco, o que leva a ordens muito elevadas

do equalizador.

6.2 Conclusao

Neste capitulo estendemos a andlise teérica encontrada em [4], porém re-
tirando vdrias restri¢oes presentes em [4], de modo que a anélise presente neste
trabalho segue de forma independente. Os resultados obtidos oferecem uma base
tedrica para a utilizacao de equalizadores menos complexos do que os encontrados
em [4], além de englobar situagoes onde a resposta ao impulso do canal é longa, ou
seja, maior do que o comprimento dos blocos.

Os resultados encontrados estao de acordo com o obtido no Capitulo 5 e com
outros sistemas considerados na literatura, como o OFDM. Do ponto de vista do
nimero de simbolos redundantes, as conclusoes sao as mesmas do capitulo anterior.
Como a analise no tempo permite estabelecer a ordem minima do equalizador, é
interessante verificar que caso o comprimento do bloco e o numero de simbolos
redundantes sejam escolhidos da mesma forma que em um sistema OFDM, as nossas
relagoes levam a um comprimento do equalizador idéntico ao obtido no OFDM, o

que ndo acontece em [4].
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Assim como em [4], consideramos também transmissores e receptores vari-
antes no tempo, e mostramos que dessa forma é possivel garantir a existéncia dos
equalizadores independentemente do nimero de zeros congruentes do canal. Como
a nossa analise é menos restritiva, novamente encontramos equalizadores menos
complexos também no caso de transmissores e receptores variantes no tempo, nao
apenas na ordem dos equalizadores, mas também nas restri¢does sobre a estrutura

dos mesmos.
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Capitulo 7

Conclusao

Neste trabalho propusemos estruturas para realizar de forma eficiente a equa-
lizacao de canal em sistemas que utilizam transmissao de blocos de informacao, além
de estendermos a base tedrica existente para o projeto de equalizadores que possuam
a propriedade de reconstrucao perfeita do sinal transmitido.

No Capitulo 3 mostramos uma abordagem alternativa para a implementagao
de sistemas DWMT baseados em bancos de filtros com atrasos fraciondrios ( Fractio-
nal Delay Filter Banks, FDFB). Quando comparada com a implementacdo baseada
em bancos de filtros modulados por cosseno, a técnica proposta apresenta melhor
desempenho em termos de taxa de erro de bit, particularmente para relagoes sinal
ruido baixas e canais altamente seletivos. Essa melhora é obtida ao custo de um
ligeiro aumento na complexidade computacional do banco de filtros, compensado
pelo calculo mais simples dos equalizadores.

O desempenho do sistema baseado em FDFB depende de uma boa separacao
das sub-bandas, o que somente pode ser obtido se houver uma boa aproximagao para
os atrasos fraciondrios. Apesar da aproximacao dos atrasos fracionarios dada pelas
técnicas empregadas nao se mostrarem acuradas em toda a banda de freqiiéncias,
os resultados mostram que pelo menos para alguns niveis de relagao sinal ruido as
sub-bandas sao bastante independentes.

Todas as técnicas empregadas para a obten¢do de atrasos fracionarios levam
a resultados similares em termos de taxa de erro de bit para uma dada relacao sinal
ruido. A estrutura de Farrow modificada leva a uma implementacao interessante ja

que o mesmo conjunto de filtros pode ser usado para bancos de filtros com diferentes
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nimeros de sub-bandas. Isso confere grande flexibilidade permitindo mudar dina-
micamente o numero de sub-bandas, mas aumenta a complexidade computacional.
O método de projeto LS FIR é interessante pois a ordem de cada filtro é muito
menor do que a ordem do filtro de Nyquist equivalente, o que simplifica o processo
de otimizacao.

No Capitulo 4, mostramos uma estrutura de equalizacao que utiliza uma
seqiiéncia de transformagoes lineares seguidas por um tnico filtro de Wiener para
realizar a equalizacao em sistemas de comunicacao com transmissoes em blocos.
Na realidade, as transformacoes lineares sao meras circulagées no bloco de entrada
no receptor, e podem ser implementadas por meio de buffers circulares disponiveis
nos processadores digitais de sinais, e portanto nao necessitam de adi¢oes ou mul-
tiplicagoes. Caso o transmissor tenha acesso a informacao sobre o canal pode ser
utilizada também pré-equalizacao, movendo o equalizador do receptor para o trans-
missor.

O desempenho do sistema proposto, medido como a taxa de erro de bit
média, é comparada com o DMT. Vimos que o sistema proposto possui desempenho
superior ao DMT para os modelos de canal avaliados em uma larga faixa de relacdo
sinal ruido. Esse comportamento foi analisado qualitativamente, e concluimos que
estd diretamente relacionado com a presenca de zeros do canal proximos ao circulo
unitario.

O filtro de Wiener em multiplos estagios (MultiStage Wiener Filter, MSWF)
foi considerado para a implementacao do equalizador, permitindo a implementacao
direta de reducao de posto. Verificamos que o posto do filtro pode ser diminuido
para valores muito menores do que o posto da matriz de autocorrelacao do sinal,
mantendo ainda desempenho comparavel ao do filtro 6timo.

Tanto para o filtro de Wiener convencional ou sua implementacdo em
multiplos estdgios vdarias alternativas de implementacdo podem ser consideradas,
utilizando o fato de ser necessario estimar apenas o filtro para estimar um dos
simbolos recebidos. Dessa forma, podemos utilizar algoritmos de adaptacao mais
complexos e robustos, o que leva também a convergéncia mais rapida dos filtros
adaptativos.

No Capitulo 5 descrevemos a andlise tedrica realizada em [1], com algumas
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modificacoes na estrutura do transmultiplexador de modo a compatibilizar com a
utilizada neste trabalho. Nesse capitulo a analise é realizada no dominio da transfor-
mada Z, sendo possivel obter condicoes sobre a quantidade de redundancia inserida
nos blocos, e para as posigoes dos zeros do canal que garantam a existéncia de
equalizadores com reconstrucao perfeita do sinal transmitido. Vimos que a equa-
lizagao apenas nao sera possivel se o niimero de zeros congruentes for maior do que
o numero de simbolos redundantes para um determinado comprimento de bloco.
Alterando o comprimento dos blocos, o niimero de zeros congruentes também se
altera, e conseqiientemente também se altera o nimero de simbolos redundantes
necessarios. Para canais praticos dificilmente encontraremos zeros congruentes, mas
se os mesmos forem apenas aproximadamente congruentes podemos enfrentar pro-
blemas numéricos no projeto do equalizador.

Descrevemos também a parametrizacao dada em [1] para um equalizador
que satisfaga as condicoes de reconstrucao perfeita, onde é necessario que ambos
o transmissor e o receptor possuam informacgao sobre o canal. Generalizamos essa
parametrizacao para permitir equalizadores onde o transmissor seja fixo e apenas o
receptor possua informagao sobre o canal.

No Capitulo 6 estendemos a andlise tedrica encontrada em [4], porém re-
tirando vdrias restri¢oes presentes em [4], de modo que a anélise presente neste
trabalho segue de forma independente. Os resultados obtidos oferecem uma base
tedrica para a utilizacao de equalizadores menos complexos do que os encontrados
em [4], além de englobar situagoes onde a resposta ao impulso do canal é longa, ou
seja, maior do que o comprimento dos blocos.

Assim como em [4], consideramos também transmissores e receptores vari-
antes no tempo, e mostramos que dessa forma é possivel garantir a existéncia dos
equalizadores independentemente do nimero de zeros congruentes do canal. Como
a nossa andalise é menos restritiva, novamente encontramos equalizadores menos
complexos também no caso de transmissores e receptores variantes no tempo, nao
apenas na ordem dos equalizadores, mas também nas restricoes sobre a estrutura
dos mesmos.

O problema de equalizacao de canal para sistemas utilizando transmissao

em blocos foi abordado de trés formas distintas e complementares. Os resultados
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obtidos mostram avancos em relacao as técnicas existentes, sem contudo esgotar as
possibilidades de pesquisa no assunto. A direcao adotada para as pesquisas tem
como objetivo explorar ao maximo a capacidade do canal, levando a sistemas que
aproveitem melhor os recursos disponiveis, como banda de freqiiéncia e poténcia, e
também permitam a utilizacao de equipamentos de baixa complexidade, reduzindo

custos e conferindo maior autonomia a dispositivos portateis.
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Apeéndice A
Matriz Pseudocirculante

Neste apéndice vamos mostrar que, quando utilizamos transmissao em blocos,
o canal pode ser modelado por uma matriz pseudocirculante. A estrutura pseudocir-
culante surge por incorporarmos as linhas de atrasos e os decimadores/interpoladores
ao modelo de canal, como mostrado na Figura A.1.

Inicialmente vamos reescrever o canal P(z) de forma polifisica[2],
N-1
P(z) =Y 2'P(2"). (A1)
1=0
Dessa forma, cada elemento do vetor Y (z) é dado por
You(2) =2 ™U(2)P(z2)

=U(z)z™™ 2 2 tP(2N) (A.2)

N-1

=U(z) Z 2™ P ().

Figura A.1: Transmultiplexador.
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Assim, podemos escrever o vetor Y (z) como

P()(ZN) Pl(ZN) e PN_l(ZN)
. fNP B N P N ceo Py N -1
Y(2)=U@) | " (%) o) N 2‘(z ) (A.3)
2NP(ZN)  2TNPRy(2N) oo Py(2VN) —N+L
Vamos definir ) )
1
. 27!
U(z) :=U(z) (A.4)
5N+l
Os elementos do vetor U(z) sao dados por
N-1
Un(z) =2™ Z X (2N
Nt (A.5)
— P —m+k Xk
k=0
Decimando U(z) por um fator N obtemos
| N-1N-
(L NHOW) = 37 2 M WR) ™ X WR)Y)
=0 k=0
1 Mol N-1 (A.6)
—-m r(—m+k
= 3 X ST ),
k=0 r=0
onde ({ N){-} denota a decimagao de {-} por um fator N. Como
Nl 0 ,—-m+k#0
Wimh) — (A.7)
r=0 M ,—m+k=0
entao,
(4 N){Un(2)} = Xm(2) (A-8)
Logo,
Po(Z) Pl(Z) PNfl(Z) X()(Z)
— z 1f)N_l(Z) P()(Z) PN_Q(Z) Xl(Z)
Y(z) = L N{Y(2)} = , ,
| TP(2) 2T R(2) Py(2) Xn-1(2) |
(A.9)
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Assim concluimos que

[ P() Pi(2) Pyi(2) |
Y(2) = 2 1Py_1(2) Py(2) Pyn_5(2) X(z
: (A.10)
| IP(z) 2 P(e) Rz) |
= C(2)X(z),

ou seja, a matriz de canal C(z), que relaciona X(z) e Y(z) é pseudocirculante.
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Apeéndice B

Decomposicao Espectral de Matriz

Pseudocirculante

Neste apéndice mostraremos como calcular a decomposicao espectral de uma
matriz pseudocirculante. Para tanto, vamos considerar a seguinte matriz pseudocir-

culante, N xX N,

[ Hoz)  Hi(2) - Hya(2) |
C(z) = Z_IHJ'VI(Z) Hle) HNTQ(Z) (B.1)
] 2 YHi(2) 2 'Ho(z) --+ Hy(z) |

onde Hy(z) sao polinémios em 2z~ !.

Por conveniéncia, vamos definir

N-1
S(z) =Y 2 FHy(2") (B.2)
k=0
e também i i
1
z—l
e(z) == . (B.3)
5 N+1

Logo, podemos reescrever (B.2) como

S() = [Hy(=") - Hyi(zV)] e(2) (B.4)
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27'S(2) = |z "NHy (V) Ho(z")

Hy 3(=V)] e(2)

(B.5)

O vetor linha em (B.5) é uma versdo circulada do vetor linha em (B.4), com

um 2z

N

escrevendo 2725(z), 2725(2), ..., obtemos o conjunto de N equagoes

Podemos estender esse resultado definindo

ep(z) :=

1
27 IWP

onde WP = ¢ 9272/N ¢ observando que

S(zWP) = [HO(ZN)

2 WIS(:WP) = [ NHy i (2N) Ho(2Y)

O vetor linha em (B.8) é uma versao circulada do vetor linha em (B.9) com um 2~

SN+ —(N—=1)p

Hy 4 (ZN) ey(2)

Hy_5(2V) e,(2)

adicional multiplicando o primeiro elemento. Procedendo dessa forma e

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

N

adicional multiplicando o primeiro elemento. Procedendo dessa forma, e escrevendo

2 2WS(2), 2 3W3S5(2), ..., obtemos o conjunto de N equagoes

Por sua vez, esse conjunto de N equacoes pode ser rearranjado como

1

0

z

0

—N+1

S(zWP)
WPS(zIWP)

W-(N=Up g (2 WP)

S(EWP)e(2) = C(Y) ey (2)

C(z")

1
wW-p

w—-(N-1)p

(B.10)

(B.11)

Como a equacdo (B.11) é satisfeita para 0 < p < N — 1, obtemos entdo N

conjuntos de N equagoes em (B.11), que podem ser expressadas de forma compacta

como

A(2)WHQ(2) = C(ZM)A(2)WH
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completando a decomposicao espectral de C(z%), onde W é a matriz que implementa

a DFT de N pontos,

S(2) 0
Q(z) = S . (B.13)
|0 | (=W
e 1 0 |
A= © ) (B.14)
0 | |
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