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Resumo da Tese apresentada &8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios

para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)
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Marcos Vicente de Brito Moreira

Fevereiro/2002

Orientador: Joao Carlos dos Santos Basilio
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Utilizando controle robusto H,, para o projeto de sistemas de controle lineares,
controladores sao projetados de forma a garantir a estabilidade e também alguma
caracteristica de desempenho do sistema em malha fechada, admitindo-se que o
modelo da planta possui incertezas. FEm geral, nao ha uma maior preocupagao
quanto a sensibilidade do sistema com respeito a variagoes nos coeficientes do proprio
controlador projetado, supondo-se que este sera implementado exatamente como
projetado. Todavia, a implementagao exata de controladores é impossivel na pratica,
e em alguns casos uma baixa sensibilidade do sistema a variagoes nos parametros
do controlador podem torné-los instaveis. Desta forma é necessario, entao, que os
controladores robustos projetados tenham alguma tolerancia a incertezas nos seus
coeficientes, ou seja, possam ser considerados ‘nao-frageis’.

Nesta tese o problema de fragilidade de controladores robustos H,, é abordado
e métodos sao propostos para tornar esses controladores menos frageis sem compro-
meter significativamente o valor do custo H,, considerado. Além disso, uma anélise
é feita dos métodos utilizados para medir a fragilidade de controladores e uma nova

medida de fragilidade é sugerida.
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The H, robust control theory is a linear control system synthesis methodology
in which controllers are designed to provide stability and also a desired closed-loop
performance, assuming uncertainties in the plant model. In general, system sensiti-
vity with respect to variations in the controller parameters is not of great concern
since it is supposed that the controller can be implemented exactly. However, the
exact implementation of controllers is impossible in practice, and in some cases even
a small variation in controller parameters can lead the closed-loop system to insta-
bility. Therefore, it is necessary that any controller which is part of a closed-loop
system be able to tolerate some amount of uncertainty in its coefficients, namely
that, it must be ‘non-fragile’.

In this thesis, the problem of fragility of H,, controllers is revisited and
methods to reduce the fragility of these controllers, without affecting significan-
tly the value of the H., cost under consideration, are proposed. In addition current
methods used to measure the fragility of controllers are analysed and a new method

is proposed.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de controle robusto H,, (Francis, 1987; Doyle et al., 1992; Zhou et al., 1996)
consolidou-se nos ultimos anos como uma maneira sistematica de projeto de contro-
ladores. Neste tempo, diversas técnicas para obtencao de sistemas de controle que
fossem 6timos e robustos foram formuladas. Basicamente, o controle robusto H., so-
luciona problemas relativos & estabilidade do sistema em malha fechada na presenca
de perturbagao na fungao de transferéncia da planta, a atenuacao de ruido, ao ratre-
amento e rejeicao de perturbacao, podendo todos os objetivos serem considerados
simultaneamente. Para tanto, o que ¢ feito é, a partir da parametrizacao de todos
os controladores estabilizantes de Youla-Kucera, que fornece um parametro livre
Q(s), descrever os objetivos de controle como um problema de minimizagao de uma
norma infinita apropriada. Para sistemas monovariaveis, Francis (1987) descreve
um procedimento para obtencao de controladores robustos H,,. Este procedimento
possui os seguintes passos: (i) utilizar a parametrizagdo de Youla Kucera para se
obter um problema de casamento de modelos; (i) realizar fatoracdo ‘inner-outer’
para transformé-lo em um problema de Nehari e; (ii7) solucioné-lo através de um
algoritmo simples baseado em espaco de estados. A vantagem do método apresen-
tado em Francis (1987) é a possibilidade de obtengao de expressoes analiticas para
os controladores 6timos que solucionam os problemas H., de minimizac¢ao que levam
a problemas de 1-bloco.

As técnicas desenvolvidas para obtengao de controladores robustos sempre vi-

saram garantir a estabilidade e o desempenho do sistema em malha fechada, le-



vando em consideracao somente perturbacoes na funcao de transferéncia da planta,
supondo que o controlador deveria ser implementado exatamente. Esta hipotese
¢ valida uma vez que a incerteza nos parametros da planta é o tipo de incerteza
mais importante de um sistema de controle, ja que os controladores, em geral, sao
implementados através de Hardware de alta precisao. Porém, em um artigo recente,
Keel e Bhattacharyya (1997) sugerem através de exemplos que a implementagao de
controladores tanto digital (Keel e Bhattacharyya, 1998) quanto analdgica, encontra-
dos através das mais diversas técnicas de controle robusto, introduziam determina-
das perturbagoes nos coeficientes do controlador, o que poderia tornar os sistemas
realimentados instaveis. Para demonstrar este fato, foi definida uma margem de
estabilidade (baseada em fungoes polinomiais) denominada margem de estabilidade
paramétrica (Bhattacharyya et al., 1995). Utilizando-se esta margem de estabilidade
observou-se que, apesar do sistema admitir incertezas na funcao de transferéncia da
planta, tornava-se instavel mesmo com perturbagoes relativamente pequenas nos
parametros do controlador. Por essa razao esses controladores foram denominados
‘frageis’. Desde entao, estudos sobre fragilidade de controladores robustos e 6timos
comegaram a ser desenvolvidos; em Dorato (1998) é possivel se obter um resumo
do problema de fragilidade de controladores, assim como um histérico da literatura
sobre este tema.

Alguns esforcos tém sido realizados na tentativa de solucionar o problema le-
vantado por Keel e Bhattacharyya (1997), como por exemplo Haddad e Corrado
(2000), Yang et al. (2000), Famularo et al. (2000), Yang e Wang (2001) e Ho et al.
(2001). Basicamente o que é feito por estes pesquisadores é formular o problema
de robustez do sistema realimentado em termos da peturbacao nos parametros do
controlador e, entao, verificar a tolerancia a perturbagoes em relacao aos parame-
tros da planta. Alguns trabalhos foram feitos na tentativa de mostrar falhas em
Keel e Bhattacharyya (1997). Makild (1998) afirma que os casos considerados em
Keel e Bhattacharyya (1997) nao sdo reais e que a ocorréncia de controladores ro-
bustos frageis é rara. Em Paattilammi e Mékild (2000) ¢ também comentado que

determinadas realiza¢oes como a forma companheira devem ser evitadas pois podem



tornar os sistemas em malha fechada instaveis no momento da implementacao do
controlador.

Diferentemente do enfoque dado pelos pesquisadores até entao, neste trabalho
a reducao da fragilidade do controlador sera realizada garantindo-se inicialmente
que o controlador projetado (Francis, 1987) atenda a um dos objetivos de projeto
representado pela minimizacao de uma norma infinita apropriada e, em seguida,
perturbando-se os coeficientes deste controlador adequadamente, admitir uma pe-
quena perda no valor do custo H,, considerado, porém com consideravel reducao da
sensibilidade do sistema a variacoes nos parametros desse controlador. Para tanto,
em um primeiro estégio, sempre que possivel, a ordem do controlador sera reduzida,
utilizando-se redugao por truncamento balanceado (Garcia e Basilio, 2000; Zhou
et al., 1999). Em seguida, o controlador robusto reduzido encontrado seré conside-
rado nominal, e os coeficientes do numerador e denominador de K (s) formaram um
vetor ]_90. A partir do vetor ]_90 e adotando a margem de estabilidade paramétrica
como indicador da fragilidade do controlador, um método seré apresentado. Este
método consiste em se encontrar no espago gerado pelos parametros do controlador
a melhor direcao na qual os parametros do controlador podem ser perturbados para
maximizar a sua margem de estabilidade paramétrica relativa, supondo que esta
pertubacao sobre os coeficientes do controlador seja relativamente pequena e nao
deteriore demasiadamente o valor do custo H., considerado.

Trabalhos anteriores questionaram a fragilidade dos controladores H., apon-
tada por Keel e Bhattacharyya (1997) relacionando-a a problemas de determinados
tipos de implementacao. De fato, ao se implementar controladores, tem-se em ge-
ral, imprecisoes em relacao aos parametros do controlador, porém, essas imprecisoes
podem ser estimadas a priori (precisdo numérica no caso de implementagao digital
e tolerancia dos componentes eletronicos implementados analogicamente). Desta
forma, neste trabalho serd questionado se realmente a fragilidade dos controladores
pode ser atribuida a uma determinada forma de implementacao, bem como se é
adequada a utilizacao da margem de estabilidade paramétrica relativa, definida em

Keel e Bhattacharyya (1997), como forma de rotular um controlador como fragil.



Além disso, uma nova caracterizacao para a margem de estabilidade paramétrica,
baseada no teorema de Kharitonov, sera apresentada.

Para atingir os objetivos propostos, este trabalho esta estruturado da seguinte
forma: no capitulo 2 a margem de estabilidade paramétrica é revista e alguns re-
sultados originais sao apresentados. O capitulo 3 trata da redugao por truncamento
balanceado dos controladores, e, para tanto, apresenta fundamentos da teoria de
controle robusto H,, e determina expressoes analiticas para os controladores obti-
dos pelo método descrito em Francis (1987). Ainda no capitulo 3 alguns exemplos
sao utilizados para mostrar a eficiéncia da reducao da ordem do controlador uti-
lizada. No capitulo 4 mostra-se como a reducao da ordem do controlador pode
melhorar a margem de estabilidade paramétrica relativa do mesmo, e sugere uma
maneira sistematica de, partindo do controlador nominal, obter um controlador que
minimize uma norma infinita apropriada e que tenha ao mesmo tempo boa margem
de estabilidade paramétrica. No capitulo 5 a utilizagao da margem de estabilidade
paramétrica definida por Keel e Bhattacharyya (1997) como medida de fragilidade
de controladores é avaliada, e uma nova caracterizagao para esta é feita utilizando-se
o teorema de Kharitonov. Por fim, no capitulo 6, sao apresentadas as conclusoes e

sugestoes de futuros trabalhos a serem desenvolvidos sobre o mesmo tema.



Capitulo 2

Margem de estabilidade paramétrica

Neste capitulo sera feito um estudo introdutoério sobre margem de estabilidade para-
métrica (Bhattacharyya et al., 1995) e, para tanto, serao revistos alguns resultados
fundamentais baseados na teoria de estabilidade. Dentre estes destacam-se o te-
orema do cruzamento da fronteira e o principio de exclusao da origem que serao
amplamente utilizados neste trabalho. Serao também apresentados alguns resulta-
dos originais.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: na secao 2.1 o teorema do
cruzamento da fronteira e outros resultados importantes para a compreensao do
conceito de margem de estabilidade paramétrica sao revistos; na se¢ao 2.2 a margem
de estabilidade paramétrica é definida e um método simples para a sua obtencao,
baseado no teorema do cruzamento da fronteira, é apresentado. Ainda nesta secao,
alguns importantes resultados adicionais sobre margem de estabilidade paramétrica

sao apresentados.

2.1 O Teorema do Cruzamento da Fronteira
("Boundary Crossing Theorem")

Antes de considerar o teorema do cruzamento da fronteira e outros importantes
resultados, é conveniente revisar o principio dos argumentos da teoria de varidveis

complexas.

Teorema 2.1 (Principio dos Argumentos)

Seja C um contorno simples fechado no plano complezo e w = f(z) uma fun¢io da
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varidvel complexa z analitica no contorno C e no interior de C exceto em um nimero
finito de polos. Sejam Z e P, o nimero de zeros e polos, respectivamente, da fung¢ao
f(z) contidos no interior do contorno C e Acarg|f(z)] a variagio da fase de f(z)

quando z completa uma volta sobre o contorno C em sentido hordrio. Entao
Acarg(f(2)] = 2n(Z — P) (2.1)

O

A partir do principio dos argumentos, um resultado, importante conhecido como

teorema de Rouché, é obtido.

Teorema 2.2 (Teorema de Rouché)
Sejam f(z) e g(z) duas fungdes analiticas sobre e dentro de um contorno simples

fechado C no plano complexo. Se

()| < [f(2)]

para todo z em C, entao f(z) e f(z)+g(z) tém o mesmo nimero de zeros (incluindo

multiplicidade) no interior de C.

Prova. Ver Bhattacharyya et al. (1995).
Uma consequéncia imediata do teorema de Rouché é que, como, por hipotese,
lg(2)] < |f(2)| em C entdao f(z) # 0 para todo z € C, isto ¢ f(z) ndo possui
zeros em C. Assim, como |f(z) +g(2)| > |f(2)] — |g(2)| > |f(2)] = |f(2)| = 0, entao
f(z) + g(z) também nao possui zeros em C.

O teorema de Rouché trata de fungoes de varidveis complexas incluindo as
fungoes polinomiais, que serao o objetivo principal de estudo neste trabalho. Desta

forma, a seguir, sera vista uma aplicacao do teorema 2.2 para o caso polinomial.

Teorema 2.3 Sejam

m

P(s) = po+pis+...+pps" = H(s—sj)tf,pn # 0,

j=1
Q(s) = (po+e)+ (pr+e)s+...+ (pn+en)s",



e considere um circulo Cy, de raio 1y, centrado na raiz s, de multiplicidade ty de

P(s). Suponha ry fizo tal que
0 <rp <minls, —s;|, para j=1,2,...,k—1,k+1,...,m.

Entao, existe um nimero positivo €, tal que |¢;| <€, i=0,1,...,n, para o qual Q(s)

tem ti, zeros no interior do circulo Cy.

Prova. Ver Bhattacharyya et al. (1995). O

A partir do teorema 2.3 é possivel enunciar ainda os seguintes corolarios:

Corolario 2.1 FEscolha m circulos C1,Cs,...,Cp,, disjuntos e centrados em Sy, Sa,

., Sm, respectivamente. FEntao, aplicando repetidamente o teorema 2.3 é sempre

possivel encontrar € > 0 tal que para qualquer conjunto de valores {€g,€y,. .., €n}
satisfazendo |e;| <€, 1 =1,2,...,n, Q(s) tem precisamente t; zeros no interior de
cada circulo C;. O

Corolario 2.2 Seja

ni

P(s) = po+pis+...+pns"+0s"t 4 405" = H(s —5;)9, (ny < n),
j=1

Q(s) = (po+e)+pr+e)s+...4+ (pn, +€n)s™ + enﬁls"l*l + ... +e€,8".

Entao para cada uma das ny raizes distintas de P(s) é possivel escolher um circulo Cy,
de raio i, (0 <rp <min|s,—s;|, 7=1,2,...,k—1,k+1,...,nl) centrado na raiz
s, de multiplicidade t), de tal sorte que existe um €, tal que |&| <€, i=0,1,...,n,

para o qual Q(s) tem ty zeros no interior de Cy.

Prova. Basta notar que na prova do teorema 2.3, todos os passos continuam ver-
dadeiros para as hipoteses do corolario. O

Para o estudo do teorema do cruzamento da fronteira sera considerado o caso
em que P(s) nao perde grau, ou seja, p, # 0. Para tanto, considere o plano com-
plexo C e seja & C C um conjunto aberto definindo uma regiao de estabilidade

(normalmente para sistemas continuos no tempo, S é escolhida como o semi-plano



da esquerda do plano complexo C). Observe que S, sua fronteira dS e o interior S

do conjunto fechado S = C — S formam uma particao do plano complexo, isto &,
SUISUS =C, SNS"=8NasS=a5nS’=10

onde S, S e 8" sao conjuntos nao-vazios. O teorema do cruzamento da fronteira

pode entao ser enunciado.

Teorema 2.4 (Teorema do cruzamento da fronteira)

Suponha que P()\,s) seja uma familia de polindmios tal que:

1. P(\,s) tenha grau firo n e P(\,s) seja continua com respeito a A em um

intervalo I = [a,b], ou seja, um tipico elemento de P(\,s) seria:
P(X,s) =po(A) +p1(AN)s+ ...+ pa(N)s”,

onde po(N), p1(A), ..., pn(X) sdo fungdes continuas de X em I e p,(\) # 0 para
todo \ € I;

2. P(a,s) tem todas as suas raizes na regiao de estabilidade S e P(b,s) tem ao

menos uma raiz em S.

Entio, eziste ao menos um X\ em (a,b] tal que:

1. P(\,s) tenha todas as suas raizes em S UJS;
2. P(\, s) tenha ao menos uma raiz em 9S.

Prova. Ver Bhattacharyya et al. (1995) O
O teorema anterior mostra que, ao considerar uma familia de polinémios P(A, s)
de grau fixo n, o conjunto formado pelas raizes de P(J\,s) ao passar de uma regido
de estabilidade S para o interior de sua regido complementar S deve inicialmente
cruzar a fronteira dS. Porém, para os casos onde os elementos de P(\, s) perdem
grau, as suas raizes nao necessariamente cruzarao a fronteira de estabilidade antes
de tornarem-se instaveis. Isto pode ser facilmente observado através do seguinte

exemplo.



ai

Figura 2.1: Perda de grau no caminho Cf.

Exemplo 2.1 Considere o polindmio estavel a1s + ag, ag > 0 e a; > 0. Defina
p= lag, ai] e QO egl de acordo com a figura 2.1. Note que o polindmio € estdvel para

p°. Considere agora o vetor de pardmetros caminhando sobre Cy até alcancar

IS
I

o ponto instdvel Ql. Como pode ser facilmente observado nenhum polinémio neste
caminho tem uma raiz sobre o eixo jw, isto €, nao ocorre o cruzamento da fronteira.
Note, porém, que a; diminui até anular-se, isto €, no caminho Cy hd perda de grau.
A perda de grau pode entao ser entendida como um limite para a estabilidade, pois
perturbando-se o coeficiente de maior grau de ]_90 em direcao a Ql, pouco o suficiente
além do necessdario para perda de grau, este cruza o eixo de ag e muda de sinal,

tornando-se instdvel. O

O exemplo anterior pode ser generalizado para polindmios de ordem maior que
um, uma vez que qualquer perturbagao sobre um polinémio estavel que ocasione
a mudanca de sinal de um de seus coeficientes causara também a instabilidade
do polinémio perturbado. O exemplo 2.1 também mostra que o teorema 2.4 nao
pode ser diretamente utilizado quando houverem polindémios em P(\, s) que percam
grau. Para estes casos o teorema deve ser adequadamente modificado de forma a

que os caminhos entre P(a,s) e P(b,s) sejam tais que uma das seguintes condigoes



ocorra: (i) zeros na fronteira 0S; (i7) perda de grau. Desta forma, a analise nao fica
comprometida e o teorema 2.4 pode ser aplicado.

O teorema a seguir é uma outra forma de apresentar o teorema do cruzamento
da fronteira. Este teorema, conhecido por principio da exclusao da origem, é de
fundamental importancia para obtencao da margem de estabilidade paramétrica e
visa detectar a presenca de polindmios instaveis dentro de uma determinada familia
de polinémios de grau fixo n. Para entender este principio, inicialmente suponha que
(s, ¢) denote um polindmio cujos coeficientes dependem continuamente do vetor de
parametros ¢ € R! que varia em um conjunto © C R!, e, portanto, gera a familia de
polinémios

A(s) ={d(s,c) : c € B}. (2.2)

Para verificar se algum polinémio da familia A(s) é instavel, suponha que existe ao
menos um polinémio Hurwitz (s, ¢,) na familia de polindémios A(s) e que 6(s,¢,)
seja um polinémio instavel. Entao, de acordo com o teorema do cruzamento da
fronteira, para todo caminho continuo entre ¢, e ¢, existe um ponto c. tal que o
polinémio d(s, ¢.) possui raizes na fronteira 0S. Se este caminho puder ser construido
inteiramente em O, ou seja, se © é conexo por caminhos, entao o ponto c. € ©. Neste
caso, a presenga de polindémios instaveis implica na presenga de polinémios em A(s)
com raizes na fronteira 0S. Este fato leva a uma maneira simples de determinar
a existéncia de polindmios instaveis em A(s), isto é: para s* € OS verificar se
0 € A(s*), caso nao pertenga entao a familia é toda Hurwitz. O resultado anterior

pode ser enunciado formalmente no seguinte teorema.

Teorema 2.5 (Principio da exclusao da origem)
Suponha que a familia de polinémios (2.2) possui grau constante e contém ao menos
um polindmio estdvel. Suponha também que © € conexa por caminhos. Entao toda

a familia € estavel se e somente se

0¢ A(s*), para todo s* € 0S.
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2.2 Margem de estabilidade paramétrica

Nesta secao, a margem de estabilidade paramétrica sera definida e um método ma-
tematico para sua obtencao, baseado no teorema do cruzamento da fronteira, mais
precisamente na sua formulagao como o principio da exclusao da origem, sera apre-

sentado.

2.2.1 Definicao

Antes de definir a margem de estabilidade paramétrica serd necessario fazer algumas
hipoteses. Desta forma, considere o sistema realimentado da figura 2.2. Neste
sistema G (s, z) representa a fungao de transferéncia da planta e K(s,p) representa
a funcao de transferéncia do controlador. Suponha que o vetor de parametros z
e p sao reais e seus elementos sao os coeficientes do numerador e denominador da
funcao de transferéncia da planta e do controlador, respectivamente. Um problema
interessante a ser formulado é, dado um controlador K (3,1_90) que estabiliza uma
planta cujos parametros x sao considerados fixos, encontrar o quanto podem ser
perturbados os elementos de ]_90 tal que o sistema em malha fechada permaneca

estavel. Isto leva a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.1 Seja Ap = p — QO, um vetor representativo da perturbagao dos pa-
rametros do controlador. Entao a margem de estabilidade paramétrica pode ser
definida como o mddulo da menor perturba¢ao que faz com que o polindémio carac-

teristico em malha fechada se torne instdvel. O

Uma importante caracterizagao para este problema seria encontrar a maior
bola de estabilidade no espaco de parametros do controlador, centrada no valor
nominal 20' Esta caracterizacao leva a uma forma simples e sistemaéatica para a
obtencao da margem de estabilidade paramétrica para o caso linear. Considere

S C C a regiao de estabilidade e p um vetor real de parametros,

B: [pb P2, .-, pl]T'

11



G(s, z) y(s)

Figura 2.2: Sistema em malha fechada

Entao o polindmio caracteristico em malha fechada pode ser escrito como:

8(s,p) = 0n(p)s" + 6n1(p)s™ " + ... 4 do(p). (2.3)

Considere que 4(s, 1_90), onde p = p ¢ o vetor de parametros nominal, ¢ estével com

respeito a §. Denote

A]_)::Q—]_?OZ[m—p(f, p2_p(2)7 cee pl—P?]T

como o vetor de perturbagoes sobre os parametros do controlador nominal e intro-
duza uma norma ||.|| no espago dos vetores p (neste trabalho sera utilizada a norma

Euclidiana). Pode-se, entdo, definir:

1. Bola de raio p centrada em QO:
Blp. ") ={p: lp— 1l < p},
que pode ser associada a familia de polinémios
Ay(s) = {5(8,]_90 + Ap) : ||Ap|l < p};
2. Hiperesfera de raio p:
H(p,p") ={p: llp—p°ll = p}.

Por esta nova formulacao, a margem de estabilidade paramétrica no espaco de pa-

rametros ¢ entao definida como o raio, p*(p"), da maior bola centrada em p° para o

12



qual 0(s,p) permanece estavel para p € B(p*(p°), p°) (para simplificar a notagao de
agora em diante serd escrito p* ao invés de p*(p°)). A seguir um teorema que define

a margem de estabilidade paramétrica sera apresentado.

Teorema 2.6 Sob as hipdteses acima, a margem de estabilidade paramétrica p* €

caracterizada por:

1. Existe uma bola maior B(p*,p°) centrada em QO, tal que:

(a) Para todo p" contido na bola, o polindmio caracteristico 6(s,p') € estdvel

e de grau n.

(b) Ao menos um ponto p” na hiperesfera H(s, p°) € tal que d(s, p") € instdvel

ou de grau inferior a n (perde grau).

2. Além disso se p" € algum ponto na hiperesfera H(p*,go) tal que 6(s,p") €
instdvel, entao os zeros instdveis de 5(s,£”) podem somente estar na fronteira

de estabilidade.

Prova. Ver Bhattacharyya et al. (1995). O
Para ilustrar a caracterizacao dada no teorema 2.6 para a margem de estabilidade

paramétrica, p*, um exemplo serd apresentado a seguir.

Exemplo 2.2 Suponha que as fungoes de transferéncia da planta e do controlador

sejam dadas por:

1 K?

_ 0 01\ __ 0 I
G(s) = poanp— K(s,[Kp Kj]) = Kp + -

e considere que K(s,p’) = K(s,[K} K}|) estabiliza G(s). Pelo critério de Routh-
Huruntz o sistema realimentado serd estdavel se e somente se as sequintes condigoes
forem satisfeitas:

Kp>K;+2 e K;y>0. (24)

A partir da equagao (2.4), € possivel obter uma regiao de estabilidade Q, definida no
espaco de pardmetros do controlador. Esta regiao estd representada na figura 2.3. A

margem de estabilidade paramétrica p*, de acordo com o teorema 2.6, pode ser entao

13



Figura 2.3: Caracterizacao para a margem de estabilidade paramétrica no espaco
de parametros do controlador para o exemplo 2.2.

definida como o raio da maior bola centrada em QO, B(p*,]_)o), tal que todos os pontos
p € B(p*, p°) representem controladores que estabilizam o sistema realimentado, isto
¢, p € {2, e ao menos um ponto na hiperesfera correspondente, H(p*,]_ao), representa
um controlador que nao estabiliza o sistema realimentado, como mostrado na figura
2.3. E importante ressaltar que para este exemplo nio hd a possibilidade de perda

de grau do polinémio caracteristico em malha fechada. a

2.2.2 Calculo da margem de estabilidade paramétrica

A margem de estabilidade paramétrica é obtida utilizando a imagem da familia de
polindémios A,(s) no plano complexo C, calculada em cada ponto da fronteira da
regiao de estabilidade 0S. Para tanto, considere que 6(5,]_)0) seja um polinémio
estavel, isto é, os zeros de 5(8,]_90) € S, e suponha que a familia de polindémios
A,(s) tenha grau constante n e possui ao menos um polinémio instavel. Entao,
pelo principio de exclusao da origem, teorema 2.5, para detectar a existéncia do
polindmio instavel deve-se gerar o conjunto imagem da familia de polinémios de grau
n em cada ponto da fronteira 0S e determinar se a origem esté incluida, ou seja,
definindo s* um ponto pertencente a fronteira de estabilidade 0S, deve-se verificar se

0 € A,(s*) para algum s* € 9S. Para o caso onde existem polinémios em A ,(s) que
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percam grau, deve-se considerar também, de acordo com o teorema 2.6, o raio da
maior bola tal que todos os polindmios contidos nesta bola tenham grau constante.
Este procedimento leva a uma forma sistematica para determinacao da margem de

estabilidade paramétrica p*, e serd apresentado pelo seguinte procedimento.

Procedimento 2.1 Para calcular a margem de estabilidade paramétrica p* devem-

se sequir 0s sequintes passos:

1. definindo s* como um ponto na fronteira 0S, determine p(s*) := inf{p : 0 €

A,(s*)} em cada ponto s*;

2. minimize a fungao p(s*) sobre toda a fronteira OS e entdo determine

= ] f *).
= e

3. calcule o maior raio pg tal que todo polindmio contido na bola B(pg, p°) seja

de grau constante n, ou seja,
pa = inf{p: 0,(p" + Ap) = 0, [|Ap|| < p};

4. determine p* = min{py, pq}- O

Um fato interessante a ser notado é que a diregao do vetor de perturbagao Ap,
encontrado através do calculo de p*, pode ser entendida como a pior dire¢ao de per-
turbagao sobre o vetor nominal de parametros ]20, quanto a estabilidade do sistema
em malha fechada. Isto permite concluir entao que existem direcoes no espaco de
parametros que permitem uma variacao maior do que a calculada pela margem de
estabilidade paramétrica.

Para o caso linear e considerando a norma a ser utilizada a norma-2, ||.||z,
formulas simples podem ser obtidas para o célculo de p* (Bhattacharyya et al.,
1995; Garcia, 2000). Para tanto, suponha que as fungoes de transferéncia da planta
e do controlador sejam, respectivamente, dadas por:

_ Nea(s) _ > s a;s’
Dqa(s) > 27ty Bjsi

(2.5)



_ N(s,p) 32 ast
Dk (s,p) Zgio Pqs7

Defina p = [pipa . .. )T o vetor de parametros nominal formado por um subconjunto

K(s) (2.6)

do conjunto P = {eg, €1, ..., €my, G0, O1, ..., Pn,} de pardmetros do controlador
(I < mg + ny + 2) e que sao escolhidos entre aqueles que podem sofrer alguma

perturbagao. Nao ¢ dificil verificar que

6(s,p) = Na(s)Nk(s,p) + Da(s)Dk(s,p)
= > ai(s)pi +b(s). (2.7)

i=1

onde a;(s) e b(s) sdo polinomios independentes de p. Por exemplo, fazendo

p=[pip2 ... ) =[e0 i €my B0 i Guy)’, L=+ 19+ 2

entao
d(s,p) = Na(s)eo + ... + Ng(5)s"? €y + D (8)po + ... + Dg(s)s™ bn, (2.8)

e portanto, neste caso,

[ Ng(s)s'™t i=1,...,ma+1
ai(s) = { Dg(s)s™™272 i =my+2,...,my+ Ny + 2 (2.9)

e b(s) = 0. Um fato importante a ser notado neste exemplo é que para s = 0, os
tnicos elementos a;(0) que poderao ser diferentes de zero de acordo com a equagao
(2.9) s@o a1(0) € apm,+2(0).

Considere novamente a equagao (2.7). Fazendo Ap = p — p, obtém-se:

l
8(s.p) = O(s,p° +Ap) =Y ai(s) (B} + Ap;) +b(s)

=1

l

= 0(s,p°) + Y _ai(s)Ap:. (2.10)

i=1
Seja s* um ponto pertencente a fronteira de estabilidade 0S. Entao, para que s*
seja uma raiz de §(s,p” + Ap), deve-se ter:

l
5(s*,p) = 8(s*, p° + Ap) = 6(s*,p°) + > _ ai(s*)Ap; = 0. (2.11)

=1
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Como a regiao de estabilidade S que estd sendo considerada neste trabalho é o
semi-plano esquerdo do plano complexo C, a fronteira de estabilidade 0S é o eixo

imaginario, e portanto, s* = jw, w € R. Assim sendo,

l

5(jw,1_90 + Ap) = 5(jw,£0) + Zai(jw)Api =0, (2.12)
i=1

que pode ser reescrito da seguinte forma:

[ a1(jw) az(jw) ... a(jw) ] : = —(jw,p"). (2.13)
Apy
Separando cada polindmio ax(jw) em suas partes real, axr(jw), e imaginaria, axr(jw),
onde agr(jw), arr(jw) € R e separando o polindmio caracteristico para cada w € R
como
3(jw. p°) = dr(jw, p°) + jor(jw. p°),

pode-se reescrever a equagao (2.13) como:

Apl
arp(jw) azr(jw) ... alR(JW)} Apx | { 53(”’90)} (2.14)
arr(jw) ax(jw) ... ag(jw) : | o1 (jw, p°) ’ '
AGw) Apy y(w)
——
Ap
A(jw)Ap = —y(jw). (2.15)

Quando w = 0, a equagao (2.13) é toda real e pode ser escrita como:

Apy
Ap
[a1(0) as(0) ... w(0) ]| " | ==05(0,p), (2.16)
~ ~ 4 : ——
a(0) Apl y(0)
—_——
Agq
a(0)Aq = —y(0). (2.17)

Definidas as equagoes (2.14) e (2.16) e seguindo os passos 1 e 2 do procedimento 2.1
deve-se inicialmente encontrar o raio p,. Para tanto, é necessario obter as solugoes
de norma-2 minima para as equagoes acima para cada w € R e, em seguida, de-

terminar o menor valor obtido. Porém, para determinacao destas solugoes, deve-se
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anteriormente observar em qual dos seguintes casos a equagao (2.14) incorre:
Caso 1: Posto[A(jw)] = 2. Neste caso, a equacao (2.14) admite solucao de norma-2

minima dada por:

p(iw) = [ Apll2 = [|AT (jw)[A(jw) AT (jw)] " y(jw)]l2- (2.18)
Caso 2: Posto[A(jw)] = 1. Neste caso, a equacdo (2.14) serd consistente se e
somente se posto[A(jw),y(jw)] = 1. Caso esta condigao de posto seja satisfeita

substitui-se as duas linhas da equacdo (2.14) por uma tnica linha, para a qual
determina-se a solucao de norma-2 minima por minimos quadrados. Se a condi¢ao
de posto nao for satisfeita entao a equagao (2.14) nao tera solucao e p(jw) = occ.

Caso 3: Posto[A(jw)] = 0. Neste caso a equagao (2.14) é inconsistente e p(jw) = o0o.

Denotanto
P = Inf p(jw) e p(0) = [|Agll,
conclui-se portanto que:

p = min{py,, p(0)}. (2.19)

Resta agora, considerando a possibilidade de perda de grau de d(s,p), definir py.
Assim sendo, considere novamente a equagao (2.10). Tem-se, que d(s, p) = 6(s, p° +

Ap) pode ser escrito como:

d(s,p) = 5(3,]20+A]_9) = 5n(]_90+A£)s”+5n_1(QO+A]_9)s”_1+. . .—1—50(]_90—|—A]_9) (2.20)

Note que a perda de grau de (s, p° 4 Ap) corresponde a 8, (p+Ap) = 0. Denotando

a;, como o coeficiente do termo de n-ésimo grau do polinémio a;(s), i = 1,2,...,1,
obtém-se: l
0u(P + Ap) =0 > aimAp; + 6,(p°) =0 (2.21)
i=1

Apy
& law an oy A:p S (2.22)

e Ap
0,80 = ~5,(6) = pa = a2 (a,05) 5,0 - 2.29
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Desta forma esta completo o passo 3 do procedimento 2.1 e a margem de estabilidade
paramétrica é dada por p* = min{py, pa}-.

O valor encontrado para o raio p* da maior bola centrada em QO tal que a
familia de polindmios A,(s) tenha somente polindémios estaveis e de grau n, em
termos absolutos, ¢ de dificil interpretacao. Por este motivo ¢ mais interessante
representar a margem de estabilidade paramétrica por um valor relativo, ou seja,
calcular p* da forma desenvolvida anteriormente e em seguida obter uma margem

de estabilidade paramétrica relativa, u, da seguinte forma:

*

p
12°[]2"

= (2.24)

onde p¥ é o vetor de parametros do controlador nominal. Esta nova representacao
¢ mais conveniente e mostra a variacao normalizada que o vetor de parametros p°

pode sofrer antes de tornar o sistema realimentado instavel.

2.2.3 Resultados adicionais sobre margem de estabilidade pa-
ramétrica

Para o calculo da margem de estabilidade paramétrica, p*, inicialmente foi necessario

definir o polindémio caracteristico 0(s, ]20) da seguinte forma:

6(‘97]_)0) = Z ai(s)p? + b(3)7 (2'25)

onde b(s) é um termo independente dos parametros p?, i = 1,2,...,1. Note que este
termo b(s) é igual a zero se for considerado que todos os parametros do controlador
podem variar. Em algumas aplicagoes, o coeficiente de maior grau do denominador
do controlador ¢é feito fixo e nesses casos b(s) ¢ diferente de zero. Surge, portanto,
a seguinte questao: qual a relagao entre a margem de estabilidade paramétrica
considerando-se o denominador de K(s) moénico com o coeficiente de maior grau
fixo, p*, e a margem de estabilidade paramétrica, p*, onde todos os parametros

podem variar? Esta relacao é apresentada no teorema a seguir.

Teorema 2.7 Suponha que o controlador K(s) = nk(s)/dk(s), dk(s) ménico, es-

tabiliza a planta G(s) = ng(s)/dg(s) e sejam p* e p* as margens de estabilidade
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paramétrica do sistema realimentado calculadas permitindo-se ou nao que o coefici-

ente da poténcia de s de maior grau de di(s) varie. Entao p* > p*.

Prova. Observe que quando G(s) é estritamente propria nao ocorre a perda de
grau do polinémio caracteristico em malha fechada no caso onde nao é permitida
a variacao do coeficiente de poténcia de s de maior grau de dg(s). Desta forma
a margem de estabilidade paramétrica p* é obtida somente calculando-se p;. Por
outro lado, para obtengao da margem de estabilidade paramétrica p* é necessario
calcular tanto p, quanto py e encontrar o menor entre os dois. Desta forma, uma
comparacao entre p, e pp € suficiente para provar o teorema pois a possibilidade de
perda de grau pode apenas tornar a margem de estabilidade paramétrica p* ainda
menor. Para os casos em que G(s) é bipropria é necessario calcular tanto py, e pg
quanto py € pg, Uma vez que, neste caso, a condicao do coeficiente da poténcia de
s de maior grau de d(s) ndo poder variar nao implica mais na impossibilidade do
polinémio caracteristico em malha fechada perder grau.
Assim sendo, suponha que a matriz A definida em (2.14) tenha posto igual
a dois (posto cheio por linha). Denotando Ap = [Ap; Ap, ... Ap]T e Ap =
[Ap;y Apy ... Ap4]" e definindo A a matriz cujas colunas sio as | — 1 primeiras
colunas de A em (2.14), isto é,
A alR(jw) agR(jw) a(l_l)R(jw) (2.26)
ar(jw) agr(jw) ... ag-nr(jw)

entdo, é facil verificar que:!

Ap = —AT(AAT)_IQ = ||A]_9||§ = gT(AAT)_lg (2.27)

I3

Ap = —AT(AAT) 1y = || Ap|2 = y" (AAT) 1y (2.28)

Além disso, pela defini¢ao de A, dada na equagao (2.14), e de A, é possivel escrever:
T/ -
. v VR(jw) M 0 ] ]
A(jw) = A(jw " P
o) [ - [ o7 (jw) || de

- g voel 2| ]

'Para facilitar a notacdo, a dependéncia de jw serd omitida em algumas partes da prova.
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onde 05 (jw) e 9T (jw) sdo as partes real e imaginaria de v’ (jw) = [1... (jw)" ™™
onde n e m sao as ordens de G(s) e K(s), respectivamente. Utilizando a relagao

acima na equagao (2.27) resulta:

-1
- 0
ol =y {4474 v | 2 Lor dg1vr) g

Portanto, [|Ap[|3 > [|Apl|3 se e somente se

-1
yr {(AAT)l — {AAT +V { dQ }[ 0" df ] VT] }y > 0. (2.29)
Y dg 4
Definindo

A:<AAT)QB:(V|:QQG:|[QT d@}w)

pode-se observar que A é positiva definida enquanto que B é positiva semidefinida.

Entao a condigao expressa pela equagao (2.29) pode ser reescrita como:

y [ATT—(A+B) "y >0 (2.30)

Note que, para todo y existe z tal que y = (A + B)z, uma vez que (A + B) é, por

construgao, simétrica positiva definida. Entao a inequagao (2.30) é equivalente a:
2" (A+B)[A' = (A+B)"'| (A+ B)z > 0. (2.31)

Se for mostrado que a expressao acima é sempre verdadeira para todo x, entao
a expressao (2.29) é verdadeira também para todo y. Desenvolvendo a inequagao

(2.31) obtém-se:

2" [(A+B)(I+A7'B-1)]z>0 (2.32)

2T Bx + 2" BA Bz > 0. (2.33)

Como

entao a matriz

(Al - A AGT + V) | 2| [0 46 Vi)



¢ positiva semidefinida para todo w > 0. Para o caso em que w = 0, denote
Aq = [Apr Apy ... Ap|" e Ag = [Ap1 Apy ... Api1]" e defina a(0) o vetor
linha cujos elementos s@o os [ — 1 primeiros elementos de a(0) em (2.16), logo, é facil

verificar que:

-1

~y(0) = [|[Agll3 = y"(0) [a(0)a"(0)] T y(0)  (2.34)

>
>
Il
|
Q>
S
S
(@)
N—
1>
S
(@)
N—
1>

(0)] " y(0) = [|AGI2 = y"(0) [a(0)a”(0)] ' y(0).  (2.35)

Como a(0)a”(0) = a(0)a” (0) e notando que, de acordo com a equacio (2.9), a;(0) =
0, entdo [|Aqll3 = [|Ag]3, ou seja, p(0) = p(0). Para os casos em que G(s) é
estritamente propria a prova do teorema estd concluida. Porém, quando G(s) é
bipropria deve-se ainda considerar a possibilidade de perda de grau do polindémio
caracteristico em malha fechada, conforme anteriormente ressaltado. Assim sendo,
definindo &, o vetor linha formado pelos [ — 1 primeiros elementos de a,, em (2.22)

e procedendo de maneira idéntica as anteriores, obtém-se:

~

pa=—0.(0") [a,al] " 6,(p°) (2.36)

pa=—6,(p") [a,a"] ™ 6,(p"). (2.37)

Como a,al > a al pois a;, € necessariamente diferente de zero, entao pg > py,

n-=mn?
concluindo a prova do teorema também para o caso em que G(s) é bipropria. O
Este teorema mostra que permitir uma variacao no coeficiente de maior grau do
denominador do controlador pode piorar a sua margem de estabilidade paramétrica.

A seguir sera enunciado um corolario para a apresentacao de um resultado, agora

quanto a margem de estabilidade paramétrica relativa.

Corolario 2.3 Sob as mesmas condigoes do teorema (2.7) sejam u e i as margens
de estabilidade paramétrica relativas do sistema realimentado calculadas permitindo-
se a varia¢do do coeficiente de maior grau de di(s) e nao permitindo, respectiva-

mente. Entdo i > p,w € [0, 00).

Prova. Pela definicdo de margem de estabilidade paramétrica relativa (equagao

2.24) e considerando que pode haver varia¢ao no coeficiente de maior grau de dg(s),
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tem-se:
*

1= :
[12°]]2

De forma anéloga, a margem de estabilidade paramétrica relativa, considerando-

se d(s) monico com o coeficiente da poténcia de s de maior grau fixo, é obtida

fazendo-se:

Ak

N P
M= 7o
12°]1

onde @0 é o vetor de parametros formado pelos coeficientes do numerador e de-
nominador de K (s, ]_)0) exceto pelo coeficiente da poténcia de s de maior grau do

denominador dk(s). Pelo teorema 2.7 p* > p*. Além disso

1’112 = 1113 + 1 = [Ip°ll2 > [12°]]2-

Entao,
;o
p= < <o = M
2% = el 2%l

(I
O corolario 2.3 mostra que a margem de estabilidade paramétrica relativa, conside-
rando fixo o coeficiente da poténcia de s de maior grau do denominador de K (s)
é sempre maior do que a obtida quando este pode variar. Portanto neste trabalho
quando houver a necessidade de se comparar controladores quanto a margem de
estabilidade paramétrica relativa, seréd adotada p ou &t para ambos os controladores,
visando assim uma comparagao mais justa.

Um outro resultado interessante sobre margem de estabilidade paramétrica
pode ser obtido se o problema a ser formulado for diferente da determinagao de pu.
Suponha agora que somente importa saber se, para dado um pg > 0, um determi-
nado ponto no espago de parametros do controlador possui margem de estabilidade
paramétrica relativa g maior ou igual que pg. Este problema, quando resolvido
calculando-se diretamente a margem de estabilidade paramétrica relativa p e, em
seguida, verificando se 1 > pg, requer um esforco computacional maior do que se

for aplicado o resultado do seguinte teorema.
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Teorema 2.8 Suponha que o polindmio do denominador de K(s) seja monico e que
o coeficiente do termo de maior grau nao pode variar. Suponha também que G(s) é
estritamente propria. Entao o sistema em malha fechada tem margem de estabilidade
paramétrica relativa maior ou igual a fig > 0 se e somente se as sequintes condigoes
forem satisfeitas:

@ 2" {1 - A7) [AG)ATG)] T A b < 8, v > 0 (238)

-1

®) 5" {a”(0) [a(0)a" (0)] ' a(0) — 2} 5 = 0, w=0. (2.39)
Prova. Uma vez que o coeficiente do termo de maior grau do polinémio do deno-

minador de K(s) nao pode, por hipotese, variar, entao a equagao (2.13) pode ser

reescrita como:

[ a1(jw) as(jw) ... a_1(jw) ] : = —(jw, p°). (2.40)
Apy
Note também que o polindémio J(jw, ]20) pode ser escrito como:

y4!

5(jw,}_90):[a1(jw) as(jw) ... al(jw)] p2 . (2.41)

b

Substituindo (2.41) em (2.40) e em seguida, equacionando as partes real e imaginéaria,

obtém-se:
A(jw)Ap = —A(jw)p’, w >0 (2.42)
e, portanto
A@::—ATUW)L@UM)AT@wﬂ_lA(wngq (2.43)
Note que, como [i = o min AP entao, dado jip > 0 a margem de estabili-

2% 118°ll2
dade paramétrica relativa i serd maior ou igual a fiy somente se:

115 > Agllp"l3, Ve > 0.

Utilizando a equagao (2.43) tem-se uma condi¢do equivalente a dada pela expressao

acima, qual seja:

~

. -1 -
" {AT(jw) [A(jw)AT(jw)} A(jw)}g_ao > 32p” §°, Vw > 0
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-1

7 {AT(jw) [A(jw)AT(jw)] A(jw)}z_ao > 2% 0+ fi2 — fi2, Ve >0

~

R —1
P A7) [T G0)] A |5 2 i - 8 > 0

T . . PN Y TN L .
’ {uéf — A7 () [AG) AT ()| A(Jw)}go < i3 V>0,
que representa a condigado imposta pela inequagao (2.38).

Para completar a prova é necessario considerar o caso em que w = 0. Neste

caso, a equagao (2.40) pode ser escrita como:

Apy

Ap,
[an(0) ax(0) .. aa(0)]] T | = —6(0.p°), (2.44)

Apiy
e o polinémio caracteristico em malha fechada pode ser escrito como:

M

50.0°) = [ ar(0) as(0) .. af(0)] p2 . (2.45)

bi

Porém, conforme visto anteriormente o termo a;(0) é igual a zero e a equagao (2.45)

pode ser reescrita da seguinte forma:

D1
p O 2
5(0,0°) = [ @(0) as(0) ... a1(0) ]| 7 | =a(0)p" (2.46)
bi—1
Portanto, de acordo com a equagao (2.16):
a(0)Aq = ~a(0)p = Ag = —a"(0) [a(0)a" (0)] " a(0)p" (2.47)

Entao, a margem de estabilidade paramétrica relativa ji serd maior ou igual que um
dado fiyp > 0 somente se

1Ag]13 > fllp°l13, w =0, (2.48)
ou equivalentemente,

-1

B {a(0) [a(0)a’ (0)] " a(0) ~ 2} > 0, @ =0 2.49)
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(I
O teorema 2.8 seré util no momento em que for necessario definir se um vetor
pertencente & uma regiao de estabilidade no espago de pardmetros do controlador
possui margem de estabilidade paramétrica relativa maior ou igual que um dado ji.

Para ilustrar a sua utilidade a seguir um exemplo sera apresentado.

Exemplo 2.3 Considere as fungoes de transferéncia da planta e do controlador,

respectivamente, dadas por:

s—1
G(S)_82—$—2
e
12s + 12
K(s) = ——.
(s) -

Suponha que se deseja saber se o controlador K(s) possui margem de estabilidade
paramétrica relativa maior ou igual a jip = 0,049. Realizando o cdlculo da mar-
gem de estabilidade paramétrica relativa obtém-se i ~ 0,04865 e um tempo médio
gasto para a sua obtencao de 3,63 sequndos. Aplicando o resultado do teorema 2.8
para a mesma quantidade de frequéncias o tempo obtido foi de 0,05 sequndos, i.e.,
72,6 vezes menor que o tempo necessario para calcular a margem de estabilidade

paramétrica relativa. O

Para os casos em que G(s) é bipropria é necessario, para célculo da margem de esta-
bilidade paramétrica, ainda considerar a possibilidade de perda de grau do polinémio

caracteristico em malha fechada, o que leva ao teorema a seguir.

Teorema 2.9 Suponha vdlidas as hipoteses do teorema 2.8 e considere G(s), a fun-
¢cao de transferéncia da planta, bipropria. Entao o sistema em malha fechada tem
margem de estabilidade paramétrica relativa ft maior ou igual a fig > 0 se e somente

se as trés condigoes forem verificadas:



Prova. As demonstragdes das inequagdes (2.50) e (2.51) sdo idénticas as obtidas
no teorema 2.8. O fato de G(s) ser bipropria insere mais um condigdo para que a
margem de estabilidade paramétrica relativa fi seja maior ou igual a iy, expressa
pela condigao (2.52), que representa a possibilidade de perda de grau do polinémio
caracteristico em malha fechada. Para provar esta nova condi¢ao basta seguir os
passos para o caso em que w > 0 no teorema 2.8, substituir A(jw) por g, obtido na
equagao (2.22) e definir a,, o vetor composto dos [ — 1 primeiros elementos de g,,. O

Nos casos em que todos os coeficientes de K (s) podem variar, a solugao para
o problema é similar ao caso em que o coeficiente de maior grau do denominador de

K(s) é fixo, conforme mostrado a seguir.

Teorema 2.10 Considere que todos os coeficientes de K(s) podem variar. Entao o

sistema em malha fechada tem margem de estabilidade paramétrica relativa p maior

ou 1gual que um dado py > 0 se e somente se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
T . . R

(a) p° {AT(jw) [A(]w)AT(]w)} A(jw) — pgl}go >0, w>0. (2.53)

®) p" {a”(0) [a(0)a" (0)] " al0) — g3} p >0, w=0. (2.54)

() p*" [QZ (a,a?) " a, — MS} p’ > 0. (2.55)

I3

Prova. Procedendo de maneira idéntica as provas dos teoremas 2.8 e 2.9, facilmente
encontra-se as condigdes expressas pelas inequagoes (2.53), (2.54) e (2.55). O

Através do calculo da margem de estabilidade paramétrica é possivel encontrar
a perturbagao de menor moédulo que ocasiona a perda de estabilidade do sistema
em malha fechada. Este fato sugere entao que qualquer outra perturbagao sobre
o vetor de parametros nominal do controlador, ]_90, que também ocasione a perda
de estabilidade do sistema realimentado tera maior moédulo que a obtida no calculo
da margem de estabilidade paramétrica. Isto significa que o controlador nominal
pode sofrer ajustes, maiores do que aquele fornecido pela margem de estabilidade
paramétrica, desde que perturbado em diregoes diferentes daquela que leva a margem
de estabilidade paramétrica. Portanto, um resultado significativo seria encontrar o
quanto pode-se perturbar ]_90 em uma dada direcao sem perda de estabilidade. Este

é o propoésito do teorema a seguir.
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Teorema 2.11 Seja K (s, p°) um controlador que estabiliza uma dada planta G(s)
e defina Ap. = p o, onde |’£Z||2 =1, o vetor representativo da perturbacao sobre ]_90.
Entao, o valor mdzrimo de «, denotado por o*, tal que o sistema realimentado per-
manece estavel é determinado como o = min{, o, g}, onde a satisfaz a equagao
y(jw) + A(jw)p.a = 0 para algum w > 0, g satisfaz 6(0,p") + a(0)p,ag =0 e aq €
tal que 8,(p°) + a,p,aq = 0.

Prova. Note que, ao vetor de perturbacao Api sempre se pode associar um vetor
de coordenadas p, especificando uma determinada direcao no espago de parametros

multiplicado por um valor constante positivo . Isto é,

A]_)Z, = p,, ||£Z||2 =1. (2.56)

Desta forma, o objetivo deste teorema é encontrar o maior valor de «a, denotado
por o, para um vetor de coordenadas fixo p,, tal que o sistema em malha fechada
seja estavel. Para resolver este problema note que, substituindo a equacao (2.56)
em (2.15) obtém-se:

A(jw)Ap = A(jw)gioz = —y(jw) (2.57)
e, portanto,

y(jw) + A(jw)p,a = 0, (2.58)

deve ser satisfeita para perda de estabilidade do sistema realimentado. Desta forma,
crescendo gradativamente « até satisfazer (2.58) para algum w > 0 e para um dado
vetor p., € possivel determinar a. Observe que para os casos em que o vetor P,
pertence ao espago nulo da matriz A(jwy) para uma dada frequéncia wy, a equagao
(2.58) é inconsistente e a(jwy) — +00.

Procedendo de maneira anéloga para os casos em que w = 0 e em que ha pos-
sibilidade de perda de grau do polindmio caracteristico em malha fechada, obtém-
se, respectivamente, ag e ag. O valor de o* é entao determinado como a* =
min{«, ag, ag}. O
Para ilustrar o resultado dado pelo teorema 2.11, serd apresentado a seguir um
exemplo em que a regiao de estabilidade no espago de parametros do controlador

pertence a R3.
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Exemplo 2.4 Seja a fungao de transferéncia da planta G(s) dada por:

s—1

G(s) = 55—

(5) = 35

e seja também K(s) um controlador arbitrdrio que estabiliza este sistema (Keel e
Bhattacharyya, 1997, exemplo 2) dado por:

~11,44974739s + 11, 24264066
B s —7,03553383 '

K(s)

Encontre o quanto podem ser variados os pardmetros do controlador K(s), conside-
rando o coeficiente de maior grau do denominador do controlador fixo, na diregao

dada pelo sequinte vetor:
pi=[0,9802 0,14 —0,14 ].

Construindo o vetor p°, com os coeficientes do numerador e denominador de K(s),
obtém-se:

pY = [ 11,24264066 11,44974739 —7,03553383 |.

Sequindo os passos do procedimento 2.1 a margem de estabilidade paramétrica rela-

tiva para o controlador acima € dada por:
i =0,07219317556675,
e o correspondente vetor representativo da perturbacao sobre @0, Ap, é:
Ap = [ 0,5656854 0 1,1313708 |.

Variando-se o gradativamente até que a equagao (2.58) seja satisfeita e procedendo

de maneira andloga para w = 0 obtém-se:
o = 4,03880381.
Desta forma, o vetor A]_oi, da perturbacao na diregao dada por p, encontrado foi:
Ap = | 3,95881958 0,56554565 —0,56554565 |,

que corresponde a uma variacao relativa percentual nos pardmetros do controlador de
aproximadamente 23,05% que é muito maior que a dada pela margem de estabilidade

paramétrica relativa (aprorimadamente 7,22%). O
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2.3 Conclusoes

O objetivo principal deste capitulo foi apresentar um estudo detalhado sobre a mar-
gem de estabilidade paramétrica, além de mostrar alguns resultados interessantes e

originais que serao tteis no decorrer deste trabalho.
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Capitulo 3

Reducao da ordem de controladores
robustos H

A proposta deste capitulo é mostrar que a reducao da ordem de controladores H,
obtidos via Youla-Kucera na resolugao de problemas de 1-bloco, pode ser em alguns
casos satisfatoriamente feita por truncamento balanceado. Para tanto, alguns funda-
mentos da teoria de controle robusto sao revistos e um método para obtencao destes
controladores, descrito em Francis (1987) sera considerado com maior detalhe.

O presente capitulo esta organizado da seguinte forma: na se¢ao 3.1 um al-
goritmo robusto (Garcia e Basilio, 2000) para a realizagao de redugao por trunca-
mento balanceado de modelos é revisto; na se¢ao 3.2 fundamentos béasicos da teoria
de controle robusto sao apresentados e ¢ descrito um método para obtencao destes
controladores; na secao 3.3 expressoes analiticas para os controladores sao obtidas e
amplamente analisadas; finalmente, na secao 3.4 é mostrado que a redugao por trun-
camento balanceado pode ser satisfatoriamente feita para os controladores obtidos

para plantas com funcoes de transferéncia estritamente proprias.

3.1 Reducgao da ordem de modelos por truncamento
balanceado

A redugao de modelos por truncamento balanceado é uma forma padrao de redugao
de modelos e a sua realizagao consiste em se medir os graus de controlabilidade e
observabilidade dos modos de um sistema e, em seguida, eliminar aqueles modos

pouco controlaveis ou pouco observaveis. Para sistemas monovariaveis, que sera
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o caso dos problemas considerados neste trabalho, modos pouco controlaveis ou
observéveis sao aqueles praticamente cancelaveis do numerador e denominador do
modelo.

Um método para obtencao da redugao da ordem de um modelo por trunca-
mento balanceado, para uma realizagao por espago de estados nao-minima ¢é apre-
sentado em Garcia e Basilio (2000). Neste método duas matrizes retangulares sao
construidas tais que a menor dimensao de ambas corresponde ao niimero de valores
singulares de Hankel a serem mantidos no modelo de ordem reduzida. Um procedi-

mento para a obtencdo dessas matrizes é descrito no seguinte algoritmo (Garcia e

Basilio, 2000).

Algoritmo 3.1 Seja G(s) uma fungao de transferéncia racional, prdpria e estdvel,
com realizacao por espaco de estados nao-minima dada por:

Alb

Gs) = c|d

Entio, o modelo de ordem reduzida G(s) pode ser obtido da sequinte forma:
PAsso 1: Calcule os gramianos de controlabilidade e observabilidade, W, e W,,

respectivamente, mediante a resolucao das equagoes de Lyapunov:
AW, + W, AT = —bb"
ATwW, +w,A = —cLe.
PASSO 2: Obtenha a decomposi¢cao em valores singulares de W, e W,,,
W, =UAU" ¢ W,=U,AU"
respectivamente, e encontre

W2 = UAV2UT e W2 =U,AV2UT.

Passo 3: Calcule a decomposi¢ao por valores singulares do produto I/I/'01/2I/Vcl/2 ea

particione da sequinte forma:

Y, 0 0 Y/
WPWIP=[ X, X¢ Xo]| 0 X 0 14
0 0 0 Y,
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onde Xp=diag{oln,,00lm,, ..., 0:Ln} € Ng=diag{ori1lm, ., Orr2lm,rss - 05 Im )
sao formados pelos valores singulares de Hankel a serem mantidos e descartados,
respectivamente.

PaAsso 4: Calcule
T, =3 PXTWY? e 1) = W)y n 2

PASSO 5: Obtenha o modelo de ordem reduzida G(s):

T, AT | Tpb
G(S): L L‘ LY

gTz‘d

(3.1)

O

Este algoritmo além de ser uma maneira simples de se realizar a reducao de ordem
para um modelo, ainda é uma maneira robusta, uma vez que é baseado em decom-
posigoes por valores singulares. Outro importante fato a ser considerado é que o
erro entre o modelo de ordem reduzida G(s) e a planta G(s) é menor ou igual a

2(0741 + Ori2 + ... + 03), ou seja,
e = |G = Glloo < 2(0rs1 + Orpa + ...+ 07),

onde (0711,074+2,...,0%) sdo os valores singulares de Hankel a serem descartados.
Portanto, para modos pouco controlaveis ou observéveis a serem eliminados, G(s) e
G(s) tém resposta em frequéncia proximas. Esta é uma das principais motivagoes

para a utilizagao da redugao por truncamento balanceado.

Observagao 3.1 Conforme descrito em Zhou et al. (1999) o algoritmo 3.1 pode ser
usado em fungoes de transferéncia instdaveis desde que aplicado aos pdlos estdveis.

O

3.2 Teoria de controle robusto H

Nesta secao alguns fundamentos da teoria de controle robusto H., sao revistos e
um método para obtengdo destes controladores, descrito em Francis (1987) sera

considerado com maior detalhe.
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r(s) e(s) Tr o u(s) y(s)
O - K(s) —~ G(s) -
" 1(s)
S

Figura 3.1: Diagrama de blocos de uma planta sujeita a perturbagoes

3.2.1 Estabilidade interna

Considere o sistema realimentado da figura 3.1, onde 7(s) ¢ o sinal de referéncia,
d(s) ¢ o sinal de perturbagao, 7(s) ¢ o sinal de ruido introduzido pelo sensor, y(s)
¢ o sinal de saida e G(s) e K(s) sdo as fungoes de transferéncia da planta ¢ do
controlador, respectivamente. Suponha inicialmente que se deseja obter condigoes

para a estabilidade deste sistema. Para tanto, considere o sistema da figura 3.2.

Definigao 3.1 Sejam

Alb Alb
G(s) = e K(s)= - (3.2)
cl|d ¢ |d

realizagoes de ordem minima e (x,Z) o vetor de estados da planta e do controlador,
respectivamente. Entdo, o sistema da figura 3.2 € internamente estdvel se e somente
se 0s estados (z,z) — 0 a partir de qualquer condigao inicial (z4,,) dada quando

ui(t) =0 e uy(t) =0. O

O sistema realimentado da figura 3.2 pode também ser descrito em termos de ma-

e (33

Portanto, se o sistema realimentado da figura 3.2 é internamente estével, entao

trizes de transferéncia por

(z,2) — 0 quando uy(t) = 0 e us(t) = 0 e portanto para todas entradas limi-

tadas (uy,u2) as saidas (e, ey) serdo limitadas. Desta forma, pode-se enunciar o
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€2 U2

K(s) O

Figura 3.2: Diagrama de blocos para analise de estabilidade interna

seguinte resultado definindo estabilidade interna para a representacao por matrizes

de transferéncia.

Lema 3.1 O sistema da figura 3.2 € internamente estdvel se e somente se a matriz

de transferéncia

I -K1"' [I-K(I+GK)'G K(+GK)™" (3.4
G I N —(I+GK)'G (I +GK)™! '
que relaciona (uy,uz) a (e, es) pertence a RHy.
Prova. Ver Zhou et al. (1996, pag.122). O

Portanto, pelo lema 3.1, para verificar a estabilidade interna do sistema da figura 3.2
deve-se verificar se as quatro matrizes de transferéncia da equagao (3.4) pertencem

a RH.. O lema anterior também implica no importante resultado a seguir.

Teorema 3.1 O sistema realimentado da figura 3.2 serd internamente estdvel se e

somente se o sistema da figura 3.1 for internamente estdvel.

Prova. Basta notar que us(s) = r(s) —n(s) e ui(s) = d(s). O
Com o conceito de estabilidade interna desenvolvido é conveniente agora estudar

outros objetivos de projeto de controladores robustos H..

3.2.2 Objetivos de projeto

Os objetivos de projeto constituem os requisitos que uma fungao de transferéncia
em malha fechada deve atender. Estes objetivos sao, além da estabilidade, (i) baixa

sensibilidade a perturbagao nos parametros da funcao de transferéncia da planta
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r(s

)
T K(s) Gp(s) -

Figura 3.3: Diagrama de blocos para uma planta com incerteza

(robustez); (ii) rastreamento de sinais e desempenho transitorio; (7iz) rejeicdo de
perturbagao; (iv) e atenuacao de ruido. A seguir cada um destes objetivos sera

apresentado.

(i) Robustez

Considere o sistema realimentado da figura 3.3, onde G,(s) representa a fungao de
transferéncia da planta com perturbagao e K(s) a funcao de transferéncia do con-
trolador a ser calculada. Considere também que G(s) é a fungao de transferéncia da
planta nominal e que a perturbagao sobre G(s) pode ser de dois tipos: (7) aditiva
onde G,(s) = G(s) + Aqu(s); (i4) ou multiplicativa onde Gp(s) = [I + A, (s)] G(s)
(neste trabalho somente sera considerado o problema de perturbacao aditiva). Por-
tanto, supondo que G(s) e Gp(s) possuem o mesmo niamero de podlos instaveis e
definindo §(jw) uma fungao real nao-negativa tal que 0(jw) > 7 [A,(jw)],Vw € R,
o problema de estabilidade robusta pode ser formulado da seguinte forma: encontre
K(s) tal que o sistema em malha fechada da figura 3.3 seja internamente estével

para G,(s) pertencente a uma familia de plantas P definida como
P ={Gp(s) = G(s) + Au(s) : |As(jw)| < 0(jw),w € R}. (3.5)
Para solucionar este problema é necessario apresentar o seguinte resultado:

Teorema 3.2 (Teorema do pequeno ganho)

Um controlador K (s) estabiliza todas as plantas G,(s) € P se e somente se K(s)
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estabiliza G(s) e
1AK (I +GK) oo < 1. (3.6)

Prova. Ver Doyle e Stein (1981) e Vidyasagar (1985). O
Supondo agora que ||A,||o < dps e utilizando o teorema do pequeno ganho pode-se
formular o problema de estabilidade robusta como um problema de maximizagao da
tolerancia a incertezas no modelo. Isto pode ser feito a partir da seguinte condigao

suficiente:
IAK (T +GE) ™ oo < | AulloolK (T + GE) ™ oo < 01 l|K (T+GK) ™ oo < 1,

e, portanto, um problema H., para a estabilidade robusta pode ser enunciado da

seguinte forma:

Problema 1:
max dy = min HK (I+GK) ™ oo = mln HKSHOO, (3.7)
K(s) est G(s) K(s)estG(s K(s)es

onde S(s) = (I + GK)™! ¢ a fungdo de sensibilidade.

(ii) Rastreamento de sinais e desempenho transitorio

Considere o sistema realimentado da figura 3.1 e suponha que os sinais de ruido,
n(t), produzido pelos sensores e de perturbagao, d(t), sejam ambos identicamente
nulos, isto ¢, n(t) = 0 e d(t) = 0, Vt > 0. Desta forma, o objetivo de rastreamento
de uma classe de sinais r(t) € [y pode ser considerado a partir do seguinte problema

de otimizagao:

el

K(s) st G(s) rllat |72 (38)
Como a funcao de transferéncia entre a entrada r(s) e a saida e(s) ¢ igual a
Too(s) = 11+ G(s)K ()], (3.9
entao a equagao (3.8) pode ser reescrita como
7,01l 510

min max ————
K(s) est G(s) [Irlla=1  ||7]|2
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Pela propriedade da norma induzida, a equagao (3.10) é equivalente a

min_ [ Toello. (3.11)
K(s) est G(s)

Portanto, o problema de controle 6timo H., para rastreamento de sinais e desem-
penho transitério pode ser formulado como:

Problema 2:

min_ | (I+GK) o= min_ ||, (3.12)
K (s) est G(s) K(s) est G(s)

onde S(s) é a fungao de sensibilidade.

(iii) Rejeicao de perturbagao
Suponha agora que no sistema da figura 3.1 tem-se r(t) = 0 e n(t) = 0. Entdo o
objetivo de rejeicao de perturbacao para a classe dos sinais [y pode ser considerado

a partir do seguinte problema de otimizagao:

1yl

. _ 3.13
K(s) est G(s) [ldl2=1 ||d]|2 .

A solucao deste problema é semelhante & do caso anterior, e portanto, uma vez que

a equagao (3.13) pode ser reescrita como:

[ Tayd]]2

min 3.14
K(s) est G(s) ||d]|2=1 HdH2 ( )

onde

Tiy(s) = [+ G(s)K (s)] " G(s). (3.15)

Assim sendo, o problema de otimizacao H., para rejeicao de perturbacao é dado
por:

Problema 3:

min_ |(I+GK) 'Glleo= min  ||SG|w. (3.16)
K(s) est G(s) K(s) est G(s)

(iv) Atenuacao de ruido
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Supondo que 7(t) = 0 e d(t) = 0, entdo o objetivo de atenuagdo de ruido para a

classe de sinais Iy pode ser resolvido através do seguinte problema de otimizagao:

Hy”z

3.17
K (s) est G(s) linll2=1 || ]| (317)

Como a funcao de transferéncia de 7(s) para y(s) é dada por
Tpy(s) = — [I + G(s)K(s)] ' G(s)K(s), (3.18)

e, utilizando a propriedade da norma induzida, a equagao (3.17) pode ser reescrita
como:
[Toynll2

max — 202 — min T . 3.19
Kb e Tl e 1Tl (3.19)

Desta forma o problema H,., de atenuagao de ruido é formulado como:
Problema 4:

min  ||(/+GK) 'GK|oo= min ||| (3.20)
K(s) est G(s) K(s) est G(s)

onde T'(s) é denominada fungao de sensibilidade complementar, uma vez que T'(s) +
S(s) =1.

Sabe-se, da teoria de controle robusto, que os quatro objetivos de projeto,
representados pela minimizagao de || KS||oo, [|S]0os [[SG|oo € | 7|00, 880 conflitantes.
Desta forma, para os casos em que ha a necessidade de simultaneamente considerar
mais de um objetivo de projeto é usual a introducao de fungoes de ponderagao.
Esta medida pode ser tomada pois os problemas de controle robusto H., ocorrem em
faixas de frequéncia distintas conforme apresentado na tabela 3.1. Para exemplificar
este fato considere o problema de simultaneamente atenuar o ruido introduzido pelo
sensor e rastrear o sinal de referéncia e melhorar o desempenho transitério. Este

problema pode ser formulado em termos do seguinte problema de otimizagcao:

WiT
Was |||

onde Wi(s) e Wy(s) sao as fungoes de ponderagao conforme a tabela 3.1.

min
K(s) est G(s)
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Objetivo Faixa de frequéncia
Rastreamento Baixa
Rejeicao de perturbacao Baixa
Atenuacao de ruido Alta
Estabilidade Robusta Alta

Tabela 3.1: Faixas de frequéncia para os diferentes objetivos de projeto

3.2.3 Parametrizagao de Youla-Kucera

Nesta subsecao seré obtida uma parametrizacao de todos os controladores estabili-

zantes. Para tanto, sejam

G(s) = N(s)M~(s) = M~(s)N(s) (3.21)

K(s) =U(s)V7(s) =V 1(s)U(s) (3.22)

fatoragoes duplamente coprimas de G(s) e K(s) em RH.,. Entao o seguinte resul-

tado pode ser enunciado.

Teorema 3.3 (Parametrizacao de Youla-Kucera)
Sejam X(s), Y(s), X(s) e Y(s) matrizes de transferéncia pertencentes a RH e

que satisfazem a identidade de Bezout generalizada:

0w [ K= e

Entao, a classe de todos os controladores K (s) que estabilizam G(s) pode ser descrita

como:

K(s) = U(s)V7s) =V~ Ys)U(s)

= [X() - QNE)] " [Fs) + Qs (s)] (3.24)

onde Q(s) € RHw.



Prova. Ver Francis (1987, pag. 37). O
Uma vez obtida a parametrizacdo de todos os controladores estabilizantes K (s) é
necessario apresentar agora uma metodologia de projeto de controladores robustos

H., que atendam aos objetivos apresentados na subsecao 3.2.2.

3.2.4 Problema de Nehari

Para resolver os problemas de controle robusto H, apresentados na subsecao 3.2.2 é
necessario inicialmente reduzi-los a um problema de ajuste de modelos e, em seguida,
transformé-lo em um problema de Nehari de 1-, 2- ou 4-blocos. O problema de
casamento de modelos consiste em, dados T7(s), Ty(s) e T4(s) € RH, encontrar
Q(s) € RHy, tal que ||T] — T3QT3|| seja minima, isto é,
Lomin [T =TT

Neste trabalho, de agora em diante, apenas sistemas monovariaveis como aqueles
apresentados em Keel e Bhattacharyya (1997) serao abordados e portanto, o pro-

blema de casamento de modelos pode ser reescrito como:

min |7 — T5QT%|lcc = min ||T] — T5Q||o,
Lmin T - TOT = min 1T~ TG

onde Ti(s) = T{(s) e Ta(s) = Ty(s)T4(s). Além disso, para o caso monovariavel
M(s) = M(s), N(s) = N(s), X(s) = X(s) e Y(s) = Y(s).

Para reduzir os quatro objetivos de projeto da subsecao 3.2.2 na forma de
problemas de ajuste de modelos é preciso antes obter expressoes para a fungao de
sensibilidade S(s) e para a fungdo de sensibilidade complementar T(s) em funcdo
do parametro Q(s). Apo6s manipulagoes algébricas envolvendo a equagao (3.24)

obtém-se:

S(s) = [X(s) = N(s)Q(s)] M (s) (3.25)

T(s) =Y(s)N(s)+ N(s)Q(s)M(s). (3.26)

Desta forma, os problemas de otimizacao transformam-se em:
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(i) Robustez (perturbacao aditiva)
Considerando K (s) = [Y(s) + M (s)Q(s)] [X(s) — N(s)Q(s)] " (equacdo 3.24) entdo

min )HWlKSHOO: min  |[W (Y + MQ) Moo = min ||T7 — T5Q||,

K(s)estG(s Q(s)eERH Q(s)ERH
onde

Ti(s) = Wi(s)Y (s)M(s) e Ty(s) = =W M?(s). (3.27)

(ii) Rastreamento de sinais e desempenho transitorio

min  [|[W3S||ec = min  |[|[WeXM — WoNMQ|oo = min |7} — T2Q)||,
K(s) est G(s) Q(s)eERH Q(s)ERHo

onde

Ti(s) = Wa(s)X(s)M(s) e Tu(s) = Wa(s)N(s)M(s). (3.28)

(iii) Rejeicao de perturbacao

min_ [|[W35G|ee = min ||[Ws (XM — NQM) M 'N||
K(s) est G(s) Q(s)ERH

= min [[W3XN — WsN?Q||s
Q(s)eRHoo

- i T —T: 009
oun T - Q|

onde
Ti(s) = Ws(s)X (s)N(s) e Tu(s) = Ws(s)N?(s). (3.29)

(iv) Atenuacao de ruido

min  ||[WyT||eo = min |[W YN+ W NMQ|w = min |7} — T2Q]| s,
K(s) est G(s) Q(s)ERH Q(s)ERH
onde
Ti(s) = Wy(s)Y(s)N(s) e Ta(s) = —Wy(s)N(s)M(s). (3.30)

Uma vez obtidas as expressoes acima é possivel descrever estes problemas como
problemas de Nehari de 1-, 2- ou 4-blocos. Neste trabalho somente serao considera-
dos problemas de 1-bloco. Para transformar o problema de casamento de modelos em

um problema de Nehari de 1-bloco é necessario antes apresentar algumas defini¢oes.
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Defini¢ao 3.2 Uma funcdo Ti(s) € RHy € denominada inner se T;(s)Ti(s) = 1,
ou seja, T;(—s)T;(s) =1 O

Uma propriedade interessante das func¢oes inner é que a norma-oo do produto de
uma fungao G(s) qualquer pertencente a RL., por uma fungao inner 7;(s) é igual a

norma-oco de G(s), isto &, ||G|lec = [|TiG]|0o-

Definigao 3.3 Uma fun¢io T,(s) € RH, € outer se nao possui zeros com parte

real maior do que zero. a

Note que fungoes inner tem simetria entre polos e zeros com relagao ao eixo imagi-
nario, ou seja, se zy € um zero entao pg = —zp € um poélo. Observe também que os
zeros de uma funcao inner estao todos contidos no semi-plano da direita do plano
complexo s. Por outro lado, os zeros de uma funcao outer estao todos no semi-plano
fechado da esquerda do plano complexo s.

Apresentadas as definicoes de fungoes inner e outer, é possivel enunciar o

resultado a seguir.

Lema 3.2 Toda fun¢io monovaridvel T'(s) em RH., possui uma fatora¢ao inner-
outer T'(s) = T;(s)T,(s), onde T;(s) representa uma fungao inner e T,(s) representa

uma fungao outer.

Prova. Ver Francis (1987, pag. 65). O
Assim sendo, retornando ao problema de ajuste de modelos e realizando uma fato-

ragao inner-outer em 75(s) obtém-se:

1T = T2Q|lc = |11 —T2,T5,Q||
= |13, (15,11 — T5,Q)]|s0

17311 — T5,Ql[ o

= ||[R— X5, (3.31)

onde

R(s) :=1T5 (s)T1(s) (3.32)



Xs(s) :=Ty, (s)Q(s). (3.33)

O problema de minimizar a equacao (3.31) é conhecido como problema de Nehari
de 1- bloco. Para tanto, seja R(s) € RL« € considere o problema de se determinar

a distancia de R(s) ao subespago RH, isto é,
dist(R, RHy) = inf{||R — Xsl|oo : Xs € RHy}. (3.34)
A solucao desse problema é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3.4 (Teorema de Nehari)

Eziste uma fungio Xg(s) € RHw, tal que

inf ||k = Xslleo = [|Rlla,

Xs(s)eRHo

onde ||R||g € a norma de Hankel de R(s), cujo cdlculo serd apresentado no decorrer

do texto a sequir.

Prova. Ver Francis (1987, pag. 58). O
Pelo teorema 3.4 fica claro que deve-se inicialmente encontrar Xg(s) € RHo, 6timo,
e, em seguida, utilizando a equagao (3.33) obter Q(s) € RH,,. Neste trabalho, sera
seguido o método apresentado em Francis (1987), que consiste dos seguintes passos:
(7) fatore

R(s) = Ri(s) + R(s),

onde R, (s) é estritamente propria e anti-estavel, e R_(s) € RH, e, em seguida

obtenha uma realizagdo por espago de estados de ordem minima para R (s):

Alb
c |0

onde A é anti-estavel; (i7) encontre os gramianos de controlabilidade, L., e observa-

R.(s) =

I

bilidade, L,, resolvendo-se as equacoes de Lyapunov:
AL, + L.A" = BB
ATL,+ L,A=C"C;
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(7i1) obtenha o méaximo autovalor A, de L.L, e o autovetor correspondente w e
defina A = A%ﬁx(LcLo). Um importante fato a ser observado é que ||R||g = A; (iv)

forme as seguintes fungoes de transferéncia:

Alw

o = 1T (3.35)
[ AT ‘ A Lw

O ] (3.30)

onde f € RHf e g € RH,. A defini¢ao de f(s) e de g(s) acima leva ao seguinte

resultado.

Teorema 3.5 O menor valor para a solu¢ao do problema de ajuste de modelos é
dado por ||R||x = A},{gm(LcLo) =\, 0 unico e dtimo Xg(s) = R(s) — )\%, e, para
Q(s) dtimo, |T1(jw) — To(jw)Q(jw)| = A Vw.

Prova. Ver Francis (1987, pag. 68). 0
Assim sendo, uma vez obtidas as fungdes f(s) e g(s), Xs(s) pode ser diretamente
determinada aplicando-se o teorema 3.5. A seguir sera apresentado um algoritmo

que resume todo o procedimento necessario para solucionar o problema de Nehari

de 1-bloco.

Algoritmo 3.2

PASSO 1: Faga uma fatoragao inner-outer em Ty(s)
T5(s) = T»,(s) T, (s).

PASSO 2: Defina
R(s) := Ty (s)T1(s).

PASSoO 3: Fatore R(s) como:
R(s) = Ry(s) + R_(s),

onde R, (s) estritamente propria e anti-estdvel.

PASSO 4: Encontre uma realizagao de ordem minima para Ry (s):

Albd
c |0
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PASsSO 5: Resolva as equagoes de Lyapunov
AL, + L AT = bb"

ATL,+ L,A=c"e.

PASSO 6: Ache o maior autovalor Ap.. do produto L.L, e o correspondente auto-

vetor w.

PASSO 7: Defina

— _ A w
fls) = B
I S I 2
9(s) = G o
onde A = )\,l,{gx(LcLo).
PASSO 8: Xg(s) = R(s) — Af(s)/g(s) e Q(s) = T5.' (s) Xs(s). O

Observagao 3.2 Obtido Q(s) dtimo pelo método descrito no algoritmo 3.2 e uti-
lizando a equagao (3.24), obtém-se a func¢ao de transferéncia do controlador es-
tabilizante K(s). Note que para os casos em que Ty (s) € estritamente propria,
Q(s) obtido pelo algoritmo 3.2 € improprio e Q(s) = Qimp(s). Consequentemente
Qimp(s) ¢ RHo € a fungao de transferéncia do controlador K(s) € impropria. Logo,
para estes casos € necessdario dividir Qimp(s) por um fator (1s + 1)” para se obter
Q- (s), onde v € escolhido tal que Q.(s) seja proprio. Deve ser ressaltado que T

€ positivo, sendo seu valor escolhido de forma que o fator ( L

Gari)” abranja a maior

faiza de frequéncia possivel; portanto T deve ser feito o menor possivel. O

Uma das principais vantagens do método apresentado é a possibilidade de se
obter expressoes analiticas detalhadas para cada um dos controladores projetados

para atender os objetivos da subsecao 3.2.2. Este sera o assunto da préoxima secao.

3.3 Controladores robustos H.,

Nesta se¢ao expressoes analiticas para os controladores robustos H,, serao apresen-

tadas para cada objetivo de projeto separadamente. E importante ressaltar que as
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expressoes analiticas que serao obtidas para os controladores sao para os casos em
que a solugdo do problema de Nehari de 1-bloco nao é trivial, ou seja, R(s) nao é
estavel. Definindo Kj,,(s) e K. (s) os controladores obtidos via parametrizacao de
Youla-Kucera (equagao 3.24) para Qmy(s) e Q-(s), respectivamente, sera mostrado
que Kjn,(s) tem cancelamentos exatos de polos e zeros, porém estes cancelamen-
tos ndo mais ocorrem para K, (s), o que torna a ordem de K, (s) demasiadamente
grande.

Para obter as expressoes para os controladores K, (s) e Kjmy(s) inicialmente

reescreva N(s) e M(s), como:

() (s (s) () (s)na(s)
N =m0~ ae) CMYTLe T de)

onde o sinal de + na parte superior do polindémio significa que ele tem somente zeros
instaveis e o sinal de — na parte superior do polinémio significa que ele tem somente

zeros estaveis. Sejam também

as fungoes de transferéncia biproprias obtidas pela identidade de Bezout (equagao

3.23), e

-3 < -2

as fungoes de transferéncia definidas pelas equagoes (3.35) e (3.36). Para simplificar

as demonstragoes, a dependéncia das fungoes em s serd omitida em algumas partes.

3.3.1 Robustez (perturbagao aditiva)

Para encontrar o controlador 6timo K (s) que resolve o problema de robustez é neces-

sario inicialmente escrever T (s) e Ty(s), de acordo com as equagoes (3.27), na forma

N, (S _ .
de fragdo. Fazendo Wi(s) = i >, entao T1(s) e Ty(s) podem, respectivamente,

du, (8)
ser escritos como:
gy My M1 Ny (n5)2(n;,)?
T, _ Wy 'm 'm T — __Wi\m m/_ 3.37
L(s) = A o T s (3.37)
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O passo seguinte é obter uma fatora¢ao ‘inner-outer’ para T5(s). Lembrando que

Wi(s) é estéavel e de fase minima, tem-se:

o R ([0 P,
A (RN

e, portanto,

G ) P ),

Note que, como Wi(s) e M(s) sao biproprias entdo Ty(s) é bipropria. Portanto,

T5,(s) € bipropria e Q(s), obtida utilizando o algoritmo 3.2, também sera propria.
O passo seguinte é obter uma expressao para R(s),

() T2 Py, [(0) P10y 2y

M) =) = 20 ddd — nidundyd,

(3.39)

Fatorando R(s) = Ry (s)+R_(s), tal que R(s) seja anti-estavel e R_(s) seja estavel

encontra-se:
Ny

Ny _
R(s) = Ri(s) + R_(s) = n: t i (3.40)
m w1 y=m

onde n,, (s) ¢ o numerador de R, (s) e n,_(s) é o numerador de R_(s). A partir da

expressao para R, (s), f(s) e g(s) podem ser definidas da forma a seguir:

Ny
(nfh)*

onde p ¢ o grau de n;} (s). Uma vez encontradas as fungoes de transferéncia acima, a

) ==L e gls) = (-1

expressao para o controlador K (s), fatorado de acordo com a equagao (3.22), pode

ser obtida encontrando-se expressoes para U(s) e V(s). Para tanto, note que
XS = T20Q

e, como pelo teorema 3.5, Xg = R — \f/g, tem-se:

f
g

f

Multiplicando ambos os membros da equagao (3.41) por Ty, (s) obtém-se:
f_
AL, - =T — ThQ.
9
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Como Tl — TQQ = Wl(Y + MQ)M = WlUM, entao

AL = wo,
g

Assim sendo, uma expressao para U(s) sera:

U = Wl‘lM‘l/\TQii
g
= (=1)PA s g , (3.42)
Ty Ty (131,) 10

Uma vez obtido U(s) deve-se agora encontrar V (s). Observe que de acordo com a
equagao (3.24)
V=X—QN. (3.43)

Multiplicando-se ambos os termos da equagao (3.43) por T, e usando a equagao
(3.41) obtém-se:
’ g

Em seguida, multiplicando-se ambos os membros de (3.44) por T,, resulta em:

g

Lembrando que T} = W, Y M e Ty, = —W,M? e substituindo-os na equacao (3.45),

tem-se:
~WiM?V = —M*XW, - MYW,N + AiTgiN.
g
= —MW(MX + NY)+ AzTQiN. (3.46)
g

Pela identidade de Bezout (3.23) sabe-se que M X + NY = 1, e portanto a equagao
(3.46) pode ser reescrita como:
WMV = MW, — )\iTQiN.
g

Desta forma V' (s) sera dada por:

V=W 1tM"? [MWI - /\ngiN} : (3.47)
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Utilizando-se as definigdes de N(s), M(s), Wi(s) na equagao acima, tem-se, apos

algumas manipulacoes algébricas, que:

vV — sy n;znwlng(n:z)* — AM=1)Pnsn,d,,

m
Ny My (107,)? Aoy g (10,5,)*

(3.48)

O controlador K (s) pode entao ser obtido a partir das expressoes para U(s) e V (s)

dadas pelas equagoes (3.42) e (3.48), respectivamente:

_ A(_l)pnfnmdw
K(s) = Uls)V"(s) = Mo T Mg (N34)* = A(=1)Pnpnndu,

(3.49)

A formula apresentada na equacao (3.49) pode ainda ser reduzida. Para tanto, note

que
—1)? +\*x
R xo o _ AP

+
g ng nm

?

e, portanto, substituindo R(s) de acordo com a equagao (3.39) e apds algumas

manipulacoes algébricas, tem-se:

xg = L) T nyning = A1) () s, dy . (3.50)

NgN o, Ay,

que, para ser solucao do problema de Nehari, deve ser estével, ou seja, o numerador
de Xg(s) descrito pela equagao (3.50) deve possuir um zero definido por n;}t(s). A

partir desta observagao conclui-se entao que:
(Y sy mynng — M—=1)Pnydy, dydym = ntx, (3.51)

onde x(s) ¢ um polinomio. Note que para a obtengao da expressao acima foi usado
o fato de que n (s) # [nf(s)]*. A partir da identidade de Bezout (equagao 3.23) e
fazendo os denominadores de X (s) e de Y (s) iguais, e os denominadores de M (s) e

de N(s) iguais, sabe-se que:
NNy + NNy = iy (3.52)

e, entdo, substituindo-se o termo dy(s)d,,(s) da equagao (3.51) de acordo com a

equagao (3.52) tem-se que:
(n Y nyn, ng — AM—=1)Pnsdy, (Rmne + nany) = ntx. (3.53)
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Separando-se todos os termos dependentes de n,! (s) a direita encontra-se:
() Y My mym, g — M= 1)Pnpd oy, nnny, = b X+ A= 1)Pnsdy, nin, ne = ntx. (3.54)

Uma importante observacao a ser feita ¢ que n,(s) e n;(s) sao polinémios copri-
mos. Para provar este fato considere que seja possivel escrever n,(s) = a(s)n,(s)
e nt(s) = a(s)n(s), onde a(s) # 1 tem somente zeros no semi-plano da direita
do plano complexo-s. Desta forma, o fator a(s) poderia ser posto em evidéncia na

equagao (3.52), resultando em:
() [Ty, (8)70, (8)10(8) + 1 (8)72 (5)] = i (5)dy (),

o que seria uma contradi¢do uma vez que d,,(s)dy(s) é um polinémio de Hurwitz.

Portanto, como n,(s) e n; (s) sdo coprimos, a equagao (3.54) pode ser escrita como:

n;ﬁ,”ﬂ)lng(n;;)* - )‘(_1>pnfnndw1 = nn+1)~<1

Logo, o denominador de K (s) na equagao (3.49) pode ser substituido por n} x1, e
finalmente a expressdo para o controlador que minimiza ||W1K S| €

<_1)p>‘nfn;de1

Kl ="——=

(3.55)

Note que o desenvolvimento de uma férmula para o controlador estabilizante K (s),
a partir da aplicacao do algoritmo 3.2, mostrou ser uma forma simples de se obté-lo.
Além disso a ordem do controlador K (s) é menor que a ordem da planta G(s) mais
a ordem da fun¢@o de ponderacao Wi(s).

Para verificar os resultados obtidos nesta subsecao, um exemplo sera apresen-

tado a seguir.

Exemplo 3.1 Considere o problema de encontrar um controlador K(s) para o sis-

tema realimentado da figura 3.3 onde

s—1

ey

e K(s) deve ser tal que mazimize a tolerancia do sistema realimentado a perturbagdo

aditiva na planta. FEste problema, conforme anteriormente visto, pode ser formulado
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da sequinte forma: encontre K (s) tal que a |W1KS||« seja minima. Para simplificar
a solugdo, a fungao de pondera¢ao Wi(s) serd considerada igual a um. Portanto,
inicialmente devem-se determinar as fungoes N(s) e M(s) € RHy,, bem como as
fungoes X(s) e Y(s) € RHy que satisfazem a identidade de Bezout (3.23). Assim

sendo, considere
N (8) _ S 1 _ N () _ (s—2)(s+1)
dy(s) (s+1)? dn () (s+1)2

Em sequida calculando-se os valores de X (s) e Y(s) € RHo, que satisfazem a iden-

N(s) =

tidade de Bezout obtém-se:
_ ng(s) _s—5 e V(s) = ny () _
d.(s) s+1 dy(s)

Seguindo os passos do algoritmo 3.2, deve-se determinar agora Ti(s) e Ta(s), de

acordo com (3.87):

s—2 (s —2)?
Ty(s) = —~> %)

sr1 ¢ Bl (s +1)2

Realizando fatoragao ‘inner-outer’ em Ty(s), utilizando para tanto (3.38), encontra-

Ti(s) =9

| 7(3—2)2 7_(5—#2)2
= (T e
A fungao R(s), dada por (3.39), é entao:
R(S):Ti(S)Tl(S): (s+2)*9(s — 2) —9 (s+2)

(s —2)2 (s+1) (s —2)(s+1)
Fatorando R(s) = Ry (s) + R_(s) conforme (3.40) encontra-se:

48
R, —
+ 5 — 27
e procedendo de acordo com os passos do algoritmo 3.2 obtém-se:
ns(s) 1 ng(s) 1
)\ — 12 — = —_= e .
() de(s) s—2 ¢ 9(s) dy(s)  s+2

Aplicando diretamente a formula (3.49) € possivel obter K(s):
AM—=1)Pnpn,dy,

K(s) N Moy Mg (M5)* — A(—=1)Ppngdyy,
—12(s +1)(s —2)
(s+1)(—s—2)+12(s—1)
12(s + 1)
B s—T7
Note que o termo n.' (s) = (s — 2) foi cancelado como era esperado. O
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3.3.2 Rastreamento de sinais e desempenho transitoério

O problema de rastreamento do sinal de referéncia e melhoria do desempenho tran-
sitorio foi formulado em termos da minimizagao de |25 (equacdo 3.12 e tabela
3.1), onde Wy(s) ¢ uma fun¢ao de ponderacao estavel e de fase minima e S(s) ¢ a
fungao de sensibilidade. Para solucionar este problema foi visto que T1(s) e Ts(s)
correspondente ao problema de casamento de modelos (equagao 3.28) s@o expressos
por:

Ti(s) = Wa(s)X(s)M(s) e Ty(s) = Wa(s)N(s)M(s). (3.56)
Escrevendo as expressoes acima na forma fracional, utilizando a mesma notacao da
subsecao anterior, obtém-se:

Ty Moz oy Ty M Moy

Ti(s) = ———— e Ti(s) = ————. 3.57
= G, © YT, (357
Realizando fatoragao ‘inner-outer’ para T5(s) encontra-se:
nint  ng,(n)*(nt)non
T — T T — n-_"m 2 n m n-_"m
R B S HES A S
onde
nint Ny (M) (0 )0
T5,(s) = ————— e T == nsoom. nom 3.58
Oy Y T (8.58)

Note que T5, (s) é estritamente propria se a fungao de transferéncia da planta for
também estritamente propria. Este fato faz com que Q(s) que minimiza ||[IW2S5]
seja impropria, isto & Qupt(s) = Qimp(s) e, portanto, o controlador obtido via pa-
rametrizagdo de Youla-Kucera para Qi (s) sera também improprio. Desta forma,
nesta subsec¢ao serao obtidas expressoes analiticas para os controladores improprios,

obtidos via parametrizagdo de Youla-Kucera utilizando Q;n,,(s), e para os contro-

ladores proprios, obtidos também por Youla-Kucera, porém para Q(s) = Q.(s)
proprio, onde Q. (s) = % (conforme observagao 3.2). Em ambos os casos, o
TS v
proximo passo é a obtengao de uma expressao para R(s), sendo dada por:
(o) ()" namtg
R(s)=1T5T, = —=> o n2 3.59
(S) 2,41 n;;_dq;dmdwz ( )

Da mesma forma que para o caso da robustez, deve-se fatorar R(s) = Ry (s)+R_(s):

R(s) = Ry(s) + R_(s) = =t 4 -

nt  dydy,dy,’

(3.60)
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onde n,, (s) e n,_(s) representam os numeradores de R,(s) e R_(s), respectiva-

mente. Em seguida, deve-se obter expressoes para f(s) e g(s):

fls) =L e g(s) = (=1)"

ot
n?’l

onde p é o grau de n;. Uma vez obtidas equagoes para f(s) e g(s) é necessario
agora obter expressoes para V(s) e U(s) para entao encontrar K (s) = U(s)V!(s).
Como serao considerados tanto o controlador impréprio K, (s) quanto o controla-
dor proprio K, (s), inicialmente sera obtida uma expressao analitica para K, (s), e
em seguida, fazendo 7 = 0 sera obtida uma expressao para o controlador impréprio
Kimp(s). Desta forma, considere a equagao (3.41) reescrita abaixo considerando-se

a aproximagao sobre i, (s) para torna-la propria:

Qimp__ _ _(p_l) 1
TQOm =T,Q, = <R )\g) st 17 (3.61)
Observe que
1 B (rs+1)"=1__  [f(s,7)
(rs+1)  ~ (rs+1)» ! (Ts + 1) (3.62)
onde
f(s,7)=(rs+1)" = 1. (3.63)

Note que f(s,7) = 0 para 7 = 0. Utilizando (3.62) e lembrando que R(s) = 1511,

tem-se que:

Multiplicando-se ambos os membros da equagao acima por 75, e reorganizando-a

obtém-se:

ﬂ—ﬂ@:x&i+@}45ﬁ>
g g

Note ainda que, de acordo com as equagoes (3.56), 71 — T2Q), pode ser escrito como:

f(s,7)

s (3.65)

Tl - TQQT = W2XM - WQNMQT
= WoM(X — NQ,)

= WLMV. (3.66)
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[gualando-se as equagoes (3.65) e (3.66) tem-se que:

WoMV = T, L+ (Tl _ ATzi) fls1)
‘g g/ (rs+ 1)

Apos algumas manipulagoes algébricas simples, porém tediosas, encontra-se a se-

guinte expressao para V(s):

Ve Ay i [(—1)P AN pdyyy ddy (T5 4+ 1) 4[Ny niany, (0 ) 1g — AN(—1)P1 pd oy dodin | £ (5, T)
Ny Moy, (it ) ngduy dopdm (75 + 1)V '
(3.67)
Utilizando a expressao (3.63) V(s) pode ser reescrito como:
V — dwzdm )\(_]‘>pnfd’w2d$dm _'_ nTU2n$n;’L(nj7_’L)*ngf(87 T) (368)
Mgy My (nh ) ngdy,dedy, (T + 1)7

O proximo passo é a obtengao de U(s). Note que:
U=Y +MQ-,
e que multiplicando-se ambos os membros da equagao acima por Ty (s) tem-se:
LU =T,Y + MT5,Q-.

Substituindo na expressao acima Ts, @, de acordo com a equagao (3.64) resulta em:
f f(s,7)
LU ="TY +M|T5T — = 1————F .
20 28 ( 21 g (15 +1)¥
Multiplicando-se ambos os termos da expressao acima por Ty, (s) e fazendo Ti(s) =
Wa(s)X (s)M(s) e To(s) = Wa(s)N(s)M(s) tem-se que:

f N\ _f(s7)

WoNU = Wo(NY + XM) — N5, = — | WoXM — N1, = . 3.69
LNU = Wy )l - (i, D)2 G

Note, pela identidade de Bezout, que NY + XM =1 e, portanto, a equagao (3.69)

acima pode ser reescrita como:

_ f F\ _f(s,7)
WQNU = W2 — )\Tglg — <W2XM — )\T215> m (370)

A partir da equagao (3.70), uma expressao para U(s) pode ser finalmente obtida, e

apos algumas manipulagoes algébricas encontra-se:

U - Auwydn [ (N, (N ) 1gdpdyy — N—=1)P0t 0 pdyy dpdi) (T + 1)”+
Ny Moy Ay (N ) ngdydyy, (75 + 1)V
(AM=1)Pntn dy, dedm — Ny Nam (1)) 0g) f (8, 7)
A, (0} ) ngdydyy, (75 + 1)V

(3.71)
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Uma vez encontradas expressoes para U(s) e V(s), uma expressao analitica para o

controlador K, (s), proprio, pode ser escrita como:

K. (s)=U(s)V7l(s) = nKT(S), 3.72
(5) = UV (s) = (3.72)
onde
ng. = n;l{[nwz(n:;)*ngdwdm — AN=1)Pn;nsdy,ddy) (s + 1) +
+ [)\(—l)pn:;nfdwdxdm — annxnm(n;)*ng]f(s, )} (3.73)
dKT - nn{)‘(_Dpnfdwzdzdm + anHxTLT_n(nnt)*ngf(S, T)} (374)

Para obter a expressao para o controlador improprio Kj,,,(s) basta fazer 7 = 0 nas

equagoes (3.73) e (3.74). Procedendo desta forma, obtém-se:

(3.75)

[y (0 )y ddy, — N(—=1)Pnnsdy,dyd,y,
Kimp(s):_|: ( ) g ) f :|

AM=D)Pn¢dy,dydp,
Observe que para o controlador improprio Kj,,(s) hd o cancelamento exato do

polinémio de Hurwitz (d,d,,) resultando em:

n, {n (), — A(—l)pn;;nfdﬂ

Kim =
p(5) Ny, A(—=1)Pnyd,,

(3.76)

E importante ressaltar que o mesmo nio ocorre para o controlador préprio K, (s), o
que faz com que este tenha ordem significativamente maior que Kjp,(s). Além do
cancelamento de (d.d,,), tanto o controlador proprio, K,(s), quanto o improprio,
Kimp(s), possuem um cancelamento pouco evidente de n;'. Considere inicialmente
o cancelamento de n;}(s) no controlador improprio Kj,,(s). Para tanto, note que

Xs(s), solugao do problema de Nehari correspondente a min ||W5S]| é dado por:

XS = R(S)—)\®

(n;:)*(n,fl)*nxn;lnmng - )‘<_1)pnf (nz)*da:dmdwg

NNt dydyydy,
De acordo com a teoria, Xg(s) deve ser estavel e portanto, o numerador de Xg(s)

pode ser reescrito como:

(N Y nang, nwyng — AM(—=1)Pnsd,dnd,, = ntx, (3.77)

m
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onde foi usado na equagao acima o fato de que n (s) # [n}(s)]*!. Pela identidade de
Bezout e fazendo-se os denominadores de N(s) e M (s) iguais, e os denominadores

de X (s) e Y(s) iguais, tem-se que:
dydyy, = Mg + N1y,

Substituindo entao d,d,, na equagao (3.77) e separando todos os termos dependentes

de nf(s) a direita, encontra-se:

(nh Y nan, nw,ng — AN=1)Pnnpnedey, = ntx + AM=1)Pnn,n,d,, = nty.
Como n,(s) e n,'(s) sao coprimos 2, entao:
(n:_n)*numng - A(_l)pnfdwzn:_n = n71_>~(27 (378)

o que permite reduzir a equacao (3.76) a:

S

n
Considere agora o cancelamento de n;'(s) no controlador proprio K, (s). Utilizando
a definigdo de f(s,7) na equagao (3.73) tem-se, que o numerador de K.(s), nk._(s),

pode ser escrito da seguinte forma:

ng, = [nu,(nh) g —N=1)"n}n;dy,|[(Ts + 1) dedmn,,] +
+ M=1)Pntnidy, dedm — ngynenm (n) Y ngl f(s, 7)n.,. (3.80)

Substituindo n,,n, = d,d,, —n,n, na expressao acima e utilizando a equacéo (3.78)

obtém-se:
nk, = n} Xao[(Ts+ 1) dpdpn,, — f(s, 7)1 dpdy] + 1ty ny (02 ) ng f (s, 70y, (3.81)

Pela equagao acima e pela equagao (3.74), se verifica facilmente o cancelamento
de nf(s) na expressao para K,(s). Portanto, utilizando em (3.81) o fato de que
f(s,7)=(rs+1)" — 1 (3.63), e de acordo com (3.74), K,(s) é dado por:

Ny X2 iy, 4= 1y Mgy My ()" gy f (5, 7)

K. (s) = .
) = Nty dudady + ey (1t )y F (5. 7)]

(3.82)

LCaso n} = 1, entdo, de acordo com a equagio (3.59) R(s) € RH. e a solugdo do problema é
trivial.

2Para provar que n,! (s) e n;(s) sdo coprimos basta usar a equagao de Bezout como na subse¢io
3.3.1.
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Para ilustrar os resultados apresentados nesta subsecao um exemplo serda mostrado

a seguir.

Exemplo 3.2 Considere o problema de minimizar |[WS||o onde:

s—1
G(s) = ———
e, Wa(s) = 1, por simplicidade. O primeiro passo entio € obter N(s) e M(s) e, em
sequida, encontrar X (s) e Y(s) que satisfazem a identidade de Bezout (3.23):

Cona(s)  (s—1) ~ np(s)  (s+1)(s—2)

N =30 " Groe cMO=0 0~ Gror
_ ne(s)  s—19 _ny(s) 275426
X&) =05 " 543 YO0 T s

O passo sequinte € determinar T1(s) e Ta(s) dados pelas equagoes (3.57). Observe
que foram escolhidos dy(s) = d.(s) = (s +3) € dn(s) = dn(s) = (s +2)%, com o
objetivo de evidenciar o cancelamento de d.(s)d,,(s) demonstrado na equagao (3.79),

e que nao ocorrerd para K, (s).

(s+1)(s—2)(s—19)
(s +2)2%(s+3)

(s=2)(s—1)(s+1)

TI(S) = (S i 2)4

e Ty(s) =

Realizando fatoragao ‘inner-outer’ em Ty(s) obtém-se, de acordo com (3.60):

(5—2)(s—1) C(s+1)°
I

A fun¢ao R(s) (equagao 3.59) € entao:

(s+1)*(s —19)
(s—1)(s+2)(s+3)

e fatorando R(s) = R (s) + R_(s) de acordo com (3.60) tem-se que:

R(S) = TZ*ZTl =

Sequindo o0s passos do algoritmo 3.2 obtém-se os valores para A, f(s) e g(s):

1 1

A=3, J8) = 5 e 98 =~

Portanto, o controlador K;m,(s) obtido de acordo com a equagao (3.79) serd dado

por:




Supondo agora T = 0,001 e substituindo na equagdo (3.82), obtém-se:

4027(s +2,9584) (s + 2,0145)(s + 1)(s + 2)
(5 — 3022,97)(s + 2,9557)(s + 2, 0146) (s + 2)°

K.(s) =

Note que o cancelamento exato de pdlos e zeros de dyd,, = (s + 3)(s + 2)? nao
mais ocorre para K, (s), pois os zeros e polos quase cancelaveis de K. (s) foram
levemente alterados. Note também que hd ainda um cancelamento do termo (s + 2)
que se deve a coincidéncia ocasionada pela escolha de d,, = (s +2)* com (n})* =
—(s 4 2), conforme é mostrado na equagao (3.82). Este fato mostra que a escolha
dos denominadores de N(s), M(s) e de X(s) e Y(s), influenciam diretamente no

controlador proprio a ser obtido, o que nao ocorre com o controlador improprio. O

3.3.3 Rejeigao de perturbacao

Para encontrar o controlador 6timo K (s) para o problema H,, de rejeigdo de pertur-

bag@o é necesséario obter expressoes para 17(s) e Ty(s) dados pelas equagdes (3.29).

Ty ()
Fazendo Wj3(s) = —2— encontra-se:
’ Ay ()
2
TMapg Mz T N3 T,
Tl(S) = Wg(S)X(S)N(S) = m e TQ(S) = Wg(S)NZ(S) = m, (383)
e realizando fatoragao ‘inner-outer’ em Ty(s) obtém-se:
()* 1oy ()] (m,)?
TQ(S) = TZL‘(S)TQO(S) = [(nj{)*]g ° dw3d% )
onde
(n)” My (1) (1)
Ts,(s) = (CLE e Ty (s) = — a2 ) (3.84)

Note que para plantas estritamente proprias Tp,(s) é estritamente propria, o que

requer a obtengdo de Q,(s) = % Expressoes para o controlador improprio

Kimp(s) e para o controlador proprio K,(s) serdo obtidas nessa subse¢do. O proce-

dimento é analogo ao adotado para o problema de rastreamento do sinal de referéncia

e desempenho transitorio. Para tanto, determina-se inicialmente R(s):

[(n;r)*]Q N3 Mg 10,

nt duydody

n

R(s) = T3 (s)T1(s) = (3.85)
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e, em seguida, fatora-se R(s) = R, (s) + R_(s), obtendo-se:

Ry(s) = 22 - (3.86)

gy dn”

e R_(s)=

n
onde n,, (s) e n,_(s) sd@o os numeradores de R (s) e R_(s), respectivamente. Se-
guindo os passos do algoritmo 3.2, a partir da expressao para R, (s) determina-se A

e expressoes para o par de Schmidt f(s) e g(s), quais sejam:

f(s) ==L e gls) = (~1)

onde p é o grau de n;}". Obtidas as expressoes para f(s) e g(s) deve-se encontrar

U(s) e V(s). Note que, para o problema de min ||[W35G]||, sabe-se que:

W3SG =T, — ThQ, = W3XN —W5;N2Q.
= W?)N(X - NQT)

= W3NV. (3.87)

e, portanto, uma expressao para V(s) pode ser obtida a partir da equagao (3.87)

observando-se que a equagao (3.65) é também valida para esse caso. Desta forma:

oo (nomf) S|

Apos algumas manipulagoes algébricas, obtém-se:

Ve Ay A [NE1)Pnpdyydypdy, (Ts+ 1) Hnggngny, (n)F) ng—A—1)Pnsdy,d.d,) f (s, T)
O e (Nt ) ngduy dedn (T8 + 1)7 ’
(3.88)
e, utilizando a equagao (3.63) na expressao acima resulta em:
V= dw3dn A(_l)pnfdwsdzdn + T MMy (n:zr)*ngf(sv T) ) (389)
N (nit ) ngdy,dyd,(Ts + 1)¥

O proximo passo é encontrar U(s). Para tanto, note que:
U=Y +MQ,,
e multiplicando-se ambos os termos da equagao acima por 75, encontra-se:

TQOU - TQOY + MTZOQT-
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Substituindo-se T5, (s)Q,(s) expresso pela equagao (3.64) na equagdo acima resulta

em:

_ . f f(s:7)
T, U=T,Y +M (TQiTl - )\E) (1 - m) . (3.90)

Em seguida, multiplicando-se ambos os termos da equagao (3.90) por T5,(s) e fazendo

Ti(s) = Ws(s) X (s)N(s) e Ta(s) = W3(s)N?(s) encontra-se:

WiN2U = WsN?Y + M (W3XN - ATJ) <1 - M)
g

(ts+ 1)
_ WyN(NY + MX)-AMT, 2 — M(W3XN - ATJ)M.
g g)(Ts+1)¥

(3.91)

Observe que de acordo com a identidade de Bezout (3.23), NY + M X =1 e assim

a equacao (3.91), apos simples manipulagoes algébricas, torna-se:

U - Ay [ [Nwyny, (0 ) 1gdndy — A(=1)Pnmnydu,dnd,](7s +1)7

Mg N N Ay (N )*ngdndy, (15 + 1)7

[nw3nfcn;nm(nr—t>*ng — A(_l)pnmnfdmdwsd:c]f(s’ T)
— . (3.92)
Ay (N )*ngdnd, (175 + 1)7

Apos algumas manipulagoes algébricas das equagoes (3.89) e (3.92) obtém-se:

_ ng. (s)
K (s)=U(s)V7Y(s) = =2, 3.93
(5) = UV (s) = 70 (3.93)
onde
ng, = [nwn, (0 ngdud, — N=1)npn dy,d,d,;] (s + 1)"
[Ny, M (1) 0y — N(=1)Pnpn pdndyda, ] f (s, T) (3.94)
di, = np{N=1)"nsdy,dedy, + npgnan, (0t ng f(s,7)}. (3.95)
Para obter Kj,,,(s) basta fazer 7 = 0 nas equagoes (3.94) e (3.95) acima:
1 [nwyn, (nt)ngd,d, — MN—1)Pn,nedy,d,d
Kim:_ wsz 'op Ty gUnlyg m wz Wn Uy '
b n [ AM—=1)Pnydy,d,d, 7 (3.96)

que mostra que ha ainda um cancelamento exato de d,(s)d,(s) resultando em:

(3.97)

1 |:nw3n1; (n:)*ng — A(_l)pnmnfdws]

K’im =
o(5) Ny, A—=1)Pnysd,,
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Note que este cancelamento nao ocorre para o controlador K, (s) resultando em uma
ordem mais alta para o controlador proprio. Da mesma forma que para o problema
de rastreamento do sinal de referéncia e melhoria do desempenho transitério, hé
ainda um cancelamento exato de n;} tanto no controlador proprio K,(s) quanto
no improprio Kjn,(s). Para verificar este cancelamento considere a fungao Xg(s)

solugao do problema de Nehari:

e
Xs = ) Nots)
[(n:{)*]anann;ng — AM=1)Pns(n})* dndadu,

?
Nt dypdy, dpng

e como Xg(s) € RH., entdao o numerador de Xg(s) pode ser reescrito como:

+

(nn >*nxnwgn;ng - A(_l)pnfdndxdwg = n:X7

onde foi usado o fato de que n;” # (n;)* 3. Substituindo-se o termo d,,d, de acordo

com a identidade de Bezout encontra-se:

+

(1) ) NNy Ny Mg — A(—1)Pnp g (N, + Mpy) = nj{x,

e separando-se os termos dependentes de n;(s) a direita tem-se que:

+

(N ) sy ng — M—=1)Pnpdwy et = )t x + MN=1)Pnsdy,nyn, = nbx.

Como n, # n;” *, entao:

(NS ) ngns ng — N=1)Pnpdy,nm = nt Xs, (3.98)

n

e o controlador K, (s) pode ser reescrito como:

_ X3
szp<3) - A(_l)pngnfdw:,) : (399)

O cancelamento de n.f(s) em K. (s) pode também ser mostrado utilizando-se a

equacgao (3.98). Para tanto, considere o numerador de K, (s), ng,, reescrito abaixo:

ng. = (ann;(n:)*ngdndz — M=1)Pnp,nsdy,d,d,) (s + 1)”

(s, (n:)*ngnmnm — M=1)Pny,nsd,dydy,) f(s,T).

3Se nf = (n})* a fungdo de transferéncia da planta G(s) seria de fase minima. Isto implicaria
no fato de que Ta(s) = Ty, (s), e a solugdo para este problema seria trivial.
4Este fato pode ser provado de maneira semelhante aos casos anteriores.
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Substituindo n,(s)n.,(s) na equacdo acima por d,d,, — nyn,, e reescrevendo ng, (s)

de acordo com a equagao (3.98) tem-se que:
NK, = n;iz_)N@ [dndx (TS + 1)V] + NNy, (n:)*ngnynnf(sa T) - n:)z3dndacf(3’ 7-)7

onde fica claro o cancelamento do termo n;(s) na expressao para K.(s). Portanto:

X3d,d, + 2T (%)2(”3)*”9”#(87 T)
ny M=1)Pnsdy,dndy + ngynang, (nt)ng f(s, 7))

K. (s) = (3.100)

A seguir um exemplo seré apresentado para ilustrar os resultados apresentados nesta

subsecao.

Exemplo 3.3 Considere o problema de rejei¢cao de perturbacao, formulado como a
minimizacao de |W3SG||« para a sequinte planta:

s—1
$2—s5—2

G(s) =

Por simplicidade W3(s) serd feito igual a um. Para resolver este problema o primeiro

passo € determinar N(s) e M(s):

s—1 (s+1)(s—2)
N(s) = G e M(s):w.

Em seguida, encontra-se X (s) e Y(s), que satisfazem a identidade de Bezout:

ngy(s) s—5 ny(s)  9(s+1)

L) st1 f Yl d,(s)  (s+1)

X(s) =

A partir das equagoes (3.83) obtém-se as sequintes fungoes de transferéncia para
Ti(s) e Ty(s):

_(s=1)(s—5) . s_(s—1)2
his) =51y Bl = 5o

Realizando fatoragao ‘inner-outer’ em Ty(s), de acordo com (3.84), encontra-se:

e desta forma, de acordo com (3.85) R(s) serd dado por:

(s+1)2(s—1)(s—b)
(s—1)2 (s+1)3

R(S) = TZ*ZTl =
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Fatorando R(s) = Ry(s) + R_(s), conforme mostrado em (3.86), obtém-se:

-2 3

— R =—"—
+ s+1 ¢ s+1

e sequindo os passos do algoritmo 3.2, pode-se escrever:

1 -1

A=l J8) = =5 € 98 = .

Utilizando-se a expressao (3.99) tem-se que Kip,y(s) serd dada por:
Kimp(s) = —(s+1).

Finalmente, usando 7 = 0,01 e 7 = 0,001 na expressao para K,(s) (3.100), tem-se:

Ko(s) = 10009(s + 1)(s + 1,5213)(s + 0, 6567)
T (5 —9807)(s + 1,43) (s +0,7147)

~1000009(s + 1)(s + 1, 1434)(s + 0, 8746)
(5 —998007)(s + 1,1168)(s + 0,8971) ’

Note que para 7 = 0,01 os polos e zeros duplos —1 sofreram maior perturbacao do

para 7=0,01, e

K. (s) para T = 0,001.

que para T = 0,001. Note ainda que mesmo para T = 0,01 o0s pdlos e zeros foram
perturbados em uma mesma diregao, ficando seus valores relativamente prozimos.

O

3.3.4 Atenuacao de ruido

O problema de atenuacao de ruido ¢ formulado como a minimizacao de ||WyT||~,

onde T'(s) é a fungao de sensibilidade complementar. Denotando Wy(s) = 3”4((5)) )
wq

entao T (s) e T(s) podem ser escritos, de acordo com as equagoes (3.30), na seguinte

forma:
Ny MM Ny MM
Ti(s) = Wa(s)N(s)Y (s) = Wnd;} e To(s) = —Wy(s)N(s)M(s) = —m.
(3.101)
Realizando fatoragao ‘inner-outer’ em 7T5(s) encontra-se:
nint N, o (nF)*(nf)*
T =T, T — n’''m -1 W4""n ""m\""n m
=B = G T
onde
nint Ny o (n)*(nt)*
T o n'’m T 1 W4 "n ""m n m 1 2
21(8) (n;mk)*(nr—;)* € 20<S) ( ) dw4dndm (3 0 )



A partir das expressoes para T (s) e Ty, (s) é possivel obter uma expressao para R(s),

1.€.:
()" (nf)* nu,myny
nt dy, dpd,

Em seguida, fatorando R(s) em R, (s), anti-estavel, e R_(s), estavel, encontra-se:

R(s) = T5,(s)Ti(s) =

(3.103)

Ty T
R(S) = R+(S) + R,(S) = n_: + m, (3.104)
m We Ny

onde n,, (s) e n,_(s) sdo os numeradores de R, (s) e R_(s), respectivamente. Desta
forma, as fungoes f(s) e g(s) para o problema de atenuagdo de ruido sdo descritas

pelas seguintes expressoes:

s:ﬁe s:—png
fl5) = 2 e gle) = (F17 ot

onde p é o grau de nf (s). Note que para uma planta estritamente propria, tem-se
que Ty, (s) é estritamente propria. Entdo, Q(s) 6timo, de acordo com o passo 8
do algoritmo 3.2, serda improprio. Desta forma é necessario obter uma funcao de
transferéncia propria (Q,(s)) que aproxime @Q;,,(s), para entao obter o controlador
proprio K. (s). Nesta subsecao expressoes para Kj,,(s) e K, (s) serdo obtidas, sendo

entdo necessario encontrar U(s) e V(s). Para tanto, observe que:
T1 - TQQT - W4NY ‘I’ W4NMQT - W4N(Y+ MQT) - W4NU,

e, portanto, pela expressdo acima e pela equacao (3.65), também valida para este

caso, tem-se que:

_ / f\ f(s7)
WiNU = 5,2+ <T1 - ATQZE) it

Assim uma expressao para U(s) sera dada por:

U:

1 [)\(— DPngdy,dndy (Ts+1)" +[nw,n, ny () ng—MN—1)Pnsd,, d,d,) f (s, 7')]

Ty Ty, (nj{)*ngdy(TS + 1)

(3.105)
Como, de acordo com a equagao (3.63), f(s,7) = (1s+1)” — 1, entao U(s) pode ser

escrito como:

U:

(3.106)

1 {A(—l)pnfdmdndy + N1y, Ny (05 ) g £ (S, 7)]

Ny T, (nf)*ngdy(Ts + 1)
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O proximo passo é a determinagao de V' (s). Para tanto, note que:
V=X-NQ-,
e multiplicando-se a expressao acima por 75, obtém-se:
T,V =T, X — NT5, Q.

Substituindo-se o termo 7T, @, de acordo com a equagao (3.64) encontra-se:

_ . f f(s,7)
TQOV == TQOX - N <T2Z-Tl — AE) (1 — m) .

Multiplicando-se a equagao acima por Th,(s) e fazendo Ti(s) = Wy(s)N(s)Y(s) e
Ts(s) = —Wy(s)N(s)M(s), obtém-se:

f

WMV = Wy (MX + NY) — /\Tzlg - <W4NY - )\T2i§> f(s,7)

(rs +1)»
Como pela identidade de Bezout o termo M X + NY = 1, entao a seguinte expressao

para V' (s) pode ser obtida:

vV o= 1 [ (7)) g dndy — A(=1)Pnynt dy,dndy](Ts +1)"

Moy T, dy(nt)ng(rs +1)»
[Ny My () g + AN(—=1)Pnpnt dy, dndy) f(s,7)

— . 1
B (s + 1 100
Finalmente como K, (s) = U(s)V ~!(s) tem-se:
ng. (s)
K (s) = ) 3.108
() = el 3.108
onde
nk, = N=1)Pnsdy,dydy, + nw,n, ny(nt)ng f (s, 7), (3.109)
dic, = np{[nw,(n) ngdndy — M=1)"nyn; dy,dndy)(7s + 1)" =
— [Ruwmany(ng) ng — N=1)Pnsny; du,dnd,] f (s, 7) (3.110)

Para determinar uma expressao para o controlador improprio Kj,,(s) basta fazer

7 = 0 na equagao (3.108) acima, resultando em:

N A(=1)Pnsdy,d,d,
Kimp(s) = . 3.111
) T ) gty — N Dyt dudody) OV
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Observe na equacao (3.111) que o termo d,(s)d,(s) é um fator comum tanto do
numerador quanto do denominador, o que faz com que para o controlador improprio
haja o cancelamento exato de d,d,. Deve ser ressaltado que isto nao ocorre para

K.(s). Desta forma a expressao para Kj,,(s) se torna:

N A(—1)Pngd,y,
n, [nw4 (nr—t)*ng - A(_l)pnfnjz_dwzx] .

Kimp = (3.112)

Da mesma forma que observado para os demais objetivos de projeto, para os con-
troladores proprio e improprio deste caso, ha ainda o cancelamento de um termo,

n.t(s). Para verificar este fato, note que:

o af e ) g, — A1 () dady
g dndyngnitd,, ’

Como Xg(s) € RH, entao o numerador de Xg(s) pode ser reescrito como:

+
n

Ny (10 )*n;nyng - /\(_1>pnfdw4dndy = nn+1Xa

onde foi usado o fato de n/, # (n})**. Escrevendo dnd, = nyng + n,n,, de acordo
com a identidade de Bezout e para denominadores iguais de N(s) e M(s) e de X (s)

e Y(s), resulta na seguinte equagao:

+

Ny (M, ) 10, iy Mg — M(=1)P10pd oy, (N1 + 1py)) = ”;Xa

que pode ser reorganizada destacando os termos dependentes de n;f a direita:

+

T, (1)) 1y yng — AM(—1)Pnpdy, iy = nix + MN—=1)Pdy,nnan, = nx.

Como n, # nt, entao:

Y, ng — N=1)Pnidy,n, =n Xa. (3.113)

nw4 (nn

Com este resultado, por simples observagao verifica-se o cancelamento de nf (s) na

expressao (3.112) para Kjp,(s), resultando em:

n;t)\(_1>pnfdw4 .

Kimp(s) = = (3.114)

[ ~ ~ . L . ~ ~

5Observe que se a fungao de transferéncia da planta for estavel, ou seja, n,}, = 1, entdo a solugao
deste problema H, é trivial.

SProvado de maneira semelhante aos casos anteriores.
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Observe, de acordo com a equagao (3.113), que x4 pode ser nulo e, portanto, nem
sempre existird o controlador impréprio para o problema de atenuacao de ruido.
Uma condigao suficiente para isto ocorrer é a funcao de transferéncia da planta ser
de segunda ordem com um zero estavel, onde um poélo ¢é estavel e o outro é instéavel.
A prova deste fato é longa e tediosa e sera omitida. Note ainda que K;;,,(s) sempre
existe para os demais objetivos de projeto.

Para verificar o cancelamento de n(s) na expressao para K.(s) observe o

denominador de K.(s), dg,, reescrito abaixo:

dic, = ny{[nw, (ny) ng = M=1)"ngn, dw,](7s + 1)"dnd,, —

T n

— [rwmany(n) ng — M=)y, dy,dady] f(s,7)}.

n

Fazendo o termo n,n, = d,d, — n,n, e usando a equagao (3.113) na equagdo acima

tem-se:
di, = Ny Xa(Ts + 1)"dpdy — 0y Xa f (8, T)dndy + npnw,ne(n) 0, ng f (s, 7).

Como ng, (s), dado em (3.109) tem como fator comum n,,(s), entdao n; pode ser

cancelado na expressao para K, (s), resultando em:

K (s) = "mA LRy duydody + munmy () g f (5, 7))

>~<4dndy + n&”mnx(nﬁ)*nﬁngf(sa T)

(3.115)

Para ilustrar os resultados encontrados, um exemplo sera apresentado a seguir.

Exemplo 3.4 Considere o problema Hy, (Keel e Bhattacharyya, 1997) de atenua-

cao do sinal de ruido introduzido pelos sensores, onde:

s—1
G(s) =
)= Z7 05— 0.5
e
” 0,1
Wis) = N, (8) s+

dp,(s)  s+1°

Para resolver este problema o primeiro passo é determinar N(s) e M(s):

_ N (8) _ s—1 _ N () _ (s —0,5)(s+1)
dy(s) (s+1)2 dp () (s+1)2
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Em sequida deve-se determinar X (s) e Y(s), que satisfazem a identidade de Bezout
(3.23),
ni(s) s+7 v ny(s) 4,5(s+1)
e = ="
d.(s) s+1 dy(s) s+1 7

e obter expressoes para Ti(s) e Ty(s), de acordo com as equagoes (3.101):

Ty Mo (s+0,1)(s—1)
Ti(s) = eallnlly _ 4 5 ’
1(8) dw4dndy ) (S I 1)3
To(s) = Ny Ml _(s +0,1)(s—1)(s—0,5)
T ey dady (s+1)4 '

Realizando fatoracao ‘inner-outer’ em Ty(s) tem-se, utilizando (3.102) que:
(s—1)(s—0,5) (s+0,1)(s+0,5)
(s+1)(s+0,5) (s+1)3

De acordo com (3.103), R(s) serd dada por:

Ty, (s) = e Ty, (s) = —

(s+0,5)(s+0,1)
(s —0,5)(s+1)%"
Separando R(s) = R, (s) + R_(s), conforme mostrado em (3.104), obtém-se:

R(s) =15 (s)T1(s) = —4,5

-1,2 —-3,35s—1,95
R % o R (s)= 2T Y
e, a partir de R, (s), sequindo os passos do algoritmo 3.2, tem-se:

1 (s) 1
— e g(8) = ———.
(s—05) 7 (5+0,5)
O controlador K;y,,(s) € entao obtido utilizando diretamente a equagdo (3.112):

C1,2(s+1)
2,2

Utilizando T = 0,01 na equagao (3.115) obtém-se K (s):

(s + 1)(s + 0,9657 + j0, 1771)(s + 0,9657 — 0, 1771)
(s + 225,15)(s + 0,9765 + j0, 1534) (s + 0,9765 — j0, 1534)’

que revela que também neste exemplo hd polos e zeros muito prorimos. O

A=12, f(s)=

Kimp(s) =

K.(s)=—124,5

Observagao 3.3 Quando a fungao de transferéncia da planta G(s) for bipropria,
entao, para nenhum dos objetivos de projeto € mecessdrio fazer uma aproximag¢ao
para obtengao de Q-(s). Assim sendo, para estes casos, uma erpressao para o con-

trolador proprio € obtida igual & expressao encontrada para Kipmy(s). O

As formulas para os controladores proprios e improprios desenvolvidas nesta se¢ao
podem ser resumidas na tabela 3.2 e irao facilitar o entendimento da reducao de

ordem dos controladores H,, que serd o objetivo da préxima secao.
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Objetivo de projeto Kimp(s) K. (s)
. —1D)PAnnm,d —1D)PAnnm,d
min |[W, K S| (EDPAR o duy (EDPAR o duy
X1 X1
: m X N X280z dm 4Ny Nw ny(n;tl)*nqn'r_nf(sv'r)
min ||W5.S Am = = 2 —
H 2 HOO n, | A(=1)Pnsdu, nn [/\(fl)PnfduQdzderannznm(n:,@)*ngf(s,T)]
. % Vadnde+nuws (nn ) 2(n)*ngny f(s,7
min |[W35G]| X3 _ X3dndatnws ()" (n0) g y+f(* )
A=DPnnngdug | nn M—1)PRpdug dndatnug nang (n) ng f(s7)]
. N A(—1)Pnrd N [N(=1)Pn pdu, dndy 1000, 1oy ey (05)* g f (5,
m1n||W4T||Oo m ( ~) fQwy m[ (~ ) f w4_n y w4+7; g( n) gf( 7')]
X4 X4dndy+nmnw4nw(nn) Uz ngf(S,T)

Tabela 3.2: Expressoes analiticas para K, (s) e Kinp(s)

3.4 Reducao da ordem de controladores robustos
Ho

Na secao 3.2 foi observado que para uma planta com funcao de transferéncia estrita-
mente propria, os objetivos de projeto formulados como min |35 |0, min ||[W3SG|| s
e min [|[IW,T||» levam a controladores 6timos improprios. Para contornar esta si-
tuagao controladores subotimos sao obtidos realizando-se uma aproximacgao sobre
Qimp($), dividindo-o pelo fator (7s + 1), onde, de acordo com a observacao 3.2, 7
é escolhido positivo e suficientemente pequeno. No entanto, os controladores pro-
prios encontrados possuem ordem relativamente alta quando comparados aos seus
respectivos controladores improprios. Seria interessante entdao que fosse possivel re-
duzir e saber o quanto é possivel reduzir a ordem destes controladores subétimos. O
teorema a seguir apresenta um resultado que relaciona polos e zeros de K, (s) e de

Kimp(s), fornecendo uma maneira de saber quando é possivel a reducdo da ordem

de K, (s).

Teorema 3.6 Sejam
bimp(s)
@imp(5)

onde bimp(8) € aimp(s) sio os polindmios obtidos antes dos cancelamentos mostrados

Kimp(s) =

na se¢ao anterior, e

Entao, para T suficientemente pequeno, a;(S) X Qimp(S) Hle(s —pi), onde ( € o

grau relativo da planta e p; sao pdlos acrescentados ao denominador de K, (s) para
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tornd-lo proprio. Além disso, b.(s) = k:biymp(s), onde k; é o ganho necessdrio para

fazer Kimy(s) e K;(s) terem o mesmo ganho dc.

Prova. Para provar o teorema acima, inicialmente é necessario observar que os

controladores proprios (tabela 3.2) podem ser escritos como:

bimp(s) +0(5)f (5, 7)
imp(s) + a(s)f(s,7)’

onde gr(b(s)f(s,7)] = gr[bimp(s)] e grla(s)f(s,7)] = gr(aimp(s)] + ¢, onde gr[.] de-

nota grau. Note ainda que, como f(s,7) = (7s+1)” — 1 entdo, os termos b(s) f (s, 7)

K.(s) =

e a(s)f(s,7), possuem todos os seus coeficientes dependentes de 7, portanto, para
7 suficientemente pequeno estes polinémios podem ser interpretados como pertur-
bagoes sobre os coeficientes do numerador e denominador de Kjy,,,(s). Desta forma,
utilizando os resultados apresentados nos corolarios 2.1 e 2.2 verifica-se que fazendo
T pequeno o suficiente, a,(s) e b;(s) terdo zeros proximos dos zeros de aimy(s) €

bimp(s), respectivamente. Além disso, Q,(s) = fj;jf’fj,}, entao, K;y,,(0) = K;(0), o

que mostra que Kjp,(s) e K, (s) tém o mesmo ganho DC. O

Observacao 3.4 De acordo com o teorema 3.6 vé-se que K.(s) tem o mesmo ni-
mero de zeros que Kipyy(s) obtido antes do cancelamento mostrado na segao anterior,
isto €, para o controlador imprdprio obtido a partir da expressio para K.(s) fazendo
T =0. Assim sendo, K.(s) possuird pdlos e zeros quase canceldveis para T suficien-

temente pequeno. O

Isto revela que o ntimero de modos fortemente controlaveis e observaveis de K. (s)
é dado pelo ntimero de zeros de Kj,,,(s) apos o cancelamento. Desta forma, uma
vez que se tem uma expressao para K, (s) de ordem minima, a reduc@o por trun-
camento balanceado pode ser utilizada para se obter um controlador préoprio de
ordem menor, Kp,,(s), com resposta em frequéncia proxima a de K, (s). Note ainda
que a reduc@o sobre K, (s) deve ser tal que Kpun(s) € Kimp(s) de ordem minima
tenham o mesmo nimero de zeros e Kp.n(s) e K, (s) tenham o mesmo nimero de
polos instaveis. Conforme foi visto na se¢ao anterior, os modos pouco controléveis

e/ou observaveis que serdo descartados de K, (s) s@o os que formam o polinémio
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d(8)dn(s) para dy(s) = dy(s) e dn(s) = dn(s), isto é, o cancelamento sera feito
somente sobre modos estaveis. E importante ressaltar também que o valor do custo
H., do controlador K.(s), v,, ndo deve ser muito alterado com a sua redugao por
truncamento balanceado, uma vez que os controladores K, (s) e Kpqp,($) tém respos-
tas em frequéncia relativamente proximas.

Para demonstrar os resultados apresentados seréd feita redugao por trunca-
mento balanceado nos controladores proprios dos exemplos da se¢ao anterior, utili-

zando para tanto o algoritmo robusto 3.1 (Garcia e Basilio, 2000).

Exemplo 3.5 Considere o problema formulado no exemplo 3.2 de min |[|[WS||.

Neste exemplo o controlador impréprio Kipn,(s) obtido foi:

Kimp(s> - - Q’

e o controlador proprio K, (s) obtido fazendo T = 0,001 foi:

4027(s + 2,9584) (s + 2,0145)(s + 1)

K, (s) = .
(8) = 5= 3022, 97)(s + 2,9557)(s + 2, 0146)

Conforme comentado anteriormente, para este valor de 7, K,(s) tem os modos
correspondentes a d.d,, pouco alterados, e, além disso, alterados em uma mesma
direcao, sendo, portanto, a reducao por truncamento balanceado conveniente neste

caso. Utilizando-se o algoritmo 3.1 obtém-se:

40275 + 4037, 5
Koan(s) = — 3053

Definindo e(%) como o erro percentual entre as respostas em frequéncia de K, (jw)

e Kyan(jw) para cada w de acordo com a sequinte expressao:

_ |KT(.]W) B Kban(jw”
0 = )

x 100%, (3.116)

e, representando-o graficamente na figura 3.4, observa-se que ambos os controladores
possuem praticamente a mesma resposta em frequéncia. Note ainda que ||K, —
Kpanlloo = 0,01999, o que refor¢a ainda mais a conveniéncia de se usar redu¢ao por

truncamento balanceado neste caso. Além disso, v, = 3,02169 e Yo, = 3,02195. O
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Figura 3.4: Representagao grafica do erro percentual e(%) para o exemplo 3.5.

Exemplo 3.6 Considere o problema H, de rejei¢cao de perturbagao apresentado no

exemplo 3.3. Neste exemplo o controlador impropro obtido foi:
Kimp(s) = —(s + 1),

e dois valores para T foram escolhidos para a obtengao do controlador proprio K. (s).

Para 7 = 0,01 obteve-se:

Ko(s) = 10009(s + 1)(s + 1,5213)(s + 0, 6567)
T (5 —9807) (s + 1,43) (s +0,7147)

e, para T = 0,001 obteve-se:

Ko(s) = 1000009(s + 1)(s + 1,1434)(s + 0, 8746)
T (5 —998007) (s + 1,1168)(s +0,8971)

Note que ambos os controladores tiveram seus modos correspondentes a d.d, per-
turbados em uma mesma dire¢ao, sendo que para T = 0,001 estes sofreram menor
perturbacao do que para T = 0,01. Realizando reducao por truncamento balance-
ado nos controladores acima, até que estes tenham o mesmo niumero de zeros que
Kimp(s) obtém-se:

100095 + 10342
Boanls) = — oo

para 7=0,01, e
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Figura 3.5: (a) Representagao grafica do erro percentual e(%) para 7 = 0,01; (b)
representagao grafica do erro percentual e(%), para 7 = 0,001.

© (S>_1000009s+1004109
bani>) s —998007

para T = 0,001.

Na figura 3.5(a) e 3.5(b) sao apresentados os grificos para os erros percentuais
entre os controladores K.(s) e Kpn($), obtidos da mesma forma que a apresentada
pela equagdo (3.116), para 7 = 0,01 e 7 = 0,001, respectivamente. Por estes grdfi-
cos observa-se que estes controladores tiveram resposta em frequéncia extremamente

prozimas para ambos os casos. Além disso, tem-se que:
1K, (jw) — Kpan(jw)]loe = 0,0569 para 7= 0,01 , e

| K, (jw) — Kpan(jw)||eo = 0,005972 para 7 = 0,001.

Os wvalores para os custos Hy, encontrados foram ~, = 1,0497 e Ypan = 1,0577 para

7=20,01 ey, =1,005 € Ypan = 1,0062 para 7 = 0,001. O

Exemplo 3.7 Para o problema H, de atenuacgao de ruido introduzido pelos senso-

res apresentado no exemplo 3.4 o controlador improprio Kiy,(s) encontrado foi:

C1,2(s+1)
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Figura 3.6: Representagao grafica do erro percentual e(%) para o exemplo 3.7.

e, utilizando T = 0,01 obteve-se o controlador K, (s):

—124,5(s + 1)(s + 0,9657 + j0,1771)(s + 0, 9657 — jO, 1771)
(s + 225,15)(s + 0,9765 + j0, 1534)(s + 0,9765 — j0, 1534)

K. (s) =

Realizando redugao por truncamento balanceado até que K.(s) tenha o mesmo ni-

mero de zeros que Kipy(s) de ordem minima, encontra-se:

—124,5s — 121,8078
s+ 225,1471 ’

Kban(s) =

e, de acordo com a figura 3.6, o erro percentual entre Kpu,(s) e K (s) € baizo, e
consequentemente, as respostas em frequéncia para estes controladores sao muito

prozimas. Além disso,
157 (jw) = Kpan(jw) ]| = 0,0044.

Note ainda que os valores para os custos Hu, para este exemplo foram ~, = 1,2396

€ Yoan = 1, 3170. O

Nos exemplos apresentados nesta subsegao observa-se que a reducao por trunca-

mento balanceado pode ser satisfatoriamente feita, tendo o controlador reduzido
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Kpan(s), em todos os casos estudados, praticamente a mesma resposta em frequén-
cia que o controlador K, (s). Desta forma, de agora em diante, o controlador proprio
obtido de acordo com a tabela 3.2 e reduzido por truncamento balanceado, Kp,,($),
serd considerado nominal e o vetor constituido por todos os coeficientes do numera-

dor e denominador de Kj,,(s) sera denotado por 1_90.

3.5 Conclusoes

Neste capitulo aspectos fundamentais da teoria de controle robusto H,, foram revis-
tos e um método de projeto de controladores robustos (Francis, 1987) foi amplamente
analisado para problemas de 1-bloco. Expressoes analiticas para os controladores
proprios e improprios foram obtidas, revelando que a ordem dos controladores pro-
prios ¢é elevada quando comparada ao nimero de zeros de Kjp,(s). Além disso,
verificou-se que a escolha de 7 suficientemente pequeno torna os polos e zeros de
K. (s) relativamente proximos, o que sugere a realizagdo de reduc¢do por trunca-
mento balanceado sobre K. (s), para se obter K., (s), com respostas em frequéncia

arbitrariamente proximas, conforme foi verificado através de alguns exemplos.
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Capitulo 4

Controle robusto H, com objetivo
de margem de estabilidade
paramétrica relativa

Neste capitulo serd mostrado como a redugao de ordem dos controladores robustos
H,, pelo método apresentado no capitulo 3 pode influenciar na margem de esta-
bilidade paramétrica relativa deste controlador. Além disso, serd mostrado que é
possivel levar a margem de estabilidade paramétrica relativa a um valor aceitavel
fazendo alteragoes em um controlador H,, considerado nominal, de forma que o
controlador com perturbacao atenda satisfatoriamente a um determinado objetivo
de projeto.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: na se¢ao 4.1 sera mostrado
que a reducao da ordem do controlador por truncamento balanceado pode melho-
rar a sua margem de estabilidade paramétrica relativa e na secao 4.2 o objetivo de
margem de estabilidade paramétrica relativa é incorporado ao projeto de controla-
dores robustos H.,. Exemplos numéricos serao utilizados para ilustrar os resultados

apresentados.
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4.1 Melhoria da margem de estabilidade paramé-
trica relativa com o uso de reducao por trunca-
mento balanceado

A reducao da ordem do controlador é geralmente recomendada tendo em vista que
controladores de ordem menor sao mais faceis de serem implementados. Nesta se¢ao
uma outra vantagem sera apresentada para a reducao da ordem do controlador por
truncamento balanceado, que é a melhora da margem de estabilidade paramétrica
relativa.

Conforme mostrado no capitulo anterior, dependendo da escolha de 7, K, (s)
possui a mais que K., (S) somente polos e zeros quase cancelaveis. Isto faz com
que, em geral, o vetor }_92, formado pelos coeficientes do numerador e denominador
de K.(s), tenha norma Euclidiana maior do que o vetor ]gg[m, que é constituido pelos

coeficientes do numerador e denominador de Kp,,,(s), isto é:

%02 > 112 |lo. (4.1)

Além disso, os polos e zeros quase cancelaveis de K, (s) pouco influenciam na sua
resposta em frequéncia, conforme verificado nos exemplos da segao 3.4, o que sugere
que estes nao serao demasiadamente alterados no célculo da margem de estabilidade
paramétrica. Portanto, a maior perturbacao sera realizada sobre aqueles polos e
zeros ‘presentes’ em K. (s) e Kpn(S) e nos seus respectivos ganhos. Um outro
importante fato a ser observado é que a margem de estabilidade paramétrica de
K.(s), denotada por pX, é em alguns casos, aproximadamente igual & margem de

estabilidade paramétrica de Kpqp(s), denotada por pf,,., ou seja,

PR Pl (4.2)

*

Uma condigao suficiente para que p*

X Pran € que as normas-2 dos menores vetores
de perturbacao ApT e Apban ocorram ambas em uma frequéncia w << 1 e os modos a
serem descartados na redugao por truncamento balanceado sejam aproximadamente

iguais a —1 (como pode ser observado no capitulo 3 este modos s@o correspondentes
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aos zeros de d,(s)d,(s), para d,(s) = d,(s) e d,,(s) = d,(s), e portanto podem ser

escolhidos). Para ilustrar este fato a seguir um exemplo simples seré apresentado.

Exemplo 4.1 Considere a sequinte funcao de tranferéncia da planta:

B Na(s) _ ais+ o
Dg(s) s>+ Pis+ o’

G(s)

e sejam as fungoes de transferéncia dos controladores K;(s) e Kyun(s), onde Kpyq,(s)
¢ obtido por redug¢ao por truncamento balanceado de K, (s), respectivamente dados

por:
€982 + €15+ €, €15 + €
s+ ¢1.5 + ¢o, s+ ¢o

Suponha que o modo quase canceldvel de K,(s) seja aproximadamente igual a —1.

K. (s) =

e Kpan(s) =

Desta forma, uma vez que os ganhos de K.(s) e Kpan(s) sdo aproximadamente
1guais, assim como os polos e zeros ‘presentes’ em ambos, entao €. = €y e o = Pg.
Procedendo de acordo com o capitulo 2 para o cdlculo da margem de estabilidade

paramétrica para K.(s) € montada a sequinte expressao:

5
> " a;, (jw)Api, = —0(jw, p?) (4.3)
=1

onde
v | Ng(jw)s™t,i=1,2,3.
ai, (jw) = { Dg(jw)s'™,i=4,5.

Note que a expressao 4.3 obtida acima pode ainda ser escrita de acordo com (2.15)

da sequinte forma:

Ar(jw)Ap = —y (jw). (4.4)

Procedendo de maneira andloga para Kpa,(s) obtém-se:
3
Z aiban (jw)Apiban = _5<jw7 Bgan) (45)
i=1

onde
[ Ne(jw)s™ti=1,2.
alban(]w) - { DG(jw)sifii’Z' — 3

Para Kpan(s) também é possivel escrever (4.5) da sequinte forma:
Apan(Jw)Ap, = —y, (jw). (4.6)
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Observe também que o polindmio caracteristico em malha fechada utilizando-se K, (s)

€ dado por:

0(jw, p) =ax, (jw)eo, +as, (jw)er, +as, (jw)er, +as, (jw)do, +as, (jw)pr,+Da(jw)(jw)?
(4.7)

e que o polinémio caracteristico em malha fechada utilizando-se Kpq,(s) € dado por:

0(jw,py,,) = av,,, (jw)eo + az,,, (jw)er + as,,,, (jw)do + Da(jw)(jw).  (4.8)

Portanto, para w << 1 observa-se que os termos de a; (jw), para i = 2,3,5, e
a;,,, (Jw), para i = 2 serdo muito menores que os demais, o que faz com que as
respectivas colunas de A, (jw) € Apan(jw) sejam aproximadamente nulas. Além disso,
facilmente verifica-se que ay, (jw) = ay,,, (jw) € a4, (jw) = as,, (jw), e, portanto, a

partir de (4.7) e (4.8) e pelo fato de €y, ~ €y € po. = ¢g, tem-se que
d(jw,p)) = 6(jw,p,,)-

Desta forma, como ”ABTH% = QZ(ATAf)_lgT e HA&WHS = gz;n(AbanAT )_1%%,

ban

~ X~ K
entao, pr = Py g

Desta forma, a partir da definicado de margem de estabilidade paramétrica relativa
(2.24) e das equagoes (4.1) e (4.2), iy € tpan, correspondentes a pk e pf,. . respecti-
vamente, serao tais que

Hr < Hban-

Para os casos tratados em Keel e Bhattacharyya (1997) as margens de esta-
bilidade paramétrica de K, (s) e Kpupn(s) tém seus valores bastante proximos. Para
ilustrar este resultado, serao apresentados a seguir alguns exemplos, sendo a margem
de estabilidade paramétrica calculada considerando-se o coeficiente de maior grau

do denominador do controlador fixo.

Exemplo 4.2 Considere os controladores K.(s) e Kpun(s) obtidos no exemplo 3.5,

repetidos aqui por conveniéncia:

4027(s + 2,9584) (s + 2,0145) (s + 1)
(s — 3022,97)(s + 2,9557) (s + 2, 0146)
402753 + 24052, 868352 + 44025, 5673s + 23999, 699
$3 — 3017,9997s2 — 15019, 11325 — 18000, 4357 '

K.(s) =
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Ko (5) 4027(s +1,0026)  4027s + 40375
an\S) = -
b s — 3023 s — 3023

Calculando as margens de estabilidade paramétrica para K, (s) e Kpan(s), respecti-
vamente, obtém-se:

pr=T11,8569 ¢ pi,, = 708,9257.

Os wvetores de perturbagao A@T e A@ban correspondentes as margens de estabilidade

paramétrica acima SGo:

Af)T:[—O,0029 0,0554 26,1438 —502,6268 0,0554 26,1496 —502,7318].

Ap, ~=[ 17,6620 —501,0113 —501,2498 | .
Note que os controladores obtidos a partir de K.(s) e Kyun(8) perturbando-se os seus
coeficientes com o0s vetores A@T € A@ban, sao respectivamente dados por

7o(s) 3524, 37(s + 4,2906) (s + 1,4372)(s + 1,1043)
\S) = . -\ )
(s —3524,99)(s 42,1274 + 0, 7625) (s + 2, 1274 — 0, 762)

(4.9)

— ~3525,99(s + 1,1501)

von(8) = 3521, 25) (4.10)

Comparando (4.9) e (4.10) vé-se que, como era esperado, os zeros e pélos ‘presentes’

em K, (s) e Kpn($), aprorimadamente —1 e 3023, respectivamente, sofreram quase
a mesma perturbac¢ao, passando para aproximadamente —1,1 e 3524. Note ainda que
0s ganhos dos controladores com perturbagao ficaram bem prozimos. As margens de

estabilidade paramétrica relativa para K.(s) € Kpun(s) serao portanto:
i = 0,0117 e jigan = 0, 1098,

Note que, neste caso, a reducao da ordem do controlador por truncamento balance-
ado provocou um aumento significativo da margem de estabilidade paramétrica re-
lativa, passando de aprozimadamente 1% para 11%. Portanto, utilizando a margem
de estabilidade paramétrica relativa como indicador da fragilidade do controlador,

observa-se que Ky, (s) nao pode ser considerado frdgil. O
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Exemplo 4.3 Considere os controladores K, (s) e Kpun(s) para 7 = 0,01 encontra-

dos no exemplo 3.6 e reescritos abaixo:

10009(s + 1) (s + 1,5213)(s + 0, 6567)
(s — 9807)(s + 1,43)(s + 0, 7147)

10009s® + 31808, 60252 + 31798, 97045 4 9999, 3684
3 — 9804, 855352 — 21032, 05095 — 10022, 9599

K. (s)

Ko () 10009(s + 1,0333) 100095 + 10342
an S = =
b s — 9807 s — 9807

As margens de estabilidade paramétrica para K;(s) e Kpan(s) sao:
pr=141,6221 e p, = 141,4806.

Os vetores de perturbacao correspondentes as margens de estabilidade paramétricas

actma sao, respectivamente:

Ap_ = [ —0,00002 0,0093 0,1677 -—100,1326 0,0093 0,1677 —100,1511 ] ,

Ap, =] —0,0748 —100,0322 —100,0516 ].
Utilizando os vetores de perturbagao A@T € A@ban calculados acima nos controladores
K. (s) e Kpan(s), respectivamente, tem-se:

Ro(s) = 9908, 87(s + 0,9488)(s + 1,5941)(s + 0, 6672)
T (5 —9907,13) (s + 1,4008)(s + 0, 7222)

() 9908, 97(s + 1,0437)
an\S) =
’ (s — 9907, 05)

Observe que, assim como no exemplo anterior, também aqui pr = Py, € COMO

H@SHQ > ||@2an||2, entao espera-se que flpan > fir. De fato
[ = 0,002647 ¢ fipan = 0, 008124,

que corresponde a uma margem de estabilidade paramétrica relativa para Kpen(s)

aprozimadamente 306,9% maior do que para K.(s). a
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Exemplo 4.4 No exemplo 3.7 foram obtidos os sequintes controladores para o pro-

blema de min [|[WyT ||

—124,5s% — 364, 95s% — 360,455 — 120
83 + 227,152 + 440, 7s + 220
—124,5(s + 1)(s + 0,9657 + 50, 1771)(s + 0, 9657 — j0, 1771)
(5 + 225, 15)(s + 0,9765 + 50, 1534) (s + 0, 9765 — 0, 1534)

K.(s) =

Ko (5) —124,5(s +0,9784)  —124,5s — 121,81
an S = =
b s+ 225,15 s+ 225,15

As margens de estabilidade paramétrica para K.(s) e Kpan(s) sao:

pr=18,9443 ¢ pi, =8, 2594.

Os vetores de perturbagao correspondentes as margens de estabilidade paramétrica

actma sao, respectivamente:

Ap =[8 00040 0],

Ap, =1[7,3874 0 3,6937 |.

A partir destes resultados tem-se que as margens de estabilidade paramétrica relativa

para Ky, (s) e K;(s) sdao:
= 0,0117 ¢ jigan = 0,029,

que representa um aumento de mais de 100% na margem de estabilidade paramétrica
relativa. Note mais uma vez que pp,, = pr € que iy < [lpan, devido ao fato de
||@2||2 > ||@2an||2 Utilizando os vetores de perturbagio Ap_ e Ap, — obtém-se os
sequintes controladores com perturbacao.

Ro(s) = T2 5(s+1,1637 + 0,3685) (s + 1, 1637 — 0, 3685) (s + 0, 6039)
T T (5 +222,15) (s + 0,9765 + 0, 20345) (s + 0, 9765 — 0, 2034;5)

R () = —124,5(s + 0,9191)
PSS T (5 4 228, 84)

Conforme ressaltado anteriormente os polos e zeros de K, (s) e Kpan(S) que sofrem
maior perturbacao sio aqueles ‘presentes’ em ambos. Neste caso, o ganho de ambos

os controladores com perturbacao permaneceu igual. O
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Os exemplos apresentados sugerem que a redugao por truncamento balanceado me-
lhora a margem de estabilidade paramétrica relativa dos controladores. Porém, é
importante ressaltar que somente a reduc¢ao da ordem do controlador K (s) nao re-
solve o problema da fragilidade. Para resolver este problema, tendo como medida de
fragilidade a margem de estabilidade paramétrica, ¢ preciso desenvolver um método
de projeto que inclua o objetivo de margem de estabilidade paramétrica. Este sera

o assunto da proxima segao.

4.2 Controladores robustos H,, com objetivo de mar-
gem de estabilidade paramétrica relativa

Pela forma como foi definida, a margem de estabilidade paramétrica relativa da uma
medida da variagao normalizada maxima sobre o vetor de parametros nominal ]_)0.
Porém, esta medida corresponde também a uma variacao percentual permitida sobre
cada parametro p{ de g_)o, tal que o sistema realimentado nao se torne instavel. Este

resultado pode ser verificado no seguinte teorema.

Teorema 4.1 Sejam G(s) e K(s) as fungoes de transferéncia da planta e do con-
trolador, respectivamente, e suponha que K(s) estabiliza G(s). Defina p° como o
vetor de parametros nominal associado a K(s) e pg a sua margem de estabilidade
paramétrica relativa. FEntao, cada um dos parametros de QO tolera uma variacao

percentual menor ou igual que fig.

Prova. Seja Ap = [mp) popd ... up}], onde |ps| < po, i = 1,2,...,1, uma

perturbagao sobre os parametros de QO e seja p = QO + Ap. Entao

183l = £ Gupd)? + (p2p)? + .+ (upf)? <

2 2 2
< \/ﬂ%pﬁ) Fgpy A pgp” = pollp 2,

e, pela defini¢ao de margem de estabilidade paramétrica relativa tem-se que zio[|p°||2 =
p e, portanto,

1AD]2 < p.
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Assim, pela definicdo de margem de estabilidade paramétrica, o vetor de parametros
com perturbagao p = QO + Ap, estd na borda ou no interior da regiao de estabilidade
2 que contém todos os vetores p, obtidos perturbando-se 1_90 em todas as diregoes,
que representam controladores que estabilizam o sistema realimentado.

O
A partir do resultado do teorema 4.1 acima tem-se que a margem de estabilidade
paramétrica relativa pode ser utilizada para garantir a nao fragilidade de controlado-
res. Desta forma, para os casos em que a redugao por truncamento balanceado nao
é suficiente para levar a margem de estabilidade paramétrica relativa a um valor que
garanta a sua nao fragilidade, é necessario entao, incorporar o objetivo de margem
de estabilidade paramétrica relativa no projeto do controlador robusto H,,. A idéia
principal é permitir uma perturbacao especifica nos parametros do controlador ro-
busto nominal Kj,(s), obtido pelo método descrito no capitulo 3, de tal forma que
o controlador apés perturbagao apresente menor fragilidade, sem que isto signifique
uma deterioracao significativa do custo H,, em consideracao.

Uma forma de incorporar o objetivo de margem de estabilidade paramétrica
relativa no projeto do controlador, é realizar uma busca no espaco dos parametros
do controlador pela regiao de estabilidade 2. Em seguida, conhecida a fronteira de
() deve-se encontrar, entre todos os pontos p, aquele que atenda satisfatoriamente
o objetivo de projeto com boa margem de estabilidade paramétrica relativa. Para
a realizacao da busca proposta a regiao de estabilidade 2 nao pode ser demasiada-
mente complexa, sendo de particular interesse que esta seja convexa. Porém, mesmo
para os casos mais simples como os apresentados em Keel e Bhattacharyya (1997), as
regioes de estabilidade sao nao-convexas impossibilitando o método descrito acima

como pode ser observado no teorema a seguir.

Teorema 4.2 Suponha que as fungoes de transferéncia da planta e do controlador

sejam, respectivamente, dadas por:

ng(s) astag
Cle) = do(s) s+ s+ o (4.11)
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_ ng(s)  eas+e
K(s) = Tcs) st (4.12)

E, seja Q1= {p = [eo €1 ¢o] : 0c(5) = ng(s)nk(s) + da(s)dx(s) € Hurwitz}, entao €

€ nao-convexaq.

Prova. A partir das fungoes de transferéncia da planta e do controlador, equagoes
(4.11) e (4.12), o polinémio caracteristico do sistema realimentado, d.(s), pode ser

escrito da seguinte forma:
Sc(8) = 8% + 58 + 515 + do,

e, pelo critério de Routh-Hurwitz o sistema realimentado sera estavel se e somente
se:

00>0, 61 >0, 6>0, e 9102 > dp. (413)

Observe que devido as ordens e aos graus relativos das func¢oes de transferéncia de

G(s) e K(s), é sempre possivel escrever:

0O 0 0 1 €o 1
0 oo 1 B er | | 02
ar a B fo %o op |’
Qp 0 60 0 1 50
~ ~~ ——
Sa P )
Sap =9, (4.14)

onde 0 representa o vetor composto pelos coeficientes do polindémio caracteristico
e Sg é a matriz de Silvester. Seja ScQ2 = {Sgz : x € Q}. Entdo, a partir de
Rockafellar (1970, pag.19, teorema 3.4), tem-se, para ng(s) e dg(s) coprimos, que
S € inversivel e, portanto, Sg{) é um conjunto convexo se e somente se ) é um
conjunto convexo. Para demonstrar que o conjunto formado pelos vetores § que
representam polindmios caracteristicos de Hurwitz é nao-convexo, é preciso mostrar
a nao convexidade do conjunto formado pelas condigoes necessérias e suficientes
(4.13). Para tanto, defina f(0) = d;09 e observe que %6(1@ = 0y e que %g) =0

e, portanto, f(4) ¢ uma funcdo com derivadas parciais crescentes para d; > 0 e

09 > 0. Observe também que a restricao d10o — dg > 0 forma uma regiao contida no
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Figura 4.1: Ilustracao mostrando uma variagao especifica sobre o controlador nomi-
nal com o objetivo de aumentar a margem de estabilidade paramétrica relativa.

primeiro octante onde todos os pontos representando polinémios de Hurwitz sao tais
que 0y < f(d1,02) para cada 6; > 0 e d3 > 0 e, portanto, esta regiao é ndo-convexa.

O
Outro importante fato a ser observado é que caracterizar uma regiao de margem
de estabilidade paramétrica relativa é uma tarefa dificil, uma vez que esta é deter-
minada a partir da razao entre a norma-2 do menor vetor de perturbagao Ap e a
norma-2 do vetor de parametros nominal ]20. Assim sendo, uma forma de incorpo-
rar o objetivo de margem de estabilidade paramétrica no projeto de controladores
de 1-bloco é perturbar o vetor nominal }_90 de forma que uma variagao Ap sobre ]30
de modulo relativamente pequeno produza o maior aumento possivel de margem
de estabilidade paramétrica relativa. Na figura 4.1 é apresentado uma ilustragao
retratando essa variacao especifica sobre o vetor de parametros nominal QO, do con-
trolador PI do exemplo 2.2. Note, a partir da figura 4.1 que a direcao de perturbacao
também depende da forma da regiao de estabilidade €2. Este problema pode ser en-
tao formulado da seguinte forma: encontre nas proximidades de ]_30 um ponto de
margem de estabilidade paramétrica relativa py, P tal que HBuo — p°||2 seja re-
lativamente pequena. Deve ser ressaltado que para os casos em que o controlador

robusto 6timo é improéprio, p° representa um controlador robusto subdtimo que é
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projetado para aproximar o valor do custo H,, considerado do seu valor 6timo. Po-
rém, controladores subdtimos nao sao tnicos. Como pode ser constatado no capitulo
3, diferentes valores para 7 levavam a controladores subo6timos e a custos H,, di-
ferentes. Portanto, admitir pequenas perturbagoes sobre 1_90 ¢ 0 mesmo que buscar
outro controlador, também sub6timo, mas que possua boa margem de estabilidade
paramétrica relativa.

Para resolver este problema, um método computacional pode ser utilizado.
Este método consiste no calculo da margem de estabilidade paramétrica relativa
de ‘todos os pontos’ pertencentes a uma hiperesfera de raio € pequeno, centrada
em ]20. O ponto pertencente a esta hiperesfera de maior margem de estabilidade
paramétrica relativa corresponde & dire¢ao na qual o controlador nominal deve ser
perturbado para reduzir a sua fragilidade com a perturbacao de menor norma-2
sobre seus parametros. A partir deste ponto de méxima margem de estabilidade
paramétrica relativa, repete-se o procedimento anterior até ser alcancado um ponto
de maxima margem de estabilidade paramétrica relativa local, p - Ou entao um
ponto de margem relativa igual a o, P A seguir um algoritmo que descreve o

procedimento proposto seré apresentado.

Algoritmo 4.1

PAsso 1: A partir de ]20 e para um valor € arbitrdrio pequeno encontre ‘todos os
pontos’ p. € Q, onde p, = P+ Ap,, tais que ||]_DZ — Pl =€

PASSO 2: Para todos os pontos p, obtidos no passo anterior, calcule a correspondente

margem de estabilidade paramétrica relativa p; e encontre a diregao Ap com
v “max’

|Ap

—max

llo =1, para a qual p; € mdzxima. Defina p = P+ Ap e

PASSO 3: Repita o procedimento descrito nos passos 1 e 2, substituindo ]_)0 porp
até que se encontre o vetor de mdxima estabilidade paramétrica relativa local P ou
entao um vetor Py para o qual pp > po;

PASSO 4: Para o caso em que o vetor obtido no passo anterior é P, use bissegao

(teoremas 2.8, 2.9 e 2.10) para encontrar o ponto Py O
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fixc K(s) [WiT s
~124 55 — 124.5162

" 1284;;223’152%%511 o
124,55 120,

- 1212220’1214%986 o
124,55 — 134,

- 1212217’1%798%588 o
124,55 — 130,

0,10 s + 215, 0140 17788

Tabela 4.1: Controladores H,, nao-frageis para o exemplo 4.5

A obtencao da direcao de perturbacao do controlador nominal descrita no algo-
ritmo 4.1 acima é computacionalmente onerosa, principalmente para controladores
robustos nominais de ordem elevada. Porém, para os problemas sugeridos em Keel
e Bhattacharyya (1997), o procedimento pode ser aplicado sem muita dificuldade,
apresentando resultados satisfatorios.

Para ilustrar o procedimento descrito, alguns exemplos serao apresentados a

seguir.

Exemplo 4.5 Considere novamente o exemplo 4.4, apresentado por Keel e Bhat-
tacharyya (1997) para demonstrar a fragilidade dos controladores robustos. O pro-

blema Hy para este exemplo é min |W,T ||, onde T'(s) € a fungao de sensibilidade

s+0,1 )
complementar e Wy(s) = . O controlador reduzido apresentado no exemplo
s+ 1

4.4 para este problema foi:

—124,5s — 121, 8078

Kcm - ;
pan(5) s + 225, 1471

(4.15)

e, para este controlador tem-se que Ypan = ||WiT||oo = 1,3170.

De acordo com o algoritmo 4.1, o primeiro passo para se melhorar a margem de
estabilidade paramétrica € perturbar ligeiramente ]_90 em todas as direcoes e calcular
para cada novo ponto a margem de estabilidade paramétrica relativa. Procedendo-
se de acordo com o algoritmo 4.1, constroi-se a tabela 4.1 para diferentes valores
de margem de estabilidade paramétrica relativa fix. Comparando os controladores
da tabela 4.1 e Kpun(s) descrito pela equagao (4.15), vé-se que pequenas variagoes

nos pardmetros do controlador nominal resultam em pequenas alteracoes no valor do
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custo Hyo (que para Kpan(s) € 1,3170), porém com aprecidvel melhora na margem
de estabilidade paramétrica relativa dos mesmos. Deve ser ressaltado ainda que o
controlador encontrado para fix = 0,04 apresentou inclusive menor custo Hy, que
o controlador reduzido Kpa,(s). Deve-se ressaltar que para este caso figx poderia ter

sido feito ainda maior que 0, 1. a

Exemplo 4.6 Considere agora o problema min [|[W,T s com Wy(s) =1 e
s—3

(s —2)(s+1)%

Segquindo 0s passos do algoritmo 3.2 e utilizando a tabela 3.1 obtém-se o controlador

Proprio:

K. (3) —50027s5 — 3555895 — 1038259s* — 159225953 — 1341962s% — 5824005 —100000

T S )= Y
s6 4+ 21085 + 62071s* + 31443053 + 58624052 + 4680005 + 120000

G(s) =

cuja margem de estabilidade paramétrica relativa € i, = 0,000078550 e |WyT || =
V- = 5,6399. Utilizando o algoritmo 3.1 para reduzir a ordem do controlador K.(s)

encontra-se:

—50027s? — 99387, 8401s — 49879, 5384
52 + 204, 8787s + 61012, 1804 ’

Kban(s) =

que possui margem de estabilidade paramétrica relativa fip., = 0,00150252102358 e
¢ tal que |[WiT ||so = Yoan = 5,478. E importante ressaltar que neste caso o valor de
|\WiT ||oo foi menor utilizando-se Kpan(s) do que K. (s), e que ambos possuem res-
postas em frequéncia prozimas. Observe que a margem de estabilidade paramétrica
relativa cresceu aproximadamente 1910% com a redu¢io da ordem do controlador,
porém o valor encontrado para [lpe, foi ainda pequeno. Desta forma, € importante
que se incorpore o objetivo de margem de estabilidade paramétrica relativa neste
problema. Procedendo agora de acordo com os passos 2, 3 e 4 do algoritmo 4.1,
constroi-se a tabela 4.2 para diferentes valores de [ix. Note que para jix = 0,01,
ou seja, 666% maior que [ipe, (aprozimadamente 0,0015), houve uma variagio de

somente 33,9% no custo Hy, em consideragao. O

Exemplo 4.7 Considere o problema Hy, de min ||W1K S|« do exemplo 3.1 onde
Wi(s) =1 e a fungao de transferéncia da planta G(s) é dada por:

s—1

SV EP)
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—50027s* — 99387, 8401s — 49879, 5384
0,010 : ’ 7,2952
’ s? + 1367, 8787s + 61012, 8104 ’
—50027s* — 99387, 8401s — 49879, 5384
0,015 : ’ 9,226
7 52 4 2054, 8787s 4 61012, 8104 7
— 2 _ —
0.032 50290, 87795 — 92519, 9494s — 49351, 7825 12,8728
2 + 4269, 9855 + 63150, 8425

Tabela 4.2: Controladores H,, para o exemplo 4.6

fix K(s) [W1KS||o
12,2652s 4+ 11,9532
) S —"_ )
- 13 2?5?1 71}-6?187786 o
) S )
0,10 58,0606 17,5787

Tabela 4.3: Controladores H., nao-frageis para o exemplo 4.7 obtidos utilizando-se
o algoritmo 4.1

O controlador obtido para este exemplo tem a sequinte funcdao de transferéncia:

125+ 12

K(s) s—T7 "

(4.16)

com margem de estabilidade paramétrica relativa i = 0,04865042554105 e para o
qual |[W1KS||s = 12. Utilizando o algoritmo 4.1 contrdi-se a tabela 4.3 com os
controladores subotimos para diferentes valores de jix. Conforme pode ser observado
(tabela 4.3) uma pequena variagao sobre os pardmetros do controlador proporciona
uma considerdvel melhora na margem de estabilidade paramétrica relativa (que antes
era de aproximadamente 4,9% ) sem deteriorar significativamente |W1KS||oo.

Uma interessante observacgao pode ser feita quanto ao controlador arbitrdrio

apresentado por Keel e Bhattacharyya (1997, exemplo 2):

~11,44974739s + 11, 24264066
B s — 7,03553383 ’

K.(s)

cuja margem de estabilidade paramétrica relativa € i, = 0,07219317556675087 e
para o qual ||KS|. = 14,9805. Note que os pardmetros deste controlador sao bas-
tante proximos aos do controlador robusto (4.16) calculado para min ||KS|«. De

fato, qualquer controlador préximo o suficiente do controlador nominal e perturbado
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em uma dire¢ao adequada, pode possuir melhor margem de estabilidade paramétrica
relativa que este, e coincidentemente o controlador arbitrdario apresentado por Keel
e Bhattacharyya (1997) utilizado para comparagao quanto a fragilidade com um con-
trolador robusto, pode também ser visto como um controlador robusto subotimo para
o problema min | K S| com objetivo de margem de estabilidade paramétrica rela-

tiva. O

4.3 Conclusoes

Neste capitulo sao apresentadas maneiras sisteméticas para aumentar a margem de
estabilidade paramétrica dos controladores robustos. Como um primeiro passo é
recomendada a reducao da ordem do controlador por truncamento balanceado. Em
seguida, um procedimento é proposto baseado em uma busca no espaco de parame-
tros do controlador, visando aumentar a sua margem de estabilidade paramétrica
relativa, com uma pequena deterioracao do custo H,, considerado. Exemplos sao
utilizados para verificar a eficiéncia do método apresentado, mostrando que ha uma
significativa melhora na margem de estabilidade paramétrica com pequena deterio-

ragao no custo H,, considerado.

92



Capitulo 5

Analise critica sobre margem de
estabilidade paramétrica

A margem de estabilidade paramétrica, conforme mencionado anteriormente, é ob-
tida em termos da pior direcao na qual o vetor de parametros nominal ]_70 deve ser
perturbado para que o sistema realimentado perca a estabilidade. Porém, no célculo
da margem de estabilidade paramétrica, nao ha controle algum sobre a perturba-
¢ao que cada parametro do vetor nominal ]_90 deve sofrer. Isto faz com que, em
alguns casos, uma variacao grande em somente alguns parametros seja requerida
em detrimento de pequenas variagoes sobre os demais. O fato de grandes variagoes
ocorrerem sobre alguns parametros somente, revela que a margem de estabilidade
paramétrica relativa, apesar de fornecer uma variagao permitida sobre cada um dos
coeficientes do controlador, pode tornar-se uma medida muito conservadora para a
nao fragilidade de controladores. Desta forma, surgem entao dois importantes ques-
tionamentos. Sera que estas grandes variagoes requeridas sobre alguns parametros
do controlador realmente ocorrem? (Quanto realmente podem variar percentual-
mente cada um dos parametros do vetor QO? Neste capitulo essas duas perguntas
serao respondidas, sendo para tanto necessario introduzir uma nova maneira de se
definir a margem de estabilidade paramétrica.

Este capitulo esté organizado da seguinte forma: na secao 5.1, um exemplo
seré apresentado para motivar a analise das questoes levantadas na introducao deste
capitulo; na se¢ao 5.2 uma nova definicao para a margem de estabilidade paramé-

trica é sugerida e uma condicao suficiente para determinar a nao-fragilidade de um
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controlador, baseada no teorema de Kharitonov, é apresentada.

5.1 Exemplo motivador

Exemplo 5.1 Considere o problema min ||T||o do exemplo 4.6 onde a funcgao de

transferéncia da planta é dada por:

s—3
(s —2)(s+1)%

G(s) =

O controlador reduzido obtido por truncamento balanceado tem a sequinte funcdao de

transferéncia:

—50027s? — 99387, 8401s — 49879, 5384

Kan - ’
van(5) 2+ 204, 87875 + 61012, 1804

e apresenta margem de estabilidade paramétrica [ip., ~ 0,0015. O vetor de pertur-

bacao correspondente a f[ipq, encontrado é:
Ap, = [ 0,0028 0,0099 -30,6802 —30,6336 —200,2276 } .
Note que o vetor de pardmetros nominal @gan € dado por:
ﬁgan = [ —49879,5384 —99387,8401 —50027 61012,1804 204,8787 ] ,
e, portanto, a variacao percentual sobre cada pardmetro é:
v(%) = [ 0,000006 0,00001 0,0613 0,0502 97,7298 ] :

Observe que uma varia¢ao muito alta € requerida do quinto elemento de j)gan (quase

100%), enquanto os demais sofrem pequenas perturbagées. Mas serd que uma vari-

acao de 100% de um pardmetro do controlador no momento de sua implementacao

pode realmente ocorrer? E ainda, se a margem de estabilidade paramétrica nao in-
L L A 0

forma a mdxima variagao percentual que cada um dos parametros de p° pode sofrer,

como saber entao se este controlador € fragil? O

Para responder a primeira questao levantada na introducao deste capitulo, i.e., se

grandes variagoes em alguns parametros do controlador podem realmente ocorrer
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observe que os parametros dos controladores robustos devem ser implementados os
mais proximos possiveis dos valores projetados, sendo que as alteragoes sao, para o
caso de controladores analégicos, devido a erros dos componentes a serem utilizados
(resistores, capacitores etc) e, no caso de controladores digitais, erros devido as con-
versoes analogica-digital e digital-analégica e a erros numéricos (comprimento finito
da palavra). Em geral, estes erros sdo relativamente pequenos, principalmente se
a implementacao é feita digitalmente. Desta forma, variagoes extremas em alguns
parametros (como a que ocorreu no exemplo 5.1) sdo bastante improvaveis e a mar-
gem de estabilidade paramétrica utilizada em Keel e Bhattacharyya (1997) passa
a ser incapaz de fornecer qualquer informagao quanto a fragilidade deste controla-
dor. Seria interessante entao que fosse possivel fixar os limites de perturbagao sobre
cada parametro do vetor nominal BO, evitando assim variagoes extremas e irreais, e
ser capaz de determinar qual a variagdo méxima permitida para a estabilidade do
sistema realimentado. Encontrar uma forma de obter estes limites responderia ao
segundo questionamento apresentado na introducao deste capitulo, e sera o objetivo

da préxima secao.

5.2 Margem de estabilidade paramétrica por Kha-
ritonov

O exemplo da se¢ao anterior mostra que é preciso saber o quanto cada parametro
do vetor 1_90 pode ser alterado para que se tenha uma medida mais confiavel da fra-
gilidade dos controladores. E necessario entdo, caracterizar de uma forma diferente
a margem de estabilidade paramétrica. Para tanto, considere que o controlador

robusto nominal projetado possa ser escrito da seguinte forma:

0 Sn2+ 0811271_'_'.._’_ 0

= , (5.1)
pPsm2 4 p)_ysmeTl b ph

onde | = my + ny + 2. Suponha que uma variagao percentual k; seja feita sobre

cada coeficiente p? de K(s), parai = 1,...,[, levando ao seguinte controlador com
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perturbacio K(s),

K(S) _ (p%r‘rl + /{nz"t‘lng-&-l)an + (p22 + Hn2p22)5n271 +.o+ (p(l) + Kjlpcl)) )
(p? + “lp?)SmQ + (p?—1 + ’fl—lp?—l)sm?_l +...+ (p22+2 + ’fn2+2p912+2)
(5.2)

Estabelega agora variagoes maximas, x;, . sobre cada um dos parametros p; e, em
seguida, forme a familia de controladores Ak (s) de forma que cada controlador desta
familia possa ser escrito da seguinte forma':

K(s) = Pra18™ + pnys™ .y

= , 5.3
Dis™2 4+ g s™2 Tl 4 4 Py (5:3)

onde

pr € [P) = FipwP] s DY Fe.DY)

P2 € [P) — Koy s Do+ K2an Do)

P (D) = BipaaDt s DY+ Bl b))

Observe que a defini¢ao de intervalos para variagdo de cada coeficiente de K(s)
gera um hiper-retangulo, Hy, no espaco gerado pelos parametros do controlador,
i.e., todo controlador da familia Ag(s) pode ser representado por um ponto no
hiper-retangulo Hy. A figura 5.1 mostra um hiper-retangulo Hg formado no es-
pago de parametros do controlador, supondo, por simplicidade, que apenas trés
parametros de K(s) podem variar. Desta forma, uma nova caracterizagdo para a
margem de estabilidade paramétrica pode ser formulada como a determinacao do
valor maximo K,,qq, gerando um hiper-retangulo Hx de forma que todos os pontos
de Hg representem controladores que estabilizam o sistema realimentado, ou seja,
Hyx C 2, onde Q ¢é a regiao de estabilidade. Definindo Ag como a regiao formada
pelos vetores 0 cujos elementos sao os coeficientes dos polindmios caracteristicos em
malha fechada §(s), obtidos utilizando-se os controladores da familia Ag(s), no es-

pago gerado pelos coeficientes de d(s), observa-se que a cada hiper-retangulo Hg

'Por simplicidade, serdo consideradas neste trabalho somente variacoes percentuais & iguais
nos parametros do controlador, o que nao impede que os resultados apresentados sejam utilizados
quando existirem variagoes k; diferentes para cada parametro p;.
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Hx
p3

b1

P2

Figura 5.1: Hiper-retangulo formado no espago de parametros do controlador para
a familia de controladores Ak (s).

encontrado a partir da escolha feita para x, corresponde uma regiao Ag diferente.
Para entender este fato basta observar que os vetores § € Ag podem ser obtidos por
transformacao linear a partir dos vetores p € Hy, uma vez que sempre ¢ possivel

escrever

onde Sg ¢ a matriz de Silvester formada com os vetores dos coeficientes dos po-
lindbmios do numerador e denominador da funcao de transferéncia da planta. Na
figura 5.2 é apresentada uma ilustracao para a regiao Ag formada a partir de um
hiper-retangulo Hy. E importante ressaltar que o espaco gerado pelos coeficientes
de d(s) pode possuir dimensdo maior que o espago de pardmetros do controlador.
Note ainda que a regiao Ag, em geral, nao serd um hiper-retangulo, mas sim um
poliedro. Assim sendo, para verificar se Hx C () seria necessario constatar se todos
os pontos ¢ de Ag correspondem a polinémios caracteristicos de Hurwitz; o que é

dificil devido & sua complexidade. Porém, uma forma de garantir uma variacao per-
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Figura 5.2: Regiao Ag gerada a partir do hiper-retangulo Hy.

centual sobre cada coeficiente do controlador pode ser obtida utilizando-se o teorema

de Kharitonov.

Teorema 5.1 (Teorema de Kharitonov)

Considere o conjunto A(s) de polindémios reais de grau n da forma:

§(5) = 0 + 615 + 025% + 035° + ... + 0,8", (5.4)
onde os coeficientes variam entre os sequintes limites:

do € [To,%0], 61 € [T, 4], -+, 0n € [Tn, Yn)-

Supondo que nao haja perda de grau na familia de polindmios A(s), ou seja, 0 &
[n, yn], entdo, todo o polinomio na familia A(s) é Hurwitz se e somente se 0s

sequintes quatro polindmios extremos sao de Hurwitz:
61(s) = wg + 215 + yo5” + y38® + w48t + w55 Fyes® + ..,

5°(s) = o+ Y15 + Yas” + 235" + as” + y5s” +yes® + ...,
§3(8) = yo + w15 + 2987 + Y35 + yust + 258° + 16 4. ..,
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§4(8) = yo + Y15 + 195> + 235° + yu5* + ys55° + w680 + ...

Prova. Ver Bhattacharyya et al. (1995, pag. 227). O
Pelo teorema de Kharitonov um hiper-retangulo no espago gerado pelos coeficien-
tes de d(s) é criado, e a estabilidade de todos os pontos contidos nos intervalos é
garantida verificando-se a estabilidade de quatro de seus vértices. Seja Hg um hiper-
retangulo, formado no espago gerado pelos coeficientes do polinémio caracteristico,
que contenha toda a regiao Ag obtida para um determinado valor de k. Entao,
aplicando-se o teorema de Kharitonov para verificar se todos os pontos contidos
no hiper-retangulo Hg representam polindmios de Hurwitz, se garante também que
todos os pontos € Ag representam polindmios de Hurwitz, ou seja, isto garante
que a variagao K, sobre cada parametro nominal p?, pode ser realizada. A figura
5.3 mostra o hiper-retangulo Hg formado envolvendo toda a regiao Ag. Também
¢ mostrado na figura 5.3 os quatro vértices §', 82, 6> e ¢* utilizados para testar a
estabilidade de todo o hiper-retangulo Hg de acordo com o teorema de Kharitonov.
Note que a verificagao da estabilidade de Hurwitz dos polinémios representados pe-
los pontos de Hg no lugar dos pontos de Ag é mais conservadora, uma vez que em
'Hs existem pontos, representando polindmios caracteristicos, que nao sao alcanga-
dos pela variacao sobre os parametros do controlador considerada. Desta forma, a
variagdo percentual permitida sobre cada p{ podera ser maior ou igual a x obtido a
partir do teorema de Kharitonov.

Para gerar o hiper-retangulo Hg é preciso relacionar as variagoes x sobre os
coeficientes do controlador nominal com os coeficientes do polindmio caracteristico
nominal §°(s). Para tanto, escreva a fungio de transferéncia da planta da seguinte

forma:
Oy 8™ 4.+
s™M 4+ By

G(s) = : (5.5)

e considere K (s) dado pela equacao (5.3). Portanto, de acordo com (5.5) e (5.3) o
polindémio caracteristico em malha fechada é dado por:
0(s) = nyPng1s™ T+ pis™ Lt Qopry1s™ L+ opr +
+ ops™ T 4 ppagas™ 4+ Bopis™ 4+ BoPngto- (5.6)
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Figura 5.3: Hiper-retangulo Hg envolvendo toda a regiao Ag, utilizado para testar
a estabilidade do sistema em malha fechada a partir do teorema de Kharitonov.

Note, a partir da equagao (5.6) acima, que os intervalos dos coeficientes de d(s)
dependem da variagao permitida x sobre os coeficientes do controlador nominal.
Note ainda que os intervalos devem ser construidos de forma a abrangerem todas as
possibilidades de varia¢do sobre os coeficientes de §(s). A partir da equagao (5.6) e
utilizando-se a equagao (5.3), a seguinte expressao para os coeficientes de d(s) pode

ser obtida: ~ _ ~ - _ -
571 P1 |p1 |
On—1 P2 |2

On-2 | =Sg | P3| £6S5 | Ipsl ||

_50_ | Pt _|pz‘_
d = Sap® £ kSEP) =00 £9,

onde B:)L é o vetor composto pelo modulo de cada elemento de p°, S¢ é a matriz de
Silvester formada pelo numerador e denominador da planta e SZ é a matriz obtida

considerando-se o modulo de todos os elementos da matriz de Silvester. Portanto,

o vetor de intervalos 4, pode ser facilmente obtido fazendo-se 9, = KJSZ,C]_)?F.
Observacao 5.1 Para os casos em que o controlador K (s) possui o termo da maior
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poténcia de s do denominador, p;, fizo, nao ocorrerd variagao do coeficiente de maior
grau do polinémio caracteristico em malha fechada 6(s), 6,. Desta forma, para a
obtengao dos intervalos de variagao dos coeficientes de (s), 6, forme o vetor }éi
onde os seus elementos sao iguais aos de ]_o(i exceto pelo iultimo elemento que deve

ser feito nulo e, em sequida, faca ép = “S&éi' H

Observagao 5.2 Para os casos em que a funcdo de transferéncia da planta e do
controlador sao biprdprias o termo de maior grau do polindmio caracteristico em
malha fechada € 6, = o, Pn,4+1 + pi €, portanto pode ser nulo. Isto faz com que
o teorema de Kharitonov nao possa ser aplicado diretamente, uma vez que uma
hipdtese deste teorema € que a familia de polinémios A(s) nao perde grau. Para
estes casos o valor de k para o qual 6,, = 0, denotado por kg, deve ser considerado e
o intervalo para variagio sobre 6° deve ser ou todo negativo ou positivo dependendo
do sinal de 8. Por fim, a variagdo mdzima Kmpq, serd a menor entre todas, incluindo

Rd. O

A seguir um algoritmo que resume o procedimento acima descrito sera apresentado.

Algoritmo 5.1

PASSO 1: Obtenha o polindomio caracteristico nominal para o sistema em malha fe-
chada 8°(s) (8° = Sp°);

PASSO 2: Encontre os limites para a variacio dos coeficientes 0° de 6°(s) em fungdo
da variacao percentual K (ép = 115’2;“]_91);

PASSO 3: Forme um hiper-retangulo Hg para um valor inicial k°, suficientemente
pequeno de forma que Hg contenha somente vetores representando polindomios de
Hurwitz;

PASsO 4: Aumente gradativamente os valores de k e use o teorema de Kharitonov
para verificar a estabilidade de toda a familia A(s) até que ao menos um dos po-

linomios de Kharitonov torne-se instavel. Use bissecao para encontrar o valor de

K'max .
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Para ilustrar o procedimento descrito no algoritmo 5.1, a seguir alguns exem-
plos desta tese serao revistos e a fragilidade dos controladores robustos H,., seré

analisada.

Exemplo 5.2 Considere novamente o exemplo 5.1 utilizado na secao anterior, onde
a margem de estabilidade paramétrica relativa obtida € fipe, ~ 0,0015. Segquindo os
passos do algoritmo 5.1 encontram-se os sequintes intervalos para varia¢ao dos coe-
ficientes do polindémio caracteristico em malha fechada 6(s) em fun¢ao da variagao

percentual Kk sobre os pardametros do controlador.
5(5) = 8o + 015 + 0y5” + 035 + 055,
onde

Sy € [27614,2544 — K271662,976 , 27614, 2544 + k271662, 976]
5 € [64837,6833 — k5314893573 , 64837,6833 + k531489, 3573]
5, € [p0076,1524 — K250087,4762 , 50076, 1524 + 250087, 4762]
53 € [10982,1804 — k111039, 1804 , 10982, 1804 + £111039, 1804]
5, € [204,8787 — k204, 8787 , 204, 8787 + k204, 8787]

b € [1, 1.

Procedendo agora de acordo com os passos 3 e 4 do algoritmo 5.1 obtém-se Kpyqr =
0,070487, que é aprorimadamente 46,9 vezes maior do que [ipe, (0,0015). Assim
sendo, pode ser garantida uma variacao sobre os coeficientes do controlador nominal
de até 7% sem que haja perda de estabilidade do sistema realimentado, o que sugere
que o controlador Ky, (s) € bem menos fragil do que o valor indicado por [ipay,.
Neste exemplo € possivel observar o quanto a margem de estabilidade paramétrica
apresentada em Keel e Bhattacharyya (1997) pode ser conservadora como medida

de fragilidade de controladores. a

Exemplo 5.3 Considere o sequinte controlador K,(s) obtido no exemplo 4.2:

40275 + 24052, 86835 + 44025, 5673s + 23999, 699
-~ s3—3017,9997s2 — 15019, 1132s — 18000, 4357

K. (s)
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Este controlador atende ao objetivo de min ||S||, onde a fungdo de transferéncia da

planta G(s) € dada por:
s—1
$2—s—2

G(s) =

A margem de estabilidade paramétrica relativa para este controlador € i, = 0,0117

e o vetor de perturbacao A@T € dado por:

AﬁT:[—0,0029 0,0554 26,1438 —502,6268 0,0554 26,1496 —502,7318].

Escrevendo o vetor de pardmetros nominal ]52 tem-se:

@2: [23999,699 44025, 5673 24052, 8683 4027 —18000, 4357 —15019,1132 —3017, 9997].

Desta forma, observa-se que para este caso, o cdlculo da margem de estabilidade
paramétrica estabelece que a perturba¢ao de menor modulo que ocasiona a instabili-
dade do sistema em malha fechada requer a sequinte varia¢ao percentual v(%) sobre

cada pardmetro de @2 :
v(%) = [ 0,00001 0,0001 0,1087 12,4814 0,0003 0,1741 16,6578 ] .

Note, a partir de v(%), que o sétimo elemento de @S deveria variar 16,6578% do
seu valor nominal, o que € bastante improvdvel que ocorra, uma vez que a vVaria-
¢cao que deve ser considerada é somente para pequenos ajustes do controlador e para
sua implementacao. Portanto, neste caso, a margem de estabilidade paramétrica
nao fornece uma medida confidvel para o fragilidade do controlador. Procedendo de
acordo com o algoritmo 5.1 obtém-se os sequintes limites para variagao dos coeficien-
tes do polinomio caracteristico 6(s) (equagao 5.4), em func¢ao da variagao percentual

k permitida sobre cada pardmetro do vetor ]53:

5o € [12001,1724 — £60000,5704 , 12001, 1724 + £60000, 5704]
5 € [28012,7938 — £116063,9284 , 28012,7938 + x116063, 9284]
5, € [23027,3759 — £107133,9839 , 23027,3759 + £107133, 9839)]
53 € [8022,7548 — k46116,9812 , 8022, 7548 + k46116, 9812]

5, € [1008,0003 — £7044,9997 , 1008,0003 + £7044, 9997

b € [1, 1]
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Aplicando o teorema de Kharitonov dados os intervalos acima e utilizando os passos

3 e 4 do algoritmo 5.1 obtém-se:
Kmaz = 0,0767,

que mostra que uma variacao de aproximadamente 7,7% € permitida sobre cada
pardmetro do controlador. Por esta nova medida observa-se que o controlador nao
€ tao fragil quanto a margem de estabilidade paramétrica relativa sugere, sendo o

valor de Kpqr = 6,560, O

Exemplo 5.4 Considere agora o controlador reduzido por truncamento balanceado
Kpan(s) do exemplo 4.3:

100095 + 10342
Kian(s) = ——ge07

Este controlador atende ao objetivo de min ||SG||« para a segquinte planta G(s):

s—1
§2—5—2

G(s) =

O cdlculo da margem de estabilidade paramétrica relativa do exemplo 4.3 fornece

fban = 0,0081 e o sequinte vetor de perturbacao:
Ap, =] —0,0748 —100,0322 —100,0516 |. (5.7)
Escrevendo @Zm para este caso obtém-se:
py. = [10342 10009 —9807 ], (5.8)

e, a partir de (5.7) e (5.8), obtém-se a sequinte variagao percentual v(%) sobre cada
pardmetro de @gan :

v(%) = [ 0,0007 0,9994 1,0202 |.

Neste caso uma pequena variag¢ao sobre todos os pardmetros foi necessdria para que
o sistema realimentado se tornasse instavel. Portanto, a margem de estabilidade
paramétrica neste exemplo € um bom indicativo da fragilidade do controlador. Pro-

cedendo de acordo com o agoritmo 5.1 encontra-se:

Fomas = 0, 01009418,
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que € relativamente prozimo do valor encontrado para [ipe,. Para reduzir o fragi-
lidade deste controlador o método apresentado no algoritmo 4.1 pode ser utilizado,

resultando em:
11129, 45s + 10144, 4344
K(S) = )
s — 8669, 2652

para o qual i = 0,1. Este controlador € tal que ||SG|| = 1,3660, ou seja, apenas
29% maior que o valor obtido utilizando-se Ky, (s) (1,0577) e apresenta uma vari-
acao percentual garantida a partir do teorema de Kharitonov K., = 0,1240. Note
que o método descrito mo algoritmo 4.1 busca melhorar a margem de estabilidade
paramétrica relativa do controlador, o que aumentou também a variacao permitida

a partir do teorema de Kharitonov. O

Exemplo 5.5 Considere o controlador encontrado no exemplo 4.4 para min [|[W4T||
(apresentado em Keel e Bhattacharyya (1997)):

—124,5s% — 364, 955 — 360,455 — 120

KT - y
() 3+ 227, 152 + 440, 7s + 220

onde a func¢ao de transferéncia da planta € dada por:

s—1
s2+0,55s—0,5

G(s) =

Calculando a margem de estabilidade paramétrica relativa deste controlador obtém-se

itr = 0,0117 e o correspondente vetor de perturbacao:

A@T = [ 7,9572 112,008 —0,0008 —0,0112 3,9906 56,0152 —0,0004 } :
O vetor de pardmetros nominal para este controlador é:

Pl =1[ —120 —360,45 —364,95 —124,5 220 440,7 227,1],

0 que mostra que a sequinte varia¢ao percentual v(%) foi requerida no cdlculo da

margem de estabilidade paramétrica,
v(%) = [ 6,631 31,0745 0,0002 0,009 1,8139 12,7105 0,0002 } .

Observe que o sequndo elemento de @S deve variar 31,0745% do seu valor nomi-

nal, o que € bastante improvdvel. Desta forma, também neste exemplo a margem de
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estabilidade paramétrica nao é uma boa medida de fragilidade do controlador. Pro-
cedendo de acordo com o algoritmo 5.1 encontra-se os sequintes limites de variag¢ao

dos coeficientes do polindmio caracteristico 6(s) em fun¢io de k:

S € [10— k330 , 10+ k330]

5 € [130,1 — x810,8 , 130,1 + x810,8]

5, € [331,3—k1279,3 , 331,3+ k1279, 3]

53 € [313,35— k1043,65 , 313,35+ £1043,65]
5, € [103,1— k351,6 , 103,1+ k351, 6]

05 € [1 , 1]
Sequindo os passos 3 e 4 do algoritmo 5.1, tem-se:
Kmaz = 0,030303,

que mostra que o controlador é menos frdagil que o sugerido em Keel e Bhattacharyya
(1997) (Kmaz = 2,61, ). Neste exemplo verifica-se pelo valor encontrado para Kmpay
e pelo intervalo de variagao de oy que o teorema de Kharitonov estd fornecendo um

valor exato para a mdxima variacao percentual sobre cada pardmetro de i)g. O

5.3 Conclusoes

Neste capitulo uma analise critica da margem de estabilidade paramétrica foi feita,
mostrando que esta medida de fragilidade do controlador nao pode ser sempre uti-
lizada para rotular um controlador como ‘fragil’, sendo necessario um estudo mais
detalhado sobre seu resultado para que possa ser utilizada. Além disso, uma nova
caracterizagao para a margem de estabilidade paramétrica é apresentada e um mé-
todo, baseado no teorema de Kharitonov, foi sugerido para identificar de forma mais
direta o quanto podem ser variados os parametros do controlador nominal sem perda
de estabilidade do sistema realimentado, esperando desta forma que esta seja uma
medida menos conservadora que a margem de estabilidade paramétrica apresentada

em Keel e Bhattacharyya (1997). Finalmente, os exemplos tratados nesta tese foram
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revistos e constatou-se que em alguns destes exemplos, controladores que utilizando-
se a margem de estabilidade paramétrica como medida de fragilidade podiam ser
considerados frageis, na verdade nao sao tao frageis como o indicado. Essa anéalise
explica em parte porque em Keel e Bhattacharyya (1998) a implementagao feita dos
controladores considerados frageis em Keel e Bhattacharyya (1997) nao foi tanto

problematica conforme se esperava.
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Capitulo 6

Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho a margem de estabilidade paramétrica foi analisada e resultados
originais foram apresentados. Esses resultados sao especialmente adequados para
utilizagao em algoritmos de busca que visam maximizar a margem de estabilidade
paramétrica. Dentro do escopo de controladores robustos, apresentou-se um método
computacional elaborado para maximizacao desta medida de fragilidade dos contro-
ladores. Este método computacional tem por objetivo principal realizar uma busca
no espago gerado pelos parametros do controlador por vetores representando con-
troladores estabilizantes, que nao somente atendem a um determinado objetivo de
projeto, como também possuam boa margem de estabilidade paramétrica relativa.
Neste método é suposto que a reducao da ordem do controlador por truncamento
balanceado seja realizada como uma primeira etapa, uma vez que controladores de
ordem menor nao somente sao mais faceis de serem implementados como também,
conforme apresentado nesta tese, em geral, possuem melhor margem de estabilidade
paramétrica relativa. Para controladores robustos H,, utilizando as expressoes da-
das em Francis (1987), foi mostrado que a redugdo por truncamento balanceado é
possivel para os casos em que ((s), proveniente da parametrizacao de Youla Kucera,
é improprio. O método descrito nesta tese foi testado através de alguns exemplos
(incluindo alguns exemplos apresentados em Keel e Bhattacharyya (1997)) e mos-
trou ser eficiente para maximizar a margem de estabilidade paramétrica relativa dos
controladores com pequena deterioracao do custo H,, considerado.

Uma outra contribuigao desse trabalho é, a partir de uma anélise critica da
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margem de estabilidade paramétrica definida por Keel e Bhattacharyya (1997),
mostrou-se que em muitos casos ela é uma medida muito rigorosa da fragilidade
de controladores, pois requer, para perda de estabilidade do sistema realimentado,
variacoes elevadas de alguns parametros do controlador em contraste com pequenas
variagoes de outros. Desta forma, foi sugerida uma nova margem de estabilidade pa-
ramétrica, baseada no teorema de Kharitonov, que fornece de forma mais direta uma
variagao percentual permitida sobre cada parametro de QO garantindo a estabilidade
do sistema em malha fechada. Esta nova medida para a fragilidade dos controlado-
res mostrou ser menos conservadora que a anterior. Outra vantagem da defini¢ao
de fragilidade apresentada neste trabalho é a possibilidade de se permitir variagoes
percentuais diferentes para os coeficientes do controlador. Para alguns exemplos,
a margem de estabilidade paramétrica relativa definida em Keel e Bhattacharyya
(1997) e Bhattacharyya et al. (1995) possui um valor relativamente baixo, sugerindo
que o controlador seja fragil, enquanto que a margem definida por Kharitonov possui
um valor consideravelmente maior, mostrando que controladores robustos H., nao
sao tao frageis como o suposto anteriormente.

No que se refere a trabalhos futuros que podem ser desenvolvidos a partir
dessa tese pode-se destacar: (i) extender os resultados obtidos para problemas de
2- e 4-blocos; (i) incorporar os objetivos de margem de estabilidade paramétrica
aos problemas de otimizagao H.,, porém com a margem de estabilidade definida
através do teorema de Kharitonov, incluindo uma anélise discreta para estudar a
viabilidade de implementacao digital de controladores robustos H., projetados em

tempo continuo.
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