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Algoritmos de aproximacao sucessiva sao amplamente utilizados como forma
de representacao e compressao de sinais digitais. Ao mesmo tempo, transformadas
com grande concentragdo de energia também sao usadas para representar sinais e
imagens de forma mais eficiente.

Nesse trabalho, é proposto um novo método para compressao de imagens,
que trata decomposicoes em espacos de Hilbert usando aproximagoes sucessivas,
fundindo os passos de transformacao e quantizacao.

Por se tratar de um novo método, o algoritmo inicial teve que sofrer vérias

modificagoes e adaptacoes, descritas ao longo deste trabalho.
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Successive approximation algorithms are widely used as a way to represent
and compress digital data. One can also use transforms with high energy concen-
tration features as a very efficient way of representing images and signals.

In this work, a novel image compression scheme is proposed. This method
uses successive approximations in Hilbert Spaces, merging the transformation and
quantization steps.

Since it is a novel method, the initial algoritm had to go through a number

of adjustments and modifications, which are described throughout the work.
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Introducao

Algoritmos baseados em transformadas wavelet fazem parte do estado-da-
arte em compressao de imagens. Uma caracteristica que contribui para isso é que
as transformadas wavelet apresentam similaridades entre os coeficientes de mesma
orientacao em diferentes resolucoes. A grande vantagem, porém, é que as wavelets
apresentam uma grande concentracao de energia e grandes blocos com coeficientes
de pequeno valor, que recebem o valor zero quando quantizados. A localizacao
eficiente dos zeros foi explorada [1, 2] levando a excelentes resultados na compressao
de imagens.

Com relacao a quantizacao dos coeficientes da transformada, os melhores
resultados foram obtidos através de algoritmos de aproximagao successiva [1, 2, 3],
que garantem a mesma distor¢ao para todas as bandas.

Porém, os algoritmos usuais para aproximacoes sucessivas sao muito depen-
dentes do parametro responsédvel pelo passo de aproximagao. Em [3] foi proposto
um novo algoritmo que apresentava uma grande independéncia desse parametro,
pertimitindo uma maior facilidade na utilizacao do método.

Percebeu-se mais tarde que o algoritmo proposto em [3] possui um paralelo
com decomposicoes de sinais em sistemas de bases em espacos de Hilbert. Isto é, ele
se baseia num conceito mais genérico, que abrange transformadas. Isso permitiria
que a representacdo de um sinal ou imagem através de uma decomposigdo (por
exemplo, uma transformada wavelet) e posterior quantizacao fosse realizada em um
simples passo, através de aproximagoes sucessivas.

Durante esse trabalho, entao, sera proposto um novo método para compressao
de imagens, baseado em aproximacoes sucessivas em espagos de Hilbert. Por se tra-
tar de um algoritmo novo, varias modificacoes em relagao a proposta inicial tiveram

que ser implementadas para que eventuais problemas, s6 descobertos durante o de-



senvolvimento do projeto, fossem resolvidos.

Esse texto estd organizado da seguinte forma:

e No capitulo 1 foi feita uma introducdo aos Espacdes de Hilbert, passando por

espacos vetoriais;

e No capitulo 2 sdo vistos os métodos usuais para aproximacoes sucessivas de

escalares e vetores, e o algoritmo modificado proposto em [3];

e No capitulo 3 é feita a ponte entre decomposicoes nos espagos de Hilbert e o

algoritmo modificado de aproximacgoes sucessivas;

e No capitulo 4 sao feitas consideragoes a respeito da implementacao do algorit-

mo proposto;

e No capitulo 5 sao apresentadas as modificacoes feitas ao algoritmo proposto
inicialmente, devido a problemas encontrados durante o desenvolvimento do

projeto;

e No capitulo 6 é mostrado como foi codificada a sequéncia de saida, de forma

melhorar a taxa obtida;

e No capitulo 7 foram apresentados os resultados iniciais, que motivaram as
modificacoes propostas no capitulo 5, e os resultados apdés a implementacao

dessas modificagoes;

e Finalmente, no capitulo 8 sao apresentadas as conclusoes do trabalho. Sao fei-
tas também propostas para que os resultados obtidos possam ser melhorados,

dando continuidade ao projeto.



Capitulo 1

Espacos de Hilbert

1.1 Introducao

Sejam R e C os conjuntos dos niimeros reais e complexos, respectivamente.
Os espacos de vetores de dimensao finita n sobre R ou C sao representados por R”
e C.

Quando consideramos um conjunto de vetores {vy} pertencente a tais espagos,

algumas questoes importantes devem ser consideradas:

e O conjunto é completo, ou seja, {v} se expande em R" ou C*? Em outras
palavras, qualquer vetor pertencente a R” ou C" pode ser escrito como uma

combinacao linear de vetores pertencentes a {vg}?
e Os vetores de {v;} sdo linearmente independentes?

e Como podemos encontrar um conjunto de vetores que se expanda em um

espaco?

Além disso, duas defini¢oes importantes no estudo desses espagos sao a norma,
de um vetor e o produto interno entre dois vetores pertencentes a um espacgo. A

normal, ou comprimento de um vetor x € R* é representada por

n 1/2
Iz = (Z) (1)

L Ao longo desse texto trataremos somente da norma quadrada, a ndo ser quando especificado.



O produto escalar entre dois vetores = e y é determinado por
n
(z,y) = Zﬂfzyz (1.2)
i=0

Quando (z,y) = 0 dizemos que z e y sdo ortogonais.

Os conceitos de norma e ortogonalidade podem ser extendidos a fungoes
através do produto interno entre funcoes. Nesse caso, as funcgoes sao vistas como
vetores.

Além disso, a idéia de espacos vetoriais pode ser extendida para o caso de
dimensoes infinitas. Entretanto, é importante, nesse caso, restringir a norma de
cada vetor a um valor finito. Se um subconjunto do conjunto completo {vy} é usado,
estamos interessados na melhor aproximacao possivel de um elemento genérico do
espaco. No caso particular de um subconjunto ortonormal e de uma aproximacao
por minimos quadrados (que minimiza a norma da diferenca), a resposta a esse
problema possui uma solucao relativamente simples. Uma vez que a geometria dos
espacos de Hilbert é similar & Euclidiana, essa solugao consiste na projecao ortogonal
no subespaco de aproximacao, que minimiza a distancia e, por consequéncia, o erro
de aproximacao..

Espacos vetoriais, espacos de funcoes, espagos de Hilbert, bases ortonormais

e expansoes de subespagos serao vistos mais formalmente nas proximas secoes.

1.2 Espacos Vetoriais

Um espaco vetorial sobre o conjunto de nimeros complexos ou reais, C ou
R, é um conjunto de vetores, E, o qual para z,y € F e «, f € C ou R satisfaz, além

de adicao e multiplicagao escalar:

e r+yYy=y+=zx

(x+y)+z=z+ (y+2), (af)x = a(B)

e a(z+y)=ar+ay, (a+B)x =azx+ fz

existe 0 € F tal que x +0 =z paratodoz €

para todo z € E, existe (—z) tal que z + (—z) =0



e l-x=xparatodozr € F

Um subconjunto M de E é um subespaco de E se:
(a) para todo z e y pertencentes a M, x + y pertence a M
(b) paratodoz € Mea€ CouR, ax e M

Dado S C E, a expansdo de S é o subespaco de E constituido por todas as

combinagoes lineares dos vetores em S. Para o caso de dimensoes finitas temos:

expansao(S) = {Z a;zila; € Cou R z; € S} (1.3)

i=1
Um conjunto de vetores z1, . .., z, é dito linearmente independente se ;. | c;x; =
0 somente se o; = 0 para todo . Do contrario, o conjunto é dito linearmente depen-
dente.
Um subconjunto {z1,...,z,} de um espago vetorial £ é uma base de E se
E = expansao(x1,...,Z,) € X1, ..., T, sdo linearmente independentes. Nesse caso,
dizemos que F tem dimensao n. E tera dimensdo infinita se contiver um conjunto de
vetores linearmente independentes infinito. Um exemplo de espaco vetorial infinito é
o espago das sequéncias infinitas, que é a expansao do conjunto infinito {6[n—k]}xez,

onde

Sk = TE (1.4)

0 sen#k.

Como esses vetores sao linearmente independentes, o espago possui dimensao infini-
ta.
Um produto interno num espago vetorial E em C (ou R) é uma funcdo (-, -),

definida em E X E com as seguintes propriedades:

—_

AT +y,2) =(2,2) +(y,2)

2. (z,ay) = oz, y)

w

AT y)* = (Y, 7)

4. (z,z) >0, com (z,z) = 0 se e somente se x =0



Note que as propriedades 1 e 2 fazem do produto interno uma operacao linear.

O produto interno de fun¢oes complexas em R e sequéncias em Z sera dado por

(f. ) = / T P, (1.5)

(@,9) =" a'[nlyln], (1.6)

respectivamente. A norma de um vetor pode ser definida a partir do produto interno

el = vz, ), (1.7)

e a distancia entre dois vetores z e y é simplesmente a norma da sua diferenca
|z —yll.
Além disso, o produto interno pode ser usado para definir ortogonalidade

entre vetores. Dois vetores z e y serdo ortogonais (z L y) se e somente se

(z,y) =0

Um vetor z é dito ortogonal a um conjunto de vetores S = y; se (x,y;) =0
para todo i. Dois subespagos S; e Sy sdo ortogonais (S; L S3), se todos os vetores
de S; forem ortogonais a todos os vetores de S5. Um conjunto de vetores 1, ..., 2,
é dito ortogonal se x; L x; para todo ¢ # j. Se os vetores sao normalizados para ter
a norma unitdria, teremos um sistema ortonormal, que satisfaz (z;, z;) = 6[i — j].
Um sistema ortonormal 1, ..., x, num espago vetorial £ é uma base ortonormal se

expansao(zy,...,z,) = E.

1.3 Espacos de Produto Interno Completo

Um espacgo vetorial no qual sao realizadas operacoes envolvendo produtos
internos é chamado um espaco de produto interno. Considere uma sequéncia de
vetores {z,} em E. Diz-se que essa sequéncia converge para x em E se ||z, —z| — 0
quando n — oo. Uma sequéncia de vetores {z,} é chamada uma sequéncia Cauchy
se ||z, — Zm|| — 0 quando n, m — oo. Se toda sequéncia Cauchy em E converge
para um vetor em F, entdao E é dito completo.

DEFINIGAO



Um espaco de produtos internos completo é um FEspaco de Hilbert.

Um espaco de Hilbert é dito separdvel se ele contém uma base ortonormal

contavel.

1.3.1 O Espago Ly(R)

O espago Ly(R) é um espago de Hilbert de dimensao infinita, no qual as
fungoes, elevadas ao quadrado, sao integraveis. Uma fungao f(t) definida em R

pertence a Ly(R) se |f(t)|? for integravel, ou seja, se

/tR |f(t)]?dt < oo (1.8)

O produto interno em Ly(R) é dado por

(frg) = /teRf(t)*g(t)dt, (1.9)

171 = ViF P = / F)Rdt (1.10)

1.4 Bases Ortonormais

€ a norma por

Dentre todas as bases possiveis num espago de Hilbert, as bases ortonormais
possuem um papel muito importante. Veremos a seguir um processo de ortogonali-

zagao de uma base genérica.

1.4.1 Processo de Ortogonalizagao de Gram-Schmidt

Dado um conjunto de vetores linearmente independentes {x;} pertencente a
E, podemos chegar a um conjunto ortonormal {y;}, com a mesma expansao de{z;}
da seguinte maneira:

Comece fazendo

x1
= .
|4l
Em seguida, recursivamente faca
yk:M, k=23,...
|z — vl



onde

1.4.2 Bases Ortonormais

Para sabermos se um conjunto de vetores S = {z;} constitui uma base or-
tonormal, primeiro devemos verificar se o conjunto S é ortonormal, e entao se ele
é completo, ou seja, se cada vetor do espaco a ser representado pode ser escrito
como uma combinacao linear dos vetores de S. Em outras palavras, um sistema

ortonormal {z;} é uma base ortonormal em F se para todo y pertencente a F,
y:Zakxk. (1.11)
k

Os coeficientes oy da expansdo sdo dados por

g = Tk, y) (1.12)

1.4.3 Projecoes Ortogonais e Aproximacoes por Minimos

Quadrados

Muito frequentemente, um vetor num espaco de Hilbert F tem que ser apro-
ximado por vetores pertencentes a um subespaco S. Supondo que S possui uma
base ortonormal {z1, xs, ...}, a projecdo do vetor y € E em S é dada por

y= Z(xz, Y)Ti
i
Além disso, a diferenca d = y — ¢ satisfaz d L S.

A figura 1.1 ilustra a proje¢ao ortogonal de um vetor em um subespaco. Nesse
exemplo, y € R® e § é a sua proje¢ao na expansao de {r1,z,}. Note que y — 7 é
ortogonal a expansdo de {z, z5}.

Uma importante propriedade de tal decomposigao é que ela é 6tima no sentido
dos minimos quadrados, ou seja, min ||y — z|| é conseguido para z = ). o;z; com
o; = (z;,y). E importante mencionar que essa propriedade é uma caraterfstica

apenas das bases ortogonais.
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Figura 1.1: Projecao Ortogonal em um Subespaco
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Capitulo 2

Método de Aproximacoes

Sucessivas

2.1 Aproximacao Sucessiva de Escalares

A aproximagao sucessiva de escalares [4] visa representar um escalar, ou com-
primento L, por uma soma de valores progressivamente menores. O numero de
passos, ou seja, o numero de valores utilizados na aproximagao, estd diretamente
relacionado ao nivel de erro da aproximacao.

A figura 2.1 ilustra o processo. Inicialmente, um escalar arbitrario [ é esco-
lhido, desde que [ > L. Pode-se perceber que, a cada passo, a magnitude do erro
¢ limitada pelo valor adicionado, que também se torna menor a cada passo. Sendo
assim, aumentando o nimero de passos, fazemos com que o erro na representacao
de L diminua progressivamente até um valor arbitrariamente pequeno. Seguindo o

algoritmo ilustrado na figura 2.1, podemos expressar o comprimento L como:

L1 1 l l
L=dl——d—— — 4 — 4 — ... 2.1
+ 2+4 8+16+32 (2.1)
Sendo assim, um comprimento L pode ser representado por uma sequéncia

41

de simbolos “+” e “—". A cada simbolo acresentado, a precisao da aproximacao é

aumentada.
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Figura 2.1: Método das Aproximagoes Sucessivas para o Caso Escalar

2.1.1 Convergéncia do Algoritmo

No algoritmo de aproximagdes sucessivas, o valor de [ nao necessariamente
precisa ser reduzido & metada a cada passo. No caso geral, podemos ter um coefi-
ciente o, @ < 1, que é multiplicado a [. Entretanto, a convergéncia do algoritmo é
garantida para quaisquer valores de a7

Para um valor inicial [, apés N passos, podemos expressar L como:

L=) (-1)la", B, e{0,1} (2.2)

n=0
A convergéncia do algoritmo implica que um escalar L = 0 possa ser aproxi-

mado para um ntimero suficiente de passos. Ou seja:

N
Elﬂn,n—o,...,Ntalque]\}l_I)rgoZO( 1)l =0 =

S = i(—l)ﬁnla" =0

n=0

Definindo

B:ia”: ! (2.4)



temos, de (2.3) e (2.4), que:

1
l—«o

S+B= f:u + (=1)P]an = (2.5)

Uma vez que 3, € {0,1}, entao d, = [1 + (—1)?] € {0,2}, e a equagdo (2.5) pode
ser escrita como
= 1
S+B=Sdo"=——  d, {02 2.6
FB=Ydet=——  d,e{0.2) 26)

n=0
Assim, para que o algoritmo de aproximagoes sucessivas convirja para um
dado valor de «, é necessdrio que existam valores de d,, € {0,2},n =0,...,00 que
garantam essa convergéncia.

A condigdo expressa em (2.6) pode ser dividida em dois casos, dg = 0 e dy = 2.

(1) do =0

De (2.6), uma vez que dy = 0,

Y dna” = (2.7)

Como d,, € {0,2}, o valor de >".> | d,o™ estd entre 0 (quando d,, = 0,Yn > 1)
e 2% (quando d,, = 2,Vn > 1).Assim,

1 2o
< < 2.8
O_I—a_l—a ( )

O que implica que para dy = 0, a convergéncia é garantida para valores de «

tais que:
1
;Sa<l (2.9)
De (2.6), uma vez que dy = 2,
o0
1 200 — 1
d,a" = —2= 2.10
; nd 11—« 1—a ( )

Da mesma forma que em (1), se d,, € {0, 2},

ad 2
0< Zdna" <5 (2.11)
—
n=1
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De (2.10) vem que:

200 — 1 2
0< < 2.12
T l-a T 11—« ( )

O que implica que para dy = 2, a convergéncia também é garantida para
valores de « tais que:

<a<l (2.13)

N =

Assim, de (1) e (2), concluimos [4] que o algoritmo de aproximagoes sucessivas
converge para valores de « no intervalo [0.5, 1).

Uma vez que a magnitude do erro de aproximacao é limitada por o"l, pode-
mos concluir que, quanto menor o valor de a;, menor sera o erro a cada passo, e menor
serd o numero de passos necessarios para se atingir um mesmo nivel de distor¢ao.

Assim, devemos procurar utilizar o menor valor possivel para «, ou a = 0.5.

2.2 Quantizacao Vetorial

Na quantizagao vetorial [5, 4] representamos vetores, pertencentes a um es-
paco de dimensao N, com um niumero determinado e limitado de vetores, que cha-
maremos K, neste espaco.

Seja @ : RV — C uma funciao de mapeamento de RV em C, onde C é um
conjunto finito. Chamaremos C de diciondrio, e faremos: C' = {vy,va,...,vk} €
v; € RN para todoie I ={1,2,...,K}.

Podemos dividir o espaco RY em K regides R;, i € I. Teremos K regides ou

células, e cada regiao sera dada por:
Ri={xeRY:QX)=v;} (2.14)

onde Q(X) é chamada de fungao de quantizagao.
Um vetor genérico w € RY sera representado na quantizacio vetorial pela

regido R; a qual o mesmo pertence. Assim,
Qw)=vi;, WwWEeR, (2.15)

Entretanto, uma vez que conhecemos o conjunto dicionario, podemos re-
presentar v; ou R; simplesmente pelo indice ¢ que serd o indice correspondente a

codificacao de w.
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Podemos entao imaginar que, ao invés de uma funcao de quantizacao @)
como na equacio (2.15), teremos uma uma funcdo de quantizacio Q' (w) : RN — T
onde I ={1,2,..., K}. Porém, devemos observar que ao fazermos a conversao, ou
seja, 0 mapeamento inverso Q"l(i) : I — RY teremos para os possiveis valores de
Q'_l(i) os vetores v, onde k € I e v € (. Como cada vetor v, representa uma
regido R;, e essa regiao € a regiao a qual pertencia o vetor w, o mapeamento inverso
acarreta num erro de aproximacao devido a quantizacao, a nao ser no caso onde
w = v;. Este erro sera devido a diferenca entre o vetor w e o vetor v, escolhido
para representa-lo.

A funcdo de quantizagdo @Q(-) deve ser tal que considere o vetor de entrada
w e os vetores v, € C' de forma a determinar o indice k correspondente ao vetor
w. Assim, dada uma fungdo de distor¢ao d(w,v), podemos expressar a fungio de

quantizagao @Q(-) como:
Q(w) = vy tal que: d(w,vy) < d(w,v;), Vk #1 (2.16)

A condigdo de menor ou igual na equacao (2.16) é importante no caso de
termos um vetor de entrada w que apresente uma mesma distorcao® para dois vy
distintos pertencentes a C'. Observamos que esta é uma extensao ao caso unidimen-
sional de quantizacao escalar [5, 4], porém para dire¢des pré-estabelecidas do espago
RY. Uma vez que um vetor de dimensao N é a composigio (soma) de N segmentos,
sendo cada segmento pertencente a uma das direcoes do espaco RY, a quantizacao
vetorial nada mais é do que uma extensao da quantizagao escalar [5] realizada em
cada uma das N dimensoes.

A figura 2.2 ilustra um esquema muito utilizado para quantizagao vetorial
em um espaco bidimensional. No caso, o espaco R? foi particionado em células
hexagonais. Neste caso, qualquer vetor U que corresponde ao ponto p, pertencente
a regido j - chamado de célula j; serd representado pelo vetor V; ou pelo centréide [5]
da célula j, ¢;. Podemos ainda dizer que o vetor U sera representado pelo indice 7,

caso possamos fazer a relacao j — c;.

1Utilizamos a palavra distor¢io ao invés de erro para manter a generalidade.
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Figura 2.2: Quantizacao Vetorial

2.3 Quantizacao Vetorial por Aproximacoes Su-
cessivas

Na quantizagao vetorial por aproximagoes sucessivas (QV-AS) [6, 3], um vetor

X é aproximado por um vetor X,, conforme a equagao abaixo:
n
Xy = E odv;, (2.17)
=1

onde vi; € Oy = {vy,vy,...,vg},e0<a <l

Cy é um dicionario composto de vetores com norma unitaria, K é a cardi-
nalidade do diciondrio (nimero de elementos) e n é o nimero de passos utilizados
na quantizacao-aproximacao.

Este tipo de aproximacao de um vetor pode ser visto na figura 2.3. Nesta

figura x,, é o vetor aproximado apds o passo n; r, é o residuo apds o passo n - a
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diferenca na aproximacao apds o passo n, que ainda necessita ser codificado; e #; o
angulo entre o vetor que estd sendo aproximado no passo 7 e o vetor v;, , pertencente

ao diciondrio escolhido para a aproximagao neste passo, n.

Figura 2.3: QV-AS

Um algoritmo que implementa a quantiza¢do vetorial por aproximacades su-
cessivas (QV-AS) pode ser visto a seguir. Neste algoritmo, 7 é um limiar de erro

pré-estabelecido e NV o niimero méaximo de passos permitidos.

ALGORITMO 2.1 - QV-AS
1. Fazer w = x, onde x é o vetor a ser codificado, e n =1
2. Achar v;, € C tal que:
WV, =MaxXW -V,
VjEC
3. Fazer w =w — a"v;,
4. Incrementar n de 1.

5. Se || w ||< T ou n = N, pare; sendo volte para o segundo passo.

Uma representacao deste tipo sera 1til somente se, a0 aumentarmos o nimero

de passos NN, e, portanto, o nimero de vetores utilizados para aproximar X, o erro
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de aproximagdo, e, = ||x — x,||, tender a zero. Em [3] foi demonstrado que uma

condicao suficiente para isto é:

o para ©(Cy) <

INE

1
2 2cosO(Cy)

a>sin®©(Cy), para ©(Cy) >

(2.18)

ANE

onde O(Cy) é o angulo maximo entre qualquer vetor x € RY e o seu vizinho mais

proximo do diciondario Cly, isto é:

O(Cy) = ||r£1|fi:)§{v£ré%1N [arccos(x - v,,)]} (2.19)

2.3.1 Consideracoes sobre o Algoritmo QV-AS

A equagdo (2.17) nos mostra que no algoritmo QV-AS um vetor pode ser
expresso como uma sequéncia de inteiros iy, s, ...,%, correspondentes aos vetores
Vi, s Vigs - - ., Vi, escolhidos do diciondrio.

Assim como no algoritmo Matching Pursuit proposto por Mallat [7], o algo-
ritmo QV-AS minimiza o valor do erro de aproximacao a cada passo k, uma vez que
o método busca o vetor v;, do diciondrio mais préoximo ao residuo ;. Entretanto,
esse procedimento nao garante o erro minimo para o algoritmo como um todo. Ou
seja, dada uma sequéncia de vetores v;,,Vv,,...,V; , que representa uma aproxi-
macao X, para um vetor X, nao hé garantia de que nao haja uma outra sequéncia
Viis Viss - - -, Vj,, Tepresentando uma aproximacao x, tal que ||x — x} || < [|x — x5,

Uma outra caracteristica do algoritmo QV-AS é a sua dependéncia do pa-
rametro «. Conforme pode ser visto em [3], o algoritmo QV-AS possui curvas
taxa X distor¢ao que, para diferentes funcoes de entrada, ndao apresentam uma boa
estabilidade em funcao de a. Assim, cada imagem a ser codificada possui um valor
de « 6timo diferente, para o qual melhores taxas sao obtidas para um mesmo nivel
de distorc¢ao.

As condigoes estabelecidas em (2.18) mostram que o parametro « deve ser
escolhido de acordo com o valor de ©(Cy). Além disso, foi visto que o erro a cada
passo é proporcional ao valor de a. Sendo assim, os valores de a devem ser escolhidos
de forma a serem os menores possiveis, pois assim estaremos minimizando o erro
de aproximacao, e fazendo com que menos passos sejam necessarios para que se

atinja um determinado nivel de distorcdo. Entretando, vale salientar que, dados
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dois dicionarios com dois conjuntos diferentes de vetores, aquele que apresentar
um valor de ©(Cy) inferior serd, a principio, mais adequado & codificagdo, pois
esse conjunto permitird a escolha de um valor de o menor. Logo, um conjunto de
N vetores sera otimizado como um dicionario se possuir, para aquele nimero de
vetores, o menor ©(Cy) possivel. Isso serd conseguido simplesmente escolhendo um
conjunto de vetores o mais uniformemente distribuido possivel.

Entretanto, os limites inferiores para o valor de « nas condigoes (2.18) também
supoem que a cada passo, o angulo entre o vetor mais préximo escolhido e o residuo
correspondente é sempre igual a ©(Cy), o que dificilmente occorre na pratica. Sendo
assim, verifica-se que melhores resultados sao obtidos para valores de « inferiores

aos limites estabelecidos nas equagdes (2.18).

2.4 Algoritmo QV-AS Modificado

Nesta secdo serd apresentado o algoritmo QV-AS modificado, proposto em
[3]. A principal caracteristica deste algoritmo é que ele converge para uma maior
faixa de valores de a. Além disso, as curvas taxa X distor¢ao também se mostram
muito mais independentes de .

Para que o algoritmo convirja para uma maior faixa de valores de a, ele deve
ser modificado para garantir que o' X ., < [|7|| < @™ X4 a cada passo, onde
Xmaz € @ norma do vetor a ser aproximado.

Na pratica, essa modificacao implica que agora, ao invés de apenas um vetor
relacionado a cada expoente de «, como na equagdo (2.17), podemos ter varios.
Agora teremos um conjunto de vetores associado a cada valor do expoente de a. O

algoritmo QV-AS modificado pode ser escrito como:

n l
Xn,l = Z a’ijaw Z vij,k (220)

onde v;;, € Cy, o conjunto diciondrio. O vetor a ser aproximado x serd expresso
por uma sequéncia (i;x), 0 < (i;%) < g, onde g é o nimero de vetores em Cly.

Um algoritmo para a obtengdo da sequéncia (i,;) pode ser visto a seguir:
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ALGORITMO 2.2 - QV-AS MODIFICADO
1. Fazer w = x, onde x é o vetor a ser codificado, n =1,e [ = 1.
2. Se ||w|| < &"Xpnaz, faca in; = 0.
3. Se ||w|| > & Xz, achar iy, € {1,2,..., ¢} tal que:

Wi, = gl

4. Fazer w = w — a" X;p40 Vi, -
5. Se ||w|| > a" X nas, faca I =1+ 1 e volte ao passo 3.
6. Incrementar n de 1 e faca [ = 1.

7. Se || w ||< T, onde T é um limiar pré-determinado, pare; sendo volte para o

passo 1.

Conforme foi visto na se¢ao 2.3, o algoritomo QV-AS possui convergéncia
garantida, qualquer que seja o conjunto diciondario, desde que as condicoes esta-
belecidas nas equagdes (2.18) sejam cumpridas. Entretanto, o algoritmo 2.2 apre-
sentado garante a convergéncia para quaquer 0 < a < 1, desde que o conjunto
dicionério apresente O(Cy) < /3, uma condi¢do que terd implica¢des importantes
nos capitulos seguintes. A prova matematica para esta condi¢ao pode ser encontrada

em [3].
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Capitulo 3

Transformadas Vistas Como

Aproximacoes Sucessivas

3.1 Expansao de Sinais em Séries

Seja um sinal x pertencente a um espago S, onde S pode ter dimensao finita
(como R™ ou C") ou infinita (como Ly(R)). Queremos encontrar um conjunto de
sinais elementares {1;};cz naquele espaco, de forma que possamos escrever £ como

um combinagdo linear
i

Conforme mencionado na se¢do 1.3, o conjunto {¢;} serd completo em S se
todos os sinais ¢ € S puderem ser expressos como em (3.1). Nesse caso, existird
um conjunto dual {¢;} tal que os coeficientes o; em (3.1) possam ser calculados da

forma

o= in]zn], (3.2)
n
se T e @EZ sao sequéncia reais e discretas, e

o = / i(t)z(t)dt, (3.3)

se sao funcoes reais continuas no tempo. Conforme visto na se¢ao 1.2, as equagoes

acima nada mais sao do que os produtos internos entre os v;’s e x, denotado por

<QLH$>
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Quando o conjunto {;} é ortonormal e completo, teremos uma base orto-
normal de S e a base e sua dual serao iguais, ou seja, ¥; = ¥i. Se o conjunto é
completo, e os vetores 1; sao linearmente independentes, mas nao sao ortonormais,
entao teremos uma base biortogonal. Finalmente, se o conjunto {;} é completo, mas
seus vetores sao redundantes, ou seja, nao sao linearmente independentes, teremos

uma representacao chamada de frame.

3.1.1 Transformadas Genéricas

Uma vez que o conjunto {#;} é conhecido, podemos entdo representar o sinal
x apenas pelos coeficientes ;. Em outral palavras, podemos dizer que agora, x
estd sendo representado em outra base, no caso, {1;}, e «; sdo os coefientes da
transformacao.

Mais formalmente, seja f(¢) um sinal continuo definido em R ou C. Seja {#,,}
o conjunto base da transformada, um subespago de R ou C. Podemos expressar f (%)
€omo

o0

F@&) =Y cathalt), (34)

n=—oo

onde ¢,, os coeficientes da transformada, ou seja, produto interno entre cada base e
o sinal f(t), é dado por

o = / Bu(t) (D). (3.5)

As equagoes (3.4) e (3.5) definem a transformada correspondente ao conjunto

de bases {¢,,}.

3.2 Transformadas Vistas como Aproximacoes Su-
cessivas
Utilizando uma representacao bindria de ¢, teriamos:

=50 Y 2 bpn,  sn={-1,1}, b, ={0,1}. (3.6)
k=0

E importante notar que essa representacao binaria de ¢, pode também ser vista

como a quantizacao do coeficiente ¢,. A precisdo dessa quantizacao estd ligada ao
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nimero de passos utilizados no somatério em k na equagao (3.6).

Assim, substituindo (3.6) em (3.4) temos

f(t) = Z Sn Z Z_kbk,nd]n(t)a
n=—0oo k=0

(3.7)

o0

=3 275 3 subpatin(t).
k=0

n=—oo

Uma vez que s, = {1, —1}, podemos definir o conjunto ¢, (t) = {¢n(t) U—1,(t)}, e

a equacao (3.7) ficaria como

F@&) =27 " bpagn(t). (38)

n=-—oo

Devemos agora notar a correspondéncia entre as equagoes (3.8) e (2.20), aqui

reproduzida para maior comodidade:

n l
X = Z & X max Z Vi i (3.9)
j=1 k=1

Se o sinal a ser aproximado possui norma unitaria, entao X,,,,; = 1. Assim,
a equacao (3.8) pode ser vista como o cdlculo de uma transformada e posterior
quantizacao de seus coeficientes, e pode ser computada em uma sé etapa através do

algoritmo de aproximagoes sucessivas definido pela equacdo (3.9), onde « = % eo

conjunto {vi} = {dn(t)}.
No caso de imagens ou sinais digitais, o conjunto base da transformada {¢,}

é constituido por um conjunto de vetores discretos, ¢,(n).
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Capitulo 4

Implementacao do Algoritmo

4.1 Introducao

Conforme visto no capitulo anterior, uma transformada quantizada pode ser
implementada através do algoritmo 2.2, visto na secao 2.4. E importante notar que a
base da transformada em questdo deve agora satisfazer as condi¢oes de convergéncia
do algoritmo, mais especificamente ©(¢,(t)) < 3.

A idéia por tras da representacao de uma transformada e posterior quan-
tizacao através do algoritmo de aproximacgoes sucesivas, conforme explicado no
capitulo anterior, é que uma imagem f passaria a ser representada apenas por uma
sequéncia de indices, relacionados ao conjunto de vetores-base (diciondrio) da trans-
formada em questao.

Assim, considere a imagem f. Seguindo o algoritmo 2.2, f podera ser expressa

por
f = 041171,1 +R1
= 011(171,1 + U1 5) +R;

= ()!1(17171 + 171,2 + ...+ 171,[1) +Rl1

(4.1)
f= (g +. )+ (o) + .+ Ty,) Ry,

li

—

Ui,k +Roo

o .
= f = E o'

i=1 k=0
onde R, é o residuo num determinado passo n. Obviamente, quando n — 00,
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R, —0,e

o0
Z —
f= g Q g Tj k- (4.2)
=1
Percebe-se que para cada valor do exponte % de « existe um conjunto de [; vetores
relativos aquele expoente.
Se, no entanto, utilizarmos apenas () passos, teremos entdo uma imagem

aproximada
q
fQ = Z o' Z Ui,k + RQ, (43)

onde, a rigor,

e ¢ € o expoente maximo atingido por .
Na pratica, para calcular a sequéncia de vetores que expressa f, devemos, a

cada passo, procurar o vetor 7; ; que minimiza o residuo

l;

o= =) a) T (4.4)

=1 k=0

sabendo que todos os vetores anteriores ja sao conhecidos.

Entretanto, como pode ser observado, para que o vetor que minimiza o residuo
R, seja encontrado, é necessario que sejam considerados todos os vetores calculados
anteriormente no somatorio da equagao (4.4). Esse somatério envolve matrizes com
as dimensoes da imagem f, e o residuo minimo sera aquele que apresentar a menor
norma para a expressao em (4.4). Todos esses ciculos se traduzem num esforgo
computacional que inviabiliza o algoritmo.

Uma pequena modificagao que torna a implementacao do algoritmo viavel é

explicada na préxima secao.

4.2 Minimizacao do Esforco Computacional

Seja 7 o vetor a ser encontrado no passo @), e sejam {7y} os vetores encon-
trados nos passos anteriores. Fazendo o produto interno nos dois lados da equacao

(4.4), temos:

(Rq; 0) = (f;7) — ZaiZ(ﬁi,k; v). (4.5)



Devemos agora buscar o vetor ¢ que minimiza (Rq; 7). Assim, uma vez que o
conjunto diciondrio {vy} ji é conhecido antes de se iniciar o algoritmo, podemos

fazer algumas observacoes:

1. (f; ) é a projecdo da imagem f no conjunto {vy}, e corresponde a decom-
posicao da imagem original nesse dicionario, que pode ser calculada antes do

inicio do algoritmo;

2. (Ui x;U) é o produto interno entre cada vetor do diciondrio e todos os outros
vetores; esses valores também podem ser calculados de antemao e guardados

em uma tabela;

Sendo assim, a cada passo, o algoritmo terd apenas que fazer uma busca em
tabelas de escalares pré-calculadas para chegar ao vetor mais préximo do residuo

naquele passo.

4.3 Escolha do Sistema de Bases

Inicialmente, o diciondrio escolhido para a representacdo de imagens através
do método proposto foi baseado nas transformadas wavelet. As transformadas wave-
let sao extensivamente utilizadas em diversos métodos para compressao e codificagao
de imagens, apresentando 6timos resultados. Assim, poderia ser feita uma compa-
racao entre o algoritmo proposto e tais métodos. Entretanto, na pratica utilizamos
uma decomposicao num sistema de bases que corresponde a uma transformada wa-
velet gerada utilizando-se a mesma estrutura dos bancos de filtros, porém sem suba-
mostragem. Uma descri¢ao mais detalhada das tranformadas wavelet e dos referidos

bancos de filtro pode ser encontrada no Apéndice A.

4.4 Extensao Utilizada Durante a Decomposicao

Conforme descrito no apéndice A, nas filtragens para o cédlculo da trans-
formada wavelet pode-se utilizar extensoes periddicas, simétricas ou antisimétricas,
dependendo do tipo dos filtros de entrada e se o niimero de coeficientes desses filtros

é par ou impar. No caso das bases utilizadas, a mesma analogia pode ser feita, e
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deverfamos levar em conta o niimero de coeficientes dos vetores na equacdo (4.5) na
escolha da extensdao mais adequada.

A escolha pela extensao periédica diminui em muito o esforco computacional
no calculo da tabela de produtos internos, uma vez que casos de borda passam a
ser vistos como casos triviais. No caso da extensao simétrica ou antisimétrica, cada
deslocamento no qual um ou mais coeficientes de um vetor do dicionario em questao
atinja a borda da imagem deve ser considerado como uma caso de borda diferente, e
cada um desses deslocamentos ird originar um novo vetor, com os coeficientes rees-
calados de modo que a energia do vetor original continue unitaria. Isso aumentaria
em muito o numero de vetores que, conforme veremos na sessao a seguir, ja nao é

pequeno.

4.5 Caélculo de (f;7)

Conforme dito anteriormente, (f;¥) corresponde & decomposi¢ido da imagem
original na base escolhida. Sendo assim, uma vez que estaremos utilizando um dici-
onério semelhante ao da transformada wavelet, o célculo de ( f; ¥') serd feito conforme
descrito no apéndice A, sem os passos de subamostragem. E importante ressaltar
que o sistema de bases (diciondrio) utilizado corresponde & uma transformada wa-
velet, sem subamostragem, e é calculada através da mesma estrutura de bancos
de filtros da wavelet usual, sem os blocos de decimagao e interpolagao. Um outro
ponto em comum € que os vetores bidimensionais gerados sao também separaveis
(ver apéndice A), o que significa que as decomposi¢oes bidimensionais serao feitas
através de decomposicoes unidimensionais, primeiramente nas linhas e, a seguir, nas
colunas da imagem.

Na prética, podemos partir dos vetores (unidimensionais) caracteristicas da
decomposicao Hy(z) e Hi(z), sendo que Hy(z) é um passa-baixas e H;(z) um passa-
altas. A cada estdgio da decomposigao sao geradas quatro imagens de saida (através
da convolugao com os vetores), com as mesmas dimensoes da imagem original, uma
vez que a estrutura do banco de filtros esta sendo usada sem subamostragem. Dessas
quatro imagens, trés sao relativas as bandas de alta frequéncia, e uma sera utiliza-

da como imagem de entrada para o ciculo de quatro novas imagens no préximo

26



estagio, até o ultimo estagio, quando todas as quatro constituirao imagens de saida.
Entretanto, os novos vetores utilizados nas decomposicoes nos estagios subseqiientes
(a partir do primeiro) serao calculados através da interpolagdo de zeros nos dois
vetores originais. Assim, os vetores interpolados relativos ao estagio n da decompo-
sigdo serdo entdo expressos por Hy(z?") e Hy(z*"). Para uma decomposigio com N

estagios, serao geradas 3N + 1 imagens de saida. A figura 4.1 ilustra o processo.

Filtragem
Vertical

Filtragem
horizontal

para préximos

estagios
Filtragem ‘
Vertical saida
banda de baixa
Filtragem frequéncia
horizontal Hy(2)
HO(Z) safda
Hi(z) saida
saida
7 ESTAGIO 2
Ho(2) | saida
Hy(2)
Hi(2) = saida
ESTAGIO 1

Figura 4.1: Processo de geracao da tabela da decomposicao.

Uma outra forma de se chegar a tabela da decomposicao seria pré-calculando
os vetores finais relativos & cada banda, e realizando apenas uma decomposicao, ao
invés de varias decomposigoes progressivas, como na figura 4.1. Esses vetores finais
seriam calculados simplesmente através da convolugao entre os vetores interpolados

dos estagios anteriores.
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4.6 Calculo do Nimero de Estagios Utilizados na
Decomposicao

Durante o calculo da decomposicdao, o tamanho dos vetores utilizados esta
limitado ao tamanho da imagem original. Além disso, estamos interessados em uti-
lizar vetores com regioes de suporte o maior possivel, pois dessa forma a redugdo na
energia do residuo serd a maxima possivel, e o algoritmo necessitard de menos pas-
sos para convergir. Dessa forma, devemos utilizar uma decomposicao com o maior
nimero de estagios possivel, sem que o tamanho dos vetores finais ultrapasse as di-
mensoes da imagem. Por exemplo, uma imagem de dimensoes 256 x 256 com vetores
Hy(z) e Hi(z) com 2 coeficientes (Base de Haar) necessitaria de uma decomposicao

com 8 estagios.

4.7 Calculo da Tabela de Produtos Internos entre

as Bases

4.7.1 Tamanho da tabela

Para uma imagem de dimensoes M X M e uma transformada de N estagios,
o diciondrio apresentard M x M x (3N + 1) vetores, pois para cada uma das 3N + 1
escalas existem M Xx M posiges (ou deslocamentos) possiveis, correspondentes a
cada pixel da imagem.

Uma tabela que contivesse os produtos internos entre todos esses vetores

M2(3N+1)x(M?(3N+1)+1)
2

teria, a rigor, entradas, o que torna impraticavel nao so6 o
calculo, mas também o armazenamento e o acesso a tal tabela. Entretanto, na
pratica, varias simplificacoes podem ser feitas.

Uma vez que a decomposicao é separavel, os vetores bidimensionais, podem

ser separados em duas componentes, horizontal e vertical. Dessa forma, o produto

interno entre dois vetores g; e g; pode ser desmembrado em

<gz'; gj) = <gih7 gjh) : <giv’ gjv>7 (4'6)

onde os indices h e v denotam as componentes horizontais e verticais, respectiva-

mente.
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Além disso, se observarmos a figura (4.1), perceberemos que as sete saidas
da figura foram geradas através de convolucdes que envolviam apenas quatro ve-
tores unidimensionais diferentes (Hy(z), H1(z), Ho(2%) e Hy(2%)). Essa idéia pode
ser generalizada e chega-se a conclusao de que para se chegar as 3N + 1 escalas
bidimensionais diferentes, sdo necessarios apenas 2/N vetores unidimensionais, cal-
culados a partir dos vetores Hy(z) e Hi(z). Sendo assim, ao invés de 3N + 1 escalas
g; diferentes, podemos ter uma tabela que considere apenas 2N vetores unidimen-
sionais diferentes (g;, e g;,) como entrada (é claro que, para ambos os casos, os
deslocamentos espaciais ainda deverdo ser considerados). Essa tabela teria agora
MN(2MN + 1) entradas, uma redugéo significativa.

Um outro ponto é que apenas os deslocamentos relativos entre os vetores
fazem diferenca no calculo do produto interno, conforme pode ser visto na figura

4.2. Nessa figura, dois vetores com deslocamentos absolutos diferentes (na parte

h1 :>d811 =6

\

I | I I I I I

0 5 15

HJJ_M hg = dSlQ =10

h,1 = dSll =21

| | | | | | | -

I T I I

MJJ_M ho = dsly = 25

o
—_
o

Figura 4.2: Produto interno entre vetores com mesmo deslocamento relativo.

superior dsl;y = 6 e dslo = 10, e na inferior dsl; = 21 e dsly = 25) apresentam o

mesmo deslocamento relativo ( dsly — dsly = 4) e, portanto, 0 mesmo valor para o
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produto interno entre eles.

Uma outra consideracdo é que os vetores Hy(z%") e Hi(2?"), normalmente,
apresentam um numero reduzido de coeficientes, se comparado ao tamanho usual
das imagens utilizadas. Assim, por exemplo, dois vetores com 10 coeficientes s6
teriam 10 4+ 10 — 1 = 19 deslocamentos relativos tais que seu produto interno fosse
diferente de zero, ou seja, que cada vetor apresentasse pelo menos um coeficiente em
superposicao em relacao ao outro.

Para calcular o resultado do produto interno quando algum coeficiente de um
vetor atinge a borda da imagem, deve-se levar em consideracdo o tipo de extensdo
utilizada. No caso das extensao periddica, o calculo pode ser feito como em uma
convolucao circular com periodo igual ao tamanho da imagem. Dessa forma, casos

de borda passam a ser tratados de forma trivial.

4.7.2 Organizacao da tabela

Uma vez que
(gi,9j> = <gjagi>: (4.7)

a tabela serd organizada de forma que 7 < j. A tabela possuird ainda um ca-
becalho contendo informacodes sobre o niimero de escalas da transformada utilizada,
o numero de deslocamentos, e o endereco dos produtos internos entre os vetores do
dicionario associados a cada escala dentro da proépria tabela. Vale lembrar que uma
transformada gerada usando N estagios apresentaré 3N + 1 escalas bidimensionais
diferentes que, conforme explicado na secao 4.7.1, podem ser representadas através
de 2N vetores unidimensionais diferentes, além de seus deslocamentos espaciais. Um
vetor auxiliar, pos_esc[-] , guarda a posi¢do na tabela que indica a posi¢ao inicial
dos produtos internos dos vetores em cada escala. A figura 4.3 ilustra a estrutura
da tabela.

Cada bloco de uma determinada escala 7 guarda os produtos internos entre
os vetores daquela escala e os vetores de todas as outras escalas j tais que ¢ < j,
organizados em duas partes: dsly > dsly e dsl; < dsly, conforme pode ser visto
na figura 4.4. Cada bloco posicdo escala i possui duas entradas, cada uma com a

posicao de cada um desses dois subblocos.
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pos_esc
[0 ] ..[2N-1]

No. de No. de posicdo posicéo oo posicdo
escalas deslocamentos | escala 0 escala 1 escala 2N-1

\ } A !

escala 0 escala 1 L X escala 2N-1

Figura 4.3: Estrutura da tabela de produtos internos entre os vetores do diciondrio.

escala ¢

dsly > dsly| dsl; < dsly

Figura 4.4: Estrutura interna dos blocos das escalas.
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O vetor auxiliar pos_esc|-] visa apenas facilitar a referéncia ao indice da tabela
correspondente ao produto interno procurado.

Sendo assim, a busca do valor de um determinado produto interno pode ser
feita quase que diretamente, com os indices relativos ao produto interno procurado

facilmente encontrados.
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Capitulo 5

Modificacoes no Algoritmo

Proposto

5.1 Limitacoes no Algoritmo Inicial

Imagine que o maior dos vetores unidimensionais caracteristicos da decompo-
sicao utilizada, Hy(z) e H1(z), tenha M coeficientes, com M tipicamente pequeno
(em torno de 10). Os vetores bidimensionais relativos ao estdgio 0 na figura 4.1
teriam entao uma regiao de suporte de, no maximo, M x M. Entretanto, pode-se
observar pela figura que o tamanho dos vetores Hy(22") nos estégios subseqiientes
é dado por M,, = M (2" + 1) — 1 (tamanho dos vetores interpolados), onde n é o
numero do estdgio em questdao. Assim, podemos dizer, a grosso modo, que o tama-
nho dos vetores serd proporcional a M2". Assim, as regioes de suporte dos vetores

bidimensionais seguiriam aproximadamente os padroes ilustrados na figura 5.1.

regido de
suporte

Estagio 0 Estagio 1

Estagio N

Figura 5.1: Padroes das regides de suporte dos vetores bidimensionais.
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Assim, concluimos que vetores geradas através de estruturas de divisoes por
oitavas possuem regides de suporte bidimensionais aproximadamente proporcionais
a M2" x M2"™.

Suponha agora que, durante a implementacao do algoritmo proposto através

da equagdo (4.5), um residuo num passo n apresente um dos padroes da figura 5.2:

Figura 5.2: Exemplo de residuos

Nesse caso, o algoritmo somente sera capaz de compor o residuo através da
escolha de varios vetores com regiao de suporte pequena, como o da figura 5.3,
deslocados a cada passo, pois ndo hd vetores com regioes de suporte semelhantes
aos residuos apresentados.

O angulo 0 entre o vetor escolhido ¥ e o residuo 7 em questao é dado por

cos =

GRE] 1)
Uma vez que os vetores do diciondrio utilizado sdo normalizados, ou seja, ||7]| = 1,
uma pequena regido de suporte faz com que o numerador da equagdo (5.1) seja
pequeno, e o angulo, por consequéncia, tenda a crescer. Assim, a condicao de
O(Cy) < 60° estaria deixando de ser cumprida e o algoritmo nao convergiria.
Durante testes praticos, casos como esse se mostraram muito incidentes, fa-

zendo com que o algoritmo apresentasse problemas logo nas primeiras iteragoes.
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Figura 5.3: Vetor com regiao de suporte pequena

Algumas modificagoes teriam entao que ser feitas para que esses problemas fossem

superados.

5.2 Solugao Inicial (e nao suficiente)

A geracao do diciondrio, conforme explicado no apéndice A, é feita a partir

dos vetores Hy(z) e Hy(z), através de divisdo por oitavas, como ilustra a figura 5.4.

_I_

Figura 5.4: Divisao por oitavas

Se o conjunto diciondrio passasse a ser gerado por divisao em miltiplas escalas
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terfamos a composicao das imagens na figura 5.5:

Figura 5.5: Divisao por miiltiplas escalas

Agora teriamos vetores que resolveriam o problema da figura 5.2. Entretanto,
essa solucdo seria ainda insuficiente para o caso geral. Casos como o da figura 5.6
ainda nao seriam resolvidos por nao serem separaveis e, portanto, nao poderem ser

compostos com vetores provenientes da divisao por miultiplas escalas.

Figura 5.6: Residuo diagonal
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5.3 Solucao

Percebeu-se que diciondrios gerados a partir de divisdes por oitavas, como a
decomposicao que estd sendo utilizada, seriam sempre deficientes na representacao
de residuos como os da figura 5.2.

Para que os problemas descritos nas segoes anteriores sejam solucionados,
deve-se garantir que, a cada passo, o angulo entre o vetor encontrado e o residuo
nao ultrapasse 60°, mesmo nos casos em que ©(Cy) > 60°. Para isso, uma vez que as
normas dos vetores do dicionario sao sempre unitarias, independente do tamanho de
sua regiao de suporte, sé nos resta tentar diminuir a norma do residuo em questao.
Uma forma de fazer com que esse valor diminua é fazer com que a regiao de suporte
do residuo diminua.

Assim, cada vez que o angulo entre o vetor escolhido e o residuo fosse maior
que 60°, a imagem seria dividida em quatro blocos e o algoritmo continuaria recur-
sivamente, e cada bloco seria visto como uma nova imagem a ser codificada. Com
isso, forcariamos ||7]| a diminuir, aumentando assim o valor de cosf e garantindo a
convergencia.

A decomposicao dos residuos correspondentes a cada um dos quatro blocos
devers ser calculada, e quatro algoritmos (um relativo & cada bloco) passario a ser
executados paralelamente. Assim, passaremos a ter, para cada passo, quatro vetores.
No limite, o chegaremos a blocos de tamanho 2 x 2, que podem ser codificados sem
distor¢ao com relativa facilidade através de bases de Haar [7].

E importante observar que o algoritmo pode utilizar dois diciondrios diferen-
tes na codificagdo de uma mesma imagem. Pode-se, por exemplo, fazer com que um
segundo diciondrio seja utilizado quando o tamanho dos blocos for menor que um
valor pré-estabelecido. Assim, vetores mais adequados a tamanhos diferentes podem

ser utilizados, fazendo com que o desempenho do algoritmo melhore como um todo.

5.4 Modificacoes na Decomposicao da Imagem

A tabela (f, ¥), que corresponde & decomposi¢ao da imagem f no dicionério
{vk}, isto é, & projecao da imagem em cada um dos vetores desse diciondrio, consiste,

na pratica, em uma sequéncia de 3N + 1 imagens, onde N corresponde ao nimero de
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estagios utilizados na decomposicao em questao. Cada imagem estd associada a uma
escala, com seu vetor caracteristico e seus deslocamentos horizontais e verticais, e
cada pixel de cada uma dessas imagens corresponde ao resultado do produto interno
entre a imagem original e o vetor bidimensional com o deslocamento associado a
posicao do pixel em questao. A figura 5.7 ilustra a localizacao do produto interno
entre o vetor gy com dsl, = x e dsl, = y e a imagem f na tabela (f, 7). O vetor g
estaria associada a escala 0, e, portanto, a primeira imagem. Sendo assim, o pixel

(z,y) desta imagem indicaria o valor do produto interno procurado.

Escala0 Escalal Escala 3N

Figura 5.7: Localizagao do produto interno entre um vetor e a imagem original na

tabela (f, )

Conforme dito anteriormente, apés a divisdo da imagem residuo em quatro
novos blocos, a decomposicao de cada um desses blocos no dicionéario deverd ser
calculada. Entretanto, uma vez que as dimensoes dos novos blocos serao metade
das do bloco que foi dividido, os vetores de tamanho superior & essas dimensoes
deixarao de ser utilizados no calculo da decomposicao dos sub blocos. Na pratica,
a decomposicao utilizada para o calculo dos produtos internos em questao devera
utilizar N — 1 estagios, onde /N é o niimero de estdgios utilizados pela transformada
do bloco que foi dividido.

Isso implica que, em relacao ao bloco original, as decomposicoes dos blocos
menores possuirao 3 vetores a menos (e seus deslocamentos espaciais), ou seja, a
nova tabela (f,7") terd trés imagens a menos. A figura 5.8 mostra a estrutura da
tabela (f, ¥y apés a primeira divisdo na imagem.

Imagine agora que o bloco 1 na figura 5.8 deva ser dividido. Seguindo o

mesmo raciocinio, a nova tabela ficaria como na figura 5.9.
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bloco | bloco | bloco | bloco bloco | bloco
0 1 0 1 0 1
o0 o
bloco | bloco | bloco | bloco bloco | bloco
2 3 2 3 2 3
Escala 0 Escala 1 Escala 3(N-1)

Bandas que no
sero utilizadas nos
Prximos passos

Figura 5.8: Estrutura da tabela (f,#) apds a primeira divisao na imagem.

Escala 0 Escala 1 Escala 3(N-2)
para blocos para blocos para blocos
1,2,3e4 1,2,3ed 1,2,3e4
bloco bloco bloco bloco| 1]2|bloco| 1]2] bloco | 1|2
0 0 0 0 [314] 0 [3]4 vee 0 [3]4
bloco | bloco | bloco | bloco | bloco | bloco | bloco | bloco | bloco | bloco bloco | bloco
5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6
Escala 0 Escala 1 Escala 2 Escala 3 Escala 4 Escala 3(N-1)
para blocos para blocos para blocos para blocos para blocos para blocos
0,5e6 0,5e6 0,5e6 0,5e6 0,5e6 0,5e6

. — No utilizado

Figura 5.9: Estrutura da tabela (f, ) apds divisao do bloco 1.

5.5 Modificacoes na Tabela de Produtos Internos

Uma vez que os vetores utilizados apés a divisao de um bloco sao os mesmos

de antes (exceto pelo fato de que talvez os de mais baixa frequéncia tenham deixado

de ser utilizados), ndo ha a necessidade de realizar nenhuma modificagdo na tabela

de produtos internos. Sendo assim, a estrutura detalhada na secao 4.7 continua a

ser utilizada da mesma forma.

5.6 Varredura dos Blocos

Uma importante questao a ser considerada agora é a definicao da ordem de

varredura dos blocos. Imagine que o algoritmo divida a imagem num determinado

passo. Teriamos entao quatro residuos organizados conforme a figura 5.10.

Se nao houvesse um critério de varredura definido, o algoritmo poderia pros-

seguir de forma que somente vetores relativos ao bloco 0 fossem transmitidos, e
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bloco O bloco 1

bloco 2 bloco 3

Figura 5.10: Imagem apds a primeira divisao em blocos

diferentes regioes da imagem poderiam ser aproximadas com niveis de distor¢ao
diferentes. De fato, dado um determinado nivel de distor¢ao para a imagem aproxi-
mada, poderiam ser transmitidos somente vetores relativos a um bloco, resultando
numa excelente distor¢do para uma regido, enquanto outras regioes nem chegariam
a ser aproximadas.

Sendo assim, é necessario que a transmissao de vetores obedeca a uma ordem
pré-estabelecida, de forma que nenhum dos blocos seja priorizado em relacao a outro.
A ordem definida obedece ao principio de numeragao dos blocos como na figura 5.10.
Dessa forma, se o bloco 1 nessa figura sofresse uma divisdo, os blocos resultantes
seriam ordenados conforme a figura 5.11. Essa divisdo geraria a tabela (f; %) com
estrutura semelhante a da figura 5.9.

Assim, o algoritmo deve entao transmitir um vetor relativo a cada bloco,
seguindo essa ordenacao, para s6 entao voltar ao bloco 0. Dessa forma, a cada
passagem, fazemos com que todos os blocos sejam codificados, sem que nenhum

deles seja priorizado.

40



bloco bloco
1 2
bloco 0
bloco bloco
3 4
bloco 5 bloco 6

Figura 5.11: Imagem apds a divisao do bloco 1

5.7 Critério de Decisao para Incremento do Ex-
poente de «

Antes das modificagoes propostas neste capitulo, o algoritmo de aproximacoes
sucessivas proposto utilizava como critério de decisao para o incremento do expoente
de « a norma do residuo no passo n, comparada & norma da imagem original (X 4z )-

Isso pode ser visto nos passos 5 e 6 do algoritmo 2.2, aqui reproduzidos:

5. Se ||w|| > &" Xnas, faga I =1+ 1 e volte ao passo 3.

6. Incrementar n de 1 e faga [ = 1.

Entretanto, com a divisao do algoritmo em blocos independentes, parece
bastante provavel que os residuos relativos a cada bloco reduzam suas normas de
forma, a principio, aleatéria. Sendo assim, a existéncia de um expoente global, que
estaria relacionado ao nivel de distorcao total, se tornaria impossivel, pois cada bloco
poderia estar em um nivel de distor¢do (expoente) diferente.

Como desejamos garantir que a imagem como um todo apresente o mesmo
nivel de distorcao, devemos garantir que todos os blocos estejam aproximadamente

no mesmo nivel de distorcao, ou seja, no mesmo expoente. Assim, foi definido
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um flag hold que diz ao codificador que um determinado bloco atingiu o nivel de
distorcao para que seu expoente seja incrementado, e que ele deve entdo deixar
de ser codificado até que todos os outros blocos atinjam o mesmo nivel. Entao,
quando todos os blocos atingirem o mesmo nivel de distor¢ao, o expoente global
serd incrementado e todos os blocos continuarao a ser codificados utilizando esse

novo expoente.

5.8 Nivel de Distorcao a Cada Passo

Mais tarde, apds algumas simulagoes, pecebeu-se que garantir que todos os
blocos estavam sendo codificados com o mesmo expoente nao garante que todos
estejam no mesmo nivel de distorgao. E facil perceber isso quando se leva o ta-
manho dos blocos em consideracao. Blocos menores possuem normas menores e a
comparacao com " X,,., tenderia a fazer com que o expoente fosse incrementado
em momentos errados, uma vez que o valor a”X,,., supde a comparacao com toda
a imagem. Assim, deve-se realizar algum tipo de modificacao que leve em conta as
dimensoes do bloco na decisao do incremento do expoente.

A modificacao implementada consiste em permitir que blocos menores sejam
codificados com expoentes maiores do que o expoente global atual. A decisao de
quao maior serao esses expoentes leva em conta o tamanho relativo entre o bloco
em questao e o maior bloco no momento. Seja n o expoente global atual, e sejam [
e | o tamanho do maior bloco no momento e o tamanho do bloco a ser codificado,
respectivamente. Entao o bloco podera ser codificado com o expoente n + m, desde

que m satisfaca a inequagao

Agmtm < 2o, (5.2)

Teremos agora um vetor auxiliar que guarda o valor de m para cada bloco da imagem.
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Capitulo 6

Organizacao e Decodificacao da

Sequéncia de Saida

6.1 Consideracoes Iniciais

Uma vez que a sequéncia de vetores {uvg,}, ks = 0,1,...,Q — 1, onde @ é
o numero de vetores utilizados, foi gerada pelo codificador, a reconstrucao da ima-
gem de saida sera feita simplesmente através da soma dos vetores dessa sequéncia,

conforme a equagdo (6.1):
Q-1
f - ZXmawankivkr (61)
ki=0

Cada vetor vy, do diciondrio pode ser expresso pela sua escala correspondente com
seus respectivos deslocamentos horizontal e vertical. Além disso, o expoente ny;
em que o vetor foi codificado deve também ser informado. A figura 6.1 ilustra a
composi¢ao da imagem a partir dos vetores escolhidos durante a codificagao.

Assim, a imagem é reconstruida através de uma simples soma algébrica. Isso
implica em que a ordem em que os vetores sao somados nao altera a imagem final.
Entretanto, é importante notar que o algoritmo de codificacao busca progressiva-
mente o vetor mais préximo ao residuo, fazendo com que a sequéncia de vetores
gerada esteja ordenada do vetor mais significativo para o menos significativo.

Um outro fato percebido é que, como diferentes tamanhos de bloco estao
sendo utilizados em niveis diferentes do algoritmo, um mesmo vetor poderd ter

que ser somado de forma diferente. Uma vez que a extensao utilizada é periddica,
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Figura 6.1: Reconstrugao da imagem

dependendo do tamanho do bloco em questao, um determinado vetor pode ou nao
necessitar ser extendido. Na figura 6.2 0 mesmo vetor com os mesmos deslocamentos

horizontal e vertical é visto em situagoes com tamanhos de bloco diferentes.

dsl, = dsl, =

dslp =z dsl, =z

(a) (b)

Figura 6.2: (a) A regido de suporte do vetor se encontra dentro das dimensdes do
bloco: nao é necessério fazer extensao; (b) A regido de suporte estd fora do bloco:
o ultimo coeficiente do vetor é extendido periodicamente para a posi¢ao a esquerda

do bloco.

Sendo assim, além da escala, devemos informar ao decodificador também os

deslocamentos horizontais e verticais, o expoente e o tamanho do bloco correspon-
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dente & cada vetor. Isso leva a um nimero muito grande de informacgoes a serem
transmitidas, tornando os resultados praticos muito pouco eficientes. Nas préximas
secoes serao propostas formas de se organizar os vetores de saida de forma que os

problemas aqui apresentados sejam eliminados ou reduzidos.

6.2 Localizacao os Vetores Através de Arvore Qua-
ternaria

Se considerarmos todas as escalas com todos os deslocamentos possiveis,
terfamos um nimero grande demais de vetores a ser considerado (ver segao 4.7.1).
A transmissao dos deslocamentos para os vetores, ou seja, da localizacao de cada
vetor dentro da imagem, utilizaria da mesma forma um nimero muito grande de
bits.

Uma forma de localizar todos os vetores utilizados na imagem ¢ utilizando o
conceito de arvore. O algoritmo para localizagdao de pixels através de uma arvore
é bastante conhecido [8]. A idéia consiste em dividir a imagem em quatro blocos e
transmitir bits indicando se existem ou nao vetores com a origem naquele bloco. Em
seguida, cada bloco dentro dos quais existam vetores sao novamente dividos e os bits
relativos a cada sub bloco transmitidos. O algoritmo prossegue até que se chegue
a blocos 1 x 1, que corresponde a localizacao exata dos vetores. Como exemplo,
considere a imagem de dimensodes 8 x 8 da figura 6.3 com os trés pixels assinalados.

O processo para a geragao da sequéncia de bits para a localizacao dos pixels
na imagem da figura 6.3 estd ilustrado na figura 6.4.

A partir da transmissao dos bits da arvore, poderia-se entao iniciar a trans-
missao dos vetores, seguindo a ordem das posi¢oes dadas pelas folhas da arvore.
Dessa forma o decodificador ja teria a informacgao sobre a sua localizacdo. A estru-
tura em arvore necessita de muito menos bits do que a transmissao do deslocamento

de cada vetor, tornando a organizacao da sequéncia de saida mais eficiente.
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Figura 6.3: Imagem 8 x 8 com trés pixels a serem localizados através da arvore.

6.3 Limitando o Numero de Escalas e Desloca-
mentos por Bloco

Pelo explicado na seg¢ao 5.1, vetores com regioes de suporte relativamente
menores do que o tamanho do bloco para o qual estao sendo codificadas sao muito
pouco provaveis de serem utilizados. Sendo assim, na pratica, um nimero menor do
que 3N + 1 escalas tende a ser utilizado. A fim de otimizar a codificagao, podemos
entao forcar o algoritmo de codificagdo a fazer a busca pela melhor escala num
subconjunto do conjunto de escalas original. Isso diminuiria ainda mais 0 nimero
de bits necessarios a transmissao das escalas utilizadas.

Para vetores com grande regiao de suporte, deslocamentos pequenos teriam
pouca influéncia no produto interno entre o vetor e o residuo. Seguindo essa idéia,
pode-se tentar também reduzir o nimero de deslocamentos possiveis, o que tornaria
possivel a otimizagao do algoritmo da arvore. Essa modificacao é explicada na secao

a seguir.
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Figura 6.4: Localizacao dos pixels da figura 6.3 através da arvore.
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6.4 Modificacoes na Geragao da Sequéncia de Saida

Conforme pode ser visto na figura 6.4, cada nivel da arvore estd associado a
um tamanho de bloco. Pode-se usar essa informacao para evitar a necessidade da
transmissao do tamanho das bases codificadas. Isso pode ser feito transmitindo-se
os vetores relativos a cada tamanho de bloco logo apés a transmissao dos bits do
nivel da arvore correspondente, o que ainda acarreta na diminuicao do tamanho
da arvore, pois os vetores ja transmitidos deixam de ser considerados nos préximos
niveis da arvore. Um flag proximo_bloco indicaria que vetores do proximo bloco
passariam a ser transmitidos.

Se, além disso, houver um nimero reduzido de deslocamentos possiveis, essa
sequéncia de vetores relativos a um tamanho de bloco pode ser transmitida seguindo
a ordem de deslocamentos, sendo separados por outro flag, prorimo_deslocamento.
Um exemplo de blocos com quatro deslocamentos possiveis pode ser visto na figura
6.5. Nesse exemplo, seriam transmitidas inicialmente os vetores cujo deslocamento

coincidice com a posicao “0” na figura, em seguida com a posigao “1”7, e assim

sucessivamente.
[
|
® ® : ® ®
0 1
|
|
® ® : ® ®
2 3
__________ Fmmmm———— -
|
® ® : ® ®
|
|
|
® ® : ® o
|

Figura 6.5: Bloco com nimero de deslocamentos reduzido.

Para reduzir ainda mais o nimero de escalas possiveis, foi criado o flag sinal.
Na secao 3.2 vimos que o conjunto dicionario utilizado na codificagao foi definido

como ¢, (t) = {1, (t) U —1,(t)}, o que dobra o nimero de vetores da base original
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¥ (t). Assim, os vetores transmitidos seriam organizados em dois blocos, separados

pelo flag sinal, correspondentes aos vetores positivos e negativos.

Um ultimo flag, expoente, indica que o expoente dos vetores transmitidos,

organizados também em ordem crescente de expoente, foi incrementado.

A figura 6.6 mostra a organizacao da sequéncia de vetores transmitida pelo

codificador.
Bits da V(?toires Bits da Yetloresl Bits da
arvore nivel n drvore | Vel ntl | grvore
da arvore da arvore
bloco 0 bloco 1 eooo

N

escalas
positivas

(+¢n(?))

escalas
negativas

(—=¢n(t))

N

dsl=0|dsl=1| eee
exp = 0Olexp =1| ooe

Figura 6.6: Organizacao da sequéncia de saida.
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6.5 Codificacao Aritmética

Para aumentar a compressao da sequéncia de saida, foi utilizado um codifica-
dor aritmético [9]. Inicialmente, foi usado um codificador com somente um modelo,
atribuindo um simbolo para cada escala, flag e simbolo da drvore (0’s e 1’s). Em
seguida, para melhorar ainda mais o resultado, utilizou-se um codificador aritmético
com dois modelos, um para as escalas e flags e outro bindario para os bits da arvore.

Uma comparacao quantitativa entre os dois codificadores sera feita no capitulo 7.
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Capitulo 7

Resultados

Os vetores da decomposic¢ao utilizados nas simulacgoes a seguir foram baseados
nas bases de Haar. Elas possuem Hy(z) = {1,1} e H(2) = {—1,1} (ver apéndice
A). Essa decomposicio certamente ndo é a mais adequada para a representagio de
sinais, sendo pouco utilizada na literatura para este fim. Entretanto, decomposi¢oes
com bases maiores limitariam o tamanho minimo dos bloco as dimensoes dessas
bases. Uma base da wavelet 9/7 (cujas bases posuem 9 e 7 elementos), por exemplo,
s6 poderia ser usada para blocos de tamanho maior ou igual a 16, e outro sistema de
bases (como a Haar) teria que ser usado para os blocos menores. Assim, escolheu-se
as bases de Haar pelo fato delas cobrirem todos os tamanhos de blocos até 2 x 2,
0 que garante a convergéncia do algoritmo. Outras bases, que além de cobrirem
os casos de blocos 2 x 2, apresentem um maior numero de diferentes escalas por
bloco, o que pode indicar um menor valor para ©(Cy), poderiam ser utilizadas, o
que tenderia a melhorar os resultados.

Os valores da distor¢ao entre as imagens originais e as codificadas serao feitas

utilizando a medida PSNR (ver apéndice B).

7.1 Organizacao dos Vetores de Saida por Signi-
ficancia

Devido as modificagoes propostas nas secoes 5.7 e 5.8, a sequéncia de vetores
de saida deixou de ser organizada por expoentes crescentes. Uma vez que expoentes

menores estao associados a vetores de maior energia, é natural presumir que se uma
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sequéncia S, estd organizada na forma crescente de expoentes e uma outra sequéncia
S, com o mesmo numero de vetores de Sy, nao estd, entao a decodificagdo de S
levard a uma menor distor¢ao que Ss.

Sendo assim, imagine que o algoritmo gere uma saida composta de uma
sequéncia S com () vetores. Agora imagine que desejamos compor duas sequéncias
S; e Sy, a partir de S, com Q' vetores, @' < Q). A sequéncia S; é gerada simples-
mente pegando os () primeiros vetores de S. Sy é gerada fazendo uma busca em S
primeiramente por todos os seus vetores com expoente 1, em seguida por todos com
expoente 2, e assim sucessivamente, até que tenham sido encontrados @)’ vetores.

Estamos interessados aqui em mostrar que podemos diminuir a distorcdo pa-
ra um mesmo numero de vetores utilizados na decodificacao gerando uma sequéncia
maior do que a desejada, reorganizando-a por ordem crescente de expoente, e uti-
lizando apenas o numero de vetores inicialmente desejado. Ainda nao serao feitas
comparagoes levando-se em conta o nimero de bits/pixel atingido, mas apenas o
nimero de vetores utilizados. Taxas expressas em bits/pixel serdo mais coerentes
somente apos a utilizagao da arvore para localizacdo dos vetores, e da utilizacao de
codificadores aritméticos.

Sendo assim, a imagem de teste lena de dimensdes 512 x 512 foi codificada de
forma a gerar um sequéncia de saida com aproximadamente 100.000 vetores. Foram
geradas imagens a partir da decodificacdo das sequéncias S; (ndo organizadas por
expoente) e Sy (organizadas por expoente). A curva da figura 7.1 mostra que a
simples reorganizacao das sequéncias de saida pode levar a ganhos de até 1dB.

A titulo de ilustracao, as figuras 7.2 e 7.3 mostram as imagens lena decodifi-

cadas para 30.000 vetores com as sequéncias S; e Ss.

7.2 Reducao no Niumero de Deslocamentos e Es-
calas Possiveis

Nesta secao serao mostrados os resultados que motivaram a reducdo no
nimero de escalas, conforme proposto na secao 6.3.
A tabela 7.1 mostra a distribuicao das escalas na sequéncia de vetores na

codificacao da imagem lena 512 x 512, utilizando cerca de 100.000 vetores e 9 estagios
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Figura 7.1: Comparacao entre a decodificagdo de sequéncias organizadas por expo-

ente e sequéncias nao organizadas por expoente para a imagem Lena 512 x 512.

na decomposicao.

Assim, percebe-se que a busca dos vetores durante a codificagdo pode ser
simplificada limitando-se o niimero de escalas consideradas, uma vez que a grande
maioria delas nao é utilizada. No caso de uma reducao para um nimero de ve-
tores inferior ao que foi efetivamente utilizado, o algoritmo deverd eventualmente
substituir um vetor anteriormente escolhido, mas que agora nao faz mais parte do
diciondrio. Isso, a principio, pode reduzir a eficiéncia do algoritmo, pois o vetor
escolhido nao é mais aquele que apresenta o menor angulo com o residuo. Entretan-
to, a reducao no numero de bits gastos por escala melhora a taxa, resultando num
melhor valor de distorcao em funcao da taxa.

Porém, o algoritmo de aproximacoes sucessivas é um algoritmo greedy. Is-
to significa que, apesar de garantir que o menor erro é obtido a cada passo, nao
necessariamente o resultado final serd o melhor [10]. Sendo assim, é possivel que
mesmo com a reducao do nimero de escalas, ainda tenhamos resultados melhores

em termos absolutos.
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Figura 7.2: Lena 512 x 512 decodificada com 30.000 vetores da sequéncia S; (ndo

organizada por expoente).
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Figura 7.3: Lena 512 x 512 decodificada com 30.000 vetores da sequéncia Sy (orga-

nizada por expoente).
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Tabela 7.1: Distribuicao de escalas na sequéncia de vetores utilizados para codifi-

cacao da imagem Lena 512 x 512

escala | n° de ocorréncias | % do total
0 22898 21.38%
1 16978 15.85%
2 12562 11.72%
3 9082 8.48%
4 22804 21.28%
5 15820 14.76%
6 6783 6.34%
7 119 0.12%
8 68 0.07%
9 4 ~ 0%
10 6 ~ 0%
11 0 0%
12 0 0%
13 0 0%
14 0 0%
15 0 0%
16 0 0%
17 0 0%
18 0 0%
19 0 0%
20 0 0%
21 0 0%
22 0 0%
23 0 0%
24 0 0%
25 0 0%
26 0 0%
27 0 0%

total 107124 100 %
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Na figura 7.4 é feita uma comparacao entre a codificacao da imagem lena
fazendo uma busca em todas as escalas possiveis, em somente 8, e em 4, considerando
ainda somente o numero de vetores utilizados. Note que, como possivel resultado da
caracteristica greedy do algoritmo, a codificacao utilizando apenas 4 bases possiveis
mostrou melhores resultados que a codificagdo com um maior nimero de escalas.
Foram considerados somente 4 deslocamentos possiveis para cada bloco, ja com o
objetivo de preparar a sequéncia de saida de forma a otimizar o algoritmo da arvore,

conforme sera visto na secao 7.3.
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Figura 7.4: Efeito da reducao no nimero de escalas consideradas na codificagdo da

imagem Lena 512 x 512.

Vale lembrar que os resultados da figura 7.4 ainda consideram somente o
nimero de vetores utilizados. A reducdao no nimero de escalas devera tornar os
resultados ainda melhores devido a reducao no nimero de bits utilizados para re-
presentar cada vetor.

Conforme foi visto na tabela 7.1, a codificacdo utilizando todas as escalas
possiveis apresenta uma grande ocorréncia de vetores de tamanhos 4 X 4 e 2 X 2,

com um nuimero menor, mas ainda razoavel, de vetores de outros tamanhos. Outra
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possivel explicagao para o melhor resultado absoluto apresentado pela codificagao
com somente 4 escalas é que, nesse caso, praticamente todos os vetores escolhidos
estavam associados & blocos 2 x 2. Isso tende a diminuir os efeitos de bloco, o que
pode ter implicacao no aumento da PSNR.

Apesar disso, a grande concentracao de vetores associados a blocos pequenos
tende a fazer com que mais bits sejam gastos pela arvore para sua localizagdo. Em
contrapartida, o niimero de vetores encontrados por bloco tende a aumentar, fazendo

com que a geracao da sequéncia de saida tenda a utilizar um menor niimero de flags.

7.3 Localizacao dos Vetores de Saida Através da
Arvore

A estrutura em arvore apresentada na secao 6.2 diminui consideravelmente
o nimero de bits necessarios a localizacao das escalas. Para a imagem lena em
questdo, cada deslocamento (horizontal e vertical) precisaria de log,(512) = 9 bits
para ser codificado. O algoritmo proposto foi utilizado para localizagao dos vetores
encontrados na codificacdo da imagem lena. A tabela 7.2 mostra a redugao no
nimero de bits gastos pela estrutura em arvore para a localizagao dos vetores.

Entretanto, a arvore enxerga um vetor a ser localizado como um pixel, repre-
sentado pelas coordenadas dsly, e dsl, (ver secao 6.2 e figuras 6.3 e 6.4). Todos os
vetores, nao importando sua escala ou tamanho de bloco associado, sao localizados
somente apos o ultimo nivel da arvore. Porém, a reducao no numero de desloca-
mentos possiveis torna essa representacao ainda mais eficiente. Agora, conforme
discutido na segao 6.2, apds cada nivel de bits da arvore, os vetores relativos aquele
tamanho de bloco ja podem ser transmitidos e passam a ser desconsiderados nos
proximos niveis da drvore. Com isso, o nimero de bits gastos diminui considera-
velmente. A tabela 7.3 mostra o nimero de bits gastos com a arvore apods essa
modificagao, utilizando apenas quatro posi¢oes possiveis por bloco. Note a grande

reducao no numero de bits por vetor em comparacao a tabela 7.2.
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Tabela 7.2: Bits gastos para localizacao de vetores através da estrutura em arvore.

n° de vetores utilizados

tamanho da drvore (em bits)

bits de localizagdo /vetor

2000
10000
20000
30000
40000
20000
60000
70000
80000
90000

100000

36608
59140
90480
121228
142796
164608
187064
213488
232636
245536
257984

7.3
2.9
4.5
4.0
3.6
3.3
3.1
3.0
2.9
2.7
2.6

Tabela 7.3: Bits gastos para localizagao de vetores através da estrutura em arvore

ap6s modificacao.

n° de vetores utilizados

tamanho da drvore (em bits)

bits de localizagdo /vetor

2000
10000
20000
30000
40000
50000
60000
70000
80000
90000

11068
19580
28672
39524
45112
52884
59944
73860
81512
82288

2.2
1.9
14
1.3
1.1
1.1
1.0
~1.0
~1.0
0.9
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7.4 Codificagcao Aritmética

A utilizacao de um codificador aritmético visa melhorar a taxa de compressao
da sequéncia de saida. Conforme explicado na secao 6.5, inicialmente utilizou-se um
codificador aritmético com somente um modelo, atribuido um simbolo para cada
escala, flag e bit da arvore. Em seguida, o codificador foi adaptado para a utilizacao
de dois modelos, um para as escalas e flags e outro para a arvore, melhorando
expressivamente os resultados. A figura 7.5 mostra a comparagdo entre os dois
codificadores. Foram geradas imagens utilizando 4 e 8 escalas e 4 e 16 posigoes
possiveis por bloco. Na figura, “d” indica o nimero de posi¢oes, “e” o de escalas, e

“m” o de modelos do codificador aritmético utilizado.
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Figura 7.5: Resultados apés uso de codificadores aritméticos com um e dois modelos

para imagem Lena 512 x 512.
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Capitulo 8

Conclusoes e Continuacao do

Trabalho

Os resultados apresentados no capitulo 7 mostram um desempenho que ainda
requer melhoras. As curvas finais de taxa x distor¢ao da se¢do 7.4 se encontram
cerca de 7 a 9dB abaixo de algoritmos reconhecidamente eficientes, como SPIHT
[2], EZW [1] e MGE [8], uma diferenca bastante expressiva.

Tais resultados refletem a necessidade de uma pesquisa mais profunda, de
forma a se buscar melhores solucoes aos problemas encontrados durante o projeto.
As solucoes e modificagoes propostas nos capitulos 4 e 5 talvez possam ser reconsi-
deradas e solugoes mais eficientes podem ser propostas. Entretanto, alguns pontos
possuem direta influéncia nos resultados obtidos, e merecem destaque. Esses pontos,
comentados a seguir, podem e devem ser revistos, como forma de continuagdo do

trabalho.

1. Pelos motivos explicados na secao 4.4, optou-se pela utilizacao de extensoes
periédicas durante a decomposicao do sinal no dicionario. Entretanto, o mo-
tivo principal para esta escolha, a reducao significativa no nimero de vetores,
perde importancia quando passamos a limitar o nimero de escalas e de des-
locamentos por bloco. Agora, o niimero de vetores, mesmo considerando-se o
caso de extensoes simétricas, deixa de crescer de forma proibitiva. Além disso,
extensoes periddicas contribuem muito para efeitos de blocagem, vistos nas
imagens decodificadas apresentadas no capitulo 7. A utilizacdo de extensoes

simétricas, sem duvida, causaria uma direta melhoria nos niveis de distorcao
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dos resultados, ocasionada pelo melhor tratamento das bordas.

L E possivel que as bases de Haar sejam pouco adequadas para a codificagao
de imagens através do método proposto. Verificou-se que grande parte do
vetores codificados (cerca de 90%) estavam associados a blocos de tamanho
4 x 4 ou 2 x 2. Isso mostra o insucesso do sistema de bases em representar
blocos maiores, de maior energia, o que implica na reducdo da eficiéncia do
método. Assim, fica evidente que a busca por um dicionario mais adequado
a codificacdo, que apresente um valor para ©(Cy) o menor possivel, levaria a

resultados melhores.

. Nao hd indicagoes fortes de que a organizacao da sequéncia de saida da forma
apresentada no capitulo 6 seja a mais adequada. Os vetores de saida podem
ser organizados de iniimeras formas, podendo levar a melhores ou piores resul-
tados. Um estudo mais detalhado, levando em conta possiveis caracteristicas
particulares da prépria sequéncia poderia permitir uma melhor organizacao
dessa sequéncia, de forma que menos flags de controle, ou menos bits de loca-

lizagao fossem utilizados.

. Por fim, uma melhor organizacao da sequéncia de saida talvez permita o de-
senvolvimento de modelos mais adequados para serem utilizados durante a
codificacao aritmética, implicando numa ainda maior economia de bits para a

representacao do sinal.

Dentre os pontos anteriores, o caso das extensoes deve ser ressaltado. Pode-

se tentar modificar o algoritmo proposto para que ele utilize uma decomposi¢ao

de forma que as dimensoes dos vetores utilizados possa ultrapassar as dimensoes do

bloco a ser codificado. Uma vez que a aproximagao em um bloco é independente dos

outros, a extensao de um vetor para fora desse bloco pode prejudicar a convergéncia

do bloco vizinho, pois as modificacoes que seriam causadas em um bloco devido

a aproximacao de outro sao, a principio, aleatérias. Entretanto, podemos fazer

com que um determinado vetor sé seja escolhido se ele obrigatoriamente reduzir a

norma do residuo em questdo', e portanto, contribuir para a reducio da norma dos

'Em algoritmos greedy é possivel que num passo intermedidrio a norma de um residuo sofra um

pequeno aumento.
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blocos afetados por ele devido aos coeficientes que se encontram fora do bloco. Apds
todos os blocos atigirem um mesmo nivel de distor¢do, poderia ser feita uma nova
varredura na imagem, para aquele mesmo nivel de distor¢ao, de forma a compensar
as alteracoes causadas em um bloco pela aproximacao de seus vizinhos. Assim, cada
nivel de refinamento representado por um expoente poderia ser codificado utilizando
as funcoes que apresentam melhores ganhos de codificagdo (como as wavelets 9/7)
mesmo para os blocos de tamanho 2 x 2, além de resolver o problema do efeito de
blocos.

De qualquer forma, apesar de resultados ainda deficientes, o método proposto
apresenta grandes possibilidades de melhoria. Entretanto, por se tratar de um algo-
ritmo novo, poucas sao as fontes de referéncia que poderiam ajudar no tratamento
dos problemas da forma mais adequada, e, a0 menos em parte dos casos, um estudo

particular devera ser feito.
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Apeéndice A

Transformadas Wavelet

A.1 Transformada Wavelet Discreta (DWT)

A transformada wavelet de um sinal consiste na decomposi¢cao do mesmo em
um conjunto de fungoes-base composto por contragoes, expansoes e translagoes de
uma fun¢do-mae (), chamada wavelet.

Qualquer sinal z(t) € L*(R) - o espago de fungoes que, elevadas ao quadrado,

possuem integral finita - pode ser expressa como:

o

)= D D Ema2 927" —n), (A1)

m—=—0o0 nN=—0o0

Fmn = / " g2 Y(27™ — n) x(t) dt, (A.2)

o0

onde Z,, , sdo os coficientes da transformada wavelet biortogonal discreta de z(t) e as
funcdes v(t) e ¥(t) sdo chamadas wavelets de andlise e de sintese, respectivamente.
Na implementacao da transformada wavelet de sinais discretos, também devem ser
consideradas as scaling functions ¢(t) e ¢(t), de andlise e de sintese, respectivamen-
te. Estas funcoes sdo definidas para evitar os somatdrios infinitos da equagéo (A.1).
A scaling function, que possui caracteristicas de filtro passa-baixas, produz coefici-
entes que representam as informagoes de baixa resolucao no espaco. Os coeficientes
das wavelets produzem o refinamento, em diversas etapas (resolucoes) da imagem
de baixa resolucao obtida a partir da scaling function. O conjunto formado por
estas fungoes deve ser bi-ortogonal, ou seja, as funcoes devem satisfazer as seguintes

propriedades (m € Z):
(o(1), ot —m)) = O, (A.3)
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(o(t), ¥(t —m)) =0, (A.5)
(p(t), p(t —m)) =0, (A.6)
onde
1, m=0,
Om =

0, caso contrario.

Além disto, as seguintes equacoes devem ser satisfeitas:

3(t) =) honV2 (2t + n), (A7)

A1) =D goaV28(2t — ), (A.8)
Y(t) = hinV26(2t+n), (A.9)
P(t) =D ginV28(2t —n). (A.10)

Considerando que as fungdes ¢(t), ¢(t), ¥(t) e 1 (t) possuem regiao de suporte
finita, as transformadas-z das seqiiéncias hoy,, gon, Pin € g1n, respectivamente Hy(z),

Go(2), H1(2) e G1(z), devem satisfazer as seguintes equagdes:

Hy(2)Go(2) + Ho(—2)Go(—2) =2 (A.11)
Go(z) = 2™ Hi(—2) (A.12)
Gi(z) = —2*™ 1 Hy(—=2) (A.13)

Para que as fungoes bi-ortogonais sejam suaves, Hy(z) e Go(z) devem ser
filtros passa-baixas e Hi(z) e G1(z) filtros passa-altas.

No célculo da transformada wavelet discreta bi-ortogonal de um sinal z(n),
considera-se que a seqiiéncia x5, sua representacao digital, equivale a projecao do
sinal 2(n) sobre o espaco gerado pelas funcdes ¢(t — n), ou seja,

0
Tom = / (1) bt — n) dt. (A.14)
—
A transformada wavelet, Z,,, pode, entdo, ser calculada através da seguinte

recursao:

Tmmn = Z hkam—1,2m—k (A15)
k
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fm,n = Z hlkxm—l,Zm—k (A16)
k

E, no calculo da transformada inversa, emprega-se outra recursao:
Tm—1,n = E T,k 90,n—2k + E Tm,k 91,n—2k (A17)
k k

A partir das equagoes (A.15) e (A.16), observa-se que os coeficientes da trans-
formada wavelet podem ser obtidos filtrando-se a seqiiéncia zg, com Hy(z) e H;(z)
e sub-amostrando as saidas de ambos os filtros por 2. Repetindo o procedimento
com a saida sub-amostrada de Hy(z) obtém-se a decomposi¢do em sub-bandas do
sinal por oitavas. Da mesma forma, a equagdo (A.17) mostra que o sinal discre-
to original pode ser reconstruido a partir dos coeficientes da transformada wavelet
através de um processo de sintese de sub-bandas. A Fig. A.1 ilustra o procedimento
apresentado.

A transformada wavelet bi-dimensional pode ser de dois tipos: separavel
ou nao-separavel. Nas transformadas separaveis, o calculo dos coeficientes é feito
aplicando-se as recursées definidas nas equagoes (A.15) e (A.16), primeiramente nas
linhas e posteriormente nas colunas da imagem. Além disso, durante o cédlculo das
convolugoes das equagoes (A.15) e (A.16), deve ser considerado o tipo adequado de
extensao a ser feito. Essa extensao pode ser periddica, simétrica ou antisimétrica,
e depende do fato dos filtros de andlise e sintese possuirem um nuimero par ou
impar de coeficientes. A extensao correta dos sinais torna a transformada wavelet
mais eficiente no sentido de concentrar ainda mais a energia em poucos coeficientes.
Quando a extensao é feita de maneira errada as transicoes das bordas da imagem

sao erradamente interpretadas como informacao de alta freqiiéncia.

A.2 Banco de Filtros Nao-Subamostrados

Conforme explicado no capitulo 4, o sistema de bases utilizado para a codifi-
cacao de imagens foi baseado na estrutura de bancos de filtros apresentada na figura
A.1, porém sem os blocos de subamostragem. Assim, todas as bases foram geradas
a partir das duas bases caracteristicas da decomposi¢do, Hy(z) e Hi(z), bem como
as imagens de saida apresentadas na figura 4.1. A figura A.5 mostra a estrutura de

—

bancos de filtros que gera as imagens utilizadas na tabela (f; %)
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XO,n X,n X2,n
Hy2) lz el H{2) lz e e e .

H,(2) H,(2)
a

2 2

R R

X1,n X2,n

i1,n )\Zz,n

12 12
b

G,(2) G,(2)

<X0" G4(2) Tz - )‘(’1 Gy(2) Tz roulRN

Figura A.1: (a) Célculo da transformada wavelet discreta; (b) Reconstrucao do sinal

a partir dos coeficientes da wavelet.
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H1 D1

Figura A.2: Transformada wavelet bi-dimensional com n estagios.

Figura A.3: Transformada wavelet bi-dimensional com 3 estigios da imagem Lena.
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Figura A.4: Coeficientes correspondentes nas bandas V;,i =1,...,4.
To,n Tin T2n
Ho(2) Ho(2) =000
Hy(2) H,(z)
i'O,n fl,n

Figura A.5: Banco de filtros ndo-subamostrado para geracdo da tabela (f; 7).
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Apeéndice B
Calculo da PSNR

A PSNR (Peak Signal to Noise Ratio) é uma medida da distor¢ao entra duas
imagens. Essa relacao é muito utilizada para se ter uma medida quantitativa da efi-
ciéncia de algum algoritmo de processamento de imagens, principalmente algoritmos

de compressao. Ela é definida como

2552

onde MSE é o erro médio quadratico entre as duas imagens, definido como

1 .
MSE =23 > (pij— big)’ (B-2)
(|
onde N ¢é o numero de pizels da imagem, p; ; corresponde ao pizel de coordenadas

(¢,7) da imagem original e p; ; da imagem processada.
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