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ramentas para identificar fendmenos presentes nos mesmos. Desta forma pode-se
identificar as estruturas de um sinal e representi-lo através destas estruturas. O ob-
jetivo entao nao é s6 obter uma representacao do sinal, mas obter uma representacao
que seja condizente com os fendmenos presentes no mesmo. Utilizamos o algoritmo
de Matching Pursuits, uma forma de realizar uma representagao adaptativa, com o
dicionario de Gabor para representar sinais elétricos. Vé-se porém que este dicio-
nario nao é apropriado pois seus elementos nao representam os fené6menos presentes
em sinais elétricos. Utilizaremos entao um dicionario formado por exponenciais mo-
duladas, que possuem maior relacao com fendmenos elétricos. Com estes elementos
no Matching Pursuits conseguimos identificar grande parte dos fen6menos presentes
em sinais elétricos. Por fim estudamos como a reconstrucao do sinal a partir dos

fenomenos identificados se comporta quando sujeita & quantizagao dos elementos.
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This thesis studies the coherent representations of electric signals using adap-
tive decompositions. Adaptive signal decompositions provide a tool to identify struc-
tures that compose a signal, and an approach to represent a signal from those com-
ponents. Thus the goal is not just to obtain a representation of the signal, but to
obtain a representation that is related to the actual phenomena of the signal. In
this thesis we use the Matching Pursuits algorithm, a way to accomplish adaptive
representations, with the Gabor codebook to represent electric signals. We observe
that this codebook is not well suited because its elements do not represent the
phenomena that compose electric signals. Then we use a codebook composed of
modulated exponentials that is closely related to electric phenomena. With these
elements in the Matching Pursuits algorithm we can achieve the identification of
most phenomena present in electric signals. At last we study how the quantization

of the identified phenomena influences the reconstruction process.
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Capitulo 1

Introducao

O tema desta tese, Compressao de Sinais Elétricos, tem sido estudado, obtendo-
se alguns resultados interessantes [3]. Entretanto ainda nao ha um padrao estabele-
cido para a compressao de sinais de oscilografia. Além disso a abordagem utilizada
nesta tese: Representagoes Coerentes de Sinais Elétricos; é o que a torna um pouco
diferente.

O que desejamos fazer? A partir de um sinal elétrico extrair suas caracteristi-
cas fenomenologicas, de forma que ao comprimi-lo possamos a partir da compressao,
e nao do sinal recuperado apos a descompressao, extrair os fenémenos presentes no
sinal. E um critério diferente na compressao, pois nio estaremos s6 comprimindo
o sinal mas também entendendo-o. Desta maneira queremos interpretar o sinal
reduzindo-o a um conjunto de componentes coerentes, ou seja com o mesmo signi-
ficado, de forma que nao s6 a reconstrucao do sinal comprimido possa ser realizada
com erro pequeno, mas também extraindo informacao do sinal. Desta forma as com-
ponentes podem ser utilizadas para analisar o comportamento do sinal, identificando
através das mesmas o funcionamento do sistema.

Nesta tese trabalhamos com sinais provenientes de sistemas de transmissao
de energia elétrica. Neste ambito, comprimir o sinal elétrico possui certa relevancia,
porém com os recentes avangos em sistemas de armazenamento de massa esta rele-
vancia tem diminuido, entretanto resta o problema da transmissao destes sinais onde
a compressao ainda se faz necessaria além do aumento da janela e da taxa de amos-
tragem com o que amostramos sinais cada vez maiores. Por outro lado, encontrar

os fendmenos presentes nos sinais gera um interesse especial e desafiador. Nao se



trata simplesmente de comprimir o sinal respeitando critérios objetivos e subjetivos,
mas além disso, projetar um sistema que além de comprimir com altas taxas seja
capaz de, a partir do sinal comprimido, compreender e extrair caracteristicas dos
fenomenos presentes no sinal.

Além do objetivo de obter uma decomposicao do sinal com componentes
coerentes, desejamos que a extracao destas componentes possa ser realizada de forma
automatica pelo algoritmo de decomposicdo. E neste compromisso que surgem as
representacoes adaptativas de sinais. Usaremos o conceito de uma representacao
adaptativa no projeto de um algoritmo capaz de representar coerentemente um sinal
elétrico.

Este texto esta organizado da seguinte forma:

e No Capitulo 2, trataremos da representacao de sinais, chegando por fim as
representacoes adaptativas, que sao as representacoes das quais lancaremos

mao na codificacao dos sinais elétricos para extrair suas caracteristicas.

e No Capitulo 3, veremos uma representagao adaptativa especifica, o algoritmo
de Matching Pursuits. Este serd o nosso ponto de partida para a representagao

coerente de sinais elétricos.

e No Capitulo 4, estudaremos especificamente o dicionario de Gabor, formado de
atomos tempo-freqiiéncia, e sua utilizagao no algoritmo de Matching Pursuits,

para a decomposicao de sinais.

e No Capitulo 5, abordaremos o problema de realizar representacoes coerentes

com o dicionério de Gabor.

e No Capitulo 6 trataremos de algumas modificacoes no dicionéario de Gabor e

as implicacoes destas modificagoes na representacao coerente de sinais.

e Ja no Capitulo 7, trabalharemos especificamente com a representacao coerente
de sinais elétricos. Com isto faremos modificagoes ao nosso método de forma
a aumentar sua eficiéncia e coeréncia na representacao de fenomenos presentes
em linhas de transmissao. Apoés a identificacdo das estruturas coerentes com
o sinal veremos os efeitos acarretados ao quantizar os parametros que definem

as estruturas.



e No Capitulo 8 apresentaremos as conclusoes deste trabalho, e sugestoes para

sua continuidade.

Ao fim deste trabalho estaremos de posse de um algoritmo que nao s6 nos
permitird comprimir um sinal elétrico com altas taxas mas também classificar, a
partir do sinal comprimido, as estruturas presentes no mesmo. Com isto teremos
além de uma decomposicao do sinal, informacao sobre as caracteristicas presentes
no mesmo. Teremos entao além de uma decomposicao do sinal, informacao sobre as

caracteristicas ou estruturas do mesmo.



Capitulo 2

Representacoes de Sinais

Neste capitulo trataremos da base tedrica necessaria ao entendimento da
decomposicao redundante de um sinal, ou representacao redundante, bem como das
representacoes adaptativas.

Iniciaremos vendo como podemos representar um sinal. A seguir veremos
o conceito de bases, na secao 2.2, frames, na segao 2.3, e em seguida o conceito
de representacao redundante. Em todas as formulacoes com as quais aqui lida-
mos consideramos espagos de Hilbert |2, 4], RV ou CV, que devem fornecer uma
métrica de distancia entre os pontos do espaco e serem completos [5, 2, 4|. Neste
processo desejamos uma representacao de um sinal de dimensao N num conjunto
de M coeficientes onde M > N. Este tipo de representacao pode ser vista na figura
2.1. E interessante notar que neste caso pode-se aumentar o nimero de coeficientes

utilizados para representar o sinal em relagao ao nimero de coeficientes do sinal

original.
D —— e, —»
° aeRM - °
° F Reconstrucao °
[ ] [ ]
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[ ]
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Figura 2.1: A idéia de representacao redundante.



Vejamos agora como decompor ou representar sinais. Comecemos com bases
de exponenciais complexas que sao o caso da transformada ou expansao em séries de
Fourier. Apos isto progressivamente iremos expandindo os conceitos até chegarmos

aos frames, onde passaremos a realizar a nossa representacao.

2.1 Representacoes de Sinais

Um sinal periodico, z,(t), pode ser representado através de um conjunto

de sinais pré-definidos. Este resultado pode ser visto na expansao em séries de

exponenciais ou Séries de Fourier. Para z,(t) definido em (—Z,T) e fora dele por
z,(t + 1) = x,(t), ou seja x,(t) é periddico com periodo T', podemos decompor o

sinal z,(t) através de uma Série Complexa de Fourier [6, 5|:

o
z,(t) = Z Coe T (2.1)

T
1 2 —2m)nt
Cp = T/T xp(t)e™ T dt. (2.2)
2

Um sinal genérico qualquer, x(t), mesmo que ndo seja periodico, também
pode ser representado ao longo de um intervalo de tempo 7" por uma série de Fourier.
Neste caso estamos considerando que fora do intervalo de tempo 7" o sinal se repete,
torna-se periodico. E importante notar que esta representacao so sera valida para
o sinal durante o periodo 7. Entdo, um sinal z(t) definido em (77, 73), no intervalo

Ty <t < Ty, com periodo (T =T, — T}), pode ser representado através de [6]:

)= Y et (2.3)
]_ 172 —27mgnt
Cn = = xz(t)e T dt. (2.4)

T )

Desta forma podemos decompor um sinal num intervalo (77, 73) qualquer, mas a
decomposicao so sera valida neste intervalo. As equagoes (2.2) e (2.4) decompoem
o sinal nos coeficientes c¢,, isto é analisam o sinal. Chamamos o processo de calculo
dos coeficientes ¢, de andlise. A reconstrucao do sinal a partir dos coeficientes ¢,

através das equagoes (2.1) e (2.3) é chamada de sintese.



2.1.1 Transformada de Fourier Discreta

Passemos do sinal continuo z(t) explorado anteriormente, para um sinal dis-
creto x(n) formado a partir da amostragem do sinal continuo z(¢). Os valores de
z(n) sdo dados através da amostragem z(n) = x(nAT), sendo AT o intervalo de
amostragem do sinal z(¢). O sinal z(n), que podemos tratar como um vetor de
comprimento N, pode ser representado de forma semelhante por um conjunto de

coeficientes X (k) dado por|6]:

L N
x(n) = N X (k)e’¥ )k, (2.5)
k=0
N-1 )
X(k) = (n)e I (FInk, (2.6)
n=0

Esta é a Transformada de Fourier Discreta do sinal z(n). A equacdo (2.6) pode ser

reescrita de outra forma:

X(k) = (x,e), (2.7)

onde x é o vetor coluna composto pelas amostras x(n), ey é vetor coluna para k fixo

en € [0...N —1], computado através de e, = e/(FInk o dado por:

€0,k
€1,k
€2k
e — . y (28)

EN-2,k

EN-1,k

E (u,v) é o produto interno entre os vetores u e v quaiquer. Matricialmente a

equagao (2.7) fica:

Xo eoT Zo
Xy e1T T
= X (2.9)
T
XN en_1 TN-1

Onde AT é a matriz A transposta. Reversamente temos o sinal z(n) gerado por uma

2

combinacao linear dos vetores f;, que sao gerados a partir de f, ; = e 1% )k

com k



fixo e n € [0, N — 1], que pode ser visto a seguir:

=

-1
X ()L (2.10)
0

x(n) = %

£
Il

que pode ser expressa matricialmente através de:
x=F"X, (2.11)

onde x é um vetor coluna de comprimento N, o sinal, X também é um vetor coluna
composto dos elementos [X(0), X(1),...,X(N — 1)] e F a matriz composta dos

vetores fj, dados por:

*

£ = [fos e os ot (2.12)

Para que uma representacao como esta seja valida para analisar e posterior-
mente sintetizar um sinal, o intervalo de amostragem AT deve ser tal que satisfaca
a taxa de Nyquist [6]: a freqiiéncia de amostragem deve ser pelo menos duas vezes

maior que a freqiiéncia maxima presente no sinal.

2.1.2 Formulacao Geral

Genericamente, uma func¢do continua z(t) € F e real pode ser representada
por um conjunto finito ou infinito de fungoes fi(t), desde que as fungoes fi(t) gerem

o espaco [F, através de:
x(t) = Zakfk(t) (2.13)
k

Comk € Z,ap et € R O espaco I definido como F = Span,, f;,, é espago com todos

os elementos na forma:
FO) EF & f(t) = apfu(t) (2.14)
k

Assim como um sinal pode ser representado, um vetor x € RV também pode
tad binagao li de vet ; RY
ser representado por uma combinacao linear de vetores g; que gerem o espaco .

Ou seja:
X = Z g, (2.15)

geRY & g=> ag. (2.16)



As equagoes (2.13) e (2.15) nos dizem como sintetizar, por isso as chamaremos
de equagoes de sintese, um sinal 2:(¢) ou um vetor x a partir de coeficientes e fungoes
ou vetores que gerem o espaco ao qual o sinal z(¢) ou o vetor x pertencam. Para
tal, as fungdes fi(t) ou vetores g; deverdo satisfazer as equagoes (2.14) ou (2.16)
respectivamente. Mas, em nenhum momento, abordamos o problema do calculo
coeficientes da expansao, ou representagao, do sinal ou vetor no conjunto f; ou g;.

Como no caso da Transformada de Fourier, abordado na subsecao 2.1.1, os
coeficientes das expansoes (2.13) e (2.15) podem ser calculados através do produto
interno do sinal z(¢) com as diversas fungdes ou vetores que compoem o conjunto
fr ou gx. Obteremos entao os coeficientes através de uma simples projecao do sinal
z(t) ou do vetor x sobre os elementos dos conjuntos f; ou g;. Logo oy e «; serdo

dados por:
o = / £(8) fo(8)dt = (a(t) (1)), (2.17)

no caso do sinal z(t) continuo, e:

ap = (X, 8k), (2.18)

no caso do sinal z(n) discreto. A equagao (2.18) é valida tanto para espagos vetoriais
quanto para espacos de funcoes. A diferenca encontra-se na definicao do produto
interno que para o caso continuo é dado por:

(1), 5(1)) = / " h)s(r, (2.19)

o0

onde h(t) e s(t) sao duas fungdes quaiquer; e para o caso discreto por:

N-1
<u7 V> = Z UpUn, (220)
n=0

para dois vetores u e v quaisquer, onde N é a dimensao do vetor.

2.1.3 Compacidade da Representacao

Nas equagoes (2.13) e (2.15), os limites do somatorio propositalmente nao
foram especificados. Por exemplo, no caso de um vetor x, equagao (2.15), o niimero
de vetores g usados pode ser inclusive maior que a dimensao do vetor. Isto pro-
voca uma redundancia da representacao. Isto nos remete ao conceito contrario de

redundancia: de compacidade da representagao [7].
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Figura 2.2: A idéia de representacao compacta.

Na figura 2.2 podemos ver duas representagoes de um mesmo sinal em dois
conjuntos de fung¢oes base f(n). Para o conjunto f; as representacoes sao dadas
pelos circulos pretos; e para o conjunto fy pelo brancos; quando ambos coincidem
mostramos este fato com um circulo cinza. Percebe-se que a representacao f; é
mais compacta que a fo pois possui um menor nimero de coeficientes nao nulos (5
para os coeficientes da representacao sobre o conjunto f; e 9 para a representacao no
conjunto fo). Ou seja, a energia esta compactada num menor ntimero de coeficientes
quando utilizamos o conjunto f;. Pode-se entao associar a idéia de compacidade de
uma representacao a quantidade de elementos necessarios para representar o sinal.

Voltemo-nos ao conjunto de fungoes fy e gi. Posteriormente trataremos do

problema de como obter representagoes compactas.

2.2 Bases

Um sinal pode ser decomposto através da equagao (2.11), repetida a seguir,

na forma matricial:

To fo,o f0,1 e fo,N—1 &%)
T fi, fi, fin- «
1 _ 1,0 1,1 1,N—1 « 1 7 (2'21)
i TN-1 ] | fN—1,0 fN—1,1 fN—l,N—l ] i aN—1 ]
ou compactamente:
x = Fa. (2.22)

onde F sera composta dos vetores f,, Fé N X N, xé Nxleaé N x 1.



Diremos que F é uma base do espaco RY se o vetor « for tinico para um vetor
particular x. Analogamente diremos que f; ou F é uma base de um espaco F, se o

conjunto de coeficientes ay, em (2.23) for tinico para uma fun¢ao particular z(t) € F:

v(t) EF e a(t) = apfr(t). (2.23)

2.2.1 Bases Ortogonais

Aqui nos restringiremos a uma discussao de espagos vetoriais e nao de espagos
de fungoes, mas os resultados podem ser transferidos para este iltimo, desde que
este seja um espaco de Hilbert. Uma base sera ortogonal caso o produto interno entre
quaisquer dois vetores g; que compoem a base seja zero, isto é, (g, gr) =0 Vk # L.
Em qualquer espago euclidiano, uma base com esta caracteristica seria formada por
vetores com angulos de 90° entre eles.

Diremos que uma base é ortonormal caso, além de ortogonal, o produto
interno entre os vetores satisfaga: (g, gx) = 0(l — k) V (k,[). No caso de k # [
teremos produto interno igual a zero, incorrendo no caso do paragrafo acima. Porém,
caso k = [ implica norma unitaria para os vetores que formam a base: || g [|= 1
VEk. A facilidade que um espaco ortonormal nos apresenta é que podemos expressar
um vetor x € RY na base ', composta dos vetores g;, através de:

X = Z(x, g8 (2.24)

(3
Neste caso os coeficientes, nao sendo esta uma cracteristica especifica de bases or-
togonais, a; serao dados por (x,g;) sem a necessidade de atualizagao do vetor x a
cada passo, como veremos na secao 2.4.1 para casos mais genéricos.
Teremos que o vetor x é uma combinagao linear dos vetores g;. E portanto,
os vetores g; para compor uma base I' do espaco RY deverdo ser linearmente inde-

pendentes.

2.2.2 Bases Biortogonais

Apesar da facilidade de manipulacao de expansoes de sinais em bases ortogo-
nais, nem sempre elas se adaptam ou sao razoaveis para o problema que desejamos

investigar. Em alguns casos quando a base I' nao é ortogonal, lancamos mao da

10



base dual I', cujos elementos nao sao ortogonais entre si, mas em relagao ao ele-
mento correspondente da base dual I'. Estas sao chamadas de bases biortogonais.

Assim teremos:
(81,8k) = 0(k — ). (2.25)
Com isto, poderemos analisar o sinal através dos coeficientes a; na base I e
sintetizar através da base dual I':
X = Z<X7 gl>gla ou (226)

i

x = I'7(I'x). (2.27)

2.3 Frames

Nas representacoes ou expansoes de sinais discutidas até aqui, a partir de
um vetor x de N elementos, obtinhamos um vetor a também de N elementos que é
uma representacao do vetor x em uma outra base. Em alguns casos - e isto é cada
vez mais comum em sistemas de processamento de sinais, principalmente quando
queremos trabalhar com o reconhecimento de padroes - temos interesse que o vetor
a da figura 2.1 possua dimensao diferente e principalmente maior que N. Neste

contexto surgem os frames [8, 9, 10, 11, 2].

Definigao 2.1 Consideremos o espago de Hilbert H, seja ® = {¢n} com m €
{1,...,M} e ¢, € H, ® € chamado de frame se existem A >0 e B < oo tais que

para todo x € H teremos:
Allx [ <Y1 (%, 6m) I < Bl x 1% (2.28)

Chamamos M de cardinalidade, o niimero de elementos sobre o qual proje-
tamos X. A e B sao chamados de frame bounds, limites do frame. Uma combinacao
linear dos elementos ¢, ¢ capaz de representar qualquer ponto de H. Isto implica

que M seja sempre maior ou igual & dimensao do espaco H, ou seja M > N.

2.3.1 Redundancia

Chamaremos de r a redundancia do frame que é dada por:

11



r= (2.29)

Observe que esta é uma medida bastante intuitiva de redundancia da representacao

do espaco H no frame ®, que necessariamente deverd gerar o espaco H, ja que nos

indica quantos vetores a mais utilizamos por dimensao de H, cuja dimensao é N.

2.3.2 Frames Apertados

Um frame é apertado’ se podemos fazer com que os contornos da equacao
(2.28) sejam iguais, isto é, A = B. Isto implica que para um vetor x teremos a

equacdo (2.28) reduzida a [11, 9, 10

Allx 2= 1(x, 6m) [, (2.30)
pode-se mostrar que:

x =AY (X, b)bm- (2.31)

Esta é a mesma expressao da representacao do vetor numa base I' ortonormal,
equagao (2.24), exceto pelo fator A™' que é uma medida do escalamento de energia

no conjunto de expansao, o frame P.

2.3.3 Operador do Frame

Para um dado frame ¥ no espaco H podemos associar um operador F que

representa uma série de produtos internos:

(Fx),, = (X, ). (2.32)

O operador F sera entao uma matriz com as colunas compostas por v,,. Veja que
na verdade o operador é (F-), a multipilicagdo do vetor pela matriz F. Com este

operador podemos reformular a equagao (2.28) para [9, 10]:
Aly < F*F < Bly. (2.33)

Onde Iy é a matriz identidade de ordem N. E para o caso de um frame apertado,

como os limites sao iguais, tem-se:

Aly = F*F. (2.34)

Do inglés: tight frame.
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Podemos ainda definir um frame dual a F definido como ¥ = {¢,,,} onde:

G = (F*F),, Vme{l,... M}, (2.35)

teremos entdo para ¥ os contornos A~!' e B!,

2.4 Representacoes Redundantes

Como um conjunto finito de vetores que gera um espaco H forma um frame,
o conceito de frame pode ser utilizado para representar vetores que pertencam ao
espaco H. Podemos entao utilizar os frames para deslocar, concentrar, identificar
caracteristicas em /de sinais. Um vetor x € H podera ser representado através de um
frame ¥ de maneira eficiente devido a liberdade de escolha do frame. Isto é similar &
escolha da melhor base [12]. A transformada de Fourier pode ser considerada como
a expansao num frame apertado sem redundancia (M = N), ver equagao (2.31).
Porém nao podemos simplesmente considerar qualquer expansao de um vetor num
frame ¥ como uma representagao do vetor sem considerar a reconstrucao do vetor
a partir da expansao [9].

Podemos entao representar um vetor x no frame ¥, no caso de frame aper-
tado com contorno A = 1, que é o que utilizaremos deste ponto em diante, através

de:

X = Z AU, (2.36)
onde os coeficientes oy, € R, m € {1,..., M}, e sdo dados por:
Om = (X, wm> (237)

Caso M > N os coeficientes a,, nao sao mais dados pela equagao (2.37), e
podem nao ser tinicos. Assim teremos mais de uma solucao ou forma de representar
x. A esta idéia chamamos de Representacao Redundante. O termo redundante
vem do fato de termos mais coeficientes que a dimensao do sinal?>. Apesar disso,
através de representacoes redundantes podemos encontrar representacoes compactas

de sinais, conforme veremos no decorrer deste trabalho.

2Estas representacoes sao chamadas também de Overcomplete.
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2.4.1 Calculo dos Coeficientes

O problema a abordar agora é como encontrar os coeficientes da expansao de
um sinal num frame. E um problema importante pois as funcées sobre as quais esta-
mos expandindo z(t) ou o vetor x, ao utilizarmos frames nao serdo necessariamente
L.I.2 nem ortogonais. Com isto a utilizagdo do produto interno como apresentado
até aqui para o calculo dos coeficientes necessita algumas modificagoes.

Um método que trabalha com todo o conjunto de func¢oes que compoem o
frame é o método dos frames [8|. Este pode ser visto na sub-subsec¢ao 3.1.2.1. Os
seus problemas sao a alta complexidade computacional e o fato de nao gerar uma
representagao compacta. Utilizaremos entao uma abordagem em passos sucessivos
através da qual possamos garantir que em dado passo utilizamos a funcao que mais
se “parece” com o sinal, para representi-lo, dentre as possiveis funcoes, os Matching
Pursuits [1].

Chamemos o conjunto de funcoes fi, que compoem o frame, de F. Podemos
imaginar uma expansao maximizando o modulo dos coeficientes a cada passo, num
processo sucessivo e com isto teremos uma compactagao da representacao. Para isto,
a cada passo ¢ da representacao devemos escolher o maior produto interno entre o
sinal e o elemento do conjunto F. Este expediente pode ser visto na equagao (2.38).

Entao a cada passo k do processo de aproximacao teremos:

o = max / @ fa®)dt f, € F. (2.38)

Caso as componentes nao sejam L.I., o sinal xy(¢) devera ser atualizado a cada passo
k para a realizacao do calculo do coeficiente k + 1. Teremos que recalcular a cada
passo entao a parte do sinal que falta representar, pois a cada passo retiramos do
sinal a func¢ao f,(t) que mais se assemelha ao sinal. A cada passo teremos entao
um sinal xy(t) para o qual calcularemos o coeficiente cy, correspondente. O sinal em

cada passo sera:

Tk (t) = $k,1(t) — Oékflfkfl(t). (239)

Vejamos algumas conseqiiéncias deste tipo de representacao:

3Linearmente Independentes
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Teremos, a cada passo da representacao, “informacao” decrescente sobre o

sinal.

Podemos parar a representacao quando ja tivermos atingido um critério de

erro determinado.

Devido ao apresentado acima, podemos dizer que temos uma “aproximacao”

do sinal.

Podemos dizer que temos uma representagao adaptativa ja que “escolhemos”

os vetores mais convenientes, que possuem a maior “semelhanca” a cada passo.
Teremos entao uma representacao mais compacta do sinal.

Necessitamos, além de armazenar o coeficiente, armazenar também um indice
que indique a funcao utilizada a cada passo da representacao. Ou um conjunto

de parametros que defina a funcao utilizada.

Os conceitos introduzidos nesta secao serao expandidos no proximo capitulo.
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Capitulo 3

Representacoes Adaptativas

Uma das caracteristicas que torna interessante o uso de representagoes redun-
dantes, secao 2.4, é a sua capacidade de adaptagao na representacao do sinal. Com
isto queremos dizer que as funcoes ou vetores utilizados para representar o sinal sao
escolhidos por um algoritmo dentre os elementos de um dicionario - o conjunto de
funcoes permitidas para representar o sinal. Estas representagoes sao chamadas de
adaptivas pois os elementos utilizados para representar o sinal dependem do mesmo,
ou seja, a representacio se adapta ao sinal. E interessante notar que o conceito de
representagao redundante estd ligado as representacoes adaptativas ja que se uti-
lizarmos um dicionario redundante podemos escolher a partir do mesmo em quais
fungoes decompor o sinal. Quanto maior a redundancia maior sera a adaptabilidade
permitida na representacao, ja que nos serd possivel escolher dentre um nimero
maior de elementos. A possibilidade de adaptacao permite que sejamos coerentes
com o sinal que desejamos representar, isto é, que escolhamos elementos do diciona-
rio que possuem uma relagao fenomenoldgica com o sinal. Isto nos permite separar
os fendomenos que compoem o sinal. Voltemos a atencao ao que se espera de uma
representacao adaptativa. Segundo Donoho [13] os objetivos de uma representacao

adaptativa seriam:

e Velocidade - Devera ser possivel obter uma representacao em um tempo

O(n)' ou O(nlog(n)).

LO(.) quer dizer a ordem, e n no caso ¢ a dimensao do sinal.
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e Esparsidade - Deveremos obter a representacao mais esparsa do sinal, isto é:
com menor nimero de coeficientes significativos dentre as diversas possibili-
dades com os elementos do dicionario. E a idéia de compacidade apresentada

na secao 2.4.1.

e Separacgao Perfeita - Quando o sinal é composto pela superposicao de feno-

menos separados, estes devem ser percebidos na representacao separadamente.

e Super-Resolucao - Deveremos obter uma resolucao da representacao que é
muito maior que a possivel com as ferramentas tradicionais nao adaptativas.
Um exemplo é a obtencao de uma discriminagao melhor entre componentes de

freqiiéncias bem proximas.

e Estabilidade - Pequenas pertubacgoes do sinal nao deverao degradar o desem-

penho.

O que estas caracteristicas impoem? O primeiro fator trata da velocidade,
pois nao adianta termos uma decomposicao extremamente lenta, ou seja é necessa-
rio ter um algoritmo pratico. A esparsidade impoe que facamos uma representacao
que concentre a informacao ao maximo, o que diminui a quantidade de coeficien-
tes necessarios para que a informacao seja armazenada. A separabilidade impoe
que possamos identificar os diferentes fendmenos presentes no sinal a ser armaze-
nado/analizado. A super-resolugao é um compromisso: ja que gastaremos um poder
computacional maior queremos poder analisar o sinal com uma resolu¢ao maior que
os métodos de menor custo computacional. Finalmente a estabilidade coloca que a
representacao deve saber discriminar o que é sinal do que é ruido.

Neste capitulo veremos alguns dos problemas encontrados em expansoes adap-
tativas e a seguir um método para a representacao adaptativa de sinais, o algoritmo
de Matching Pursuits [2, 14, 1]. Apos ver este método abordaremos a idéia de
representacoes coerentes. A utilizacao do Matching Pursuits com atomos Tempo-

Freqiiéncia ou dicionario de Gabor sera vista no capitulo a seguir.
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3.1 Procurando a Melhor Base

Desde que o dicionédrio D seja um frame, secao 2.3, ele pode ser utilizado
para decompor um sinal. Antes de vermos propriamente o algoritmo que utilizare-
mos, vejamos os problemas que surgem ao se tentar encontrar as fungoes que melhor
representam um sinal f a partir de um dicionario D. Esta melhor decomposi¢ao
esta relacionada a duas idéias: a primeira, ser compacta, obtendo o menor nimero
de coeficientes nao nulos para representar o sinal; e a segunda, extrair informacgao
dos fenomenos presentes no sinal a decompor. Sendo M o nimero de elementos do
dicionario e N a dimensao do sinal podemos definir a redundancia do dicionario con-
forme a equagao (2.29), r = % O problema da escolha das fungoes que utilizaremos

na decomposicao do sinal, esta ligada a trés fatores:
e O sinal f e sua dimensao N.
e O dicionario D e a quantidade de elementos do mesmo M.

e A quantidade de fungoes que utilizaremos para representar um sinal, m (quan-

tidade de coeficientes).

O Matching Pursuits, secao 3.2, é um algoritmo sub-6timo que nos permite
ignorar a complexidade de encontrar as m funcoes de D que melhor representam
o sinal f. O problema de encontrar exatamente as m funcoes de D que melhor

representam f é um problema NP-completo [15, 16].

3.1.1 Adaptabilidade

A adaptabilidade destas decomposicoes esta exatamente na possibilidade de
escolha das m funcoes de D que serao utilizadas para representar f. A redundéancia,
nos permite um diciondrio com um grande nimero de funcgoes. Isto é bastante
desejavel, porém implica na complexidade de célculo para escolher quais funcoes
do dicionario sao as melhores para representar o sinal f. Nos métodos a seguir
amostramos o sinal f e geramos seu vetor correspondente f, e o dicionario passaréa

a ser composto de vetores que sao as funcoes amostradas.
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3.1.2 Diferentes Abordagens

Alguns métodos existem para encontrar os vetores do dicionario a utilizar.
Veremos alguns destes de forma superficial. O objetivo é encontrar os pontos a
favor e contra cada um deles. Quase todos se baseiam na construcao de uma matriz
® cujas colunas sao os vetores que compoem o dicionario. Um vetor coluna dos

coeficientes das diversas expansoes «, e o problema passa a ser:
$a =f. (3.1)

O problema entdo consiste em encontrar uma solugao para a equacao (3.1).

3.1.2.1 Meétodo dos Frames

Neste método [8] acha-se a solugdo que possua a norma [y minima.

min || a . (3.2)

Esta solugao pode ser encontrada em um tempo O(nlog(n)). Porém possui
alguns problemas [13|: a solugdo encontrada ¢ uma média de todas as possiveis
solucoes; sendo assim a representacao nao é esparsa e possui pouca capacidade de

super-resolucao.

3.1.2.2 Melhor Base Ortonormal

Proposto em [12|, Best Ortho Basis, consiste na formacgao de diversas bases
ortogonais. Neste caso, o dicionario, D, serd composto de uma vasta colecao de
bases ortonormais, B;. Sendo ap, o vetor de coeficientes da expansao de f na base
B, e definindo uma entropia £(ag, ) escolhe-se a base B; com entropia minima:

fnin e(am, ). (3.3)

Em [12], impondo-se restri¢oes na entropia &, é apresentado um algoritmo para
solu¢ao rapida da equagao (3.3).

Segundo [13], 0 método é rapido, de ordem O(nlog(n)), e normalmente for-
nece solugoes esparsas. Porém, tem deficiéncias quando o sinal f é uma composicao

de sinais ndo ortogonais. Além disso o dicionério D de [12] ndo possui uma resolu¢ao
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no tempo tao boa, o que dificulta encontrar os instantes de ocorréncia de sinais. De-
vemos considerar, ainda, o fato de que a escolha de uma base e nao de cada funcao

por si s6 diminui a adaptabilidade da representacao.

3.1.2.3 Otimizacao Massiva

Para evitar a limitacao dos métodos ja apresentados e dos por vir, pode-
riamos ao invés de realizar uma aproximacao por passos, realizar realmente uma
otimizacao global para resolver a equacao (3.1). Nesta, pegariamos todos os possi-
veis conjuntos com m ou menos elementos de D e os comparariamos com o sinal, f,
pelo método dos minimos quadrados. Porém esta abordagem é impraticavel devido

a sua complexidade computacional.

3.1.2.4 Basis Pursuit

Em [17] temos o método de Basis Pursuit, que é baseado em otimizacao
global. Este é semelhante ao método dos frames porém busca a solu¢ao com menor
norma [;. Vale ressaltar que esta solucao so é possivel gragas a recentes avancos em
programagao linear. Neste método teremos entdo uma solu¢ao com a forma|13]:

i . 4
min [l a [l (3-4)

3.1.2.5 Matching Pursuits - Aproximacao por Passos

Neste caso teremos a representacao adaptativa redundante similar & apresen-
tada na secao 2.4. Este método é o Matching Pursuits, que seré descrito a seguir na
secao 3.2. Possui um problema bastante interessante: por ser um algoritmo voraz,
ap6s algumas iteragoes pode vir a consumir grande parte de suas iteracoes corri-
gindo erros cometidos nas primeiras iteragoes [18, 1, 19]. Isto se deve ao fato de
retirarmos do sinal a projecao completa da funcao do dicionério escolhida no passo;
entretanto a funcao extraida pode ter caracteristicas de outras. Expandiremos estas

idéias e veremos uma forma de contornar este problema na segao 3.3.
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3.2 Matching Pursuits em Espacos Finitos

O algoritmo Matching Pursuits apareceu inicialmente em [1]. E um algoritmo
de decomposicao de sinais através de passos. Isto quer dizer que progressivamente
representamos mais informagao do sinal. Ou seja, o erro na reconstrucao do sinal a
partir da decomposicao no passo n + 1 serd menor que no passo n.

Seja o vetor x € H, onde H é um espaco de Hilbert. Definamos um dicionario
D = (g,)er, tal que os vetores do dicionario possuam moédulo unitario, || g, ||= 1.
Se o dicionario for completo [1], ou seja, expande o espaco H, podemos representar

o vetor x como uma soma de diferentes g,, pertencentes ao dicionario?. Isto é:

X = Zang%. (3.5)

Assim como na se¢ao 2.4.1, o problema que surge é como calcular os coeficientes a,.

Escolhemos g, tal que:
<X7 g’)’0> = max <X7 g’Y> (36)
yel
Entao x pode ser decomposto em duas partes:

X = (Xa g70>g70 + ROXa (3-7)

onde é R’ o residuo apos aproximarmos x na diregio g,,, sendo:

ROX =X <X7 g70>g’707 (38)
e g, ¢ tal que:
> . .
<X7 g70> = ’YIEI%%;’(YO <X7 g’7> (3 9)
Se:
0 = max (x, g,), (3.10)
a equacao (3.7) fica:
X = apg,, + R'%, (3.11)

onde R?, ¢ dado pela equagao (3.8), ou:
R’ = x — apg,,- (3.12)

Este tipo de decomposi¢ao pode ser vista na figura 3.1.

2Uma combinacio linear dos elementos de D pode representar qualquer vetor y € H.
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Figura 3.1: Representagao Grafica de um Passo do Matching Pursuit.

Podemos ver que R’% e g,, sdo ortognais e portanto a energia do sinal é

conservada:

2
I 7 =1l (g [P+ 1R (3.13)

Tendo R, suponha que computamos o residuo de ordem n + 1, R™!,

através de:

(R"%, 8,,) =max (R", g,), (3.14)
yel
o que implica:
R" = (R",g,.)g,, + R"",. (3.15)

A equagdo (3.15) define o residuo de ordem n + 1, R"*1,.

Assim temos que x é dado por:

-1
x= Y (R",—R"",)+R",. (3.16)

n

3

Il
o

O processo de decomposi¢ao apresentado na equagao (3.14) é valido para n,
através do mesmo chegamos a n + 1, e sendo este valido para n = 0, por inducao

temos:

—_

m—

X = Z (R"x, 87,)8y, + R"x. (3.17)

n=0

A ortogonalidade entre o vetor do dicionério g,, e R"*!, impoe:

2
IR I = | (R, &) "+ I R |I°. (3.18)
Enquanto a energia do vetor, || x ||2, pode ser decomposta pela soma:
m—1
2 12 no2 n 2 mo2
Ix[P=R % => (IR [P =[RS ) + | R |I%, (3.19)
n=0
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R~ seria o residuo antes do primeiro passo, 0. E usando a equagio (3.18) teremos

a equacgao de conservacao de energia:

Ix |I* = ZII " &) I+ TR 1. (3.20)

Em [14] temos um teorema que garante a convergéncia do algoritmo descrito

na expansao de um vetor x.

Teorema 3.1 Seja x € H. O residuo R"y definido pela equagao (3.15) satisfaz:

lim || R" ||=0, (3.21)
n——+00
com o que:
+oo
X = Z (R"x, g7n>g7n7 (3.22)
n=0
e

I |I” ZH " 8a) I (3.23)

Este ¢ um resultado importante que garante a convergéncia da decomposi-
¢do, cuja prova pode ser vista em [20]. O teorema garante que qualquer vetor x é
caracterizado pela seqiiéncia ((R"x,&,); Vn)nen comumente chamado de structure
book. Esta seqiiéncia especifica o coeficiente da expansao e o vetor do dicionério
utilizado a cada passo da expansao.

Um ponto interessante é levantado em [18] onde os autores sugerem que uma
das questoes a entender seria como se comporta o residuo R", a medida que n

aumenta. Abordaremos isto nos dois proximos capitulos.

3.2.1 Redundancia no Matching Pursuits

Podemos perceber que qualquer uma das metodologias apresentadas para
representacoes adaptativas se encaixam no conceito de representacao redundante
apresentado na subsecao 2.3.1. A redundancia r do dicionario utilizado na repre-
sentacao, sera dada pela razao entre o nimero de componentes do dicionério, M, e
a dimensao do espaco do sinal a representar N. Isto é r = %

Esta é uma idéia intuitiva, pois na verdade ela nos indica um grau de liberdade

por dimensao do sinal na representacao do mesmo. Uma base do espaco K de
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dimensao N serd formada por N elementos. Se tivermos um dicionario D composto
por 4N elemetos teremos uma redundancia r = 4 e isto implica que teremos 4 vezes
mais vetores para aproximar o sinal num passo especifico do algoritmo. Ou seja
a liberdade de escolha dos vetores a serem utilizados na representacao é 4 vezes
maior do que numa base do espago de dimensao N quando utilizada no mesmo
framework, o algoritmo de Matching Pursuits. Isto permite isolar e identificar sinais
com determinadas caracteristicas ou informacoes que serao definidas pelos elementos
dos dicionarios. Entao para procurar um conjunto de padroes no sinal basta que
estes padroes fagam parte do dicionério e estes serao identificados, especialmente no
Matching Pursuits, através da correlacao (produto interno), do padrao presente no
dicionario com o sinal no qual procuramos o padrao.

No paragrafo acima comentamos sobre como a utilizagao de dicionarios redun-
dantes nos permite a busca e identificacao de padroes no sinal. Porém é importante
observar que o dicionario devera contar com elementos que permitam encontrar
estes sinais especificos. No capitulo 4 veremos o dicionario de Gabor que possui
algumas caracteristicas interessantes que nos permitirao localizar padroes e infor-
macoes conjugadas do sinal tanto no tempo como na freqiiéncia, além de fornecer

uma representagao tempo-freqiiéncia [21] adaptativa do sinal.

3.2.2 Implementacao Rapida

Além do algoritmo apresentado na secao 3.2 para o residuo R"l, e a funcao
g+,, Mallat e Zhang [18, 1] desenvolveram um algoritmo rapido que nao depende do
calculo do produto interno a cada iteracao do algoritmo de Matching Pursuits. Este
algoritmo foi estudado também por Davis, Mallat e Zhang em [14] para o caso de
Ortogonal Pursuits. Aqui nos restringiremos ao Matching Pursuits apresentado na
secao 3.2.

No algoritmo apresentado, a cada passo, n, escolhemos um elemento do di-
ciondrio g,, para aproximar o sinal de acordo com a equacdo (3.14). No primeiro
passo teremos computados todos os produtos entre o sinal e os elementos do dicio-
nario. Supondo que temos o produto interno (R"y, g,) onde v € I, podemos entao
computar o produto interno do residuo R"*!; a ser aproximado no passo seguinte

com os elementos do dicionario através de uma formula de atualizagao que pode ser
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derivada da equacdo (3.15) sendo dada por:

<Rn+lxa gv> = <Rnxa g7> - <Rnxa g%><g7m g7>- (3-24)

Se tivermos tabelado todos os produtos internos entre os elementos do dicionario,
(81, 8y,) onde 1 e 7, sdo quaisquer dois elementos diferentes de I', ndo necessitamos
fazer o calculo do produto interno a cada passo entre o residuo e os elementos do
dicionario. Isto diminui consideravelmente o nimero de operagoes necessarias a cada
passo do algoritmo.

Esta é uma boa solucao para agilizar o algoritmo. Foi implementada neste
trabalho, porém o seu custo ¢ o alto nimero de operacoes necessarias ao iniciar o
processamento, quando necessitamos calcular todos os (g,,,8,,), além da memoria
utilizada para armazenar estes produtos internos. Em nosso trabalho esta nao é
uma boa solucao pois nao estamos realizando um processamento on-line além de
trabalharmos com sinais com ntimeros de amostras diferentes, que faz o dicionario
mudar e a tabela tem que ser recalculada. Além disso como experimentamos algumas
modificacoes no dicionario, que descreveremos ao longo do texto, a cada uma destas
teriamos que recalcular estes elementos. Este tipo de implementacao é entretanto

bastante ttil e valida em operacgoes on-line.

3.3 Representacoes Coerentes

Até o presente vimos como decompor um sinal através do algoritmo de Mat-
ching Pursuits. Vimos que esta decomposicao escolherd, dentro do dicionario D, a
cada passo, o elemento que melhor representa o residuo decorrente do passo anterior.
Entretanto uma decomposicao realizada desta forma tende a ter um nimero infinito
de passos. Entao, surge a questao: a partir de quantos passos a nossa decomposigao
é suficiente, ou seja quando aproximamos informacao suficiente do ponto de vista
dos fenomenos presentes no sinal? A resposta trivial seria que ao atingirmos um
erro médio quadratico suficientemente baixo teriamos uma decomposi¢ao razoével

do sinal. O erro médio quadratico é dado por:

mse = E{[| x — x ||°}, (3.25)
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onde x é o sinal e x é o sinal aproximado. Utilizar esta medida para saber quando
a representacao é caracteristica do sinal seria a resposta trivial j4 que desta forma
minimizamos o erro. Porém para que isto ocorra pode ser necessario um nimero
infinito de passos |14, 20|.

Se estamos preocupados em analisar caracteristicas do sinal, ndo em representé-
lo tal qual, queremos extrair informacoes sobre o que esta presente no sinal, podemos
utilizar uma representacao redundante e adaptativa. Neste caso se os elementos do
dicionario definem caracteristicas do sinal, ou diferentes estruturas que podem estar
presentes no mesmo, podemos limitar o nimero de estruturas que desejamos anali-
sar ou extrair do sinal. Desta forma podemos estabelecer a priori quantos passos
realizar e portanto quantos elementos extrair do sinal. Entretanto, esta abordagem
é independente do sinal, pois apesar de ela escolher elementos condizentes, coeren-
tes, com o sinal que desejamos analisar, ela é incapaz de saber se esses elementos
realmente sao suficientes para caracterizar bem o sinal.

Necessitamos entao de uma abordagem que nos permita garantir que real-
mente estamos extraindo as caracteristicas corretas do sinal e na quantidade apro-
priada para representéa-lo, a partir dos elementos do dicionario. Aqui ha dois pontos
importantes: entender que estaremos extraindo caracteristicas do sinal, além de
entender que as caracteristicas que extrairemos do sinal tém que poder ser repre-
sentadas pelo dicionéario!

Tentando resolver este problema tentaremos realizar representacoes que cha-
maremos de coerentes. Utilizaremos elementos do dicionédrio que além de corre-
lacionados sejam coerentes com o sinal. Estudos sobre isto podem ser vistos em
[14, 19, 20]. Na verdade o objetivo do conceito de coeréncia que apresentaremos é
permitir identificar a partir de que ponto paramos de representar informacao sobre
o sinal e passamos a representar ruido.

Definamos primeiro uma taxa de aproximacao de x [18]:

Definigao 3.1 Seja D = () er um diciondrio do espago H e x € H. Chamaremos

de taza de aproximagao do sinal x o valor \(x) definido por:

A(x) = max W (3.26)
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Podemos definir a taza de aproximagao do diciondrio D, A\(D) como sendo:

A(D) = min \(x). (3.27)

xeH

Lema 3.1 Se D for um diciondrio completo de H teremos que:

A(D) = min A\(x) > 0. (3.28)

x€H
A prova deste lema pode ser encontrada em [18]. Vale a pena notar que
A(D) sera o cosseno do menor angulo possivel entre um vetor v € H e o elemento
de D mais proximo de v. Além do mais podemos encontrar uma relacao entre o
residuo e a taxa de aproximagao do dicionario, equagao (3.29) [18], que nos indica

um decaimento exponencial do residuo de um vetor x em um espaco finito H:
IR [[<[|x || (1= X*(D))%. (3.29)

Podemos também definir a taxa de aproximacao a cada passo do algoritmo.

Isto é a taxa de aproximacao de R", que serd dada por:

| (R, 8) |l
A(R"y) = max 151/ [ 3.30
(B) = max =g | 330
ou:
| (R, &) ||
AR",) = 208l (3.31)
| R7 ||

esta equacao nada mais é que a definicao da taxa de aproximagcao aplicada ao residuo.
Podemos definir, a partir desta, taxas de aproximacao médias, que computam a taxa
de aproximacgao em um nimero de passos M do processo de aproximacao do sinal x
no algoritmo apresentado. Podemos definir entao a taxa de aproximacao média dos

residuos:

Amea(RMx) = Z” |I’{‘;g”|’[ I (3.32)

Em outros casos como um fator de hrmte da decomposicao podemos definir

a taxa de aproximacao do sinal no passo M que seria dada por:

e Em modulo:

|IXI| ’

Atot (XM)

e Em energia:

13205 (R gy | (3.34)

I |I” ’

Atot (XM)
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Ambas sao medidas que nos indicam quanto do sinal estamos representando em
termos de modulo para a primeira e de energia na segunda. Porém, nenhuma delas
nos fornece informacao se a representacao esta parecida ou nao com o sinal. Para

isto poderiamos utilizar a razao da energia do ruido pela energia do sinal:

M-1 n 2
- R X

I |I” ’

ou o erro normalizado:

Cx =3k R gs) |l

, (3.36)

Apesar destas medidas de erro fornecerem uma boa idéia sobre a similaridade da
representagao do sinal em relacao ao sinal original elas nao permitem saber se a
representagao é coerente ou nao. Como ja mencionamos, para isto devemos primeiro
estudar as caracteristicas do dicionario e encontrar uma forma de saber se num passo
n qualquer da aproximacao ainda estamos representando o sinal de forma coerente

com o dicionério.

3.3.1 Representando Sinais Coerentemente

Imagine um ruido gaussiano g. Agora decomponha este ruido através do
algoritmo de Matching Pursuits. Podemos a cada passo computar a taxa de aproxi-

macao do ruido:

| (R"g,8y,) |l

MR",) =
R%) =R, |

(3.37)

Esta taxa indicaria o quanto aproximamos do sinal a cada passo. Em [20]
é demonstrado que a partir de uma dada iteracao esta taxa permanece aproxima-
damente constante. Isto nao quer dizer que o sinal nao estd sendo aproximado,
simplesmente indica que a partir de um certo ponto a aproximacao permanece num
fator constante. Esta caracteristica indica que temos para o ruido gaussiano um
limiar de taxa de aproximagao. Por qué? O ruido gaussiano estd distribuido com
uma densidade de probabilidade uniforme sobre a superficie da esfera, na verdade
tem uma p.d.f.3 independente do angulo. Entao qualquer ponto da esfera sera con-

siderado ao utilizarmos o sinal gaussiano como entrada. Quando decompomos o

3funcdo densidade de probabilidade
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ruido gaussiano através do algoritmo de Matching Pursuits, o residuo da decompo-
sicao sera também ruido com a mesma densidade de probabilidade, e isto se repete
a cada passo. Como os vetores do dicionario estao em direcoes arbitrarias, nao serao
suficientes para representar caracteristicamente o ruido que possui uma densidade
de probabilidade independente do angulo no espago de dimensao do sinal [22]. O que
ocorre é que sendo A(D) uma medida dos angulos entre os elementos do dicionario
e um vetor qualquer, esta nos indica quao proxima pode ser a direcao de um ele-
mento do dicionario de um vetor qualquer, e como o ruido gaussiano tera sua diregao
uniformemente distribuida teremos um limite na representacao do ruido gaussiano.
Neste limite podemos dizer que nao estamos representando coerentemente o sinal.

De posse deste argumento podemos estipular entao um modo de realizar
representacoes coerentes. Como? Compute a taxa de aproximacgao média para os
residuos da decomposicao de um ruido gaussiano:

, 8y |l
Amed (R ) = Z |I§n 7|| : (3.38)
g

Agora decomponha o sinal, x, e compute a taxa de aproximacao em cada passo:

| (R ||

AMR™Y) =
R =R, |

(3.39)

Quando a taxa de aproximcao do residuo do sinal for menor que a taxa de aproxi-
magcao média do ruido:

AR") < Amea(RM ), (3.40)

entao paramos a aproximacao pois estamos realizando aproximacoes sem coeréncia
com o dicionério, é como se estivéssemos aproximando ruidos que o dicionario nao
é capaz de representar.

No capitulo 5 veremos estes conceitos aplicados ao dicionéario de Gabor que
utilizaremos neste trabalho para decompor os sinais. Porém um ponto deve ser

observado:

e Nao é interessante utilizar exatamente a aproximacao do residuo no passo,
equagao (3.39), e sim uma média movel desta:

M-1

1 X)g n
)\med(RM = Z || R» ’Y||> || (341)

n:M L
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Com esta média movel de L passos deixamos o procedimento mais robusto
a possiveis desvios do algoritmo de Matching Pursuits, como as oscilacoes na

taxa de aproximacao do residuo.

Veremos no capitulo a seguir um dicionario que tém sido amplamente uti-
lizado no algoritmo de Matching Pursuits, o dicionario de Gabor e sua utilizagao

neste algoritmo para representar sinais elétricos.
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Capitulo 4

Dicionario de Gabor

Nos capitulos anteriores vimos como representar sinais, e um algoritmo para
representar adaptativamente um sinal - o Matching Pursuits. Neste capitulo vere-
mos o dicionario de Gabor. Este dicionario serd utilizado no algoritmo de Matching
Pursuits para decompor os sinais. O interesse neste dicionério reside também no
fato de permitir um mapeamento dos elementos do dicionario utilizados para repre-
sentar o sinal num plano tempo-freqiiéncia, permitindo assim, além de representar
o sinal, estudar as caracteristicas tempo-freqiiéncia do mesmo. Vejamos primeiro as

representagoes tempo-freqiiéncia.

4.1 Representacoes Tempo-Freqiiéncia

Representagoes Tempo-Freqiiéncia de Sinais® [21, 23, 2, 24] ou distribuigoes
Tempo-Freqiiéncia, que podemos extrapolar também para analise tempo-freqiiéncia,
sao ferramentas de decomposicao de sinais ou de representacao de um sinal num
plano que conjuga o tempo em que o sinal acontece e o seu espectro durante um

periodo de tempo. Segundo Cohen [21] uma TFR é:

“uma distribuicao que representa a energia ou intensidade de um sinal simul-

taneamente no tempo e na freqiéncia.”

Na transformada de Fourier, apresentada na secao 2.1.1, obtemos o espec-

tro em freqiiéncia de um sinal para toda sua realizacao. De forma diferente, nas

!Chamaremos de TFR do inglés: “Time-Frequency Representations”.
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representacoes tempo-freqiiéncia, obtemos informagoes conjugadas do espectro do
sinal num intervalo de tempo. Salientamos que nao obtemos uma informacao precisa
devido ao principio da incerteza [2, 21, 23, 24|. Mas de qualquer forma a intencao
é representar um sinal num plano tempo-freqiiéncia onde poderemos observar as
freqiiéncias presentes no sinal num periodo de tempo.

Como salientamos, a representagao através da a transformada de Fourier nao
nos permite fazer uma anélise das componentes em freqiiéncia do sinal instantanea-
mente, ou até mesmo dentro de periodo menor que aquele composto pelo conjunto
com N amostras, no caso discreto. Uma maneira bastante intuitiva de resolver este
problema é através da transformada de Fourier de tempo curto, ou STFT? que
surge ao aplicarmos uma janela g ao sinal, calculando entao o espectro do sinal
numa regiao de suporte no tempo. Devemos salientar que esta abordagem realizara
uma filtragem do sinal que depende da janela utilizada na implementacao da STFT.
A STFT é chamada também de Transformada de Fourier Janelada |2, 23]. Nas

equagoes (4.1) e (4.2) colocamos sua definigao (tanto a andlise quanto a sintese):

1 +o00 +o00
zq(t) = %/ / SX,(u, 1) g(t — u)e’ dQdu,

A (4.1)
SX,(u, ) = [ a(0g(t - we
e:
| NN
z(n) = N Z SX (m, k)g(n —m)e!(W)mk,
N_TZO k=0 (4.2)

para 0 < k< N—-1e0<m < N —1. No caso discreto passamos a chamar a
janela ¢(t) de g(n). Esta representacao decompoe o sinal Z(n) em um conjunto de
seqiiéncias SX (m, k) que representam as freqiiéncias k presentes no sinal em uma

vizinhanca do instante instante m do mesmo.

4.1.1 Analise Tempo-Freqiiéncia

A escolha das fungoes g(¢) ou das seqiiéncias g(n), nas equagoes (4.1) e (4.2),

sao o fator que permite uma representacao tempo-freqiiéncia dos sinais. Na verdade

2Do inglés: “Short-Time Fourier Transform”.
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teremos um conjunto de fungoes v € I', que é gerado a partir de deslocamentos no
tempo e na freqiiéncia de uma mesma funcao, a funcao a partir da qual podemos fazer
a andlise em diferentes instantes de tempo ¢ e centrados em diferentes freqiiéncias
¢. Estas fungoes sdo chamadas de atomos tempo-freqiiéncia [2]. Citamos aqui dois

exemplos destes atomos [2]:

1. No caso da STFT [6, 2| teremos os atomos gerados por um deslocamento no
tempo e uma modulacao na freqiiéncia de uma funcao g e teremos uma familia

de atomos:

¥(u, ) = g(t — u)e”™. (4.3)

2. No caso de wavelets [25, 2, 26] teremos atomos dilatados ou comprimidos por

um parametro s e transladados de u, resultando:

s = 2o (). (1.49)

Dependendo do tipo de analise tempo-freqiiéncia desejada, usaremos atomos

diferentes. Algumas caracteristicas dos 4tomos devem ser mencionadas, temos:

1. Uma largura de duragao do atomo oy(7y) (suporte no tempo), que trataremos

adiante, equagao (4.8).

2. Uma largura na freqiiéncia, que nos restringe a banda, of(7) (suporte na

freqiiéncia), que também trataremos adiante, ver equagao (4.10).

3. O produto oy(7)op(v) > 3.

Conseqiiéncia:

e Os pontos salientados acima indicam que temos um limite para a resolugao
conjunta, que é conhecido como teorema da incerteza de Heisenberg [21, 2],
importado da fisica [21], caracteristica 3 apresentada. Trataremos melhor este

assunto na subsecao 4.1.2.

Em [2| podem ser encontrados procedimentos para o projeto dos dtomos 7 e
alguns atomos padroes.
Se reformularmos a representacgao da equagao (4.1) pela apresentada na equa-

¢ao (4.5), que é a formulagao genérica de uma TFR, teremos que basta definir a
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funcao v e podemos realizar diferentes andlises tempo-freqiiéncia, simplesmente uti-

lizando a funcao v desejada.

1 +o0 +o0
o) = [ IO Evgdedn

1006 = [ sl

4.1.2 Plano Tempo-Freqiiéncia

Podemos num caso genérico pensar entao numa familia de fungoes (),
gerada a partir de deslocamentos no tempo w e na freqiiéncia £ de uma mesma
fungao v. Neste capitulo utilizaremos um conjunto de funcoes geradas desta forma,
o dicionario de Gabor. Vejamos agora a informacao fornecida pelo produto interno
(f, Y(ue) onde f éuma fungao qualquer. A partir deste produto podemos criar uma
representacao no plano Tempo-Freqiiéncia (¢,w) da fungao f. Esta representacao
estara centrada numa posicao (d,&’), com larguras o, no tempo e oy na freqiiéncia.
Vejamos como chegar a estes quatro valores, (d,¢'), oy e oy a partir das fungoes ~.

Temos:

2 > 2
e I = [ 1rwott) Pt =1, (1.6)

oo

e podemos interpretar | y(,¢)(t) | como uma p.d.f centrada em:
d= [ o) Pt (47)

Cujo espalhamento ao redor de d pode ser dado pela variancia:
720we) = [ (= a1 9e 0 (1)

Similarmente teremos na freqiiéncia [2]:

¢=5- | liglo o, (1.9
onde Y, ¢)(w) é a transformada de Fourier de vy, (t). E seu espalhamento é dado
por: N

") = 57 | 0= P ) Pl (4.10)

Teremos entao um plano tempo-freqiiéncia onde podemos representar os va-

lores da decomposicao nos atomos de acordo com o tempo e a freqiiéncia. Este
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Figura 4.1: Representagao Tempo-Freqiiéncia de uma atomo v, ¢

plano estara dividido em intervalos de tempo e de freqiiéncia com as larguras o;
e oy mencionadas. No caso da STFT as larguras serdo constantes [2]. Porém no
caso das Wawvelets, por exemplo, teremos intervalos de tempo mais curtos em re-
gides de freqiiéncias maiores e com maior banda [2|, e serd uma decomposigao em
oitavas [11]. Um atomo no plano tempo-freqiiéncia esta representado na figura 4.1.

Devemos observar ainda que a resolugao maxima que podemos ter é:

o(V)or(y) = 5. (4.11)

DN =

Chamamos os retangulos no plano tempo-freqiiéncia de laguras o, e oy de caixas
de Heisenberg e sua area minima é dada pela equagao acima. Isto implica entao o
méaximo de separacao do periodo de tempo e das freqiiéncias presentes no sinal que
podemos avaliar. Reparamos ainda que o ponto (d,¢’) é s6 uma indicagao do centro
do retangulo (o4, 0) e por si s6 nao fornece nenhuma informacao sobre o sinal, isto

é: s6 é relevante a informagao fornecida pela caixa de Heisenbery.

4.1.3 Representacoes Tempo-Freqiiéncia Quadraticas

Vimos entao maneiras de representar sinais através de sua correlacao com os

atomos tempo-freqiiéncia. Salientamos também que a resolucao que podemos obter
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estd limitada. Se quiséssemos agora definir uma densidade de energia no tempo e
na freqiiéncia, poderiamos utilizar o quadrado da TFR [23]3.

Porém ao pensarmos em energia seria interessante satisfazer os conceitos de
poténcia instantanea p,(t) = |z(t)|*> e de energia espectral de poténcia P,(f) =

| X (f)|?. Elas sdo representadas pelas propriedades marginais:

/f To(t, £)df = palt) = (]2 (4.12)
/th(t, Fdt = Pe(f) = |X(F)[. (4.13)

4.1.3.1 Principio da Superposicao Quadratica

Devemos observar que uma TFR quadratica de qualquer sinal composto
z(t) = c1x1(t) + coawa(t) nao sera a soma simples das TFR quadraticas dos sinais
x1(t) e xo(t) multiplicados respectivamente pelas constantes ¢; e ¢;. Nao o sera pois

nao estamos tratando com TFR lineares. Ao invés da composi¢ao linear teremos:

x(t) = c121(t) + cawo(t) = (4.14)

Tw(t7 f) = |Cl|2TfE1 (t7 f) + |02|2T$2 (t7 f) + CIC;TM,M (t7 f)C2CTTCE2,CE1 (ta f)

Chamamos T, (t, f) de auto-TFR e T}, ,(t, f) de TFR cruzada. O importante
neste momento é observar que sempre que o sinal que estivermos representando ou
analisando, através de TFR’s quadraticas, for formado por uma composicao de sinas,
teremos termos de interferéncia dados pelas TFR’s cruzadas. Isto acontece porque

ao calcular a energia estamos realizando uma operacao nao linear.

4.1.4 A Distribuicao de Wigner-Ville

A distribuigao de Wigner-Ville [2] é uma TFR quadratica que satisfaz as

propriedades marginais descritas nas equagoes (4.12) e (4.13). Mesmo assim devemos

30 quadrado é utilizado gerando:
e Positividade

e Relagdo com o conceito de energia
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levar em consideracao que a mesma nao pode ser tomada pontualmente devido ao
principio da incerteza. Definimos a TFR quadratica de Wigner-Ville, ou distribuicao
de Wigner-Ville, na equacao (4.15).

WDy, f)= /x (t + g) y* (t - %) e 2T qr,

T

v v (4.15)
WD(t,0)= [ X (54 5)7 (5= 5) e#rran
Até o momento definimos a distribuicao de Wigner-Ville para o cruzamento

de duas fungoes z(t) e y(t). No caso do calculo para uma fungao f(t) teremos a

auto TFR:

WD;(t, f) = /Tf (t+ g) & (t— %) e 2T

(4.16)
WD(t, f) = /F (f+ g) F* (f _ 5) IV .

2

Outro fato interessante é que a distribuicao de Wigner-Ville é a transformada

de Fourier dos produtos:

T

D)) axr

F(f+g>F* (f—g). (4.18)

No primeiro caso é exatamente a transformada de Fourier e no segundo teremos
a transformada de Fourier inversa escalada por 27. Este fato nos apresenta uma
forma de implementacao da WD que é mais importante quando passarmos para o
“universo” discreto. Utiliza-se este expediente para implementar as TFR’s Quadréa-

ticas.

4.2 Atomo de Gabor

O dicionério de Gabor foi utilizado em [18] no mesmo ambito que utilizaremos
neste trabalho. E gerado a partir de uma colecio de atomos tempo-freqgiiéncia.
Veremos nesta secao estes atomos e suas caracteristicas.

Como vimos na secao 4.1 podemos gerar uma familia de atomos tempo-
freqiiéncia a partir do deslocamento, do escalamento e da modulagao de uma funcao
f(t) qualquer. As caracteristicas dos atomos tempo-freqiiéncia serdo dependentes

da fungao f(t). Podemos chamar a escala de s, o deslocamento de u e a freqiiéncia
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modulante de &, e teremos um conjunto vy = (s,u,&) que define um atomo tempo-

freqiiéncia através de:

£.(1) = % (t - “) it (4.19)

A transformada de Fourier f,(w) seré dada por:
Fy(w) = V5 (s(w — ))e 9. (4.20)

Como | f,(w)| é par, | f,(w)]| estara centralizada em w = &, com a energia concentrada
na vinhanca de £ com largura proporcional a %, conforme é apresentado na subsecao
4.1.2.

O atomo de Gabor serd gerado permitindo deslocamentos, escalamentos e

modulagdes de uma janela Gaussiana g(t):
T
g(t) =21 ™. (4.21)

Teremos entao atomos tempo-freqiiéncia g, (¢) dados por:

94(t) = %g <t _8 u) e, (4.22)

Podemos gerar entao uma familia de atomos g, (t) com v € T.

4.3 Gerando o Dicionario de Gabor

De posse do dtomo de Gabor definido na equagio (4.22) podemos entao gerar
um dicionario a partir deste atomo com v € I' = Rt x R%2. Neste caso os parametros
que compoem 7y = (s,u,&) sdo reais sendo que s é ndo negativo. Observe que
um dicionario gerado através destes dtomos é continuo e completo, além de ser
redundante. Isto pode ser visto por que no caso de v = (s, u, §) teremos o dicionario
reduzido & base da transformada janelada de Fourier que por sua vez é completa.
Outro caso interessante é que no caso de v = (s, u, %") teremos uma familia de
Wavelets|2]. Vale ressaltar ainda que os dtomos gerados a partir da equacdo (4.22)
sao complexos.

O proposito é gerar um dicionario com os atomos de Gabor, o dicionario de

Gabor, para utilizar na decomposicao de sinais. Porém muitas vezes nao é interes-

sante utilizar o &tomo complexo ja definido; nestes casos, podemos lancar mao de
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um dicionario de atomos reais dados por:

K _
Iere)(t) = \(}7;)9 <t s u> cos (£t + ¢), (4.23)

onde g(t) é definida como na equacao (4.21) e v = (s,u,§). A constante K, 4 é

tal que || g(,,4)(t) ||[= 1 e a fase ¢ € [0,7). E podemos relacionar o dtomo real ao

complexo através de:

K9) 14 —i
9y (1) = %[e Cg.+(t) + e g, (1))]. (4.24)
Onde 7 = [s,u,€] e v~ = [5,u, €.
Seja agora a familia de 4tomos janelados de Fourier g,k e (n, k) € 7. Esta
sera obtida fazendo: s = sy constante, e v = (sg, nug, k&); e podemos definir os

Atomos:

Iinge) = 9(t — nug)e™r, (4.25)

Daubechies [8] estudou as condi¢bes necessarias a g(t), ug, e & para que I k) e

formem um frame cujo resultado principal é:

Teorema 4.1 A familia janelada de Fourier g, i) ¢ um frame se e somente

(n,lc)EZ2
se:
2
TSy, (4.26)
oo
e os limites do frame serao dados por:
2m
A< —<B. (4.27)
UoGo

A razao ui% nos fornece uma densidade de atomos janelados de Fourier no plano

tempo-freqiiéncia. Entao estes sao parametros que podem ser explorados no caso de
querermos especificar uma distribuicao no plano tempo-freqiiéncia. Porém, devemos
lembrar do limite fornecido pela caixa de Heisenberg [2]. Como todos os d&tomos sao
normalizados, o segmento serd uma base ortogonal somente se A = B = 1. Isto é

possivel somente na amostragem critica de up&y = 2.

4.3.1 Atomos de Gabor Discretos

Assim como discretizamos os atomos gerados a partir da transformada jane-

lada de Fourier, podemos discretizar os atomos de Gabor, tanto no deslocamento,
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na modulagao quanto na escala. Vejamos como realizar esta discretizacao e suas
implicacoes.

Definimos os atomos de Gabor como as funcoes geradas a partir do desloca-
mento, modulacao e escalamento de uma GGaussiana, ou seja:

g9,(t) = %9 <t — u) e,

(4.28)
g(t) =21 ™,
Onde v = [s,u,&] € R? x R.

Porém realizar o Matching Pursuits com um dicionario de Gabor composto
pelos atomos definidos acima é impraticavel ja que teriamos um nimero infinito de
atomos. Podemos entao discretizar o conjunto . Isto pode ser feito, levando em
consideracao o resultado sobre a discretizagao da transformada janelada de Fourier,

da seguinte forma:
v = [d?, pa Au, ka7 AE], [j,p, k] € ZP. (4.29)

Este procedimento pode ser visto em [19]. Dependendo do fator a, a adequagao deste
dicionéario, formado pelos a&tomos de Gabor, para representar sinais quando utilizado
no algoritmo de Matching Pursuits pode ser provada. Repare na semelhanca entre
Au e A€ da equagao (4.29) e ug e & que definem a familia de atomos da transformada
janelada de Fourier. O que mais podemos perceber nesta discretizacao? Devemos
estudar as condigoes de Au e A para que a partir dos atomos gerados formemos

um frame.

4.3.2 Frame do Dicionario Discreto de Gabor

Quando utilizamos o dicionario de Gabor para representar sinais através do
algoritmo de Matching Pursuits estamos realizando uma aproximacao do sinal atra-
vés de passos e nao especificamente uma expansao num frame como no método dos
Frames apresentado na secao 3.1.2.1. Porém ainda assim devemos verificar a vali-
dade de utilizar o dicionario de Gabor para aproximar sinais. Logicamente, se um
dicionario formar um Frame entao o mesmo podera ser utilizado para representar

sinais.
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Introduzindo um fator de sobre-amostragem (I) [19] podemos ter os indices

de v dados por:

Au=a'""!, A =7l (4.30)
Com o que:
2T 2T 2
AuAé R S e T (4.31)

Entdo se a e [ forem tais que 372 < 2 teremos um frame gerado a partir desta
amostragem. Isto nos garante poder representar um sinal no frame assim gerado.
Fazendo a = 2 e [ = 1 satifazemos a condi¢ao de forma critica e geramos um frame

apertado. Teremos entao que o parametro v serd dado por:
v =[d, pa? T kna® Y, [4,p, k. (] € 74, (4.32)

ou simplesmente:

v =1[2,p2, kn2" 7], [j,p, k] € Z°. (4.33)

Podemos representar 7y através dos proprios fatores de j, p e k, e teremos o indice
discreto:

4.3.3 Atomos do Dicionario Discreto de Gabor

Estando de posse dos resultados anteriores podemos gerar o dicionario com
a certeza de que ele satisfaz as condicoes necessarias para gerar um frame, podendo
desta forma ser utilizado para decompor sinais. Vejamos como gerar o dicionario,
ou 0s 4tomos.

O indice j esta relacionado as escalas como mencionado. Porém além da es-
cala devemos considerar o deslocamento, dependente de p, assim como a modulacao
nas escalas dependente de k, ver equacdo (4.29). Entdo teremos para um sinal de

comprimento N, e sendo L = logy(N), a variacao de indices como a seguir:

j €10, L], (4.35)
p € [0, N2""170), (4.36)
k€ [0,271), (4.37)

Repare que tanto o deslocamento quanto a modulagao dependem da escala conside-

rada.
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Se além disso amostrarmos os atomos, podemos gerar o dicionario de Gabor

a partir dos atomos discretos g,,(n):

G (n) = gj(n — p27 Ttk

d(n) , sej=0

0 =3 Ko (5) . seie0.D) (4.38)
x\/LN , sej=1L

g(n) = 21~

Esta amostragem, ou discretizagao, obedecera a taxa de Nyquist, jA que realizamos
uma amostragem diadica (a = 2), ver equacao (4.33).

E interessante notar qual a natureza dos vetores que compoem o dicionario
em questao. Teremos no dicionério vetores nos eixos do espaco, isto é, impulsos
nos diferentes instantes de tempo, no caso de j = 0 com a variacao de p. No caso
de j = L teremos vetores formados por exponenciais complexas que sao a base de
Fourier. E nos casos de j # 0 e 7 # L teremos uma interpolacao entre os impulsos

e as exponenciais complexas realizada pela Gaussiana.

4.3.4 Atomos Reais

No caso de desejarmos atomos reais devemos fazer algumas modificacoes,
como no caso de atomos continuos apresentados nas equagoes (4.23) e (4.24). Neste
caso devemos passar a considerar o fator fase, ¢. Com isto geraremos os atomos do

dicionério através de:

96 (n) = g(n = p2 1) cos (nkn 227! + ¢),

d(n) , sej=0
500 = Kuwo (8) + seie(.) (439)
\\/—IN , sej=1

2

g(n) = 2ie ™,

Normalmente o que fazemos com a fase é amostra-la [7]. Entao podemos considerar

o parametro de fase entre [0, 7) podendo assumir M valores distintos e teremos M
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possiveis fases dadas por:

™
m = —, 4.40
b= % = (1.40

com m € [0, M). Podemos imaginar que m faz parte do indice v, e teremos para ~,:
va = [j,p, k,m] € Z*. (4.41)
E o 4tomo dado por:

Gva(n) = gj(n — p2’ 17" cos (nk7r22‘j—l + %)7

d(n) , sej=0
5i(n) = K. (%) . seje(0,L) (4.42)
1 .
|V , sej=1L
g(n) = 25~

E interessante notar a importancia da fase no caso da escolha de um atomo
para aproximar um sinal. Por exemplo, dois sinais podem ser exatamente os mes-
mos, ocorrendo no mesmo instante, porém com defasagem de 90°. Isto acarretara
um produto interno nulo entre os dois. Entao, apesar de serem iguais do ponto de
vista comportamental ou fenomenoldgico nao conseguiremos identificar esta seme-
lhanca. Logo devemos permitir variacoes de fase de forma a podermos identificar

estas diferencas.

4.4 Matching Pursuits com o Dicionario de Ga-
bor

O dicionéario formado pelos &tomos discretos vistos na secao anterior pode ser
utilizado no algoritmo de Matching Pursuits para decompor sinais. A cada passo
do algoritmo de Matching Pursuits escolheremos entao um elemento do dicionario
que maximize o produto interno dele com o sinal de entrada. A partir deste proce-
dimento, que foi visto na secao 3.2, montaremos o Structure Book que indicara as
estruturas do dicionario presentes no sinal. Cada entrada do Structure Book devera
comportar o produto interno entre o sinal no passo e o a&tomo escolhido do diciona-

rio, bem como o 4tomo escolhido. Teremos entao que o elemento do Structure Book
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no passo n sera dado por:

sn = [(R"x, 8y.)> Y- (4.43)

A nomenclatura seguida é a do capitulo 3 e 7, sao os valores de [j, p, k, m].

Para o sinal “x001” apresentado na figura A.1, do apéndice A, vejamos o com-
portamento do Matching Pursuits com o dicionario de Gabor permitindo diferentes
quantidades de variagoes de fases: 1, 2, 4, 8, 16, 32 e 64. Permitimos que o algoritmo
realize 300 passos ou que o processo seja abortado quando a norma do residuo for
menor que 0, 001.

Na figura 4.2 vemos a decomposi¢ao do sinal “x001” utilizando um dicionario
de atomos reais com oito possiveis fases. Nos graficos apresentados podemos ver
o produto a cada passo, a taxa de aproximacao no passo, o sinal reconstruido e o
erro da reconstrucao para as possiveis quantidades de fase permitidas. Na figura
4.3 vemos o residuo em cada passo, o residuo normalizado, o RMSE, ver equacao
(4.47), e a energia do ruido pela energia do sinal.

As informacoes destes graficos indicam o fato de que podemos utilizar o mé-
todo de Matching Pusrsuits com o dicionario de Gabor para decompor os sinais.
Os resultados para diversas quantidades de fases (1,2,4,8,16,32,64) estao resumidos
na tabela 4.1. Nesta podemos ver o passo final para a condicao de residuo menor
ou igual a 0.001 quando utilizamos o dicionario com diferentes nimeros de varia-
coes de fase na decomposicao do sinal “x001”, apresentamos também o tamanho do

dicionério, a redundéancia e o residuo final para cada um dos casos.

Quant. Fases | Tam. do Dicionério | Redundancia | Passo Final | Residuo Final
1 1024 8 300 0.002425
2 1920 15 287 0.000986
4 3712 29 280 0.000979
8 7296 57 296 0.000993
16 14464 113 277 0.000978
32 28800 225 281 0.000986
64 57472 449 282 0.000980
Otima 1024 8 283 0.000977

Tabela 4.1: Avaliacao dos dicionarios com diferentes quantidades de fases.
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Taxa de Aproximacao
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(d) Erro da reconstrugao

Figura 4.2: Resultados do Matching Pursuit com 8 fases possiveis, para o sinal x001.
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(a) Residuo no passo
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Figura 4.3: Resultados do Matching Pursuit com 8 fases possiveis, para o sinal x001.
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Podemos perceber uma pequena influéncia do nimero de fases permitidas
para o atomo no processo de aproximacao, ou convergéncia, do Matching Pursuits.
Estas influéncias podem ser melhor observadas quando agrupamos as diferentes me-
didas de desempenho: o residuo normalizado a cada passo, o RMSE, equacao (4.47),
o RNS; equagao (4.48), e a taxa de aproximacao no passo. Estes fatores de desempe-
nho podem ser vistos nas figuras 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7 respectivamente. Estas simulagoes
foram geradas permitino um nimero maximo de 300 passos, ou um residuo de mo-
dulo maior que 0,001 por isso em algumas das curvas observam-se quedas bruscas
que identificam quando a decomposi¢ao atingiu o segundo critério. As defini¢oes
da medidas de desempenho mencionadas podem ser vistas a seguir. Nas defini¢coes
a seguir, denomina-se por ¢ o passo corrente. A taxa de aproximac¢ao no passo é

definida pela equagao (3.26), que repetimos:

N ) |

, (4.44)
| R ||

onde 7, é o indice para o atomo utilizado no passo ¢ do algoritmo de Matching

Pursuits. O Residuo normalizado sera dado por:
(4.45)
E interessante observar que esta é a mesma medida que o erro maximo relativo,

muito utilizado na andlise de falhas de poténcia [19], que é dado por:

% =% [l

1% oo

€x(q) = (4.46)

Além disso consideramos o RMSE (Root Mean Squared Error), que é difinido como:

RMSE(q \/Z z(n _xq( P (4.47)

(n)[?

E a energia do ruido pela energia do sinal sera dada pela equagao (3.35) aqui repetida:

< 112
RNS(q) = 1 X o | (4.48)
I ]
Nas equagoes acima o sinal aproximado no passo ¢, X, é dado por:
q
Xy = Z (R"x; 84,)87.- (4.49)

n=0
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Residuo normalizado por passo para o Sinal x001
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Figura 4.4: Residuo normalizado no passo para o Matching Pursuits com o dicionario

de Gabor com diferentes fases para o sinal x001.
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Figura 4.5: RMSE no passo para o Matching Pursuits com o dicionario de Gabor

com diferentes fases para o sinal x001.
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RNS por passo para o Sinal x001
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Figura 4.6: Energia do ruido pela energia do sinal no passo para o Matching Pursuits

com o dicionario de Gabor com diferentes fases para o sinal x001.

Taxa de aproximacao por passo para o Sinal x001
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Figura 4.7: Taxa de aproximacao no paso para o Matching Pursuits com o dicionario

de Gabor com diferentes fases para o sinal x001.
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Podemos perceber que os casos com mais de uma fase possivel para os atomos
se destacam em relacao a utilizacao de uma tunica fase, jA que necessitamos um
nimero menor de passos para atingir um residuo tao pequeno, em médulo, do que no
caso de uma tunica fase, o que se observa também nos casos da energia do ruido pela
energia do sinal ou do RMSE. Podemos ver que a taxa de aproximacao obtida com
mais fases para os &tomos é maior que com uma, indicando que estamos aproximando
melhor o sinal. No caso da energia do ruido pela energia do sinal vemos que esta cai
mais rapidamente para diversas fases, assim como o residuo normalizado e o RMSE.

Devemos ressaltar que no caso complexo, que nao é o que esta sendo utilizado,
a influéncia do parametro fase ¢ minimizada, ji que projetamos o sinal real sobre
a parte imaginéria e a complexa que por definicao terao 90° de defasagem. Na
subsecao a seguir veremos como aproveitar esta caracteristica do dicionario complexo
para escolher uma fase apropriada para o atomo a utilizar num passo especifico da

aproximacao. Para isto utiliza-se a proje¢do em sub-espagos |7].

4.4.1 Achando a Fase do Atomo

Como vimos h& uma influéncia da fase do &tomo no processo de aproximagcao.
Para resolver este problema achamos uma fase 6tima para o atomo e com esta fase
6tima geramos o atomo e calculamos a projecao. O método utilizado para encontrar
a fase otima foi desenvolvido por Ferrando, Kolasa e Kovacevic |27] e se baseia em
realizar a projecao sobre o &tomo complexo e a partir da projecao sobre a parte real
e a imaginaria encontrar a fase 6tima para o Atomo. Este procedimento é descrito a
seguir.

Podemos definir um atomo real em funcao dos parametros: escalamento,
deslocamento, modulagao e fase. Teremos entao um atomo real em funcao de ~, =

[s,u, &, w], que sera definido por:

5 (0) = 17 (4.50)

Com 7 = [s, u, ] podemos definir as fungoes:

t—u

P(t)=yg <T> cos (&t +w) Q,(t) =g <

“) sin (6 +w).  (4.51)
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Podemos definir entao:

_ Pycos(w) — yQsin (w)
900 = [ Pycos (@) — 0y sn ()| (422

Vimos entao como decompor o a&tomo complexo em dois pedagos, um real e

outro imaginario. Lembremo-nos que a cada passo do Matching Pursuits procura-
mos:

max [(R"x, g(y.w))|- (4.53)

9(y,w)

A partir da decomposicao do &tomo mostrada anteriormente podemos encon-

trar o w 6timo para um v e R", determinados através da proposigao a seguir [27]:

Proposicao 4.1 Dados x e vy temos:
a = <X7 P’Y> b= <X7 Q’Y> (454)
a=al Q, ||2 —b(Py, Q) by =0bl P, ||2 —a(Py, Qy) (4.55)
Entao a fase dtima w,, que mazimiza [(R"x, g(yw))| serd dada nos casos:

1. Se £ #0 eay #0, por:

t o= —— 4.56
anw o (4.56)

2. Se £ =0, por:
w, = 0; (4.57)

3. Sea; =0, por:
o= —. 4.58
=" (4.59)

A prova pode ser obtida maximizando a funcdo h(f) = (f, g(yw))*. Teremos

na verdade a funcao:

_(fazbr) N (a —bx)
"= <|| P—Qux ||> T TPIE+Q 2 —2(P,Q) (4.59)

onde x = tan w. Derivando esta funcao teremos:

dh(z) (I P[P+ 11 QII* 2* — 2(P, Q)x)(2b°x — 2ab) — (a — bx)(2x || Q || —2(P, Q))

dx U PI>+ 1 QI a* —2(P,Q)x) ’
(4.60)

igualando a zero acharemos o ponto de maximo:

0=2bz"(a || Q |I* =b(P,Q)) +22(0 || P ||” —a® || Q []*) + 2a(=b || P || —a(P,Q)),
(4.61)
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mas:

all Q| —bP.Q) = ar, (4.62)
—b || P[> —a(P,Q) = —bi, (4.63)
v || P —=a® || Q I*= bib — ara. (4.64)

Com isto teremos:

—b

0 = 2b2z%a; + 22(bib — a1a) — 2ab, — x =
ay

(4.65)

E como z = tanw temos que w = arctan x.

E facil notar cada um dos casos da proposicdo 4.1: no segundo como nao ha
modulagao nao ha influéncia da fase; no terceiro quando a; = 0 teriamos projecao
somente sobre a parte imaginaria do &tomo complexo, entao ao utilizarmos o &tomo
real fazemos a fase de 90° ou 7/2; e no primeiro caso teremos o arco tangente das
projecoes sobre a parte real e imaginaria do a&tomo complexo.

Os mesmos resultados obtidos nos casos anteriores, com diversas fases, para
o sinal “x001” podem ser agora obtidos utilizando a fase 6tima. Porém a complexi-
dade computacional do algoritmo é aumentada. A cada passo necessitamos realizar
2 produtos internos por elemento do dicionario, porém o tamanho do dicionario
permanece igual ao do caso de fase tinica, reduzindo o nimero total de produtos
internos em comparacao aos casos com diversas fases possiveis.

Na figura 4.8 podemos ver os resultados obtidos quando realizamos a decom-
posicao do sinal “x001” utilizando a fase 6tima no Matching Pursuits. Vemos que
o mesmo se comporta bem além do fato de termos um algoritmo independente sem
necessitar especificar o nimero de fases permitidas. Os resultados obtidos para este
processo similares aos da tabela 4.1 podem ser vistos na mesma na linha onde o nu-
mero de fase é dado por 6tima. Vemos o bom desempenho deste procedimento. A
redundéancia do dicionéario nao é especificamente 8 ja que a fase pode ser qualquer o
que levaria a um ntmero infinito como na otimizacao através do método de Newton
realizada em v, por Mallat e Zhang em seu trabalho original [1].

Este algoritmo foi aplicado a uma variedade de sinais de testes. Sao aqueles
apresentados na secao A.1. Para estes sinais podemos ver as suas decomposi¢oes nas
figuras 4.8 para o sinal “x001” e nas figuras 4.9 a 4.15 para os outros sinais. Apre-

sentamos também as figuras de mérito do algoritmo aplicado aos diversos sinais,
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Figura 4.8: Resultados do Matching Pursuits com fase 6tima, para o sinal x001.
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estas sao: o RMSE, o RNS, a taxa de aproximacao no passo, o residuo normalizado
no passo e a taxa de aproximacao média até o passo. Estas podem ser vistas nas
figuras 4.16 a 4.20 onde estao agrupados os resultados para os diversos sinais. Em
alguns destes graficos, taxa de aproximagao e taxa de aproximacdo média (figuras
4.18 e 4.20), observam-se quedas bruscas, estas indicam o passo final do processo
de decomposicao. O processo de decomposicao nestes casos foi realizado como na
secao 4.4, fixando um numero de passos maximo de 300, e o moédulo do residuo
como critério de parada em 0,001. Vemos através destes resultados que o desempe-
nho quando utilizada a fase 6tima é igual ou superior a quando se amostra a fase,
fornecendo uma metodologia automatizada para realizar a decomposicao em atomos
reais, resolvendo o problema da fase e obtendo o mesmo desempenho ou melhor.

O aumento do custo computacional quando utilizamos o processo de célculo
da fase o6tima, além de previsivel, é justificavel. Se M for o niimero de elementos
do dicionario necessitaremos realizar 2M produtos internos para achar o elemento
do dicionario que melhor aproxima o sinal no passo, M referentes a parte real do
atomo, M referentes a parte complexa, e teremos 2M produtos internos a cada
passo. No caso de discretizarmos a fase, com 2 possiveis fases ja necessitamos realizar
aproximadamente 2M produtos. Como no caso dos impulsos a fase nao faz diferenca,
na verdade, teremos 2(M — N) + N produtos internos para duas fases, e no caso de
4 fases serao 4(M — N) + N. Entao devido a melhora obtida na decomposicao vale
a pena utilizar o expediente de célculo da fase 6tima ao invés de amostrar a fase no
processo de decomposicao, ja que no caso com duas fases teremos 2M — N produtos,
no caso de 4 fases 4M — 3N e neste caso este niimero de produtos é maior que o do
caso de fase 6tima 4M — 3N > 2M ja que M é N**! que pode ser obtido a partir

da variacao dos indices j, p e k definidos na equagao (4.37).

4.5 Representacao Tempo-Freqiiéncia com o Mat-
ching Pursuits e o Dicionario de Gabor

Na secao 3.2 apresentamos o algoritmo de Matching Pursuits e um dicionario
formado a partir dos &tomos tempo-freqiiencia de Gabor na se¢ao 4.4, que utilizamos

neste algoritmo. Nesta secao veremos como a partir deste diciondrio podemos rea-
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Figura 4.9: Resultados do Matching Pursuits com fase 6tima, para o sinal x002.
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Figura 4.11: Resultados do Matching Pursuits com fase 6tima, para o sinal x004.
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Figura 4.12: Resultados do Matching Pursuits com fase 6tima, para o sinal x005.
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Figura 4.13: Resultados do Matching Pursuits com fase 6tima, para o sinal x006.
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Figura 4.14: Resultados do Matching Pursuits com fase 6tima, para o sinal x007.
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RMSE no passo para os diversos sinais
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Figura 4.16: RMSE no passo corrente para o Matching Pursuits com o dicionario

de Gabor e fase 6tima para diferentes sinais.

RNS no passo para os diversos sinais
0.8

0.7

0.6 |

0.5

50 100 150 200 250 300
Passos

Figura 4.17: RNS no passo corrente para o Matching Pursuits com o dicionario de

Gabor e fase 6tima para diferentes sinais.
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Taxa de aproximacao no passo para os diversos sinais
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Figura 4.18: Taxa de aproximagcao no passo corrente para o Matching Pursuits com

o dicionario de Gabor e fase 6tima para diferentes sinais.
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Figura 4.19: Residuo normalizado apds o passo para o Matching Pursuits com o

dicionario de Gabor e fase 6tima para diferentes sinais.
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Taxa de aproximacao media ate 0 passo para os diversos sinais
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Figura 4.20: Taxa de aproximacao média até o passo para o Matching Pursuits com

o dicionario de Gabor e fase 6tima para diferentes sinais.

lizar um estudo do sinal no plano tempo-freqiiéncia. Esta distribuicao chamaremos
de Ef(t,w) e sua primeira formulagao pode ser vista em [1, 2].

O dicionario apresentado na secao 4.3 é formado a partir da fungao continua:

_ 1 ft—u it
9y(1) N < ; ) : (4.66)
g(t) = V2e"

Para uma funcdo ¢,(¢) podemos calcular a distribuicdo de Wigner-Ville que sera

dada por:

WD,(t, f) = / g (t+ g) g (t - g) eI 7. (4.67)

A distribuicao de Wigner-Ville possui algumas caracteristicas interessantes dentre

as quais podemos destacar:

1. E sempre real.

2. Satisfaz as propriedades de escalamento, e de deslocamento no tempo e na

freqiiéncia entre outras [2, 23|:

(a) Deslocamento no tempo: T = T, (t — to, f) para x'(t) = x(t — tp).
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Deslocamento na freqiiéncia: Ty = T, (¢, f — fo) para z'(t) = z(t)e??"/ot,

Marginal temporal: ff (t, fdf = p.(t) =| z(t) %
Marginal na freqiiéncia: [, T,(t, f)dt = Px(t) =| X(F) |*.

Escalamento tempo-freqiiéncia: T, (¢, f) = Ty(at, i) para z’(t) = /| a |z(at)

com a # 0.

(f) Suporte finito no tempo: T,(t, f) = 0 para t fora do intervalo [t1, t5] se
z(t) = 0 fora de [ty, ts].

(g) Suporte finito na freqiiéncia: T, (¢, f) = 0 para f fora do intervalo [f1, f2]
se X(f) =0 fora de [f1, fa].

(h) Transformada de Fourier: Ty (t, f) = Tx(%f, ct) para x'(t) = /| ¢ | X (ct)
com ¢ # 0.

Porém, o principio da superposicao quadratica, sub-subsecao 4.1.3.1, é valido
nesta distribuicao, o que acarreta o surgimento de termos de interferéncia. Estes
termos de interferéncia impedem um estudo mais preciso das componentes do sinal.
Utilizando o algoritmo de Matching Pursuits e os dtomos de Gabor podemos obter
uma representacao tempo-freqiiéncia do sinal que minimiza os termos de interferén-
cia. Isto é feito da seguinte forma: calculamos a distribuicao de Wigner-Ville da
janela Gaussiana, equacao (4.28), que serd obtida substituindo a equagio (4.28) na
(4.67). Isto nos dara a distribui¢do de Wigner-Ville da Gaussiana que serd dada
por:

WD, (t, w) = 27217+ (55) ] (4.68)

Devemos reparar que esta expressao define uma regiao eliptica para WD, (t, w).
Poderiamos obter a distribuicao de Wigner-Ville de um sinal x através de

sua decomposi¢ao no Matching Pursuits, equagao (3.22), isto é:

WD, (t, w) = WD{ > [<R”x,g%>g%](t,w)}- (4.69)

n=0
Que sera dada por [1]:

n=-+oo
WD,(tw) =Y (R, 0,,)° WDy, (t,w)+
n=0

(4.70)

n=+o0o0 m=+40oo

Z Z :Eag’yn le"g’)’m>*WD(g‘Yn7g’Ym)(t’w)'

n=0 m=0,m#n
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onde WD o (t,w) & a distribuicdo de Wigner-Ville cruzada e pode ser vista
na segao 4.1.4. O somatoério duplo da equagao (4.70) se deve aos termos cruzados
ou seja os termos de interferéncia. Isto pode ser visto ja que no somatorio “corre-
lacionamos” dois dtomos distintos de diferentes passos do processo de aproximacao
(n,m). Podemos entdo eliminar os termos cruzados e obtemos uma distribui¢ao

tempo-freqiiéncia que chamaremos de Ex(t,w) e sera dada por:

n=-+o00

Ex(t,w) = > (R4, 9,,)" WD, (t,w). (4.71)

n=0

Com esta abordagem as propriedades de deslocamento no tempo e na freqiién-
cia além das propriedades marginais continuam validas.

A cada passo do Matching Pursuits com o dicionario de Gabor podemos au-
mentar o conhecimento do espectro do sinal conjugado ao tempo. Com isto teremos
uma distribuicao tempo-freqiiéncia do sinal, que nos traz mais informacao quanto
mais passos realizarmos do Matching Pursuits.

Aplicando o escalamento, deslocamento e modulagao a janela Gaussiana te-
remos o atomo de Gabor modulado, escalado e transladado, g,, v = [s,u,{], e a

distribuicao de Wigner-Ville deste &tomo serd dada por:

t _
WD,, (t,w) = WD, (T“ s(w — g)) . (4.72)
Teremos entao que a distribuicao Ez(f,t) sera dada por:
n=-o00
n t— uy,
Fx(t,w) = Z:O (R",,g,,)*WD, ( . , Sn(w — gn)), (4.73)

onde v, = [spn, un, &,]. Repare que a fase ndo tem influéncia sobre a localizagao desta
distribuicao.
No caso do atomo real teremos uma pequena modificacao na definicao de

WD, e a distribuicdo Ex(t,w) serd dada por:

n=-+00
Ex(t,w)= Y (R4 g,,)° {WDQ (t _8 I sn(w — gn)> — WD, <t _S T sn(w + gn)>].
= n n
= (4.74)
O que teremos entao é uma representagao tempo-freqiiéncia do sinal baseada
na distribuicao de Wigner-Ville dos dtomos. A representacao tempo-freqiiéncia do
sinal serd a soma das representacoes tempo-freqiiéncia dos atomos através dos quais

decompusemos o sinal. Isto é a interpretacao das equagoes (4.73) e (4.74). Um

exemplo desta analise é mostrado na figura 4.22 para o sinal da figura 4.21.
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0.5f 1

-0.51 1

-1.5¢ 1

-2.5¢ 1

0 100 200 300 400 500

Figura 4.21: Sinal de 512 amostras formado a partir da adigao chirps, sendides
limitadas no tempo e formas de onda com diferentes localizagoes tempo-freqiiéncia [1,

.

|

Figura 4.22: Distribui¢do de energia tempo-freiiéncia, F f(t,w), secdo 4.5, do sinal

mostrado na figura 4.21. O eixo horizontal é o tempo. O vertical a freqiiéncia.
As freqiiéncias mais altas estdo no topo. Quanto maior Ef(t,w) mais escuro o

ponto [1, 2|.
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4.6 Comportamento Passo a Passo

Vejamos agora o comportamento da reconstrucao de um sinal a partir da sua
decomposicao através do Matching Pursuits com o dicionario de Gabor. O sinal
escolhido para isto foi o sinal “x007” que pode ser visto na figura A.7.

Na figura 4.23 podemos ver o sinal reconstruido comparado ao original, para
o algoritmo de decomposicao de 1 a 8 passos, mais especificamente com 1, 2, 4 e 8
passos. O sinal original é apresentado em linha “cheia” enquanto o reconstruido esté
pontilhado.

Com oito passos a energia do ruido em relacao a energia do sinal ja é de
0,023712 ou seja 2,3% o que ja é um bom resultado. Mas podemos observar a intro-
dugao de “ruido”, pré-eco e pés-eco, ou seja de caracteristicas que nao estao presentes
no sinal original. Além disso, como o algoritmo pode saber, automaticamente, se
a decomposicao é satisfatoria? Estas sao questoes que trataremos nos capitulos a

seguir.
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(d) 8 passos

Figura 4.23: Comportamento da decomposicao com diferentes niimeros de passos
para o sinal “x007”, 1 a 4 passos. O sinal original é apresentado em trago cheio e o

reconstruido em trago pontilhado.
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Capitulo 5

Representacoes Coerentes Com o

Dicionario de Gabor

No capitulo anterior vimos como gerar o dicionéario de Gabor e sua aplica-
¢cao no algoritmo de Matching Pursuits. Vimos a decomposicao de diversos sinais
utilizando estas ferramentas. Nas diversas decomposi¢oes obtinhamos uma represen-
tacao boa do sinal. Observamos nas figuras de mérito que podemos utilizar diversas
medidas de distorcao para decidir em que ponto da decomposicao intorromper o pro-
cesso. Porém estas medidas de desempenho nao levam em considerac¢ao o dicionario
utilizado. Na verdade estas medidas nao levam em consideracao o comportamento
do dicionério na decomposi¢ao de ruido nem tampouco a nocao de coeréncia dis-
cutida no capitulo 3, mais especificamente na secao 3.3. Além disso o Matching
Pursuits ap6s algumas iteracoes passa a codificar erros que foram introduzidos por
ele mesmo [1]. Isto nos faz perguntar: como identificar em que ponto passamos a

codificar erros? Ou em que ponto a representacao deixa de ser coerente?

5.1 Estudo da Decomposicao

Como vimos um dos primeiros fatores para podermos desenvolver a noc¢ao de
coeréncia é entender como o algoritmo utilizado para representar sinais se comporta
quando decompondo ruido. Para este fim utilizamos o Matching Pursuits com o
dicionario de Gabor para decompor os sinais de ruido Gaussiano apresentados na

secao A.3.
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O que nos interessa agora é comparar o desempenho da decomposi¢ao de

sinais & decomposicao de ruido. Esta comparacao serd baseada em quatro medidas:

¢ A taxa de aproximacao no passo — Esta medida foi apresentada na equacao

(3.31), que aqui repetimos:

g = L) | )

Lembramos que esta medida oferece uma leitura de quanto estamos aproxi-

mando do residuo no passo n.

e A taxa de aproximacgao média — Que é baseada na medida anterior porém
leva, em consideracao todos os passos ja realizados. E é dada por:

L R
Amed (R = n/ Il 5.2
d Z TR | (5:2)

Porém esta medida possui uma deficiéncia: a alta taxa de aproximacao dos
passos iniciais é levada em consideracao no célculo da taxa de aproximacao

média em todos os outros passos.

e Residuo normalizado no passo — Ao contrario das outras medidas, esta
nos permite saber quanto do sinal ainda falta ser decomposto. Esta medida é
dada por:

Rn(n) = (5.3)

Devemos ressaltar que a informacao que a mesma fornece sobre “quanto” nos
resta decompor é do ponto de vista do mddulo, ou seja da energia presente no

residuo, e nao sobre a informagao do sinal.

e Consideraremos também o RMSE (Root Mean Squared Error), definido na

equagio (4.47) que aqui repetimos:

RMSE(q \/ 2| 2 _C;q|(2”) i (5.4)

Esta é uma medida interessante pois ela é exatamente capaz de detectar os

desvios do algoritmo mostrados na secao 4.6.

Postas estas trés medidas de desempenho podemos comparar agora o compor-

tamento delas para sinais e para ruidos. Na figura 5.1 podemos ver a comparacao do
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Residuo normalizado para diversos sinais com 128 amostras.

X001 ——
: X002 -------
0.9 [ X003 -------- B
4 X004 -
. X005 ————
0.8 X006 -------
= x007
1 X008 -
g-128 .
100 150 200 250 300

Passos

Figura 5.1: Residuo normalizado ap6s o passo para o Matching Pursuits com o

dicionario de Gabor para diferentes sinais com 128 amostras.

comportamento do residuo normalizado. Ja na figura 5.2 o comportamento da taxa
de aproximacao no passo, e na figura 5.3 o comportamento da taxa de aproximacao
meédia, nestas o decaimento vertical indica o fim do processo de decomposi¢ao que
como no capitulo anterior foi fixado em 300 passos ou parando quando o moédulo
do residuo fosse menor que 0,001. Enquanto na figura 5.4 podemos ver o compor-
tamento do RMSE.

O fator mais interessante a observar é a diferenca no comportamento das
medidas de desempenho dos sinais “x001” a “x008” em relagao ao sinal de ruido “g-

128”. Isto nos indica que teremos uma forma de discriminar quando a aproximacao

do residuo num certo passo se comporta semelhante a decomposicao de um ruido.

5.2 Definindo uma medida de Coeréncia

Nosso objetivo agora é aprofundar as idéias apresentadas na secao 3.3 e na
secao anterior, e com isto chegar a uma forma de definir e realizar representagoes
coerentes. No gréifico da taxa de aproximagao no passo, figura 5.2, vemos que a
partir de uma dada iteracao os valores da taxa de aproximacao no passo para 0s

diferentes sinais estao em torno de um mesmo valor.
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Taxa de aproximacao para diversos sinais com 128 amostras.

0.8

x001

x003 -
0.7 ¢ X004 - ]

: X005 ——-
X006 -

: X007 -
06 X008

0 50 100 150 200 250 300
Passos

Figura 5.2: Taxa de aproximagao no passo para o Matching Pursuits com o dicio-

nario de Gabor para diferentes sinais com 128 amostras.

Taxa de aproximacao media para diversos sinais com 128 amostras.

0 50 100 150 200 250 300
Passos

Figura 5.3: Taxa de aproximacao média até o passo para o Matching Pursuits com

o dicionério de Gabor para diferentes sinais com 128 amostras.
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RMSE para diversos sinais com 128 amostras.

x001 ——
: X002 -------

09 F x003 -------- B
| X004 -
i X005 —---

08 i X006 ------- o

R x007

x008 --------

g-128 —

100 150 200 250 300

Passos

Figura 5.4: RMSE no passo para o Matching Pursuits com o dicionario de Gabor

para diferentes sinais com 128 amostras.

Quando observamos o grafico da taxa de aproximacao média, figura 5.3, ve-
mos que a partir de uma certa iteracao esta permanece quase constante para todos
os sinais, pelo menos todas sao muito semelhantes, somente a do ruido gaussiano
se encontra “abaixo” das outras. Este comportamento “inferior” se deve ao fato de
estarmos considerando todas as iteragoes e com isto a taxa de aproximacao alta ob-
tida nos primeiros passos dos outros sinais possui alta influéncia no comportamento
deste grafico. Para libertar-nos da influéncia das primeiras iteracoes podemos lancar

mao da taxa de aproximagao média movel definida na equacao (3.41), que é:

M-1
1 | (R"x, 8. |l
)‘med(Rnx) = - L . (55)
L nzzw:L IR ]

De posse desta medida podemos entao decompor um sinal enquanto sua taxa de
aproximacao média, definida pela equagao (5.5), seja razoavelmente maior que a
taxa de aproximacao para o ruido gaussiano. Veja que este procedimento permite
realizar esta relagao sem nos preocuparmos com a energia do sinal, jA que a taxa
sofre a normalizacao, além da filtragem. Faremos também uma modificacao, ao invés
de considerarmos as ultimas L iteracoes consideraremos as proximas L iteracoes e
com isto teremos L elementos a menos do livro de estrutras a armazenar, elementos

estes que caracterizam um processo de aproximacao de ruido gaussiano no dicionario
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0.6

x001 ——
x002 -------
X003 --------
x004 -
x004 ----

05 ¢ X006 - |
x007 - -
X008 -

0 50 100 150 250 300

Figura 5.5: Taxa de aproximacao média moével, L. = 16, no Matching Pursuits com

o dicionario de Gabor para diferentes sinais com 128 amostras.

através do Matching Pursuits. Definimos entao a taxa de aproximacao média moével

COmao: ML
1 > | (R"x, 8. |l
Amed(Rnx) = - 1 . (56)
L = [[R%]

E teremos a representacao coerente até a iteragao em que:
Amed(Rnx) 2 )\med(Rng) + &, (57)

onde g é um ruido gaussiano e ¢ uma constante de confianca.

Na figura 5.5 podemos ver esta medida de coeréncia da aproximagao no passo,
para os divesos sinais estudados até o momento, com L = 16. Podemos reparar que
em todos 0s casos estas taxas sao muito proximas e bastante constantes. A queda
no final indica que atingimos um residuo com moédulo inferior a 0,001 e o processo
foi abortado. Estas sao retas pois ainda assim calculamos a taxa de aproximacao

média porém considerando futuros zeros.

5.3 Diferentes Dimensoes

Quando utilizamos sinais de dimensoes diferentes, os dicionéarios de Gabor

mudam. Passam a ter nimero de escalas e variacoes de modulacao diferentes, ver
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secao 4.3. A redundancia do dicionério é alterada mas nao no sentido da fase como
vimos na subsecao 4.4, e sim adquirindo diferentes caracteristicas. Na tabela 5.1

podemos ver a redundancia dos dicionarios de Gabor em diferentes dimensoes.

Dim. do Espaco | Tam. do Dicionério | Redundancia

64 448 7

128 1024 8

256 2304 9

431 3569 8.28

512 5120 10

1024 11264 11

2048 24576 12

Tabela 5.1: Redundancia do Dicionario de Gabor em diferentes dimensoes.

Nesta tabela podemos observar alguns fatores interessantes, para dimensoes
de poténcias de dois, (2¥), a redundancia do dicionario serd dada pelo expoente
mais um (k+1), o que é facil observar pela amostragem aplicada aos fatores [j, p, k].
Também vemos que para utilizar melhor o dicionario de Gabor gerado da forma
descrita, é interessante utilizar sinais de comprimento que sejam poténcias de dois
de forma a maximizar a redundancia do dicionario. Como se comporta a taxa de
aproximacao? Na figura 5.6 podemos ver a taxa de aproximacao no passo para
sinais aleatorios gaussianos, com média zero e variancia unitaria, para sinais com o0s
comprimentos indicados na tabela 5.1. A taxa da aproximacao média pode ser vista
na figura 5.7 utilizando uma média com L = log,(M), sendo M o comprimento do
sinal. Pode-se observar que em todos os casos ha uma certa regularidade da taxa de
aproximacao. Encontramos entao uma taxa de aproximacao média para o Matching
Pursuits com o dicionario de Gabor dependente do comprimento do sinal, que estao
sumarizadas na tabela 5.2. Vale a pena salientar que a taxa de aproximac¢ao nao s
¢ muito similar para diversos sinais gaussianos de mesmo comprimento, bem como
para os outros sinais com o mesmo comprimento a partir de uma certa iteracao.
Estes nimeros podem entao ser utilizados como um critério para indicar até que
ponto estamos realizando uma decomposicao coerente com o dicionéario.

Quando aplicamos estes limites de taxa de aproximacao a decomposicao dos
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Taxa de aproximacao para diversos sinais Gaussianos.

64 ——
128 ------- 4
0.6 256
431
512 -~
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Figura 5.6: Taxa de aproximacgao no passo para sinais de Ruido Gaussiano de com-

primentos diferentes

Taxa de aproximacao media para diversos sinais Gaussianos.
0.6 T
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Figura 5.7: Taxa de aproximacao média movel no passo para sinais de Ruido Gaus-

siano de comprimentos diferentes
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Comprimento do Sinal | A,cq
64 0.30

128 0.22

256 0.18

431 0.13

512 0.12

1024 0.09

2048 0.065

Tabela 5.2: Taxa de aproximacao média para sinais de Ruido com diferentes com-

primentos

sinais teremos uma decomposicao do sinal coerente com o dicionario. Isto define
uma medida de coeréncia da decomposicao num dado passo.

Neste capitulo vimos entao um dos problemas levantados no final do capi-
tulo 4: como saber automaticamente se a composicao é coerente ou nao, definimos
entao uma medida de coeréncia da decomposicao. No capitulo a seguir trataremos
como melhorar a decomposicao utilizando os dtomos de Gabor reduzindo os erros
de pré-eco e pos-eco gerados por esta decomposicao vistos no capitulo 4, bem como

aumentando a semelhanca do 4&tomo escolhido com o sinal.
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Capitulo 6

Modificacoes no Dicionario de Gabor

Até o presente, vimos como gerar o dicionario de Gabor e utiliza-lo no con-
texto do algoritmo de Matching Pursuits, para decompor sinais. Além disso vimos
no capitulo anterior como definir se a decomposicao ainda é coerente ou nao, a par-
tir, do dicionario. Isto foi feito utilizando a taxa de aproximacao média. Porém
outros problemas como o aparecimento de pré-eco e pds-eco nas representacaoes de
sinais através do Matching Pursuits com o dicionario de Gabor ainda nao foram
abordadas. Neste capitulo teremos basicamente dois objetos de estudo: a elimina-
¢ao do pré-eco e pos-eco, e a melhora no “casamento” da funcao do dicionéario com

o sinal.

6.1 Um Dicionario de Parametros Continuos

Na secao 4.3 vimos como gerar o dicionario de Gabor. FEste dicionario é
gerado a partir de Gaussianas moduladas por exponenciais complexas, e as funcoes

que compoem este dicionario sao:

o:(0) = %g <t E u) 6%)5’ (6.1)

onde vy = [s, u,£].
Vimos também como amostrar os parametros que compoem o indice . Te-

mos que v, neste caso, é dado por:
v =12,p2, kn2' 7, [j,p k] € 27, (6.2)
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ou simplesmente:
v = 4,0 k] € Z°. (6.3)

Além disso vimos na secao 4.4.1 como obter a fase 6tima do atomo quando
fazemos seu casamento com um sinal especifico de forma a maximizar o produto
interno, e portanto a aproximacao do sinal em relagao a um dado ;.

Porém o dicionario discreto de Gabor, gerado a partir de 74, nao contém
muitas das possiveis janelas Gaussianas moduladas por exponeciais. Para isto de-
veriamos ter um dicionario com todos os possiveis v dados por v = [s,u,&], mas
utilizar este dicionario é impraticavel ja que teria um ntimero infinito de elementos.
Podemos entao realizar uma decomposicao no dicionério discreto onde os elementos
sao gerados por v4 = [4, p, k| e realizar uma busca em torno de uma vizinhanca deste
ponto para encontrar 7 que maximiza o produto interno. Em [1] é dito que isto é
realizado utilizando o método de Newton, porém como nao temos acesso a funcao
do produto interno, nao temos como encontrar o zero da mesma e portanto pode-
mos implementar o método de Newton de forma a encontrar somente uma solugao
sub-6tima do ponto [s, u, ], de forma genérica.

O que fazemos é partir de um indice 4 = [j, p, k] que maximiza o produto

interno no passo do algoritmo de Matching Pursuits encontrar um y = [s, u, ] € R®

que obtém um produto interno maior numa vizinhanca de v = [s;, u;, &] que sdo
dados por:
s; =27, (6.4)
u; = p2, (6.5)
& = kn2t . (6.6)

Podemos entao a partir deste ponto “procurar” proximo a uma vizinhanca
dele um ponto que maximize a produto interno com o sinal. Isto é feito fixando os
passos de busca em fungao do ponto e da dimensao do sinal, N. Sendo x(t) o sinal

a codificar isto é feito iterativamente da seguinte forma:

1. Ache a fase 6tima ¢ para o atomo g,,, e faca p = (g,,, z(t)).

2. Faca As = §;2

3. Faca A¢ = 1\?;2
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4. Faca Au = ]\1;/12
5. Faca vez = 0.
6. Faga gaux = gz + Ag, Sauz = Si + AS) Uguy = U; + Au.

7. Caso:

e vez seja 0: gere o atomo de Gabor com v = [Squge, Ui, &)
e vez seja 1: gere o atomo de Gabor com v = [8;, Ui, Eque)-

e vez seja 2: gere o atomo de Gabor com v = [8;, Uguz, &)

8. Ache a fase 6tima, ¢g,,, para o dtomo g,, e calcule o produto interno deste

com o sinal, pauz = (g, ©(t)).

9. Caso Pgus > p entao:

(@) & = Laurs

(b) Eaner = anee + AL,
(c) ¢ = Paus €

(d) P = Pous

10. Caso pyus < p entao:
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e se vez —0:

(a) As=—%%e

(b) Sauz = i + As.
o se vez —1:

(a) AE=—5Fe

(b) &aue =& + AL

® se vez —2:

(a) Au=—2%e

(b) Ugue = u; + Au.
11. Faca vez = vez + 1 mod 3.

12. Caso os incrementos As, A& e Au, sejam menores que as constantes pré-
establecidas (Syim, Wim, &im), que definem até que precisdo iterar, pare, senao

va para 7.

Ao final deste processo teremos v = [§;, s;, u;] que gera o atomo g, que ma-
ximiza o produto interno, bem como a fase do a&tomo em ¢ e o produto interno do
atomo com o sinal em p. Veja que desta forma apesar de otimizar cada um dos
parametros do atomo por vez, levamos em consideragao as influéncias dos outros
parametros, ji que as iteracoes e atualizacoes de cada um deles sao intercaladas.
Este algoritmo pode ser visto, inserido no algortimo de Matching Pursuits, na figura

6.1.

6.2 Modificacoes no Suporte Temporal

Vimos na secao 4.6, o surgimento de efeitos de pré-eco e pos-eco, quando
sintetizamos o sinal a partir da andlise através do Matching Pursuits com o dicionario
de Gabor. Para eliminar este efeito, apds a escolha de um atomo num passo especifico
do Matching Pursuits, podemos verificar o suporte temporal para o mesmo atomo

que mantém ou aumenta o produto interno. Neste caso ao invés de realizarmos o
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Ler sinal passo =10 Inciar varidveis

Perguntar passo,,q, e
€min A0 USUArio

de Gabor l
Eaun = & + AE
V v Mudar parametros [ _ _ _ | Sauz = Si + As
! ' Ugue = Ui + Au
Realizar Teremos os parametros
1 passo do que geram 0 atomo

discreto: v = [sq, ui, &
p = produto interno do .
dtomo escolhido com o sinal -

Matching Pursuits

Procurar os
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—

Achar a fase 6tim.
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produto interno |~~~
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< Emin
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FIM

As < Siim
AL < &lim
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Teste de fim

Figura 6.1: Procura dos parametros continuos para geracao dos &tomos no algoritmo

de Matching Pursuits.
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Matching Pursuits com o atomo:

9(H) = %g <t _s u) a (6.7)

faremos o Matching Pursuits com os atomos:

L (PN e — o) — ot —
00) =20 () ule = 0) — ute - ),

g(t) —91e ,

(6.8)

onde u(t) é a funcdo degrau, e a < b, a é o instante de inicio do a&tomo e b o de fim.

Repare que nao é necessario gerar todos os &tomos com estas caracteristicas;
apos identificado no Matching Pursuits o &tomo que possui maior correlacao com o
sinal, verificamos se seu suporte temporal pode ser menor que o do atomo escolhido.
Com isto procuraremos a e b tal que produto interno do sinal com o atomo com
o novo suporte seja maior ou igual ao do atomo escolhido. Encontramos entao a
funcao g, (t), equagao (6.8), tal que seu produto interno com o sinal seja maior que
o da fungao g,(t), equacdo (6.7). Repare que os parametros do atomo [s, u,§] sao
os mesmos fora seu suporte a e b. Teremos entdo atomos dados pela equagao (6.8)

indexados através de:
¥s = [s,u,&,a,b]. (6.9)

E verdade que aumentamos o ntimero de parametros, porém, em contrapartida,
obtemos mais informacao sobre o sinal no passo em questao, além de diminuir o
erro da representacao e eliminar os efeitos de pré-eco e pos-eco.

O processo serd entao o seguinte:

1. Ache o atomo g,(t) com fase 6tima e parametros continuos conforme apresen-

tado na secao 6.1.

2. Para este atomo procure o atomo g, (t), com menor suporte temporal, b — a,
tal que o produto interno com o sinal a decompor seja maior ou igual a todos
0s atomos com suporte temporal maior que b — a gerados a partir de g, (%),
ou seja dos parametros v = [s, u,&|. Teremos entao os parametros para gerar

g+, (t) dados por v, = [s,u, &, a,b].
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6.3 Decompondo Sinais com o Dicionario de Ga-
bor com Parametros Continuos e Modificacao
do Suporte Temporal

Quando aplicamos estas modificacoes no dicionario e no Matching Pursuits
podemos observar uma melhora na decomposicao, ou seja a cada passo aumentamos
a nossa taxa de aproximacao. Isto pode ser observado através do produto interno no
passo entre o sinal a decompor e o elemento escolhido do dicionério. Estes resultados
podem ser observados na tabela 6.1. Nela temos os produtos internos no primeiro

passo do algoritmo para os oito sinais sintéticos utilizados para testes.

Sinal | Dic. amostrado | Dic. continuo | com Procura dos Limites
x001 4.457564 5.197896 5.209201
x002 4.307127 4.967297 4.989312
x003 3.729429 4.163669 4.163674
x004 6.065035 7.819225 7.819225
x005 7.811892 8.386336 8.386347
x006 4.641493 4.659904 4.953809
x007 -1.642846 2.087430 2.145189
x008 9.138810 -9.854947 -9.855015

Tabela 6.1: Comparacao dos produtos internos sem as modificagoes no dicionario de

Gabor e com elas para os sinais de testem no primeiro passo do Matching Pursuits.

Espera-se que com as modificacoes introduzidas no dicionério a taxa de apro-
ximacao aumente, o que pode ser observado pelos resultados apresentados. Porém,
como esta se comportara para o ruido? A principio da mesma maneira (aumen-
tando), pois com as modifica¢oes estamos concedendo ao dicionario uma adaptabi-
lidade maior, ou melhor estamos aumentando sua redundancia. Isto comprovou-se
em nossos experimentos, a taxa de aproximacao média para um ruido Gaussiano
de 128 amostras passa, com as modificagoes no dicionario, a 0,34 superior ao que
tinhamos anteriormente.

Realizando a decomposicao do sinal “x007” com estas modificagoes chegamos
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a resultados que podem ser comparados aqueles da secao 4.6. Por exemplo com
oito passos de decomposicao a energia do ruido em relagao a energia do sinal ja é
de 0,000609 ou seja 0,06%, com seis passos esta ja é de 0,001913 ou 0,19% e com
4 & de 0,007797 ou 0,77%. Os sinais reconstruidos nestes casos sao vistos na figura
6.2 junto aos originais, sendo os originais em linha “cheia” e os reconstruidos em
pontilhada. Introduzimos aqui uma outra medida de desempenho que utilizaremos
adiante para comparar o método aqui proposto com outros métodos de compressao.

Definindo a relacao sinal ruido:

2
SNR = 101og X" gp. (6.10)

Tx—%, P
Teremos para estes casos esta medida dada por 32,15 dB, 27,18 dB e 21,08 dB para
8, 6 e 4 passos respectivamente.

Devemos agora tentar entender estas decomposi¢oes do ponto de vista fe-
nomenologico. Serd que os atomos escolhidos sdao condizentes com os fendmenos
presentes em sinais elétricos? Para verificar a validade deste procediemnto utilizare-
mos os sinais sintéticos apresentados até o momento. Estes foram gerados segundo
o modelo apresentado na se¢do A.1l, equagdo (7.1). Apesar deste modelo nao levar
em consideracao todas as condi¢oes presentes em linhas de transmissao (equagoes
diferenciais das linhas), ¢ um modelo que nos permite gerar sinais muito semelhantes
ao0s reais, com a vantagem de que podemos saber a priori os fendbmenos presentes no
sinal. A composicao de cada um dos sinais pode ser vista na tabela A.1. Faremos
agora um estudo entao das decomposicoes destes sinais realizada pelo Matching Pur-
suits com o dicionario de Gabor com as modificacoes apresentadas neste capitulo.
Nos graficos apresentados os sinais originais estao em linha cheia e os reconstruidos
em linhas pontilhadas.

O sinal “x001” possui 4 estruturas, o problema ao decompormos este sinal
pelo método apresentado até entao ¢ que duas destas estruturas sao agrupadas em
uma unica estrutura, no primeiro passo, incorrendo assim em um erro do ponto de
vista fenomenologico logo no primeiro passo. Isto pode ser visto na figura 6.3. Veja
que apesar de termos uma alta taxa de aproximacao, 0,935639, as duas estruturas
de mesma freqiiéncia, sendo uma delas uma senoide e a outra uma sendide de menor
amplitude, sao confundidas no mesmo dtomo. Este era um resultado esperado ja que

apesar do dicionario ser capaz de representar senoides, a tnica forma que o mesmo
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(b) 6 passos
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(c) 8 passos

Figura 6.2: Comportamento da decomposicao com diferentes niimeros de passos para
o sinal “x007”, com 4, 6 e 8 passos, para as modifica¢oes introduzidas no dicionario.

O sinal original estda em linha cheia e o reconstruido em linha pontilhada.
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Figura 6.3: Comportamento da decomposicao do sinal “x001”, no primeiro passo,
para as modificagoes introduzidas no dicionério. O sinal original estd em linha cheia
e o reconstruido em linha pontilhada.
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Figura 6.4: Comportamento da decomposicao do sinal “x007”, no primeiro passo,
para as modificagoes introduzidas no dicionario. O sinal original esta em linha cheia

e o reconstruido em linha pontilhada.

possui de representar exponenciais é através de uma soma de Gaussianas. Como a
cada passo maximizamos o produto interno, espera-se que se além das estruturas
possuirem a mesma freqiiéncia, estejam com a mesma fase. Isto implica que sejam
entendidas como um tnico atomo.

Outro caso interessante é o do sinal “x007” que sabemos ser formado por
uma tnica exponencial, porém, para compo-la o algoritmo necessita utilizar diversas
Gaussianas, com o que fica impossivel identificar a sua tnica estrutura. O primeiro
passo da decomposicao deste sinal pode ser visto na figura 6.3.

Um problema interessante é entender como se dard o comportamento da
decomposicao quando o sinal a decompor possui siibitas mudancgas de fase. Isto

pode ser observado no caso do sinal “x006”. O sinal reconstruido nos 4 primeiros
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passos desta decomposicao pode ser visto na figura 6.5. Vemos que o algoritmo se
perde nesta decomposicao, identificando entao um problema critico quando ocorre
uma mudanca de fase do sinal.

Destes resultados podemos concluir que as modificagoes introduzidas sao va-
lidas e melhoram o desempenho do Matching Pursuits com o dicionario de Gabor.
Porém a decomposicao realizada desta forma ainda nao é adequada para a repre-
sentacao de sinais elétricos. Pois apesar de identificar as Gaussianas presentes nos
sinais, através do dicionario de Gabor, estas estruturas nao sao apropriadas para
representar sinais elétricos. Isto se d& por que nao ha uma relacao destas estruturas
com os fenémenos presentes em sinais elétricos. Este é o tema de nosso proximo

capitulo.
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1

(a) 1 passo

(b) 2 passos

(c) 3 passos

(d) 4 passos

Figura 6.5: Comportamento da decomposicao com diferentes niimeros de passos
para o sinal “x006”, com 1, 2, 3 e 4 passos, para as modificacoes introduzidas no

dicionério. O sinal original est4 em linha cheia e o reconstruido em linha pontilhada.
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Capitulo 7

Compressao de Sinais Elétricos

Através de Representacoes Coerentes

Vimos entao como obter uma boa representacao, do ponto de vista, de um
critério de erro de sinais elétricos através do Matching Pursuits utilizando um dicio-
nario de Gabor, que é formado por Gaussianas moduladas por exponenciais. Vimos
inclusive como eliminar os efeitos de pré-eco e pos-eco surgidos ao utilizar Atomos de
Gabor. Porém esta ainda nao é uma boa representacao de sinais elétricos do ponto
de vista das componentes presentes no mesmo.

Segundo Rodrigues [19], um modelo razoavel para representar sinais elétricos
¢ dado por uma soma de exponenciais moduladas por harmonicos de uma freqiiéncia

fundamental. Com isto podemos representar sinais elétricos através de:

() =) Ajcos (2nFkgt + ¢g)e ' ult —to,) — u(t — tg,)]. (7.1)

q=0
Onde @ é o namero de componentes, F' a freqiiéncia fundamental (50 ou 60Hz), A,
a amplitude da componente, k, € Z é o harmonico, u(t) é a funcao degrau e tg, e
ts, sao respectivamente o inicio e o fim da componente (regido de suporte), ¢, a fase

da componente e A\, é o coeficiente da exponencial.

7.1 Dicionario de Atomos Exponenciais

Entao, seguindo o modelo apresentado, poderiamos gerar um dicionario de

exponenciais e realizar o Matching Pursuits com este dicionario. Neste dicionario
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os atomos seriam dados por:
g(t) = Acos (2mét + ¢)e Mu(t — to) — u(t — tf)], (7.2)

ou complexo:

g(t) = Ae](2”§t+¢)e_/\t[u(t —to) —u(t —ty)]. (7.3)

Porém o problema que se apresenta, nesta abordagem, ¢ que nao ha até o
momento como prever uma amostragem do coeficiente A de forma a garantir que o
conjunto de fungoes formard um frame e portanto serd capaz de representar sinais,
ao contrario do que vimos para o dicionério de atomos de Gabor na secao 4.3.

Em [19] foi desenvolvido um agrupamento dos dtomos gaussianos que definem
um atomo exponencial e a partir deste agrupamento um mapeamento dos grupos
de atomos gaussianos em atomos exponenciais. Implementamos este expediente,
porém este, por sua vez, confunde algumas componentes, e outras, nao identifica.
Optamos entao por uma abordagem diferente. O que fizemos é, a partir de um atomo
Gaussiano, “estimar” um atomo exponencial, e utilizar um processo de procura junto

a este atomo similar ao da secao 6.1.

7.1.1 Encontrando o Atomo Exponencial

Partindo do indice discreto 74 = [j,p, k] que maximiza o produto interno
no passo do algoritmo de Matching Pursuits com o dicionario discreto de Gabor,

encontramos um 7y = [sg, ux, &| que é dado por por:

sp =27, (7.4)
up = p2?, (7.5)
& = km2' . (7.6)

Depois, otimizamos o atomo conforme apresentado na secao 6.1, obtendo um novo
v = [si, us;, &]- Repare que para este novo atomo o processo de calculo da fase 6tima
apresentado na subsecao 4.4.1 continua valido. A partir destes parametros v =
[si, u;, &] otimizados achamos uma exponencial que mais se assemelha da Gaussiana

na vizinhanga do sinal préoxima a u;. Isto pode ser feito fazendo:

)= % (7.7)

92



Uma excecao ocorre nos casos quando s; < 1. Nestes fazemos A = i. Este valor foi
obtido experimentalmente.

Apos isto fazemos um método de procura no novo atomo dado por:
g(t) = ng’j(%‘gt)e’)‘(t’t(’)[u(t —ty) —u(t —ty)], (7.8)

onde K, é¢ um fator de normalizacao do &tomo. Nesta procura nao nos preocupamos
com t; e o fazemos igual ao comprimento do sinal e ¢, = u;. A procura ¢é feita de
forma semelhante & apresentada na secao 6.1, porém com novos parametros v =

(A, &, ul], sendo dado por:
1. Ache a fase 6tima ¢ para o atomo g,, e faca p = (g,, z(%)).

2. Faca A\ = NL/Q

3. Faca A¢ = NL/2
4. Faca Au = NL/2

5. Faca vez = 0.
6. Faca &uuze = &+ AL, Aauz = A+ AN, Ugye = u + Au.
7. Caso:

e vez seja 0: gere o atomo de Gabor com v = [Aguz, U, &].
e vez seja 1: gere o atomo de Gabor com v = [\, u, &guz|-

e vez seja 2: gere o atomo de Gabor com vy = [\, Uguz, &]-

8. Ache a fase 6tima, @gqu,, para o atomo g, e calcule o produto interno deste

com o sinal, pous = (g, 2(1)).
9. Caso pgyz > p entao:

e se vez —0:
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e se vez —1:

10. Caso pguzr < p entao:

e se vez —0:

(a) Ax=—-2¢

(b) Aaue = A+ AN
e se vez =1:

(a) Ag=—5Fe

(b) &aus = €+ AS.

® se vez —2:

(a) Au=—2"e

(b) Uguzr = u + Au.
11. Faca vez = vez +1 mod 3.

12. Caso os incrementos A), A¢ e Au, sejam menores que as constantes pré-

estabelecidas (Ajim, Wiim, &im), que definem até que precisao iterar, pare, senao

va para 7.

Ao final deste processo teremos v = [\, £, u] que gera o atomo g,, da equagao
(7.8), que maximiza o produto interno, bem como a fase do a&tomo em ¢ e o produto
interno do &tomo com o sinal em p. Veja que desta forma apesar de otimizar cada um

dos parametros do a&tomo por vez, levamos em consideracao as influéncias dos outros
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parametros, ja que as iteracoes e atualizacoes de cada um deles sao intercaladas, e
neste caso as otimizacoes da freqiiéncia £ quase nao interferem no processo. Vale
ressaltar que o parametro u pode ser discretizado e seu limite considerado como o
nimero de amostras do sinal N.

Devemos observar que se encontramos um impulso inicialmente no casamento,
Matching Pursuits, com atomos de Gabor nao realizamos esta procura por um atomo
exponencial.

E interessante notar que no processo de procura acabamos com 4tomos expo-
nenciais gerados por v = [\, £, u, ¢] que sao desreferenciados [7] ja que a exponencial
e a sendide podem “iniciar” em instantes distintos, sendo o inicio da exponencial
dado por u e o da sendide complexa também, porém a fase ¢ permite que a ul-
tima inicie em qualquer angulo, desreferenciando assim uma da outra. Vejamos a

defini¢do de uma atomo referenciado, este atomo tera a forma [7]:
g(t) = MW=y (p —q), (7.9)

enquanto num atomo desreferenciado nao necessariamente a exponencial real e a

imagindria iniciam num mesmo ponto e teremos:
g(t) = MWWyt — y), (7.10)

Vemos entao que as exponencias e as sendides neste caso iniciam em momentos
diferentes, o mesmo ocorre com nosso atomo definido na equacao (7.2).

Apos isto fazemos uma procura dos limites (t,,%;) como foi feita para o
atomo Gaussiano na se¢ao 6.2. Assim como fizemos para u podemos considerar ¢, e
t; € [0, N—1]. Teremos entdo um atomo exponencial dado por v = [, §, u, ¢, t,, tf].
A decomposicao feita desta forma ja é melhor que a realizada s6 com o &tomo gaussi-
ano, por exemplo para o sinal x002 obtemos um produto interno de 5,040318, maior
que os anteriores, no primeiro passo. O sinal reconstruido para o primeiro passo
desta decomposicao pode ser visto na figura 7.1. Porém vemos que mesmo desta
forma as senoides que compoem o sinal “x002” nao foram separadas corretamente e
sim agrupadas em um mesmo atomo exponencial. Com isto podemos observar que
o método ainda possui deficiéncia para a decomposicao em componentes do sinal.

Para resolver o problema mencionado no parigrafo anterior faremos uma

procura de possiveis senoides no sinal, pois este é o problema que podemos identificar
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Figura 7.1: Comportamento da decomposicao do sinal “x002”, no primeiro passo,

para o diciondrio com atomos exponenciais.

na figura 7.1, duas senoides confundidas como uma tnica sendide modulada por
exponencial. Para encontrar uma sent6ide geramos uma senodide com a freqiiéncia
&, obtida até aqui, e verificamos, ao mesmo tempo que realizamos a varredura dos

parametros (t,,t) encontrando novos parametros (s, tss), duas condigoes:

1. Se o produto interno com a sendide é maior que a metade do obtido com o

atomo gerado por v = [, &, u, ¢, t,, ty];

2. Se a norma do novo residuo dividida pelo comprimento do atomo senoidal
(tfs —tos) € menor que a norma do residuo com o atomo exponencial sobre seu

comprimento (t; —t,).

Caso estas duas condicoes sejam satisfeitas consideramos a possibilidade de um
atomo senoidal. O segundo fator nos permite somente considerar os casos em que
reduzimos o erro no pedaco (%os,%7s). Se encontramos uma sendide que satisfaz estas
condicoes fazemos uma nova procura na freqiiéncia & e o calculo da fase 6tima ¢.
De posse dos resultados utilizando um &dtomo senoidal fazemos mais algumas

etapas:

1. Verificamos seu comprimento (ts — ¢,5) se este for menor que o do atomo
exponencial (ty —t,) e a projecdo na sendide for maior que 90%, limite ob-
tido experimentalmente, da projecao no atomo exponencial consideramos um

atomo senoidal para a decomposicao no passo corrente.

2. Se seu comprimento (75 —t,s) for maior que o do atomo exponencial (t; —1,) e
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a projecao na sendide for maior que a projecao no atomo exponencial também

consideramos um atomo senoidal.

Se alguma das codigOes acimas for satisfeita, procuramos os limites do &tomo senoi-
dal.

Teremos assim uma decomposicao do sinal em atomos exponenciais modula-
dos por sendides. Para evitar que uma composicao de sendides seja confundida com

uma exponencial procuramos uma sen6ide como explicado nesta se¢ao.

7.2 Decompondo Sinais Com Atomos Exponencias

Os sinais sintéticos apresentados na secao A.l, sao agora decompostos com
este procedimento. Uma das vantagens de fazé-lo é que nestes sinais temos acesso as
suas componentes de acordo com o modelo de sinal elétrico apresentado na equacao
(7.1), e com isto podemos verificar o comportamento do método na representacao
dos sinais e na busca de suas estruturas.

Mais um fator foi incluido na decomposicao. Muitos sinais elétricos podem
ser ceifados. Para lidar com este problema o método de decomposicao até aqui
apresentado necessitaria uma série de harmonicos para poder representa-lo. De
forma a obter uma representacdo mais compacta e coerente com o sinal, vejamos
o que ocorre com o sinal x008, que pode ser observado na figura 7.2. Veja que
o algortimo escolhe uma componente de amplitude maior que o sinal original. O
que fazemos entao é verificar o maior valor presente no sinal original e utilizé-lo
como um limiar no tltimo passo da reconstrucao, desta forma ceifamos o sinal
reconstruido no mesmo valor e melhoramos o desempenho da decomposicao nestes
casos. Por exemplo, no caso do sinal “x004” sem limiar de ceifamento obtemos um
SNR de 41,46 dB com a reconstrugao com dois elementos, quando usamos o limiar
de ceifamento obtém-se um SNR de 48,45 dB melhorando portanto o desempenho
da reconstrucao.

Faremos os Matching Pursuits com um dicionario de exponenciais:
g(t) = Ae?PmEH e My (t — ty) —u(t — t)]. (7.11)

Para isto:
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Figura 7.2: Comportamento da decomposicao do sinal “x008”, no primeiro passo,

para o diciondrio com atomos exponenciais.

1. Fazemos os Matching Pursuits com o dicionario de Gabor com parametros

continuos e suporte temporal.
2. A partir do atomo de Gabor escolhido procuramos o atomo exponencial.

e Isto é feito escolhendo o &tomo exponencial que mais se assemelha do
Gaussiano na regiao de maior energia e a seguir uma procura dos para-

metros do a&tomo exponencial.
3. Para este atomo achamos os limites temporais de forma a minimizar o residuo.

e Os limites podem ser diferentes daqueles do &tomo Gaussiano, neste caso

além do produto interno consideramos o erro na regiao de suporte.
4. Procuramos por uma sendide em vez de uma exponencial.

e Pois duas sendides de diferentes amplitudes sao confundidas por uma
exponencial. Os critérios utilizados para decidir por uma sendide ou nao
serao:

(a) Produto interno.

(b) Erro na regiao de suporte da senoide.

5. Como sinais elétricos podem estar ceifados identificamos no sinal um limiar
de ceifamento a ser aplicado ao sinal reconstruido apés o ultimo passo da

reconstrucao.
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Figura 7.3: Comportamento da reconstrugao do sinal “x001”, com o mesmo ntimero
de estruturas utilizadas para gera-lo, com atomos exponenciais
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Figura 7.4: Comportamento da reconstrugao do sinal “x002”, com o mesmo ntimero

de estruturas utilizadas para gera-lo, com atomos exponenciais

Forcando a decomposicao de cada um dos sinais de teste com o mesmo niimero
de estruturas com que foram gerados podemos identificar as estruturas apresentadas
na tabela 7.1. Outra alteracao realizada no processo é a transferéncia das freqiiéncias
no intervalo [—, 0] para [r, 27]. Na tabela vemos o SNR da reconstrugao, o produto
de cada estrutura e seus parametros. As reconstrugoes destes sinais usando estes
nimeros de componentes, isto ¢, as utilizadas para gera-los, podem ser vistos nas
figuras 7.3 a 7.10, nestas o sinal original estd em linha cheia e o reconstruido em
linha pontilhada.

Vé-se que o comportamento e a identificacao de estruturas do método pro-
posto é bastante razoavel. Os maiores problemas aparecem em mudancas bruscas
de fase e quando temos ceifamento do sinal, que podem ser vistos nos sinais “x006”
e “x008”, figuras 7.8 e 7.10 respectivamente. Além disso no caso da decomposic¢ao do

sinal “x003” podemos observar que o método se confunde e identifica batimentos, e
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Parametros dos Atomos

Sinal | SNR dB Produto &g bq Ag u | to, | ty,
x001 | 51,664552 | 4,792623 | 5,969315 | 0,082951 0 0| 0 | 42
2,340427 | 5,968631 | -0,145954 | 0,009894 | 49 | 49 | 100
1,247204 | 3,771522 | 0,241955 0 41 1 42 | 99
-0,90372 | 5,656444 | 1,096688 | 0,014186 | 52 | 52 | 100
x002 | 89,015301 | 4,582636 | 5,969046 | -0,000389 0 0| 0| 40
2,956985 | 5,968820 | -1,541265 | -0,000041 | 41 | 41 | 109
0,773385 | 1,562215 | -0,961514 | 0,094088 | 61 | 61 | 98
-0,242017 | 0,944235 | -1,301030 | -0,000145 | 50 | 50 | 100
x003 | 53,091694 | 5,113647 | 5,969001 | 1,555935 0 1 (1 |127
1,984570 | 6,026682 | 1,173911 0 1] 1 |127
1,741422 | 0,365718 | -1,531800 0 4 1 5 ]126
-0,375560 | 5,977884 | 0,896574 | -0,002778 | 5 | 5 | 126
x004 | 48,476058 | 7,822828 | 5,969448 | 1,536594 | -0,000716 | 0 | O | 127
2,145352 | 0,022461 | -0,988498 | 0,048865 | 0 | 0 | 123
x005 | 50,575880 | 8,386618 | 0,156999 | -1,556304 0 1] 1 |127
1,891897 | 3,766125 | -1,300815 | 0,052709 | 53 | 53 | 127
x006 | 24,195232 | -6,042007 | 0,318646 | 0,807433 | -0,003477 | 3 | 3 | 127
4,185237 | 0,255300 | -0,379373 | -0,016504 | 2 | 2 | 74
-2,584711 | 5,903014 | -1,490763 0 11|76
x007 | 165,686497 | -2,343796 | 3,769891 | -0,313190 | 0,079967 | 39 | 39 | 127
x008 | 19,834655 | -9,855697 | 0,157643 | 1,538846 0 1] 1 |127

Tabela 7.1: Parametros extraidos na decomposicao dos sinais de teste.
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Figura 7.5: Comportamento da reconstrugao do sinal “x003”, com o mesmo ntimero

de estruturas utilizadas para gera-lo, com atomos exponenciais
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Figura 7.6: Comportamento da reconstrugao do sinal “x004”, com o mesmo ntiimero

de estruturas utilizadas para gera-lo, com atomos exponenciais
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Figura 7.7: Comportamento da reconstrugao do sinal “x005”, com o mesmo ntimero

de estruturas utilizadas para gera-lo, com atomos exponenciais
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Figura 7.8: Comportamento da reconstrugao do sinal “x006”, com o mesmo ntimero

de estruturas utilizadas para gera-lo, com atomos exponenciais
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Figura 7.9: Comportamento da reconstrugao do sinal “x007”, com o mesmo ntimero

de estruturas utilizadas para gera-lo, com atomos exponenciais
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Figura 7.10: Comportamento da reconstrucao do sinal “x008”, com o mesmo ntimero

de estruturas utilizadas para gera-lo, com atomos exponenciais
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nao as componentes utilizadas para gerar o sinal.

7.2.1 Representacoes Coerentes Com o Dicionario de Expo-

nenciais

Nas decomposicoes realizadas até aqui indicamos ao algoritmo quantos pas-
sos realizar. Podemos entretanto utilizar o conceito de coeréncia apresentado no
capitulo 5 aplicado a este novo dicionario. Ao levantar o comportamento da taxa de
aproximacao dos sinais de ruido gaussianos para este novo dicionério, observamos
também um valor limite para a mesma, como vimos para o dicionario de Gabor
discreto. Entretanto espera-se que este limiar seja um pouco maior devido a estru-
tura do dicionario, o que confirmou-se. Estes valores podem ser vistos na tabela
7.2. Com estes podemos realizar entao decomposicoes coerentes utilizando o mesmo

conceito utilizado anteriormente para o dicionario de Gabor.

Comprimento do Sinal | A\eq
64 0.50
128 0.39
256 0.26
431 0.23
512 0.21
1024 0.16
2048 0.13

Tabela 7.2: Taxa de aproximacao média para sinais de Ruido com diferentes com-

primentos, no dicionario de exponenciais.

Utilizando este critério de coeréncia os sinais de testes sao decompostos con-
forme a tabela 7.3, para uma média movel de oito passos, equacoes (3.41) e (5.5).
Nesta tabela vemos também o nimero de estruturas utilizadas na geracao de cada
um dos sinais. Repare que o nimero de estruturas em que o método decompoe os
sinais ¢ bem maior que o nimero de estruturas utilizadas para gera-lo. Este é um
resultado esperado ja que o processo de aproximacao do sinal s6 serd terminado

quando o residuo tiver um comportamento similar ao do ruido quando aplicado ao
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diciondrio, e como o processo é uma aproximacao isto pode acarretar mais estruturas
que o nimero de estruturas presentes no sinal. Porém ainda assim vemos a capaci-
dade de discernimento do método para identificar estruturas coerentes com o sinal.
Veremos depois que grande parte das estruturas identificadas terao amplitude muito
pequena e ao quantizarmos as estruturas na secao 7.3 as mesmas desaparecem. Na
subsecao 7.2.2 veremos como a adi¢ao de um ruido Gaussiano de pequena energia

pode ser utilizada para tornar esta medida de coeréncia mais robusta.

Sinal | SNR dB | Num. de Atomos || Estruturas na Geracio
x001 || 141,403556 33 4
x002 || 147,725354 22 4
x003 || 106,234750 22 4
x004 || 117,937663 26 2
x005 || 134,085335 35 2
x006 || 56,317937 8 3
x007 || 244,690827 31 1
x008 || 134,661621 61 1

Tabela 7.3: SNR e nimero de atomos identificados nos sinais sintéticos.

Na tabela 7.3 podemos observar alguns fatores: 1) a incapacidade deste mé-
todo na representacao de sinais com mudanca de fase, isto pode ser visto para o
caso do sinal “x006”, onde temos duas mudancas de fase, principalmente na cispide,
vemos que além de obtermos uma baixa relacao sinal ruido, rapidamente atingimos o
critério de coeréncia, o que indica que rapidamente o residuo é confundido com ruido
neste diciondrio; 2) o alto custo na representacdo de sinais ceifados, sdo os casos dos
sinais “x004” e “x008”, no primeiro como o ceifamento ocorre num suporte limitado
sua influéncia é menor, porém no segundo vemos a demora do algoritmo para atingir
a coeréncia. Este tltimo fator pode ser corrigido implementando o limiar nos passos
do algoritmo ao invés de ao final do processo de aproximacao, enquanto o problema
da fase requer um estudo mais aprofundado.

A identificacao de fend6menos através do método proposto é boa, principal-
mente no caso utopico de fenomenos isolados. Isto pode ser observado nao so através

do sinal x007, mas também através dos trés sinais compostos de uma tnica estru-
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Figura 7.11: Comportamento da identificagao do sinal gerado com uma tinica expo-

nencial.

tura mostrados nas figuras 7.11, 7.12, 7.13. O primeiro é uma exponencial sem
modulagao, enquanto o segundo e o terceiro sao exponencias moduladas. Nas mes-
mas figuras podemos ver os sinais reconstruidos/identificados através do método. A
reconstrucao destes sinais fornece um SNR de 165,94 dB, 159,26 dB e 149,10 dB
respectivamente, com uma unica estrutura. Devemos observar ainda o coeficiente A
identificado em cada um dos casos: 0,009766, 0.009997 e 0.010015; sendo que todos
estes sinais foram gerados com A = 0.01, com o que vemos que é realizada uma boa

identificacao da exponencial.

7.2.2 Imunidade ao Ruido

Para avaliar o desempenho deste procedimento podemos somar ruidos de
diferentes energias ao sinal original e observar o desempenho do método proposto.
Fizemos isto para o sinal “x002” somamos a ele um mesmo ruido gaussiano! com

diferentes energias e observamos os efeitos causados pela adi¢ao destes ruidos. As

1Um mesma realizacdo de um processo estocastico de ruido gaussiano.
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Figura 7.12: Comportamento da identificagao do sinal gerado com uma tinica expo-

nencial.

energias e normas destes ruidos podem ser vistas na tabela 7.4. Nela apresentamos
a energia e o moédulo dos ruidos, bem como a relacao entre a energia do sinal original
e o ruido. Podemos ver também o ntimero de estruturas coerentes identificadas e
o SNR da reconstrucao. Veja que o critério de coeréncia escolhido funciona muito
bem, parando a representacao em quatro estruturas até um ruido com energia de
aproximadamente 5% da energia do sinal. H4 uma pequena confusdo na identificacao
da ultima estrutura do sinal “x002” mas o desempenho ainda assim é muito bom.
Os sinais ruidosos juntamente com os sinais decompostos a partir deles podem ser
observados nas figuras indicadas na tabela. Onde novamente o sinal a decompor
estd em linha cheia e o reconstruido em linha pontilhada.

Esta é uma expansao da idéia de denoising |2, 28]. O que vemos é que po-
demos utilizar um dicionario de exponencias complexas para representar um sinal
elétrico ruidoso e reconstrui-lo com menos ruido, a partir da utilizacao de uma re-
presentacao adaptativa através dos Matching Pursuits com um dicionario composto

de exponenciais complexas.
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Figura 7.13: Comportamento da identificacao do sinal gerado com uma tinica expo-

nencial.
Ruido
Energia | Modulo % Num. Estruturas | SNR dB || Figura
0,0809 | 0,2845 375,81 4 55,175774 || 7.14
0,3237 | 0,5689 93,92 45,616980 || 7.15
1,2946 | 1,1378 23,48 4 34,176268 || 7.16
2,2756 | 5,1784 13,36 2 14,923098 || T7.17

Tabela 7.4: Decomposicao do sinal “x002” com adicao de ruido.

EXe)

ao

6o s0 100

Figura 7.14: Comportamento da identificacao do sinal somado ao ruido com razao

entre a energia do sinal e a do ruido de 375,81.
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Figura 7.15: Comportamento da identificacao do sinal somado ao ruido com razao

entre a energia do sinal e a do ruido de 93,92.

Figura 7.16: Comportamento da identificacao do sinal somado ao ruido com razao

entre a energia do sinal e a do ruido de 23,48.

Figura 7.17: Comportamento da identificagdo do sinal somado ao ruido com razao

entre a energia do sinal e a do ruido de 13,36.
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7.3 Quantizacao das Estruturas

Vimos entao que o algoritmo proposto é valido para a representacao coerente
de sinais elétricos, possuindo uma boa capacidade de representacao dos sinais do
ponto de vista fenomenolodgico. Porém esta ainda nao é uma ferramenta valida para
comprimir os sinais a partir destas estruturas, pois necessitamos uma quantidade de
bits razoavel para o armazenamento dos parametros que geram as estruturas.

Para os parametros de inicio e fim das estruturas bem como o parametro
u, teremos o mesmo numero de possibilidades que o comprimento do sinal N, o
que pode ser realizado com L bits. Porém para os parametros: produto interno,
A, € e ¢; utilizamos nimeros de 32 bits, o que gera por estrutura um nimero de
4 x 324 3 x L. Repare que para um sinal de 128 amostras com 16 bits, que é o caso

dos sinais sintéticos até aqui estudados, teremos uma taxa de compressao de:

128 x 16
M@Ax32+3%x7)

onde M é o ntimero de estruturas. Neste caso gastaremos 149 bits por estrutura.

(7.12)

Isto nos permite utilizar até 13 estruturas para representar o sinal sem aumentar o

nimero de bits gastos para armazena-lo. Genericamente teremos a taxa dada por:

N xb
M(4x324+3x1L)

onde N é o comprimento do sinal, b o niimero de bits por amostra e L o menor

(7.13)

ntmero inteiro maior ou igual a log, V.

Podemos ver entao que a compressao obtida por esta representacao é muito
precaria. Para resolver este problema podemos quantizar os parametros: produto
interno, A, £ e ¢. Os parametros produto interno, A e ¢ serao quantizados através de
um quantizador escalar. Ja a freqiiéncia £ serd quantizada em funcao da freqiiéncia
de amostragem e da freqiiéncia fundamental do sinal elétrico.

Fazemos entao quantizadores escalares [29, 30| para A, ¢ e o produto interno.
Estes quantizadores dependerao nao s6 do maior e menor valor que cada um destes
trés parametros podem assumir bem como o ntimero de bits para cada um deles.
Sendo w,,.,; 0 maior valor de um destes parametros, e w,y,;, o menor valor do mesmo
parametro, definimos entao um passo de quantizacao para o parametros w que sera

dado por:

Wmaz — Wmin
Ay, = — (7.14)
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onde b,, € o nimero de bits permitido para o parametro w. Com isto para um dado

valor de w que chamaremos w; teremos seu valor a transmitir/armazenar, i,,, dado

por:
Wit 2va
{%J , se w; > 0
wq
Iy = Aug (7.15)
w2
— \‘TqQJ , se w; < 0

Onde |d] é o maior nimero inteiro menor que d. Desta forma podemos obter o valor

a transmitir para w;. O valor quantizado, w,, através de:
Wy = Ty X Dy, - (7.16)

Entao na quantizacao de um dado parametro necessitaremos transmitir além dos
indices para reconstru¢ao do parametro quantizado o passo de quantizagao A, e
o nimero de bits utilizados na quantizacao do parametro. O primeiro faz parte do
processo de “desindexacao” e o segundo permite entender o bit-stream gerado. Te-
remos entao devido ao projeto do quantizador um over head a transmitir que pode
ser visto na figura 7.18. Salientamos que neste quantizador nao enviamos a faixa
dinamica, se esta for enviada podemos obter uma melhora do desempenho do quan-
tizador, porém isto acarreta num custo extra de bits, como estamos interessado em
averiguar a possibilidade de quantizar as estruturas este quantizador sera suficiente.
Além destas informacoes serd necessario enviar também o comprimento do sinal N,
o que sera feito através dos dois primeiros bytes (com isto podemos codificar sinais
de comprimento até 65536). Logo, utilizamos intercaladamente 4 bytes para definir
o passo de quantizagao e um byte para definir o nimero de bits utilizados para cada
um dos parametros: produto interno, A e ¢ (o que fornece a possibilidade de utilizar
de 1 a 256 bits por parametro). O nimero de bits a serem utilizados para u, t; e ¢,
podem ser obtidos diretamente de /N sendo o menor niimero inteiro maior ou igual a
log, N. Desta forma ja estaremos de posse do modelo dos quantizadores do produto
interno, A, ¢, u, t, e ty bem como do nimero de bits utilizados na quantizagao de
cada um deles.

Resta-nos agora, quantizar a freqiiéncia & dos parametros de geragao dos
atomos exponenciais. Inicialmente projetamos o quantizador da freqiiéncia como os

anteriores, porém percebemos que este possuia trés problemas:

1. Nao considerava a relacao entre os harmonicos do modelo de sinal elétrico;
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do Sinal de bit p/ o de bit p/ de bit p/ a
produto fase ¢

Passo de quantizagao Passo de quantlza( a0 Passo de quantizacao
do produto de A da fase ¢

Figura 7.18: Cabecalho da compressao de um sinal informando o seu comprimento,
e os passos de quantizacao de: produto interno, A e ¢ e o nimero de bits utilizados

na quantizacao de cada um deles.

2. Necessitava um grande ntimero de bits para obter a precissao da relacao da

freqiiéncia de amostragem (f,) com a freqiiéncia da fundamental (ff):

_ fa,
Tf—f—f,

3. Nao levava em consideracao que ao contrario dos outros parametros a freqiién-

(7.17)

cia £ esta limitada em [0, 27].

Fazemos entao o calculo do passo de quantizacao de § a partir de ry. Podemos entao
calcular o passo de quantizacao da freqiiéncia:

2
Ag, =2 (7.18)

q rf

Cabe uma observagao, em alguns casos, esta escolha do passo de quantizacao nao
utiliza de forma 6tima o nimero de bits, por exemplo: caso ry = 60 necessitaremos
7 bits para codificar a freqiiéncia, desta forma poderiamos utilizar ry = 120 que
ainda assim utilizariamos o mesmo nimero de bits e o passo seria dividido por dois,
permitindo utilizar os mesmos valores para a freqiiéncia quantizada. Levamos em
consideracao esta observacao na hora de calcular o niimero de niveis ou valores
permitidos para a freqiiéncia maximizando assim os bits utilizados e mantendo a
relacao de Ag, e ry que serd dada agora por:

2T

N = —
b PTf,

(7.19)

onde P é um nimero inteiro positivo. Podemos entao obter o indice da freqiiéncia

a armazenar/transmitir atraveés:

je= | 22|, (7.20)
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Figura 7.19: Cabecalho da compressao de um sinal.

e a freqiiéncia quantizada é obtida através de:
gq = Zg X qu. (721)

Para os parametros u, t, e t; usaremos L bits tal que L seja o menor niimero
inteiro maior ou igual a log, N. Logo esta informacao ja é transmitida ao informar-
mos N. Com isto teremos que o cabecalho com a informacao para a decodificacao
serd dado pelo mostrado na figura 7.19. Teremos entdao um gasto extra de bits dado
por:

begtra = 5 X 32 4+ 4 x 8 = 192 bits. (7.22)

Podemos agora armazenar/transmitir as estruturas utilizando uma quanti-
dade de b, bits para o produto, by bits para A, b, para a fase ¢, b¢ para a freqiiéncia

§ e L para u, t, e ty. Teremos por estrutura um gasto total de b, bits dado por:
b, = bp + by + b¢ + bg + 3L. (723)

Teremos entao que o nimero total de bits gastos na compressao de um sinal sera
dado por:
bcomp - bewtra + M x be; (724)

onde M é o niimero de estruturas utilizadas.
Se o sinal original possui N amostras e estd quantizado com b, bits por

amostra, seu tamanho em bits seréa:
borig = N X b,. (7.25)
com isto pode-se calcular a taxa de compressao atraves de:

Quant. bits sinal original ~ borig (7.26)

Tcomp = . . . = .
P Quant. bits do sinal comprimido beomp
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do produto de A da fase ¢ da freqiiéncia &

Figura 7.20: Cabecalho completo da compressao de um sinal com uma estrutura.

Falta-nos informar se ha ceifamento ou nao no sinal. Isto pode ser feito
utilizando um bit para indicar se ha ou nao ceifamento e 32 bits para indicar o
nivel deste caso exista. Este esquema pode ser visto na figura 7.20, onde mostramos
também como serao enviadas as estruturas, repare que os 32 bits do ceifamento s6

necessitam ser gastos caso este ocorra. Neste caso teremos para o cabecalho:

5% 3244 x84+ 1 =193 bits, caso nao haja ceifamento;
bewtra - (727)

5% 3244 x84+ 1+ 32 =225 bits, caso haja ceifamento;

7.3.1 Resultados

Vejamos agora os resultados obtidos para os sinais até aqui estudados quando
realizamos a quantizacao das estruturas. Estes resultados sao obtidos realizando a
decomposicao dos sinais através dos Matching Pursuits e realizando a procura do
atomo exponencial apresentada na secao 7.2, até atingirmos o limiar de coeréncia da
secao 7.2.1. Apos isto as estruturas sao quantizadas. Repare que esta quantizacao ira
mapear diversos produtos internos pequenos em zero eliminando diversas estruturas
de baixa energia. Os resultados deste processo podem ser vistos na tabela 7.5 para
alguns casos dos sinais x001 e x002, onde apresentamos o SNR para a taxa de
compressao obtida e o nimero de estruturas presentes ap6s a quantizagao (Num.
str.). Podemos observar que apesar do sinal ter comprimento pequeno obtemos
taxas de compressao razoaveis. Repare que a quantizacao do produto interno elimina
estruturas da representacao. Perceba que a influéncia do niimero de bits utilizados na
quantizacao de um parametro esta atrelada também aos valores méximos e minimos
que este parametro pode assumir, que por vezes pertencem a estruturas eliminadas
devido & quantizacao do produto interno, isto indica que podemos vir a pensar

em um quantizador que leve em consideracao os produtos internos nas estruturas

113



no momento de projetar os quantizadores de cada parametro, e nao s6 o valor do
parametro. Veja ainda que a quantizacao do produto interno com 3 bits fornece o
numero correto de estruturas presentes no sinal x001, porém no caso do sinal x002
ocorre um erro eliminando uma das estruturas. Isto pode ser explicado através dos
valores dos produtos internos apresentados na tabela 7.1, ji que a quarta estrutura
possui um produto interno pequeno que quando quantizado torna-se zero. Ja com
o sinal x001 com 4 bits obtemos uma estrutura a mais que o nimero de estruturas

presentes no sinal onde o argumento para que isto ocorra ¢ semelhante ao anterior,

porém com 3 bits o niimero de estruturas ja é o correto.

Quant. bits Sinal x001 Sinal x002

by | bx | by | Num. str. | SNR dB T comp Num. str. | SNR dB T comp
4 |1 4] 4 5 35.528235 | 5.291990 4 47.484682 | 5.885057
4141 3 5 34.769586 | 5.361257 4 45.977025 | 5.953488
4131 3 5 34.769586 | 5.432361 4 45.591825 | 6.023530
4 13| 2 5 31.976769 | 5.505376 4 34.464519 | 6.095238
4121 2 5 31.976769 | 5.580381 4 34.464519 | 6.168674
312 2 4 34.637216 | 6.243902 3 35.896185 | 6.965986
31111 4 35.459774 | 6.400000 3 38.493357 | 7.111111
2 12| 2 4 27.783441 | 6.320988 3 29.815688 | 7.037801

Tabela 7.5: SNR e Taxa de compressao obtidas com os sinais x001 e x002.

Na figura 7.21 podemos ver o desempenho na reconstrucao do sinal “x005”
ap6s a quantizacao de suas estruturas coerentes, decomposicao conforme a se¢ao
7.2.1. Fizemos a quantizagao das estruturas permitindo um méximo de 7 bits e um
minimo de 1 bit para cada um dos parametros: produto interno, ¢ e \; enquanto
para os outros parametros a escolha do nimero de bits é automética conforme apre-
sentado. Nesta figura apresentamos o SNR em funcao da taxa de compressao ao
variarmos os nimeros de bits para o produto interno, ¢ e A como mencionado.
Além disso mostramos os setores que resultam da utilizacao de um dado nimero de
bits para o produto. Vemos nesta figura que a maior influéncia na taxa de com-
pressao é do niimero de bits utilizados para o produto interno ou amplitude, ja que

este ird influenciar no niimero de estruturas a serem utilizadas na representacao do
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Figura 7.21: SNR x Taxa de compressao para a quantizacao do sinal x005.

sinal. Pode-se observar ainda que quanto maior o nimero de bits utilizados para
a amplitude, maior na média, o SNR. Mas ainda assim, para uma quantidade es-
pecifica de bits para a amplitude, a quantidade de bits utilizada para a fase, ¢, e
o decaimento da exponencial, A\, possui relevancia significativa. Resta saber quem
possui maior influéncia, a quantidade de bits utilizadas para A ou a usada para ¢?
Quando escolhemos alguns pontos deste grafico vemos que utilizando 2 bits para a
amplitude e os casos: com 3 bits para A e 4 para ¢ obtemos um SNR de 31,37 dB
e com 4 bits para A e 3 para ¢ 39,09 dB, desta forma mantemos a mesma taxa de
compressao e podemos estudar a diferenca na relagao sinal ruido. No caso deste
sinal, este é o comportamento na média: mais bits para A fornecem um desempenho
melhor que mais bits para ¢. Porém deve-se observar que este ¢ um comportamente
extremamente dependente do sinal. Sinais onde a composi¢cao dos mesmos é de
exponenciais reais moduladas necessitam mais bits para A, sinais onde a principal
caracteristica é a variacao de fase necessitam mais bits para ¢.

Na figura 7.22 podemos ver os melhores quantizadores encontrados para a
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Figura 7.22: Melhores quantizadores para as estruturas do sinal x005.

quantizagao das estruturas do sinal “x005”. Sao aqueles com maior relacao sinal

ruido, SNR, e maior taxa de compressao.

7.4 Aplicacao a Sinais Reais

Aplicamos o algoritmo de decomposicao através de &tomos exponenciais apre-

sentado até aqui junto & quantizagao das estruturas aos sinais reais apresentados na

secao A.2. Na tabela 7.6 podemos ver o resultado da compressao destes sinais,

inclusive o nimero de bits por amostra utilizados na codifica¢do do sinal (bps). Fi-

zemos uma pequena modificacao no algortimo: além do critério de parada baseado

na taxa de aproximac¢ao média interrompemos o processo quando identificamos uma
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Figura 7.23: Sinal R001 reconstruido.

estutura cuja norma é menor que % da norma do sinal, sendo N o comprimento do
sinal. Este opera simplesmente como um critério de energia e nao de coeréncia, de
forma a parar a codificacao de sinais pouco ruidosos. Os sinais reconstruidos podem

ser vistos nas figuras 7.23 para o sinal R001, para o sinal R002 na figura 7.24, na

figura 7.25 para o sinal R003, e na figura 7.26 para o sinal R004.

Quant. bits
Sinal || b, | by | by | be | N. Estr. || SNR dB T comp bps
ROOL | 6|6 |69 10 54,064907 | 21,222797 | 0,754
RO02 | 5|6 | 6 |12 9 55,824042 | 22,382513 | 0,715
ROO3 | 5|5 |5 |13 12 49,491845 | 19,117853 | 0,837
ROO4 | 5 | 12| 5 | 12 10 54,196683 | 19,458433 | 0,822

Tabela 7.6: SNR e Taxa de compressao obtidas para os sinais reais, quantidade de

bits utilizados por parametro e figura do sinal reconstruido.
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Figura 7.24: Sinal R002 reconstruido.
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Figura 7.25: Sinal R003 reconstruido.
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Figura 7.26: Sinal R004 reconstruido.
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Capitulo 8

Conclusoes

Neste trabalho vimos a decomposicao coerente de sinais, em especial de si-
nais elétricos, utilizando exponenciais moduladas. Vimos entao que, a partir de
um frame, podemos obter uma representacao de um sinal e que realizando uma
aproximacao através de passos, sucessiva, com o algortimo de Matching Pursuits,
podemos obter nao s6 uma representacao coerente, mas também compacta. A vanta-
gem destas representagoes em relagao a outros métodos é que, além de nos permitir
representar o sinal, a mesma permite analisar as caracteristicas do mesmo fenome-
nologicamente. Nao sé reconstruimos o sinal mas além disso temos a possibilidade
entender os fenoOmenos presentes no mesmo. Porém, mais do que elucidar, este

trabalho levantou muitas questoes. Neste capitulo veremos entao trés aspectos:
e As conclusoes do trabalho desenvolvido;
e As questoes levantadas por este trabalho;
e Possiveis trabalhos a serem realizados sobre o que aqui foi estudado.

Tomamos a liberdade de tratar estes trés aspectos conjuntamente utilizando como
elo de ligacao o assunto no qual eles se encaixam e nao os aspectos por separados.
Ao final colocamos por separado o que acreditamos serem as contribuicoes deste

trabalho.
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8.1 Representacoes Redundantes e Adaptativas

Neste trabalho vimos nao s a viabilidade tedrica da utilizacao do Matching
Pursuits na representacao de sinais, mas também diversos de seus aspectos praticos.
Vimos que este algoritmo funciona, porém sua falha esti no alto custo computacio-
nal. Algoritmos mais rapidos existem, porém os mesmos possuem o problema do alto
custo de memoria. Vimos também que o projeto das funcoes ou atomos a utilizar
nestes procedimentos possui grande influéncia sobre o resultado da representacao.

Por outro lado observou-se que a natureza voraz dos Matching Pursuits nao
é adequada para identificar padroes e analisar sinais. Isto se deve a confusao que
a maximizac¢ao do produto interno faz na representacao agrupando fenémenos dis-
tintos em uma mesma estrutura. Um procedimento que utilizamos neste trabalho
para a identificacao de padroes, foi a minimizacao do erro relativo, pagina 97. Tal-
vez a minimizacao do erro relativo pudesse ser utilizada para realizar os passos do
Matching Pursuits. Isto pode fornecer-nos uma nova representacao onde mudamos
completamente o critério e este novo critério favorece o casamento de estruturas na
regiao. Devemos ressaltar que neste novo critério nao poderiamos permitir impulsos
no dicionario, pois estas fun¢does minimizariam o erro, ji que um impulso com a
amplitude da amostra do sinal forneceria um erro relativo nulo. Vimos que este cri-
tério aliado ao critério do produto interno, como um segundo passo, forneceu bons
resultados na identificacao das estruturas de sinais elétricos. Isto se deve ao fato que
este critério na verdade é a minimizacao da norma [, base dos métodos dos frames.

Quanto aos objetivos desejados para uma representacao adaptativa, apresen-
tados no capitulo 3, nao conseguimos atingir o de velocidade. Esta é uma diregao a

seguir tentando acelerar o método proposto.

8.2 Dicionario de Exponenciais

O dicionario de exponenciais fornece um bom frame para a representacao de
sinais elétricos. Acreditamos também que este podera vir a ser usado futuramente
na representacao de sinais de voz e dudio [7]. Em [7| ha a indicacdo de uma meto-
dologia para acelerar o casamento com exponenciais baseada em filtros IIR [6, 31].

Porém, além da questao de como acelerar o processo de Matching Pursuits com este
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dicionério, temos que observar a questao de como amostra-lo de forma a garantir
que geramos um frame. Garantimos que o dicionario de exponenciais é um frame
ja que ele comporta além da base de exponenciais complexas, base de Fourier, uma
base de impulsos, e ainda uma série de exponencias. Porém nao encontramos uma
maneira de amostrar o parametro A das exponenciais reais de forma a garantir um
dicionario amostrado que forma um frame como o dicionéario de Gabor. O que temos
¢ um dicionario de atomos gerados a partir de parametros continuos. Esta ¢ uma
questao que resta ser estudada. Ja que nao h4 uma maneira 6bvia de garantir uma
divisao do plano tempo-freqiiéncia a partir de exponenciais moduladas.

Porém, de certa forma, a partir da modelagem de um sinal elétrico por uma
série de exponenciais, obtemos uma boa representacao do mesmo, sem realizar cal-
culos complicados para a obtencdo dos atomos ideais [32]. Outro método visto
para a utilizagdo de frames especificos foi o treinamento [33, 34|, que também nao
necessitamos realizar.

Vimos entao que o dicionario de &tomos exponenciais fornece um bom modelo

para a representacao de sinais elétricos.

8.3 Quanto ao Critério de Coeréncia

O critério de coréncia utilizado neste trabalho realmente foi capaz de finalizar
o processo de aproximacao quando o sinal se assemelha a um processo de ruido
branco Gaussiano. Isto pode ser especialmente notado na subsecao 7.2.2. Além
disso, utilizando este critério, temos como retirar ruido do sinal.

Devemos reparar que esta medida de coeréncia se torna tanto mais tatil quanto
mais ruidoso é o sinal. Para um sinal com ruido muito pequeno o algoritmo necessita
um nimero muito grande de iteracoes para alcancar o limiar de coeréncia, enquanto
em sinais com um ruido de maior energia este ¢ alcancado mais rapidamente.

Este critério pode ser usado também na troca de dicionéarios quando sao re-
alizados Matching Pursuits com diferentes frames [33]. Desta forma temos como
identificar automaticamente em que ponto da aproximacao trocar de frame e conti-
nuar os Matching Pursuits com um novo frame.

Vimos que uma boa forma de tornar o processo de identificacao das estru-
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turas mais robusto e automaético é através da adicao de um ruido Gaussiano de
pequena energia ao sinal. Desta forma a coeréncia é atingida mais rapidamente e
nao necessitamos representar estruturas de pequena energia resultantes de pequenas

diferencas entre os parametros das estruturas identificadas e as estruturas do sinal.

8.4 Quanto as Estruturas

O método é capaz de identificar as exponencias que compoem o sinal, sendo
portanto capaz também de identificar sen6ides. Desta forma as proprias estruturas
do dicionério possuem relacao com as componentes de sinais elétricos. Sendo assim
as estruturas que utilizamos para representar o sinal sao condizentes com aquelas
presentes em sinais elétricos.

Entretanto o método falha quando se depara com variacoes de fase que po-
dem ser observadas nos sinais x006 e R004. Nestes casos acreditamos ser possivel
identificar esta variagao de fase apos a identificagao de um atomo observando a taxa
de variacao do produto interno (ou seja através da derivada do produto interno que
deverd mudar devido & variacdo do sinal a representar), ou utilizando um processo
de identificacao de fase similar ao do PSK!, ou ainda quantizando a freqiiéncia,
futuramente pretendemos estudar este assunto.

Outro topico é a melhora da representacao de sinais ceifados. Identificando
o ceifamento e se no passo em questao o sinal reconstruido sera ceifado, podemos
aumentar o valor absoluto do produto interno e desta forma minimizar o SNR em

dado passo, obtendo uma aproximacao mais rapida e mais coerente.

8.5 Compressao de Sinais Elétricos

Ao quantizarmos as estruturas do dicionéario de exponenciais obtivemos bons
resultados tanto na medida objetiva de distorcao o SNR, quanto visualmente nos
sinais reconstruidos a partir das estruturas quantizadas.

Para a freqiiéncia, e os parametros temporais, conseguimos desenvolver pro-

cessos automaticos de escolha da quantidade de bits a utilizar na quantizacao. Porém

!Phase Shift Keying.
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resta-nos desenvolver processos semelhantes para os outros parametros dos atomos.
Acreditamos que isto seja factivel através da analise da variancia de cada um dos
parametros.

Em termos da compressao restam-nos entao melhorar os quantizadores dos
parametros produto interno, A e ¢, apresentados na secao 7.3, assim como chegar
a um critério de alocagao de bits através de uma anéalise subjetiva. Outra questao
a estudar na quantizacao das estruturas é a possivel influéncia da quantizacao do
produto interno no projeto dos quantizadores dos outros parametros. Para isto
quantizariamos primeiro o produto interno. A partir das estruturas que permanecem

apo6s esta quantizagao projetamos os quantizadores dos outros parametros.

8.6 Nossas Contribuicoes

Resumindo podemos colocar que as principais contribuicoes deste trabalho

Sa0:

e Estudo de um critério de coeréncia de forma a tornar uma decomposicao de

um sinal num dicionério coerente com o mesmo.

Desta forma levantamos valores para taxas de aproximacao que definem quando
a decomposi¢ao de um sinal deixa de ser coerente com o dicionario. Ou seja
quando o residuo da decomposigao passa a ser interpretado pelo algoritmo de
Matching Pursuits como um ruido Gaussiano. Este estudo foi realizado para
diversos dicionarios. Além disso este critério pode ser utilizado para realizar

denoising a partir de estruturas coerentes.

e Eliminacao de ruido de pré-eco e pos-eco na representagao de sinais através do

Matching Pursuits com o dicionério de Gabor.

Vimos como eliminar o ruido de pré-eco e pds-eco que surgem na decomposicao
através do Matching Pursuits com o dicionario de Gabor. Esta eliminacao foi
feita considerando, além do produto interno, o residuo do passo. Utilizamos
este critério em uma decomposicao com exponenciais na qual obtivemos bons

resultados, eliminando os mesmos problemas.

e Identificacao de exponenciais em sinais.
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Vimos que podemos identificar exponenciais em um sinal, identificando por-

tanto o comportamento do mesmo.

Decomposicao de sinais através de exponenciais.

A identificacao acima foi utilizada para decompor um sinal através de expo-

nenciais e vimos que os resultados deste processo sao muito bons.

Investigacao da possibilidade de quantizacao dos elementos geradores de es-

truturas em dicionarios de parametros “continuos”.

Estudamos também a possibilidade de quantizar os parametros das exponenci-
ais identificadas. Apesar de termos utilizado uma abordagem bastante simples

vimos que ¢é possivel quantizar os mesmos e obter bons resultados

Compressao coerente de sinais elétricos reais com altas taxas de compressao.

Por fim reunimos os itens acima num método eficiente de compressao de si-
nais elétricos com altas taxas de compressao. Este ainda pode ser melhorado
utilizando de maneira adequada o ceifamento, estudando melhor como identi-
ficar a variacao de fase e sua representacao, e melhorando a quantizacao dos

parametros dos a&tomos exponenciais.
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Apéndice A
Sinails Estudados

Neste capitulo apresentamos os diferentes sinais utilizados nesta tese. Fo-
ram colocados por separado de forma a poder realizar uma descricao objetiva dos

mesmos. Além da forma de onda dos sinais veremos também as suas caracteristicas.

A.1 Sinais Sintéticos

Os primeiros sinais estudados neste trabalho foram retirados de Rodrigues
[19]. Sao oito sinais com caracteristicas de sinais de redes de transmissao de ener-
gia elétrica. Estes sinais foram utilizados inicialmente para verificar a validade do
método implementado e poder comparé-lo com o trabalho original de [19].

Estes sinais sdo construidos sinteticamente através de um modelo de [19],
equagao (7.1), onde os sinais sdo gerados através de exponenciais moduladas por se-
noides com diferentes regioes de suporte. Os sinais assim obtidos podem ser vistos a
seguir nas figuras A.1 a A.8. Todas as curvas possuem 128 amostras e foram a obti-
das a uma taxa de 1200 amostras por segundo. Os valores dos parametros utilizados
para gerar os sinais podem ser vistos na tabela A.1, ng, e ny, sao respectivamente
as amostras de inicio e fim das componentes, e sao obtidas a partir do tempo e da
taxa de amostragem. Na tultima coluna temos a indicagao se o sinal esté ceifado e
o nivel onde o sinal esta ceifado. Este é uma fenomeno importante de observar, ja

que ocorre com freqiiéncia no registro de valores em sistemas elétricos.
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Sinal | FI(Hz) | A, | kg | ¢4(graus) | A, to, ty, no, | ny, | Ceifado
x001 60 1.000 | 1 85 0 0 0.0350 | 0 | 42 nao
0.450 | 1 135 0 0.0350 | 0.0830 | 42 | 100
0.250 | 2 270 0.005 | 0.0350 | 0.0750 | 42 | 90
0.250 | 8 39 0.001 | 0.0355 | 0.0830 | 43 | 100
x002 60 1.000 | 1 90 0 0 0.0333 | 0 | 40 nao
0.500 | 1 180 0 0.0333 | 0.0017 | 40 | 110
0.050 | 3 23 0 0.0417 | 0.0833 | 50 | 100
0.500 | 5 0 0.100 | 0.0500 | 0.1059 | 60 | 127
x003 60 1.000 | 1 0 0 0 0.0167 | 0 | 20 nao
1.000 | 1 0 0.050 | 0.0167 | 0.0500 | 20 | 60
0.125 | 1 0 -0.050 | 0.0500 | 0.0833 | 60 | 100
1.000 | 1 0 0.100 | 0.0833 | 0.1059 | 0 | 127
x004 60 1.000 | 1 0 0 0 0.1059 | 0 | 127 | em1
1.000 | O 90 0.050 0 0.1059 | 0 | 127
x005 30 1.000 | 1 0 0 0 0.1059 | 0 | 127 | em1
1.000 | 8 0 0.050 0 0.1059 | 50 | 127
x006 60 1.000 | 1 0 0 0 0.0312 | 0 | 37 nao
1.000 | 1 225 0 0.0312 | 0.0625 | 37 | 75
1.000 | 1 270 0 0.0625 | 0.01059 | 75 | 127
x007 60 1.000 | 8 0 0.080 | 0.0312 | 0.1059 | 38 | 127 nao
x008 30 1.000 | 1 0 -0.025 0 0.1089 | 0 |127| eml

Tabela A.1: Parametros utilizados na geracao do sinais de testes através do modelo

da equagao 7.1.
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A.2 Sinais Reais

Além dos sinais sintéticos, apresentados na se¢ao anterior, devemos utilizar
sinais reais para avaliar o desempenho do algoritmo proposto na representacao de
sinais elétricos. Neste contexto utilizou-se os sinais apresentados nesta secao. Estes

sinais podem ser divididos em dois grupos:

e Colhidos no campo;

e Simulados no ATP, um simulador de linhas de transmissao que leva em consi-

deracao as equacoes diferenciais das linhas.

Além disso devemos observar as peculiaridades de cada um dos sinais, nao s6
em relacao aos transientes presentes em cada, mas também em relagao a sua taxa
de amostragem e bits utilizados na conversao A/D.

Os sinais utilizados sao:

e RO0O01 - Oscilograma simulado no ATP que representa a corrente somada a uma
exponencial real, armazenado com 16 bits, e uma relacao entre freqiiéncia de
amostragem e a freqiiéncia da fundamental de aproximadamente 416. Este

sinal pode ser visto na figura A.9.

e R002 - Oscilagrama colhido no campo com 16 bits, com desligamento e reli-

gamento de linha. Este sinal é apresentado na figura A.10.

e RO003 - Curva real de sobrecorrente com desligamento amostrada com 16 bits.

Este sinal é apresentado na figura A.11.

e R004 - Oscilograma simulado no ATP armazenado com 16 bits. Este sinal

pode ser visto na figura A.12.

A.3 Ruidos Gaussianos

Para realizar o estudo de coeréncia no Matching Pursuit, secao 3.3, com o
dicionéario de Gabor, capitulo 5, foi necessario a geracao de sinais de ruido branco

Gaussiano. Isto foi realizado neste trabalho gerando ruidos de média zero e variancia

130



o 200 400 600 800 1000 1200

Figura A.9: Sinal ROO1.

0.5 —

0.5 -

-1.5

L L L L L
o 200 400 600 800 1000 1200

Figura A.10: Sinal R002.

-1.5

L L L L L
o 200 400 600 800 1000 1200

Figura A.11: Sinal R003.

131



_0.2 s s s L L
o 200 400 600 800 1000 1200
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Figura A.13: Ruido Gaussiano de 128 Amostras

unitaria. Geramos sinais de ruidos Gaussianos com 128, 256, 512 e 1024 amostras

para poder realizar este estudo. Estes sinais podem ser vistos nesta secao.
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